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Capitulo 1

El movimiento browniano
matematico y el tangible.

Se inserta la tesis en un contexto histdrico, pedagdgico y de investigacion.
En la primera seccién se plantea un breve recuento historico de las ideas
acerca de la existencia de atomos y moléculas y su manifestacién par-
ticular en el movimiento browniano. En la segunda seccién, a un siglo
de que Jean Perrin hiciera los primeros experimentos, se recrean, con
la precisién de las técnicas modernas, sus observaciones a propésito del
movimiento browniano, no sin dejar de contrastar con estudios simila-
res y correcciones o consideraciones recientes del modelo mateméatico
original. Finalmente en el tercero se justifica la realizacién de esta tesis
con base en un ambito luminoso: pinzas opticas que fuera la motivacién
inicial.

1.1. El camino a la existencia molecular

En 1827 el naturalista Robert Brown (1773-1858) observando granos de polen de
distintas plantas observé que eran dispersados en pequenas particulas con un ininte-
rrumpido e irregular movimiento sobre el agua. Con el mismo resultado para un gran
numero de materiales orgdnicos, pretendié encontrar una “molécula primitiva’de la
materia viva. Tiempo después, Brown comprobé que el mismo fenémeno ocurria con
materiales inorganicos, llevdandolo a concluir que toda la materia estaba constituida
de“moléculas primitivas”. [1]

A pesar de la observaciéon de Brown no se tuvieron muchas contribuciones al enten-
dimiento del fenémeno sino hasta 1877, en que Wiener demostré que tal movimiento
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no podia deberse a corrientes de convecciéon. Algunos anos después Dancer mostré la
desavenencia entre los efectos electrostaticos y dicho movimiento. Finalmente Desaulx
y Carbonnelle concluyen que tal, constitufa un fenémeno fisico per se * y atribuyeron
la razén a los impactos sobre la particula por parte de las moléculas del liquido que las
rodea. Resulta muy afortunada esta hipdtesis ya que esta en acuerdo con la dogmatica
conservacién de la energia '. A pesar de estas ideas, la falta de resultados experimen-
tales que las sustentaran dio lugar al relego del interés por tal teorfa [2].

*La agitacion de pequenos corpisculos suspendidos en liquidos,
realmente constituye un fendmeno general... ain mds, es natural
adscribir un fendmeno que tiene tal universalidad a alguna propie-
dad general de la materia... en mi forma de pensar, el fenémeno
es el resultado del movimiento térmico molecular del medio.
DEsAuLX

Hacia 1888 aparecen las primeras investigaciones puntuales. M. Gouy establece no
s6lo como admisible a la hipdtesis de agitacion molecular para explicar el ya llamado
movimiento browniano , sino como la Unica causa que quedaba por imaginarse; sus-
tentaba esta afirmacién con base en sus experimentos, los cuales desacreditaban las
vibraciones trasmitidas por el medio, las corrientes de conveccién, la naturaleza de la
particula y la de la luz de iluminacién, como la(s) causa(s) del fenémeno. Concluye
ademas que la vivacidad del movimiento es mayor entre menor sea la viscosidad del
liquido.[3]

La ultima gran contribucion del siglo se debié a F. M. Exner quien establecio la
proporcionalidad inversa entre la velocidad de la particula y su tamano, y la directa
entre la velocidad y la temperatura.

A comienzos del siglo xx, con uno de sus famosos articulos, Albert Einstein, ba-
sado en la teoria cinética de los gases, modela mateméticamente el movimiento brow-
niano, proporcionando asi un método directo para determinar la constante de Avo-
gadro, ademds de predecir el desplazamiento cuadratico medio que deberia de tener
una particula de 1um de didmetro inmersa en agua y, a fortiori, idear una prueba casi
tangible de la existencia de las moléculas [1].

Casi de inmediato, en 1909, Jean Perrin publica Le Mouvement Brownien et la
Réalité Moleculaire [3], articulo en que demuestra experimentalmente las predicciones
del modelo de Einstein, convenciendo asi a la comunidad cientifica de la existencia

el aumento en la velocidad de una particula conlleva el enfriamiento local del medio; la disminucién
de la velocidad, conlleva el calentamiento local del medio. Este hecho no contradice la necesidad del
medio por encontrarse en equilibrio térmico, ya que este concepto es meramente estadistico.
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molécular, y por supuesto valiéndole el Nobel, en 1926. (Véase apéndice D ).

La hazana de Perrin no dio por sentado al modelo de Einstein como explicaciéon
ultima, un anélisis mas general fue propuesto por Paul Langevin(1872-1946) en 1908,
matematicamente en forma de la ecuacion que lleva su nombre, y que mas allé del regi-
men difusivo considerado por Einstein, propone una fuerza estocédstica que contribuye
como ruido blanco al movimiento browniano, i.e. contribuyen como una senal aleatoria
que en dos instantes de tiempo diferentes no guarda correlacién estadistica entre si.
Langevin brinda asi una teoria que describe el impacto de los choques aleatorios de las
moléculas de un liquido sobre una particula libre y puntual inmersa en él.

1.2. La parte real

Cuando se piensa en un experimento posible desde hace més de un siglo, se asocia
trivialidad en su repeticién en tiempos actuales. Durante el proceso de este trabajo
ha sido una sorpresa la constatacién del gran nimero de factores que contribuyen al
micromovimiento observado del comportamiento browniano matematico desarrollado
por Langevin. Es justo este punto el que abre la puerta al cuestionamiento de obviar
el comportamiento browniano cuantitativamente, como lo ha hecho, amparados acaso
por lo clésico del fenémeno, gran parte de diversas investigaciones contemporaneas en
las que el movimiento browniano estd presente en cierta medida.

Lo que se logré en esta tesis fue medir, analizar y caracterizar de la forma maés
exhaustiva posible el movimiento browniano in wvitro de microparticulas de latex y
silica. Se examinaron computacionalmente las trayectorias de las particulas dielétricas
suspendidas en agua destilada o en una solucién salina, calculando su desplazamiento
cuadratico medio en funcién del tiempo.

El modelo matemético considerado fue el modelo estadistico de Langevin. Con la
finalidad de aproximarse experimentalmente lo mejor posible a las suposiciones tedri-
cas, se advierte necesario el descartar particulas muy densas o muy grandes, puesto
que los efectos gravitacionales sobre las particulas, no son considerados en el modelo.
Se desprecian las posibles interacciones coulombianas diluyendo en demasia la canti-
dad de esferas en el agua, asi como anadiendo NaCl, que es un compuesto idnico, en
algunas soluciones.

Se deja de lado la parte rotacional del movimiento aleatorio, que es la unica otra

manera que tiene el bano de cederle energia a las particulas, debido a que su contribu-
cién es en una escala minima.

A pesar de los esfuerzos por conseguir sistemas experimentales apegados a los mo-
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delos tedricos, no hay forma de tener la particula puntual considerada por Langevin,
lo que concede un relevante papel a la densidad de la particula. La secuela de la de-
sigualdad de la densidad de la particula y la del medio, ha sido la sedimentacién de
las esferas en el fondo del contenedor. Este presunto problema, dio un giro a una de
las intenciones originales de la tesis, que era determinar la constante de Avogadro y
comparar este resultado moderno con el obtenido hace un siglo por Perrin. La nueva
ambicion fue entonces determinar minuciosamente la posicion de las particulas, con
respecto a la frontera que las confina. En este punto se empled un resultado experimen-
tal de Faxen [4] que aproxima la fuerza de arrastre que siente una esfera sélida inmersa
en un liquido y que estd préxima a solo una frontera. Esta correccion viene dada sobre
la constante k en la fuerza de Stokes, como una perturbacién en érdenes superiores
del cociente entre radio de la particula y su separacién a la frontera cercana, sobre el
modelo lineal de las ecuaciones resueltas por Stokes en que las fronteras se encuentran
en infinito. Tal modificacion a la fuerza disipativa es expresada como una modificacién
a la viscosidad del medio, llamando a esta nueva viscosidad, viscosidad efectiva.

Todo el proceso experimental se llevé a cabo en el laboratorio de Pinzas Opticas del
Instituto de Fisica de la UNAM, a cargo de la Dra. Karen Patricia Volke Sepilveda,
por esta razoén, las particulas empleadas son esferas dieléctricas por estar destinadas a
ser manipuladas por pinzas de luz. Las pinzas 6pticas son fuertes gradientes luminosos,
lédseres enfocados, capaces de transmitir cantidad de movimiento de la luz a un cuer-
po transparente. Las particulas dieléctricas, dependiendo de su indice de refraccion,
sienten un fuerza atractiva o repulsiva hacia la zona de mayor gradiente de campo
eléctrico, que es la cintura del laser enfocado. [5]

La contribucion del trabajo presente al laboratorio de la Dra. Volke se debe a la
necesidad de caracterizar los sistemas empleados en manipulacién éptica exentos de
presencia luminosa, con la finalidad de poder distinguir de forma clara la contribucién
de cada fuente, browniana u éptica, al micromovimiento.



Capitulo 2

Modelo matematico del
movimiento browniano

Con base en la teoria de procesos estocasticos, habiéndolos descrito pre-
viamente, se desarrolla el modelo teérico del movimiento browniano
propuesto por Langevin, como lo escribe en su obra Sur la theorie du
mouvement brownien, sustentado en las ideas de Stokes y Einstein.

Se escriben explicitamente las ecuaciones de difusién y Stokes, deduciendo
las caracteristicas manifiestas del fenémeno browniano como fenémeno
disipativo dependiente del tiempo de observacion, haciendo posible idear
una forma de contemplarlo y estudiarlo experimentalmente.

La hipétesis es que se cuenta con particulas sumergidas en un bano en
equilibrio térmico, y que las tnicas fuerzas sobre ellas son la disipati-
va, fuerza de arrastre, y la fuerza estocastica asociada al golpeteo de
las moléculas del bano sobre la microparticula. La solucién a la ecua-
cién de movimiento depende de la escala temporal a la que se observe.
Tipicamente para tiempos mayores a 10~8s el comportamiento es di-
fusivo, es decir, el desplazamiento cuadratico que tienen en promedio
las particulas depende de manera lineal con el tiempo. El coeficiente de

proporcionalidad se asocia al coeficiente de difusién dado por GkT .
T




2.1. Introduccién a los Procesos estacionarios markovianos 6

2.1. Introduccion a los Procesos estacionarios markovia-
nos

La forma en que la variable estocédstica toma sus valores en el tiempo es justo lo que
define a un proceso estocastico. Como conceptos tutiles se definen la probabilidad
conjunta, como la probabilidad de que la particula se encuentre en x; al tiempo ¢1,
en x9 al tiempo t9, etc.,

Py (z1,t1;520,t0; ... T, ty)

y la probabilidad condicional como la probabilidad de que la particula tome las r

posiciones zs, 251, . . ., Zs_(r—1), donde z; denota la posicion z; al tiempo ¢;, cuando ya
ha tomado los s — r valores z5_,,..., 21,
Py (zs, Zs—1y -+ Zs—(r—1) | Zs—pyeves zl) ) (2.1)

Conocer las probabilidades conjuntas permite tener idea de los tiempos y la via-
bilidad de las acciones para cada proceso. Se conoce un proceso por completo, sus
propiedades estadisticas, cuando se conocen todas sus probabilidades conjuntas.[6]

La probabilidad conjunta estd normalizada espacialmente, i.e. la probabilidad de
que el proceso tome una posicién z es 1: [ dzP; (z,t) = 1. Con esto podemos escribir:

Py (21, ...2n) = /dmn+1dazn+2...d:nr,1dwrpr (21, eey 21)- (2.2)

Por otro lado, la probabilidad condicional satisface la llamada regla de Bayes:

P.

Pr\sfr = ?:7 (23)
que afirma que la probabilidad de que un proceso que ya tomé los s — r valores z1,
22y oy ¥ Zs—r, tome los r valores zs_,41, 2Zs—r42, ---, Zs, €8 igual a la razon entre la
probabilidad de que tome todos los s valores 21, 29, ..., v 25 y la probabilidad de que
tome los s — r valores z1, 29, ..., Zg—p.

Un proceso estacionario es un proceso independiente del tiempo y para el que
s6lo importa la relacion entre intervalos:

P, (z1,t1; @, ty) = Pp (21,81 + 75 oo tn, by + 7) VT y Vn,
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Esto quiere decir que la observacion del proceso puede hacerse a partir de un tiem-
po arbitrario y se encontraran siempre las mismas relaciones del proceso a diferentes
pasos sin importar el ¢; elegido, y sélo importando el tamano del paso entre cada ob-
servacion. De tener un proceso estacionario se escribird simplemente P (x,t) = P ().

Un proceso es markoviano en el caso en que la probabilidad en un tiempo dado
sea dependiente sélo del instante anterior y no de los valores que ha obtenido a cada
tiempo, i.e.

Py (Tpytn | 1, tn1;..;T1,t1) = Py (Tpytn | Tn—1,tn—1) Yn > 1. (2.4)

Sea un proceso estacionario markoviano. Dados P», probabilidad conjunta de que
tome los valores z; y 22, y Ps, probabilidad conjunta de que tome los tres valores 21,
zo v z3, por la regla de Bayes en la forma:

Py (w1,t1522,t2) = Py (w1, 1) Py (w2, t2 | 21,11)
Ps (z1,t15 20, t2; 03, t3) = P (21,115 T2, t2) Pipp (23,13 | w2, 12521, 11)

por tratarse de un proceso markoviano es posible reducir a P3 a P2Pyj; (23,13 | 22,12)
y por ser ademas estacionario Py es dependiente s6lamente de x y Py|; s6lo de o, en
particular debe tenerse:

Py (2, [ w0) — 6 (z — 20)

t— 0.

Asi pues, para esta clase de procesos estocdsticos, de conocer tanto P (z,t | o)
como P (x), pueden averiguarse todas las propiedades estadisticas del proceso.

Un proceso estacionario y markoviano que ha llegado al equilibrio tiene una proba-
bilidad condicional Py (z,t | z9) — P1 (z), pues el equilibrio anula la influencia del
punto inicial sobre el comportamiento futuro, y la estacionareidad descarta la depen-
dencia temporal. Como un resultado importante se obtiene que:
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Py (z3,t3 | w1, t1) = /d$2P1|1 (z3,t3 | m2,t2) Prjy (22,12 | @1, 11). (2.5)

Deduccion:

Py (21, 22,23) = P2 (21, 22) P12 (23 | 22, 21)
= Py (21) Py (22 | 21) Prja (23 | 22, 21)

por la regla de Bayes (ec. 2.3 ).

Py (21,22, 23) = P1 (21) P (22 | 21) P (23] 22),

por Markov (ec. 2.4), y finalmente:

/dI2P3 (21,22, 23) = Py (21, 23) = P (21) /dePm (22 | 21) Py (23 | 22),

integrando respecto a x2, donde, recordando que % =Py (23 | z1) de acuerdo a

Bayes, se tiene (2.5).

La ecuacién (2.5) es conocida como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, y es
valida para cualquier proceso estacionario markoviano.

2.2. Modelo de Langevin

El punto de partida es el teorema de la equiparticién de la energia, el cual asocia
a cada particula del sistema en equilibrio termodindamico, un promedio en su energia

cinética de %%, N es el ntimero de particulas en un mol. [7]

Siv= ‘fl—”t” es la velocidad instantanea, entonces para el promedio extendido a un
gran numero de particulas de masa m, la energia cinética es:
— RT
mo? = —.
N
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De acuerdo a la férmula de Stokes, esta particula experimenta una fuerza disipativa
que se dirige en la direccién de movimiento y es llamada fuerza de arrastre. Esta fuerza
de friccién ! es proporcional a la velocidad y el coeficiente de proporcién, v, es igual a
—6mnr, n y r representan la viscosidad del medio y el radio de la particula respectiva-
mente. La fuerza en la direccién perpendicular al movimiento, fuerza de sustentacion,
resulta ser nula?.

Considerando este efecto disipativo y teniendo en cuenta que la energia cinética
oscila al rededor de RT/N, se incluye una fuerza que representa la parte estocéstica
del movimiento: f(t), asi la ecuacién de movimiento resulta ser:

dv
meo = —6mnrv + f(t). (2.6)
La fuerza complementaria f(t) puede tomar cualquier sentido, su magnitud mani-
fiesta la agitacién de la particula y es una fuerza cuyas componentes en z, en y y en
z estdn completamente descorrelacionadas. Multiplicando (2.6) por x se reescribe la

ecuacién en la forma:

d*z 1d?x? dz 1 dx?
g i Y RSl . 2.
ME—y =My =g =M (dt) 677777"2 i +xf(t) (2.7)

Tomando el promedio temporal como el limite cuando ¢ — oo de % fot F@&)dt', el pro-
medio de x f resulta ser nulo por la naturaleza aleatoria de f, y:

1d2z2 dz\? dz?

aunado el teorema de equiparticién y suponiendo que la derivada del promedio sea
igual al promedio de la derivada:

1 d@ T dr2
5™ d(jft - % = —Sﬂnrdi. (2.9)

1Se usard el término friccién o arrastre indistintamente refiriéndose a la fuerza mediante la que la
particula le devuelve energia al bafio, a pesar de que en hidrodindmico los términos hagan referencia al
contacto entre dos sélidos, friccién, y al contacto entre fluidos y sélidos, arrastre cuando la dirreccién
es la misma que la del movimiento y sustentacion si es ortogonal.

2Stokes resuelve las ecuaciones hidrodindmicas de un fluido que circunda a un objeto esférico que
se mueve con velocidad ¥, en el caso en que las fronteras se encuentran en infinito y que el nimero de
Reynolds es practicamente nulo
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da?,
dt -

1 gf,+,3 r 4,{§E
oMy TN T N

con el cambio de variable z =

La ecuacién precedente admite la solucion general:

RT 1 6mnr
= — C T Tm t
N 3mnr e

m
6mnr
madamente 10~%s para particulas con observable movimiento browniano.

que entra en un regimen constante al final de un tiempo del orden que es aproxi-

Supdngase una tasa de agitacién constante: z = d;—: = % 37r1m”’ integrando tempo-
ralmente,
dx? —- — RT 1
—dt =2? — 22 = — t.
dt O N 3mr

El desplazamiento en x esta dado por A, = z — xg, y ya que este desplazamiento
es indistintamente positivo o negativo 2zzg = 0, =

-— — — RT 1 ;
N 3myr”’
el desplazamiento cuadratico medio de particulas brownianas debe ser lineal con el
tiempo a partir de cierta escala de tiempo, 7, del orden de

(2.10)

m
6mnr -

2.3. Difusién

El fenémeno de difusién aparece como parte del movimiento browniano de una
particula de radio r inmersa en un medio con viscosidad 77, cuando la escala de tiempo
en la que se observa es mayor que un cierto valor critico 7 = 6W—”?7T.

La ley de Fick afirma que un gradiente crea una corriente en la direccién contraria,
ie. j: —DVp, donde D es llamado coeficiente de difusién y p es la densidad del medio
en cuestién. Recordando la ecuacién de continuidad % =-V. ; y sustituyendo en la
ecuacién de Fick se obtiene la ecuacién de difusién (eq. 2.11).

dp 2
= DV?p. 2.11
T Vp (2.11)
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Para encontrar una solucién se supone que inicialmente se encuentran todas las
particulas yuxtapuestas: p = d(x — xp) si t = 0, en cuyo caso existe la solucién:

1 _ (z—xq)?
p= e 4Dt
Var Dt
que es igual a la probabilidad de encontrar a una particula en la posicién x después de

un tiempo ¢, si en t = 0 se encontraba en xy (cuando ¢ >> 7g). Por el hecho de que
z = 0, la varianza o de esta gaussiana es:

)

22 — T = (x — x0)2 = 2Dt. (2.12)

(z—=0)*
En general la densidad de probabilidad de una gaussiana tiene la forma \/2170 P

La relacién (2.12) corresponde a un modelo unidimensional, en el caso bidimensional
la varianza estda dada por 4Dt, en el tridimensional por 6Dt etc.

Si se toma la ecuacién (2.12) y se iguala a (2.10) puede obtenerse:

_RT 1 _ kT

—_ = 2.13
N 6mnpr  6mnr ( )

que es conocida como la ley de Stokes-Einstein. [1] [7]

Esta ecuacién fue tomada como guia por Perrin y es a partir de ella que trata de
modelar el movimiento browniano que observé para marticulas de almaciga y gambo-
ge [3]. Por supuesto su régimen de observacién se encuentra en la parte difusiva del
fenémeno, de la misma manera que se encuentra el nuestro al grabar treinta cuadros
cada segundo a diferencia de los diez millones por segundo minimos necesarios para
observar el movimiento correlacionado.

En el apéndice A se obtiene la ecuacién de Fokker-Planck (A.2) a partir de la
ecuacién de Chapman-Kolmogorov (2.5). Considérese el limite difusivo en la ecuacién
de Langevin (2.6) : t >> 7 = %, i.e. el coeficiente de friccion v = 6mnr >> 1 =

f(t)  mAv ~0

que ademés por % = v se tiene que
t — — kT
% EFIONN v v SPLLY (2.15)
Y ’Y
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integrando temporalmente, pues f es una fuerza aleatoria asi que su promedio es cero,
y €l hecho de que sea ruido blanco implica que f(¢)f(t) = 2kT~d(t — ') (véase [6]),
dando por sentado el estado de equilibrio con el bano.

Si se sustituyen los valores anteriores para Az y Az2 en la ecuacién de Fokker-
Planck antes de tomar el limite infinitesimal (véase A), debido a un desarrollo de Taylor,
se tiene para W, que es la probabilidad de hallar a la particula con una velocidad v al
tiempo ¢, si es que al tiempo inicial tenia una velocidad wvg:

OW (v,t | vo)
M

W - %—Z/ /d(Am)cht(m, Az)Ax — W%/d(m)%t(% Az)Az +

W (v,t | vo) At +O(AF) =

10°W?

5@/61(&)%1(% Az)Az® + O(A)

10°W [ 2kT
2 Ox2

=W-0-0+= 7At)JrO(AtQ).

D a¢(x, Az) es la probabilidad de transicién a la posicién z+Ax, estando inicialmente en
z, 0 lo que equivalentemente representa la probabilidad condicional Py|; (x, At | x — Az).
Cancelando en la ecuacién anterior las W y tomando el limite infinitesimal se puede
escribir:

OW (z,t | z0) ki@QW (x,t | xo)
ot oy Ox? '

(2.16)

que es una forma mas general de la ecuacién de difusién en que el coeficiente de difusién

_ KT _ kT
es D= = G




Capitulo 3

Proceso experimental.

Se pretende observar experimentamente el movimiento browniano que pre-
sentan ciertas microparticulas y comparar la relaciéon entre el tiempo
y el desplazamiento cuadratico medio obtenida, con la deducida ma-
tematicamente en el capitulo previo.

El sistema experimental es conformado por un montaje éptico de alta magnifica-
cién: un objetivo de inmersién, un par de lentes y una camara ccd, con la respectiva
iluminacién necesaria para ver clara la imagen, lo cual se hace a través de una compu-
tadora. Las particulas que se estudian son confinadas en un pequeno pozo e inmersas
en agua. Por varias decenas de segundos se graban las particulas para producir numéri-
camente sus posiciones en funcién del tiempo. Se demuestra la correspondencia lineal
entre el desplazamiento cuadratico medio y el tiempo.

A continuacién se describen detalladamente los pasos experimentales hasta haber
observado el movimiento browniano de microparticulas de latex y silica.

3.1. Fabricacion de muestras

Las particulas empleadas compuestas de latex y fabricadas por la corporaciéon Du-
ke, tienen un tamaiio de 1,0 (disp. ! < 3%), 2,0 (disp. <4 %) y 5.0um (disp. < 12 %)

La dispersién se refiere a la desviacién estandar del didmetro medio, expresada como porcentaje
del didmetro medio [8].

13
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de didmetro. También se estudiaron particulas compuestas por silica y fabricadas por
el laboratorio Bangs, cuyas longitudes de didmetro son 1.54, 2.01 y 4.74um, con una
dispersién < 0.1 %).

En un tubo se diluyen las particulas con agua destilada para conseguir una solu-
ciéon muy poco saturada. Para cada tamano se realizan dos disoluciones, con sélo agua
destilada, y con una solucién salina de NaCl al 0.1 %.

Para evitar la rdpida contaminacion de las muestras se lavan los porta y cubre
objetos con una solucién al 2% de detergente orgdnico (Liqui-Nox, Alconox) y agua
destilada, son inmersos por un dia en la solucién, habiendo calentando a 40°C. El si-
guiente paso es retirar el detergente enjuagando al menos un par de veces con agua
destilada tibia (maximo 40°C). Finalmente se dejan escurrir hasta que el agua caiga
por completo (lo hard homogéneamente de encontrarse sin impurezas).

Figura 3.1: Ejemplos de las muestras de particulas de latex inmersas en agua destilada con
o sin NaCl

Sobre los cubreobjetos se coloca una estampa de papel autoadherente de aproxima-
damente 100um de grosor (Imageperfect 3500premium), la cual dard lugar a un pozo
donde confinar el bano con particulas brownianas.

Una gota de la disolucién es colocada en la alberca y cubierta con el cubre objetos,
éste es fijado al portaobjetos con pegamento epdxico para evitar cualquier tipo de in-
tercambio con el medio ambiente que puede contaminar, incluso biolégicamente, a la
muestra (figura 3.1).
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La muy baja saturaciéon de particulas es necesaria para disminuir las interaccio-
nes entre particulas, estas interacciones serian del tipo electrostatico, puesto que las
particulas de latex tienden a cargarse negativamente, creando repulsiones coulombia-
nas entre ellas [9]. Con esta misma finalidad se crean muestras en solucién salina, NaCl
al 0,1 % en agua destilada, que es un soluto iénico capaz de formar una segunda capa
de moléculas positivas libres que se uniran a las negativas de la superficie del latex,
haciendo que para largas distancias el resto de las particulas la vean electricamente
neutra e impidiendo la interaccion electrostatica.

3.2. Iluminacion

El sistema de iluminacén empleado fue un sistema Koehler, que es un arreglo épti-
co cuya finalidad es producir una fuente homogénea de luz a partir de una fuente
inhomogénea. Provee de un 6ptimo contraste y resolucién enfocando y centrando la
trayectoria de la luz, proyectdndola homogéneamente sobre el campo de visién. [10]

Esencialmente se compone de un par de lentes y un par de diafragmas, uno que
es llamado de apertura y otro que es llamado de campo. El diafragma de apertura
controla la apertura angular del cono de la luz proveniente del condensador, mientras
que el de campo controla el drea de luz iluminando el especimen.[11]

L1 L(condensador)

Diafragma de apertura

e

Fuente

Diafragma de campo

Figura 3.2: Sistema Koehler, diagrama basico.

Se cuenta con una fuente Thorlabs OSL1, que consiste en una bombilla eléctrica in-
candescente, cuya emisién de luz es dirigida mediante fibras 6pticas. Como se muestra
en el diagrama superior de la figura (3.3), la fuente es enfocada con una lente asférica
(f=1.6cm) colocada tan distante de la fuente como su distancia focal. El filtraje se lo-
gra distanciando 2.5cm el diafragma de campo del diafragma de apertura, y colocando
el primero a también 2.5cm de la previa lente asférica. A 3cm del segundo diafragma se
hace perpendicular el camino éptico de la luz mediante un espejo, dirigiendo al haz a
una segunda lente, biconvexa en este caso (f=2.54cm) que servird de condensador. Los
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dltimos tres elementos, el difragma de apertura, el espejo y el condensador, se montan
sobre un cubo fijo, garantizando la ortogonalidad del diafragma y la lente, y los 45°
respecto a ellos del espejo, gracias a los tornillos de alineacién fina que posee este tipo
de soporte (figura 3.3).

Muestra

L2 -
L1
A | [
’ \j | | / Espejo
Fuignte Diafragmas

Figura 3.3: [luminacién empleada, fotografia y diagrama.

3.3. Amplificacién y observacion

Ya que las particulas son del orden de unas cuantas micras, el objetivo de micros-
copio debe ser de gran magnificacién: 100X y con una apertura numérica de 1.25 en
este caso (Edmund DIN 100, 1.25 OIL, este objetivo es de inmersién asi que requiere
de una capa de aceite entre él y la muestra para colectar los rayos provenientes de
tan pequenia escala). El ocular lo componen un par de lentes plano convexas separadas
19.5cm (f = 10cm y f = 5em, respectivamente). La primera lente toma la imagen del
objetivo colocado a bem de ella y la segunda la envia a la cdmara CCD empleada para
la deteccién (Pulnix TM-250NIR) y colocada 20cm después (fig. 3.4).

La muestra es colocada sobre una platina con dos ejes de libertad para alineacién
rotacional, fijada previamente a una base XYZ (tres ejes de libertad de movimiento
traslacional). Sobre la platina se coloca un sensor/calentador conectado a un contro-
lador de temperatura (Instec STC200). Dentro de este dltimo se monta la muestra.
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S CcCD
19.5cm
<|»= L2
<|» L1
scm
OBJETIVO

Figura 3.4: Montaje observacional. Fotografia y diagrama.

Ya que la distancia focal de la tltima lente del sistema de iluminacién es muy cor-
ta, la luz emitida es rapidamente divergente, lo que dificulta la alineacién del espejo
a 45° para conseguir la verticalidad de la trayectoria de la luz. Para ello se coloca un
diafragma inmediatamente después del condensador y otro a 30cm mas lejos, colocado
perfectamente paralelo a la superficie de la mesa 6ptica. Para garantizar el paralelismo
entre la mesa y los diafragmas se insertan provisionalmente unos delgados tubos que
pueden colocarse a través de las monturas cuadradas que sostienen a las lentes y los
diafragmas, y al cubo de la iluminacién, a dngulos rectos. Estos tubos son llamados
rods y aparecen en la fotograffa de la iluminacién (fig. 3.3). Una vez alineado se re-
mueven ambos diafragmas y los cuatro rods.

La unién entre el robusto montaje de iluminacion, y el de observacién se hace con
ayuda de la imagen de la cimara. Una vez detectando la luz de la fuente con la cAmara
se comienzan a anadir el resto de los elementos (el objetivo y las dos lentes consecuti-
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vas) con un diafragma detrds de ellos para restringir el paso de la luz y poder ver un
pequeno circulo de luz que deberd estar siempre centrado. Cada pieza éptica también
es alineada con un nivel para garantizar que sea paralela a la superficie (la cual se
asume perfectamente ortogonal a la fuerza gravitacional).

Para garantizar la alineacién basta con que al enfocar y desenfocar una particula
la luz difractada por ella aparezca como un punto luminoso que crece o decrece en
tamano al alejar o acercar el foco del objetivo al centro de la particula esférica, pero
siempre con su centro coincidiendo con el centro de la particula.

3.4. Toma de videos

Una vez alineado el sistema de observacién se observa la imagen de las particulas
en la computadora, a través de la cdmara ccd’s. El programa Aver Tv es el software
de control empleado y permite almacenar fotografias o videos con una velocidad de
captura de 30 cuadros por segundo. La imagen de las particulas debe estar definida
en el punto en que los circulos, imagen de las particulas, son completamente oscuros,
el brillo en el centro o en los extremos quiere decir que el foco del sistema estd por
encima o por debajo del centro de las particulas, situaciones que se prefieren evitar con
la finalidad de garantizar por un mayor tiempo la visualizacién de las particulas en el
cuadro, ya que éstas se desenfocan al moverse en la direccién z. Puesto que el modelo
tedrico de Langevin del movimiento browniano no contempla interaccidnes entre las
propias particulas, se buscan cuadros en que aparezca solo una particula por vez. Una
vez conseguidas imagenes con todas las carecteristicas previas, se procede a filmar su
movimiento por al menos un minuto. Este tiempo dificilmente puede extenderse mu-
cho més pues se requiere que la particula aparezca en todo momento y su movimiento
tiende a alejarla cada vez mas de su posicién original, que pronto esta fuera de los
limites de la camara. Se filman veinte videos para veinte particulas diferentes.

El controlador de temperatura permite mantener a la muestra a una temperatura
fija y estable, la minima es 20,1°C, temperatura ambiente del laboratorio. Se repite
la captura de imédgenes para las mismas muestras a 40,0 y 60,0°C. Al aumentar la
temperatura del controlador, la captura de un nuevo video se demora al menos diez
minutos, para poder garantizar un bano con particulas en equilibrio térmico.

Para su analisis, los videos son desfragmentados en imagenes con nombres numéri-
cos consecutivos, accion auxiliada por el software de manipulacién de cualquier formato
de video Avidemux; estas imédgenes, e.g. figura (3.5), son tomadas por el programa htra-
ckers.m para Matlab realizado para el laboratorio de Pinzas Opticas del IFUNAM por
sus estudiantes. El programa se compone de distintos moédulos. El primero despliega
la primer imagen del video con un programa de manipulaciéon de imégenes, enseguida
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solicita el didmetro en pixeles de la particula y el ruido que puede asociarse a la ima-
gen, con la herramienta de medicién se puede obtener el primer dato, mientras que el
segundo, el ruido, debe calcularse considerando la calidad de la luz en todo el plano
de la imagen y la resolucion de la particula, normalmente el valor épimo de ruido a
considerar es 20pix.

Figura 3.5: Particula de latex de 2,0um

El segundo paso consiste en desplegar cuatro imagenes: la original, la imagen in-
vertida y rellenada, la imagen filtrada, y la original con un punto en el centro de cada
particula que serd exactamente el centro si los parametros son los adecuados pues el
programa busca objetos circulares en un tono de gris distinto al de fondo, el anélisis es
tan flexible en la asociacién de grises como parte de una figura hallada o no, como el
pardmetro de ruido lo permita, (véase la figura 3.6). Una vez obtenidos los centroides
para la primer imagen se repite el proceso para todas las imagenes del video, emplean-
do los mismos pardametros de la prueba , aproximadamente 1800 cuadros por video.

El siguiente paso es relacionar los datos registrados para todos los cuadros a cada
particula, lo cual con ayuda de pardmetros como el tamano, el desplazamiento maximo
en pixeles que pueden tener las particulas, y el mayor niimero de cuadros en que éstas
pueden desaparecer, el programa libre tracker (véase apéndice B) fue incluido en htra-
ckers.m. Su labor es discernir entre los datos obtenidos en funcién del tiempo, puesto
que se tienen posiciones de todos los centroides encontrados a cada cuadro, pero no una
relacién de cudl pertenece a cada particula. Este programa ademés descarta particulas
que no hayan aparecido un nimero de cuadros suficiente, en relacién al tiempo que
uno ha determinado como tiempo minimo de observacién continua.
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Figura 3.6: Figuras herramienta del rastreo de una particula de latex de 2,0um

Al correr tracker.m, se imprimen cuatro columnas: la posicién en x de una particu-
la, la posicion en y, el nimero de cuadro en la que se encontré tal posicion, y por tltimo
el namero de particula a la que pertenecen tales datos. De tener varias particulas en
un video apareceran primero todos los datos para la primera, después todos los datos
para la segunda, etc.

La parte final del programa se encarga de desplegar graficamente los resultados de
todo el rastreo. Se despliega la primer imagen con un punto en cada posicién que fue
ocupada por el centro de cada particula durante todo el video (véase figura 3.7 ).

El proceso de analizar cada video toma entre media y una y media horas del calculo
constante de un procesador de 360Gb, a 2.00 GHz, y 800 MHz FSB, y teniendo una
memoria RAM de 4Gb, dependiendo del nimero de cuadros por video que figura entre
los 1200 y 3000.

Analizados todos los videos se guardan los archivos que contienen la informacién
de las posiciones de todas las particulas, otros con la informacion de los parametros

tamano, ruido, etc. escogidos en cada filmacién y finalmente las imagenes andlogas a
la figura (3.7).
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Figura 3.7: Resultado del rastreo y tracker de un video de particulas de 2pum de didmetro de
latex.
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Capitulo 4

El fenémeno visible

Se compara el andlisis de datos experimentales con los resultados tedricos
del capitulo 2, ilustrando la dependencia lineal entre el tiempo y el des-
plazamiento cuadratico medio de microparticulas embebidas en agua
destilada y en solucién salina. El mismo resultado es obtenido para di-
ferentes sistemas caracterizados por distintos valores de los parametros
temperatura y radio de la particula.

Se exhibe la necesidad de considerar teéricamente particulas no puntuales
debido al papel trascendente que juega la diferencia entre las densidades
del medio y de las particulas.

Se calcula la distancia de separaciéon media entre las particulas y la super-
ficie que las confina, en acuerdo a las correcciones experimentales a la
fuerza de friccién de Stokes, encontradas por Faxen [4].

En el capitulo previo se menciond el archivo generado con la informacién del rastreo
de las particulas, el cual contiene las posiciones de cada particula en pixeles, corres-
pondientes al tiempo dado como nimero de cuadro, estas posiciones, que figuran en la
imagen del resultado del tracker (fig. 3.7), son graficadas en la figura (4.1) de manera
bi y tridimensional: posicién x, posicién y, tiempo.

Ya que el movimiento browniano observado es un movimiento aleatorio, es de es-
perarse que la particula se mueva al rededor de su posicién original, consecuentemente
debe pasar mas tiempo en una zona mas cercana a la posicién inicial. En la figura
(4.2) se muestran los histogramas de una particula arbitraria, obtenidos a partir de
las posiciones en x y en y. Los histogramas muestran el nimero de cuadros en los

23
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Figura 4.1: Ejemplo tipico del movimiento browniano para una particula de 2um de
diametro

que la particula tomé alguna de las posiciones contenidas en cada banda con ancho de
aproximadamente 2pix.
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Figura 4.2: Histograma de las posiciones en x y en y de una particula browniana arbitraria.
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Como antes se menciond, la forma en que el tracker determina la presencia de una
particula en la imagen es a partir del despliegue de una imagen auxiliar que ayuda a
medir el didmetro de la particula filmada. Es ayudados de esta imagen, que se obtiene
la equivalencia entre pixeles y micrometros midiendo el diametro de la esfera en pixeles
y tomando el valor real proporcionado por el fabricante. Tal equivalencia esta dada por
el cociente radiofabricante[um]/radioimagen[pix]. Debido a que el sistema de observa-
cién puede variar un poco en posicién a cada dia de realineado, el cociente entre micras
y pixeles no es necesariamente constante, el cuadro (4.1) muestra la razén pix/micras
calculada para cada tipo de sistema observado.

Cuadro 4.1: Equivalencia entre pixeles y micréometros de las imagenes y de las particulas
mismas (las dos primeras de latex, las siguientes de silica).

Ipiz/pm Didmetro imagen+3,00 [pix] Didmetro fabricante [pm] Dispersién [pm]
0,05 £ 0,007 19.00 1.0 0.03
0,05 £ 0,003 37.00 2.0 0.04
0,073 £ 0,0102 21.00 1.54 0.005
0,069 & 0,0070 29.00 2.01 0.005

Con los datos del archivo del tracker y los factores de conversién obtenidos, se genera
un nuevo archivo que contiene el desplazamiento cuadratico en pum? que realizé la
particula en z, luego en y y después en las dos dimensiones:

AT = (z; — x0)® + (yi — v0)%; (4.1)

como cuarta columna, se imprime el nimero de cuadro en tal renglén, 30¢;, menos el
numero de cuadro de la primer imagen en la que aparece esa particula, 30¢y, entre 30,
i.e el tiempo en segundos que le tomé a la particula completar el recorrido hasta ese
punto. Como At = %s: tp —to = At para (v1 — 20)? + (y1 — y0)? , ta — to = 2At
para (13 — 20)? + (y2 — y0)?, etc. Finalmente la quinta columna es el nimero de ejem-
plar, distinto para las diferentes particulas halladas. Con los datos del nuevo archivo
generado, se grafican los desplazamientos cuadraticos en funcién del tiempo, un par de

ejemplos tipicos de esta relacién se muestran en la figura (4.3).
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Figura 4.3: Desplazamiento cuadratico (um?) vs tiempo (s) de un par de particulas de latex
de 2um de didmetro.

4.1. Particulas de latex y silica embebidas en agua desti-
lada a temperatura ambiente

El modelo tedrico de Langevin es un modelo estadistico asi que sélo tiene sentido
intentar extraer informaciéon dindmica del sistema cuando se calcule el promedio de
un conjunto amplio de ejemplares. La hipdtesis de que todas las particulas realizan
exactamente el mismo movimiento browniano, es lo que permite emplear la maquinaria
probabilistica:

Se garantizo la igualdad de temperatura pues se fijé el clima en el labora-
torio a 20.1°C y se monitore6 con el controlador de temperatura que rodea
la muestra. Se evité una exposicién muy prolongada a la luz de iluminacién
que pudiera dar lugar a gradientes de temperatura.

Las muestras tuvieron la misma concentracién de esferas y NaCl en el caso
en que el solvente fuera una solucién salina. Se tomaron veinte videos de
distintas particulas para cada material, latex y silica. Es indispensable que
se cuente con el mismo numero de datos a promediar para cada tiempo,
puesto que de no contribuir alguna de las particulas en el promedio, la
curva presenta saltos abruptos, y es que cuando el tracker no encuentra
ninguna particula en algin cuadro, escribe las coordenadas de un centroide
en (0,0) como dato para dicho cuadro.

Las figuras 4.4(a), 4.5(a), 4.6(a) y 4.7(a) muestran en azul y verde los desplaza-
mientos cuadraticos medios en funcién del tiempo, ya habiendo promediado los datos
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Figura 4.5: A#2(um?) vs t(s). Silica, d = 1,54pum .

de las veinte particulas de cada sistema, en x y y respectivamente, y en negro el
desplazamiento cuadratico bidimensional en funcién del tiempo en segundos; en el ca-
so bidimensional se incluye ademds la correspondiente regresién por el origen (véase
apéndice C), que no un simple ajuste lineal puesto que el comportamiento esté obliga-
do a pasar por el origen, ya que si no ha pasado algin intervalo de tiempo, la particula

no puede haber recorrido distancia alguna.
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Figura 4.7: A#2(um?) vs t(s). Silica, d = 2,01um .

La teorfa afirma que en el régimen difusivo la relaciéon entre el desplazamiento
cuadratico medio y el tiempo es lineal, con esto en mente, se observan sélo los diez
primeros segundos de esas mismas graficas, rehaciendo el ajuste por el origen conside-
rando a esta escala (figuras 4.4(b), 4.5(b), 4.6(b) y 4.7(b)).
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El cuadro 4.2 muestra la comparacién entre las pendientes obtenidas con la regre-
sién hasta 40s y hasta 10s, tal discrepancia implica que no se estd observando una
relacién lineal, lo cual se vuelve maés evidente en el caso de la silica, en que las figuras
muestran una relaciéon més cuadrética. Por otro lado las graficas en verde y azul suelen
separarse a partir de cierto rango, lo que se debe a la presencia de distintas fuerzas en
las dos direcciones ortogonales.

Cuadro 4.2: Comparacién entre pendientes de rectas de ajuste de t vs AZ.

sistema pendiente a 40s pendiente a 10s
d = 1,0pum en agua destilada 0.8385 0.8042
d = 1,0um en solucién salina 1.3426 1.7216
d = 2,0um en agua destilada 0.4159 0.3428
d = 2,0um en solucién salina 0.5000 0.4937
d = 1,54pm en agua destilada 1.3758 1.6075
d = 2,01pm en agua destilada 0.6750 0.6300

Con la intencién de entender el comportamiento manifiesto en la figuras (4.4),
(4.5), (4.6) y (4.7) se realizan nuevas pruebas que pudieran manifestar de forma més
evidente las contribuciones no lineales al movimiento. Nétese que una contribucién del
tipo cuadratico es debida a un movimiento con velocidad constante, el cual bien puede
deberse al arrastre de las particulas por la influencia gravitacional si el movimiento
se realiza a una velocidad terminal a causa de la friccién con el agua. Este fenémeno
s6lo puede deberse a que las esferas se hayan precipitado sobre el portaobjetos, de
otra forma la inclinacién de la alberca sélo haria oblicuos los planos del movimiento
respecto a la superficie, y seguirian siendo ortogonales a la gravedad.

El problema de la sedimentacién

Algunos de los primeros resultados muestran un comportamiento cuadrético del
desplazamiento cuadratico medio en funcién del tiempo. Esta curva implica que se
debe tener una contribucién del tipo d = vt para una velocidad v constante, pues se
grafica a2 vs t. La hipétesis de la sedimentacién obliga a la fuerza gravitacional a ser
mayor que la fuerza de empuje,

‘ Fg |:| gppartv;mrt | debe ser > | Fe ‘:| _gpaguavpart |7

lo cual es por supuesto debido a que el medio y las particulas no tienen la misma
densidad. Este punto resulta fundamental y Langevin jaméas le hace mencién, él sim-
plemente considera particulas puntuales. De no ser nula, es necesario incluir la resta
entre Fy; y Fe en la ecuacién de movimiento (2.6) a fin de valorar la desigualdad entre
densidades del bano y de las esferas.
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Es necesario hacer notar que a pesar de que las muestras se fabrican pocos minutos
antes de grabar, sélo hacen falta unos pocos segundos para que las esferas, ain en el
borde superior, se precipiten al fondo, a unas 100 micras.

Se corrobord la hipétesis de la sedimentacion realizando el mismo experimento con
particulas de silica de d=4.74um por ser més sensibles a presenciar los efectos gravita-
torios, e inclinando la base en la direccién y. Cada toma estuvo especialmente inclinada
en la misma direccién, puesto que inclinarla soble alguna otra habria correlacionado
el movimiento debido a la gravedad, en x y en y, haciendo imposible la clara distin-
cién dindmica entre direcciones ortogonales. Analizando los videos se obtiene la figura
4.8 que muestra una clarisima contribucién cuadratica en acuerdo con el ajuste en cian.
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Figura 4.8: A72(um?) vs t(s). Particulas de Silica de 4,74um de didmetro, precipitadas al
fondo de un porta objetos inclinado respecto a la direccién gravitacional aproximadamente
10°, en la direccién del eje y representado con verde.

Con base en este resultado se hizo evidente la necesidad de recurrir a una alinea-
cién mas estricta y el descartar materiales con densidades muy superiores a las de los
liquidos de inmersién. Se decidié trabajar sélo con particulas de latex, que a pesar de
tener una mayor dispersién en tamafo, presentan una densidad, d = 1,05g/cm?, mucho
més parecida a la del agua destilada, d = 1,00g/cm?, en contraposicién a las de silica,
d = 2,30g/cm3; por la misma razén se descartan ademéds los tamaiios 4,74 y 5,0um,
por ser los mas sensibles a precipitarse.

A partir de ahora para verificar la alineacién, se observa por un largo tiempo previo
a la toma de videos, una muestra de particulas masivas, 4hrs la primera vez, realinean-
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do hasta notar que su movimiento no ha tomado ninguna direccién preferencial .

4.2. Particulas de latex embebidas en agua destilada y en
solucién salina

Con la experiencia anterior en mente, se realizé la nueva toma de videos rectifican-
do la alineacion éptica antes de cada serie, con la consigna ademds de tener una sola
particula por video para disminuir las interacciones entre ellas, que son usualmente
del tipo hidrodindmico y coulombiano especialmente tratandose de latex, pues éste
adquiere una carga negativa superficial, convirtiéndose en una carga capaz de repeler a
otra particula en las mismas condiciones (véase por ejemplo [9]). Este fenémeno puede
abatirse implementando un compuesto iénico al bano, apto para formar una segunda
capa de iones positivos alrededor de la monocapa negativa, anulando la carga total
efectiva de las esferas a decir de otras particulas lo suficientemente alejadas.

Son tomados veinte videos de cada muestra : particulas de 1.0 y 2.0um de didmetro
en agua destilada y en solucién salina. Las figuras 4.9 y 4.10 muestran los resultados
andlogos a los expuestos en la seccién (4.1), primero las particulas embebidas en agua
destilada y después en la solucién salina, que por estar tan débilmente concentrada no
debiera inducir un comportamiento muy distinto al del agua.

1Una alternativa a este método es alinear un laser colinealmente a la iluminacién, los reflejos y
transmisiones sobre las lentes aseguran la alineacién de estos en caso de coincidir. Al retomar el
montaje se puede verificar trivialmente la alineacién encendiendo el laser.
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Figura 4.9: A72(um?) vs t(s) uni y bidimensional, de particulas de latex (d=1um). a 20.1°.

Las figuras (4.9) y (4.10) muestran un comportamiento mds apegado a lo lineal
comparando las pendientes de los ajustes a 35s y a 10s, asi como una mayor similitud
de tendencias en las direcciones = y y en el caso de las soluciones destiladas, que
no tanto asi en el caso salino. La observacion experimental fue que atn cuando la
concentracién de NaCl fuera sélo del 0.9%, las particulas tendfan a pegarse en la
superficie inferior, este fenémeno explica el comportamiento distinto a diferentes escalas
de tiempo: originalmente se consideran particulas no pegadas, no obstante con el paso
de los segundos esto pudo revertirse.
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Figura 4.10: A#2(um?) vs t(s) uni y bidimensional, de particulas de latex (d=2um) a 20.1°.

4.3.
ciones

Dependencia con la temperatura. Mayores restric-

Cn ayuda del controlador térmico, se incrementé la temperatura de las muestras a
40.0 y 60.0°C, y manteniendo las mismas atenciones de la seccién anterior a la alinea-
cién y a las muestras, se capturaron veinte nuevos videos para cada sistema con dife-
rentes tamanos de particulas y diferentes temperaturas. Una vez obtenidos los archivos
de datos se grafico el desplazamiento vs el tiempo de cada particula con la finalidad
de descartar aquellas cuyo conducta difiere cualitativamente de las del resto. Esta dis-
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criminacién se vuelve necesaria en acuerdo a las bases estadisticas consideradas: cada
corrida es una muestra del mismo fenémeno, exactamente las mismas condiciones; el
hecho de que alguna particula de las veinte se aleje demasiado del resto en cuanto a su
comportamiento, implica que estd en presencia de otros fenémenos, e.g. una particula
medianamente pegada, exhibiria una curva muy por debajo del resto, puesto que el
movimiento de la particula correspondiente estd mas restringido.
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Figura 4.11: A72(um?) vs t(s) uni y bidimensional, de particulas de latex (d=1pm).
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Una vez discriminados los miembros de cada sistema, se graficé el desplazamiento
cuadratico medio vs el tiempo ( figuras 4.11) y (4.12), para las particulas con didmetro
d = 1lpm y d = 2um, respectivamente. Se contraponen las graficas en que el medio es
agua destilada o solucion salina. Por supuesto la estadistica es mas pobre, pues de los
veinte videos originales por sistema se han restado algunos en la exclusién.
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Figura 4.12: AZ2(um?) vs t(s) uni y bidimensional, de particulas de latex (d=2um).

Se presentan ahora sélo los diez primeros segundos con la finalidad de evitar notar
la adhesién de particulas debida a la presencia del NaCl, como se presencié en los

mismos sistemas a 20.1°C.
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4.4. Analisis estadistico optimizado

Las graficas previas muestran un promedio para alrededor de quince datos por
punto, no obstante el archivo generado contiene la informacién de todos los desplaza-
mientos punto a punto y en consecuencia los incrementos para arbitrarios incrementos
en t cuando el tiempo inicial es cualquier t;, i.e. hay una forma en la que se puede
eficientar la informacién que ya se ha obtenido:

La posicién en el punto ¢;41 menos la posicién en el tiempo ¢; es un dato
para el desplazamiento que puede tener una particula durante un tiempo
At = tj+1 - t]' = 1/308

La posicién en t;12 menos la posicién en ¢; es un dato para el desplaza-
miento que puede tener si pasa un tiempo 2At = ¢ —t; = 2/30s. Etc.
Esto es vélido Vj.

Se consideran entonces todos los puntos correspondientes a i veces At dados por:
Azy = (jpn — xn) Vi y VYn. Este método suministra 1000 datos por video a promediar
para cada punto en el tiempo.

Es en este punto en que una segunda discriminacién entré en juego con la finali-
dad de anular cualquier error sistemético en la captura de datos, la hipétesis de tener
diversos representantes de exactamente el mismo fenémeno prohibe irregularidades
que impidan tener un movimiento browniano auténtico. La logica es que de poseer
un particula perfectamente browniana, seria suficiente analizar sus posiciones consi-
derando intervalos consecutivos y promediando como se hizo en la optimizacién, para
obtener el comportamiento predicho por la teoria.

Se promediaron los mil datos por punto de los desplazamientos en funcién del tiem-
po para cada particula. Una vez més se descartaron las particulas que mostraron un
comportamiento irregular respecto al resto. Una vez sentada la segunda discriminacion,
se crearon archivos que contemplaran todas las particulas restantes para cada sistema
con distintos tamanos y solventes, de esta forma participan de entre cinco y trece mil
valores en el promedio de cada punto. El nimero de datos promediados estd dado
en funcion de las particulas que sobrevivieron ambos procesos de supresion, diez en
promedio en el caso de las embebidas en agua, y sélo cinco para las embebidas en la
solucion salina.

Ya que el nimero de datos es simamente grande se espera que las fluctuaciones y
el error estandar asociado a cada punto tiendan a cero, razén por la que se desprecia
éste ultimo. Se grafica en la figura (4.13) el desplazamiento cuadratico medio bidimen-
sional en funcién del tiempo, en rojo, incluyendo el intervalo de ajuste de regresién
lineal forzado al origen, visualizado en amarillo, el cual asegura en un 95 % que un
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dato futuro caerd dentro. El error estadistico por su parte, desciende a menos del 1%
del valor promedio para cada punto, cuando el niimero de datos es 5000. (A propdsito
del manejo estadistico de los datos y sus errores, véase apéndice C).
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Figura 4.13: Desplazamiento cuadratico medio bidimensional en funcién del tiempo, rojo,
para una estadistica de entre cinco y trece mil datos a promediar por cada punto, asi como el
intervalo de ajuste en regresién por el origen, amarillo. Para cada sistema en agua destilada
se muestran los promedios para 20.1, 40.0 y 60.0°C, mientras que para las soluciones salinas
s6lo para 20.1 y 60.0°C ascendentemente.

Las tres curvas de cada cuadro en la figura (4.13) representan los sistemas a 20.1,
40.0 y 60.0°C en orden ascendente. En el caso de la solucién salina como medio no
se incluyen los resultados a 40°C, debido a que més de dos ejemplares no eludieron
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la dltima discriminacién, probablemente debido a la forma que tiene el controlador de
mantener la temperatura constante: aumenta o disminuye la corriente eléctrica cuando
el termistor detecta una temperatura que no corresponde a la programada, la reaccién
de las particulas ante este aumento es sentir un impulso térmico ascendente, de inme-
diato descienden de nuevo, ahora con cierta velocidad que pudiéra aproximarlas mas
a la superficie.

El hecho de que ahora se represente solo el desplazamiento cuadréatico medio bidi-
mensional es debido a que ya se ha evidenciado la distincién entre una y dos dimen-
siones: la pendiente en el caso bidimensional es el doble de la pendiente en el caso
unidimensional, en acuerdo a la ecuacién (2.12) y el parrafo siguiente.

4.5. Analisis comparativo con la teoria

De acuerdo al articulo de Felgner, Miiller y Schliwa [4], Faxen encontré la correccién
experimental al coeficiente k dado para la fuerza de arrastre de Stokes, Fy = 6mnrok, la
cual es debida a que la aproximacién de Stokes considera particulas esféricas inmersas
en un liquido con barreras en infinito y donde los esfuerzos viscosos dominan sobre los
efectos inerciales, i.e., no contempla las interacciones hidrodindmicas entre la esfera
y la frontera, y su rango de validez involucra un nimero de Reynolds practicamente
nulo: Re=2%2 ~ 0, con v la velocidad de la particula, d su didmetro, p su densidad y
7 la viscosidad del medio.

La correccién de Faxen (ec. 4.2) estd dada en funcién de la distancia del centro de
las particulas a la superficie que las confina, pero es valida sélo cuando la particula se
encuentra préxima a sélo una de las superficies.

E— (4.2)

Donde 7 es el radio de la particula y A la distancia de su centro a la frontera; el coefi-
ciente k es 1 segun la aproximacién de Stokes. Graficamente se muestra k en funcién
de h(pm) para r igual a 0.5um (azul) y 1.0um (rojo) (figura 4.14), nétese el répido
crecimiento de la fuerza de fricciéon de acuerdo a la cercania con las superficies, evento
presente en estos sistemas.

De la relacién (2.12) obtenida en la seccién 2.3 en el caso bidimensional, se sabe que
el desplazamiento cuadratico medio es 4D veces el incremento de tiempo, asi que un
cuarto de la pendiente del ajuste lineal a la funcién t vs Az2, es el valor de la constante
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Figura 4.14: Correccién de Faxen a la aproximacién de Stokes para la fuerza de friccién
sobre una particula confinada. k vs h(um): a la izquierda cuando el didmetro es lum y a la
derecha cuando es 2pm.

de difusién, D=AZ?/4t, y en acuerdo a la ecuacién de Stokes-Einstein (2.13), la visco-

sidad tiene un valor n =

T
6w Dr

[Pa s]. El cuadro (4.3) muestra los valores hallados para

la viscosidad efectiva en funcién de los pardametros temperatura y radio para ambos

solutos.

Cuadro 4.3: Constante de difusién y viscosidad de acuerdo a las aproximaciones de Einstein
y Stokes. La primera parte para las esferas en agua destilada pura, y la segunda para las
inmersas en solucién salina.

rpm]  Ar T+005K] m[£2] D2l AD =L [Pas] Ay
0.5 0015 29325 077978 0.19495 0.00055  0.002203  0.00007
0.5 0015 31315 156262 0.39066 0.00063  0.001174  0.00004
0.5 0015 33315 200834 050209 000159  0.000972  0.00003
1.0 002 29325 043045 0.10761 0.00012 0001995  0.00004
1.0 002 31315 062598 0.15650 0.00033  0.001465  0.00003
10 002 33315 071723 017931 0.00055  0.001360  0.00003
05 0015 29325 001136 022784 0.00138  0.001885  0.00007
0.5 0015 33315 181210 045303 0.00367 0001077  0.00004
1.0 002 29325 053677 0.13419 0.00046  0.001600  0.00004
10 002 33315 081225 020306 0.00065  0.001201  0.00003
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La figura (4.15) muestra las relaciones de la figura (4.13) y las rectas que, de acuerdo
al modelo de Langevin, las particulas deberian seguir. La pendiente en el caso tedrico
en donde 7 es el valor de bulto de la

viscosidad del medio.
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Figura 4.15: Desplazamiento cuadritico medio bidimensional en funcién del tiempo, rojo(.)
para los resultados obtenidos, y negro(*) para el modelo tedrico de Langevin. Para cada
sistema se muestran los resultados para 20.1, 40.0 y 60.0°C ascendentemente, excepto para el
caso experimental con solucién salina, en que sélo aparecen las rectas para 20.1 y 60.0°C.

Para incluir la correccion de Faxen a la viscosidad se compara la viscosidad efectiva
de cada sistema encontrada en el cuadro precedente y el valor de bulto de la viscosidad
del agua destilada a las distintas temperaturas; suponiendo la invarianza de tales valo-
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res en presencia del NaCl, se presenta la razén entre 1 y 7 fec, que es lo que determina
el valor de k (cuadro 4.4).

Cuadro 4.4: Viscosidad experimental y efectiva para los sistemas en el orden del cuadro
previo.

Temperatura [K]  n[Pas]  7efec[Pas] &

293 0.001002  0.002203  2.20
313 0.000653  0.001174  1.80
333 0.000466 ~ 0.000972  2.08
293 0.001002  0.001995  1.99
313 0.000653  0.001465  2.24
333 0.000466  0.001360  2.92
293 0.001002  0.001885  1.88
333 0.000466  0.001077  2.31
293 0.001002  0.001600  1.60
333 0.000466  0.001201  2.58

De acuerdo entonces a la aproximacion de Faxen es posible determinar la distancia
de separacién entre el centro de las particulas y la superficie del portaobjetos, si es que
se conoce el coeficiente k, en o en este caso la que se ha llamado viscosidad efectiva.
La figura (4.16) representa la banda espacial, dada en el eje z, de minima a maxima
separacién centro de la particula-portaobjetos obtenida para las particulas en todos
los sistemas a partir del cuadro (4.4): en azul claro las particulas de 1uym de didmetro
y en verde las de 2um. También se muestran en los tonos més oscuros, los ejemplos
concretos en que la temperatura es la ambiental y el solvente es agua destilada pura
para 1y 2um, ya que son las circunstancias normalmente trabajadas en el laboratorio
de pinzas 6pticas.

Las bandas verticales de la figura (4.16) se asocian al radio mas la separacién entre
fronteras de esferas y portaobjetos. Restando la longitud del radio correspondiente,
r=0.5pm para las azules y r=1.0pum para las verdes, se deduce que las particulas mas
pequenas estuvieron todo el tiempo entre 0.04 y 0.11um alejadas de la superficie,
mientras que las mayores lo estuvieron entre 0.02 y 0.41um, esto para todos los siste-
mas y todas las temperaturas. Considerando sélo un régimen la banda que alberga las
particulas se vuelve maés estrecha, e.g. particulas de 1um de didmetro a 20.1° estuvieron
apartadas entre 0.06 y 0.08um, mientras que las de d=2um a la misma temperatura
lo hicieron entre 0.18 y 0.24pum.

Si se hace un promedio del valor de k encontrado para los diferentes tamanos de
particulas, se tiene que este coeficiente es 2.05 veces mayor en el caso de particulas con
d=1pm, y de 2.26 en el caso de las de 2um, en concordancia con la idea a priori de
que las mayores y més pesadas debieran encontrarse mas proximas a la superficie.
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Figura 4.16: Como antes, la aproximacion de Faxen, asi como las bandas espaciales
ocupadas por las particulas (azul por las de 1uym y verde para 2um) para los distintos
sistemas, las bandas més obscuras representan como ejemplo a la ocupacién de las particulas
a 20.1°C de 1 y 2um de derecha a izquierda respectivamente .




Capitulo 5

Conclusiones

Se presentan las deducciones obtenidas tanto para el comportamiento dinami-
co de las microparticulas de latex y silica, como para la btisqueda y ob-
tencién del sistema propicio en acuerdo al modelo teérico de Langevin.
Bajo las condiciones del laboratorio de pinzas épticas se deduce que la
descripciéon de Langevin no es suficiente para describir el movimiento de
las microparticulas dieléctricas empleadas en la manipulacién éptica.

b Existe una gran sensibilidad fisica del sistema, factores como la gravedad, las
interacciones coulombianas, hidrodinamicas y de frontera, influyen con gran fa-
cilidad en el comportamiento browniano, alejandolo sensiblemente del modelo
matemadtico descrito por Langevin. La comparacién entre los resultados a 40 y
10s deja entrever la sutileza de los sistemas y su fragilidad a mantenerse como
fieles representantes del movimiento browniano, las particulas al pegarse o des-
aparecer del cuadro fotografico, hacen méas complicado el seguimiento conforme

mayor es el tiempo de observacién.

Respecto a este punto debe sefialarse la falta de reparo en los estudios de sistemas
en que el movimiento browniano estd presente, al describirlo impunemente con
las ecuaciones de Stokes-Einstein y Langevin. Se reconoce asi la no trivialidad
de observar cuantitativamente el fenémeno browniano, a pesar de haber sido un

acto posible hace un siglo.

i El régimen observado pertenece por completo al rango difusivo completamen-
te descorrelacionado a cada paso, puesto que el intervalo temporal minimo de
distincion de posiciones es un treintavo de segundo, lejos del millonésimo de se-
gundo necesario para la constatacién de un movimiento cuyos desplazamientos

inmediatos estan correlacionados.
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i Cuando particulas de latex o silica de entre 1 y 5um de didmetro se embeben
en agua destilada pura o en una solucién salina muy poco densa (1 %), tienden
a sedimentarse y ocasionalmente a pegarse a la superficie inferior, especialmente
cuando el solvente es una solucién salina. Este fenémeno es debido a la diferencia
de densidades entre las particulas y el medio.

i Microparticulas de latex de 1 y 2um de didmetro obedecen una dindmica brow-
niana similar a la descrita por Langevin, en la que la fuerza de Stokes supuesta se
ve redefinida a causa de la presencia muy préxima de una frontera respecto a las
particulas. El movimiento de estas particulas presencia fuerzas mas disipativas,
por lo que la relacién entre su desplazamiento cuadratico medio en funcién del
tiempo es lineal, en acuerdo con Langevin, pero con una pendiente menor.

La redefinicién de la fuerza de Stokes puede considerarse como una modificacién
a la viscosidad involucrada, llamando viscosidad efectiva a n cuando se atiende
la presencia de la frontera.

i Se ha despreciado la contribucién rotacional, que es la unica otra posibilidad
de transferencia de energia ademas de los choques eldsticos de las moléculas y
particulas. En principio la energia cedida por choques es menor que la dicha en
la ecuacién de movimiento de Langevin, y en consecuencia la viscosidad efectiva
hallada, lo que implicaria una correccién minima a la cercania entre particulas y
superficie confinante.

i La estadistica es rotundamente mejorada sélo cuando el nimero de datos cambia
en Ordenes de magnitud. Veinte o cincuenta datos no presentan gran destincién
en cuanto a fluctuaciones; es a partir de dos mil datos que se encontré la im-
perceptibilidad de las fluctuaciones, haciendo consecuentemente un calculo més
sensato de la pendiente del ajuste lineal por el origen a los puntos en la relacién
desplazamiento cuadratico medio en funcién del tiempo.

i Considerando en especifico el articulo de Newburgha [12] debe hacerse notar el
amplio margen de error en cuanto al valor obtenido de la constante de Avogadro,
en la mayor parte bastante méas alejado que el valor determinado por Perrin hace
un siglo. Su observacion forzada a ser bidimensional resulta ser innecesaria, dada
la independencia de las tres componentes de la fuerza estocéstica, y los comenta-
rios a la parte histérica resultan ser erréneos pues nunca se relegé la importancia
del articulo de Einstein a propdsito del movimiento browniano, por el contrario,
fue el de mayor impacto en su momento.



Impresiones Personales

Siempre es una grata sorpresa toparse con poblemas que conllevan un gran ntimero
de sutilezas como las que se hallaron en todo este proceso: la imagen afectada por la
iluminacion, la sedimentacién inmediata, el arrastre gravitacional... , puesto que resol-
verlos es lo que permite una mas profunda comprensién del fenémeno en su totalidad
y una mas clara interpretacién de los analisis experimentales.

La lectura de los textos originales, sobretodo tratandose de unos tan antiguos como
el de Perrin me ha cambiado la vision del trabajo experimental, y es que el proceso
artesanal meticulosamente descrito en que no simplemente citas la marca de los fa-
bricantes de tus herramientas, sino que relatas tu forma de hacerlas y caracterizarlas,
cimenta una vision mas amplia capaz de no obviar circunstancias o comportamientos
fisicos. Claro, un Nobel.

Este trabajo resulto ser la base fundamental y necesaria de lo que fuera su inspi-
racion, el andlisis del movimiento de microparticulas en presencia de un pozo Optico
doble (Laboratorio de Pinzas 6pticas del IFUNAM a cargo de la Dra. Karen Volke).
Personalmente invito a cualquiera que tenga interés en el estudio de pinzas épticas
a completar este proyecto original, aqui se ha mostrado el camino a seguir. El paso
siguiente en curso, aunque ya no presente en este trabajo, es la inclusién de un poten-
cial arménico: una pinza lo suficientemente amplia y poco profunda tal que permita la
aparicion de movimiento browniano, que se mostrard restringido por un borde circular
en la imagen bidimensional.
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Apéndice A

Ecuacion de Fokker-Plank

Sean 11 = xg, t1 = 0; 20 = — Az, ty = t; x3 = x, t3 = t + At para un proceso
markoviano y estacionario. Sustituyendo en la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (2.5):

Py (w,t + At [ z9) = /d(m — Az) Py (2, t + At | © — Az, t) Py (x — A, t | xp).

Py (z,t + At [ 2g) = W (z,t + At | 29) es la probabilidad de que la particula ocu-
pe la posicién z al tiempo t + At, sabiendo que se encontraba en zy en t = 0.
Pyjy (z,t + At | z — Az, t) representa la probabilidad de transicién de una particula
en la posicion x — Ax a la posicién z. Se denota ahora a esta probabilidad como
D (x — Ax; Ax), con lo que la ecuacién (2.5) se reescribird como:

W (x, t+ At | zo) = /d(ac — Ax) Ppy (2 — Az Az) W (x — Az, t | xo). (A1)

En la dindmica browniana la variable estocdstica es la velocidad (x = v). Se estudia
a una particula que va del estado (v,t) al estado (v + Awv,t+ At). Dada la ecuacién
de Langevin e integrando respecto al tiempo:

v+Av t+At t+At
m/ dv:—/ ’)/’U(T)dT—‘r/ f(r)dr,
v t t

expandiendo la velocidad como funcién del tiempo, en serie de Taylor alrededor de t,
se obtiene:

mAv = — /H_At'y {v (t) + dzit) At + O(AtZ)] dr + /H_At f(r)dr
. t

t+AE
= mAv = —yvAt + / f(r)dr + O(At?);
t
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ast el promedio de Av y de Av? son, respectivamente:

- 1 t+At Yo
Av = —yvAt/m + %/ f()dr + O(At?) = — At oAy
t

t+At 1 t+AL t+At
B =28 [ e [ [ e T - 2
t m= Ji t

m2

(At?).

Regresando a la ecuacién (A.1) haciendo x = v, se desarrollan ambos términos en
Taylor:

E e oD A
W(v,t\vo)+wAt+O(At2):/d(Av) ¢At(u,Av)—MA + 1M 2,
ot v Ov?
. 2
W (0.t | vo) — dW(v7t\vo)AU+ld W(U7t|UO)Av2+... '
v 2 Ov?

® esta normalizada, asi que haciendo los productos e integrando sobre Awv, tomando
en cuenta que los terceros momentos no contribuyen, se tiene L

BW 19°W? 2 2
w— d(Av)Pat(v, Av)Av — 8 d(Av)Pat(v, Av)Av + = 5 50 d(Av)Pat(v, Av)Av® + O(AL”)
=W+ Ataa—w + Atwg + MAtaavf + O(AL?).

Es posible dividir por At una vez cancelado el término W. Tomando el limite
infinitesimal (ya habiendo despreciado los érdenes cuadréticos y superiores en t) se
obtiene la ecuacion de Fokker-Planck:

OW (vt |vg) v O kT 9
TiE% vW(Ut|Uo)+767W(Ut|UO) (A2)

La solucién estacionaria de esta ecuacion es la distribucién de velocidades de Max-

well (obviamente, pues se obliga a W (v, | vo) a tender a P(v) = Ne~ %7 cuando ¢
tiende a infinito, la fisica lo dice).

La validez de la ecuacién de Langevin implica la validez de la ecuacién de Fokker-
Planck (A.2). Si en cambio se considera la ecuacién de movimiento de Langevin més

un potencial perturbador tal que [ dr 2 eb) t)) )At 2 se obtiene la ecuacién de
Kramers:

OWV | kT O*W
ov m Ov?

ow o oW L1 1 oW oV _
ot Or m v dr  m

(A.3)

'W=W (v,t | vo)
2el papel de tal potencial puede ser jugado por una pinza 6ptica.



Apéndice B

Tracker

Es una adaptacién ! del archivo libre http://glinda.lrsm.upenn.edu/ weeks/idl pa-
ra Matlab, el cual procesa imagenes devolviendo trayectorias n-dimensionales de un
conjunto de posiciones coordenadas para distintas particulas, dado el desplazamiento
maximo que cada objeto puede tener y el tamano de éste, asigna cada dato a la particu-
la que corresponda con el paso del tiempo (dados diferentes puntos pertenecientes a
un mismo tiempo).

function tracks = track(zyzs,mazdisp,param)
PURPOSE:

Constructs n-dimensional trajectories from a scrambled list of particle coordinates
determined at discrete times (e.g. in consecutive video frames).

result = track( positionlist, mazdisp, param )

INPUTS:

positionlist: an array listing the scrambled coordinates and data of the different
particles at different times, such that:

positionlist(0:d-1,%): contains the d coordinates and data for all the particles, at
the different times. must be positve

positionlist(d,*): contains the time t that the position was determined, must be
integers (e.g. frame number. These values must be monotonically increasing
and uniformly gridded in time.

mazdisp: an estimate of the maximum distance that a particle would move in a
single time interval.

OPTIONAL INPUT:

param: a structure containing a few tracking parameters that are needed for many
applications. If param is not included in the function call, then default values
are used. If you set one value make sure you set them all:

param.mem: this is the number of time steps that a particle can be ’lost’ and
then recovered again. If the particle reappears after this number of frames has
elapsed, it will be tracked as a new particle. The default setting is zero, this is
useful if particles occasionally ’drop out’ of the data.

Ipor Alejandro Vazquez, Instituto de Fisica, UNAM.
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param.dim: if the user would like to unscramble non-coordinate data for the parti-
cles (e.g. apparent radius of gyration for the particle images), then positionlist
should contain the position data in positionlist(0:param.dim-1,%*) and the extra
data in positionlist(param.dim:d-1,%). It is then necessary to set dim equal to
the dimensionality of the coordinate data to so that the track knows to igno-
re the non-coordinate data in the construction of the trajectories. The default
value is two.

param.good: set this keyword to eliminate all trajectories with fewer than pa-
ram.good valid positions. This is useful for eliminating very short, mostly ’lost’
trajectories due to blinking 'noise’ particles in the data stream.

param.quiet: set this keyword to 1 if you don’t want any text

OUTPUTS:

result: a list containing the original data rows sorted into a series of trajectories.
To the original input data structure there is appended an additional column
containing a unique ’id number’ for each identified particle trajectory. The
result array is sorted so rows with corresponding id numbers are in contiguous
blocks, with the time variable a monotonically increasing function inside each
block.

SIDE EFFECTS:

Produces informational messages. Can be memory intensive for extremely large
data sets.

RESTRICTIONS:

mazxdisp should be set to a value somewhat less than the mean spacing between the
particles. As maxdisp approaches the mean spacing the runtime will increase
significantly. The function will produce an error message: .*cessive Combi-
natorics!”if the run time would be too long, and the user should respond by
re-executing the function with a smaller value of maxzdisp. Obviously, if the
particles being tracked are frequently moving as much as their mean separation
in a single time step, this function will not return acceptable trajectories.

PROCEDURE:

Given the positions for n particles at time t(i), and m possible new positions at
time t(i+1), this function considers all possible identifications of the n old
positions with the m new positions, and chooses that identification which re-
sults in the minimal total squared displacement. Those identifications which
don’t associate a new position within mazdisp of an old position ( particle loss
) penalize the total squared displacement by maxdisp®. For non- interacting
Brownian particles with the same diffusivity, this algorithm will produce the
most probable set of identifications ( provided maxdisp >> RMS displacement
between frames ). In practice it works reasonably well for systems with oscilla-
tory, ballistic, correlated and random hopping motion, so long as single time
step displacements are reasonably small. NB: multidimensional functionality
is intended to facilitate tracking when additional information regarding target
identity is available (e.g. size or color). At present, this information should be
rescaled by the user to have a comparable or smaller (measurement) variance
than the spatial displacements.



Apéndice C
Ajustes y errores

A continuacién se mencionan los conceptos empleados en el manejo estadistico de
los datos. Las propias cifras y el ajuste inspirado en la teoria sobrellevan errores que
determinan un intervalo de confiabilidad.

Error estandar

El error estandar en la media de un conjunto de datos, asumiendo que se tienen
sélo representaciones de exactamente el mismo fendmeno, es de acuerdo a la teoria
estadistica:

1 1
SEz = — | =———=3N(z; — T)2,
* \/ﬁ\/(N —1)71 (: )
para cada punto, donde z; es cada dato y T la suma de todos los datos dividida entre el
numero de ellos: el calculo estadistico tiene un error inherente dado por SE. La logica
detras es que el aumento de datos congruentes conlleve una disminucién de este error
estadistico [13].

Regresién por el origen

El ajuste por el origen devuelve una recta forzada a pasar por el origen. Supéngase
que los datos (y;’s) obedecen un modelo lineal y = bz, si lo que se quiere es minimizar
el error (andlogamente a la obtencién de minimos cuadrados) R? = X[y; — bx;)? =
Yly; — yi]?, se deriva respecto a b e iguala a cero, como condicién de minimo:

O(R?)
0b

= —22711[3/2' - bl‘i]l’i =0

Ty
ZZTlle. (C.l)
=1 "1

:}b:

o1
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Para C.1 se obtiene su varianza en la que, a diferencia del caso de un ajuste con
interseccién no nula, se tienen n-1 grados de libertad de los residuos (para mayores
referencias véase [14] y [15]), con lo cual:

o 1 XV(yi—vyi)?
b n—1 E{Va:% '

S

Esta varianza posibilita la estimacién de un intervalo de prediccién bajo el que fu-
turas mediciones deben caer bajo un porcentaje de certeza escogido, tal intervalo para
la pendiente estd dado por: b+ ¢1_/200,n—156, €n el que t es la distribucién t, funcién
del porcentaje () y de la dimensién de la muestra (n, el nimero de datos) [16]. Esta
distribucién tiende a la distribucién gaussiana (media nula y varianza 1) conforme n
tiende a infinito; en este caso n=299. La figura C.1 muestra la densidad de probabi-
lidad para t con una prediccién de 95% y n=299, asi como la de la gaussiana: son
esencialmente iguales, asi que se toma el valor de la distribucién para los parametros
deseados en la aproximacién n = c0.[17]
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Figura C.1: Distribucién de probabilidad de la distribucién t cuando n=299 y a« = 95% y
de la distribucién gassiana.

De acuerdo a [18] el valor de t si @« = 95% y n = o0, es 1.6448. Finalmente la
regression al origen serd una recta con pendiente b dentro de un intervalo de +1,6448s;,.



Apéndice D

Mouvement Brownien et
Réalite Molecularre

Jean Perrin en su trabajo Mouvement Brownien et Réalité Moleculaire [3], estu-
dié el comportamiento de particulas de alméciga y gamboge, que son recinas naturales
de baja densidad: 1.063 y 1.206g/cm? respectivamente. Estas particulas de unas cuan-
tas micras fueron confinadas entre un cubre y un porta objetos dstanciados 100um y
sellados con parafina, con la finalidad de mantenerlas aisladas para evitar su conta-
minacién con ajentes externos, manteniéndolas aptas para su observacién por incluso
semanas. Usando técnicas de sedimentacion y centrifugacion logré coleccionar particu-
las de media micra de didmetro en promedio y con una simetria considerablemente
esférica.

Su sistema de observacién consistié en un objetivo 100x y un ocular formado por un
par de lentes que enviaban la imagen a un prisma que la reflejaba sobre una superficie
reticulada (camera lucida). Siguié a mano la posicién de las particulas marcando cada
30 segundos su posicién. El proceso se repite para doscientas particulas.
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(a) Particulas de Perrin

Figura D.1: Imagen de las particulas (0,212pum de radio) y trazado de sus trayectorias,

l

(b) Trayectorias de Perrin

como aparece en el articulo original de Jean Perrin.

Con las posiciones de las particulas calculé el desplazamiento a cada intervalo tem-
poral; después de hacer un promedio de estos desplazamientos para 200 particulas,
con la expresién de Stokes y Einstein, calculé N4, encontrandole el valor 70,15 X

10??part /mol.

Repitiendo el mismo experimento pero avrieando sus tiempos de observacion a cada

60, 120 y 240 segundos, que el niimero de Avogadro era N4 = 70,5 x 1022part/mol.



Apéndice E

Einstein, Perrin and the reality
of atoms

Newburgha et. al. [12] , repitieron los experimentos e intenciones de Perrin em-
pleando, no una camera lucida, sino una camara CCD’s. El movimiento browniano
observado es el de particulas de poliestireno (polysciences, densidadzl.OSg/cm3) de
0,50, 1,09 y 2,06um embebidas en liquido para lentes de contacto que es un soluto i6ni-
co empleado para evitar interacciones coulombianas. Grabaron videos con una densidad
de cien cuadros por segundo manteniento enfocada a la particula para visualizar s6lo
el movimiento bidmensional.

El rastreo y analisis fue efectuado con el programa ImagelJ, habiendo calibrado la
imagen con rejillas de difraccién (equivalencia pixeles-micras).

La figura (E.1) muestra la relacién entre el tiempo y el desplazamiento cuadrético
medio unidimensional obtenido promediando doscientas corridas para cada sistema.

Es a partir del ajuste lineal y la ley de Stokes-Einstein en la forma:

RIT'T

Ny= T
AT @3

que se calculé el niimero de Avogadro dado en el cuadro (E.2).
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Figura E.1: Desplazamiento cuadrédtico medio vs tiempo de particulas con radio r=2,0um,
1,0um y 0,5um en orden ascendente. [12]

Sus resultados muestran una mejor aproximacién a la teoria cuando la particula
mide 1,0um consiguiendo un valor para Ny de 6,4 + 0,3 x 10%3part/mol, que atin
discrepa del valor dado por el NIST !, aunque se acerca mas que el valor encontrado
por Perrin para también doscientas particulas.

Table I. Particle diameter, 2r, slope of {x®) versus time, and estimate of N,
using Eq. (1).

Particle diameter (microns) Slope (107"m?/s) N, (10%)
0.50+0.02 123404 8.2+04
1.09+0.04 73+0.2 6.4+0.3
2.06+002 4.3+0.2 5.7+0.2

Figura E.2: Constante de Avogadro segiin la ley de Stokes-Einstein para cada sistema. [12]

16,022141 x 10?3
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