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Introduccion

La teoria de matrices oscilatorias tiene su origen en la teoria de pequenas oscilaciones
y, al mismo tiempo, representa una base matemética natural para la investigacion de
las llamadas propiedades oscilatorias de vibraciones armoénicas pequenas de continuos
elasticos lineales (e.g., vibraciones transversales de cuerdas, varillas, oscilaciones de

torsion de rayos, etc.)

Durante los anios 1930’s F. R. Gantmacher y M. G. Krein realizaron diversas inves-
tigaciones sobre matrices totalmente no-negativas en conexioén con las observaciones
que realizaron sobre las propiedades oscilatorias de vibraciones. Como resultado de
estas investigaciones una importante clase de matrices hizo su aparicién: las matrices
cuadradas totalmente no-negativas A con la caracteristica de que cierta potencia A*
es totalmente positiva. El siguiente hecho relevante observado fue que las propieda-
des espectrales fundamentales de estas matrices (i.e., positividad y simplicidad de
los valores propios, las leyes de alternancia de los signos de las coordenadas de los
vectores propios, etc.) no estan relacionadas de ninguna manera con la simetria de

una matriz y son comunes a matrices oscilatorias, sean simétricas o no.

En las aplicaciones a problemas concretos de oscilacion, por lo regular se mane-
jan matrices oscilatorias simétricas. No obstante, dada la relevancia de este tipo de
matrices desde un punto de vista puramente algebraico, nuestro objetivo a lo largo
de este texto sera dar una introducciéon a la teoria de matrices oscilatorias con la
generalidad de no cenir nuestro analisis a matrices simétricas solamente, tal como se
expone en el libro intitulado Oscillation Matrices and Kernels and Small Vibrations
of Mechanical Systems [6] de F. R. Gantmacher y M. G. Krein, con el cual se trabajo
bajo la premisa de exponer con mayor claridad y precision casi la totalidad de los

dos primeros capitulos.
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Asi pues, las matrices oscilatorias aparecieron por vez primera en ciertos manus-
critos de Gantmacher y Krein que posteriormente aparecieron recopilados en un libro
publicado en Rusia en el ano 1941, la primera edicién, y en 1950 en una segunda
edicion. Escrito originalmente en ruso, varias traducciones se han hecho de él primero
en alemén y poco después también en inglés. El libro [6] tal como apareci6 en 2002

esté basado en estos tres antecedentes.

El primer capitulo es introductorio al estudio general de las matrices y sus ope-

raciones asi como de las formas cuadraticas. Si

a1 192 P Q1np

921 929 P Aoy,
A=

Am1 Am2 ... Amn

es una matriz rectangular con m filas y n columnas, cuyos elementos a; (i =
1,2,...,m;k=1,2,...,n) son nimeros complejos, definimos el menor de un matriz

como el determinante

Qirky Qigky -+ - Qigky,
11 2 ...y L Qigky  Qigky -+ Qigky, (p < min(m n))
— - ! ’
kl kQ kp
Aipky  Qipky -+ Qipk,

En la primera seccion del primer capitulo se demuestra el teorema de Binet-Cauchy:

Supongamos que la matriz cuadrada C' es el producto de dos matrices rectangula-

res A y B de dimensiones m X n y n x m, respectivamente. Entonces

1 2 ... m
1 2 ... m

k’l k?g km 1 2 ... m

1<k <ka<...<km<n
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De donde se deriva el conocido resultado sobre el determinante de un producto de
matrices cuadradas. La demostracion de este teorema fue tomada del libro [5]. En
la seccion 1.2 se obtiene una férmula para los menores de una matriz inversa que
sera de utilidad para demostrar la identidad de Sylvester, la cual se establece de la

siguiente manera:

Si A = (ai)} es una matriz arbitraria y 1 < p < n, definimos

12 .. p o
bik::A( b Z) (i,k=1,2,...,n)

12 ... pk

y B := (bix)p, - Entonces

n—p—1
1 ... 1 2 ... 1 2 ...
gl Pt ") 4 P A "
p+1 ... n 1 2 ... p 1 2 ... n

Esta misma férmula servira para probar algunos otros resultados en secciones poste-
riores. La seccidon 1.3 se caracteriza por ser un repaso a ciertos resultados fundamen-
tales sobre vectores y valores propios de una matriz, y en la seccion 1.4 este repaso
se extiende a vectores y valores propios de matrices reales simétricas. Analogamente,
en las secciones 1.5 y 1.6 repasaremos el concepto de forma cuadratica y veremos
que una forma cuadratica puede reducirse a una suma de cuadrados, asi como la
relevancia de este hecho y un método para llevar a cabo tal reduccion. La seccion 1.7
contiene un criterio de positividad y uno de no-negatividad para una forma cuadré-
tica. En la seccién 1.8 se establecen tres desigualdades de Hadamard intimamente
relacionadas, de las cuales la méas sencilla establece que si la forma A(x,z) es posi-

tiva, entonces se satisface la desigualdad siguiente para su discriminante:

ai;y ... Qin

< a1a92 -+ Gy,

Ap1 -+ Qpp

aqui la igualdad se satisface si, y solo si a;; = 0 parai # k (i,k =1,2,...,n). En la
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seccion 1.9, la tltima del primer capitulo, se estudia el concepto de matriz asociada
de orden p de una matriz. Si A es una matriz de orden n, consideremos todas las

combinaciones (subconjuntos con p elementos)

(11,12, .., 1p)

de n indices 1,2, ...,n, y escribamos cada combinacion en orden creciente: i1 < iy <
... < 1p. De esta manera podemos ordenar todas las combinaciones al convenir en
que una combinacion (i, 42, .. ., i,) antecede a otra combinacion (ky, ka, ..., kp) si, y

s6lo si el primer término distinto de cero en la sucesion

kl—Zl,l{Q—Z27...,kp—Zp

es positivo. En consecuencia, podemos asignar un nimero bien definido s localizado
n . ., .

entre 1 y N := ( a cada combinacion. Para los menores de orden p de la matriz
p

A introducimos la siguiente notacion:

i1 o ... 1@ ‘ ‘ ,
ag = A P (ip <ig < ...<ip k1 <ky<...<kp),
ki ke ... K
donde s y ¢ son, respectivamente, los nimeros de las combinaciones (i1, %2, ...,%,) ¥

(k1, ko, ..., ky). A la matriz

Ay = (dst))’

la llamaremos matriz asociada p-ésima de A.

En esta seccion se establecen ciertas propiedades de la matriz asociada que la
relacionan con la matriz original.

En el segundo capitulo se entra de lleno al estudio de las matrices oscilatorias.
Se dice que una matriz A = (ax)} es totalmente no-negativa (respectivamente,
totalmente positiva) si todos sus menores de cualquier orden son no-negativos (res-

pectivamente, positivos):
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11 9 ... 1 n<ig<...<1
b P >0 (resp. >0) para 1< ! 2 P
ki ko ... kp /{?1<k2<...<k‘p

(p=1,2,...,n).

<n

A una matriz A la llamaremos oscilatoria si es totalmente no-negativa, y existe un
entero positivo x tal que A* es totalmente positiva. El menor de tales exponentes
es el exponente de la matriz oscilatoria. A modo de introducciéon a este capitulo y
como una forma de familiarizarse con el tipo de técnicas empleadas a lo largo del
capitulo, en la seccion 2.1 se desarrollan varias propiedades caracteristicas de las
matrices oscilatorias en las matrices de Jacobi normales, y esto se lleva a cabo de
forma independiente al desarrollo general de la teoria de matrices oscilatorias que
comprende las siguientes secciones. En la seccion 2.2 se establecen las propiedades
elementales de una matriz oscilatoria. La siguiente secciéon, 2.3, estd dedicada por
completo a la demostracion del teorema de Perron dada por Frobenius, teorema cuyo

enunciado es el siguiente:

Si todos los elementos de una matriz de orden n, A, son positivos, entonces existe
un valor propio simple (i.e., una raiz simple del polinomio caracteristico) y positivo
p, cuyo modulo es mayor que el de todos los demds valores propios. A este “mdximo”

valor propio le corresponde un vector propio con coordenadas positivas.

En la seccidon 2.4 se establecen propiedades fundamentales de los valores y vec-
tores propios de las matrices oscilatorias por medio del teorema fundamental de las
propiedades espectrales de una matriz oscilatoria. Si u = (uy, ug, ..., u,) €s un vec-
tor, llamaremos u-linea a la curva en el plano cartesiano, recta por pedazos, cuyos

vértices P tienen las siguientes coordenadas:

=k, ye=u, (k=1,2,...,n).

A los puntos donde la u-linea cruza el eje X los llamaremos nodos de la u-linea o

u-vector. Entonces en el teorema ya mencionado se establece lo siguiente:



Indice general 12

Sea A = (a;)? una matriz oscilatoria. Entonces

(1) La matriz A siempre tiene sdlo valores propios simples y todos ellos son posi-
tiwos: Ay > Xg > -+ >\, > 0.

(ii) Si u* = (U, Uk, ..., Unk) €s un vector propio de A correspondiente al va-

lor propio A\, el k-ésimo en magnitud entre todos los valores propios (k =

1,2,...,n), entonces dada cualquier sucesion de coeficientes Cp,Cpi1,-- -, Cq
(1<p<q<mn, — c? > 0), el nimero de cambios de signo en las coorde-

nadas del vector u := cyu? + ¢, uPt 4 -+ cud se encuentra entre p — 1 y
q — 1. En particular, entre las coordenadas del vector u* (k =1,2,...,n) hay

exactamente k — 1 cambios de signo.

(iii) Los nodos de dos vectores propios sucesivos u* y u**t (k =1,2,...,n—1) se

alternan.

La seccion 2.5 esta dedicada a una desigualdad con determinantes que resulta

fundamental para nuestro estudio:

1 2 ... n 1 ... +1 ... n
A <A PAal? (p <mn).
12 ... n 1 ... p p+1 ... n
Esta desigualdad se ve anteriormente bajo ciertas condiciones como la desigualdad ge-
neralizada de Hadamard, sin embargo, en este capitulo tal desigualdad es demostrada
bajo distintas condiciones. Finalmente, en la tltima seccion del segundo capitulo, la

seccion 2.6, se demuestra un teorema que proporciona una caracterizacion de las ma-

trices oscilatorias, es decir, un criterio bajo el cual se identifica una matriz oscilatoria:

Para que una matriz totalmente no-negativa A = (a;x)} sea oscilatoria es necesa-

rio y suficiente que
(i) A sea una matriz no-singular.

(’LZ) A 5+1 >0 Y Qiy1, >0 (Z: 1,2,...,71—1).
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Adicionalmente se establecen algunos resultados que se derivan de forma inme-

diata al hacer uso de este teorema esencial.



Capitulo 1

Repaso de matrices y formas

cuadraticas

1.1. Matrices y operaciones con matrices

Sea
apnr a2 Q1n
Q21 Q22 Qon
A=
m1  Om2 Qmn
una matriz rectangular con m filas y n columnas, cuyos elementos a;, (1 = 1,2,... ,m; k =
1,2,...,n) son nimeros complejos.

Introducimos la siguiente notacion para los menores de esta matriz:

Qi1 ko

A 11 12 ... 1 — Aok
ki ks .. K,
a’ipk‘l

Qi1 ko

Qigky

aipk‘g

iy ky

Qisky,

a”ka‘p

(p < min(m,n))

En la mayor parte del texto solo consideraremos matrices cuadradas (m = n). En

este caso denotaremos la matriz A por (a;)} y su determinante por |A|.

15
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Dadas dos matrices A = (a;)} v B = (b))} haremos corresponder una matriz
C = (cir)} llamada suma de Ay B (A + B) tal que

Cik = i + b (1,k=1,2,...,n);

y una matriz D = (d;)} llamada el producto de Ay B (D = AB) cuyos elementos

estan dados por

dik = aﬂblk + aigbzk + e+ (Zmbnk (Z, k= 1, 2, RN ,n)

Ademas, si A = (a;x)7 y A es un nimero, entonces el producto AA es la matriz

Se cumplen las siguientes propiedades de operaciones con matrices del mismo

orden:

(i) A+B=B+A,(A+B)+C=A+(B+C).

(i) (AB)C = A(BC),(A+ B)C = AC + BC, A(B+C) = AB + AC.

Observemos que la definicion anterior del producto de dos matrices es aplicable
también para matrices rectangulares, siempre que el nimero de columnas del primer

factor sea igual al nimero de renglones del segundo factor.

Recordemos que si C' = AB, entonces |C| = |A||B|. Este resultado es un caso

especial del siguiente teorema de Binet-Cauchy.

Teorema 1.1. Supongamos que la matriz cuadrada C' es el producto de dos matrices

rectangulares A y B de dimensiones m X n y n X m, respectivamente. Entonces
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(1.1)

1<k <ka<...<km<n kl kg Ce km 1 2 . m

De acuerdo con esta formula, el determinante de C' es la suma de todos los posibles
productos de un menor de méximo orden (m-ésimo) de A y el menor de B simétrico
con respecto a la diagonal principal correspondiente. En caso de tener m > n, no
hay menores de m-ésimo orden de A ni de B, con lo cual la suma del lado derecho

en 1.1 es igual a cero.

Demostracion. El determinante de C' puede verse de la forma

n n

Cit --- Cim Za1:1 alarbas1 - Zam:1 Ulambamm
n n

Cm1 -+ Cmm Zalzl amoqboql s Zamzl amambamm
n A1a; ba11 s a'lambamm

1.2
S (12

ai,...,am=1
! m amal boql cee amam bamm
n
1 2 ... m
- § A ballba22 e bamm'
a1yctm=1 a1 Qg ... Oy
Si m > n, entre los nimeros oy, s, ..., q,, siempre hay dos que son iguales,

entonces cada sumando en el lado derecho de 1.2 es igual a cero. Luego, en este caso
|C| = 0.

Ahora supongamos que m < n. Entonces se anulan todos aquellos sumandos
para los cuales dos de los ntimeros «; son iguales. El resto de los sumandos puede
separarse en grupos de m! sumandos, cada uno de los cuales cuenta con términos
que solo se diferencian por el orden de los aq, aq, ..., a,,. De este modo, para cada

uno de estos grupos tenemos la siguiente suma de sus elementos correspondientes
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1 2 ... m
elar, ag, ..., am,)A bai1bas2  +* bayum =
2 el ) <k:1 ky ... km> 1172

E e(ag, g, ..y am)bays  + * baym

Aqui, k1 < ks < ... <k, es el orden de los oy, g, ..., v €(aq, o, ... Q) =
(—=1)V, donde N es el niimero de transposiciones de los indices que es necesario

componer para obtener la permutacion ay, as, . .., Q.

En consecuencia, 1.1 se sigue de 1.2. O

Consideremos, ahora, dos matrices cuadradas A = (a;)7 y B = (bix)} del mismo

orden y digamos que C' := AB. Entonces la matriz del menor

o iy
ke ky ...k,

es el producto de dos matrices rectangulares:

aill ailg e aim blk1 b1k2 e blkp

a,-zl CLng PN CLiQn b2k1 b2k2 PN kap
y

aipl aipz R az'pn bnkl bnk2 c. bnkp

Luego, por el teorema de Binet-Cauchy,
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o oty ... T
ki ko ... K o | (1.3)
:ZA o o G g e
(e S 0 kv ke ... Ky
donde la suma se extiende sobre todas las posibles combinaciones (aq, as, ..., )
de los n indices 1,2,...,n, tomando p cada vez. Esta féormula nos proporciona una

expresion para los menores del producto de dos matrices en términos de los menores

de los factores.

Otra conclusion respecto de esta formula es la siguiente: Si r4, rg y r¢ denotan

los rangos de las matrices A, B y C, respectivamente, entonces se sigue de 1.3 que

rc < ra,TB.

Si adicionalmente también se tiene que la matriz B no es singular, entonces A =

CB™1, y esto implica que

ra <rc,rp-i,

luego,

Tc =TA.

Asi pues, cuando una matriz es multiplicada por una matriz no singular, su rango

no cambia.
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1.2. La identidad de Sylvester

En esta seccion deduciremos una férmula para los menores de la matriz inversa, y
sobre la base para obtener este resultado hallaremos también la identidad de Sylves-

ter.

Si A = (a;)} es una matriz, denotaremos por A = (a;)} a la matriz en la que

cada entrada a;; es el menor del elemento a;, es decir,
12 ... +—1 41 ...
air = A ! ! .
12 ... k=1 k41 ... 0
Proposicion 1.2. La siguiente formula se cumple para los menores de A:

A tr 2 ... 1y — |A‘p71 Ju J2 -+ In—p 7 (14)
ki ke ... K Y N
donde los sistemas de indices i1 < iy < ... < ip,J1 < Jo < ... <Jnp Y k1 <k <

<kl <y <. <lp—p coinciden con el sistema total de indices 1,2,... n.

Demostracion. Probaremos esta féormula primero para el menor

A(l 2 ... p)
1 2 ... p

Si convenimos en la simplificacion Ay, := (—=1)"**a,, (i,k =1,2,...,n), entonces

al multiplicar el i-ésimo renglon (i = 1,2,...,p) en la matriz que subyace en el
~ 2 ... .

determinante A ) b por (—1)" y la k-ésima columna (k = 1,2,...,p)

por (—1)*, obtenemos la siguiente igualdad:
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AH Alp A1p+1

_ 1 2 P Apl App pp+1
A 1 9 = 0 0 1
o P 0 ... 0 0

0 0 0

A
Apn
0 0
1 0
0
0 1

Multipliquemos ahora ambos lados de esta igualdad por el determinante |A| y apli-

quemos la identidad | X||Y| = |XY'| en el lado derecho; de este modo, obtenemos
|A| 0o ... 0 0
0 Al ... 0 0
A Pliar=] o 0 ... |A] 0 ... 0
1 2 ... p
A1p+1 A2pt1 -+ Apptl Gpiiptl --- Onptl
A1p Aop, e Qpn, Ap+1.n . Apn,

Pero el determinante del lado derecho es igual a

AP A p+1 ... n .
p+1 ... n

Luego, si |A| # 0, entonces

(12 .. 1
A P japral P
12 ... p p+1

" ) . (1.5)

Observemos que la funcion del espacio de matrices de un mismo orden a la recta real

que asigna a cada matriz su determinante (o un menor determinado), evidentemente

es continua. De ahi concluimos que la igualdad 1.5 se cumple también cuando |A| = 0.
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Ahora, para obtener la formula 1.4 en el caso general, observemos que haciendo
el reordenamiento adecuado de renglones y columnas de la matriz A obtenemos 1.4

a partir de 1.5. O

Cuando p = n la férmula 1.4 adquiere la forma
Al = A", (1.6)

De la formula para los menores de la matriz A obtenemos la siguiente formula para

los menores de la matriz inversa.

Proposicion 1.3. Si A = (a;)} y B= A~', entonces
A( Lo Loy )
B ( il ig Ce ip > (_1)21171'1/"‘2117 Ky Ju J2 o Jn—p (17)
k’l k‘g Ce kip A 1 2 ... n
1 2 ... n

donde cada uno de los sistemas de indices i1 < ig < ... <1lp; J1 < J2 < ... <Jnp ¥

ky <kg<...<kply <ly<...<l,_, coincide con el sistema de indices 1,2,...,n.

Demostracion. En efecto, B = (by)} donde by, = Api/|A| = (—=1)F*aw /|A| (i,k =

1,2,...,n). Entonces

ki ko ... Kk, | AP

- il
B ( 1 2 ... 1y > _ (_1)211)711/4’2? k. 11 2 ... Uy

y de aqui, al aplicar 1.4, obtenemos 1.7. O

Teorema 1.4. (Sylvester). Sea A = (a;)} una matriz arbitraria y 1 < p < n. Defi-

nIMmos
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y B = (bi)y.,- Entonces

n—p—1
sptl om\_ (12w pA12...n 1)
p+1 ... n /) 12 ... p 12 ... n ‘
Demostracion. Por 1.4 tenemos
i p+1 ... r—1 r4+1 ... n
p+1 ... s—1 s4+1 ... n
(1.9)

1 2 ...
—A < pr ) |A|n—p—2 _ b'rs|A|n_p_2'
1 2 ... p s

Por otro lado, si definimos la matriz (c.s);,; por

~fp+1 ... 7—1 r+1 ... n
Crs:A ’
p+1 ... s—1 s+1 ... n

de acuerdo con la igualdad 1.6, tenemos

n—p—1
1 ... ~ 1 ...
ol S N " (1.10)
p+1 ... n p+1 ... n
Pero de acuerdo con 1.9,

c p+1 ... n _ B p+1 ... n |A|(n_,p_2)(n_p)7
p+1 ... n p+1 ... n
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y de acuerdo con 1.4,

n—p—1 n—p—1
i p+1 ... n 4 12 ... p \A](”*p’ly.
p+1 ... n 12 ... p
Al igualar los lados derechos de estas dos ecuaciones, tomando en cuenta 1.10, llega-

mos a

n—p—1
p+1 ... n e 12 ...p\ " e
B |A|(np )n=p) — A ’A|(np )
p+1 ... n 1 2 ... p

y, al dividir por |A|("~P=2(=P) ambos lados de esta igualdad (bajo la suposicién
de que |A| # 0), llegamos a la identidad de Sylvester 1.8. Nuevamente, sobre un

argumento de continuidad, tenemos que también se cumple 1.8 cuando |[A| =0. O
De ahora en adelante, podemos hacer uso de la férmula

-1
:A12...qu12...pi1...iq
1 2 ... p 12 ... p k ... Kk

la cual es, desde luego, la identidad de Sylvester para la matriz del determinante

a2



Capitulo 1. Repaso de matrices y formas cuadrdticas 25

1.3. Valores y vectores propios de una matriz

Para esta seccion puede ser de utilidad el material proporcionado por el libro [1] en

sus secciones 5 y 6.

Sea A una matriz de orden n. Consideremos el producto sgn(o)(ai,(1y — Ais1))
(a20(2) = A20(2)) = * * (Ano(n) — Adno(n)) como uno de los sumandos en la definicion del
determinante |A — AE/|; asi pues, o es una permutacion de 1,2,...,n y sgn(o) denota

su signo. Observemos que en el desarrollo de tal producto aparece la potencia (—\)*

¥ se multiplica por

si, y solo si o deja fijos por lo menos k elementos. En tal caso, (—\)
productos de la forma sgn(o)ailg(il)aiw(m Ui, a(i,_p)- Aqui o puede considerarse
como una permutacion de iy, s, ..., i,_%, v esta restriccion de la o original preserva
el signo porque se trata de una restriccion que sélo excluye elementos que quedan
fijos bajo . De tal manera que al simplificar la expansion de |A — AE| y obtener
la forma general de un polinomio en términos de —\, hallaremos que el coeficiente

k

correspondiente a (—\)" es igual a la suma de todos los menores principales de orden

n — k de la matriz A. Es decir,

A= AE| = (=N 4+ S1(=A)""" 4+ So(=A)"2 4+ + S,

donde Sy := ) aii, So =), e ik , ete., es decir; Si (k=1,2,...,n) es la
ki Qkk

suma de todos los menores principales de k-ésimo orden de la matriz A.

Emplearemos este resultado més adelante.

A un sistema ordenado de n niimeros complejos x4, o, . . ., T, lo llamaremos vector
z y a los nameros z; (i = 1,2,...,n), coordenadas de este vector. Escribiremos
x = (r1,%,...,2,). Al vector (0,0,...,0) lo denotaremos por 0.

Dados cualesquiera k vectores
1 _ 2 __ k _
xr —(Ill,l'gl,...,l'nl),l' —(%12,1’22,...,1'”2),...,1' —<x1k7x2k7---;xnk)

y k ntmeros a,, as, . . ., a,, podemos formar un vector z = a1z + asx® + - - - + apz®
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cuyas coordenadas estan dadas por la formula
Ti = 1T + Q2% + -+ - + AT (i=1,2,...,n).

Diremos que los vectores x', 22, ..., 2% son linealmente dependientes (independien-

tes) si existe (si no existe) un sistema de nimeros ay, as, . .., a; con alguno de ellos

distinto de cero tal que

ajxt +a2:c2+---—|—aka:k =0.

Definimos el producto de una matriz A = (a;;)} por un vector x como el vector

2’ dado por
x;:Zaikxk (i=1,2,...,n).
Escribiremos
= Ax.
Desde luego,
Alayz' 4+ aga® + - + apz®) = a1 Azt + apAx® + - + ap Ax”
Maés atn, si
2’ = Ax' Y 7 = Bx
donde A = (au)} y B = (bix)}. Entonces

n n

" / / M

rl = E agry,  x;= g bjrT (4,5=1,2,...,n)
j=1 k=1
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luego
T = Z Cik Tl (i=1,2,...,n)
k=1
donde
Cikzzaijbjk (i,k:1,2,...,n);
j=1
es decir,

" =Czx (C' = AB).

Dicho de otra manera:

A(Bx) = (AB)x.

De esto obtenemos, en particular, que si |A| # 0 y 2’ = Az, entonces x = A~12/.

Cuando sucede que
Ar = \x (1.12)

con z # 0, diremos que x es un vector propio de la matriz A y A su correspondiente

valor propio.

La ecuacion 1.12 puede escribirse en coordenadas como el siguiente sistema de

ecuaciones

Zaikxkzkxi (1=1,2,...,n),
k=1
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0, con la ayuda del simbolo de Kronecker d;; (d;x = 1 cuando i = k y d; = 0 cuando

i # k), en la forma

> (aw — )z, =0 (i=1,2,....n). (1.13)

El sistema de ecuaciones anterior tiene una solucion no trivial (z # 0) si, y solo

si el determinante

AN = |aix — M|t = (=N)" + S1(=N)""1+ So(= N2+ -+ S,

es igual a cero. Aqui los coeficientes Sy, tienen la definicién que se hizo al principio de
esta seccion. A(k) es llamado usualmente el determinante caracteristico de la matriz

Ay la ecuacion A(k) = 0 es llamada ecuacion caracteristica de A.

Asi pues, un niimero A es un valor propio de la matriz A si, y sélo si coincide con
alguna raiz de la ecuacion caracteristica de A. Ya que la ecuacion caracteristica es
una ecuacion algebraica de grado n, ésta tiene n raices complejas (contadas con su

multiplicidad). En consecuencia, toda matriz tiene por lo menos un valor propio.

Resulta obvio el hecho de que si un vector u es un vector propio, entonces el
vector cu (donde ¢ es un numero distinto de 0) también es un vector propio corres-
pondiente al mismo valor propio. En general, si un mismo valor propio corresponde a
varios vectores propios u!, u?, ..., u*, entonces cualquier combinacion lineal de estos
vectores aju' +asu®+- - -+ a,u” produce un vector propio para el mismo valor propio,

siempre que esta combinacién sea distinta de cero.

De un conocido resultado acerca de las soluciones de un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales (véase [1], pag. 149), se sigue que el nimero méximo dy de vec-
tores propios linealmente independientes que corresponden a un mismo valor propio
Ao es igual al defecto (i.e., la diferencia entre el orden y el rango) de la matriz del

sistema de ecuaciones 1.13 (con A = \g), es decir, dy es igual al defecto de la matriz
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A — )\oE = (aik — )\Ofslk)?

Proposicion 1.5. Si denotamos por mg la multiplicidad de Ao, visto como una raiz

de la ecuacion caracteristica A(X) = 0, entonces tenemos la siguiente desigualdad

d() < my.

Demostracion. En efecto, si establecemos las identidades

B:=A—-XME vy p:=X—M,

tenemos

AN =|A=XE|=|B—pE| =T, — pTp1+ p*Tnao+ -+ (=p)" "T1 + (—p)",

donde 7, es la suma de todos los menores principales de orden p de la matriz B

(p=1,2,...,n). Pero, puesto que el rango de esta matriz es n — dy, tenemos que

T,=T,1="= TnfdoJrl =0

y, €n consecuencia,

AN) = £ =)™ (Th_gy — Tr—dg—1 (X — Xo) +...).

Luego, la multiplicidad mgy de A es por lo menos dy. O

De ahora en adelante, por lo regular manejaremos matrices para las cuales dy =

myg. Esto no sucede siempre, como contraejemplo veamos el siguiente:
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Consideremos la matriz

A 1 0
N 1
0 A
A— 0
1
Ao

Entonces

A = (Ao — A"

Con lo cual, en este caso my = n. Por otro lado, la matriz

0o 1 0
0 O
A— X E =
0 0 1
0 0 0

tiene rango n — 1, luego, dy = 1.

Proposicion 1.6. Sea A una matriz arbitraria. Ocurre que no importa qué vectores

propios u',u?, ..., uF correspondientes a valores propios distintos escojamos, €stos

siempre serdn linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que

ciut + e 4 -+ et =0 (1.14)

Veamos que en esta relacion cualquier coeficiente, por ejemplo ¢, es igual a cero.
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Para este propoésito, multiplicaremos ambos lados de 1.14 por la matriz A. Asi, ob-

tenemos

Mepul + Aacgu® 4 -+ - + Apepu® = 0.

Al restar esta ecuacion a la ecuacion 1.14 multiplicada por A; obtenemos

Gu + -+ dut =0 (1.15)

donde ¢}, = (A1 — Ag)cg. Si ahora multiplicamos 1.15 por A para obtener

Aocyu® 4 - 4+ M = 0,

y, al igual que antes, restamos esta ecuacion a la ecuacion 1.15 multiplicada por Ay
obtendremos una ecuacién con un sumando menos y con el vector u* multiplicado
por el escalar (Ag — A\g) (A1 — Ag)ck.

Siguiendo de esta manera, eventualmente obtendremos la ecuacion

()\1 — )\k)()\g — )\k) R ckuk = O.

De aqui que (A1 —Ag) (A2 —Ax) - - - ¢ = 0 .Como estamos considerando valores propios

distintos, se sigue que ¢, = 0. O
Si
A, A2, A
son todos los valores propios distintos de la matriz A y dy,ds, ..., d, los defectos de

las matrices A — ME, A—X\E,. .., A= )\E, sea
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1,2 di. 1,2 dy. .1 2 d
Up, UT, ooy UG5 Uy Uy oy UG e Uy Uy ey UP (1.16)

un sistema de vectores propios de la matriz A que consista de d; vectores propios
linealmente independientes correspondientes al nimero Aq, dy vectores propios lineal-
mente independientes correspondientes al niimero \,, etc. De la proposicion 1.6 se
sigue que los vectores del sistema 1.16 son linealmente independientes. A un sistema
de vectores como el de 1.16 lo llamaremos sistema completo de wvectores propios de

la matriz A.

Diremos que la matriz A es diagonalizable si tiene n vectores propios linealmente
independientes, con n igual al orden de la matriz. Como d; < m; (j = 1,2,...,p),
donde m; es la multiplicidad del valor propio correspondiente, y Z?Zl m; = n, tene-

mos que el sistema completo de vectores propios 1.16 consiste de n vectores si, y solo si

di=m; (j=12,...,p);

es decir, la matriz A es diagonalizable si, y s6lo si d; = m; para cada j.

Sea A una matriz diagonalizable. Enumeremos los vectores propios del sistema

completo 1.16 de esta manera:

Denotaremos los valores propios correspondientes a estos vectores por

AL g A

Obviamente en esta lista cada valor propio estara repetido de acuerdo a su multipli-

cidad, de modo tal que
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AN =M =N a = A) ... (A — A).

Introducimos, ahora, la siguiente notacion para las coordenadas de los vectores u/:

w = (U, Uggy -y Unj) (j=1,2,...,n).

A la matriz

U = (ui)}

la llamaremos matriz fundamental de la matriz A.

Proposicion 1.7. Una matriz A es diagonalizable si, y sdlo si tiene una represen-

tacion de la forma

A0
0 A 0 ... 0

A=U 2 U, (1.17)
0 0 0 An

donde |U| # 0.

Demostracion. Sea A una matriz diagonalizable con matriz fundamental U. Como
la j-ésima columna de la matriz fundamental consiste de las coordenadas del vector

uw? (j=1,2,...,n), y estos vectores son linealmente independientes, entonces

[U[ # 0. (1.18)
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Consideremos las n ecuaciones vectoriales:

Au? = )\juj

0, en coordenadas,
n
E Qi Uk :)\jui]’ (Z: 1,2,...,77,).
k=1

Al asignar los valores 1,2,...,n a j obtenemos n? ecuaciones que en su conjunto

podemos expresar en una simple ecuacién matricial:

De aqui, en virtud de 1.18, obtenemos 1.17.
Dado que todas las afirmaciones hechas hasta ahora son reversibles, tenemos

que si A tiene una representacion de la forma 1.17 con una matriz U no singular

vV A1, A, ..., A\, m nimeros complejos cualesquiera, podemos concluir que U es una
matriz fundamental para la matriz A con valores propios A1, Ao, ..., A, ordenados
adecuadamente. En consecuencia, la matriz A es diagonalizable. ]

Llamaremos matriz transpuesta de la matriz A = (ay,)7 a la matriz A* = (by,)7

tal que

bik::aki (i,k’zl,Q,...,n)

Una matriz A = (a;)] es simétrica si coincide con su matriz transpuesta, i.e., si

Qi = Q; (i,k:1,2,...,n)
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Para cualesquiera dos matrices A y B de orden n, evidentemente se cumple que

(A=A, (A+B)!=A"+B" (\A)"'=\A".

También se cumple que

(AB)' = B'A". (1.19)

En particular, si B = A™!, entonces B'A? = E, es decir,

(A™HE =AY~ (1.20)

Definamos ahora la matriz V' = (v;;)} por

V= (U ). (1.21)

Al pasar a las matrices transpuestas en 1.17, gracias a las propiedades que se acaban

de mencionar, obtenemos

At == V()\Z(Zk)?vfl

Asf pues, la matriz V es fundamental para la matriz transpuesta A’. En consecuen-

cia, los vectores

Uj:(v1j>/02j7---avnj) (]:1,2,,71)
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conforman un sistema completo de vectores propios de la matriz A* con

Alv? = N\ (j=1,2,...,n).

Como es usual, el producto escalar (x,y) de dos vectores © = (x1,%9,...,2,) ¥

vy = (Y1,Y2,.-.,Yn) esta definido por la relacion
(z,y) = inyi,
i=1

y la longitud de un vector con coordenadas reales © = (x,z,...,z,) se define por

la ecuacién

2] = V/(z,7) =

Dos vectores = y y son ortogonales si (z,y) = 0. Dos sistemas de vectores

ol 2%, 2Py yly?, ..., yP son ortogonales si
(@) =d0n  (k=1,2,....p).

En particular, si un sistema de vectores z', 2%, ..., 2P es ortogonal consigo mismo, es

decir, si

(xi,xk): ik (i,k=1,2,...,p),

diremos que es ortonormal.
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Proposicién 1.8. Sean x',22,..., 27 y y',v?,...,y? dos sistemas de vectores or-
togonales. Entonces cada uno de los sistemas consiste de vectores linealmente inde-

pendientes.

Demostracion. Supongamos que

Luego,

p

0= ar' ") =) al@ ) =a@t v ) =a  (k=12,..p).

i=1 =1

bS]

Simétricamente se demuestra que el sistema de vectores y', 42, ..., y” es linealmente

independiente también. O

Para finalizar con esta seccidon, notemos que la igualdad 1.21 implica que

UV =FE

o, dicho de otra manera,
n
(u', o) :Zusivsk:@-k (i,k=1,2,...,n).
s=1

1,2

De modo tal que los sistemas de vectores u',u?, ..., u" y v!,v?

n
,- .., 0" son ortogo-
nales.

Existen dos casos relevantes en los que una matriz A es diagonalizable, a saber,
a) La ecuacion caracteristica de la matriz A = (a;)7} tiene n raices distintas.
b) La matriz A es real y simétrica.

En el caso a) la matriz A tiene n valores propios distintos que corresponden a n

vectores propios linealmente independientes. El caso b) sera discutido en la siguiente
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seccion.

1.4. Matrices reales y simétricas

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Para cualesquiera dos vectores

r = (T1,%9,...,Ty)

Y= (ylvygv"'ayn>

se cumple la siguiente ecuacion

n

(Az,y) = agary; = (z, A'y). (1.22)

ik=1
Si A es simétrica, entonces para cualesquiera vectores x y y tenemos

(Az,y) = (z, Ay).

Proposicion 1.9. Todos los valores propios de una matriz real simétrica son reales.

Demostracion. Supongamos que
Az = Mz (1.23)

con x = (x1,xs,...,x,) diferente de cero. Pongamos z := (%1, Za, ..., T,), donde la
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barra denota tomar el conjugado complejo. De acuerdo con 1.23 tenemos que

n

A Clwil = Ma 1) = (A7) = (A2, 2) = Y agayd; =
=1

ik=1

i=1 =1

1<k 1<k

La ultima de estas expresiones es real porque A es una matriz real, en consecuen-

cia, A es real. ]

Proposiciéon 1.10. Los vectores propios de una matriz real y simétrica correspon-

dientes a distintos valores propios son ortogonales.

Demostracion. Si tenemos que

Az =Xz (z#0)

Ay=py (y#0),

entonces
Mz, y) = (Az,y) = (v, Ay) = p(x,y).

De modo tal que si A # p,

(x.y) =0.
]
Proposicion 1.11. Sean A una matriz real y simétrica y Ao uno de sus valores

propios. St denotamos por m la multiplicidad del valor propio Xy, tenemos que a \g

le corresponden tantos vectores propios linealmente independientes como m, es decir,
d =m, donde d es el defecto de la matriz B=A — M\oFE.
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Demostracion. En la demostracion de la proposicion 1.5 obtuvimos

AW = A= AB| = |B ~ (A~ )| =

A= X)UT =T (A= o) +...) (r+d=n)

Entonces bastaréa probar que T, # 0. Recordemos que T} denota la suma de los
menores principales de orden k de la matriz B, que en este caso es real y simétrica,

y que r =n — d es el rango de esta matriz.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los primeros r renglones de la
matriz B = (b))} son linealmente independientes, porque de otro modo podemos
aplicar una permutacion en filas y columnas de tal manera que se preserve la simetria
de B y que coloque los renglones de B linealmente independientes al principio en la
matriz. Entonces cada renglon b° = (b1, by, . . . , bin) puede verse como una combina-

cion lineal de los primeros r renglones, es decir,
T
1 .
b = E cipl? (1=1,2,...,n),
p=1

equivalentemente,

(1.24)

£

bik = ) _ Cipbpi (i,k=1,2,...
p=1

Dado que la matriz B es simétrica, las mismas relaciones se cumplen también

para las columnas con los mismos coeficientes c;,:

T

bik = Y _ cipbip (i,k=1,2,...,n). (1.25)

p=1
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De la conocida igualdad con producto de determinantes junto con 1.24 y 1.25 se

siguen las igualdades:

B il iQ ir _C il ig ir B 1 2 ... r ’
]{?1 kg kr 1 2 ... T k’l k?g kr

(1.26)
C il i2 ’ir 8. kl kg kr B 1 2 ... r ‘
1 2 ... r 1 2 ... r 1 2 ... r

Como no es posible que todos los menores

s o i
S

se anulen simultaneamente, 1.26 implica que

12 ... r
B 0, 1.27
< 12 ... r ) 7 ( )
y, por otra parte, que

2
B 7:1 ig ir —|c il ig 1:7« B 1 2 ... r .
(ST D 12 ... r 12 ... r

Se sigue entonces que la suma 7, de todos los menores principales de orden r no
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es vacia por 1.27 y que todos aquellos que no se anulan tienen el mismo signo, en

consecuencia, T, # 0 como queriamos. U

La proposicion 1.11 afirma el hecho de que una matriz real y simétrica siempre es
diagonalizable o, dicho de otra manera, que su sistema completo de vectores propios

consiste de n vectores si n es el orden de la matriz.

Teorema 1.12. Una matriz real y simétrica A = (a;)} tiene n vectores propios

reales que conforman un sistema ortonormal.

Demostracion. Por la proposiciéon 1.10 sabemos que los vectores propios correspon-
dientes a valores propios distintos son ortogonales dos a dos. Bastara probar entonces
que para cada valor propio A de multiplicidad m existe un sistema ortonormal de m
vectores propios correspondientes a este valor propio.

Puesto que la matriz A es real y todos sus valores propios también lo son, po-
demos escoger un vector propio real u correspondiente a un valor propio A, pues la
ecuacion (A — A)u = 0 tiene solucion sobre los nimeros reales. Denotemos por u'

al vector normalizado

u

(u,u)

k

Ahora, observemos que si k < m y u',u?, ..., u" es un sistema ortonormal de vec-

tores propios reales correspondientes al valor propio A, y x es un vector propio real

correspondiente al mismo A y linealmente independiente de los vectores u', u?, ..., u¥,
entonces el vector
k
¥=x— E cut con ¢ = (zr,u') (i=1,2,...,k)
i=1
es real, diferente de cero y ortogonal a cada uno de los vectores u',u?, ..., u*. De

esta manera, si hacemos
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2

obtenemos un sistema ortonormal u!,u?, ..., u**! de k + 1 vectores propios corres-

pondientes a A.

De esta forma podemos construir un sistema ortonormal conformado por m vec-

1,2 m

tores propios reales uw',u”,...,u™ correspondientes a un valor propio dado A de

multiplicidad m. Esto termina la demostracion. O

1.5. Reduccion de una forma cuadratica a una suma

de cuadrados

Llamaremos forma cuadrdtica de n variables xi,xs,...,x, a un polinomio homo-
géneo de segundo grado en estas variables. Siempre podremos expresar una forma

cuadratica de x1, o, ..., x, como

n
Qi Ti Tk,
ik=1

donde A = (a;)7} es una matriz simétrica.

Si x es el vector cuyas coordenadas son xq, xs,. .., T,, establecemos la siguiente

notaciéon abreviada para una ecuacion cuadratica:

n

Az, z) = Z Wi TiT), (1.28)

ik=1

Consideraremos siempre formas reales, i.e., supondremos siempre que los coeficientes
a, (i,k=1,2,...,n) son reales. En conjuncion con 1.28 consideraremos también la

correspondiente forma bilineal
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n

A(z,y) == Z Ak TiYk- (1.29)

ik=1

Haciendo uso de la notaciéon vectorial y del producto escalar, podemos observar que
Az, y) = (Az,y) = (z, Ay). (1.30)

El determinante |A| = |a;|; es usualmente llamado el discriminante de la forma
cuadratica A(x,z). Si el discriminante |A| es igual a cero, diremos que la forma
cuadratica A(z,x) es singular.

Observemos también que por efecto de la bilinealidad de la forma A(z,y), para
cualesquiera vectores ', 22, ..., zl y', y?, ..., y™ yescalares 1, Cs, . .., 1, dy, da, . .., dp,

se satisface la siguiente igualdad

l m
A (Zizl ', i djyj) =3 cd; Al y) (1.31)

i=1 j=1

Proposicion 1.13. Supongamos que las variables de una forma cuadrdtica A(z,x)

estdn sujetas a una transformacion lineal
n
k=1

Definamos los vectores g* := (gir, gk, - - -, gnk) (kK =1,2,...,n), de modo tal que la

transformacion descrita antes se puede expresar en una ecuacion vectorial simple

r=> &g"
h=1
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Entonces cuando la forma A(z,x) es transformada por G = (gu)T, el discriminante

de la forma se multiplica por el cuadrado del discriminante de la transformacion.

Demostracion. Por 1.31 tenemos

n

A, 2) = A (Siy &0 S 607) = D el
P,q=1
donde
apg = Alg”, g7) = Z QikGipGkq (p,g=1,2,...,n).

ik=1

Estas expresiones para los coeficientes a,, nos dicen que las matrices A, A = (a;,)}

y GG estan relacionadas de la siguiente manera
A=CG'AG. (1.32)

En consecuencia,

|A| = |AlGI

tal como querfamos ver. ]

De 1.32 junto con el tltimo resultado visto en la seccion 1.1 también se sigue
que si la transformaciéon G es no singular, entonces el rango de la matriz de los
coeficientes no cambia. El rango de una matriz simétrica A es el rango de la forma
Az, x).

Una matriz G es ortogonal si se satisface la siguiente igualdad

GG'=FE. (1.33)
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Se sigue entonces que los renglones de una matriz ortogonal son, a su vez, ortogonales
dos a dos y que la suma de los cuadrados de los elementos de cada renglon es igual

a uno:

k=1

Relaciones similares tenemos también para las columnas puesto que de 1.33 se

deduce facilmente que G' = G~! y, por consiguiente,

G'G=E. (1.34)

Teorema 1.14. Para cada forma cuadrdtica real

n

Az, z) = Z AikTiTr, (@i = Qi)

ik=1

existe una transformacion ortogonal
n
€T, = E Ui (1=1,2,...,n)
k=1
que la reduce a una suma de cuadrados
n
Z 2
i=1

Aqui U = (uy,)t debe ser una matriz ortogonal fundamental de la matriz A y los \;

(i=1,2,...,n) son los valores propios de la matriz A.
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Demostracion. Sea

un sistema ortonormal completo de vectores propios de la matriz simétrica real A y

A1, Ao, ..., A, los valores propios correspondientes:
A = \ju? (1=1,2,...,n), (1.35)
(u?, uF) = 61 (j,k=1,2,...,n). (1.36)

Formamos la matriz fundamental

U = (u)}

con las coordenadas de los vectores

uj:(u1j7u2j7"'7unj) (]:1,27,77,)

UU' = E por 1.36, i.e., la matriz U es ortogonal. Por otro lado, de acuerdo con

1.17,

A=U(Noy)rU ™,

es decir,
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y, como U es una matriz ortogonal, tenemos que

Pero por 1.32 sabemos que U'AU es la matriz de la forma transformada si las

variables x; (1 =1,2,...,n) estan sujetas a la transformacion
n
T; = E Uik (1=1,2,...,n).
k=1
Se sigue que bajo tal transformacion la forma cuadratica se reduce a

Az, ) = Z Nk
i=1

La segunda parte del teorema se sigue porque cada argumento expuesto hasta

ahora es reversible. O

Sea A una matriz real y simétrica.
Si no nos restringimos a considerar sélo transformaciones ortogonales de las va-

riables, entonces una forma cuadratica A(z,x) puede verse como

Alx,x) = Zain (1.38)
i=1
en una infinidad de maneras distintas, donde a; #0 (i = 1,2,...,7) y los

Xii= by (i=1,2,...,r)
k=1
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son formas lineales independientes de x1, xs, ..., x,.

Teorema 1.15. (Ley de inercia de formas cuadraticas). Cuando una forma cuadrd-

tica A(x, ) es representada como una suma de cuadrados linealmente independientes

Az, z) =) a; X7, (1.39)
=1

el nimero de a; positivos y el nimero de a; negativos (y entonces también r) son

independientes de la representacion.

Demostracion. Supongamos que en la representacion 1.39,

a; > 0,a9 >0,...,a, >0,a541 <0,...,a, <O.
Sea
P
Az, ) =) _bY; (1.40)
i=1

otra representacion como suma de cuadrados linealmente independientes de la forma

A(z,z) en la cual

by >0,...,0, >0,b,41 <0,...,b, <O0.

Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar; por ejemplo, que o < s.
Entonces v := o + (r — s) < r < n, por consiguiente, el sistema de v < n ecuaciones

con n incoégnitas xy, Ta, . . ., Ty:

Vi=0,Ys=0,....,Y, =0,Xes1 =0,..., X, =0, (1.41)



Capitulo 1. Repaso de matrices y formas cuadrdticas 50

tienes soluciones no triviales. Por otro lado, el sistema de ecuaciones

X, =0,Xo=0,...,X,=0 (1.42)

consiste de r ecuaciones independientes, en consecuencia, no puede ser equivalente

al sistema de v < r ecuaciones 1.41. Asi pues, existen valores z¥ tales que cuando

r; =29 (i = 1,2,...,n), simultdneamente ocurre que se satisface el sistema 1.41 y
que alguna de las ecuaciones X; (j = 1,2,...,s) es diferente de cero. Pero también
se sigue que si 2% := (29,29, ..., 2°), entonces A(x°,z") > 0 por 1.39 y A(2°,2") <0

por 1.40. Esta contradiccion nos lleva a concluir que o = s.

Simétricamente también tenemos que p — o =71 — s. O

A la cantidad de ntmeros positivos (negativos) a; en la representacion 1.39 la
llamaremos nidmero de cuadrados positivos (negativos) de la forma A(z, x).

De acuerdo con el teorema 1.14 tenemos la siguiente

Regla: El nimero de valores propios positivos (negativos) de la matriz simétrica

real A es igual al nimero de cuadrados positivos (negativos) de la forma A(z, )

Observemos también que, como el niimero de valores propios distintos de cero de
una matriz diagonalizable es igual al rango de la matriz, en la representacion 1.39 el

numero de cuadrados r es igual al rango de la matriz A.

1.6. Las féormulas de Sylvester y Jacobi

Para determinar el nimero de cuadrados positivos o el de negativos de la forma
A(z, z) se han empleado varios recursos. De estos, los més importantes se derivan de

la formula de Sylvester descubierta en 1851. Para una mayor documentaciéon acerca
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de este y otros resultados relacionados puede consultarse [11].

En esta formula emplearemos la notacion siguiente

A;(x) ::Zaikaﬁk (i=1,2,...,n).
k=1

Teorema 1.16. (La formula de Sylvester). Sea A = (a;x)} una matriz simétrica tal

que

a1 A1p Al(x)
Alr,z) = —— 1.43
(. 2) Ap| ap ... ay  Al(x) (1.43)
1 & 1 2 ... p i
+—5 4 Tk
Apigl (1 2 ... p k)”k

Demostracion. Evidentemente tenemos la siguiente igualdad

ain . a1p Al(ﬂf)
apt .. ap  Ap(x)
Ai(z) ... A)(z) Az, x
a11 cee Aip Zkzl ATk
p1 e Qpp Zzzl (pkTk
Z?zl 1Ty ... Z?zl QipT; szzl Qi LT
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En este tltimo determinante podemos ver el tltimo rengléon y la tltima columna
como una suma de n renglones y una suma de n columnas, respectivamente, asi que

tal determinante en 1.44 puede verse como una suma de n? determinantes

a1 . Q1p 1Tk
(i,k=1,2,...,n)

Ap1 Ce Qpp Qpk Lk

i1T; ... Qiply Qi LTk

que es igual a la suma de los términos

1 2 ... '
A bt TiTp, (1,k=1,2,...,n).
12 ... p k

En consecuencia, llegamos a la igualdad

a1 Ce A1p Al (l’)
. & 12 ... j
= Z A b TiTh. (1.45)
apr .. Gy Ay(w) = 12 ... pk
Ay(z) ... Ay(x) Az, z)
Pero también tenemos que
a1 e Q1p Al(l')
apt ... a4y Ay(z) |
Ai(z) ... Ay(z) A(z,z) (1.46)
a1 Ce a1p Al ($)
Az, x)A, + ,
g apr ...y  Ay(z)
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entonces al combinar 1.45 y 1.46 teniendo en cuenta que A, # 0, se obtiene la féormula
de Sylvester 1.43. O

Notemos que en el lado derecho de la formula de Sylvester la suma se extiende

s6lo sobre los valores de ¢ y k& que son mayores que p, pues si ¢ o k es menor o igual
12 ... p 1

2 ... pk
Veamos, ahora, un método especifico para reducir una forma cuadratica a una

que p, entonces A =0.

suma de cuadrados.

Convengamos en la siguiente notacion:

aip ... Qip
@11 a2

AOZLAl:allaAZ: 7"'7An:

Q21 A22

Ap1 .- Qpp

Jacobi observo y posteriormente empled, tal como puede verse en [8], el hecho si-
guiente: Si cada uno de los menores principales consecutivos Ay (k= 1,2,...,n) es

distinto de cero, entonces

n ng
Alx,x) = _— 1.47
(=, 2) ; AVIAVER] (147)
donde
ay; ... Aa1g—1 A1($)
Xy = Az), Xpo= | T (k=2,3,...,n). (148)
a1 ... QAgk—1 Ak(lll)

Probaremos un resultado un tanto mas general:

Teorema 1.17. (La formula de Jacobi). Si una forma A(z,x) tiene rango r y
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94
Ay #0 (k:1,2, ,7"),
entonces
Az, ) Z X (1.49)
T, T) = . .
£t AN

Demostracion. Si hacemos p = r en la formula de Sylvester 1.43, obtenemos la iden-
tidad conocida como identidad de Kronecker:

a1 .. A1y Al(l’)
1 .
Alz,x) = ——
(z, ) Al ap ... an  Ax)
Ai(z) ... Aq(x) 0
Definamos
a1 c. a1k Al({[)
Py, z) = k=127
k( ) g1 R ALk Ak(ﬂf) ( )
Ay(z) ... Ag(x) 0
12 ... k=1 7
SiC = (cij)llc+1 es una matriz de orden k+1y ponemos bj; := C ( L o Z >
(4,1 =k, k + 1), tenemos que

1 1 2 ... -1 1
B k k+ _C k c
kE kE+1 12 ... k-1 12 ... k k+1

al aplicar el teorema 1.4 (Sylvester). Como

N}
o~
o
_|._
—_
N——
—~
—_
(S
=)
~—
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kE k+1 1 2 ... k 1 2 ... k—1 k+1
B Tl oe c +
kE k+1 1 2 ... k 1 2 ... k—1 k+1
1 2 ... k—1 k 1 2 ... k=1 k+1
C %, R
12 k-1 k4l 12 k-1 k

de 1.50 se sigue que

o 12 ... k-1 c 1 2 ... k kE+1 _
12 ... k-1 1 2 ... k kE+1
12 ... k —
o c 1 k—1 k+1
12 ... k 1 k—1 k+1
1
_C<
1

k-1 k c 1 2 ... k—1 k+1
k—1 k+1 12 ... k=1 k ‘

En particular, para un determinante simétrico Py(x,z), la identidad 1.51 nos pro-

(1.51)

NN N

porciona la igualdad

Ak,lpk(x, JJ) = Pk,1($, LE)Ak — Xz?
0, equivalentemente,

Pk(l',ilj'> . Xlg _ Pk,1($,$)
Ay TAVIAVA AVER

(k=1,2,...,n; B :=0).

Luego, por la identidad de Kronecker,

P.(x,x) . X2
Alz,z) = — = .
e N DY vr.var
]
Si expandimos en 1.48 cada A;(x) (i =1,2,...,n) en términos de 1,9, ..., Ty,

y aplicamos el teorema sobre la suma de determinantes, encontramos que
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n ayi; ... Qir—1 Q15

Xp=> | oo = At (k=1,2,...,7).

=l ag . akger agg
Dado que Ay # 0, observemos que yendo hacia atrds cada forma X, tiene una nueva
variable con respecto a Xj.1, en consecuencia, las formas X (k = 1,2,...,r) son
linealmente independientes.

Asi, la formula de Jacobi 1.49 nos da una representacion de la forma A(z,x)
como una suma de cuadrados independientes. Adicionalmente, por el teorema 1.15
y la forma de los coeficientes en la representacion 1.49 de la forma A(x,x), tenemos

el siguiente

Teorema 1.18. Si una matriz simétrica A = (a,)} tiene rango r y los menores

principales consecutivos
Ag=1,A1, Ay, ... A, (1.52)

de esta matriz son todos distintos de cero, entonces el numero de cuadrados positivos
de la forma A(z,x) es igual a r menos el nimero de cambios de signo en la serie
1.52, y el mimero de cuadrados negativos es iqual al nimero de cambios de signo en

la misma serie.

1.7. Formas cuadraticas positivas

A una forma cuadratica real

Az, z) = Z AiLTiTy,

ik=1

la llamaremos no-negativa si para cada vector x se tiene que
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Az, x) >0, (1.53)
y positiva si para cada vector z = (z1, s, ..., x,) # 0, tenemos que
A(z,z) > 0. (1.54)

La representacion de la forma
Alw,x) =Y N,
i=1

donde \; (i =1,2,...,n) son los valores propios de la matriz A (Teorema 1.14) nos

lleva al siguiente

Teorema 1.19. Para que una forma A(x,z) sea no-negativa (respectivamente posi-
tiva) es necesario y suficiente que todos los valores propios A1, Az, . .., A, de la matriz

A sean no-negativos (resp. positivos).

De modo tal que una forma cuadrética positiva A(x, ) puede representarse siem-
pre como una suma de n cuadrados positivos independientes y una forma no-negativa
puede representarse siempre como una suma de r cuadrados positivos independien-

tes, donde 7 es el rango de dicha forma.

Teorema 1.20. (Jacobi) Para que una forma cuadrdtica A(x,x) sea positiva, una
condicion necesaria y suficiente es que todos los menores principales consecutivos de

su matriz sean positivos, es decir, tener que
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aij; ... Qip

11 A12
>0,...,0 ... ... ... |>0.

ap >0,

Q21 Q22
Ap1 -+ Qpp

Demostracion. Primero establezcamos la siguiente notacion:

ay; ... Qg
Nog:=1,...; A= ... ... ... (k=1,2,...,n).
arr ... Qg
Si la forma cuadratica A(x,z) es positiva, entonces A\; > 0 para cada i = 1,2,...,n,

y asi tenemos que el discriminante tiene la forma A, = A\ Ay ... A, > 0 (Proposicion

1.7). Por otro lado, si por lo menos uno de los x1,29,...,x, es distinto de cero y
Tpy1 = - =, = 0, de 1.54 se sigue que
p
g aipx;xg >0 p=1,2,....,n—1),
ik=1
i.e., las formas recortadas Y % ,_, agxz;zp (p =1,2,...,n— 1) también son positivas.
En consecuencia, sus respectivos discriminantes satisfacen A, >0 (p=1,2,...,n —

).

Para la suficiencia, supongamos que

Ar>0,A,>0,...,A,>0. (1.55)

De la formula de Jacobi 1.47 obtenemos:

Alr.x) = — >0,
) =2 KAz,
siempre que no todos los X; (i = 1,2,...,n) sean iguales a cero. Pero de la in-

dependencia lineal de las formas X; (i = 1,2,...,n), se sigue que éstas se anulan
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simultaneamente s6lo cuando x; =0 coni=1,2,...,n. O]

Corolario 1.21. Si los menores principales consecutivos 1.55 de una matriz simé-

trica A = (a;,)} son positivos, entonces todos sus menores principales son positivos.

Demostracion. Si se tiene 1.55, entonces la forma A(x,x) es positiva. Por otro lado,
dado un menor principal cualquiera de A, sea B la matriz que se obtiene al hacer el
reordenamiento de renglones y columnas de A necesario para poder incluir tal me-
nor principal entre los menores principales consecutivos. De modo tal que si x es un
vector distinto de cero y ' es el vector que se obtiene al reordenar las coordenadas
de x en el mismo orden en que fueron intercambiadas las columnas (o los renglones)

de A para obtener B; tenemos entonces que

B(z',2") = A(z,z) > 0.

Por consiguiente, la forma B(x, z) es positiva y los menores principales consecutivos

de B son positivos. En consecuencia, cualquier menor principal de A es positivo. [

Teorema 1.22. (Criterio de no-negatividad de una forma cuadratica). Con respecto
a tener una forma cuadrdtica no-negativa A(z,x) es necesario y suficiente que todos

los menores principales de la matriz A sean no-negativos.

Demostracion. Para cada € > 0 definamos la matriz

AE =A + ek = (aik + E(Slka)?

Entonces

n n

2

Az, x) = E Q;RTixy + € E 1”7
i=1

ik=1

En consecuencia, si la forma A(x,z) es no-negativa, entonces la forma A.(x,z) es
positiva y de aqui se sigue que todos sus menores principales son positivos. Como

. — uando € — nem u menor rinci matriz n
A A cuando 0, tenemos que los menores cipales de la matriz A so

no-negativos.
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En la direccién opuesta, si ningtin menor principal de la matriz A es negativo,

entonces para € > 0 tenemos que

Qi; Qg

|aikz+€5z‘k|11):€p+zaii€p_1+z f2+...>0 (p=1,2,...,n),

Qi Ak

i.e., los menores principales consecutivos de la matriz A, son positivos. Enton-
ces, por el corolario 1.21, la forma A.(z,x) es positiva, luego, la forma A(z,z) =

lim._g Ac(z, x) es no-negativa. H

Observemos que del hecho de que los menores principales consecutivos de una
matriz simétrica A sean no-negativos no se sigue que la forma A(z, z) sea no-negativa
y, en consecuencia, que los demés menores principales sean no-negativos.

Consideremos, por ejemplo, una forma arbitraria ZZk:Q (;1T; T que No sea no-
negativa y veaAmosla como una forma cuadratica de n variables 1, xo, . .., z, al tomar

ap =ay; =0 (i =1,2,...,n). Entonces todos los menores consecutivos

1 2 ...
A( p) (p=1,2,...,n)
1 2 ... »p

son iguales a cero (son no-negativos), sin embargo, la forma cuadratica Y, _; ai®;xy

no es no-negativa.

1.8. La desigualdad de Hadamard

La estimacion més simple y, al mismo tiempo, la més precisa que puede hacerse de

un determinante la propuso Hadamard por vez primera en 1893 (véase [9], pag. 383).

Teorema 1.23. (Desigualdad de Hadamard). Si la forma A(z,x) es positiva, en-

tonces se satisface la desigualdad siguiente para su discriminante

a ... Qip
< ap1ag - Ay (1.56)

Ap1 ... Qpp
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Aqui la igualdad se satisface si, y solo st ayg. =0 parai #k (i,k=1,2,...,n).

Demostracion. Para probar la desigualdad 1.56 sera suficiente mostrar que

1 2 ... 1 2 ... -1
A "l<a " - (1.57)
1 2 ... n 1 2 ... n—1
con la igualdad si, y soélo si a1, = ag, = -+ = ay_1,, = 0. Pues si la forma A(x,x) es

positiva, entonces las formas recortadas

p

Z Ak LT, (p: ]_,2,...,71)

ik=1

son todas positivas. Luego, al aplicar 1.57 a cada una de estas formas obtenemos:

A 1 2 ... n <A 1 2 ... n—1 0 <
1 2 ... n 1 2 ... n—1
(1.58)
A 1 2 ... n—2 < <
Up—1n—10npn > " > Q11022 - App.-
12 ... n-2 bt He

Como la desigualdad se satisface en 1.56 si, y sblo si ocurre en cada relaciéon en 1.58,
llegamos a la segunda parte del teorema.
Para probar 1.57 consideremos todos aquellos § > 0 para los cuales la forma

As(z, 1) := Az, x) — 62

n

es positiva. Segun el criterio de positividad para una forma cuadratica, la forma
As(z, x) es positiva si los menores principales consecutivos de la matriz As son posi-
tivos. Pero todos estos menores, con excepciéon del altimo, coinciden con los menores

correspondientes de la matriz A, pues es claro que los elementos de la matriz A coin-
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ciden con los de la matriz As excepto el elemento a,,,. De tal manera que todos estos
menores son positivos por el mismo criterio aplicado, ahora, a la forma A(z,x) que
es positiva por hipodtesis. Luego, los § considerados simplemente deben satisfacer la

condicién

air ... QA1n
=A, —0A,_1 > 0.

Ap1 -v. Qpp — O

Asi pues, el nimero AA” es la cota superior minima para los valores de § en con-
sideracion. Por otro lado, si la forma As(z,x) es positiva, entonces todos los me-
nores principales de As son positivos (corolario 1.21) y, en particular, el elemento

Gpn — 0 > 0. Luego, el nimero a,, es una cota superior para los nimeros ¢, entonces

< Qnp 0 An < An—la’rma (159>

de donde se sigue la desigualdad 1.57.

Veamos, ahora, cudndo es posible tener la igualdad en 1.57. Si se da la igualdad
en 1.57, entonces a,,, es la cota superior minima de los valores de d para los cuales

la forma Aj(z, z) es positiva. En consecuencia, la forma

B(z,z) == Az, 2) — appr?

que se obtiene al sustituir § por a,, en la forma As(z,x) es no-negativa. Luego, los

menores principales de la matriz B,

bik  brn Arr  Qgn

bnk bnn

= —a;, (k=1,2,...,n—1)

QA 0

son no-negativos, lo cual implica que
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ap, =0 para k=1,2,...,n—1.

Esto termina la demostracion del teorema. O

Teorema 1.24. (Desigualdad de Hadamard generalizada). Si una forma A(x,z) =

szzl a;ikT; Tk es positiva, entonces para cada p < n se satisface la desigualdad:

12 ... 12 ... 1 ...
A ") <a PAaf P+ ") 60
1 2 ... n 1 2 ... »p p+1 ... n
donde la igualdad se da si, y solo si

ajr =ap; =0 para i=1,2,...,p; k=p+1,...,n (1.61)

Demostracion. Haremos la prueba del teorema por inducciéon sobre n. La validez del

teorema para n = 2 se tiene porque en este casop =1y

1 2
A < L 9 ) = Q11092 — A}y < a1102

con la igualdad si, y sélo si a;5 = 0.

Si n > 2, entonces alguno de los nimeros p o n — p es mayor que 1. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que p > 1 siempre, porque en caso contrario, al
invertir el orden de las filas y las columnas de A simultaneamente y aplicar el teorema
para esta nueva matriz y para n—p > 1, se tiene el mismo resultado que para A y p.

Escribamos

1 2 ... p—1 1
bi ::A ’l,]{]: y —i—l,...,n.
) (12... p—1 k) ( PP )

Por la identidad de Sylvester (Teorema 1.4) para p < ¢ < n, tenemos que
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q-p
B p p+1 ... ¢ _ |4 12 ... p—1 A 1 2 ... >0,
p p+1 ... ¢q 12 ... p-—-1 1 2 ... ¢

de modo tal que la forma

()

B(z,z) = Z bir ;T

i,k=p

es positiva. Luego, por la hipétesis de induccion,

1 ... 1 ...
(PPt "V <p,B( T n
p p+1 ... n p+1 ... n
1 2 ... 1 2 ... —1
A Pyl a b n=p-1 (1.62)
1 2 ... »p 12 ... p—1
<A 12 ... p—1p+1 ... n ‘
12 ... p—=1p+1 ... n

Por otra parte, si hacemos z, = 0 en la forma A(x, z), obtenemos otra forma positiva

de n — 1 variables x1, %2, ..., Zp_1,Tpt1, ..., T, con discriminante
12 ... -1 1 ...
A b Pt ")
12 ... p—1 p+1 ... n

De este modo, podemos aplicar la desigualdad 1.60 a este determinante (por la hi-

potesis de induccion):

A 12 ... p—1p+1 ... n
12 ... p—=1 p+1 ... n
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En consecuencia,
1 ...
B p p+ n
p p+1 ... n
n—p
1 2 ... -1 1 2 ... 1 ...
< |a P A Plaf P+
1 2 ... p-—1 12 ... p p+1 ... n
y, como la identidad de Sylvester nos proporciona la igualdad
+1 12 i\ (12
(PP — |4 P A ,
p p+1 ... n 1 2 ... p—1 1 2 ... n

finalmente llegamos a la desigualdad deseada

A12...n§A12...pAp+1...n'
1 2 ... n 1 2 ... p p+1 ... n

S
N~

La igualdad es posible aqui s6lo cuando ocurre en 1.62 y en 1.63. Si en 1.63 se

tiene la igualdad, por la hipotesis de inducciéon tenemos que
ajr =a; =0 para k=p+1,...,n. (1.64)

Por otro lado, si la igualdad ocurre en 1.62, nuevamente por la hipétesis de induccion

tenemos que

12 ... p—1k

=0 para k=p+1,p+2,...,n.
12 ... p—1 p) P b b

bpk:bkp:A<

Pero al expandir el determinante by, con respecto al tltimo renglén obtenemos:
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1 2 ... -1 k 1 2 ... -1
A P = ap,A b (k=p+1,...,n),
1 2 ... p—1 p 12 ... p—1
de donde se sigue que (A(zx,z) es positiva)

agp =ap, =0 para k=p+1,... n (1.65)

Las afirmaciones 1.64 y 1.65 juntas nos dan 1.61. Aqui termina la demostracién. [

No obstante, la usualmente llamada desigualdad de Hadamard no es la desigual-

dad 1.56 sino la desigualdad del siguiente teorema:

Teorema 1.25. Para cada matriz real y no singular C' = (cy)} se satisface la si-

gquiente desiqualdad:

Cil1 ... Cin

3
3
3

?2’Lk7 (166>

Ch1 .- Cpn

aqui la igualdad ocurre si, y solo si las filas de la matriz C' son ortogonales dos a

dos, 1i.e.,

n

> cineir =0 para i #j (i,j =1,2,...,n). (1.67)

k=1

Demostracion. Veremos que la desigualdad 1.56 implica la desigualdad 1.66 y vice-

versa. Si C' = (¢;)} es una matriz real no singular, pongamos



Capitulo 1. Repaso de matrices y formas cuadrdticas 67

;=Y cincin (i,j=1,2,...,n). (1.68)
k=1

Tal definicion de los nimeros a;; nos proporciona una forma

Z AijTiTj = Z(Clkl'l + CopTo + -+ - + anxn)Q (1.69)

ij=1 k=1

positiva, luego, la desigualdad 1.56 se cumple para la matriz A = (a;;)}. Por 1.68

A<12... n>:[0<12... n)] (170
1 2 ... n 1 2 ... n

de donde 1.56 coincide con 1.66, y, por 1.68, la condicién a;; = 0 para i # j

tenemos:

(i,j =1,2,...,n) coincide con 1.67.
Por otra parte, puesto que cualquier forma positiva A(z,x) puede representarse

como una suma de n cuadrados linealmente independientes con coeficientes positivos
(i.e., en la forma 1.69 con |C| # 0), obtenemos 1.56 de 1.66. O

1.9. Matrices asociadas y el teorema de Kronecker

Sea A = (a;)} una matriz de orden n. Comenzaremos por definir la matriz asociada

p-ésima 2, de la matriz A.

Consideremos todas las combinaciones (subconjuntos con p elementos)

(11,12, ..., 1p)
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de n indices 1,2, ..., n y escribamos cada combinacién en orden creciente: i1 < iy <
... < ip. De esta manera podemos ordenar todas las combinaciones al convenir en
que una combinacion (iy, s, ..., 1,) antecede a otra combinacion (ki, ko, ..., k,) si, y

solo si el primer término distinto de cero en la sucesion

kl—Zl,kQ—Zg,...,kp—Zp

es positivo. En consecuencia, podemos asignar un nimero bien definido s localizado
n . ., . .
entre 1 y N := < ) a cada combinacion. Por ejemplo, si n =5y p = 3, obtenemos

la siguiente sucesiéon de combinaciones:

(123), (124), (125), (134), (135), (145), (234), (235), (245), (345).

De modo tal que la combinacion (125) tiene el namero 3 y la combinacion (235) el

namero 8.

Para los menores de orden p de la matriz A introducimos la siguiente notacion:

agi=Al 7 P (ip <ip < ...<ip k1 <ka<...<kp),
ki ks ...k,
donde s y t son los ntimeros de las combinaciones (iy,ia,...,%,) v (k1, ko ..., kp),

respectivamente. A la matriz
N
A, = (as);
la llamaremos matriz asociada p-ésima de A.

Proposiciéon 1.26. La matriz asociada a un producto es igual al producto de las

matrices asociadas de los factores.

Demostracion. Sea C' = AB, como ya sabemos de la primera seccién, se cumple que



Capitulo 1. Repaso de matrices y formas cuadrdticas 69

il ip il ip a1 ... QO
C = A B . 1.71
< kl kp > Z < ap ... Oy ) ( kl kp ) ( )

Consideremos las matrices asociadas 2,8, y €, de las matrices A, B 'y C, respec-

tivamente. Entonces la relaciéon 1.71 puede escribirse de la forma

N
Cst = E aSTth7
r=1

donde s,t y r son los ntimeros de las combinaciones
(s sip), (Kiyeooykp) ¥y (01, 0p),

respectivamente. Asi pues, €, = A,B,, por el teorema de Binet-Cauchy. O

Corolario 1.27. La matriz asociada a la matriz inversa es igqual a la matriz inversa

de la matriz asociada.

Demostracion. Al aplicar la propiedad anterior al producto AB = E, obtenemos que
2,8, = ¢,. Como la matriz p-ésima asociada a F, €,, es igual a la matriz (04)}

evidentemente, se sigue el resultado deseado. O]

Teorema 1.28. (Kronecker). Sean A\, Ag, ..., A\, el sistema completo de valores pro-
pios de la matriz A. Entonces el sistema completo de valores propios de la matriz

asociada A, consiste de todos los posibles productos con p factores de los nimeros

A g, A

Demostracion. Escribamos la matriz A mediante la representaciéon
A= PTP ! (1.72)

donde
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)\1 * *
0 A

T = 2 *
0 0 A,

Tomando en cuenta la proposiciéon 1.26 y el corolario 1.27, de 1.72 obtenemos

le = ‘szp‘l?;l-

NS (T
by ...k

es un elemento de la matriz ¥, con s > ¢, entonces para algiin r < p se tiene que

Ahora, si

i =Kyt = kpy o Gy > kg
En este caso
Aiy % x *
0 A, x ok *
T<Zj ;2 ;p>: 0 0 ... N * ... % |=0.
P 0 0 ... 0 0 ... *
0 0 0 O 0

Luego, la matriz ¥, es triangular. Como cada elemento t,s de la diagonal principal

de esta matriz es igual a
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y los elementos de la diagonal principal de la matriz triangular ¥, nos dan un sistema

completo de valores propios de la matriz 2, el teorema de Kronecker esté4 probado.
O

Proposicién 1.29. La matriz 4, asociada a una matriz fundamental para una ma-
triz diagonalizable A (véase la pdg. 33) es una matriz fundamental para la matriz

asoctada 2.

Demostracion. Cualquier matriz A diagonalizable admite una representacion

A=U(Noy)rU ™,

donde U es una matriz fundamental para A. Al pasar en esta relacion a matrices

asociadas, obtenemos

Ay = L%(Asést)]lvugl )

donde

y s es el ntmero de la combinacion (iq, g, ... ,%,). O

De esta proposicion es inmediato el siguiente resultado:

Corolario 1.30. Dada una combinacion (ky, ks, ..., k,), los menores

U ap Qg ... Oy
ky ke ... kK,
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que se obtienen al hacer variar la combinacion (ay, s, ..., q,) nos proporcionan

todas las coordenadas del vector propio de la matriz A, correspondiente al valor

PTOPIO gy - Ag, -



Capitulo 2

Matrices Oscilatorias

De aqui en adelante, consideraremos s6lo matrices con entradas reales.

2.1. Matrices de Jacobi

Antes de hacer un estudio general de las matrices oscilatorias, veremos algunos resul-
tados en relacion a las matrices de Jacobi normales. Independientemente de la teoria
general uno puede deducir para este tipo de matrices, mediante resultados elemen-

tales, cada una de las propiedades bésicas que caracterizan a las matrices oscilatorias.

A una matriz J = (az)7} tal que a = 0 si |t — k| > 1 la llamaremos matriz de

Jacobi. Si convenimos en la notaciéon
a; = Uy, (221,2,...,71),

bi = —aiit1, ¢ =—aip; (1=12,...,n—-1),

podemos escribir la matriz J en la forma

73
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aq —b1 0 0

—C (05} —b2 0
0 —C2 as —bg
J = (2.1)
Ap—1 _bn—l
0 0O ... ... —cp an,

Establezcamos la notaciéon siguiente:

DQ($) = 1, Dk(.T) = \aij — 5Z]$’]f (]C = 1,2, Ce ,77,).

Luego, D, (z) es el polinomio caracteristico de la matriz J.
La siguiente formula recursiva para los polinomios Dy (z) se obtiene facilmente al
hacer una expansiéon por menores del determinante |a;; — d;;z|}:

Dk<£L‘> = (CLk — x)Dk,1($) — bkflcklek-72($) (k = 2, 3, ce ,n) (22)

Dado que Dy =1y D;(x) = a; — x, haciendo uso de esta formula se puede calcular

de forma sucesiva cada polinomio Di(z) (k = 2,3,...,n). Esto implica que en la
expresion Di(z) (k= 0,1,...,n) los nameros by y ¢ (k=1,2,...,n — 1) aparecen
so6lo en forma de productos byc, (kK =1,2,...,n—1).

Confinaremos nuestros argumentos sé6lo al caso en el que

bpcr, > 0 (k:1,2,...,n—1).

En este caso, por la formula recursiva 2.2, la sucesion de polinomios en R[z],
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DmaDm—17"'7DO (mgn)a

tiene las dos primeras propiedades de una sucesion de Sturm, a saber,
(i) Do(x) tiene signo constante (D = 1).

(ii) Si Di(z) con 1 < k < m se anula en = A, entonces Dy_1(A) y Dyy1(N) son

distintos de cero y tienen signos opuestos.

Teorema 2.1. (Regla de Sturm). Si las condiciones (i) y (ii) se satisfacen, entonces

la diferencia entre el numero de cambios de signo en la sucesion

Do (2), Din_1(2), ..., Do(x) (2.3)

cuando x = « y el nimero de cambios de signo cuando x = 3 (o < 3, Dp,(a) # 0,
D,,(B) # 0) es igual a la diferencia entre el nimero de raices del polinomio D,,(x)
en (a, B) con las que el producto D, (x)Dp,—1(x) cambia su signo de + a — (al ir la
variable x de « a (3), y el nimero de raices de Dy,(z) en el mismo intervalo con las

que el producto D,,(x)D,,—1(x) cambia su signo de — a +.

Demostracion. Como x varia entre a y (3, el nimero de cambios de signo en la suce-
sioén 2.3 puede modificarse solo cuando z pasa por una raiz de los polinomios Dy ()
(k=1,...,m). Sin embargo, cuando algin polinomio intermedio Dy(x) (1 < k < m)
se anula en algun valor xg, los polinomios adyacentes toman valores con signos opues-
tos en x = xy, de modo tal que para valores en una vecindad de xy con radio lo

suficientemente pequeno, la sucesion

Dij41(x), Dp(z), Dy—i(x)

contiene exactamente un cambio de signo.
Luego, el nimero de cambios de signo en la sucesion 2.3 se ve afectado solo por las

raices del polinomio D,,(z), de modo tal que si el producto D,,,(x)D,,,—1(x) cambia su
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signo de + a — cuando = pasa por una de estas raices, entonces se agrega un cambio
de signo a la sucesion 2.3 (debido a los dos primeros términos D,,(z) y Dy,—1(x)); si
este producto cambia su signo de - a +, entonces se pierde un cambio de signo en la
sucesion 2.3; finalmente, si este producto no cambia de signo, entonces el nimero de

cambios de signo en 2.3 no se modifica. O

La sucesion 2.3 también cuenta con las propiedades que se enuncian en el siguien-

te teorema y que enumeraremos como continuacion de las dos propiedades anteriores.

Teorema 2.2. Las afirmaciones siguientes son vdlidas:
(111) Todas las raices del polinomio D,,(x) son reales y distintas.

(iv) Cuando x pasa por una raiz de D,,(x), el producto D,,(x)Dy—1(x) cambia su

signo de + a —.

(v) Elnimero de raices del polinomio Dy,(x) en el intervalo (o, B) (a0 < () es igual
al incremento en el numero de cambios de signo en la sucesion 2.5 al variar x
de o a 3.

(vi) Entre dos raices adyacentes cualesquiera del polinomio D,,(x) existe exacta-

mente una raiz del polinomio D,—1(x) (m =2,3,...,n).

(vii) Si denotamos por \y < Ay < ... < A, los distintos valores propios de la matriz

J, es decir, todas las raices del polinomio D,(x), entonces la sucesion
Dn—l(x)a Dn_g(l'),...,Do(fL') (24>

tiene j — 1 cambios de signo cuando x = \;.

Demostracion. Como Dy(r) = (—x)F + ..., tenemos que cuando z varfa de —oo a
00, la sucesion 2.3 acumula exactamente m cambios de signo porque para algin x
lo suficientemente pequenio el polinomio Dy (z) es mayor que cero y para algun x lo
suficientemente grande Dg(x) < 0 si k es impar y Dy (z) > 0 si k es par. Luego, por

la regla de Sturm aplicada al intervalo (—oo, 00) obtenemos las propiedades (iii) y
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(iv). Al combinar la propiedad (iv) con la regla de Sturm obtenemos la propiedad
(v). De las propiedades (iii) y (iv) se sigue la propiedad (vi).

Finalmente, para probar la propiedad (vii) observemos que como las raices del
polinomio D, (x) separan las raices del polinomio D,,_;(z), €l intervalo (—oo, \;)
contiene exactamente j — 1 raices del polinomio D,,_;(z), ubicadas en los intervalos
(A1, A2), ..., (Aj_1, Aj), respectivamente. De modo tal que el incremento en el ntimero
de cambios de signo en la sucesién 2.4 al variar  de —oo a A; es igual a j — 1, pero
para valores de z lo suficientemente pequenos no hay cambios de signo en la sucesion

2.4. De aqui se sigue la propiedad (vii). ]

Veamos ahora como calcular las coordenadas de un vector propio u = (uy, ug, . . ., Uy)
correspondiente a un valor propio A (D, (\) = 0). La ecuacion vectorial Ju — Au = 0

en términos de sus coordenadas se ve asi:

(CLl — /\)Ul - b1U2 = O,
—C1Uq + (CLQ — )\)Ug — bQUg = O, (2 5)
Cn1lUn_1 + (an — Nuy, =0

Como el determinante D,,(A\) =0y D,_1(\) # 0 (por (vi)), se sigue que las primeras
n—1 ecuaciones de 2.5 son linealmente independientes y la tltima de estas ecuaciones
se obtiene de las primeras n — 1.
Consideremos las primeras n — 1 ecuaciones para un valor cualquiera \:
—Cp_1Up_1 + (CLk - )\)Uk - bkuk+1 =0

(k=1,2,...,n—1;¢0 = up = 0).

Al hacer el cambio de variables:

vy =uy, v =bibe.. . bp_qur  (k=2,3,...,n),

obtenemos
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Vg1 = (@ — Nvg — b1 vp—1 (K=1,2,...,n—1;99 = 0). (2.6)

Observemos que la formula recursiva 2.6 que determina los vy, coincide con la féormula

2.2 con la cual se definen los Dy(z) y, como evidentemente u; # 0, tenemos que

vy = CDy(N), va =CDy(N) (C = const. # 0).

Luego,
v = CDg_1(N) (k=1,2,...,n).
Asi pues,
up = Cby by .. bt D (V) (k=1,2,...,n). (2.7)
Hagamos ahora A = \; (j = 1,2,...,n), de ese modo obtenemos para la k-ésima

coordenada uy; del j-ésimo vector propio u’ la siguiente expresion:

Uk :Cjbl_l b];_lle_l()\j> (k: 1,2,...,n; j = 1,2,...,71). (28)

Definiciéon 2.3. Diremos que una matriz de Jacobi J es normal si

bk>07ck>0 (k:1,2,...,n—1).

Teorema 2.4. Las matrices normales de Jacobi cuentan con las siguientes propie-
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dades:
(1) Todos sus valores propios son reales y simples.

(11) La sucesion de las coordenadas del j-ésimo vector tiene eractamente j — 1

cambios de signo.
Demostracion. Se sigue de 2.8 y de (iii) y (vii) del teorema 2.2. O

Definicion 2.5. Sea u = (uy,us, ..., u,) un vector. Llamaremos u-linea a la cur-
va en el plano cartesiano, recta por pedazos, cuyos vértices Py tienen las siguientes
coordenadas:

Zlﬁk:k‘, Y = Uk (k:1,2,,n)

Definiciéon 2.6. Sea u = (uy,ug, ..., u,) un vector. A los puntos donde la u-linea

cruza el eje X los llamaremos nodos de la u-linea o u-vector.

Si hacemos C' = 1 en la ecuacion 2.7, obtenemos un vector u(A) = (ug(A), ua(A), ..., u,(A))

cuyas coordenadas son funciones de A:

w(N) =1, upg(\) = b7 b D (A (B=2,3,....n).

De acuerdo con la definicién 2.5, a este vector le corresponde una wu(\)-linea cuya

ecuacion puede escribirse en la forma

y(x; N) = (k — 2)up_1(A) + (x — k + Dug(N)

para k—1<z<k (k=2,3,...,n).

Estudiaremos la forma de esta u(\)-linea y el resultado que tiene sobre los nodos el

hacer variar A.

Observacion 2.7. Observemos que un punto de interseccion de una u(\)-linea con

el eje X en el intervalo (1,7n) es un nodo de esta u(A)-linea si, y solo si se tiene que
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cuando una coordenada ug(A) (1 < k& < n) de u(X) es cero, las dos coordenadas
adyacentes ug_1(A) y ug1(\) tienen signos opuestos. Luego, por la propiedad (ii) de
los polinomios Dg(A) (k = 1,...,n — 1), cualquier punto que tengan en comin la
u(A)-linea y el eje X en el intervalo (1,n) es un nodo de la u(\)-linea.

Por el teorema 2.4, una u(A)-linea con A = A; tiene exactamente j — 1 nodos.
En general, por la propiedad (v) del teorema 2.2, el nimero de nodos de la u(\)-
linea para un A arbitrario es igual al nimero de raices del polinomio D,,_1(\) en el

intervalo (—oo, A). Si simetrizamos la matriz J al reemplazar los numeros by y ¢

por Vbgcp >0 (k=1,2,...,n — 1) y llamamos matriz simetrizada Js a esta nueva
matriz, encontramos que J, tiene su propia %(\)-linea Py, ..., P,, la cual difiere de

la u(\)-linea Py, ..., P,, y se tiene que

up(A) = C\/b;1b51 b ettt DN (2.9)

b b )

De 2.9 se siguen las afirmaciones siguientes:
a) Estas lineas siempre coinciden en el numero de nodos.

b) Si una de estas lineas tiene un nodo entre los puntos * = k — 1y = = k,

entonces la otra linea también tiene un nodo entre los mismos puntos

c¢) Si una variacion de A ocasiona que los nodos de una linea se corran a la iz

quierda, lo mismo ocurre con la segunda linea.

De tal manera que para probar los teoremas y el lema siguientes, podemos supo-

ner sin pérdida de generalidad que la matriz J es simétrica:

bk:Ck (k:1,2,...,n—1).

De este modo, las cantidades ug(\) estan relacionadas por las ecuaciones
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— bk_luk_l()\) + akuk(/\) — bkuk+1()\) = )\uk(/\) (k’ = 1, 2, Lo, — 1) (210)

Lema 2.8. Para dos numeros arbitrarios \ y p se satisface la siguiente formula:

bp—1[tp—1(N)up(pt) — up—1(p2)up(N)]
¢ (2.11)

—by [ty (M) tgr1 (1) — ug(1)uger(N)] =Y (1 = Nug(Nup(p) (1<p<g<n-—1).

k=p

Demostracion. Para un k fijo consideremos dos ecuaciones: la ecuacién que aparece
en 2.10 con A y la misma ecuacién pero con p en lugar de A. Entonces al eliminar el

coeficiente a; de ambas ecuaciones obtenemos

b1 [ur—1 (Mg (1) — wp—1 () ug(N)]

(2.12)
e[\ (1) — we () (V)] = (1 = NN ().

Si hacemos k igual a p,p+1,...,q (1 < p < g <n—1)y sumamos las ecuaciones

resultantes obtenemos 2.11. O

En particular, cuando p = 1 la férmula 2.11 se simplifica notablemente:

—bg[ug(MNugia(p) — ug(p)ugei(N)]

Teorema 2.9. Si A\ < p, entonces entre dos nodos cualesquiera de la u(\)-linea

existe al menos un nodo de la u(p)-linea.

Demostracion. Sean oy (o < ) dos nodos adyacentes de la u(\)-linea, y sean p

y q los enteros tales que
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p—1<a<p ¢g<f<qg+1 (p<gq).

De modo tal que y(z;\) # 0 para a < < 3, y que

(0~ @)ty 1(A) + (o= p+ Dty(A) =0, .
(¢ +1=BugN) + (B = Qugsr(A) =0
Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, es decir, que
y(x;pn) #0 para a <z <f.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
y(x;\) >0 para a<z<f, (2.15)
y que
y(x;pu) >0 para a<x<f, (2.16)

porque en caso contrario, considerariamos —y(z; A) (o —y(z; i) en lugar de y(z; \)
(de y(z; 1)), pero la formula 2.11 que vamos a emplear se mantiene igual si reempla-
zamos u;(A) (0 u;(p)) por —u;(A\) (por —u;(p)). De esta manera tenemos que

up(A) >0, upr1(A) > 0,...,uy(N) >0, (2.17)
y que

up(pe) >0, upr1(p) >0, uy(p) > 0. (2.18)
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Ademés, de 2.16 también se sigue que

(0= a)upos (1) + (@ = p + Duy() >0, } | 219)
>0

(g + 1= B)ug(p) + (8 — Q)ugra(p)

Al eliminar o de las dos primeras ecuaciones de 2.14 y 2.19, respectivamente, obte-

nemeos:

up (1) (up—1 (A) = up(N)) = up(N) (up1 (1) = up(p1))

= tp—1 (N up(p) — up—1(p)up(A) <0,

y al eliminar 3 de las dos segundas ecuaciones de 2.14 y 2.19, respectivamente, ob-

tenemos:

Ug (1) (Ug41(A) = ug(N)) + ug(N) (g (1) = g (1))

= Ug(A)ugra(pt) — ug(p)tg i1 (A) = 0.

En consecuencia, el lado izquierdo de 2.11 en este caso no es positivo. Sin embargo,
de 2.17 y 2.18 se sigue que el lado derecho de la misma igualdad 2.11 si es positivo.

Esta contradiccion nos lleva a la afirmacion del teorema. O

Teorema 2.10. Conforme X\ crece, los nodos de la u(\)-linea se mueven a la iz-

quierda.

Demostracion. Denotaremos por a;(A\) < as(A) < .... los nodos sucesivos de la
u(A)-linea. De acuerdo con el teorema anterior, para p > A al menos uno de los no-
dos ay(p) < ag(p) < .... se encuentra entre dos nodos adyacentes a(A) y agi1(A),

en consecuencia, para probar las desigualdades

ap(p) < ag(A) para A<p (k=1,2,...)
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bastaré con probar la primera.

Para llevar a cabo un argumento por reducciéon al absurdo, supongamos que

ar(p) = ar(A) (A< p).

Sea

g<ar(N) <g+1 (1<g<n-1).

Como u;(A) = 1, tenemos que

ur(A) > 0,ug(A) > 0,...,u5-1(A) > 0,u,(\) >0,
(g1~ as(N)u (V) + (1) — qhugs(A) =0,
ur(p) > 0,ua(p) >0, ug—1(p) > 0,u,(p) >0,
(q+1 = a0y (1) + (a1(N) = Qg (12) = 0.

Al eliminar el nimero a4 () de las relaciones que lo contienen obtenemos

Ug(A)ug1 (1) — ug(p)ug1(A) = 0.

En consecuencia, el lado izquierdo de 2.13 no es positivo mientras que el lado derecho
si lo es.

Esta contradiccion nos lleva al resultado deseado. O]
Teorema 2.11. Los nodos de dos vectores propios sucesivos se alternan.

Demostracion. Por el teorema 2.4, el vector propio w/, o dicho de otra forma, la

u(A;)-linea tiene j — 1 nodos:

a1(Nj) < a()j) <...<aj-1(N) (1=2,3,...,n)
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Por el teorema 2.10,

a1 (Aj1) < ar(Ag),

de modo tal que si también se cumple la desigualdad

a;j—1(X) < aj(Aj), (2.20)

por el teorema 2.9 se sigue que

al(}\j+1) < Oél()\j) < Oég()\j+1> < OéQ()\j) < ... < Oéjfl()\j) < Oéj()\j+1)

tal como desedbamos probar.

Para probar la desigualdad 2.20 escojamos en ntmero positivo arbitrario b, y

definamos

Upi1(A) == b7yt b Dy (N). (2.21)

De esta manera podemos extender nuestra u(\)-linea con un segmento de recta méas

P,P,.,, donde P, tiene las coordenadas

Tpp1 =N+ 1, Yni1 = Ups1(A).

Gracias a 2.21 la ecuacion 2.10 se satisface ahora también para k = n. En con-
secuencia, todos los resultados anteriores son aplicables a la u(\)-linea extendida
P P,...P,P,.;. En particular, como en la demostraciéon del teorema 2.9 vimos que
entre dos ceros de la u(\)-linea existe por lo menos un nodo de la u(u)-linea (jno

necesariamente entre dos nodos!), para la u(\;)-linea extendida tenemos que entre



Capitulo 2. Matrices Oscilatorias 86

el nodo a;;_1(A;) y el punto n + 1 existe por lo menos un nodo de la u(A;1)-linea
extendida porque u,11(A;) = 0. Pero como u,,+1(Aj11) = 0, la u(A;11)-linea extendi-

da tiene los mismos nodos

ar(Ajr1) < aa(Ajrn) < ... <aj(Aj)

que ya tenia la u(A;4q)-linea. Luego,
aj1(A) < aj(Xj)-

Esto termina la demostracion. O

En la derivaciéon de los teoremas anteriores hicimos uso de la simetrizabilidad de
la matriz J. Sin embargo, un analisis més refinado de la naturaleza de las propieda-
des oscilatorias muestra que la presencia de estas propiedades no esta conectada con

la simetrizabilidad ni con la simetria de las matrices como veremos en la seccion 2.4.

2.2. Matrices Oscilatorias

En las proposiciones siguientes 2.13, 2.15 y 2.18 junto con la observaciéon 2.16 enu-
meraremos en conjunto las propiedades méas relevantes que atanen al concepto de

matriz oscilatoria.

Definicion 2.12. Diremos que una matriz A = (a;)7 es totalmente no-negativa
(totalmente positiva, respectivamente) cuando todos sus menores de cualquier orden

son mo-negativos (positivos, respectivamente):

1 <ip<...<1

<n
k1<k’2<...<k'p

T P
A >0 (resp.>0 ara 1<
<k1 ky . k;p>— (resp->0) p =
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Proposicion 2.13. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) El producto de dos matrices totalmente no-negativas es una matriz totalmente

no-negativa.

(i1) El producto de una matriz totalmente positiva con una matriz no-singular to-

talmente no-negativa es una matriz totalmente positiva.

Demostracion. Recordemos la igualdad 1.3 derivada del teorema de Binet-Cauchy

(teorema 1.1):
C ?:1 iz ’ip _ Z A le ’i2 ip B Qp Qg ... Qp
kl k’g ce l{p a1<an<...<ap a; Qg ... Qp k’l k2 Ce kp
1< 1 <lp < ... <y <n).
k1<k‘2<...<l€p

La primera afirmacion (i) es inmediata de esta relacion. Para probar (ii) bastara con

observar que la no-singularidad de B, digamos, implica que por lo menos uno de los

B Qp Qg ... Qp
ki ke ...k

es diferente de cero, pues de otro modo tendriamos que las columas de B correspon-

menores

dientes a los nimeros ki, ks, ..., k, de acuerdo a su posicion de izquierda a derecha

son linealmente dependientes y, en consecuencia, que |B| = 0. O

Sea A = (a;)7. Denotaremos por A* = (a},)} a la matriz con elementos

ay, = (=) ay  (i,k=1,2,...,n).

Resulta claro que:
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a) Si C'= A+ B, entonces C* = A* + B*.
b) Si C' = AB, entonces C* = A*B*.
c) Si B= A"! entonces B* = (A*)7%.

Definicion 2.14. A una matriz A = (a7} la llamaremos signo-regular si la matriz

A* es totalmente no-negativa o, equivalentemente, si

(_1>Z€iV+Z€kVA 11 19 ... ip >0 para 1 < 1 <Z'2<...<7:p <n
ki ko ... kp ]{1<I€2<...<k‘p

Si todos los menores de cualquier orden de una matriz signo-reqular A son distintos

de cero, a esta matriz la llamaremos estrictamente signo-regular.
Proposicion 2.15. Las afirmaciones siguientes son vdlidas:

(111) Si una matriz no-singular A es totalmente no-negativa, entonces la matriz in-
versa B = A~! es signo-reqular, y, en sentido opuesto, si una matriz no-
singular A es signo-reqular, entonces la matriz inversa B = A~ es totalmente

no-negativa.

(iv) Si una matriz A es totalmente positiva, entonces la matriz inversa B = A™" es
estrictamente signo-reqular, e inversamente, si una matriz A es estrictamente

signo-reqular, entonces la matriz inversa B = A~! es totalmente positiva.

Demostracion. Ambas afirmaciones se siguen en forma evidente de la férmula para

los menores de una matriz inversa probada en la proposiciéon 1.3 del capitulo anterior:

A(zl b ... znp>
(_1)211)11/4‘211) kVB il i2 “ e ip _ j]. j2 Tt jn—p
ki ke ... Ky A 1 2 ... n
1 2 ... n

donde el sistema de indices i1 < 1o < ... < ip; J1 < J2 < ... < Jp—p asi como el
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sistema de indices k; < ky < ... < kp; 13 <ly < ... <l,—, a su vez, coinciden con el

sistema de indices 1,2,...,n. O

Observacion 2.16. Como (A*)* = A, los incisos (iii) y (iv) pueden reescribirse de

la siguiente forma:

(v) Si una matriz no-singular A es totalmente no-negativa, entonces la matriz
C = (A*)7! es totalmente no-negativa. Si una matriz A es totalmente posi-

tiva, entonces la matriz C' = (A*)~! es totalmente positiva.

Mas adelante veremos que los valores y vectores propios de una matriz totalmen-
te positiva tienen varias propiedades notables. Sin embargo, la clase de las matrices
totalmente positivas no es lo suficientemente amplia desde el punto de vista de las
aplicaciones. Este hecho motivo el estudio de otro tipo de matrices y, eventualmente,
llevo al estudio de la clase de las matrices oscilatorias, la cual se puede considerar
intermedia entre la clase de las matrices totalmente no-negativas y la clase de las

matrices totalmente positivas.

Definicion 2.17. A una matriz A = (ay)} la llamaremos oscilatoria si A es total-
mente no-negativa y existe un entero positivo K tal que A® es totalmente positiva. Al

menor de tales exponentes lo denominaremos el exponente de la matriz oscilatoria.

De acuerdo con esta definicién, las matrices totalmente positivas son matrices

oscilatorias con exponente 1.

Proposicion 2.18. Las afirmaciones siguientes son vdlidas:
(vi) Una matriz oscilatoria es invertible.

(vii) Una potencia AP (p = 1,2,...) de una matriz oscilatoria A también es una

matriz oscilatoria.

(viit) Si A es una matriz oscilatoria con exponente k, entonces para cualquier entero

k > Kk la matriz A* es totalmente positiva.
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1

(iz) Si A es una matriz oscilatoria, entonces la matriz (A*)~! es también una matriz

oscilatoria.

Demostracion. La afirmacion (vi) es inmediata de la igualdad |A*| = |A|*, donde A
es una matriz oscilatoria con exponente . La afirmacion (vii) se sigue de la igualdad
(AP)" = (A%)? y de la afirmacion (ii). De (ii) y de (vi) es inmediata la afirmacion
(viii). Finalmente, la afirmacion (ix) se sigue de la afirmacion (v) y de la propiedad

b) de la operacion . O

Como ejemplos de matrices totalmente positivas veamos los siguientes:

Ejemplo 2.19. Una matriz de Vandermonde generalizada

A=(a;*)] O<a<a<...<apa<ay<...<ay,)

)

es totalmente positiva.

Para ver esto probaremos primero que una funcién f dada por

o) = a4t (> 0)

no tiene més de n — 1 raices positivas. Procederemos por induccién sobre n. Para
n = 1 la afirmacién es obvia. Supongamos que la afirmaciéon es valida cuando el

numero de términos es menor que n. Si f tiene n raices positivas, entonces

f1($) = (.’L'_(hf(f))’ — (O{Q — Oél)CQxOéz—oq—l 4+ 4 (an _ al)cnxan—oq—l

tiene n — 1 raices positivas segun el teorema de Rolle. Pero esto es imposible por
la hipotesis de induccion, pues fi(x) tiene la misma forma que f(x) pero con n — 1
términos solamente. De esta manera, se sigue el resultado deseado.

Como los nameros aq,as, ..., a, no pueden ser simultaneamente raices de f, el

sistema homogéneo de ecuaciones con respecto a cy,
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n

Y aa =0 (i=1,2,...,n).

k=1
tiene tnicamente la solucién trivial ¢y = ¢y = -+ = ¢, = 0. Entonces
| Al = [ai* |7 # 0.
Por otra parte, cuando ay = k — 1 (k = 1,2,...,n) el determinante |A| es un

determinante de Vandermonde. Haciendo uso de la formula para el determinante de
Vandermonde (una demostracion de esta formula puede verse en [7]) tenemos que
laf =t = [Ticicj<n(a; —a;) > 0 porque 0 < a; < as < ... < a,. Puesto que hemos
probado que el determinante de |A| siempre es distinto de cero, de lo anterior y
por la continuidad del determinante se sigue que |A| > 0 para a; < as < ... <
arbitrarios. Dado que cualquier menor de la matriz A tiene la estructura de A misma,
tenemos que todos los menores de la matriz A también son positivos, luego, A es

una matriz totalmente positiva.

Ejemplo 2.20. La matriz

A= (e 7@ B () <oy <. <ap; B <fBo<...< B o>0)

es totalmente positiva.
Observemos que asi como en el ejemplo anterior bastara con probar que |A| > 0.
El determinante |e27%|7 es positivo porque se obtiene del determinante de la

20’0{1'

matriz del ejemplo anterior al reemplazar a; por e y ay por (. Como

|A| = e—a(a%+---+a3+ﬁf+-~-+ﬁ%)|€2miﬁk‘711,

obtenemos el resultado que queriamos.

Pongamos «; = 3; =i (i = 1,2,...,n) en la matriz A del ejemplo 2.20 y denote-

mos la matriz resultante por F:
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Fa — (e—a(i—k;)2 ),f

Observemos una caracteristica de la matriz F,, que emplearemos en una seccién pos-
terior: los elementos en la diagonal de la matriz F, son todos iguales a uno y los

elementos restantes tienden a cero cuando o tiende a +o00. Luego,

lim F,=F,

o——+00
donde FE es la matriz unitaria.

Un ejemplo de una matriz oscilatoria que no es totalmente positiva lo veremos

en la ultima seccién de esta tesis.

2.3. El teorema de Perron

En esta seccion estableceremos el teorema de Perron referente al valor propio ma-
ximo de una matriz con entradas positivas y su vector propio correspondiente. Este
teorema serd una base para el estudio de valores y vectores propios de matrices os-
cilatorias. La prueba del teorema de Perron que daremos se debe a Frobenius. Los

articulos originales referentes a esta seccion que sugerimos son [10], [4], [2] ¥ [3]-

Teorema 2.21. (Perron) Si todos los elementos de una matriz de orden n, A =
(@)}, son positivos, entonces existe un valor propio simple (i.e., una raiz simple
del polinomio caracteristico) y positivo p cuyo mddulo es mayor que el de todos los
demds valores propios. A este “mdzimo” valor propio le corresponde un vector propio

con coordenadas positivas.

Demostracion. Denotaremos por A;;(A) al cofactor del elemento Ay, — ai en la
matriz AE — A = (Ady — ap)t, es decir, Aj(A) es el numero que se obtiene al
multiplicar (—1)"** por el determinante de la submatriz de AE — A que se obtiene

al suprimir el i-ésimo renglén y la k-ésima columna.
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Probaremos por induccién sobre n el teorema de Perron junto con la afirmacion:

Aig(A) >0 para A>p (i,k=1,2,...,n). (2.22)

Para n = 1 ciertamente es valido el teorema.

Ahora supondremos el enunciado del teorema y la afirmacion 2.22 para matri-
ces de orden menor que n y probaremos que en tal caso tanto el teorema como la
afirmacion 2.22 son ciertos para matrices de orden n.

Definamos D,,,(\) := | A6y, — a|7 (m =1,2,...,n). Al expandir D,,(\) con res-

pecto al dltimo rengléon y a la dltima columna obtenemos

Dn(>\) = ()\ ann)Dn 1()\) + Z _am( 1)z+n —a, ( 1)n+k_1Az(Z_1)(>\)
- o (2.23)
- ()\ - ann Z A b 1) a'mank )

donde AEZ_D()\) denota el cofactor del elemento A\d;, — a;; en la matriz que subyace
en D, _1(\). Si denotamos por p,, el valor propio maximo de la matriz truncada
Am = (ay) (m=1,2,...,n— 1) que es positivo por hipotesis de induccion, enton-

ces por 2.23 con A\ = p,,_; obtenemos:

pn 1 Z A(n b pn 1 aznank < 0.
i,k=1

Por otro lado, tenemos que

lim D, (A\) = im (A" +...) =400

A—00 A—00

En consecuencia, la ecuacion D, (A) = 0 tiene una raiz positiva en el intervalo

(pn,l, OO)
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Denotaremos por p, la solucion mas grande de la ecuacion D, (A) = 0. Entonces
Pn > pn—1. Andlogamente, p,_1 > p,—2 > ..., de modo tal que p, > p,, sim < n. El
namero p,, es la raiz “maxima” de D,,(\) que puede verse como un menor principal
de la matriz que subyace en D,,(\). Al reordenar los renglones y las columnas precisos
podemos hacer que cualquiera de los menores principales de orden m < n de esta
matriz juegue el papel del menor D,,()). Asi pues, p, es mayor que la mas grande
de las soluciones de cualquier menor principal de la matriz subyacente de D, ()).
Adicionalmente, como el coeficiente en el término de mayor grado en la expansion
en potencias de A\ de cualquier menor principal de la matriz subyacente de D,,(\) es
igual a uno, tenemos que todos los menores principales en esta matriz son positivos

cuando A\ > p,. En particular,

Ai(N) >0 para A>p, (i=1,2,...,n).

Luego,

/7

Dn(pn) = ZAz‘z‘(pn) > 0.

De donde p,, es una raiz simple de la ecuacion caracteristica D,,(\) = 0.

Consideremos ahora el cofactor A;(\) para i # k. Entonces al expandir A;;(\)

con respecto al k-ésimo renglén y a la i-ésima columna en D,,(\) obtenemos

Ai(N) = ap;C(N) + Z Api Z rqCpg(N) = ar; C(N) + Z Cpe(Napiar,, (2.24)

pFisk qFi,k P,qF£i,k

aqui C'(A) es el menor principal de orden n — 2 que se obtiene de la matriz que
subyace en D, (\) al quitar el renglon y la columna i-ésimos asi como el renglon y la
columna k-ésimos, y Cp,(A) (p,q # i, k) denota el cofactor del elemento A, — ap,
en la matriz subyacente de C'(\). A esta matriz podemos aplicarle el teorema de
Perron asi como la afirmacion 2.22 por la hipotesis de induccion. Como ya vimos, la

raiz méaxima de la ecuacion C'(A) = 0 es menor que p,,. En consecuencia, tenemos que
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C(A) >0 y Cp(A) >0 para A > p,.

Luego, por 2.24,

Aix(A) >0 para > p,.

De modo tal que si

Uy = All(pn)a Uo = AlQ(pn)y sy Up = Aln(pn)u
tenemos que

k=1

Consecuentemente, u = (uy, ug, ..., u,) es un vector propio con coordenadas positi-

vas correspondiente al valor propio p,, de la matriz A.

Para completar la demostracion, so6lo nos resta probar que

Pn > |)\0|7

donde )y es un valor propio cualquiera de A distinto de p,.

Si escribimos u; = Ay;(pn) (i =1,2,...,n) como antes, tenemos que
n
> amun = pu; (i=1,2,...,n). (2.25)
k=1
Sea v = (v, vy, ..., v,) un vector propio cualquiera de la matriz transpuesta A* co-

rrespondiente al valor propio A, es decir,



Capitulo 2. Matrices Oscilatorias 96

> apv; = Aovy (k=1,2,....n). (2.26)
=1
Entonces
> ailvil > [ Aol v (k=1,2,...,n). (2.27)
=1

De 2.25 y 2.27 hallamos que

n n n
pn > _wilvil = aguglvi| > [Xol Y wglvl.
=1

ik=1 k=1

Como > | w;|v;| # 0, tenemos que p,, > |Ag|. La igualdad se da si, y solo si ocurre

en cada una de las relaciones 2.27, i.e., si y s6lo si

Zaik|vi|:|2aikvi] (k=1,2,...,n),
i=1

=1

es decir, todos los nameros complejos v; distintos de cero (i = 1,2,...,n) tienen el
mismo argumento. Pero entonces, por 2.26, tendriamos que Ay > 0. Luego, p, =
|[Ao| = Ao, lo cual contradice la suposicion hecha al principio. Entonces p, > |\gl.

Con esto queda terminada la prueba del teorema de Perron. O

2.4. Valores y vectores propios de una matriz osci-

latoria.
Sea

U, Uy ..., Up (228)
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una sucesion de nimeros reales. Si a cada término igual a cero de esta sucesion le
asignamos un signo arbitrario, podemos calcular el ntimero de cambios de signo en
la sucesion 2.28. Este ntiimero depende de la eleccion de los signos para los términos
cero de la sucesion 2.28 que hayamos hecho. Al mayor valor que pueda tomar este
numero lo llamaremos el mdzrimo nimero de cambios de signo de la sucesion, y al
menor de los valores para este ntimero lo llamaremos el minimo numero de cambios
de signo de la sucesion. Estos valores los denotaremos por S;F y S;, respectivamente.
En caso de que S = S, diremos que hay un nimero exacto de cambios de signo en

la sucesion 2.28, que denotaremos simplemente por .S,.

Proposicion 2.22. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) En la sucesion 2.28 hay un nimero exacto de cambios de signo si, y sélo si se

satisfacen las dos condiciones siquientes:

a) upu, # 0.

b) si algin u; es cero (1 < i <mn), entonces u;_1u;y1 < 0.

(11) Si entre los términos u; (i = 1,2,....n) hay k (0 < k < n) términos cero,
entonces S, <n—k—1 y S} >k.

Demostracion. Para que no haya variaciones en el nimero de cambios de signo en la
sucesion 2.28, desde luego es necesario que si algtin término intermedio u; (1 < i < n)
es cero, los términos adyacentes sean distintos de cero y tengan signos opuestos; es
decir, la condicién b) es necesaria. Si alguno de los extremos de la sucesion 2.28
por ejemplo uy, es cero, resulta obvio que el niimero de cambios de signo en 2.28
cambiara de acuerdo a la eleccion de signo que hagamos para u;. Luego, la condicion
a) también es necesaria para que haya un niimero exacto de cambios de signo en 2.28.
Si, por otro lado, se satisfacen las condiciones a) y b), entonces no habra ninguna
variacion en el nimero de cambios de signo en la sucesion 2.28 al asignar de forma
arbitraria un signo a cada término cero, pues los tnicos términos de la sucesion
iguales a cero se encuentran en medio de dos términos con signos opuestos. Asi pues,

hemos probado (i).
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Para probar (ii) observemos que hay n — 1 posibilidades para un cambio de signo
en 2.28 y por cada cero podemos evitar por lo menos un cambio de signo. Luego,
S, < n —k — 1. Por otra parte, observemos también que por cada cero podemos

generar por lo menos un cambio de signo en 2.28. En consecuencia, S;F > k. O]

Observacion 2.23. Antes de continuar con el teorema fundamental de las propie-
dades espectrales de una matriz oscilatoria, hagamos un par de observaciones més
sobre los nameros S, y S;. Resulta claro de la proposicion anterior que bajo la
suposicion (i), S, es igual al nimero de cambios de signo en la sucesion 2.28 después
de remover todos los términos iguales a cero. También tenemos que si u; = 0 para

cadai=1,2,...,n, entonces S;, =0y S;- =n— 1.
Teorema 2.24. Sea A = (a,)} una matriz oscilatoria. Entonces

(1) La matriz A sdlo tiene valores propios simples y todos ellos son positivos:

AL > A > o>\, > 0. (2.29)

(i1) Si u* = (Ui, uop, ..., unk) €s un vector propio de A correspondiente al va-

lor propio \g, el k-ésimo en magnitud entre todos los valores propios (k =

1,2,...,n), entonces dada cualquier sucesion de coeficientes reales ¢, Cpi1, - - ., Cq
(1<p<qg<n, f:p c? > 0), el nimero de cambios de signo en las coorde-

nadas del vector

- +1
u = cpuf + cp T -+ cqul

se encuentra entre p— 1 y q — 1. Es decir,
p—1<8, <SH<g-1. (2.30)

En particular, entre las coordenadas del vector u* (k =1,2,...,n) hay evacta-

mente k — 1 cambios de signo, i.e.,

Sy =k —1 (k=1,2,....n). (2.31)

(iii) Los nodos de dos vectores propios sucesivos u* y u** (k =1,2,...,n—1) se

alternan.
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Demostracion. Probaremos el teorema primero para el caso en el que A es totalmen-

te positiva.

Prueba de (i): Si la matriz A es totalmente positiva, entonces para cualquier
g < n los elementos de la matriz asociada g-ésima I, son positivos porque todos
los menores de ¢g-ésimo orden de la matriz A son positivos. Entonces el teorema de
Perron (teo. 2.21)es aplicable a la matriz 2(,. Por otro lado, segin el teorema de
Kronecker (teorema 1.28), los valores propios de 2, son todos los posibles productos
de g valores propios de A. Si enumeramos los valores propios de A en orden decre-
ciente de acuerdo a su valor absoluto: [A;| > [Ay] > -+ > |\,|, tenemos que el mas
grande en valor absoluto de los valores propios de 2, es el producto AjAg -+ - A,. En-

tonces al aplicar el teorema de Perron a la matriz asociada 2, obtenemos lo siguiente:

)\1)\2"')\q>0 (q:1,2,...,n),

)\1)\2"'/\(1 > ’)‘1>\2"'/\q71)\q+1’ (q = 1,2,...,71— 1)

De la primera desigualdad se sigue que

y de la segunda desigualdad que

A >N (g=1,2,...,n—1).

Estas son las desigualdades 2.29.

Prueba de (ii): Hemos probado que una matriz totalmente positiva no puede tener
valores propios miltiples. De modo tal que un vector propio u* = (us, U, - - . , Uns)
correspondiente al k-ésimo valor propio Ay estd determinado en forma tnica salvo
un factor. Por el corolario 1.30 del capitulo anterior tenemos que para una ¢ fija

(¢g=1,2,...,n), los menores
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U(ll1 Z; Z") (1<iy<ipg<-<i,<n) (2.32)
. q

de la matriz fundamental U = (u;)} son las coordenadas del vector propio de la
matriz asociada 2l, correspondiente al mayor de los valores propios, A\j Az - -+ A;. Lue-
go, por el teorema 2.21, todos los menores 2.32 son distintos de cero y todos tienen
el mismo signo ¢, para cualquier ¢ < n. De tal manera que si multiplicamos los
vectores u',u?, ..., u™ por los factores e, €2/€1,...,€n/€n_1 , TESPECtivamente, ob-

tendremos las desigualdades:

U(le 222 2q>>0 (1§i1<i2<...<iq§n’ q:l,Q,...,?’L). (233)
. q

Supongamos que para un entero g,
q q
u=>_ e (Z 2 > 0) , (2.34)
y probemos que 2.34 implica la desigualdad
S:[ <q-—1. (2.35)

Si por el contrario, S; > ¢, entonces podemos escoger g-+1 coordenadas w;, , Ui, , - - . , Ui,

del vector u tales que

U Uiy, <0 (a=1,2,...,q). (2.36)
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Aqui las coordenadas w;,,u;,, ..., u;, no son cero simultdneamente porque en caso
contrario los nimeros ¢, (k=1,2,...,q, > 7_, ci > 0) satisfacen el sistema de ecua-

ciones homogéneo
q

chuiak:() (=1,2,...,9)

k=1

con determinante 2.32 distinto de cero.

Consideremos el determinante

Ui . Ugy g Ujy

Wigral oo Uigpag Wigyy
Al expandir este determinante con respecto a la ultima columna obtenemos
A i io1 i i
1 - la—1 lagl --- g4l
§ (—1)rtotly, U X a = 0.
g O

Pero de 2.33 y 2.36 se sigue que todos los términos distintos de cero del lado izquierdo
de esta ecuacion (que sabemos que existen) tienen el mismo signo, de modo tal que
la ecuacion misma resulta imposible. Asi, hemos probado que 2.35 se sigue de 2.33
y 2.34.

Para terminar con la prueba de (ii) consideremos un vector

— +1
u = cpuf + cp T+ - cqul

como se definié en el enunciado del teorema. Ya probamos que

SH<q-1
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Si

B = (bn)i=A"" y C:=B":= )7 = ((=1)""ba)1,

entonces C' es una matriz totalmente positiva, como ya habiamos observado. Por

otro lado, como

Auk = N (k=1,2,...,n),

tenemos que

0, dicho de otra manera,

n
> biuge = A (i,k=1,2,...,n). (2.37)
j=1
A cada vector u = (uy, us, ..., u,) le asignamos un vector u* = (uj, us, ..., u’), don-

de uf = (—1)'u; (i=1,2,...,n). Luego, de 2.35 se sigue que

n

* ok y—1_ % * i+k . —
E biujy, = Ap ug, (uh, = (=1)" " u; i, k=1,2,...,n),
i=1

ie.,
CuM = M\ tuk* (k=1,2,...,n).

ne =D u es un sistema completo de vectores propios de una

Entonces wu
matriz totalmente positiva C'. Los valores propios correspondientes estén dispuestos

en orden decreciente: A;1 > A ! > ... > A'. Como

U = cqut + + cpu,
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podemos deducir una relaciéon anéloga a 2.35 para u* simplemente notando que en

esta nueva relacion el papel del nimero g lo desempena ahora el ntimero n — p + 1:

St <n-—p. (2.38)

Ahora, si asignamos a cada coordenada de u igual a cero un signo, de modo tal que
el nimero de cambios de signo en las coordenadas de u sea igual a S, , y bajo es-
ta condicién después multiplicamos cada coordenada u; por (—1)%, habremos hecho
desaparecer los cambios de signo que habia entre las coordenadas de v y habremos
hecho aparecer cambios de signo donde antes no los habia. Luego, el nimero S, mas
el nimero de cambios de signo en esta nueva sucesion de coordenadas es igual an—1.
Pero resulta evidente que el nimero de cambios de signo en tal sucesion es igual S

En consecuencia,

Sy +Sh=n—1. (2.39)

De 2.38 y 2.39 se sigue que

S >p—1. (2.40)

Al combinar 2.35 con 2.40 obtenemos 2.30. Esto termina la prueba de (ii).

Prueba de (iii): Recordemos que los nodos de un vector u son los nodos de la

correspondiente u-linea. Como

Sh=5L v S,n=5h, (2.41)
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por la proposicién (ii) tenemos que todos los ceros de la u*-linea y los de la u*-linea

son nodos.

Emplearemos los siguientes resultados derivados de la proposicion (ii):

Sp=k—1, Sun =~k (2.42)

y, para un vector

u = cu® + duF (2.43)

con ¢y d arbitrarios (¢* + d* > 0) tenemos que

k—1<S, <SFH<k. (2.44)

Supongamos que entre cierto par de nodos sucesivos « vy 3 de la ©**!-linea no hay
ningtin nodo de la u*-linea. Entonces las funciones uv*(z) y u*™'(z) (las ordenadas

k+1

de las u* y u**1 lineas) son diferentes de cero y tienen signo constante en el intervalo

(cr, B). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

uF(2) >0, ¥ H2) >0 (a<z<p). (2.45)

Pongamos d = —1 en 2.43 y consideremos la funcion

u(z) = cuf — u* ().
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Veamos primero que u*(a) # 0 y u*(3) # 0. Por ejemplo, supongamos que u*(a) =

0. Entonces u(a) = 0 para cualquier c. Elijamos ~ tal que

a <y <min{f, [a+ 1]}

y hagamos ¢ = u*"1(v)/u*(v). Entonces u(y) = 0 también. Luego, un segmento
de la u-linea yace sobre el eje x. De aqui que dos coordenadas sucesivas del vector
u son iguales a cero. Luego, S — S, > 2, lo cual contradice 2.44. De modo tal

k+1_]inea no tienen nodos en comtn. Observemos ahora que

que la uF-linea y la u
existe un ntimero ¢ en [, 3] tal que u**(¢) > u*™l(x) para cada z en [a, 5]. Si

co = uF(() /uF(¢), entonces

up(r) = cou®(z) — T (z) >0 (a <z <pB)

Adicionalmente, tenemos que la funcion ug(z) no se anula en z = v ni en z = 3
porque ¢y > 0. Entonces la linea quebrada y = ug(z) se encuentra de un lado del eje
x y tiene un punto en comin P((,0) (o < ¢ < ) con este eje. Si el segmento de la
linea y = ug(x) que contiene al punto P((,0) yace por completo en el eje =, entonces
tendriamos que S; — S, > 2 que, como ya vimos, contradice 2.44. Por otra parte,
si la linea quebrada tiene solo un vértice P((,0) en el eje x, entonces los dos vértices
adyacentes a este vértice se encuentran de un mismo lado del eje x, de modo tal que
entre las coordenadas del vector uy hay una que es igual a cero y que es adyacente a
dos coordenadas con el mismo signo. En este caso también tenemos la desigualdad

Sy — S, > 2,y nuevamente la contradiccion con 2.44.

Consecuentemente, tenemos que entre dos nodos sucesivos de la v**!-linea existe
por lo menos un nodo de la u*-linea. Pero de acuerdo con 2.42, la u*-linea tiene k — 1
nodos y la u**!-linea tiene k£ nodos. Por tal motivo, entre dos nodos sucesivos de la

k+1

u**1-linea hay exactamente un nodo de la u*-linea. Luego, los nodos de la u**!-linea

y los de la u*-linea se alternan.
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Asi pues, hemos probado el teorema para el caso en el que la matriz A es total-
mente positiva.

Si A es cualquier matriz oscilatoria con exponente k, entonces las matrices A® y
AL son totalmente positivas (proposicion 2.18). Los valores propios de estas ma-

trices son, respectivamente:

MNo>A > > M >0y Mt s s et s

De aqui se sigue 2.29.

Las matrices A y A" tienen los mismos vectores propios, y el vector propio u*
corresponde a los k-ésimos valores propios A\ y Ay de las matrices A y A", respecti-
vamente. De modo tal que las proposiciones (ii) y (iii) son validas también para los
vectores propios de la matriz oscilatoria A.

Asi, hemos demostrado el teorema por completo. O

2.5. Una desigualdad fundamental

Definicion 2.25. Sea A = (a)} una matriz. A un menor de la matriz A lo llama-

remos casi principal cuando dado p > 1 el menor tenga la forma

oo ta—1 ta lag1 ..otk odgy1r ... O

A(%l z'a_l 1 o cee lg—1 13 1841 .- le) con z%k‘ (2.46)

Los elementos ay, con i # k serdn menores casi principales de orden 1.

Entonces los menores casi principales de orden p se obtienen de un menor prin-

cipal de orden p — 1 al agregar un renglén y una columna con distintos indices.

Teorema 2.26. Si todos los menores principales y casi principales de una matriz

A = (ai)] son no-negativos, entonces para cada p < n se cumple la desigualdad
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siguiente:

1 2 ... 1 ... 1 ...
A ")<a PAa(?™ ") (247
1 2 ... n 1 ... p p+1 ... n
Demostracion. Probaremos el teorema por inducciéon sobre n. Para n = 2 tenemos

que

air a2
= (11022 — Q12021 < 411022 (2.48)

a21 A2

porque ajsas; > 0 por hipotesis.

Supongamos que n > 2 y que el teorema es valido si el orden de A es menor que
n. Entonces uno de los nimeros p o n — p es mayor que 1. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que p > 1, pues en caso contrario podemos reordenar los renglones
y columnas de la matriz A en orden inverso para obtener la desigualdad 2.47 con
esta nueva matriz que, en realidad, se trata de la misma desigualdad con la matriz

original A.
Consideraremos dos casos.

1. Supongamos primero que

12 ... p-1
A b £ 0.
12 ... p-1

Sea D = (di;); la matriz definida por

1 ... p—1 1 )
di =A ,]{3: gee ey . 2.49
k (1 T k) (k=) (2.49)

Por la identidad de Sylvester (teorema 1.4) tenemos que
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-1
otz et qA D2 pelin iy
12 ... p—1 1 2 ... p=1 Kk ko ... Kk
de donde los menores principales de D son positivos y los casi principales son no-

negativos.

Entonces al hacer uso de la hipotesis de inducciéon y aplicar la identidad de Syl-

vester dos veces hallamos que

1 ... 1
N n 0D p+ n
A(l ) p p+1 ... n < p+1 n
1 B 1 .. op—1\" "7 1 1\

A p A p
1 p—1 1 ... p—1
1 1 1 1

A P4 p=t Pt ") (2.50)
1 P 1 p—1 p+1 n

2. Supongamos ahora que

12 ... p—
A Ak
12 . p—1

Entonces a;; = 0 o existe ¢ < p — 1 tal que
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12 .. 12 .. 1
A Y20 oy A4 T 20 @
12 ... ¢ 12 ... q+1

Supongamos primero que a;; = 0. Como

air a 1
—a; 01, = R | >0 y apag >0  (i,k=2,3,...,n),
;1 Qg 1 k
se sigue que anay, =0 (i,k =2,3,...,n). Entonces
aﬂ:O (122,,71)
0

a, =0 (k=2,...,n).

Como aq; = 0, en cualquier caso tenemos que
1 2 ... n
A = 0. (2.52)
1 2 ... n
Si a1 # 0, tenemos 2.51. Definamos la matriz B = (bi.);,; por

1 ... q i
@M:A< qz) (k=q+1,...,n). (2.53)
1 ... q k

Por la identidad de Sylvester
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B ity ... g _
ki ko .. Ky
g—1 . . .
1 1 ... ¢ A /A ST SR

y la hipotesis del teorema, se sigue que todos los menores principales y casi principales

de la matriz B son no-negativos.
Como el orden de la matriz B es menor que n, por hipo6tesis de inducciéon y por-

que bgi1,4+1 = 0, se sigue que

g+1 ... n q+2 ... n
B < bgy1,4+1B =
q+1 ... n q+2 ... n

1 ...
B<Q+ "):o.
g+1 ... n

Al aplicar nuevamente la identidad de Sylvester 2.54 y la afirmacién 2.51 obtenemos

Luego,

2.52 por segunda ocasion.
De tal manera que en este segundo caso el lado izquierdo de 2.47 es igual a cero.

Como su lado derecho es no-negativo, en este caso también se tiene la desigualdad
2.47.

Esto termina la prueba. O

Lema 2.27. Si A = (a)} es una matriz totalmente no-negativa y

12 ... p-1
A P20 ) o (1<p<qg<n), (2.55)
12 ... p—11p

entonces
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1 2 ... —1
A p p —0
12 ... p—11p

aqk:0 (k:1,2,,p)

Demostracion. Supongamos que
1 2 ... —1
A P=2 P 4.
12 ... p—17p
Por el teorema 2.26 tenemos que
1 2 ... -1 1 2 ... -1
A P=2 P )< P Uy,
12 ... p—11p 12 ... p—1

en COHSGCUGHCia,

A(l 2. p_1>>0. (2.56)

12 ... p—1

De 2.55 y 2.56 se sigue que en la matriz

a1 e Q1p
Gp—11 --- Qp—1p

Qq1 N Qgp

QAp1 e Anp

los primeros p — 1 renglones son linealmente independientes y que el ¢-ésimo rengléon

es una combinacion lineal de estos p — 1 renglones:
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p—1
aqk:ZAyal,k (k=1,2,....p).
v=1

Mostremos que todos los nimeros A, son iguales a cero. Para cualquier v se tiene

lo siguiente:

A 12 ... v—-1 v+4+1 ... p—1 q
1 2 ... v—1 v ... p—2 p—1
1 —1 1 ... —1
_ Zf;l)\uA v v+ p H
1 v—1 v .. p—2 p—1
12 ... —1
_ (—1)1"”‘1)\,,,4(1 , P ) (2.57)
... p—1
A 12 ... v—1 v+4+1 ... P q
1 2 ... v—1 v ... p—17p
1 2 ...
_ (—1)P"A, A P (2.58)
1 2 ... p

Puesto que todos los menores de A son no-negativos y los menores en los lados

derechos respectivos de 2.57 y 2.58 son positivos, simultdneamente tenemos las de-

sigualdades
(=17t >0 y (—=1)P7"\, > 0;
es decir,
A =0 (r=12,...,p—1)
Esto prueba el lema. O

Teorema 2.28. Si A = (a;)} es una matriz totalmente no-negativa, entonces para

cualquier p < n la desigualdad 2.47 se satisface:
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Al2...nSAl...pApﬁLl...n7
12 ... n 1 ... p p+1 ... n

y la igualdad en esta expresion se tiene solo en los siguientes casos:

(1) Uno de los factores en el lado derecho es igual a cero.

(11) Los elementos ay (1 = 1,2,...,p; k = p+1,...,n) o los elementos a

(t=p+1,...,n;k=1,...,p) son iguales a cero.

Demostracion. Puesto que cualquier matriz totalmente no-negativa satisface las con-
diciones del teorema 2.23, tenemos que se cumple 2.47.
Probaremos, ahora, la segunda parte del teorema por inducciéon sobre n.

Para n = 2 este resultado es obvio, ya que en este caso:

11 Qa2
= a11G22,
a21 A2

de donde ajza9; = 0.

Supongamos que la afirmacién es cierta para matrices de orden menor que n. Asi
como en la demostracién del teorema 2.26, podemos suponer que p > 1 sin pérdida
de generalidad.

Dada cualquier n, mostraremos que si

1 ... 1 ... 1 ...
A S PAaf P+ ") 20, (259
1 ... n 1 ... p p+1 ... n
entonces nos encontramos en el caso (ii). Al aplicar la desigualdad 2.47 a la matriz

totalmente no-negativa (a;,)} tenemos la desigualdad

1 ... 1 ... —1
A Pl<a b o,
1 ... p 1 ... p—1

la cual junto con 2.59 implica que
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A(l p—1>7£0_ (2.60)

1 ... p—1

Entonces podemos escribir la cadena de desigualdades 2.50 de la prueba del teorema

2.23. Por 2.59 tenemos igualdades a lo largo de esta cadena, en consecuencia,

1. 1.
p(? P~ O Y S ) (2.61)
p p+1 ... n p+1 ... n

+1 n
pp )obtenemos

Al aplicar la segunda parte del teorema al determinante D
p p+1 ... n

alguno de los dos sistemas de ecuaciones siguientes:
dip =0 (t=p+1,...,n), (2.62)
dp, =0 (k=p+1,....,n). (2.63)
Si, por ejemplo,

1. p—1 i
dip:A< b Z): (i=p+1,...n).

1 ... p—1p

Entonces por el lema 2.27 y 2.59 se sigue que

a;r, =0 (i=p+1,....,n k=1,2,...,p).

Del mismo modo, de 2.63 obtenemos:

a; =0 (t=1,2,...,p;k=p+1,...,n)
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Asi, terminamos la demostracion de este teorema. O

Observacion 2.29. En el teorema 2.28 la desigualdad 2.47 se establecié bajo la
hipotesis de que los menores de la matriz A son no-negativos y en el teorema 1.24
de la seccion 1.8 se supone que la matriz A es simétrica, pues ésta se conforma
de los coeficientes de una forma cuadratica positiva szzl agxizy (la desigualdad
generalizada de Hadamard). Este par de condiciones no se siguen una de la otra. Sin
embargo, veremos céomo la desigualdad 2.47, bajo cualquiera de estas condiciones, se

sigue del siguiente teorema cuyas condiciones son méas generales.

Teorema 2.30. Si en una matriz A = (a;)} todos los menores principales son
positivos y el producto de dos menores casi-principales simétricos con respecto a la
diagonal principal es no-negativo, entonces la desigualdad 2.47 ocurre para cualquier

p<n.

Demostracion. Haremos la prueba del teorema por induccién sobre n.
Para n = 2 tenemos que

@11 A12
= Q11022 — A12a21 < A11022.

Q21 Q22

Supongamos, ahora, que n > 2 y que el teorema es valido para matrices de
orden menor que n. Nuevamente podemos suponer sin pérdida de generalidad que
p > 1. Consideremos el caso 1 de la demostraciéon por inducciéon que realizamos en
el teorema 2.26.

Ahf definimos la matriz D = (d;.); que, por la identidad de Sylvester, satisface
la igualdad
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de donde se sigue que la matriz D satisface las condiciones del teorema 2.30. En
consecuencia, tenemos la serie de desigualdades 2.50 de la prueba del teorema 2.26.

Asi, llegamos a la desigualdad 2.47. O]

Veamos ahora que, en efecto, la validez de la desigualdad 2.47 en los casos que
comprenden el teorema 1.24 y el teorema 2.28, respectivamente, se sigue del teorema
anterior.

Si A es una matriz simétrica y la forma cuadratica ZZk:l a;LT;T) €s positiva,
entonces por el teorema 1.20 y el corolario 1.21 tenemos que todos los menores prin-
cipales de A son positivos. Como A es simétrica, tenemos que dos submatrices de A
simétricas con respecto a la diagonal principal resultan ser transpuestas una de la
otra, de aqui se sigue que también se satisface la segunda hipodtesis del teorema 2.30
para esta matriz A. Luego, tenemos la desigualdad 2.47 en este caso. Si la forma
szzl a;1 ;T es no-negativa simplemente, podemos considerarla como el limite de

una sucesion de formas positivas:

n

Z QiR T; Tk + Zn: (aii + %) xf
i=1

i k=1
i#k
De este modo, al pasar al limite obtenemos 2.47 también en este caso.

Si la matriz A es totalmente no-negativa con determinante cero, entonces la de-
sigualdad 2.47 se cumple porque en este caso su lado izquierdo es cero mientras que
su lado derecho es no-negativo.

Si A es una matriz totalmente no-negativa y no es singular, uno puede aproxi-
marse a ella mediante matrices totalmente positivas haciendo uso del inciso (ii) de

la proposicién 2.13:

A= lim F A,

ag—00

donde F, es la matriz totalmente positiva definida en la pagina 91 de esta tesis.
Las matrices totalmente positivas satisfacen las condiciones del teorema 2.30. Luego,

para estas matrices también se cumple la desigualdad 2.47. En consecuencia, para
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las matrices totalmente no-negativas y no-singulares también se tiene 2.47.

Corolario 2.31. Si las condiciones de alguno de los teoremas 2.26, 2.28 o 2.30 se

satisfacen, entonces se tiene la siguiente desigualdad:

A 1 p p+1 ... g g+1 ... n A p+1 ... ¢
1 p p+1l ... g g+1 ... n p+1 ... ¢
1 ... 1 ... 1 ... 1 ...

<A p p+ q A D+ q q-+ n .
1 ... p p+1 ... ¢q p+1 ... g g+1 ... n

Demostracion. Si |A| = 0, la desigualdad es obvia. Supongamos, entonces, que |A| #

0.

Consideremos la matriz A = (A;;,)" dada por

1 ... i—1 i+1 ...
Ag = A ' ' " (i,k=1,2,...,n). (2.65)
1 ... k=1 k+1 ... n

Al aplicar la formula para los menores de esta matriz (Proposicion 1.2) obtenemos:

~( hy ... h h ... h
Al Pl =Aptal H o (2.66)
Lo Lo b,

donde h,p e h;@—p y l,p e ,l;_p son los sistemas de indices complementarios para
los sistemas de indices hy,...,h, ¥ l1,...,[,, respectivamente. De esta manera po-
demos concluir que para esta matriz A, del mismo modo que para A, se satisfacen
las condiciones de alguno de los teoremas 2.26, 2.28 o 2.30. Estas condiciones se
satisfacen también para la matriz con entradas Ay (i,k=1,...,p;q+1,...,n). En

consecuencia,
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-1 ... 1 ... (1 ... ~ 1 ...
A pat ")<4 PAA( 4T ") (267
1 ... p g+l ... n 1 ... p q+1 ... n

Al expresar los menores de A en términos de los menores de A con 2.66, de 2.67

obtenemos
1 ... . 1 ...
Apmig (P ) g (PR ) e )
p+1 ... q p+1 ... n 1 ... ¢
Al dividir ambos lados de esta desigualdad por |A|"™P~972 obtenemos 2.64. ]

2.6. Criterio para una matriz respecto a ser oscila-

toria

En esta seccion estableceremos un criterio con el cual es posible determinar si una

matriz totalmente no-negativa es oscilatoria o no.

Lema 2.32. Si A = (ax)} es una matriz oscilatoria, entonces cualquier matriz

truncada (a;,)d (1 < p < q < n) también es oscilatoria.

Demostracion. Siprobamos la afirmacion para la matriz truncada (a;)5, obviamente
la afirmacion sera valida para cualquier matriz truncada de la forma (a;);. Puesto
que al invertir el orden de los renglones y columnas de una matriz oscilatoria se tiene
nuevamente una matriz oscilatoria, tenemos que la afirmacion es también valida para
matrices truncadas de la forma (a;){ y, consecuentemente, para matrices truncadas
de la forma general (a ).

Asi pues, bastara con probar el lema para la matriz B := (a;)5.

Denotemos por x el exponente de A, entonces la matriz AX es totalmente positi-
va. Veremos que la matriz BX también es totalmente positiva, es decir, veremos que

para cualquier par de sistemas de indices
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1 < 1y < ... < ip
By < ke < ... < k

el menor

. . . ’ ’ ’
11 19 ... Ip Qy Gy ... &
_ E P
- A ( / / ! A " " " 2 68
a7 Qg ... « a; Qg ... Q@ .
2§a/1<“.<a; 1 2 p 1 2 p ( )

! ’ !
a0<oc1<...<ap

(x—1)

¥ V<o Ve <af

Como este menor es positivo, al menos un término en el lado derecho de 2.69 es

positivo. Digamos que este término es el producto

A(l, z} i{,>A(§é 5/’11 5{’3).”14(&(}—1) éx—l) 1(gx—1)>.
ga..6)\gd . g Lo
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Luego, cada uno de los menores que aparecen como factores en este producto son

positivos, entonces por la desigualdad 2.47 de la seccion 2.5, el producto

. . / / —1 —1
A z} ZI,) A 5/1/ fg 4 éx b I(,X )
& o &, & o & S k,
es positivo. Pero este producto aparece como uno de los sumandos de la suma 2.68.

En consecuencia, esta suma es positiva, tal como queriamos probar. ]

Lema 2.33. Si una matriz rectangular

es totalmente no-negativa (la definicion de este tipo de matriz es andloga al de una
matriz cuadrada totalmente no-negativa) con p renglones 1 =iy <iy < ... <i,=m
linealmente dependientes tales que los primeros y los ultimos p — 1 son linealmente
independientes (cada iy, estd dado por la posicion del renglon en A); entonces el rango

de la matriz A es igual a p — 1.

Demostracion. Desde luego, uno puede restringirse s6lo al caso p < n + 1. De las

condiciones del lema se sigue que existen nimeros A, Ag, ..., A,—; tales que
p—1
ik = > Nl (k=1,2,...,n). (2.70)
v=1

Aqui A\ # 0, pues de otro modo, el sistema de igualdades 2.70 nos daria una depen-
dencia lineal entre los renglones is, ..., .
Supongamos que i, < j < ip41. Luego, si by < ko < --- < k, es un sistema ar-

bitrario de indices y escogemos ciertos indices kY < k9 < -+ - < kg_l de manera tal que
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o Ty
A 0 2.71
(;@ kg_1>7é 2
(esto es posible debido a que los renglones iy, . . ., ip—1 son linealmente independientes

por hipotesis), entonces

N Y A
p—1 . . . . .
ZAVA 19 ... 1h ] Th+1 - 1y _ (272>

TR TR S U z'p_1>

By o in dnr ... iy i iy
A = (—1)"\ A . (273
<k? k21> D" (kg) kgl> (2.73)

Puesto que todos los menores de A que aparecen tanto en 2.72 como en 2.73 son

no-negativos, de 2.73 y 2.71 se sigue que

(-1)1))\1 > 0.

Entonces, por 2.72, podemos concluir que

A( ' heooJ i pl):o con 1<k <ky<..<k,<n.
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De aqui se sigue que el j-ésimo renglén es una combinacion lineal de los renglones
i1,1%2,...,%—1. Pero j es un indice arbitrario diferente de 71,19, ...,7,. Como el ,-
ésimo renglon también es una combinacion lineal de los renglones 41, s, . .., %,-1 por
hipotesis del lema, finalmente hallamos que el rango de la matriz A es p — 1. Esto

prueba el lema. O

Lema 2.34. Si una matriz rectangular

(055 QA1n

Am1 -+ Amn

es totalmente no-negativa y alguno de sus menores
A 11 19 ... ip ~0 i1:1<i2<~-<2’p:m
ki ko ... kp k:1:1<k2<---<k:p:n

PEro

TR P iy iy ... i
A #0 y A # 0,
(kl ]{32 k’p_1> (k’g ]{fg kp)
entonces el rango de A es igual a p — 1.

Demostracion. Apliquemos dos veces el lema anterior. Primero a la matriz con en-
tradas a;, con i =1,2,...,my k= ki, ks, ..., ky, para obtener que las columnas de
A con indices ki, ko, . .., ky, son linealmente dependientes. Luego, al aplicar el mismo

lema 2.33 a A?, la matriz transpuesta de A, obtenemos que el rango de la matriz A?

es p — 1. Esto termina la prueba del lema. O
Definicion 2.35. A un menor A '* 2 7 ") de la matriz A = (a7 lo
[ S

llamaremos cuasi-principal si

L <y, ky <o kg <o+ <y, by <m, } (2.74)

|Zl_k1|§17’22_k2|§17’|7“p_kp|§]-
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Notese que dada de la similitud en las denominaciones dadas en esta definicion
y en la definiciéon 2.25, se debe poner especial cuidado en no confundir los tipos de

menores que se definen en cada caso.

Teorema 2.36. (Criterio para una matriz con respecto a ser oscilatoria). Para que
una matriz totalmente no-negativa A = (a;x)} sea oscilatoria es necesario y suficiente

que se satisfagan dos condiciones, a saber:

(1) A sea una matriz no-singular.
(ZZ) CLZ‘77;+1>0 Y ai+17i>0 (221,2,,71—1)

Demostracion. Si A es una matriz oscilatoria, la condicion (i) se sigue de la propo-
sicion 2.18 (vi). La condicion (ii) se sigue del lema 2.32. En efecto, por el lema 2.32
sabemos que la matriz

Q5 Q541

Ai:

Qit1,i Ai41,4+1

es oscilatoria. También sabemos que a;y1,; > 0y a;;+1 > 0. Pero si a;4;; = 0, por
ejemplo, entonces la entrada con los mismos subindices en la potencia Af sera igual a
cero para cualquier k. Esto contradice el hecho de que A; sea una matriz oscilatoria.

Veamos ahora que las condiciones (i) y (ii) son suficientes.

Estableceremos primero que las condiciones (i) y (ii) implican que todos los me-
nores cuasi-principales de A son positivos.

Los menores cuasi-principales de primer orden son los elementos de la forma a1 ;
y aii+1 (1 =1,2,...,n—1) junto con los elementos a;; (i =1,2,...,n) de la diagonal
principal. Por hipotesis tenemos que a;41; > 0y @01 > 0 (1 = 1,2,...,n — 1).
También los elementos de la diagonal principal son positivos, pues a estos se les
puede aplicar el lema 2.32 al verlos como matrices truncadas (as)$ con p = g.

Ahora supongamos que los menores cuasi-principales de orden < p son positivos
y probemos que los menores cuasi-principales de orden p también son positivos. Su-

pongamos que sucede lo contrario, es decir, que se satisfacen las relaciones 2.74 pero
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Al ) 2y (2.75)
ki ke ... K
Por hipoétesis de induccion:

i i iy .. iy
A A £ 0. (2.76)
(@.“kﬂ> (@“.@>

Asi pues, podemos aplicar el lema 2.34 a la matriz rectangular de dimensiones 7, x k,,

dada por
entradas a;; con i =4y,4; +1,...,7, vy k=ki,ki+1,...,kp,. (2.77)

Luego, el rango de esta matriz es p — 1.
Si h := max(iy, k1), por 2.74 tenemos que

il,k1§h<i2,k2<"'<’ip,kp;

luego,
il, k?l S h, h —f-p —1 S ip, k'p. (278)

De modo tal que el determinante

h h+1 ... h —1
A * T (2.79)
h h+1 ... h+p-—1
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es un menor de orden p de la matriz dada por 2.77; en consecuencia, es igual a cero.

Luego, por la desigualdad 2.47 establecida en la seccion 2.5, tenemos que
1 ...
0< A ") <
1 ... n
1 ... h-1 h ... h -1 h
A A P Al PFP ") <o,
1 ... h—1 h ... h+p-—-1 h+p ... n
lo cual contradice la condicion (i) del teorema.
Asi pues, hemos demostrado que todos los menores cuasi-principales de A son
positivos si se tienen (i) y (ii).
Demostremos, ahora, que la matriz B = A" ! es totalmente positiva. La positivi-

dad de los menores cuasi-principales y la ya conocida identidad derivada del teorema

de Binet-Cauchy:

o) al v v (2:80)
XA lll .« .. % o A 1 ) p ’
Qo kv ... k,

implican que sera suficiente con mostrar que dado cualquier par de sistemas de

indices, i1 < i9--- < iy ¥ k1 < ko--- < kp, uno siempre puede hallar sistemas
. . L, . / ’ / " " " -2

intermedios de Indices: a; < g < -+ < @y ap < ay < e <A aﬁ" ) <
aén_z) < e < az(,n_z), tales que el sumando de 2.80 correspondiente a éstos se

conforma sbélo de menores cuasi-principales.

A continuacion, haremos una construcciéon de estos sistemas intermedios de indi-
ces.

A cada indice 7, pongdmosle una etiqueta: el simbolo + en caso de que i, < k,,
el simbolo — en caso de que 7, > k,, y el simbolo 0 en caso de que 7, = k,. De
este modo, habremos dividido el sistema de indices ;,%s,...,%, en varios grupos

sucesivos, cada uno de los cuales incluye s6lo indices con la misma etiqueta y no hay
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dos grupos adyacentes con la misma etiqueta. De acuerdo con la etiqueta, cada uno de
estos grupos sera positivo, negativo o cero. En cada grupo positivo incrementaremos
el dltimo de los indices en una unidad, y en cada grupo negativo disminuiremos

el primero de los indices en una unidad; al resto de los indices lo dejaremos sin

!

. ., . ’ /
modificacién alguna. Al sistema resultante lo denotaremos por ay, ay, ..., a,.

En general, para obtener el sistema de indices 0415), ozgs), ...,al) primero etique-

i : : -1 -1 -1
tamos cada uno de los indices del sistema anterior &ES ),ags ), o ,a:ff ) (s =

1,2,... ;a§°) =1y, ozg)) =g,..., az(,o) :=1,) de acuerdo con el procedimiento ya des-
crito, pero los agrupamos en base a la agrupacion previamente establecida para los
indices 41, 12, . . ., 4,. Por conveniencia, seguiremos llamando positivo, negativo o cero
a cada uno de estos grupos (obsérvese que entonces un grupo positivo o negativo
aqui puede contener indices con etiqueta 0). Acto seguido, en cada grupo positivo
agregaremos una unidad a cada indice que todavia conserve la etiqueta + y que se
encuentre entre los tltimos s indices de este grupo; en cada grupo negativo agregare-
mos una unidad a cada indice que todavia conserve la etiqueta — y que se encuentre
entre los primeros s indices de este grupo; y dejaremos sin cambio alguno el resto de

los indices.

Verificaremos ahora que los menores

A 061(8) CYQ(S) D (S: 1727,”) (2.81)

son cuasi-principales.

El segundo renglon de las relaciones en 2.74 siempre se tiene para estos menores
porque en cada paso de la construcciéon que acabamos de establecer solo se agrega
una unidad a ciertos indices. De modo tal que para mostrar que los menores 2.81

son cuasi-principales seré suficiente verificar las relaciones

1< a(ls_l),ags) < a(;_l),oz(;) << ozl(f_l),a(s) <n (s=1,2,...). (2.82)
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Supongamos que s = 1. Consideraremos varios casos para formar la cadena de
relaciones 2.82 con s = 1. Si i, < k, e i, es el dltimo de los indices en un grupo
positivo, entonces

’

a]/—l S ly—1 < ly,

aV:iu+1 <k < kl/+1 Siu+1;

. ’ .
y en caso de que ¢,41 = k41, tenemos que o, | = i,41. Luego,

’ !

. . / .
ZV*I? Oéyil < 7’117 OéV < Zl/+17 OZVJrl.

. . / . . /
En caso de que 4,41 > k41, se sigue que o, =4, +1 < ip41 — 1 = o, entonces
nuevamente tenemos que

’ !/

. . / .
L1, 0y <y, ), < lpyy, Q.

De forma analoga puede verse que si i, > k, e 7, es el primero de los indices en un
grupo negativo, entonces

’ !/

. . ! .
L1, 0y <y, < lpyy, Q.

Observemos que para obtener las relaciones 2.82 cuando s = 1 s6lo hace falta notar
que si 7, no es el ultimo de los indices en un grupo positivo ni el primero de los
indices en un grupo negativo y tampoco es adyacente a algtn indice de estos tipos,
=1, y a;H = 4,41; con lo cual obtenemos

/ . ’
entonces «,,_; = 1,—1, «,

!

. / . ’ .
Ly 1, Oy <y, @, < Tyy1, Q.

Ahora supongamos que todos los menores 2.81 con s < t (¢t > 1) son cuasi-



Capitulo 2. Matrices Oscilatorias 128

principales, es decir, que se satisfacen las relaciones 2.82 para s < t, y mostremos
que entonces los menores 2.81 con s = ¢ también son cuasi-principales.
Para esto consideremos un menor de la forma 2.81 con s = t. Observemos que

para nuestro proposito bastard con mostrar lo siguiente:

(t=1) _(t-1) (t=1)

a) Si los indices o, ;", 5", ..., ;4 son los t dltimos en un grupo positivo,
entonces
-1 (t-1) ® (t=1) ® =1 ()
aL )’0‘;(1) Qg Qg <o <0y 0y < Qg O (2.83)

(1) Oé(til) Oz(t L) Son IOS t rlmeI‘OS €11 un grupo ne a:tl O,
N+l 9 ;,H—Q 9t pu+t p g p g Vi

entonces nuevamente tenemos las relaciones 2.83.

b) Si los indices «

. . . t—1 .
c¢) Si el indice o™ no es ninguno de los que aparecen en 2.83 ya sea en el caso

a) o en el caso b), entonces

al" D al <ol o < oD ol (2.84)
Prueba de a). Si el indice a/(f;i) (A=1,2,...,%) tiene la etiqueta + y el indice aLJF;) 1

tiene la etiqueta — o la etiqueta 0, entonces por un argumento similar al ya expuesto

para el caso s = 1 tenemos:

(t-1) () (t=1) _(t)
Oé,u—l—)\ 17au+A 1 <a ;H—)\ 7au+A'

(t-1)

Si el indice a ()\ =1,2,...,1) tiene la etiqueta + y el indice o,/ tiene la
etiqueta — o la ethueta 0, nuevamente en base al argumento dado para el caso s = 1

podemos concluir que

(t=1) _(®) (t=1) (t)
Quin s On < Qa1 Qpat

Si el indice ag:i) (A=1,2,...,t—1) tiene la etiqueta + y el indice a/(f:ll también

tiene la etiqueta + hay que considerar dos subcasos: cuando A = 1 y cuando A # 1.

Supongamos primero que A = 1. Entonces oc/(f;;) = O‘;(f;i) y O‘;(ZAIZA = ;(f+/\23rl + 1,

., ., ., t t
por construcciéon. También por construcciéon tenemos que afﬁr/\ = ozL H) + 1y que
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© (- (t—2)

a?“H = a,\y; + 1. Por hipotesis de inducciéon también tenemos que Wiy <
CHIRNEY Luego,
oD (t=1) ()
Qun <O Yy
PO BN Gl (t—2) _ (=1
Qi =0y F <o iy Fl=a,00
y
t _ (-2 (t-2) _ . ®
iy =y F <o 2=
es decir,

=1 (@) (t=1) ®)

Qun s On < Qa1 Qg

Supongamos ahora que A # 1. Por construcciéon tenemos las siguientes igualdades:

(t-1) _ (-2 (=1 _ (=2 ® _ (t=1) (t) (t-1)
Qn =000 + 1, Qg1 = u+/\+1+1 Qhn = iy +1yau+>\+1 ozu+/\+1+1

P (t-2) (t—2) LAt :
Como también tenemos que " < a,,,\\; por hipotesis de induccion, se sigue que

-1 @ (t=1) (®)

a,u-l—/\ ’ ;H—)\ <a u—&-)\—i—l?a;ﬁ-)\—i-l'

Finalmente, si el indice a ()\ = 1,2,...,t — 1) tiene la etiqueta 0 y el indice
a&;)ﬂ también tiene la ethueta 0, entonces a£+;) = afﬂ)rA y a/(f;ill = aﬁi/\ﬂ. Da-
do que ozi 4 )\) < ozL . Brl segun la hipotesis de induccion, se sigue que

=1 ® (t=1) (®)

Qs O < Qi Qg

Asi pues, al recoger todos los subcasos considerados podemos concluir que se

satisfacen las relaciones 2.83. Esto termina la prueba de a).

Para probar b) se sigue un procedimiento similar al de la prueba de a).

Prueba de c). Supongamos que el indice a,(,t_l) no es del tipo de indices que

aparecen en 2.83 en cualquiera de los casos a) o b). Entonces se satisfacen las igual-
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dades ozl(,t__ll) = ozl(,tll, o™ = oY y ozl(i:ll) = 041(2-1- De modo tal que al hacer uso

nuevamente de la hipoétesis de induccion llegamos a las relaciones 2.84.
Con esto termina la prueba de ¢) y, consecuentemente, la prueba por inducciéon

de que todos los menores 2.81 son cuasi-principales.

Para concluir la demostraciéon del teorema, por ultimo mostraremos que el n — 1-

¢ésimo de los menores 2.81 (i.e., el menor con s = n — 1) tiene en su segunda fila un

sistema de indices que coincide con k1, ks, ..., k,, es decir,
o =, (v=1,2,...,p). (2.85)

Para esto observemos primero que

v<i, y k., <n—-p+v (v=12,...,p), (2.86)

de donde se sigue que

i, — k| <n—p (v=12,...,p). (2.87)

De nuestra regla para la construccién de los sistemas de indices que requerimos se
. .o . , . (0) . ’ " .
sigue que si 4, # k,, al comienzo los indices ay,’ :=1i,,,,,,... se mantienen con
el mismo valor 7, hasta cierto paso que no rebasa al p — 1-ésimo, y a partir de ahi,
en cada transicion, se acercan cada vez mas a k, en una unidad. Como hay un total
de n — 1 pasos en la construccion de sistemas de indices que realizamos, por 2.87
t , Y -1
tenemos que a,(,) = k, para algin t < n — 1, lo cual implica que ozl(," ) = k.

Esto termina la prueba del teorema. O

En la demostracion del teorema anterior se encuentran implicitos los dos corola-
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rios siguientes.

Corolario 2.37. El exponente de una matriz oscilatoria siempre es menor o igual

que n — 1.

Corolario 2.38. En una matriz oscilatoria todos los menores cuasi-principales (en

particular, todos los principales) son positivos.
Adicionalmente, tenemos los corolarios siguientes también del teorema 2.36.

Corolario 2.39. El producto A = AjAy--- A, (m > n—1) de matrices oscilatorias

A; (i=1,2,...,m) es totalmente positivo.

Demostracion. Basta con aplicar a la matriz A los argumentos que se dieron en la

demostracion del teorema 2.36 para la matriz B. O]

Corolario 2.40. El producto de dos matrices oscilatorias también es una matriz
n
oscilatoria y, mds aun, el exponente de este producto es < [5}, donde n es el orden

de las matrices.

Demostracion. Sea C'= AB. Luego,

c"? = ABAB--- AB
| —

m

conm =2 [g] > n — 1. Entonces por el corolario 2.39 se sigue el resultado deseado.
O

Corolario 2.41. FEl producto de una matriz oscilatoria con una matriz no-singular

totalmente no-negativa es una matriz oscilatoria.

Demostracion. Sea C' = AB con A una matriz oscilatoria y B una matriz totalmente

no-negativa y no-singular. Entonces

C| = |A||B] > 0. (2.88)
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Por otro lado,

Cii+1 = Z ai,/bl,yzpﬂ (Z = 1, 2, e, — 1) (289)
v=1

Aqui la suma del lado derecho consiste de términos no-negativos con uno de ellos

positivo, a saber,

@ i+10it1,i41 > 0;

porque a; ;41 > 0 por la caracterizacion de las matrices oscilatorias (teorema 2.36),

Y bit1,41 > 0 por las desigualdades

0 < |B| < byibag - - - byp.

En consecuencia,

Cip1 >0 (i=1,2,...,n—1). (2.90)
De forma anéloga, podemos concluir también que

Cari>0  (i=1,2,...n—1). (2.91)

Luego, haciendo uso del teorema 2.36 y de 2.88, 2.90 y 2.91, se sigue que C' es una

matriz oscilatoria. OJ

Consideremos una matriz de Jacobi
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aq bl 0
C1 (05} b2
0 by ... 0 0
J— €2 a3 03 , (2.92)
0O 0 0 0 Cn—1 Qn

Verificaremos el siguiente

Teorema 2.42. Las afirmaciones siguientes son vdlidas.

(1) Para que una matriz de Jacobi 2.92 sea oscilatoria es necesario y suficiente que
todos los nimeros b y ¢ sean positivos y que los menores principales sucesivos

también sean positivos:

aq b1 0
a; by
a; > 0, >0, | ¢ as by | >0,... (2.93)
C1 Qg
0 Cy a3

(i1) El exponente de una matriz de Jacobi oscilatoria siempre es igual a n — 1,

donde n es el orden de la matriz.

Para ello primero estableceremos la siguiente féormula para los menores de la ma-

triz J:

a) Si

1 <ip<...<1

<n (2.94)
ki <ko<...<k

1<
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il = klviQ = k?a s 7il/1 = kyl;iy1+1 7£ kljl-‘rl) s 7iV2 7£ kuz;

S gt = Kugtdy vy lyg = Kpgj oo

, entonces

Para probar esta férmula basta con mostrar que si i, # k, y se satisface 2.94,

tenemos que

Yy que
B I R B T 1 R 2 e
ki ke ...k, koo kel k, ...k

Notemos que la segunda igualdad se sigue de la primera al invertir de forma simul-

tanea el orden de los renglones y columnas en la matriz que subyace en el menor

1 192 ... 1 L.
J ( ”"]. Observemos que si i, < k,, entonces tenemos que

kv ky ... k

P

ik, =0 A=12,...,v5;u=v+1,...,p)

en la matriz J = (a;)7}; v si i, > k,, tenemos que
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iy, =0 A=v+1l,...,p;p=12...,v).

En cualquier caso, la expansion de Laplace del determinate

7 il ... Ty
ki ke ... kK,
con respecto a las primeras v columnas origina la igualdad 2.96. Asi, hemos probado

2.95.

De la formula 2.95 se desprende la siguiente afirmacion.

Proposicion 2.43. Para que una matriz de Jacobi 2.92 sea totalmente no-negativa
es necesario y suficiente que todos sus menores principales y todos los nimeros b y

c sean no-neqativos.

En caso de que la matriz J sea no-singular y no-negativa, tenemos que la forma
cuadratica Js(z, x) (ver pagina 80) es no-negativa, dado que los menores principales
de la matriz simetrizada Js; y los de J son los mismos. Pero si adicionalmente el
rango de J y por consiguiente el de J; es igual a n, tenemos que la forma Jy(z,x)
es positiva. Luego, todos los menores principales sucesivos de J; (los de J) son po-
sitivos. En sentido opuesto, si todos los menores principales sucesivos de la matriz
J son positivos, entonces la forma Js(z,x) es positiva, lo cual implica que todos los
menores principales de Jg son positivos, es decir, todos los menores principales de J.

Asi pues, tenemos la siguiente

Proposicion 2.44. Para que una matriz de Jacobi no-singular sea totalmente no-
negativa es mecesario y suficiente que todas las entradas b y ¢ sean no-negativas y

que todos los menores principales sucesivos 2.93 sean positivos.

Demostracion del teorema 2.42. La primera afirmaciéon es inmediata de la carac-

terizacion de las matrices oscilatorias (teorema 2.36) y de la proposicion anterior.
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Para probar la afirmacion (ii) observemos que si J* = (hy)} v £ < n — 1,
entonces hy, = 0. En consecuencia, J* no es totalmente positiva. Pero sabemos que

el exponente de cualquier matriz oscilatoria es < n — 1 por el corolario 2.37. En

consecuencia, el exponente de J es n — 1. 0
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