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Introduccion

El desarrollo de nuevos métodos e instrumentos espectroscépicos ha permitido la medi-
cién de estados vibracionales con gran precision aun en la regién de energias cercanas a la
disociacion. La interpretacion de estas nuevas mediciones experimentales es especialmente
importante, por ejemplo, para entender la dinamica de reacciones quimicas y analizar espec-
tros de especies con interés astrofisico, las cuales al estar expuestas a radiacion fuerte y baja
presién pueden estabilizarse en estados altamente excitados, promoviendo en algunos casos
reacciones inusuales. Mientras que los estudios espectroscopicos involucran el analisis de los
estados ligados del sistema, la dinamica molecular lidia tanto con el conjunto de estados en-
lazantes asi como los del continuo [1, 2, 3, 4]. En cualquier caso, la obtenciéon de los valores
y funciones propias del sistema demanda la construccién de una representacion adecuada del
Hamiltoniano.

Aunque el Hamiltoniano mecanico cuantico no relativista de un sistema molecular se puede
escribir facilmente en coordenadas Cartesianas, la ecuacion de Schrodinger resultante se torna
complicada y se tiene que recurrir a ciertas aproximaciones para resolverla [5]. Una de estas
aproximaciones consiste en dividir el problema original en una parte electrénica y otra nuclear.
Dada la diferencia de masas entre los niicleos y electrones, es posible separar el movimiento
electronico y nuclear asumiendo que la aproximacién de Born-Oppenheimer es valida. En esta
aproximacion, el movimiento nuclear es controlado por una superficie de energia potencial que
representa la energia electronica [4, 5, 6].

La principal dificultad para obtener una representacion en coordenadas del Hamiltoniano
nuclear en la aproximacién de Born-Oppenheimer, proviene de la introduccién de un sistema de
referencia rotado con respecto al sistema de referencia paralelo al laboratorio con origen en el
centro de masa nuclear . En la mayoria de los sistemas moleculares este sistema de referencia
se define a través de la introduccion de los tres angulos de Euler, aunque en el caso de moléculas
lineales o complejos de van der Waals que involucran movimientos de gran amplitud, éste esta
definido dinicamente por dos angulos [7, 8]. Lo que se logra con la introduccién de este sistema
de referencia es desacoplar en forma aproximada los 3N —6 (3N —5 en moléculas lineales)
grados de libertad vibracionales de los grados de libertad rotacionales del sistema compuesto
por N nucleos. Los principales métodos para describir los grados de libertad vibracionales
de sistemas moleculares, en particular para moléculas rigidas, estan basados ya sea en un
esquema normal o uno local [9].

En un espectro vibracional tipico se observa que en la regién de altas energias, la densidad
de estados aumenta considerablemente. Dentro de esta complejidad en ocasiones algunas re-
gularidades inesperadas aparecen, las cuales no se pueden entender con un modelo basado en
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modos normales, por lo que se recurre a los modos locales. El concepto de modos locales esta
basado en la descripcion de sistemas en términos de osciladores locales interactuantes con una
base local dada por el producto directo del conjunto de osciladores asociados a las coordenadas
internas de la molécula [4, 9, 10, 11, 12]. Los modelos locales se pueden modelar mediante
osciladores de Morse para describir cada uno de los enlaces de la molécula en el caso de las
tensiones, mientras que para los modos de flexion se pueden utilizar tanto osciladores de Mor-
se como de Poschl-Teller (PT) dependiendo de la simetria del potencial [13]. Por ejemplo, para
describir el modo de flexion en la molécula de agua se ha utilizado el potencial de Morse [14]
mientras que en moléculas como el formaldehido y el trifloruro de boro se ha empleado el poten-
cial de Poschl-Teller para modelar el modo de flexién fuera del plano [15, 16]. En este esquema
las excitaciones vibracionales se describen en términos de un Hamiltoniano a orden cero, dado
por la suma de los Hamiltonianos anarmoénicos, mas la interaccién de los osciladores, cuyos
elementos de matriz se pueden calcular en forma exacta o aproximada.

En una representacion local del Hamiltoniano, la energia cinética no es diagonal, esto hace
necesario describir en algunos casos tanto la energia cinética como el potencial de interaccion
en términos de un desarrollo de Taylor alrededor de las posiciones de equilibrio en funcién de
las variables asociadas a los potenciales anarmoénicos. Los célculos involucrados para obtener
la representacion matricial del Hamiltoniano pueden realizarse en el espacio de configuracion
o a través de la realizacion algebraica del Hamiltoniano.

Algunos de los programas que actualmente se utilizan para describir el espectro vibracional
de moléculas pequenias en el espacio de configuraciéon con gran precision son TRIATOM [17],
MORBID [18] y TROVE [19] por sus siglas en inglés. El primero desarrollado por J. Tennyson
mientras que MORBID y TROVE por P. Jensen et al. TRIATOM se enfoca principalmente en
complejos de van der Waals y utiliza polinomios de Legendre y Laguerre como funciones base.
Los elementos de matriz se obtienen mediante integracién numérica utilizando una represen-
tacion de variable discreta (DVR). El codigo MORBID tiene su principal aplicaciéon en molé-
culas rigidas. Este programa toma ventaja de la funciones base del oscilador de Morse para
modelar las tensiones en la molécula, ya que los elementos de matriz de este tipo de potencial
se conocen analiticamente, sin embargo, las flexiones se describen utilizando funciones base
numéricas. TROVE es un programa basado en calculos variacionales y fue desarrollado para
describir moléculas de cualquier tipo de estructura, no obstante, puede presentar problemas al
describir la zona alta de sobretonos! del espectro [20].

Una alternativa a la representaciéon del Hamiltoniano vibracional en coordenadas y mo-
mentos en donde se hace uso de codigos de programacion muy demandantes computacional-
mente hablando, es obtener una representaciéon del Hamiltoniano en funcién de operadores
de segunda cuantizacion [21, 22]. El modelo algebraico mas conocido se basa en el uso de los
operadores de creacion y aniquilaciéon de las funciones propias del oscilador armoénico. En es-
te modelo, la contribucién diagonal del Hamiltoniano ademas de contener las contribuciones
armonicas de los osciladores independientes incluye términos anarmoénicos que son proporcio-
nales a potencias de los nimeros cuanticos normales, con lo cual las energias se pueden escribir
como un desarrollo tipo Dunham [23, 24]. En general, este desarrollo del Hamiltoniano resul-

IEstado propio que involucra un solo modo de vibracién y cuya transicién desde el estado basal obedece la regla
de seleccion Av =2,3,4,...
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ta ser insuficiente para explicar el espectro vibracional y se requiere emplear acoplamientos
entre los diferentes modos normales. La resonancia de Darling-Dennison? [25] y 1a resonancia
de Fermi?® [26] son los ejemplos mas comunes de este tipo de acoplamientos. La principal ven-
taja de esta aproximacion es que la accion de los operadores definidos sobre la base se puede
establecer en forma exacta y no se tiene interferencia de contribuciones adicionales como ge-
neralmente ocurre en una representacion en coordenadas y momentos. Una desventaja de este
método algebraico es que, al igual que los modelos basados en modos normales en el espacio
de configuracién, es util unicamente para describir los estados fundamentales* y algunos so-
bretonos y combinaciones® del espectro. Una opcién adicional consiste en el empleo de modelos
algebraicos basados en grupos unitarios. El fundamento de este tipo de modelos consiste en
aproximar al grupo de Lie U(v + 1) como el grupo dinamico de un sistema descrito por v grados
de libertad.

El modelo U(v + 1) se utiliz6 inicialmente para describir los estados colectivos de ntcleos y
es la base del modelo de bosones interactuantes (IBM), el cual, hoy en dia es una herramien-
ta muy util para modelar la estructura nuclear [27, 28, 29, 30]. En sistemas moleculares, este
modelo, conocido con el nombre de modelo vibroénico, fue empleado por primera vez por F. Iache-
llo y colaboradores para describir el espectro rotovibracional de distintas especies moleculares
[31, 32]. Su nombre se debe a que en esta aproximacion los grados de libertad rovibraciona-
les son tratados como un conjunto de excitaciones bosénicas llamadas vibrones [33]. En 1987,
Michelot y Moret-Bailly propusieron un método algebraico alternativo en el que describen v
grados de libertad vibracionales con el algebra unitaria u(v + 1) [34]. Este tratamiento se tor-
né importante gracias a la simplificacion que se obtenia al evitar trabajar con la rotacion y
vibracion simultaneamente.

En el caso unidimensional del modelo vibrénico se asigna un algebra dinamica u(2) a cada
grado de libertad, lo que se ha demostrado, es equivalente al tratamiento algebraico de un con-
junto de osciladores de Morse interactuantes [13, 35, 36, 38]. Aunque en un principio el algebra
u(2) se empled inicamente para modelar la tensiones, posteriormente se utilizé para describir
oscilaciones asimétricas de flexiéon en moléculas semirrigidas no lineales [14, 38]. En moléculas
lineales, la degeneracion de los grados de libertad de flexién ha hecho evidente el uso del grupo
dinamico U(3) para estudiar esta clase de oscilaciones [39, 40]. Esta aproximacion se puede
entender como un caso particular (v = 2) del modelo propuesto por Michelot y Moret-Bailly.
Por otra parte, F. Perez-Bernal et al, en el contexto del modelo vibrénico, han mostrado que
este grupo es relevante para analizar moléculas con flexiones de gran amplitud, en particular
se han estudiado sistemas moleculares quasilineales y sistemas en los cuales el efecto de la
monodromia es evidente [41, 42, 43, 44].

2En la aproximacién de modos normales sucede que estados con energia similar y la misma simetria pueden
entrar en resonancia. Cuando la interaccién involucra la transferencia de dos cuantos en un mismo subespacio
de funciones se conoce como resonancia de Darling-Dennison ya que estos autores fueron quienes observaron este
acomplamiento por primera vez en el espectro del agua entre el primer sobretono del modo simétrico de flexién y
el primer sobretono del modo antisimétrico de flexion.

3La resonancia de Fermi transfiere cuantos entre diferentes subespacios. El nombre se debe a que Fermi fue
quien identific6 este tipo de interaccion en la molécula de COg. Como se muestra en la seccién 2.2.4, el primer
sobretono del modo de flexién I1E tiene un valor propio similar al estado fundamental del modo de tensién Z;.

4Primer estado excitado de un modo vibracional.

5Estados vibracionales en donde estan involucrados dos o méas modos vibracionales.
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En los modelos basados en grupos unitarios, la introducciéon de un bosén adicional impide
tener una conexion exacta con las descripciones llevadas a cabo en el espacio de configuracion.
Esto es una limitante importante ya que no es posible obtener de manera clara la superficie
de energia potencial de Born-Oppenheimer (PES), que resulta indispensable para analizar dis-
tistas especies isotéopicas. El formalismo de estados coherentes, a través del limite clasico del
sistema, permite extraer informacién fisica de forma cualitativa de las especies moleculares
[45, 46, 47]. Con el objetivo de obtener la derivadas del potencial, en los tultimos anos se ha
establecido la conexion del conjunto de coordenadas vibracionales y los generadores del grupo
dinamico, en algunos casos de forma aproximada. Para el caso unidimensional U(2) se esta-
blecié la conexiéon exacta de los generadores de este grupo con las variables asociadas a los
potenciales de Morse y Poschl-Teller [14, 15, 35, 36]. Esta conexién permitié obtener las cons-
tantes de fuerza de diferentes sistemas moleculares optimizados utilizando un Hamiltoniano
efectivo [14, 15, 16, 38]. Recientemente, se estableci6 una realizacion de las coordenadas y mo-
mentos en términos de los generadores del grupo dinamico U(v + 1) [48, 49] y por primera vez
se reportaron las derivadas del potencial, en el contexto del modelo propuesto por Michelot y
Moret-Bailly, de moléculas como la arsina y la estibina [50, 51].

La descripcion exacta de las vibraciones moleculares, ya sea en una representacion alge-
braica o en el espacio de configuracién, implica el uso de matrices de gran tamano cuya dia-
gonalizacion se torna complicada. Este problema se ha resuelto introduciendo el concepto de
poliada [22, 52], un pseudontimero cuantico, que define un subespacio de estados ligados co-
nectados a través de las resonancias mas importantes. La forma explicita de la poliada se de-
termina utilizando el método propuesto por Kellman [52] o bien de forma simple mediante la
relacion que existe entre los estados fundamentales y primeros sobretonos, los cuales estable-
cen las posibles resonancias entre los estados cercanos en energia. La clasificacién de estados
propios de acuerdo a la poliada, es una aproximacion que se espera no sea adecuada a medida
que la energia aumenta. Para tomar en cuenta su rompimiento, manteniendo la simplificacion
que se obtiene al definir esta constante de movimiento aproximada, se ha utilizado la teoria de
perturbaciones de Van Vleck [24, 53].

El método perturbativo desarrollado por Van Vleck fue utilizado inicialmente para estu-
diar la contribucién de los términos de acoplamientos rotacién-vibracion en el Hamiltoniano
molecular no relativista de moléculas semirrigidas desarrollado por Watson [5, 24, 54, 55]. El
fundamento de esta teoria consiste en obtener un Hamiltoniano transformado, via la aplica-
ciéon de una transformacion unitaria, que permite incluir las contribuciones mas importantes
de cada uno de los términos perturbativos. En vibraciones moleculares, las transformaciones
de contacto han jugado un papel importante para tomar en cuenta la mezcla de poliadas en
estados altamente excitados. Sibert y colaboradores han desarrollado programas computacio-
nales robustos que han sido aplicados a distintos sistemas moleculares [56, 57, 58, 59, 60]. L.
Halonen, por su parte, ha utilizado este método para describrir moléculas triatémicas como
HyS y SOq [61] ademas de modelar el espectro puramente vibracional del amoniaco sin inver-
sion [62]. Todos los trabajos publicados hasta el momento consideran descripciones basadas en
modos normales o en el mejor de los casos hacen uso del modelo de osciladores anarménicos
acoplados armoénicamente (HCAO de sus siglas en inglés) [61, 62].

El trabajo de investigacion plasmado en esta tesis tuvo dos objetivos. El primero consistio
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en establecer la conexion del modelo algebraico U(3), utilizado para describir los modos de
flexiéon en moléculas triatéomicas, con el espacio de configuracién. Esto con el fin de obtener
una representacion algebraica simple del Hamiltoniano vibracional de este tipo de moléculas.
El segundo objetivo del proyecto fue utilizar la realizacién algebraica de las coordenadas y
momentos asociados a potenciales anarmonicos para proponer un modelo que tome en cuenta
la mezcla de poliadas en estados vibracionales altamente excitados.

Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera. El capitulo 1 tiene como propésito
presentar un conjunto de antecedentes tedricos. Se muestran las distintas aproximaciones a
las que se recurre para obtener el Hamiltoniano que describe las vibraciones nucleares en un
sistema molecular. También se presentan las caracteristicas esenciales de los modelos alge-
braicos, haciendo énfasis en el caso unidimensional para detallar el empleo de estos modelos.
Finalmente se muestra la reformulacion del modelo U(v + 1), fundamental para el desarrollo
de este proyecto de investigacion.

En el capitulo 2 se desarrolla la primera parte del proyecto, la conexién del modelo U(3) con
el espacio de configuracion. Primero se presenta el modelo algebraico U(3) para describir vi-
braciones moleculares establecido por F. Iachello. Posteriormente, utilizando la reformulaciéon
del modelo U(v + 1) se establece el Hamiltoniano algebraico de una molécula triatomica lineal
partiendo de su representacién en coordenadas y momentos. Como una prueba de veracidad
de nuestra propuesta, se obtienen las constantes de fuerza de dos isotopélogos® del diéxido de
carbono y se estima el espectro Raman vibracional para evaluar las funciones de onda de la
molécula. Después, mediante el uso del Hamiltoniano exacto de una molécula triatémica no
lineal y considerando un potencial cuartico se justifica el uso del modelo U(3) para describir
flexiones en moléculas triatomicas rigidas no lineales y moléculas no rigidas.

El capitulo 3 esta dedicado a desarrollar un modelo que permite tomar en cuenta la mez-
cla de poliada en sistemas vibracionales descritos en términos de osciladores anarmonicos.
En la primera seccién se presenta el método de transformaciones de contacto o teoria de per-
turbaciones de Van Vleck. Posteriormente, via la realizacion algebraica de las coordenadas y
momentos, se establece el Hamiltoniano escrito como una suma de diferentes contribuciones
que mezclan la poliada. Por dltimo se ejemplifica el uso de esta aproximacién en un sistemas
de dos osciladores de Morse interactuantes.

Finalmente, se presentan las conclusiones del proyecto.

6Moléculas con la misma composicién atémica y distribucién espacial pero con distintas especies isotépicas. Por
ejemplo las especies 12C0s y 12COs son isotopélogos ya que sélo difieren en el is6topo de carbono. Debido a la am-
bigiiedad que existe en moléculas con distintos grupos funcionales, este término suele emplearse como sinénimo
de isotopémero, cuya definicion contempla una distinta distribucién espacial de los atomos en la molécula.
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Capitulo 1

Fundamentos teoricos.

El uso de las técnicas de la Teoria de Grupos en el andlisis de sistemas cuanticos ha de-
mostrado ser una herramienta fundamental para la Fisica ya que provee un entendimiento
mas profundo de las leyes y comportamientos fisicos, ademas de dar lugar a métodos de calculo
muy poderosos [63]. La gran complejidad que presentan los sistemas clasicos y cuanticos puede
simplificarse mediante el analisis de las propiedades de simetria del sistema.

El grupo de simetria molecular no sélo permite simplificar los calculos sino también en-
tender de forma simple las reglas de seleccion, esto debido a la ortogonalidad de las funciones
cuando portan representaciones irreducibles. Por otra parte, lidiar con el Hamiltoniano mole-
cular resulta complicado, es por ello que se recurre a ciertas aproximaciones. El Hamiltoniano
a orden cero escrito en términos de las coordenadas asociadas a los diferentes grados de liber-
tad de la molécula debe ser tal que los niimeros cuanticos asociados a su funcién de onda sean
lo mas cercanos posible a las etiquetas de las funciones propias del Hamiltoniano exacto.

En la primera seccién de este capitulo se muestran las aproximaciénes que se utilizan para
desacoplar los distintos grados de libertad involucrados en la descripcion de sistemas mole-
culares. Se definen las coordenadas que modelan las vibraciones moleculares y en la seccién
1.2 se presentan los fundamentos de los modelos algebraicos y su aplicaciéon en espectroscopia
vibracional.

1.1. El Hamiltoniano molecular.

El Hamiltoniano de una molécula en el cual se consideran tiinicamente interacciones elec-
trostaticas viene dado por

C Cﬁe

1.1

A=ty Lo Shyy e

a Ma 4 a f>a i J>l

donde los indices i, j refieren a los electrones mientras que los indices a y 8 a nicleos con carga
C, y Cp respectivemante. La ecuacién de Schrodinger asociada a este Hamiltoniano es

[TrucRN) + Torec(Re) + VR, RN)| w(R,, Ry) = w(R,,Ry) (1.2)

7



8 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS TEORICOS.

donde R simboliza las coordenadas de las particulas con respecto al sistema de referencia de
laboratorio y se han introducido los operadores Thuc(RN), Teiec(Re) y V(R.,Ry) para indicar
la energia cinética de los nucleos, la energia cinética electronica y los potenciales Coulémbicos,
respectivamente. Al utilizar un sistema de referencia cuyo origen esta en el centro de masa
molecular y paralelo al sistema de laboratorio, se define un nuevo conjunto de coordenadas.
Esto permite reescribir el Hamiltoniano (1.1) como

H=Tcy+Hin, (1.3)

donde /
Hiy=T+T +V. (1.4)

En este caso el operador T° representa la energia cinética diagonal mientras que 7" designa
al operador cinético que involucra términos cruzados de las diferentes particulas. Lo que se
consigue al introducir estas coordenadas es desacoplar los grados de libertad translacionales
que estan asociados al operador de energia cinética T'cys. Ademads, se tiene que la funcién
propia del Hamiltoniano (1.3) se puede escribir como

W(RO,I‘) = WCM(RO)ere(r) (15)

donde R representa las coordenadas del centro de masa molecular en el sistema de laboratorio,
mientras que r indica el conjunto de coordenadas en el nuevo sistema de referencia. Ademas,
en la funcién propia de (1.4), ¥, ,.(r), se han incluido los indices r, v y e para designar su
dependencia de las coordenadas rotacionales, vibracionales y electronicas, respectivamente.
El operador de energia cinética T', sin embargo incluye términos que involucran coordenadas
electronicas y nucleares. Para desacoplar la energia cinética electrénica y nuclear se efectua
un nuevo cambio de coordenadas con origen en el centro de masa nuclear. Este cambio a las
nuevas coordenadas, (6 isMi,sC ,-), permite recurrir a la aproximaciéon de Born-Oppenheimer.
En esta aproximaciéon el Hamiltoniano electrénico se considera como

Ho=T%re)+ V(ry,r.) - Vyn(ry), (1.6)

que incluye unicamente la energia cinética electrénica y al potencial se le ha sustraido el po-
tencial electrostatico puramente nuclear. La ecuaciéon de valores propios asociada a este Ha-
miltoniano es

[I:IO_Eelec,n]Welec,n(rN’re):O, (1.7)

donde es claro que la funciéon propia depende paramétricamente de las coordenadas nucleares
y el subindice n etiqueta los diferentes estados electronicos. La funcion de onda original (1.5)
se puede desarrollar como

’W%e(re’rN) = Zw%’nl(rN)Welec,n’(rearN)- (1.8)

En esta ecuacidn, el superindice m designa los estados rovibracionales (rv) definidos en una
configuracién (ry) para un estado electrénico n’. La forma complicada que toma la funcién de
onda (1.8) se debe a la interacciéon entre los diferentes niveles electrénicos definidos en (1.7).
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La idea central de la aproximacion de Born-Oppenheimer consiste en suponer una diferencia
de energia |E jec.n — Eejec,n| 10 suficientemente grande tal que la interaccién entre los estados
Veleen(TN,Te) Y Welee n'(rN,T.) se pueda despreciar. Con esta suposicién es posible aproximar
la funcién de onda como

w;rzl}e(rGB?rN) = w%,n(rN)Welec,n(re,rN)- (1.9)

La ecuacion de Schrodinger resultante para la parte rotovibracional del Hamiltoniano (1.4) es
[TnGen) + V)] v ) = Erp @y, (en), (1.10)

donde se ha definido el término
VN =E iecn(rn)+Van(ry) , (1.11)

conocido como el potencial de Born-Oppenheimer.

Retomemos ahora el conjunto de coordenadas (f isMi,(C i) que representan las coordenadas
del i-ésimo nucleo con masa m; en el sistema de referencia paralelo al de laboratorio. La orien-
tacion de los ejes coordenados de un nuevo sistema de referencia fijo en la molécula (x,y,z)
se determina tnicamente en términos de las coordenadas nucleares. La configuraciéon de re-
ferencia de la molécula en los nuevos ejes se define como aquella configuracién en la cual el
momento angular de los nicleos visto desde el sistema se minimiza, esta condicién da origen a
las ecuaciones de Eckart [64]

Yomi(xyi-yix) = 0, (1.12a)
13

Y mi(yfzi-zfyi) = 0, (1.12b)
Zmi(zfxi—xfzi) = 0 . (1.12¢)

12

Los angulos de Euler que definen el sistema de referencia rotado se determinan utilizando
(1.12) y la relacion entre los conjuntos de coordenadas nucleares referidas al sistema fijo en la
molécula (x,y,2)y0; ¥ €l paralelo al laboratorio (¢,1,0).qp

x &
y =M(x,6,¢)| n , (1.13)
2 Mol ( Lab

donde la matriz de rotaciones M(y,0,¢) tiene la forma explicita

cos¢cosfcosy —sen¢sen y sen¢cosfcosy+cos¢pseny —senfcosy
M(y,0,¢)=| —cos¢pcosOseny—sen¢cosy —sengcosfseny+cospcosy senfseny |[. (1.14)
cos¢senf sen¢psenf cosf

En general, las ecuaciones de Eckart optimizan las separacion de los grados de libertad ro-
tacionales y vibracionales en el Hamiltoniano (1.10). Habiendo definido una configuraciéon de
referencia de la molécula como (xf, yf,zf), las 3N —6 coordenadas independientes x; —x? , y; —y;
y zi —2; se emplean para construir el conjunto de coordenadas normales vibracionales.
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La tarea ahora consiste en hacer el cambio de coordenadas (62,1}2,( 2,...¢NLIN,C N) a las
coordenadas rotovibracionales (0,(/), 1.Q1,--.,Q3 N_G) donde se ha utilizado la notacién @, para
representar una combinacion lineal de las coordenadas de desplazamiento Ax; = x; —x7, Ay; =
Yi—y; y Az; = z; — z; (coordenadas normales). La forma mas evidente de hacerlo es utilizar
la regla de la cadena para transformar el operador de energia cinética en (1.10) empleando la
relaciéon de coordenadas que se obtiene de (1.13). Este método se puede encontrar detallado
en la referencia [65]. Un camino alternativo debido a Podolsky consiste en obtener el operador
mecanico cuantico de energia cinética de la correspondiente expresion clasica escrito en funcion
de las coordenadas generalizadas g, y su momento conjugado p. mediante la transformacion
[66] 1

T = Eg_% Zpeg_%Gezﬁp&g% Y DPe= E 0
€5 1 0qe
también conocida como truco de Podolsky. La variable g en (1.15) esta relacionada con el de-
terminante de la transformacién de coordenadas Cartesianas a las coordenadas generalizadas
qe-

A pesar de que el método desarrollado por Podolsky representaba una alternativa viable
para obtener el Hamiltoniano, la forma explicita del operador de energia cinética obtenido
resulta bastante compleja. Fue gracias a Watson que fue posible obtener una forma simple de
este operador [67], razén por la cual el Hamiltoniano rotovibracional escrito en términos de
las coordenadas normales vibracionales y los momentos conjugados a los angulos de Euler se
conoce como Hamiltoniano de Watson.

La forma explicita del operador de Watson se escribe como la suma de la contribucién mas
importante Hy y las diferentes términos correctivos

(1.15)

H=H° + Heont + Heor + Hanar - (1.16)
que toman la forma
A 1 1
Hy, = X i+ 5 2 (P + AnQy) (1.17)
X k
A 1 1
Heent = 50 HocPy =52 2 Hs®ckicy@eddy
K k xyde
3
t Tl L HsGacHep@pyHy, QrQudxeTy + (1.18)
kl xxbepy
A 1
Heor = ) ugx[pKJK+JKpK]+Z Z Ng(;algeﬂgx [px@rJx + JxQrpx]+---  (1.19)
K k xyde
N 1 1
Hunar = 5 Z PrimQrQIQm + E Z Primn@rQQIAm&@n + - (1.20)
*klm *kimn

La ecuacion (1.17) es la suma del Hamiltoniano de rotor rigido y los (3N —6) Hamiltonianos de
oscilador armoénico. La ecuacién (1.18) da cuenta de la distorsion centrifuga, H,or corresponde
al acoplamiento vibracional de Coriolis, mientras que (1.20) corresponde a contribuciones anar-
moénicas. Los detalles de 1a obtencion de este Hamiltoniano, asi como de la notacion empleada
se pueden consultar en las referencias [4, 54].
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Como se habia mencionado, para valores altos de energia la densidad de estados aumenta
considerablemente, pero en ocasiones el espectro puede presentar algunas regularidades ines-
peradas en los niveles de energia. En este ultimo caso se torna apropiado describir el sistema
molecular en términos de desplazamientos nucleares con respecto a las posiciones de equili-
brio de las coordenadas internas de la molécula (longitudes y angulos de enlace). Esto significa
que es necesario reescribir el Hamiltoniano rotovibracional en términos de este nuevo conjunto
de coordenadas. La relacién entre las coordenadas internas ¢; y las Cartesianas A, ; (i-ésimo
nucleo y componente a) es no lineal y estéa dada por

ti=Y Y B Ay + % Y Y BYPIA hAp i+ % Y Y BIPYPA WA Ayt e, (121)
a k a,fk,n a,B,y k,n,p

donde a,B y y corren sobre x,y y z, mientras que k,n y p corren sobre todos los nicleos. Los

coeficientes Bf‘k,B ?k’ﬁ "yB ?k’ﬁ "YP estan dados por la primera, segunda y tercera derivadas de

t; con respecto a las coordenadas Cartesianas de desplazamiento evaluadas en el equilibrio.

Estos elementos estan determinados por la geometria de la molécula. Este tratamiento es lo

que da origen a un esquema local en el modelado de excitaciones vibracionales [10].

Como era de esperarse la mayor dificultad al introducir estas coordenadas consiste en escri-
bir el operador de energia cinética. A la fecha se han publicado un sinfin de trabajos que hacen
uso de diferentes coordenadas generalizadas. En la mayoria de estos casos, se ha obtenido el
Hamiltoniano exacto para sistemas especificos. Es importante mencionar que recientemente /.
Makarewicz obtuvo el operador de energia cinética vibracional de una molécula poliatémica en
términos de las coordenadas de valencia [68]. James K.G. Watson por su parte reporté el ope-
rador rotovibracional cinético empleando un conjunto de coordenadas internas [69]. En ambos
casos la forma explicita del Hamiltoniano es mucho mas complicada que la obtenida en (1.16).

Al intentar describir sistemas moleculares en donde hay vibraciones nucleares de gran
amplitud (moléculas no rigidas), ademas de emplear coordenadas internas para describir el
sistema se deben tomar en cuenta consideraciones adicionales para simplificar (1.10). Debido a
la diferencia de frecuencia entre las vibraciones de gran amplitud y las oscilaciones de peque-
fios desplazamientos por una parte y su similitud con las energias rotacionales por otra parte,
el nuevo conjunto de coordenadas que se debe emplear para describir el sistema molecular
es (0,¢,x,p1,..-,0;,Q1,...,Q3n-6-;) donde p; son las coordenadas de gran amplitud, llamadas
también coordenadas de contorsién en el modelo propuesto por Hougen, Bunker y Johns [70]
(HBJ). En el modelo HBJ, se obtuvo el Hamiltoniano de rotacién-contorsién-vibracién de una
molécula triatomica cuya coordenada de gran amplitud describia el grado de libertad de flexion
en la molécula. Posteriormente este modelo se generalizé a moléculas mas complicadas [71].

Para desacoplar en forma aproximada las vibraciones de alta frecuencia de las de gran am-
plitud, ademas de las ecuaciones de Eckart (1.12), que definen los angulos de Euler (8,¢, y), es
necesario determinar la configuracion de referencia determinada por las ecuaciones de Sayvetz
[563]

Y mp(ar —arqe) i=1,2,...,j (1.22)

0apg

a,k api
donde ajy, ary y ar. son las coordenadas Cartesianas del k-ésimo nicleo en la configuracién
de referencia y aj, representa las coordenadas Cartesianas instantaneas del nicleo identifi-

cado con el indice k. Estas ecuaciones minimizan la interaccién del Hamiltoniano puramente
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vibracional del Hamiltonio que describe las rotaciones y contorsiones en la molécula. El caso
particular de la molécula triatémica se analizara en la seccion 2.3.2.

Al igual que en la descripcion de sistemas semirrigidos, el estudio de moléculas que presen-
tan vibraciones de gran amplitud ha sido un tema que ha originado un gran nimero de tra-
bajos, todos ellos involucrando programas muy demandantes computacionalmente hablando.
La siguiente seccion tiene como objetivo mostrar los métodos algebraicos como una alternativa
para describir sistemas moleculares.

1.2. Los métodos algebraicos.

Se dice que un conjunto G ={g1,g2,83,...&,} es un grupo si dada una ley de composicion
entre sus elementos se satisfacen las condiciones de cierre, asociatividad, existencia de la iden-
tidad y el inverso.

Consideremos la ecuacion de Schrodinger para estados estacionarios

APx) = E, 7 (x), (1.23)

donde la funciéon (p?(r) asociada a la energia E,, presenta degeneracion g,,, es decir,i =1,2,...,g,.
Asimismo supondremos un espectro discreto de energias. Si existe un grupo G de transforma-
ciones que dejan invariante el Hamiltoniano

[Gr, #]=0, VR € G, (1.24)

y ademas el numero de transformaciones R es maximo, se dice que G es el grupo de simetria
del sistema. Aqui G es el operador isomorfo a R que actia sobre el espacio fisico. Las clases
del grupo G y de un subgrupo H asociado a una cadena canénica G > H, junto con el Hamil-
toniano son constantes de movimiento que permiten definir un conjunto completo de nameros
cuanticos.

Cuando se consideran grupos continuos o grupos de Lie, los elementos que lo componen
(identificados ahora como G;) se obtienen como potencias de un conjunto de elementos genera-
dores, que forman un algebra de Lie. En general, los generadores g; definen un algebra de Lie
si satisfacen los conmutadores

[8:,8;] :ZC?j§k> (1.25)

y la identidad de Jacobi. Las constantes de estructura c’fj definen tanto las propiedades del
algebra de Lie como las del grupo asociado al algebra [72]. Dada un algebra de Lie, se puede
construir al menos un operador invariante o de Casimir %; que conmuta con todos los genera-
dores del grupo, £ j» tal que

[€,kj]=0 1=1,2,....,r j=1,2...,n. (1.26)
En el caso de grupos continuos los conmutadores analogos a (1.24) son

[Gi,#]=0 VG;€eG. (1.27)
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Otro concepto importante es el de grupo dindmico de un sistema independiente del tiempo
que se define como aquel cuyos generedores permiten conectar todos los estados propios del
sistema.

Para presentar el método algebraico consideremos una cadena de grupos del tipo

G1>Gs, (1.28)

donde se supone a G; como el grupo de simetria del Hamiltoniano H de un sistema especifico.
En este caso el grupo G2 es un subgrupo cuyos generadores conmutan con H. La ecuacion de
valores propios del Hamiltoniano toma la forma

HlaAiAsp) = E o(A1)|adiAsps) (1.29)

donde las etiquetas Ay y ug distinguen los estados degenerados que portan la representacion
irreducible 1; del grupo de simetria. En (1.29) se indica que el valor propio de H tnicamente
depende de la etiqueta asociada a la representacion de G.

Si se considera una realizacién de un Hamiltoniano general en términos de los operadores
invariantes asociados a la cadena (1.28) se puede escribir como

H' = a€1(G1)+b€2(Gs) . (1.30)

Para el caso particular b = 0 se sigue satisfaciendo que G1 es el grupo de simetria de H'. No
obstante, si b # 0 los operadores asociados a los elementos de (G1, no contenidos en Gg, no
conmutan con (1.30). Ahora, G4 es el grupo de simetria y G; el grupo dinamico del sistema.

A pesar del rompimiento dinamico de la simetria introducido por las interacciones en (1.30),
las funciones |aA; Ag o) siguen siendo funciones propias de H'. Sin embargo, las valores propios
se modifican y tienen la forma explicita

H'laAAgug) = (@ Eq(A1) +b E o (A2)) lad Aspz) (1.31)

que recibe el nombre de simetria dindmica. Esto puede extenderse a mas subgrupos G; > Gg >
G3>.... Por ejemplo, para la cadena

G1>G2>Gs, (1.32)
el Hamiltoniano podria tomar la forma
H = a61(G1) + B62(G2) + y65(Gs), (1.33)
donde €67 , 62 y 63 son los operadores invariantes. Para una cadena de subgrupos alterna
G1>G,>Gs (1.34)
el Hamiltoniano se puede escribir como

Hy = a61(G1) + f 6a(Gy) + Y63(G3), (1.35)
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y es diagonal en la base definida por dicha cadena. Se tendra entonces una simetria dinamica
adicional. El Hamiltoniano mas general contiene Casimires de ambos subgrupos

H = a61(G1) + fBa(Ga) + + Co(Gy) + YE3(Gs). (1.36)

La diagonalizacion puede llevarse a cabo en la base asociada a (1.32) 6 (1.34) en forma eficien-
te y elegante utilizando técnicas de teoria de grupos. En general, el Hamiltoniano y todos los
operadores asociados a diferentes observables del sistema se pueden expresar en términos de
los generadores del grupo dinamico. La evaluacion de los elementos de matriz de estos opera-
dores se realiza empleando las propiedades del algebra dinamica. Aun cuando el Hamiltoniano
se escriba como una combinacion de operadores de diferentes cadenas de grupos, las simetrias
dinamicas siguen siendo utiles y proveen limites donde todos los observables puden ser evalua-
dos analiticamente [30]. Las diferentes cadenas de grupos asociadas al grupo dinamico proveen
operadores que enriquecen la descripcion del sistema bajo esta perspectiva.

1.2.1. Simetria U(2).

Un caso de particular interés en fisica molecular es el algebra u(2). Para analizar el Ha-
miltoniano asociado a esta simetria consideremos el bosén fisico £1(). Si se introduce el bosén
§7(8) los operadores

9l=s's, @2=5"%, w@r=t's, G2={'i (1.37)
definen el algebra u(2)
|5/, 6| =416, -l60 ik l=1,2. (1.38)
La cadena de grupos
U@)oU(1), (1.39)
cuando es realizada con dos tipos de operadores bosonicos define la base
U2 > U@Q)
1.40
N, (1.40)
cuyas etiquetas estan dadas por el valor propio del operador
N=t't+5'6=n+n, , (1.41)
y del operador 7i. En forma explicita
)y
I[N]1, n) = ——=10). (1.42)
V(N —n)in!
La accién de los operadores (1.37) sobre la base (1.42) es
t'1IIN1, n) = nlINI, n) (1.43a)
§'8IIN1, ny = (N-n)IIN1, n) (1.43b)

VIN-n+1n|[N], n-1) (1.43c¢)
VN -n)(n+1)|[N], n+1), (1.43d)

§TEIINT, n)
t'31IN1, n)
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donde se ha considerado la restriccion
N=n+ns=cte. (1.44)

Se observa que los generadores de U(2), indicados ahora como

A

J.=1t's, J_=4§"¢ (1.45)

son los operadores de ascenso y descenso de las funciones (1.42). Es decir, al demandar que
numero de cuantos se mantuviera constante mediante (1.44), el grupo U(2) se convierte en
el grupo dindmico de un oscilador unidimensional. Al normalizar los operadores (1.45) en la
forma J./v'N , J_/v/N vemos que coinciden con los operadores de creacién y aniquilacién del
oscilador armoénico en el limite N — oo.

Dado que cualquier variable dinamica del sistema puede escribirse en funcién de los gene-
radores (1.37) [30], el Hamiltoniano mas general hasta segundo orden y que es diagonal en la
base (1.42) es

H=E}+eh+an’ (1.46)

con los valores propios
E(n)=Ej+en+an?, (1.47)

donde se han introducido los parametros ajustables € y «, en las potencias de n, el valor propio
del operador 72 definido en (1.41) con

n=0,1,..., N-1,N. (1.48)

En el caso particular de a = —¢/N, los eigenvalores (1.47) reproducen el espectro caracteristico
del oscilador de Morse unidimensional para el nimero cuantico vibracional n, como veremos
mas adelante.

Si ahora reescribimos los operadores (1.37) como

~ 1 i n ~ 1. R A L (a
Jo=3 (szs:—t t), Jy=3 (t*§+§Tt), J, = (thf—s:Tt), (1.49)
se satisfacen las relaciones de conmutacion

[cjj,jk] :iejkljl , j,k,l:x,y,z (1.50)
[N,Ji]=0 i==xy,2. (1.51)
Ademas, se cumple la relacion

(1.52)

Una cadena de grupos alterna a (1.39) es

U@2)>0(2). (1.53)
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La base definida por esta cadena esta caracterizada por los nimeros cuanticos

U2 o 02

Nl , o) (1.54)

donde o es el valor propio del generador de O(2). Si se selecciona a o, como generador, obtene-
mos

Jx N1, n) = %(N ~2n)|[N1, n) = |[N1, n). (1.55)
De (1.52) se tiene que j = N/2, que permite obtener la relacién
n=j-0=0,1,2,... N =2j, (1.56)
con —j <o < j. La forma de los estados propios asociados a esta cadena es
GG

El Hamiltoniano correspondiente empleando el parametro a se puede escribir como

ljo)= 10 0) . (1.57)

H=Ej+ad?. (1.58)
con el espectro de energias
2 n?
En)=Eo+y(j—n) :Eg+ﬂ(n—ﬁ), (1.59)

donde se han introducido las definiciones
6=Eo+yj> y B=-yN . (1.60)

Estos valores propios, corresponden a las energias de los estados ligados del potencial de
Morse unidimensional. Esto demuestra que las cadenas de grupos analizadas proporcionan
un conjunto de operadores invariantes que permite describir el espectro de estados ligados
de un potencial anarmoénico. Como veremos mas adelante hay una relacion formal entre los
operadores escalera de las funciones de Morse y el algebra su(2).

1.2.2. Realizacion algebraica del oscilador armoénico.

Una forma alterna de obtener la representacén algebraica del Hamiltoniano consiste en
partir del Hamiltoniano escrito en términos de cooordenadas y momentos. En esta seccion
se analiza el oscilador arménico en una dimension, ampliamente utilizado en espectroscopia
vibracional.

El Hamiltoniano cuantico del oscilador arménico unidimensional es

H=———"_+ "kx?, (1.61)
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con valores propios dados por
1
En:hw(n+§) n=0,1,2,... (1.62)

donde n es el correspondiente nimero cuantico y w es la frecuencia del oscilador, que esta
relacionada con la constante de fuerza mediante la expresion

w=1/—. (1.63)

Las funciones de onda del oscilador armoénico pueden escribirse en forma compacta como sigue

Walx) = (%) (2"n) 2 e 2 H,, (V2] (1.64)
donde «a esta definida como s
_(k ";7) , (1.65)

y H, («"2x) son los polinomios de Hermite.
Para introducir la realizacién algebraica de (1.61), primero reescribimos el Hamiltoniano
como

. P2 1
H=—+-kX? (1.66)
2m 2
donde se han realizado las sustituciones
2 d? 52 o

En unidades adimensionales, (1.66) se reescribe como

H ~ 1 mao - 1 N
H_p-lp2esd 2=/™% 5= P, 1.68
ho g ), & n P=rom (1.68)

con [p,X]=1.
A continuacién se definen los operadores

=

(X—-1ip), a= i(fc+iﬁ), (1.69)

1
V2 NG

a

que satisfacen
[d,d*] -1 (1.70)

1
=N+= 1.71
N+3, (1.71)
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donde se introdujo el operador de nimero

A

N=a'4. (1.72)

Los operadores @' y @ resultan ser los operadores de creacién y aniquilacién de las funciones
(1.64). La accion especifica de estos operadores es [73].

Q'lpn) = Vr+1 lgns1), (1.73a)
dlpn) = Vn lgq-1) . (1.73b)

donde se utiliza la representacion abstracta de las funciones propias |¢,). Empleando estas
relaciones se obtiene

Nlgn) = nlg,). (1.74)

Con este resultado y tomando en cuenta (1.71) se reproduce (1.62)
1
En:hw(n+§) n=0,1,2... 1.75)

Al introducir la realizacién de los observables x y p en términos de los operadores 4 y a7,
cualquier variable dinamica, por ejempo el Hamiltoniano, puede expresarse como un desarro-
llo de operadores de creaciéon y aniquilacion. Esto es lo que se conoce como la representacion
algebraica del Hamiltoniano, la cual introduce una simplificacion significativa en los calculos
involucrados en la obtencion de la representacion matricial, ya que se efectian con base en
el conmutador (1.70), a diferencia de las manipulaciones integrodiferenciales requeridas en el
espacio de configuracion.

1.2.3. El oscilador de Morse y el algebra u(2).

Toca el turno del potencial de Morse (PM), que al introducir efectos anarmoénicos en el
espectro de valores propios e involucrar la disociacion, representa una alternativa interesante
en los modelos vibracionales de especies moleculares.

Al considerar el valor nulo del potencial en el limite de disociacion, se tiene que el potencial
de Morse esta dado por

Vi(x) = D(1—e P7)2, (1.76)

y en términos de la coordenada de Morse y;
Vu(q)=Dy?, y=1-e", (1.77)

donde D corresponde a la profundidad del pozo, 8 esté relacionada con el alcance del potencial
y x es la posicion relativa con respecto a las posiciones de equilibrio. En términos de la variable
de Morse el Hamiltoniano asociado a este potencial toma la forma explicita

A 1

1
Hy = 2_p2+_frr,6_2y2, (1.78)
U 2



1.2. LOS METODOS ALGEBRAICOS. 19

con la constante de fuerza dada por
frr=2D B2 (1.79)

La solucién a la ecuacién de Schriodinger asociada a este potencial es [74]
Wl(z)=Nie 52°L%(2), (1.80)

donde LZ(y) son los polinomios asociados de Laguerre, z esta relacionada con la coordenada x
mediante la relacion
z=(2j+1)e P (1.81)

y N7 es la constante de normalizacién

Ni = \/,B(Zj—Qv)F(v+1). (1.82)

T(2j-v+1)

Las variables j y s se pueden escribir en funcion de la profundidad del pozo y de la energia

como
) | 8uD |—2uE
k:2J+1: ﬂ2h2' S = W (183)

El espectro de valores propios tiene la forma

Ep)
he

rr D h2 2
he w,=hw=" f— =2hpBy ) —; hewex, = —ﬂ (1.85)
\ \ 2u 2p

Aun cuando los estados ligados del PM (1.80) son un conjunto ortonormal, es decir

= oV + 1/2) — o, (v + 1/2)2, (1.84)

donde

(WL W) = 8 mn (1.86)

no son un conjunto completo de funciones ya que es necesario tomar en cuenta los estados del
continuo. La condicién de cierre los estados propios del potencial de Morse se puede escribir
como

k . . o)
Z|\P{n><w{n|+fD dE|WE)(Pgl =1, (1.87)

donde se ha empleado la notacién |Wg) para representar las funciones propias del continuo con
eigenvalor E. La forma explicita de estas funciones esta dado por [75]

Yg(z) = Cgexp (—g) {A(e)lFl(—N +1i€,2ie+ l;z)zi""
+ A*(e) F1(—N —ie,~2ic + 1;z)z—if} (1.88)

con

I'(-2i¢) 1 1 dk
A(e)=——— y Cg = — 1.89
=t N=io ¥ P JarpiAe) | dE (189
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donde se ha introducido la variable

S|

2u k
€ o 5 (1.90)
Empleando el método de factorizacion, R. Lemus y A. Frank obtuvieron los operadores de crea-
cion y aniquilacion de los estados ligados (1.80) [76]. El procedimiento utilizado consiste en
obtener los operadores escalera empleando las relaciones de recurrencia de las funciones de
Laguerre generalizadas en términos de la variable de Morse y. La forma explicita de los ope-
radores de creacion y aniquilacién en funcion de la variable fisica x es

px (s _

R A ) _py_ k] Y

b= (ﬁh+(‘] ”))(2(’ V=D ]\/ kG- v) (1.912)
ﬁx A

b = e—(ﬁm—v))(zu v>—1)——]\/Jk(J”+v§ (1.91b)

y satisfacen las relaciones de conmutacion

[5.5| _q-20r1 (0,67 =57, 15,61=-b. (1.92)
K

Si ahora se introduce la conexién con los operadores de momento angular

bt = J_/VK, (1.93)
b = Ji/Vk, (1.94)
o = j—do, (1.95)

los conmutadores (1.92) se transforman a
[J1 -] =2do, [Jo,ds] =+ (1.96)

que son las relaciones de conmutacion conocidas de su(2). Esto quiere decir que los operadores
(1.92) son generadores del grupo SU(2) y por lo tanto el algebra su(2) es el algebra dinamica
de los estados ligados del Morse

Gouz) = 1b7,b,0}. (1.97)

El parametro j etiqueta las representaciones irreducibles del grupo SU(2). La proyeccion
del momento angular m esta relacionada con el nimero cuantico v a través de

m=j-v. (1.98)
En el espacio algebraico, las funciones propias de Morse se escriben como

W) = A7 (BT WD), (1.99)
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donde la constante de normalizacion tiene la forma explicita

i | @i=0)

v =\/K ol (1.100)

El Hamiltoniano (1.78) en funcién de los generadores del algebra su(2) adquiere la forma

o Aw (~s ~ 1
Hy = > (b’“ b+bb+ E) (1.101)
con valores propios
n
Ey ) = ho( + 1/2) - 7“’(1) +1/2)? | (1.102)

Ademas del Hamiltoniano, el momento asociado a este potencial se pude escribir como [35]

\/W 3f,,+%(éégv—gvéTéT)+0(l/K) , (1.103)
mientras que el desarrollo de la variable de Morse toma la forma [14]
Y L (,a AT Bt L B
5= \/; £b 4 bf, + — (fv +2,b™h +bbgv) +0(1/K)|, (1.104)
donde
f,ji = 1420, (1.105)
P \/ (x — 20 (—Klz(:); 20+1) 1106
2(x — Oy — _
e azon

Para valores de x grande pero finitos, podemos aproximar los desarrollos (1.103) y (1.104) como

p = %\/zmu[l}*—é] , (1.108a)
% ~ x= ZZu[é +b| . (1.108b)

Retomemos ahora al andlisis de las simetrias dindmicas del grupo U(2) de la seccién 1.2.1.
Todas las posibles cadenas de grupos asociadas al grupo dinamico son

U@ - U@ ; a, (1.109a)
U?2) > 09 ; dJy, (1.109b)
U@ - 0Q ; dJ,, (1.109c)
U2 - 02 ; dJ,, (1.109d)

(1.109e)
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donde se han indicado los operadores asociados al subgrupo que etiquetan las funciones de
onda ademas de (1.41). Al normalizar los operadores (1.45) como

g, #s _J 4t
PP LI A Y b (1.110)
vk vk vk VE
se obtiene que su accion sobre la base (1.42) es
+1
¢'INT, n) = \/(n+1)(1—n7) N1, n+1) (1.111a)
n
¢IINT, n) = n(l—z) N1, n—1). (1.111b)
Al introducir estos operadores, es posible construir el Hamitoniano
~ h 1
H:—“’(é*é+ééT+—), (1.112)
2 2k
cuyos valores propios son
E h (+1) 1 +12 (1.113)
=ho —|-= — .

que como se puede observar es el espectro de energias del oscilador de Morse (1.102) con la
identificacion n — v. Esto permite establecer el isomorfismo

cAT:I;T, 6:3, IIN], n)=|j v), n=v. (1.114)
Con esta asociacién y utilizando (1.108), los operadores jy y o, en (1.49) se interpretan como
jy = x, J, = p. (1.115)

Analicemos nuevamente las cadenas de grupos (1.109). Con (1.115) podemos identificar
cada uno de los subgrupos de U(2) como sigue

Uu@e - v - a, (1.116a)
U2 > 0@ — N-2a, (1.116b)
U2 - 02 - =x, (1.116¢)
U2 - 02 — p. (1.116d)

(1.116e)

Esto hace evidente que el Hamiltoniano de sistemas fisicos ha de incluir operadores asociados
a las diferentes cadenas de grupos. Este tratamiento sugiere reinterpretar el método algebrai-
co tradicional en el sentido de que los operadores de Casimir de los subgrupos no son nece-
sariamente Hamiltonianos por si mismos, sino que también pueden representar parte de las
interacciones derivadas de la energia cinética y potencial.
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1.2.4. Reformulacion del modelo U(v + 1) y su conexion con el espacio
de configuracion.

La generalizacién del método algebraico a un sistema de v osciladores equivalentes consiste
en la adicién de un bosén extra §(8). Consideremos el Hamiltoniano de v osciladores arménicos
equivalentes no interactuantes

(djdi +d,~dj), (1.117)

donde los operadores de creaciéon d: y aniquilacién d; estan asociados al i-ésimo oscilador. Los
estados propios se pueden escribir como

1 v + ni
n1,ns,..n0) = ———=[](a]) 10, (1.118)
[Tin;! i
y estan asociados a la cadena canénica [77]
Uwv)oUwv-1)oU(v-2)>...UQ) (1.119)

Al introducir el bos6n adicional § se tiene la cadena canénica
Uv+1D)oUW)>UMNW-1)>...UQ). (1.120)

Los estados propios definidos con esta cadena son

INT; 1 ng, sy g) = e (5" f[ (a]) " 10) . (1.121)
12

Emplando la relacion entre el nimero total de cuantos
N =7 +ns, (1.122)

las funciones (1.121) se pueden reescribir como

|[N]7n;nlan2""7nv> = |[N];n1’n27"'7n1/)ns> (1123)
y explicitamente
1 N-n Vv n;
N1, 31,02, ny) = (57 T (el) " 0. (1.124)
\/(N—n)!n;nj! i

Los generadores del grupo U(v + 1) estan dados por los productos bilineales

Cij=éley;  éi=di, i=1,,v; Eyu1=6. (1.125)
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De estos operadores se identifican v subalgebras su(2) con generadores

Jiw = sa! (1.126a)

Ji- = §a, (1.126b)

A 1.+, .+

Jio = —E(sTs—a:ai), (1.126¢)

que se pueden reescribir como

o . dJi

bl=—"2; bi=—=, (1.127)
vN VN

y que satisfacen las relaciones de conmutacién
PN 17, R
16,67 =61~ |61 -dlas] . (1.128)

Como puede apreciarse, estos operadores, a diferencia de los de Morse (1.95) no conmutan. La
accion de los operadores (1.127) sobre los estados propios (1.124) es la siguiente

bIIINT, nsn 1, ne, ..oy \/(nl+1)(1——)|[N]n+1n1, Lni+ 1.0, (1.129a)

bilIN1,n;n1,n2,...,ny)

(I—T) IINLLn-1;n1,...,n;—1,...,n,), (1.129b)

mientras que para los operadores d:(d i)

dII[N],n;nl,ng,...,nV) = Vn;+DI|INLn+1;nq,...,0;+1,...,0,), (1.130a)
aAi|[N]an;n1’n25"'anV> = \/n_l |[N]’n_1;n17"-ani_1,---,nv>- (1.130b)

El identificar las subalgebras su(2) hace factible proponer la realizacion de la coordenada q; y
el momento p; en la siguiente forma

noor
qi = m(bi"‘bi), (1.131a)
pi = é\/zhwu(éj—z%i), (1.131b)

que en el limite armoénico, N — oo, permite recuperar la realizacién algebraica exacta

i = 2Zu(i +ay), (1.132a)

b 2\/2hw (a —d; ) (1.132b)

Las expresiones (1.131) representan una aproximacion, no sélo porque estamos proponiendo
un desarrollo lineal en términos de los operadores, sino también porque las relaciones de con-
mutacion
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(qi,0;] =ihb;j, (1.133)

no se satisfacen. De cualquier manera estas relaciones se satisfacen en forma exacta en el limi-
te armonico, lo cual nos permite proponer la conexién (1.131) con el espacio de configuracion.
Al establecer (1.131), se adquieren las herramientas necesarias para obtener la representa-
cion algebraica del Hamiltoniano de sistemas moleculares. Ademas de que se puede establecer
una relacion biunivoca con el correspondiente Hamiltoniano en el espacio de configuracion.
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Capitulo 2

Descripcion algebraica de moléculas
triatomicas.

La idea central de la descripciéon algebraica de un sistema molecular basada en grupos
unitarios consiste en identificar un algebra dinamica adecuada para obtener la representacion
algebraica tanto del Hamiltoniano como de cualquier variable dindmica. Como se mencioné
en la Introduccién, la esencia de este modelo consiste en aproximar al grupo U(v + 1) como
el grupo dindmico de v osciladores equivalentes al mantener el nimero de bosones constante.
Las ventajas que se adquieren al implementar esta metodologia es el nimero reducido de
funciones que se emplean para describir el sistema y la anarmonizacion introducida mediante
la deformacién del potencial [49, 50, 51].

El caso bidimensional de este modelo tiene gran importancia y ha sido empleado con gran
éxito en la descripcion de grados de libertad de flexién en moléculas triatémicas lineales [39, 40]
y recientemente en sistemas que en estado basal presentan una configuracién no lineal [43, 44].
Del grupo U(3) se pueden identificar tres simetrias dindmicas, cada una de ellas asociada a la
cadena de grupos caracterizada por el subgrupo U(2), O(3) u O(3). La idea original propuesta
por F. Iachello y S. Oss, asocia la simetria dindmica U(2) con los modos degenerados de flexion
de un sistema lineal mientras que la simetria O(3) se identifica con un sistema descrito en
términos de un oscilador anarmoénico desplazado [39, 43]. Posteriormente, F. Perez-Bérnal et al
generalizaron este modelo empleando operadores invariantes de las simetrias U(2) y O(3) para
describir moléculas no rigidas y cuasilineales [41, 42, 43, 44]. Este mismo autor ha propuesto
el uso del grupo dinamico U(3); x U(3)s para describir las flexiones en moléculas del tipo ABBA
[79].

En el contexto de grupos unitarios, un sistema triatémico lineal se puede analizar em-
pleando el grupo dinamico U(2); x U(3) x U(2)9, en donde las correspondientes algebras u(2);
con i = 1,2 describen las tensiones y u(3) las flexiones. Este modelo ha demostrado arrojar me-
jores resultados que los obtenidos con métodos algebraicos tradicionales basados en osciladores
armonicos [40].

La asociacién de la simetria dindmica O(3) con los modos del flexion en moléculas no li-
neales se obtiene estableciendo una relacion entre las etiquetas de la base definida por esta
cadena de grupos y el nimero de cuantos de los estados vibracionales asociados a un potencial
anarmonico desplazado. Asimismo, el uso de la combinacion de operadores de las cadenas U(2)

27
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y O(3) se fundamenta en el hecho de que el Hamiltoniano asociado ademas de contener los
limites y no lineal puros, describe su correlacién asi como los diagramas que caracterizan la
monodromia en sistemas no rigidos [43, 44] (ver figura 2.1).

1400 ] - 8 1600 | Z .
\‘: 6 1 . od -
~ 3 1400 . . . - . .8
v—gsmoo 6 4 ~ |
& w05 2 'g 1200
- 0 (&} (e N - . . pe - .
. K ~ 1000 . 3 - ° pe 3 —
Bh 800 ¥ =
5 B 800] eSS e,
£ 600 B e e "
5| g 600qlas T, e T ot
400 | Lﬂ400°"'...-.o...'..°
L. o .~ o—" =
{ -.' *—o—0—0—* ’.o o
OA? T T T T T T 0- oo o o —0—* b
80 60 40 20 O 20 40 60 80 5 0 5
Angulo (CNC) Ka=1

Figura 2.1: El grafico izquierdo muestra el potencial asociado al modo de flexién vg de la molécula HCCNCO en
funcién del angulo CNC (en grados) [78]. A la derecha se presentan los niveles de energia con las etiquetas lineal
(v7) y no lineal (vp) para distintos valores de K, (proyeccién de momento angular, que coincide con / en el limite
lineal). Se observa que para energias por debajo de la barrera de potencial los estados con una misma v; presentan
una dependencia que se puede aproximar de la forma E = f(I2), espectro caracteristico de un rotor rigido. Ademés
en energias mayores a 600cm ™!, los estados vy con [ = +vy, +(v; —2),...,£1 6 0 estan cercanos en energia. Este tipo
de comportamiento se asemeja al espectro caracteristico de un oscilador armoénico bidimensional. En la grafica
también se puede observar que se satisface la relacién vy = (v;—I|)/2 que permite establecer la correlacién lineal-no
lineal. E1 comportamiento del espectro generado por un doble pozo en funcion del nimero de cuantos vibracionales
y su proyeccion del momento angular da lugar al concepto de monodromia en espectroscopia, en donde se puede
apreciar graficamente el efecto de este tipo de potenciales en el espectro de energias.

Este capitulo tiene dos objetivos, el primero es establecer la conexion explicita entre el mo-
delo algebraico U(2); x U(3) x U(2)9 y el tratamiento tradicional en términos de coordenadas
y momentos empleado para describir moléculas triatomicas lineales. De esta forma establece-
remos la conexion entre la representacion algebraica del Hamiltoniano y la correspondiente
descripcion en el espacio de configuracion, la cual permitira extraer las constantes de fuerza
de un ajuste de energias experimentales. Como ejemplo se analiza el diéxido de carbono en su
estado electrénico base.

La segunda tarea del capitulo consiste en proyectar la descripcion algebraica U(3) a sis-
temas no rigidos, via la obtencién de la representacion algebraica del Hamiltoniano de una
molécula no lineal y su posterior identificacion con el Hamiltoniano propuesto por Bunker et al
[70, 71] para moléculas triatomicas con una flexion de gran amplitud.
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2.1. Simetria U(3) en la descripcion de sistemas bidimen-
sionales.

El algebra u(3) se puede escribir en términos de los operadores de creaciéon y aniquilacion
{fz,fz,fa,fb} asociados a dos osciladores equivalentes y un oscilador adicional con operadores
{67,6). Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién bosénicas

6,6'1=1 , |#,%1|=6:; , [fi,67]=0 ; i,j=ab . (2.1)
] 7-]

Desde el punto de vista fisico es conveniente introducir los operadores bosénicos en la base
esférica

A e ot
T,*1T
o= g% (2.2a)
B V2
X £, Fith
£, = (2.2b)
+ \/§

El conjunto de operadores bilineales generadores del grupo U(3) se pueden reescribir entonces
como [39, 43]

A=tlt,+5t 4. , hs=6'6

[=11¢, -1t

D, = \/g(ﬂa_aff_) , D_=v2(-tt6+6't,) (2.3)
Q. =v2% £_ , Q_=v2¢ts,

to=v2(tlo+ott ) , Ro=v2(ilo+o'ty)

donde se identifican operadores fisicos como el operador de nimero de cuantos del oscilador bi-
dimensional, 72, el operador de momento angular [ , los operadores de momento dipolar D, ,D_
y los operadores cuadrupolares @, y @_. Como se planteara mas adelante la analogia a (1.116)
consiste en identificar a los operadores D, D_ con las coordenadas del sistema molecular, que
es consistente con asignacion como operadores de momento dipolar. Ademas, con esa interpre-
tacién los operadores R, R_ se asocian al momento angular vibracional de la molécula. Para
establecer las diferentes simetrias dinamicas se identifican las siguientes cadenas de grupos
que contienen al grupo de simetria.

UB)>U2)>S0?2) (2.42)
U@B)>S0(3)>S0(2) (2.4b)
U3)>S0(3)>S0(2) (2.4¢)

que representaremos con los indices I, II y III, respectivamente. El algebra asociada a cada
subgrupo es generada por los conjuntos de operadores siguientes

U@ {4,0,0+,Q-}
so®) {i,b.,D_}
So0@13) {i,R.,R_}
S0(2) {,

(2.5)
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Los operadores invariantes de las cadenas de grupos (2.4) son

CilU@I=4 , ColU@I=n(AE+1)
C2lSOB)=W2=(D,D_+D_D.)/2+[>
CilS0@)1=1 , C3lS0@)=1?

CalSOB =W = (R.R_+R_R,)/2+1% .

Los operadores de Casimir de segundo orden de SO(3) y SO(3) no son otra cosa que el cuadrado
del momento angular, aunque aqui sélo la proyeccion es fisica.

2.1.1. Simetrias dinamicas.

La identificacion de los subgrupos de U(3) dados por (2.4) implican la existencia de diferen-
tes simetrias dindmicas del Hamiltoniano.

Cadena I: Simetria dinamica SU(2).

Los estados propios asociados a esta cadena se identifican con los nimeros cuanticos

UB) o UE@) o SO(2)

(2.6
NI, no, D :
y se representan mediante los kets [[N]; n,l) o también como [[N], n'y. En esta notacién n y
[ son los valores propios de los operadores del nimero de cuantos fisicos y de proyeccién de
momento angular, respectivamente, definidos en (2.3) con las siguientes reglas de ramificaciéon

n N,N-1,N-2,...,0
[ = %n,x(n-2),...,2160, (n=impar o par) . 2.7

Ademas el numero cuantico N etiqueta la representacion totalmente simétrica de U(3), [N1], y
esta dado por el valor propio del operador

A

N=n+n;. (2.8)

El Hamiltoniano que contiene operadores de Casimir hasta orden cuadratico asociados a esta
cadena es
AD =E+eC1IU@)+aCaolU@)1+ BCo[SO2)] (2.9)

con valores propios
EV(n,)=Eo+en+ann+1)+pI% . (2.10)

El espectro de energias es caracteristico de un oscilador anarmoénico bidimensional con nu-
mero de cuantos n < N, lo cual sugiere proponer esta cadena para describir las vibraciones
degeneradas de flexion en moléculas lineales.
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Cadena II: Simetria dinamica SO(3).
Las funciones asociadas a esta cadena estan caracterizadas por los nameros cuanticos

UB) o SO@B) o SO0?)

IIN] . o , Iy (2.11)
y se etiquetan como |[[N], w,l). Las reglas de ramificacion asociadas a esta cadena son
w = N,N-2,N-4,...,160, (N =impar o par),
I = zw,x(w-1),...,0 . (2.12)
Introduciendo la relacién Neo
V=, (2.13)
es posible establecer las siguientes reglas de ramificacion
v = 0, ,...,Nz_l 0 %v , (N =impar o par),
I = 0,+1,%2,..., (N —-2v) . (2.14)
El Hamiltoniano analogo a (2.10) es
HID = E )+ BCo[SO@)]+ A Co[SO(3)] (2.15)
con espectro de energias
Ew ) =Eg+pI?+Aw(w+1), (2.16)
en términos del nimero cuantico v definido en (2.13)
E"D(w,1)= Ej) + BI2 —4A[(N +1/2)v —v?] , (2.17)

lo que ha sugerido en las Referencias [39, 43] que este es el espectro energético caracteristico
de un oscilador anarmoénico bidimensional desplazado, y que por lo tanto la simetria dinamica
SO(3) esta asociada al grado de libertad de flexion de una molécula no lineal.

Debido a que existe un isomorfismo entre los grupos SO(3) y SO(3), el método algebraico
tradicional para modelar sistemas bidimensionales considera equivalente la descripcién utili-
zando operadores de Casimir de la cadena (2.4b) o bien de (2.4c¢).

Un Hamiltoniano general que contiene operadores invariantes de ambas cadenas puede
escribirse como

H=Eg+ci+an(+1)+pl2+AW?, (2.18)

donde Eg,e,a y A representan parametros ajustables. Cuando A = 0 se recupera el algebra
dinamica u(2) (moléculas lineales), mientras que para € = a = 0, se obtiene el espectro de una
molécula rigida no lineal. El espectro asociado con el Hamiltoniano (2.18) se puede obtener
diagonalizando su representaciéon matricial en cualquiera de las bases asociadas a las cadenas
(2.4). La relevancia del Hamiltoniano (2.18) es que ha sido asociado con moléculas no rigidas,
lo que representa una alternativa interesante a los modelos tradicionales en el espacio de
configuracion para analizar este tipo de moléculas [41, 42, 43, 44].
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2.2. Moléculas triatomicas lineales.

El objetivo de esta seccion es establecer la conexién del modelo U(3) con las coordenadas y
momentos empleadas para modelar flexiones moleculares en un sistema lineal. Esto justifica-
ra el empleo de la simetria dinamica asociada a la cadena (2.4a) en sistemas bidimensionales
degenerados. El establecer esta relacion y el empleo del algebra u(2) para describir los mo-
dos de tension permitiran obtener por primera vez las constantes de fuerza de una molécula
triatéomica lineal mediante modelos algebraicos basados en grupos unitarios. Como un ejemplo
particular se analiza el espectro vibracional del diéxido de carbono.

2.2.1. Hamiltoniano en coordenadas y momentos.

El Hamiltoniano vibracional escrito en términos de los vectores columna q y p, que corres-
ponden a las coordenadas internas de desplazamiento ¢; y sus momentos conjugados p;, toma
la forma [80, 81]

1
H = 5p*G<q>p+V(q) , (2.19)

donde se han despreciado los términos de energia cinética independientes de los operadores
de momento [82]. La matriz G(q) de Wilson establece la relacién entre las coordenadas inter-
nas y las coordenadas Cartesianas. En el caso de moléculas tridtomicas lineales es necesario
introducir dos conjuntos de coordenadas equivalentes como se muestra en la figura 2.2. Para

Iy XTI,
LI

y <

Figura 2.2: Coordenadas internas utilizadas para describir una molécula triatémica lineal. En la parte infe-
rior se muestran las distancias de enlace r; y rg que describen la flexién. En la parte superior se muestra la
interpretacion fisica de las coordenadas de flexién (2.21).

describir los grados de tension (s) introducimos el conjunto de coordenadas
Qi:Ari:ri_re, i:1)2, (220)

mientras que (g4, qp) se utilizan para modelar los osciladores de flexién (b), y en forma explicita
estan dados por [83]

(2.21)
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Con esta seleccion de coordenadas los vectores q y p introducidos en (2.19) estan dados por

q

p

(91,92,94,9b),
(pl;pz,pa,pb),

La obtencién de elementos de la matriz de Wilson [|G|| = g4,.¢ 5 asociados al conjunto de coor-
denadas definidos se detalla en el Apéndice A.

En este momento se podria desarrollar tanto la matriz G(q) como el potencial de interaccién
en funcién de las coordenadas locales q,,qp para los osciladores de flexiéon y la coordenada
de Morse para las tensiones, lo cual supone la identificacion de un conjunto de osciladores
locales interactuantes en el Hamiltoniano (2.19). Sin embargo esta aproximaciéon implicaria
una descripcion incorrecta para moléculas lineales que presenten un comportamiento normal
como se demuestra en el Apéndice B. Con esta observacién proponemos el siguiente conjunto
de coordenadas

1 1
= — , =—(q1—q2), 2.22
Qs, \@(Q1+Q2) Qs, \/§(Q1 q2) (2.22a)
1 1
Q: = _E(Qa"'in), Q—:E(Qa_in), (2.22b)
y en forma matricial
Q=4as, (2.23)
donde )
Q: (QZu,QZg,Q—,Q+), (224)
y

(2.25)

S
o
OO H R
—
|
_

La notacién empleada +,— es una simplificacién de las etiquetas I1*. Al introducir las coorde-
nadas (2.22) se induce la obtencién del Hamiltoniano transformado

N
H=PYP+V(Q, (2.26)

donde
P = (Py,,Ps,,P_P,), (2.27)
9 = SGS. (2.28)

La matriz de Wilson transformada ¢, como se esperaba, es diagonal en bloques. El desarrollo
de la matriz ¢4 y el potencial en términos de las coordenadas normales definidas genera el
siguiente Hamiltoniano

ﬂ:ﬁs+ﬁb+ﬂsb, (2.29)
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donde H; es la contribucién de tension

. 1, ~ 1 1 ,
H, = zgzgng 2gzz fzgngzg éfzuquzu
b QL +Lf Qt + 2 Q% Q2 2.30)
4! ZgXgZely 2g 4! DADIDEDIR 5 4! DIFDIFDZIPIN g ¥y .

el segundo término corresponde al Hamiltoniano de flexién

. 0%g._
Hy = g(i_P+P—+f+—Q+Q— + (anW)OP+Q+Q—P—

6
+ If++——Q-2+Q%, (2.31)

mientras que la interaccion tensién-flexion esta dada por

PN _ 6g+_ ag2g+)
Hy = (ang)ong P +( o @z @P. P Q)
6 1| 0%g 1(0%g,_
+ gyfre-Qr,Q4Q-+ ( 6Q+ ) QigP+P_+§( anu )0Q§MP+P-
1(0%85,5,\ 1{0%g5,5, | .9
' 5(6Q+6Q- OPZgQ+Q‘+§ 0Q+0Q- |, P.e-e-
1( 0°gs,+ 0%g5,+
+ é(—angaQ+)0P2ngg(Q+P++Q pP_ )+_(0QZ Q. OPZuQZu(Q+P+ +Q-P_)
12 0 12 5
+ 4_!f2g2g+—ngQ+Q—+Z!fzuzu+—Qqu+Q— ) (2.32)

donde sélo se han incluido términos que dan origen a la preservacion de la poliada definida por
P=2 (Vzg + vzu) +(vy), (2.33)

con ng, el namero de cuantos del i-ésimo modo de vibracion.

2.2.2. Realizacion algebraica en términos de osciladores armoénicos.

La representacion algebraica del Hamiltoniano (2.32) se obtiene introduciendo los operado-
res bosonicos de oscilador armoénico. Para los grados de libertad de tensién se tiene

.= a'Qr- ——Pr, (2.34a)

i
2hal

Gr=a' Qr+

l
Pr, 2.34b
ohat T ( )
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con las definiciones

s2 1 | [z, 1 5 1
(@)= 5 T Frs, 83,5 s, = 505, His, (2.35a)
zgzg
2h g% s 2h V zuzugzuzuuzu o .Mz, .

En el caso de los modos de flexion, la realizacién algebraica de la coordenada y el momento
toma la forma

1 n

Q: = — (@l —az), (2.36a)
- VoA
P, = —-—\/hwpmplal +ay), (2.36b)
V2

donde

wp = \/f‘f'_g?i-— = \/anQaggaqa : (237)
Tanto en los operadores (2.35) como en las realizaciones (2.36) se tiene que

1
8rr

Ahora proponemos la siguiente transformaciéon canénica para los modos de tension

1
oF N
a = —|d!+a (2.39a)
g \/§( 1 2)’
1
4 KIS
ds. \/Q(al az), (2.39b)

asi como los correspondientes operadores adjuntos. Mas adelante, los operadores {02];, 1=1,2}
se indentificaran como operadores locales. El Hamiltoniano escrito en términos de operadores
bosoénicos toma la forma simple

2 2
A A s ot At a S (A2 | A2
H = wSZ(aiai+aiai)+/13 Z aiaj+a1(n1+n2)
=1 i1£j=1

el
+ @pR+ all’ﬁ2 + agfz + a:sib {(dl +d£)a+a_ +H.c.}
+ a(a+ag)n+ag (alas +alai)a, (2.40)
con las definiciones
i = dlda; =12, (2.41a)
¢ = até.,-d'a_=n,-A_, (2.41D)
A = dd,+a"d_=h,+n_, (2.41c)
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donde n; es el numero de cuantos del i-ésimo oscilador, 7 es el nimero total de cuantos de
flexion y ¢ es el momento angular vibracional. Las expresiones para los parametros espectros-
copicos en funcion de las constantes de fuerza y las constantes de estructura se presentan en
el Apéndice C.

La base para diagonalizar el Hamiltoniano (2.40) se obtiene proyectando a representaciones
irreducibles del grupo Y, 5, el producto directo de funciones

1) ®1ng) @ In'y = Innan®y =& (a})" (ah)" (ai)TI (d*_)%f 10y, (2.42)

con la constante de normalizacién

—

N = ) (2.43)

Vmatna! (259)! (25)

La accion de los operadores bosoénicos de flexion sobre los kets (2.42) esta dada por

1|n1n2n Y = V(e +1) ning(n+ DY, (2.44a)
Inlnzng = /ni Inlnz(n—l)ﬁl). (2.44Db)

La descripcion que se ha presentado hasta esta parte esta dada en términos de osciladores
armonicos. La ventaja de esta aproximacion es que las constantes de fuerza se pueden obtener
mediante un ajuste de datos experimentales, sin embargo se pueden presentar problemas en la
region de altas energias en donde la mezcla de estados es evidente. A continuacién se propone
un modelo basado en modos locales haciendo uso de osciladores de Morse para modelar las
tensiones, asi como un tratamiento que tome en cuenta efectos anarmonicos para los modos de
flexién y que a su vez preserve la posibilidad de obtener las constantes de fuerza del sistema
molecular en estudio.

2.2.3. Realizacion algebraica empleando grupos unitarios.

Esta seccion esta dedicada a presentar un modelo algebraico basado en grupos unitarios
que permite establecer la conexién con la representaciéon del Hamiltoniano en el espacio de
configuracion. La relevancia de esta propuesta es que echa mano de las ventajas de anarmo-
nicidad evidenciadas por Iachello et al al emplear el grupo U1(2) x U(3) x U2(2) como el grupo
dinamico de una molécula triatémica lineal [39, 40] (figura 2.3) y la reciente reformulacion del
modelo U(v + 1) [48, 49].

Primero analizaremos el caso de los grados de libertad de flexion degenerados. De acuerdo
a la aproximacién propuesta por Alvarez et al [48, 49], a partir de los generadores (2.3) del
grupo unitario U(3) podemos identificar dos su;(2) subalgebras con generadores

Jis = 6t (2.453)
- = 6y, (2.45b)
. 1

Jio = —5(6%—?%); i=a,b. (2.45¢)
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Figura 2.3: En la figura se muestra el grupo dinamico empleado para describir los osciladores asociados a los
diferentes grados de libertad en la molécula lineal. Se utiliza un algebra u(2) para cada oscilador de tensién y un

algebra u(3) para el modo deganerado de flexién.

que cumplen las relaciones de conmutacién de momento angular [111]
i+, di—] =25 0; [Ji0,die] = +Jis

Si ahora introducimos los operadores normalizados

S
+

bt

%

se satisfacen la relaciones de conmutacién

[6“6” :5ij ]]\-r[nﬁlj +d .d; ] [b b;] = [l;i,l;j] =0.

En particular

[bl,bT] 1——[n+nl]——; J

Ahora procedemos a identificar los operadores de la base esférica

,0-

. bl +ib]

= —+ y
s \/§

+ \/§ *

La base de U(3) asociada a la cadena (2.4a) se escribe como

NTng,n®) =5 (81)" (1) (*)J 0),

con la constante de normalizacién

(2.45d)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49a)

(2.49b)

(2.50)

(2.51)
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Para ser consistentes con la notacion empleada en (2.6), los kets (2.50) se representaran como
[INT;ns,n®) = |INT, n°) . (2.52)

La accion de los operadores (2.49) sobre la base definida es la siguiente

LN = \/(”Tﬂn (1—%) N1, (n+ D)1, (2.53a)
bIIN1n") = \/(”jg)(k"‘];l)|[N],(n—1)”1>, (2.53h)

mientras que para los operadores fl(fi) los correspondientes elementos de matriz estan dados
por (2.44) con la identificaciéon
il —al; fieda, (2.54)

y también ¢ = [. Como era de esperarse, al analizar el limite armoénico de (2.53) con N — oo se
obtiene

lim 6% =17; lim b, =1, (2.55)
N—-oco — t N—oo
y en consecuencia
: poopT| = . —
lim barbl| =0ap; @, f=%. (2.56)

Para obtener las derivadas de la superficie de energia potencial es indispensable establecer la
relacion entre los generadores del grupo dinamico con las cordenadas y momentos. Con este fin,
proponemos la siguiente aproximacion para las coordenadas @; y momentos P; en el esquema

del modelo U(3)

n o (ar
Q. = %(di—d¢), (2.57a)
P, = —%\/zmu(&lh&i), (2.57h)

donde &1 (d+) puede ser identificado con dl (G4) 6 131 (b+). Aqui se tiene que w = \/f1-g%_ =

\/ fqaqagga ga Y M= 1/g%_ = 1/g2a q.- 'S importante mencionar que en el caso de la identificacién
(Ell (3l L)— dT_F (d+) se recupera el limite arménico exacto

_ o
Qs = %(Ti—‘[;), (2.584a)
p. = —%\/2hw,u(f¢+fi). (2.58b)

Una consecuencia importante de nuestra propuesta es que con la correspondencia d: (d+) —

51 (l;i) es evidente la relacion entre las coordenadas y momentos con los generadores (2.3),
previamente definidos, es decir
Qi ":I’Di, Pi :Ri . (259)
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Esto significa que podemos identificar las coordenadas con los generadores del grupo SO(3),
mientras que los momentos se asocian a los operadores de SO(3). Esta identificacién es anéloga
a la obtenida del caso unidimensional en (1.115) y (1.116).

La propuesta (2.57) es una aproximacion, no sélo por la proposicion lineal en términos de
los operadores (2.49) sino también porque en este caso las relaciones de conmutacién

[Qi,P;] =inéi;, (2.60)

no se satisfacen al emplear los operadores Bl(éi) en la realizacion algebraica de las varia-
bles dinamicas. Al emplear el desarrollo algebraico de la coordenada y el momento (2.57a) se
obtienen los conmutadores

|alas-alal|;  ap=+.-, 2.61)

R i ih N At A A
[Qa,Pﬁ] =ihbap— oSN [2n Oap +a’3al +a04a7;3 ;o a,B=+,—. (2.62)

Este efecto hace indispensable introducir un proceso de simetrizacién en las interacciones del
Hamiltoniano para tener una relacion biunivoca entre la representacion algebraica del Hamil-
toniano y su correspondiente representacion en el espacio de configuracion.

Un posible criterio que permite hacer una asignacién adecuada de los operadores (Tf_r(gii)
consiste en emplear la identificacion &l((?li) — dl(di) en interacciones donde estén involucra-
dos el operador de niimero y/o el operador de momento angular, si se desea asociar con nimeros
enteros sus valores propios. Por otra parte, la asignacion &1(& +)— 131([3i) es apropiada en tér-
minos resonantes como la interaccién de Fermi, por ejemplo. Desde el punto de vista técnico,
sin embargo, la anarmonizaciéon Ell(&l )= l;l(l;i) puede llevarse a cabo en todas las interaccio-
nes.

En el caso de los grados de libertad de tension consideraremos el proceso de anarmonizacién

al—b!, a;—b; i=12, (2.63)

empleado con éxito previamente [13, 14, 38]. En (2.63), los operadores l;j(lai),i =1,2 son los
operadores de creaciéon y aniquilacion de las funciones de Morse [76]. El proceso de anarmoni-
zacion (2.63) es equivalente a considerar la aproximacion lineal [13, 14, 38]

h At oa

Pi = \ga (6] +8:), (2.64a)
SMS

% = %\/277(1)3#3(5:—1%); i=1,2. (2.64b)

donde y; y B son la variable de Morse y el parametro del potencial de Morse respectivamente,
como se mostro en la Secciénl.2.3. Debido a que en una molécula como el CO9 es mas adecua-
da una descripcion en funciéon de coordenadas adaptadas por simetria (vease Apéndice B), no
podemos emplear (2.64) de partida para generar un Hamiltoniano con parametros espectros-
copicos como los obtenidos en (2.40). Sin embargo, podemos usar el proceso de anarmonizacion
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(2.63) directamente en el Hamiltoniano algebraico (2.40) y asi mantener las ventajas de tra-
bajar con osciladores de Morse ademas de la conexién adecuada de los parametros con las
constantes de fuerza y las constantes de estructura. Es preciso enfatizar que este proceso sélo
puede aplicarse al espacio algebraico, sin analogia en el espacio de configuracion.

Habiendo establecido un método que permite introducir los efectos anarmoénicos de los gru-
pos U(2) y U(3) en los grados de libertad de tension y flexién respectivamente, se obtiene el
siguiente Hamiltoniano

Il
S

2 2
H d)sZ(éjéﬁéi ;.')Hts Y le?j+a§[1\7f+2\7§)
i£=1

=1
+ a3 (6163 +b63 + 4N N + a (W16 b1 + Nob(bo+ H.c.)
»A

+ @ +a‘1’ﬁ2+a’2’22+aib{(3J§+3;)3+5_+H.c.}
+ agb(N1+N2)ﬂ+a§b(6;32+3£51)ﬁ, (2.65)
con la definicion
N;=bb;, i=12, (2.66)

Los parametros espectroscopicos son los obtenidos en (2.40) (Apéndice C). El primer término
en (2.65) es equivalente a la contribucion de dos osciladores de Morse independientes. Con esta
interpretacion, este Hamiltoniano puede traducirse como el Hamiltoniano de tres osciladores
interactuantes, un oscilador bidimensional que describe la flexion y dos osciladores de Morse
que modelan las tensiones. La base empleada para diagonalizar (2.65) es

IIN), [NT;v1vg,n°) = [N ];v1v2) @ [[NT;n5), (2.67)
donde |[N1;n?) esta dado por (2.50) y para las tensiones
ILNsl;v1ve) = IINs];v1) ® [[Nsve), (2.68)

ooy =+ [yeos BT
IINsLvi) =4 /x 012! (6,)°110), (2.69)

donde N = 2j = x + 1. Los elementos de matriz de la representacion de (2.65) se obtienen
mediante (2.53) y

con

1_vi+1

bIIIN ;v = \/(Ui+1) )I[Ns];vi+1> (2.70)

billNJo) = foi(1- )iV Jsoi - ). @.71)

Aunque el Hamiltoniano (2.65), prodria arrojar resultados similares a los obtenidos pre-
viamente con el modelo propuesto por Iachello et al, la aproximacion establecida provee un
método para establecer una correspondencia con los tratamientos tradicionales donde la rela-
cién con las constantes de fuerza y parametros de estructura es conocida. La siguiente secciéon
esta dedicada a mostrar una aplicacién de nuestra propuesta.
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2.2.4. Aplicaciéon: COs.

Ahora se aplicara el método propuesto para obtener las constantes de fuerza del diéxido
de carbono, extraidas de los parametros espectroscépicos optimizados en un ajuste de energias
vibracionales de esta molécula en su estado electrénico base. En este estado basal, el 12CO,
presenta una estructura lineal con una distancia de enlace de r, = 1.18A. El grupo de simetria
puntual es Y., con cuatro grados de libertad vibracionales: dos grados de libertad de tension
(Z; @) y un modo de flexién degenerado (IT;). Las energias de los estados fundamentales son

vsr =1285.41em™! vy =2349.14cm™! vy =667.38cm ™!, (2.72)
de donde se observa que 2vn§ ~ Vs, esto se traduce en que la poliada se puede escribrir como
P= 2(172; +V50) + Ve, (2.73)

y en términos de operadores locales toma la forma
P =2(fi1 + 7o) + . (2.74)

El Hamiltoniano (2.65) contiene 11 parametros espectroscépicos. Sin embargo, del Apéndice
C podemos observar que los parametros all’ y ag dependen de la misma constante de fuer-
za f,,__. En el ajuste, las constantes se consideraran constantes de fuerza efectivas ya que al
incluir términos de energia cinética y potencial de orden superior, se espera que sus valores nu-
méricos se modifiquen. La diagonalizacion del Hamiltoniano (2.65) se lleva a cabo en una base
adaptada por simetria, la cual se obtiene proyectando las funciones (2.67) [84]. Los parametros
espectroscopicos son optimizados por un método iterativo de minimos cuadrados. La calidad
de los ajustes que a continuacion se presentan se expresan en términos de la desviacion, rms,

calculada como
1/2

) (2.75)

Nexp ) .
Z (Eéxp _Ei:al)z/(Nexp _NPW‘)
1=1

rms =

donde N, es el total de energias experimentales y N, el nimero de parametros libres
optimizados en el ajuste. Todos los valores ajustados tuvieron la unidad como factor de peso.
En el ajuste se realiz6 un analisis estadistico para estimar la incertidumbre de los parametros
(x;) empleando el error delta (6x;) y el error epsilon (ex;). Estos se definen en términos de la
desviacién cuadratica de la energia @2 dada por

Nexp

. . 2
Q*= Y (Ei,-E.,) (2.76)
i=1

demandando que el valor minimo de @2 no se modifique més que una cantidad A al modificar
uno de los parametros. Para un error delta 6x;, se asegura que el valor maximo de la desviacion
cuadrética es (1+ A)Q? para los valores de x; en el intervalo [x; — 0x;,x; + 6x;] alrededor de x;
6ptimo al fijar los parametros restantes en el mejor valor ajustado. Por su parte, el error ex;
establece el intervalo de variacion de x; al optimizar los parametros adicionales. El error épsi-
lon es generalmente mas grande que el error delta. Una interpretacion mas detallada de este
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analisis se puede consultar en la Referencia [49]. El primer ajuste realizado involucra todas
las energias experimentales reportadas en la literatura hasta P = 9. El namero de bosones que
optimizan el ajuste son Ny =160 y N = 150. En la Tabla 2.1 se presentan 101 energias experi-
mentales y los valores obtenidos del ajuste para el 12COy, con un rms de 0.54 cm™!. Ademaés
de la energias tedricas y experimentales, la Tabla 2.1 contiene la etiqueta local y normal de las
funciones propias asi como el cuadrado de la maxima componente. La asignaciéon simultanea
de las etiquetas local y normal (en forma aproximada) es relevante debido a la coexistencia de
estados vibracionales que presentan caracter local o normal.

Tabla 2.1: Energias (en cm™1) obtenidas del ajuste empleando el Hamiltoniano (2.65). La desviacién obtenida es de 0.59 cm™L. Los valores
esperimentales se tomaron de las referencias [85, 86].

Estado® Poliada Estado® Contribucién  Estado®  Contribucién Energias

(normal) (normal) (local) (local) Exp.d Teor. ANE
Simetria X}
1 2 100 0.510 0011 0.490 1285.41¢ 1286.21 -0.80
2 2 020 0.510 0011 0.510 1388.18¢ 1387.73 0.46
1 4 120 0.515 0022 0.290 2548.37 2549.37 -1.01
2 4 200 0.660 0022 0.335 2671.14 2671.31 041
3 4 120 0.481 0022 0.375 2797.14 2796.21 0.93
4 4 002 1.00 1100 0.503 4673.33¢  4673.2 0.12
1 6 140 0.434 1022 0.434 3792.70 3793.11 -041
2 6 300 0.515 0033 0.247 3942.49 3942.43 0.06
3 6 300 0.387 0033 0.310 4064.27 4064.26 0.02
4 6 140 0.458 0033 0.280 4225.10 422412 0.97
5 6 022 0.547 1111 0.275 5915.21 5915.33 -0.11
6 6 102 0.547 1111 0.228 6016.69 6016.63 0.06
2 8 320 0.336 0044 0.184 5197.25 5196.22 1.03
4 8 320 0.372 0044 0.303 5475.57 5476.08 -0.52
6 8 122 0.509 3011 0.379 7133.82 7133.44 0.38
7 8 202 0.661 4000 0.495 7259.74 7259.71 0.03
8 8 122 0.491 3011 0.366 7377.68 7378.12 -0.44
Simetria X
1 2 001 1.000 1000 1.000 2349.14°¢  2349.08 0.07
1 4 021 0.518 1011 0.518 3612.84¢ 3613.29 -0.45
2 4 101 0.518 2000 0.518 3714.78¢ 3714.53 0.25
1 6 121 0.513 2011 0.513 4853.62° 485392 -0.30
2 6 201 0.662 3000 0.500 4977.83¢ 497791 -0.08
3 6 121 0.487 2011 0.487 5099.66¢  5099.44 0.22
4 6 003 1.00 2100 0.754 6972.58¢ 6972.49 0.09
1 8 141 0.444 2022 0.444 6075.98¢ 6075.27 0.71
2 8 301 0.486 1033 0.262 6227.92¢ 6227.46 0.46
3 8 301 0.418 1033 0.299 6347.85¢ 6348.19 -0.34
4 8 141 0.455 2022 0.455 6503.08¢  6503.53 -0.45
5 8 023 0.575 2111 0.434 8192.55¢ 8192.43 0.12
6 8 103 0.575 2111 0.321 8293.95¢ 8294.13 -0.18
Simetria Ilg
1 3 011 1.000 1010 1.00 3004.01¢ 3004.02 -0.01
1 5 111 0.508 2010 0.508 4247.71 4248.18 -0.48
2 5 031 0.508 1021 0.508 4390.63 4390.33 0.30
1 7 131 0.510 2021 0.510 5475.07¢  5475.1 -0.02
2 7 211 0.594 3010 0.448 5632.76°¢ 563291 -0.15
3 7 131 0.487 2021 0.487 5790.58¢  5790.53 0.05
4 7 013 1.00 2110 0.755 7602.51¢ 7602.52  -0.00
1 9 151 0.407 2032 0.407 6688.17¢ 6686.71 1.47
2 9 311 0.470 1043 0.283 6863.56¢ 6863.09 0.47
3 9 311 0.385 1043 0.338 7023.67¢ 702443 -0.75
4 9 151 0.442 2032 0.442 7203.83¢ 7204.89 -1.06

continua
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Tabla 2.1 - Continuacién

Estado Poliada  Estado Contribucién  Estado Contribucién Energias

(normal) (normal) (local) (local) Exp. Teor. AE
5 9 033 0.533 2121 0.402 8803.27 8802.99 0.27
6 9 113 0.533 2121 0.353 8944.15 8944.54  -0.39
Simetria [T,
1 1 010 1.000 0010 1.000 667.38¢ 667.453  -0.07
1 3 110 0.529 0021 0.471 1932.47 1933.4 -0.93
2 3 030 0.529 0021 0.529 2076.86¢  2076.21 0.65
1 5 130 0.509 1021 0.509 3181.46 3182.37  -0.90
2 5 210 0.592 0032 0.400 3339.36 3339.53  -0.17
3 5 130 0.483 0032 0.353 3500.67 3499.66 1.02
4 5 012 1.00 1110 0.503 5315.71¢  5315.67 0.05
1 7 150 0.395 1032 0.395 4416.15 4416.04 0.11
2 7 310 0.486 0043 0.271 4591.12 4591.05 0.07
3 7 310 0.364 0043 0.345 4753.45 4753.62  -0.17
4 7 150 0.446 0043 0.254 4938.38 4937.64 0.74
5 7 032 0.512 1121 0.258 6537.96 6538.01 -0.05
6 7 112 0.512 1121 0.245 6679.71 6679.74  -0.03
4 9 330 0.360 0054 0.307 6179.01 6180.15 -1.14
5 9 170 0.397 1043 0.397 6388.08 6388.55  -0.46
6 9 132 0.509 3021 0.380 7743.7 7742.87 0.83
7 9 212 0.595 4010 0.446 7901.48 7901.53  -0.05
8 9 132 0.490 3021 0.365 8056.02 8056.85 -0.82
Simetria Ag
1 2 020 1.000 0020 1.000 1335.13° 1335.25 -0.12
1 4 120 0.541 0031 0.459 2585.02 2585.97 -0.95
2 4 040 0.541 0031 0.541 2760.72 2760. 0.73
1 6 140 0.505 1031 0.505 3821.98 3822.72  -0.73
2 6 220 0.561 0042 0.427 4007.91 4008.13 -0.21
3 6 140 0.483 0042 0.348 4197.36 4196.4 0.96
4 6 022 1.00 1120 0.503 5958.51 5958.48 0.04
2 8 320 0.473 0053 0.279 5245.47 5245.43 0.04
5 8 122 0.507 1131 0.248 7166.05 7165.92 0.12
6 8 042 0.507 1131 0.255 7338.15 7338.3 -0.15
Simetria Ay,
1 4 021 1.000 1020 1.000 3659.27¢  3659.3 -0.03
1 6 121 0.524 2020 0.524 4887.99 4888.39 -0.41
2 6 041 0.524 1031 0.524 5061.78 5061.5 0.28
1 8 141 0.507 2031 0.507 6103.68°  6103.36 0.33
2 8 221 0.564 1042 0.429 6288.49¢ 6288.72 -0.23
3 8 141 0.487 2031 0.487 6474.53¢ 6474.76  -0.23
4 8 023 1.00 2120 0.755 8232.89 8232.89  -0.00
Simetria ®g
1 5 031 1.000 1030 1.000 4314.91 431493 -0.01
1 7 131 0.536 2030 0.536 5531.30 5531.57 -0.26
2 7 051 0.536 1041 0.536 5730.61 5730.39 0.22
1 9 151 0.504 2041 0.504 6736.79 6736.04 0.75
2 9 231 0.546 1052 0.444 6944.87 6945.02 -0.16
3 9 151 0.486 2041 0.486 7154.75 7155.1 -0.35
4 9 033 1.00 2130 0.755 8863.68 8863.61 0.07
Simetria @,
1 3 030 1.000 0030 1.000 2003.25 2003.39 -0.15
1 5 130 0.551 0041 0.449 3240.62 3241.53  -0.90
2 5 050 0.551 0041 0.551 3442.22 3441.49 0.73
3 7 150 0.482 0052 0.349 4890.10 4889.3 0.79
4 7 032 1.00 1130 0.503 6601.71 6601.63 0.09
Simetria I'g
1 4 040 1.000 0040 1.000 2671.72 2671.88 -0.73
1 6 140 0.560 0051 0.440 3898.33 3899.14 -0.82
2 6 060 0.560 0051 0.560 4122.27 4121.61 0.66
Simetria T’y
1 6 041 1.000 1040 1.000 4970.93 4970.9 0.03
1 8 141 0.546 2040 0.546 6176.65 6176.79 -0.14
2 8 061 0.546 1051 0.546 6398.07 6397.93 0.14

continua
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Tabla 2.1 - Continuacién

Estado Poliada  Estado Contribucién  Estado Contribucién Energias

(normal) (normal) (local) (local) Exp. Teor. AE
Simetria Hg
1 7 051 1.000 1050 1.000 5627.25 5627.21 0.04
2 9 071 0.555 1061 0.555 7064.52 7064.59 -0.07
Simetria Hy,
1 5 050 1.000 0050 1.000 3340.72 3340.71 0.01
Simetria Ig
1 6 060 1.000 0060 1.000 4010.07 4009.88 0.19
Simetria I,
1 8 061 1.000 1060 1.000 6283.98 6283.87 0.10

@ Numero de estado de poliada P (segunda columna) asociado a cada simetria.
b La tercera y cuarta columna indican la componente mayoritaria en la base (v vg v3) y el cuadrado de la maxima contribucién.
¢ En la quinta y sexta columna se representan la componente principal de vector propio en la base local (v ve n+ n—_) y el
cuadrado de la componente mayoritaria respectivamente.

Energias vibracionales experimentales tomadas de [85].
¢ Valores experimentales extraidos de la Referencia [86].

Los parametros espectroscopicos asi como los errores extraidos de este ajuste se presentan
en la Tabla 2.3. Se puede observar que tanto el error delta como el error epsilon son menores
a los correspondientes parametros. Empleando los valores mostrados en la Tabla 2.3 y las
relaciones presentadas en el Apéndice C para los parametros espectroscopicos, se obtuvieron
las constantes de fuerza que se despliegan en la primera columna de la Tabla 2.4. En esta
tabla se presentan dos valores para fy,4.9.9, Y@ que como se mencioné anteriormente, las
constantes de fuerza se asumen efectivas. En la segunda columna de esta tabla se incluyen las
constantes de fuerza derivadas del ajuste de 63 energias vibracionales del isotopémero 13CO,
hasta poliada 10. La siguiente columna de la Tabla 2.4 incluyen las derivadas del potencial
empleando el limite armoénico del Hamiltoniano (2.65). En esta tabla también se presentan las
constantes de fuerza obtenidas por Chedin [87, 88] para la especie 12?COy empleando una base
normal.

Tabla 2.2: Parémetros del Hamiltoniano (2.65) en cm ™! obtenidos del ajuste de 101 energias experimentales del 12002. En las dos ultimas
columnas se muestan los errores epsilon y delta con A=0.05 asociados a cada uno de los pardmetros.

Errores
Parametro  Ajuste Epsilon Delta
@° 1684.4 0.3030  0.0304
As -508.16 0.2351  0.0459
aj 1.4526 0.0827 0.0132

-0.6122 0.0136  0.0061
3.872 0.0825  0.0259

a

ST

@® 667.28 0.1335 0.0170
ab 0.8584 0.0691  0.0034
a'é -0.6870 0.0704  0.0067
aib 36.005 0.0396  0.0175
a;b -7.6167 0.1487  0.0127
ast 4.9365 0.1544  0.0197

Como se puede observar en la Tabla 2.4, el comportamiento general de las constantes de
fuerza es comparable a las obtenidas por Chedin. La diferencia apreciable en el caso de las
constantes de fuerza de cuarto orden se debe a lo siguiente: el equivalente fisico del proceso de
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anarmonizacién se traduce en una deformacion del potencial que se refleja en la discrepancia
de las derivadas del potencial de orden superior, que es donde se espera que la anarmonizacién
tenga efecto. Podria suceder, sin embargo, que exista un ajuste similar con diferentes para-
metros espectroscopicos, en cuyo caso las funciones de onda tendran que ser evaluadas para
discriminar la descripcién fisica mediante las probabilidades de transicién, por ejemplo.

Tabla 2.3: Parémetros del Hamiltoniano (2.65) en cm ™! obtenidos del ajuste de 101 energias experimentales del 12002. En las dos ultimas
columnas se muestan los errores epsilon y delta con A=0.05 asociados a cada uno de los pardmetros.

Errores
Parametro  Ajuste Epsilon Delta
@° 1684.4 0.3030  0.0304
As -508.16 0.2351  0.0459
af 1.4526 0.0827  0.0132
a; -0.6122 0.0136  0.0061
ag 3.872 0.0825  0.0259
@b 667.28 0.1335  0.0170
ab 0.8584 0.0691  0.0034
al;’ -0.6870 0.0704  0.0067
aib 36.005 0.0396  0.0175
a;b -7.6167 0.1487  0.0127
asb 49365 01544  0.0197

Tabla 2.4: Constantes de fuerza calculadas en los ajustes de energia de los isotopémeros del diéxido de carbono.

Constante de fuerza  12C0%  13co$  1%2coy  12cod

fqrq1@JA™2) 15.98 16.00 15.98 16.01
fqrqa(@JA™2) 15310 15465  1.5589  1.2526
forqiq1q1@JA™%)  189.61 17051  -581.51  681.87
foiqiqiqal@JA™®) 15273 14118 32935  12.27
forq1ga92@JA™)  59.367  53.658  26.232  36.702
faaga@dA™2) 05721  0.57153 057227 0.5818
foadagaga@JA™®) 33714 31593 29722  0.75
71862 -7.6319  -8.1737 —
fo1qaqa@A™3) 54013 52114 -5.3550  -0.8874
forq19090@JA™)  -19549  -16.884  -16.079 -
forgoqaqa@JA™  -32.880 -30.814 -31.481 -

%Constantes de fuerza obtenidas del ajuste del espectro de 12002 con el Hamiltoniano (2.65) y los parametros espectroscépicos
mostrados en el Apéndice C

b Constantes de fuerza extraidas de ajuste del 1300y con el Hamiltoniano (2.65) empleando los pardmetros espectroscépicos
detallados en el Apéndice C

¢ Constantes de fuerza del 12COy obtenidas del los pardmetros espectroscépicos usando el Hamiltoniano (2.65)

d Constantes de fuerza reportadas [87, 88]

En la Tabla 2.5 se comparan dos columnas, la primera contiene los parametros espectrosco-
picos extraidos del ajuste del espectro vibracional del isotopémero 13COy, la segunda columna
despliega las valores de estos parametros calculados con las constantes de fuerza obtenidas del
ajuste de energias del 12CO,, esto ultimo con el objetivo de mostrar las validez del modelo en el
contexto de la aproximacién de Born-Oppenheimer. El efecto de estos parametros sobre el juste
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Tabla 2.5: Parametros espectroscépicos obtenidos del ajuste de energias experimentales de 12COy. Los pardame-
tros calculados a partir de las constantes de fuerza de la Tabla 2.4 se incluyen en la segunda columna

Parametro  Ajuste  Prediccién

@° 18323 18306
A 47422 -475.12
as 1.2700  1.4656
aj -0.5283  -0.5406
aj 35215  3.7584
@® 648.06  648.37
ab 0.5900  0.8276
aé -0.3915  0.6322
asb 34100  37.100
ash -6.6485  -7.6930
ash 49729 47022

de energias depende estrechamente del parametro que se modifique, un cambio significativo
en el valor numérico del parametro no necesariamente implica un gran efecto en el rms del
ajuste. Por ejemplo, el parametro a‘ib predicho y el ajustado difieren en 3cm™!, sin embargo, el
espectro predicho presenta un rms =7.9cm™!. Pero al sustituir este pardmetro (37.1cm™!) por
el valor optimizado en el ajuste(34.1cm™!), la desviacién calculada se abate obteniendose un
valor de rms =1.7cm ™.

Por 1ltimo, en la Tabla 2.6 se presentan las energias asociadas a P =10 y P = 11 predichas
con el ajuste realizado y los valores reportadas en la literatura para el 2COs. La calidad de
los resultados obtenidos es una evidencia mas que soporta el modelo propuesto. Cuando este
conjunto de energias se incluye en el ajuste de esta especie isotépica del diéxido de carbono, es
decir N, = 122, la desviacion que se obtienes es rms = 0.75cm ™!, que es un valor comparable
a la resolucion que se alcanza en espectros vibracionales [2].

En la siguiente seccion se mostrara el analisis de las funciones de onda provenientes del
ajuste del 12CO,, pero antes se discutird un punto de interés. E1 Hamiltoniano (2.65) provee
de un conjunto de valores propios, la validez de este conjunto de resultados se demuestra con
el ajuste de los valores experimentales en el caso de la energias y calculando intensidades de
transicion para las funciones de onda. Uno esperaria que al modificar alguno de los parame-
tros en el ajuste presentado en la Tabla 2.1 se obtenga una cierta desviacién con respecto a
los valores experimentales, sin embargo esto no sucede con el parametro de Fermi cuando se
cambia el signo de aib. En otras palabras, el conjunto de parametros del Hamiltoniano que
da lugar a la descripcion optima del espectro vibracional no es tnico. En nuestro caso cxib y
—aib arrojan la misma desviacién. La diferencia observada se refleja en las funciones de on-
da ya que sélo con un valor de aib = —36.005 es que se puede obtener la forma del espectro
mostrada en la siguiente seccion. Empleando este nuevo valor se obtiene una constante de
fuerza f4,4,q, = —0.9592 aJ A3 que es similar al valor reportado en la literatura por Chedin
[87, 88]. Esto demuestra que las funciones de onda obtenidas mediante Hamiltonianos efecti-
vos (con razonables ajustes de energias) pueden no ser representativas, lo que a su vez implica
que sea necesario en general someterlas a alguna prueba de veracidad adicional.



Tabla 2.6: Energias predichas (en cm™!) empleando el ajuste mostrado en la Tabla 2.1.

Estado Poliada Estado Contribuciéon  Estado  Contribucién Energias

(normal) (normal) (local) (local) Exp. Teor. AE
Simetria X
1 10 241 0.385 2033 0.333 7283.98 7281.18 2.80
2 10 321 0.353 1044 0.199 7460.52 7458.87 1.65
3 10 401 0.568 4100 0.316 7593.37 7593.34 0.35
4 10 321 0.376 1044 0.290 7734.45 7736.06 -1.61
5 10 161 0.408 2033 0.408 7920.84 7922.97 -2.13
6 10 123 1.503 2122 0.270 9388.99 9388.05 0.94
7 10 203 0.655 5000 0.404 9516.97 9516.81 0.16
8 10 123 0.493 3111 0.251 9631.35 9632.40 1.05
Simetria Ilg
2 11 331 0.297 2043 0.217 8080.89 8079.84 1.05
3 11 411 0.486 4110 0.270 8250.63 8250.91 -0.28
4 11 331 0.360 1054 0.297 8425.00 8427.57 -2.57
6 11 133 0.507 3121 0.258 9987.48 9985.81 1.67
7 11 213 0.594 5010 0.367 10145.51  10145.50 0.01
8 11 133 1.492 3121 0.251 10297.05 10298.70 -1.65
Simetria II,
5 11 350 0.298 0065 0.273 7616.62 7619.89 -3.27
Simetria Ag
1 10 161 0.383 2042 0.383 7307.65 7305.42 2.23
2 10 321 0.461 1053 0.290 7505.22 7504.78 0.44
3 10 321 0.364 1053 0.360 7694.42 7695.63 -1.21
4 10 161 0.436 2042 0.436 7897.57 7899.36 -1.79
5 10 043 0.510 2131 0.384 9419.19 9418.68 0.50
6 10 123 1.510 2131 0.370 9589.93 9590.53 -0.60

2.2.5. Intensidades de transicion Raman

Para evaluar la calidad de las funciones de onda obtenidas con el Hamiltoniano (2.65) se

estimé el espectro Raman puramente vibracional para la especie isotépica 2COs.

En un estudio Raman de ciertas bandas caracteristicas del 2COy, G. Tejeda et al modelaron
la superficie de polarizabilidad de la molécula en términos de las coordenadas normales del
sistemas y posteriormente llevaron a cabo una transformacion a las coordenadas simetrizadas

[89]

Como se puede observar, este conjunto de coordenadas es equivalente a las definidas en (2.21) y
(2.22a) con la diferencia del factor de normalizacién de las coordenadas de flexién. El desarrollo
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en serie de Taylor del tensor de polarizabilidad que se propuso es [89]

bl 1(d%a 1 (d%a
a = c‘x0+(—a) S +— |22 Sy — ga Sz
0S1)o 2! 0s? o 2! 082 0

1(0%) s s 3( oPa ) 9 . o2
- S5, +S5,)+=|———=—1| S1(S5,+S5,) +---
2 (83 2b 2 1192 2b ’
R 311081055, ), ’
con los siguientes valores de las derivadas
oa -30 vy7—1
— | = (38.15+0.02)x1073°CV "1 m,
0S1/o
a
2] = @9+02x10PcV Y,
057 ),
a
—2| = @ox01)x10PcV,
0S5/,
0@ 0%
( ;” - (_;”) =(0.36+0.06) x 1072°CV 1,
aSQa 0 aSZb 0
a -10 -1_-1
— = (-1.7+0.3)x107"CV "m™ .
081083, /,

Por otra parte, J. M. Fernandez et al han reportado el espectro Raman de esta misma especie
isotopica obtenido a 1743K obtenido en una flama de aire/metano en un intervalo de energias
de 1150-1460 (cm™1) [90]. Con base en estos antecedentes, se procedié a evaluar las funciones
de onda obtenidas con las descripcion presentada. Para estimar el espectro tedrico se consideré
la siguiente expresion para las intensidades de transicion [91]

-E;/kgT

IG—f) =~ viw; ezT (Flali[? (2.77)

donde (f|a|i) indica el elemento de matriz de (2.77) que involucra la transicién entre los estados
vibracionales inicial i y final f. Ademéas el nimero de onda asociado a la transicion, v, esta
dado por v=(Ef —E;)hc y w; es el peso estadistico de espin nuclear del estado inicial de la
transicion. En (2.77) Z(T') es la funcién de particiéon a la temperatura absoluta T y tiene la

forma
Z(T)=Y w; e BT (2.78)
J

donde kg es la constante de Boltzman.

La Figura 2.4 muestra la comparacion entre el espectro obtenido por Fernandez et al y
el predicho por nuestro modelo. Se observa una estimacién bastante aceptable que corrobora
la eficacia del método algebraico propuesto. La discrepancia es notoria en la region de altas
energias. Es posible mejorar la descripcion considerando a las derivadas de la polarizabilidad
como parametros , o bien adicionar derivadas de orden superior.
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Figura 2.4: Comparacion del espectro Raman obtenido con las funciones del onda estimadas empleando modelo
algebraico y el espectro experimental (linea continua) reportado por Montero et al en la Referencia [90].

2.3. Moléculas triatomicas no lineales.

El objetivo de esta seccion consiste en establecer el operador de energia cinética del Hamil-
toniano de una molécula triatémica no lineal en el espacio de configuracion en términos de un
conjunto de coordenadas adecuadas para introducir el mismo grupo dinamico U(3) usado para
modelar las flexiones en la molécula lineal.

Primero consideramos el Hamiltoniano exacto en funcién de coordenadas curvilineas [66]

. 12 3 d
H=-—Yg"__—g"G,s0g"—g *+V(t), (2.79)
2 a,B P atﬁ

donde t representa el conjunto de coordenadas internas. En la ecuacion (2.79), g esta relacio-
nado con el Jacobiano de la transformacién J(x,t) de la forma [11]

J(x,t)= g2 (2.80)

donde g esta dado por el determinante de la matriz ||gz||, con elementos

axig axig

8kk' =2 Mi—— ) (2.81)
izf" ' 0ty Oty
que satisfacen la relacion
ZGnkgkm =0nm » (2.82)
k

donde G son los elemtos de la matriz de Wilson. E1 Hamiltoniano (2.79) implica la normali-
zacion

fdtldtz...dtnlu/|2 =1 (2.83)
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y se puede reescribir como

gy 26 00 viwive 2.84)
T2 50t P ot ’ '
donde
h? — (0Gqpdlng ?Ing 1dlngdlng

Vit =—=) (2.85)

+ Gy B +

8 op Ot atﬁ ataatﬁ 4 0t, atﬁ
Se ha demostrado que el valor numérico de la contribucién V'(t) es pequeio en sistemas tria-
tomicos no lineales y como primera aproximacion se puede despreciar [6]. Ademas del grado
de libertad de flexion se considerara la contribucion rotacional en el eje z para describir simul-
taneamente las coordenada de flexion y el angulo de rotacion, y de esta forma relacionar esta
descripcion con los modos de flexiéon de una molécula lineal. El conjunto de coordenadas que se
consideran son

{g1,92,5,1} (2.86)
donde
q].:rl_rey q2:r2_re, (2.87)

son las coordenadas de desplazamiento de tension, la variable s representa la coordenada an-
gular definida por
s=r,sinb, (2.88)

donde 6 es el angulo entre los dos enlaces de la mélecula y y el angulo de rotacién alrededor del
eje z. Debido a que estamos interesados en obtener la representacion algebraica en el espacio
U(3), es conveniente introducir las coordenadas previamente definidas [83]

r] Xrg r; Xra

Qa=Tec€y- , Qp=—Te €y" (2.89)
rirg rirg
con forma explicita
Qg =8Scosy, qp=ssiny, (2.90)
donde se tiene que
s?= qg + q%, (2.91)

es un invariante rotacional. Con este nuevo sistema de coordenadas interesa mantener la nor-
malizacién

[ drdrsdqidasiv =1, (2.92)
que se satisface con la transformacion del Hamiltoniano (2.84)
0 =s"V2Hs12, (2.93)

donde s es el Jacobiano de la transformacion

6(37X) —g L

= 2.94
G(Qa,Qb) ( )
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Dado que el conjunto de coordenadas {q,, g5} esta definido en términos tanto de la componente
rotacional en z como la coordenadas s, ambos grados de libertad se deben considerar simulta-
neamente.

Debido a que estamos interesados en analizar el modelo U(3) para describir los grados de
flexién de una molécula triatémica no lineal, a partir de este momento utilizaremos tinicamente
el Hamiltoniano escrito en términos de la coordenadas de flexién y la componente de momento
angular J,. Tomando en cuenta que el elemento de la matriz de Wilson G5y es cero para una
molécula semirrigida no lineal [107], el Hamiltoniano que se considerara es

. n2(a ) .
Hy = ——{—Gss(t)—}+Trot+V(s) , (2.95)
2 |0s 0s

donde ahora t representa el par de coordenadas {q,,qp} y
A 1 /\2
Trot = EGXX(t)JZ . (296)

Aqui se han omitido las dos componentes restantes de momento angular. Con el objetivo de
generar una representacion algebraica del Hamiltoniano, se obtendra el desarrollo de la ma-
triz de Wilson asi como del potencial. Una consideraciéon necesaria por la no linealidad de la
molécula, es obtener un desarrollo de la matriz G alrededor del minimo de potencial que des-
cribe esta configuracion. Ademas, debido a la invariancia axial del Hamiltoniano, se utilizara
la coordenada { = s? para obtener el desarrollo del término cinético. Con esta suposicién los
elementos de la matriz de Wilson toman la forma

1 2
Gss:G(sg)+(%) (s —s2)+ (a G“) (s2-s2)%+..., (2.97)
0 0

% 2A e

El primer término de este desarrollo es constante y provee de la contribucién a orden cero de
la energia cinética que se escribe como

N n? o) 0
0) _ (0)
T, = - 3Gss 352 (2.98)
y aplicando la transformacion (2.93) a este término se obtiene
R h? 2 10 1
50 _ _ 0 {_+____}, 2.99
b 2 % |0s2 soOs 4s? ( )

Para introducir la realizacién algebraica es necesario reescribir (2.99) en términos de la coor-
denadas (2.90), las cuales en la base esférica se representan como

1
= F—(qqtiqyp), (2.1004a)
Q- V3 daxTlqp
1
P, = F—@P.Fipy), (2.100Db)

donde P, son los momentos conjugados. Es necesario escribir el momento asociado a la coorde-

nada s como

. B
PS:—ih—:qs—“pa+%pb, (2.101)
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con las definiciones

0 0
Pa=—th—; Pp=—i—. (2.102)
094 09y
lo cual permite escribir la primera contribucion de la energia cinética de la siguiente forma
5-(0) Lo 1
Jb = §GSS _§(P+P_+P_P+)
1 . 1
a2 [(Q2P% +Q?P?)-in(Q_-P_+Q.P,)] +4—82}. (2.103)

Es conveniente introducir el operador de momento angular

A

l,=qaPb—qpPa=-1(Q-P_-Q.P,), (2.104)

asi como las identidades
P2 = —(P.P_+P_P,), (2.1052)
Q* = " =-(Q:Q-+Q-Q,), (2.105b)

en términos de las cuales la energia cinética se simplifica a

50 _ o0 {Pz B 4 L} _ (2.106)
b 9 ss Q2 4Q2

Consideremos ahora el segundo término del desarrollo (2.97), este término tiene una contribu-
cién a (2.106) proveniente de 33. Empleando la transformacién (2.93) sin considerar la contri-

bucién s2, se obtiene
n2yo | o 02 o 3
3._(2):___{ Z__4+3 —+—} 2.107
b 2 2" a2 Pos  4f’ (2.100)
donde 1 oG
Yo=— (—“) (2.108)
Se\ 0s Jo
y sustituyendo la definicién de P, se obtiene
g@ -1 lep2_ginsp, 43 2.1
T, —Z)/O s“P; —3ihs S+Z. , (2.109)

En coordenadas esféricas (2.107) esta expresion se transforma en

2
g@_ 1 (%) {Q2P2—2ih(Q+P++Q_P_)+%—ZA§}. (2.110)
0

b 4s, \ Os 4

Aunque no resulta obvio, este operador es Hermitiano. Para hacer evidente esta afirmacién es
necesario reescribirlo como

3—(2):1)/ {QZP2+P2Q2_N2 11 }

2
yY =370 5 24 (2.111)
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El término s? en el segundo término del desarrollo tiene el efecto de modificar (2.106) en la

siguiente forma
R 2 1 1 se (0G
37)(0) = Qo {Pz——sz +@} 5 CZO:EG(S(;)_E‘;(FSS)O . (2112)

Ahora procederemos a proponer un potencial adecuado para describir una molécula semirri-
gida. El potencial mas simple con una barrera finita en el origen, un minimo desplazado e
invariante ante rotaciones se puede escribir como

V(s)=as?+bs?, (2.113)

con las restricciones
a<0, b>0. (2.114)

Si s, corresponde a s evaluada en la posicion de equilibrio y & representa la profundidad del
potencial, los parametros a y b involucrados en (2.113) toman la forma

29 9
a:—2<0; b:——4>0. (2115)
Se Se

De estas relaciones se tiene que 2 < 0. Si ademas introducimos la definicion de % referida al
minimo s,, se obtiene

_(dPV(s) 9
k=( 752 )e =2a +12bs;,. (2.116)
Empleando las relaciones (2.115) la constante de fuerza se simplifica a
89
k=-—. (2.117)
Se

Las introduccién de (2.115) y (2.117) permite escribir el potencial como

k 69 9
V@)= §Q2 + 3—2Q2 - 3—4Q4, (2.118)

e

con la identificacion (2.105b).
En este momento se puede escribir el Hamiltoniano hasta cuarto orden, el cual consta de
las contribuciones cinéticas (2.111), (2.112), (2.96) y el potencial (2.118):

R 1 2 1
AN = ao{—E(P+P_+P_P+)——Z }

+_
Q2 4Q2
1 2p2 1 p2Q?2 11
b L (SR 1l )
4 2 4
k 69 9 A
+ §Q2+—2Q2——4Q4+Tmt. (2.119)
Se S,

Como estamos interesados en describir un sistema semirrigido no lineal, podemos establecer
la siguiente aproximacion
2 1 2 1

AT A (2.120)
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en el término cinético y las correspondientes asunciones en los parametros (2.115). La siguien-
te seccion se enfoca en introducir la representacion del Hamiltoniano (2.119) en el espacio
algebraico U(3).

2.3.1. Realizacion algebraica U(3)

De forma similar que en la seccion 2.2.2, el Hamiltoniano (2.119) se puede reescribir en
una realizacion algebraica a través de la conexion entre las coordenadas y momentos y los
operadores bosoénicos (2.2)

I

Qi = ﬁ w—H(Ti—T¢), (21213.)
_ oL i

P = - hop (el +7s). (2.121b)

La base apropiada para diagonalizar el Hamiltoniano es la de un oscilador arménico bidimen-
sional dada por

1 ; s : n-1)

() 7 (1) T 0. (2.122)
() (55!
Sin embargo, emerge el problema de lidiar con una base infinita que debe truncarse de forma
arbitraria. Una alternativa consiste en utilizar un bosén adicional y demandar que se manten-
ga constante el valor propio de operador (2.8), que corresponde al ntimero total de bosones. El
mantener el namero de bosones constantes se traduce en cortar el espacio de funciones asocia-
das a las cadenas de grupos de U(3). Una ventaja adicional de la restriccion en N es que se
trabaja con un grupo compacto como grupo dinamico del sistema molecular. En la aproxima-
cion algebraica tradicional el Hamiltoniano y cualquier variable dinamica se escriben como un
desarrollo de los generadores del grupo dinamico. En este caso, se empleara un proceso de anar-
monizacién que ha sido empleado previamente y mostrado en la seccion 2.2.3 para moléculas
lineales [35, 36, 37, 48, 49, 92].
En este caso, el proceso de anarmonizacion consiste en la identificacion

Inty =

it =Bl t.— by, (2.123)
en la expresiones (2.121), donde
T i
e TEO . o'1x
bl="; bhy=—fto (2.124)
VN T UN

DN

1 [ (e«
Q. = — —(bl—b;), (2.125a)
| wu

R (b% +5.), (2.125b)
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que en funcion de los generadores de U(3) (2.3) se ven como

e | H1 .
Q. — (-1 w—“ﬁpi, (2.126a)
1 4
Pi - -1 h(l)/.lﬁR;, (2.126b)

Tomando en cuenta esto la representacion algebraica del Hamiltoniano (2.119) toma la forma

. 1 A2 3 (D?
A = g (1——)A+1————(—)]
b YICTon)" T TN Talan
L1 {h2ﬁ2R2+R2f)2 .\ (11h2 ZZ)}
4327 N2 :
N n(D_Q)Z_ﬁY Rz_{le)%_lG(O)@} 2 (2.127)
4N) 8N'° 2 S ps2 2 g [ '
donde se ha definido 5
n
- (2.128)
1™ 852
y también se ha usado la identidad
D2+R2—[(1 1)A+1 i’ (2.129)
8N oN)" TN '

Ademas de la contribucién rotacional, el Hamiltoniano (2.127) cuenta con tres grados de liber-
tad, representados por la profundidad del pozo 2, la distancia de equilibrio s, y el nimero de
bosones N. Para un sistema especifico el valor de s, esta dado por el angulo en la posicién de
equilibrio de la molécula, y como consecuencia se cuenta con la variable 7. A partir del ajuste
de energias experimentales es posible determinar 7iw y N, lo cual provee del parametro del
potencial & a través de la relacion
_ (hw)?
=g,
Por construccién, el limite armoénico del Hamiltoniano (2.127) se reduce a un sistema asocia-
do con un potencial bidimensional invariante ante rotaciones y con la profundidad del pozo
cuantificada por 2. El proceso de anarmonizaciéon induce un ingrediente practico evidente al
contar con un espacio finito de funciones. Una ventaja extra de esta aproximacion es que los
subgrupos de U(3), O(3) y O(3) proveen de dos bases adicionales para diagonalizar el Hamilto-
niano. También es evidente que el Hamiltoniano (2.127) hace referencia al uso de generadores
de diferentes cadenas de grupos, ya que la coordenada y el momento estan relacionados con
los generadores de O(3) y O(3) respectivamente. El efecto de anarmonizacién se puede inter-
pretar como una deformacién del potencial evidenciada con el nimero total de bosones, N, que
aparece en el Hamiltoniano como un parametro.
Las descripcion que se analiz6 en esta parte del trabajo tuvo como premisa una estructu-
ra no lineal del sistema triatémico estudiado. Sin embargo, el potencial considerado permite

(2.130)
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describir movimientos de gran amplitud, que corresponde a un comportamiento no rigido. La
idea que surge ahora es obtener un Hamiltoniano para este tipo de sistemas, visto como una
generalizacion del Hamiltoniano (2.127). La siguiente seccion esta dedicada a proponer un Ha-
miltoniano en el espacio U(3) para modelar vibraciones de gran amplitud.

2.3.2. Hamiltoniano de una molécula triatémica no rigida

Una molécula no rigida se caracteriza por presentar oscilaciones de gran amplitud. Las
coordenadas que describen este tipo de vibraciones se conocen como coordenadas contorsio-
nales y el Hamiloniano asociado a este tipo de sistemas tiene la notacion H,.,. P R. Bunker y
colaboradores han obtenido el Hamiltoniano de una molécula triatémica en funcién de las coor-
denadas {0,¢,¢,p,Q1,Q2} [70, 71,93, 94, 95, 96, 97, 98], donde los angulos de Euler 0,¢ y ¢ junto
con la coordenada contorsional p definen la configuracion de referencia, concepto fundamental
en sistemas no rigidos. También se tiene que @1 y @3 corresponden a las coordenadas nor-
males de tension. Debido a la diferencia de frecuencia entre los osciladores modelados con las
coordenadas @; y la vibracion de gran amplitud, la separacion del Hamiltoniano de rotacion-
contorsion del Hamiltoniano de ténsion ha demostrado ser la mejor alternativa para abordar
el analisis de vibraciones de gran amplitud. E1 Hamiltoniano de rotacién-contorsién obtenido
por Bunker et al es [71]

& 1 1 T -1 ref 1
Hye=spi) Jap 2 pysdput +Volp,Q), (2.131)
ap

[\

donde a, f = x,y,z, mientras que u es el determinante de la matriz y™ de dimensién 4 x 4, cuyos
elementos estan escritos en funciéon de la coordenada de gran amplitud p. Se puede observar
en este Hamiltoniano que existe una dependencia explicita del potencial con las coordena-
das de tension, esto es debido a la relacién que surge entre @1, @3 y p al definir esta dltima
coordenada. Estos mismos autores han demostrado que la contribucién del potencial depen-
diente unicamente de la coordenada contorsional es un buen punto de partida para describir
el Hamiltoniano de rotacion-contorsion [93, 94]. Partiendo de esta premisa podemos escribir el
Hamiltoniano a orden cero

. 1, 5 1(s N D el o
H = §p‘;pJ§+§(qu‘;,p)Jp+§(u°)14{qu°pp(u°) 12[Jp(u°)14]}

1, -
+ Vo(p)+§ung§, (2.132)

donde p,, asi como u’ dependen de la variable p. Ahora reescribiremos el Hamiltoniano (2.119)
como

e @p2+lw{w}
b 27 4 2
k 6@) s D, 4
+ o5t 3| -3
(2 57 se
ap (12 1 1 11 R
2 L S Ll et | (2139
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y lo compararemos con (2.132) . Si en las expresiones (2.132) y (2.133) consideramos la corres-
pondencia jp — P,p — @, el Hamiltoniano (2.133) se puede entender como un desarrollo de
Taylor de los términos 1, y 1’ en funcién de la variables p con la identificacion de los términos
del desarrollo de G en sistemas semirrigidos. Siguiendo con la interpretacion, el cuarto y quin-
to término de (2.133) se pueden identificar con un potencial hasta cuarto orden y el operador
de momento angular.

Antes de seguir con el analisis retomemos el Hamiltoniano de flexién de una molécula lineal
con un potencial arménico expresado en las mismas coordenadas

6Gaa) { Q%P2 +P2Q2} 1

1 2
oo o [t g*a@ (2.134)
a

1 0)p2
Hliﬂ:EGfla)P +Z(

donde G, y k, son los elementos de matriz de Wilson y la constante de fuerza de segundo orden
para una molécula lineal. Los Hamiltonianos (2.133) y (2.134) tienen la misma forma general
con sus respectivos parametros espectroscopicos. Habiendo identificado estas generalizaciones
es posible proponer un Hamiltoniano para una molécula no rigida como

g1P?+ g2 (Q*P* + P%Q?)
v1Q% + v2Q*
ril?+ra (Q%12+12Q%). (2.135)

A

F

+ o+

donde g;,v;,r; son parametros por ajustar. Ahora podemos establecer la representacion alge-
braica del Hamiltoniano introduciendo las realizaciones (2.125) en términos de los generadores
de U(3). El resultado es el siguiente

2

X R 1)\ c0s0 son
A, = ’(—) +g! —) D?R? + R2D?
A 2 A 4
Ly (L) o (L)
"ovN]  lavN
1 \2..
+ rl2+7r! (—) D??, (2.136)
145 2 2 /—N z

donde se ha tomado en cuenta que [D2,! 2]1=0. Empleando la relacién (2.129), el Hamiltoniano
puede reescribirse como

= 2 [(1_i)ﬁ+1_ﬁ_2 o, (i)z(b2zé2+1%2152)
o 1 2N N| °2{4N
+ —g')(i)zﬂj’ D )4
U eVleyN)  levN
N 1 )2 .,
+ ril?+rl (—) D22, (2.137)
AR O

que tiene la misma forma que (2.127). En una descripcion espectroscopica se puede utilizar
tanto (2.136) como el Hamiltoniano (2.137). Es importante recalcar que el Hamiltoniano obte-
nido representa una aproximaciéon muy cruda a la vista del Hamiltoniano (2.132) pero que al
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incluir términos de orden superior es de esperarse una mejora en la descripcién espectroscopi-
ca. Esto sin embargo no asegura la convergencia, la cual dependera del sistema molecular en
cuestion.



Capitulo 3

Rompimiento de poliada en sistemas
anarmonicos.

El problema de la mezcla de estados excitados de distinta poliada en la descripcién vibra-
cional de sistemas moleculares es un tema que ha sido estudiado desde afios atras. Ha sido
atacado mediante diferentes técnicas, con sus respectivas ventajas y desventajas. Los métodos
variacionales utilizando operadores exactos de energia cinética se han utilizado satisfactoria-
mente para describir estados vibracionales de alta energia, pero desafortunadamente son muy
demandantes computacionalmente hablando y se tornan impracticos a medida que se incre-
menta el nimero de atomos en la molécula [6]. También se han desarrollado técnicas recursivas
basadas en el método de Lanczos, pero no han resultado apropiados para describir el conjunto
de sobretonos del espectro [566]. Adicionalmente se han utilizado aproximaciones basadas en
la descripcion semiclasica de vibraciones moleculares, sin embargo, los efectos caéticos a altas
energias dificultan su uso [56].

Como se mencioné en la Introduccién, la teoria de perturbaciones de Van Vleck es una
herramienta muy poderosa que ha sido ampliamente utilizada para analizar este problema
[24, 23]. La idea basica consiste en transformar el Hamiltoniano del sistema escrito como un
desarrollo en términos perturbativos a través de un operador unitario, con lo que se obtiene
el mismo espectro de energias. Los operadores involucrados en las transformaciones permi-
ten introducir los efectos de 1a mezcla de poliada en una representacién matricial en bloques
que preserva la poliada. Debido a la naturaleza perturbativa del método, es indispensable es-
tablecer el orden de importancia de las diferentes contribuciones del Hamiltoniano. Un caso
particular de esta asignacién consiste en incluir términos cdbicos (por ejemplo la resonancia
de Fermi), resultantes de desarrollar el Hamiltoniano en funcién de las coordenadas seleccio-
nadas, como la primera contribucion perturbativa. En este mismo contexto, una resonancia de
cuarto orden, como es la de Darling-Dennison, suele considerarse en la contribucién de segun-
do orden del Hamiltoniano. No obstante, en descripciones basadas en modos locales, se pueden
hacer otras asignaciones [62, 61]. Aun cuando este método ha sido aplicado en el espacio de
configuracion, la realizacion algebraica de las interacciones representa la forma natural para
clarificar su efecto, ademas de que implica una simplificacién en los calculos numéricos. Sibert
y colaboradores han desarrollado [57] y utilizado [58, 59, 60] programas generales y eficientes
para utilizar este método perturbativo, aunque utilizando una base armonica. A pesar de que

59
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existen descripciones donde se utilizan osciladores de Morse para modelar los modos de ten-
sion, usualmente los términos de interaccion se suponen armoénicos [62, 61], aproximacion que
se conoce como modelo de osciladores anarmoénicos acoplados arménicamente (HCAO). Esta
simplificacién es muy usada en modelos vibracionales debido a la simplificacion numérica que
implica utilizar la base de oscilador armoénico.

El objetivo de esta parte del proyecto es utilizar la riqueza que provee la realizacién al-
gebraica de las variables dinamicas de un sistema molecular, modelado en términos de osci-
ladores de Morse interactuantes para obtener un desarrollo convergente del Hamiltoniano en
funciéon de un parametro perturbativo en el contexto de la teoria de perturbaciones de Van
Vleck.

La importancia de este trabajo radica en establecer las bases tedricas de un método general
y sistematico que permita tomar en cuenta el rompimiento de poliadas en moléculas arbitrarias
semirrigidas. Para ello se estudia un sistema de dos osciladores de Morse interactuantes con
un analisis detallado de las correcciones al espectro de energias asi como de las funciones de
onda.

3.1. El concepto de poliada.

Con el propésito de introducir el concepto de poliada consideraremos un Hamiltoniano al-
gebraico de la forma N N
H=Ho+Y VI +Y Vb4 . (3.1)
ij ijk
El primer término corresponde al Hamiltoniano de 3N — 6 osciladores independientes que des-
criben los modos de vibracion del sistema molecular. Los términos adicionales representan las
resonancias de n-ésimo orden que acoplan los modos vibracionales i, j, &, ... . Los estados
propios de (3.1) se obtienen al diagonalizar su representaciéon matricial en la base

3N-6

Ini,ng,...,nsn-6)= [| ®Ini) . (3.2)
i=1

Debido a los operadores resonantes V,,, las etiquetas n; de (3.2) dejan de ser buenos ntimeros
cuanticos pero ciertas combinaciones, llamadas poliadas, pueden serlo. Cuando las componen-
tes de las funciones propias del Hamiltoniano (3.1) son de una misma poliada se satisface

[Hp,P] =0, (3.3)

donde se especifica que el Hamiltoniano del sistema conserva la poliada. A pesar de que la
poliada no es consecuencia de la simetria del sistema y por lo tanto no es un nimero cuantico
en el sentido estricto [46], considerada como integral de movimiento es una muy buena aproxi-
macion para el describir el Hamiltoniano vibracional.
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En el método propuesto por Kellman para determinar la poliada se consideran N modos
vibracionales. Los M operadores V,, se representan mediante los vectores resonantes Vn =
{ni,n9,...,nyN}y forman un subespacio lineal M-dimensional (M < N). La proposiciéon central
del método consiste identificar un subespacio de vectores (IN — M)-dimensional asociados a las
constantes de movimiento (poliadas) ortogonal al subespacio de los vectores resonantes. Esto se

representa graficamente en la figura 3.1.

Para ejemplificar este método se conside-
ra la molécula de agua. La base que se utiliza
para este sistema esta definida en el espacio P
de modos normales por los kets

Vs, Vi, Va) (3.4)

donde s y a designan los modos simétrico y
antisimétrico de tension, respectivamente, y

b al modo de flexién simétrico. Las resonan- )
cias relevantes para describir el espectro vi- v
1

bracional son la de Fermi y la de Darling-
Dennison. Los operadores asociados a estas
interacciones son v,

Figura 3.1: Representacion grafica del método de Kell-

Vs=dldsdp+H.c. ; V4=dldld,d,+H.c )
3= %5900 » 147 Bs8s0a%a man para obtener la poliada.

(3.5)
Los vectores representativos de estos opera-
dores de acuerdo con la accién sobre la base
(3.4) son

V3=(1,-2,0) ; V4=(2,0,-2) . (3.6)

De acuerdo al método de Kellman la poliada estara definida por un vector ortogonal a \73 y
V 4, cuya forma explicita es

P =(2,1,2). (3.7)

El operador definido por este vector es

A

P=2V,+Vp+2V, . (3.8)

En general, el Hamiltoniano vibracional de un sistema molecular no conserva la poliada, lo
cual se traduce en estados excitados cuyas componentes pertenecen a distintas poliadas. Si no
se desea perder la simplicidad que se obtiene al hacer la diagonalizacién del Hamiltoniano en
una aproximacién de conservacién de poliada, resulta apropiado aplicar la teoria de perturba-
ciones de Van Vleck, que como se mostrara, permite considerar en forma sistematica la mezcla
de poliada, cuyos detalles se pueden consultar en las referencias [24, 23].
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3.2. Transformaciones de contacto.

Consideremos un Hamiltoniano escrito en funciéon de un parametro perturbativo A de la
siguiente forma
H=Hy+AH; + A\’ Ho+ A*Hs + ... (3.9)

cuyas funciones propias @ satisfacen la ecuacién
HioY)y = EV |0V, (3.10)

Los kets |(D(J )> pueden escribirse como una combinacién lineal de los vectores propios del Ha-
miltoniano a orden cero, con lo que se tiene

1DV = Za(ij)|(/)i>, (3.11)

donde
H,

$i)=E;|di). (3.12)

La aplicacion de una transformacion unitaria
Uy =eS1; §,=41, (3.13)
que involucra un operador Hermitiano S1, genera el Hamiltoniano
A=0,A0] (3.14)

con el mismo espectro de energias que el Hamiltoniano (3.9) y cuyo desarrollo perturbativo en
funcion de A es

ﬂ:ﬁ0+ﬂﬂ'1+ﬂzﬁ2+13ﬁ3+..., (3.15)
donde ahora
Hy = H,, (3.16a)
H, = H;+ilS1,Ho), (3.16b)
. N X A 1 . A A
Hy, = H2+i[S1,H1]—5[31,[31,110]], (3.16¢)
Hs = H3+l[Sl,H2]—E[Sl,[sl,Hﬂ]—51[51,[51,[51,1‘10]]]- (3.16d)

Podriamos considerar una transformacién adicional sobre el Hamiltoniano (3.15) de la forma
A - 124 A A
Up=e'"S2; 8y =8, (3.17)
en cuyo caso obtendriamos el nuevo Hamiltoniano

H=U,HU], (3.18)



3.2. TRANSFORMACIONES DE CONTACTO. 63

cuyos términos en el desarrollo son

A

Hy, = H,, (3.19a)
Hy = H;+ilS1,Hol, (3.19b)
~ N ~ A 1 . A A

Hy = H2+i[S1,H1]—5[51,[81,H0]]+i[Sg,H0], (3.19¢)

N A A 1 . PN 1 ~ .~ . A
Hsy = H3+i[S1,H2]_E[Sl,[SI,Hl]]_gi[sla[sly[SLHO]]],
+ i[Sg,Hi1-[Ss,[S1,Holl. (3.19d)

Hasta ahora los operadores S y S, estan indeterminados. Si |m) y |n) son estados de una
misma poliada P(n), mientras que los kets |a), |B) y |y) representan estados que pertenecen a
poliadas distintas

P(a) #P(B) #P(y); P(s)#P(n)=P(m); s=a,p,y, (3.20)
y se demanda ) i
(m|H1|n) = (m|H1|n); (m|H1la) =0, (3.21)
entonces los elementos de matriz del operador S 1 deben satisfacer
(mIS1n) = 0; (mIS1|ay = —i @) (3.22)
E,-E,

Tomando en cuenta este resultado, los elementos de matriz de los diferentes términos del Ha-
miltoniano (3.15) toman la forma

(m|Holny = (m|Holn) =E,8mn, (3.23a)
(mlHiln) = (m|Hqln), (3.23b)
(m|Haln) = (m|Haln)
1 1 N A
+ 5;(Em—Ea+En—Ea)<m|H1|a><a|H1|n>’ (3.23¢)
- ~ 5 (m|Hila)(a|Hzln) (m|Hala)(alH:ln)
(m|Hs|n) = <m|H3|n>+;( % _E. ' E -L.

(m|H1|a){a|H1|8){BIH;In)

. 3.23d
Em-E)Ea—EpEs—Ey 029

2
- Zg{Em—En+3Eﬁ—3Ea}
B

Lo que se ha logrado con esta transformacion es que el Hamiltoniano sea diagonal en bloques
hasta (3.23Db), lo que implica que los términos que mezclan poliada en H; de (3.9) se toman en
cuenta a partir de la segunda contribucion perturbativa. Se podria pensar que (3.23) es diago-
nal hasta cualquier orden perturbativo, pero se debe recordar que hay términos que rompen la
poliada en cualquier contribucién de (3.9) y son estas interacciones las que impiden que se ten-
ga un Hamiltoniano diagonal en bloques cuando se toman en cuenta (3.23¢) o perturbaciones
de orden superior.
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En el caso de la segunda transformacion So queda determinada con las condiciones

= ~ ~ A~ 1 . N
(m|Hga|n) = <m|H2+i[Sl,H1]—5[81,[81,Ho]]ln>, (3.24a)
(m|Holay = 0, (3.24b)
las cuales se satisfacen con
(m|Saln) = 0, (3.25a)
A (m|Hs|a)
S e
(m|Sala) lEm_Ea
c__ 1 ( L, )< \H118)(BIH1l|a) (3.25b)
- - m . .
2(En-Eo)G\En-Ep E.-Eg ' '

Tomando en cuenta esto, los elementos de matriz de (3.18) toman la forma explicita

(miHolny = (ml|Holn) =En6mn, (3.26a)

(m|Hyln)y = (m|Hiln), (3.26b)
= A 1 1 N N

(m|Hsg|n) = <m|H2|n>+§;(Em—Ea +En_Ea)(m|H1|a)(a|H1|n>, (3.26¢)

(m|H1|a){a|Hz|n) .\ (m|Hzla){a|H1|n)
Em—Ea En_Ea
(m|Hqlay(a|H1|8)(BIH1ln)
(Em—E)Eq.—EpEp-E,)

(miHzln) = (m|Hsln)+Y

(3.26d)

2
= Tap 3{En-En+3Ep-3E)

Con esta transformacion adicional se ha logrado que el nuevo Hamiltoniano sea diagonal en
bloques al considerar unicamente la correccion lineal y cuadratica en A. Si se continta con
este procedimiento tomando en cuenta suficientes transformaciones de tal forma que todos los
términos del Hamiltoniano que no conservan poliada sean tomados en cuenta, se tendria el
Hamiltoniano diagonal en bloques

ﬁP,P AI:IP,P+1 ﬁP,P+2 Hp O 0
o Hpy1p Hpyipv1 Hpiipizo .o ot = 0 Hpyy 0 ... (3.27)
k| Hpyop Hpiops1 Hpiopio ... |7k | O 0 Hpiyg ... |- :
donde
Up,=U,U,_1---UU;7 . (3.28)

Las correcciones sucesivas de las energias se obtienen diagonalizando la representacion
matricial del Hamiltoniano transformado (3.27). Es necesario, sin embargo, establecer la forma
sistematica para determinar los coeficientes a(i] ) involucrados en el desarrollo (3.11) y obtener
asi las correcciones correspondientes a las funciones de onda del sistema molecular.
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Los kets |¥Y)y definidos mediante
HIWY) = B0 @0y, (3.29)
estan relacionados con los estados |®Y) mediante la transformacién
vV = UjoV). (3.30)

La diagonalizacién de (3.23) provee de los kets Py de los cuales se puede obtener |y a
través de _ . . .
@) = UHWY) = 75w, (3.31)

Si ahora se considera el desarrollo en serie de Taylor de la exponencial y se introduce el desa-
rrollo de los kets en funcién de las componentes de la base

0y = Y aPim) y ¥y = Y Y1), (3.32)
mVP neP(n)

se obtiene

<n|ﬁ1|a><alfl1|m>
(E,-E ) E.—E,)

; ; anlloc

2L Z by <n|H1|ﬁ><ﬁ|H1|“>
212 (En—Ep)Eg—Eq)

JrRs 5y (nlH1ly)(y|H1|B)(p\H:la)
3! (E,—ENE,-Ep)Es—Eg)

/12 1 Z b(])

+

a,B,y
1 (n|H1la){a|H1|8){BIH1Im)
- 3= ¥ pY 3.33
mzaﬁ (En_Ea)(Ea_Eﬁ)(Eﬁ_Em)+ ( )

Esta expresion permite obtener las correcciones a la funcién de onda en forma sistematica
al igual que se planteé previamente con las energias. Cuando se considera la transformacion
adicional (3.17), la expresion equivalente a (3.33) es

a9 = B AZb‘” (nlH|a) T ES b(1)<n|H1|“><“|H1|m>

m E,-E, 2!,,12;,6 "(En—E)Eqs—Ep)

2 (J)<n|H1|:6><ﬁ|H1|a> 9 (j)<n|H2|a>
+ A Zb Er—B)E,—E a)m ;ba EE.

_ A31 59 (nlHily)(y|H1lB){B|H1lx)
3155, (En—E By, Ep(Es—Eq)

_ sl Y b9 (n|Hila)(alH1|B){pIH1Im)
81,5 " (Ep—Eo)Eq-Ep)Es—En)

*m,a,B
b(1)<m|H1|“><a|H2|ﬁ>
(Em—El)Eq—Ep)

(3.34)

+)L3Z

m,a,B
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donde se observa que la contribucién cuadrética de A contiene los términos de Hy que mezclan
la poliada, enriqueciendo con esto el nadmero de términos que permiten corregir la funciéon de
onda.

Ya que se presentaron los fundamentos de esta teoria, procederemos a hechar mano de la
realizacién algebraica del Hamiltoniano molecular de un sistema anarmoénico y reformular el
método tradicional para estudiar la mezcla de poliada en estados vibracionales.

3.3. Desarrollo perturbativo del Hamiltoniano de un sis-
tema de osciladores de Morse interactuantes.

El Hamiltoniano mecanico cuantico que describe las excitaciones vibracionales escrito en
funcién de las coordenadas internas de desplazamiento ¢q; es [80, 81]

~ 1
H = §f>G(q)p+V(q) , (3.35)

donde no se han incluido los términos del potencial dependientes de la masa [82], q y p son
vectores columna que corresponden a las coordenadas de desplazamiento y sus momentos con-

jugados
Pr= —ihi, (3.36)
0qr
respectivamente. La matriz G(q) de Wilson establece las conexion entre las coordenadas inter-
nas y las coordenadas Cartesianas. Cuando los osciladores se modelan en términos de poten-
ciales de Morse es conveniente escribir los elementos de la matriz de Wilson y el potencial V(q)

como un desarrollo en funcién de la variable de Morse
yi=1-e b (3.37)

donde B; corresponde al parametro de alcance del potencial de Morse. El desarrollo del Ha-
miltoniano hasta cuarto orden asegura la inclusién de las interacciones mas importantes como
son la de Fermi y la de Darling-Dennison. Los osciladores de Morse en el Hamiltoniano se
identifican a través de los términos cuadraticos del potencial y la parte diagonal a orden cero
del desarrollo de la matriz G(q). E1 Hamiltoniano toma la forma general

H=Hy+Viu(y,p), (3.38)

donde la contribucién a orden cero corresponde a la suma de los osciladores de Morse indepen-
dientes
g _ N M
HQ—ZHi , (3.39)
l

y Vini(y,p) son los términos de interaccién. Las funciones propias estaran dadas como una
combinacion lineal de la base ‘
Yy(z) = H‘P{,i(zi), (3.40)

12
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donde ‘I’{;i(zi) es funcién propia del Hamiltoniano de Morse H f” . La variable natural de las
funciones de Morse es z; = ke P9 que est4 asociado con la variable (3.37) mediante la relacién
yi =1-2z;/x.

La representacion algebraica del Hamiltoniano se obtiene substituyendo la realizacion del
momento

i A 1 abrt A oa
ﬁi:5,/_2nwu{fvbj—bifv+ﬁ(gvbjbj—bibigv)+0(1/1<)}, (3.41)
y la coordenada de Morse [104]
Vi LBt bif (£ 4 g,bT6T +Bibig,) + O 3.42
E— m fo ;T Lfv+ﬁ(fv +8v0,0, +0; Lgv)+ (/%) . (3.42)

Sera necesario, sin embargo, establecer un criterio poder expresar el Hamiltoniano en funcién
de un parametro perturbativo, y asi poder introducir de forma natural el método de transfor-
maciones de contacto.

La descripcion de la zona baja del espectro de energias se puede efectuar despreciando
los términos de orden 1/y/x en los desarrollos (3.41) y (3.42), y considerando el limite de las
funciones diagonales

lim f,=1; lim g,=-1, (3.43)
K—00 K—00
obteniendo
i NP
pi = 5V2hop [bj —bi] , (3.44a)

l

% ~ ,/%[5&34. (3.44D)

Se observa la similitud de estas expresiones con la realizacion algebraica de la coordenada y
momento del oscilador arménico

lim p; = —/2hop|dl-d:, (3.45a)
2 15

K—00

i ] ot A
,}H&f q; = _Zwu [ai +al] , (3.45b)

donde d:(d ;) son los operadores bosénicos de este oscilador.
Para establecer el desarrollo perturbativo primero reescribimos (3.38) como

H =Ho+AHn(y,p), (3.46)
es decir, todos los términos de interaccion se consideran una perturbaciéon. Ahora es necesario

reescribir (3.46) en la forma

int’

H=Hy+Y A"A" (3.47)
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donde el superindice n en A especifica el orden de importancia que se le asignara a cada con-
junto de interacciones H ifl)t en H int(¥,P)-

En el espacio de configuracién, para escribir el Hamiltoniano vibracional como (3.47) es
necesario establecer criterios empiricos para definir el orden de importancia de los distintos
términos. Por ejemplo, para describir la mezcla de poliada en el amoniaco y el agua utilizando
modos locales Hallonen et al asocian los términos cuadraticos y cubicos del Hamiltoniano a
H Sl)t mientras que los de acuarto orden a H gi)t [62, 61]. En el modelo HCAO las coordenadas y
los momentos se aproximan mediante (3.45), pero es posible tener una mejor descripcién con

(3.44), o aun mejor, considerando los desarrollos (3.41) y (3.42) [13, 14].

Nuestra propuesta para identificar los diferentes términos que deben estar contenidos en
H EZ )t tomando ventaja de la realizacién algebraica de la coordenada (3.42) y el momento (3.41)
consiste en establecer un criterio de importancia de los operadores involucrados en funcién del

parametro perturbativo A y hacer la sustitucién en (3.46).

Es claro que no todos los términos de los desarrollos (3.41) y (3.42) tienen la misma im-
portancia, como se puede observar por la dependencia del factor 1/y/x. La primera propuesta
puede ser el considerar un orden perturbativo en los desarrollos de y; y p; que sea consistente
con el factor 1/y/x. En este caso se tiene

pi =~ %\/Zhwy{/lo(fvbj—bivaﬁ(gvblTbZ—bibigv)}, (3.48a)
Vi o P[0 stas A (fd g, b16T 160 3.48b
F ~ m (fub; + ifz)*‘ﬁ(fu +8v0,0,+0; igv) . (3.48b)

Este desarrollo perturbativo tiene la ventaja que en el limite armoénico, k — oo, se reproduce
el orden perturbativo propuesto tradicionalmente en la base arménica. Sin embargo, esta pro-
puesta implica que los efectos del rompimiento de poliada estan en la region de energias donde
las contribuciones de orden 1/y/x representan sélo una correccién del espectro. Esto es cierto
en la region de bajas energias pero no en la region alta del espectro, donde la funcién diagonal
flji se vuelve importante [14]. En este dltimo caso los elementos de matriz de los operadores
del desarrollo algebraico de la coordenada y el momento se pueden considerar en las diferentes
contribuciones perturbativas de acuerdo a la siguiente asignacion

A = FEVE, (3.49a)
M= (£.61+b:1), (3.49b)
22— (g,blP+b2g,)Vx. (3.49¢)

El desarrollo perturbativo (3.49) permite asignar un orden de importancia a cada uno de los
términos que mezclan estados de distinta poliada, eliminando con ello el calculo de elementos
de matriz que sean despreciables para la descripcion del sistema molecular.

Para el potencial de P6shl Teller (PT), que ha sido utilizado para describir los modos de vi-
bracion fuera del plano [15, 16], se pude hacer un andlisis similar. Los desarrollos equivalentes
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Pi \/ 2hpw i

L;i lzuw [fu)bT f(3)( ) K_12fl§5) (Ej) +O( 1 )+H 5 ] 3.500)

donde u; = tanh(aq) es la variable natural de este potencial. La forma explicita de los operado-
res diagonales g(‘) v fo @) 6s mucho més complicada y se puden consultar en la referencia [106].
Las moléculas de formaldehido y trifloruro de boro son ejemplos de sistemas moleculares que
han sido estudiados en un esquema algebraico utilizando potenciales de Morse y Poshl Teller
[15, 16]. El formaldehido presenta una anarmonicidad negativa en el modo vibracional fuera
del plano con un parametro x ~ 335. Esto significa que una aproximacion equivalente a (3.44)
puede ser adecuada como primera aproximacion, pero para mejorar la descripcién se pueden
utilizar las expresiones (3.50). El espectro del trifloruro de boro fue ajustado con un valor de
k = 335. En este caso se observa una mayor anarmonicidad asociada a este modo de vibracion,
alentando atn mas el uso de (3.50) para analizar la zona alta del espectro. En el potencial de
PT no aparece la contribucién diagonal en el desarrollo de la coordenada, con lo cual se propone
que (3.50) se puedan reescribir como

a (3.42) y (3.41) para el potencial de PT es [106]
1 3 1 5
gb! + g (bT) &P (61) +0 (3.50a)

1
F) —H.c. ,

. A? 53 A3 5 1
b 2\/2huw[7tg<1’bf Kg?(bj) + 2g<U5>(bT) +o( ) Hc] (3.51a)

K
2
Ui Wit @ (213 . A 5 (1) 1
« 2 [’lf bi+—1 (bi) +3h (bi) —|+Hee. (3.51b)

3.4. Aplicacion

Para evaluar el desarrollo perturbativo propuesto para la coordenada y el momento a con-
tinuacion se analiza un sistema de dos osciladores de Morse interactuantes. Los casos analo-
gos considerando osciladores armoénicos y osciladores anarmoénicos acoplados arménicamente
(HCAO) han sido previamente analizados [56, 57]. A diferencia del caso arménico reportado
por Sibert et al donde se estudia s6lo un subconjunto de estados, en este trabajo se analizara
todo el espectro vibracional.

Consideraremos los grados de libertad vi-
bracionales de tensién de una molécula tria-

tomica con un atomo central de masa M y m M m
los atomos de los extremos con masa m co- Q M Q
mo muestra la figura 3.2. Los elementos de la 1 W/ 1

matriz G de Wilson del Hamiltoniano (3.35)
son g, = % y & = cos8/M, donde se ha in-
troducido la definicién de masa reducida u =

A%”r; y 0 es el angulo entre los dos enlaces de

Figura 3.2: Coordenadas utilizadas para describir una
molécula triatémica del tipo XYo
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la molécula.

Las coordenadas internas que se utilizan para describir los osciladores de tension son
qlerlzrl—re, qzzArgzrg—re. (3.52)
Desarrollando el potencial V(y) hasta orden cuadratico en funcién de la variable de Morse el
Hamiltoniano del sistema se puede escribir como
A2
i

P)
N D
H = E —

121

(I +y3)+ % y1ye. (3.53)

1 frr
+8&rrp1P2t iﬁ
Una de las ventajas de utilizar esta variable para el desarrollo es la posibilidad de identificar el
Hamiltoniano Morse para cada uno de los ociladores independientes ademas de que se asegura
la convergencia del desarrollo para grandes oscilaciones. La identificacién del Hamiltoniano a
orden cero permite escribir el Hamiltononiano (3.53) de la forma

A 2 Frp
A=) g +grr'p1pz+—/;; y1y2, (3.54)
i=1

donde Hf"[ corresponde al Hamiltoniano del i-ésimo oscilador de Morse. Para introducir las
unidades de energia fiw se expresa el parametro de Morse 8 como

w2
p= \/hwﬁ \/; (3.55)

lo cual permite reescribir el Hamiltoniano de la siguiente forma

H 2 HY 2u 1
o = Z h;) T Mx [hzﬁzplm +Frry1y2, (3.56)
i=1
donde P
F,.= —ﬁzr’;w. (3.57)

En unidades de 7w la energia de Morse tiene la forma simple
1 2
E,=|(v+1/2)- -(v+1/2)7]. (3.58)
K

La ecuacion de Schrodinger asociada al Hamiltoniano (3.54) puede resolverse en forma exacta
ya sea utilizando métodos variacionales [107] o el método de representacion de variable discre-
ta (DVR) [108]. Ambos métodos han demostrado gran precision en el estudio de moléculas con
pocos atomos. Por ejemplo, Ian et al realizan una comparacién detallada entre el método va-
riacional Jacobi-Wilson y el método de transformaciones de contacto [109]. En este trabajo, sin
embargo, no se pretende reproducir las soluciones exactas de (3.54), sino evaluar la propuesta
(3.49). Para este fin es suficiente considerar como solucion exacta (sin considerar los efectos del
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continuo [3, 110]) la diagonalizacién de la representacién matricial del Hamiltoniano (3.56) en
la base

‘Pil,vz(zmz) = %1(21)1#{}2(22), (3.59)

con numero de cuantos vi,ve =0,1,...7—1. La soluciéon da lugar al espectro de estados ligados
con funciones propias de la forma

J-1 . .
VD)= 3 Criunlvidlw,), (3.60)

v1v9=0

donde el indice v enumera los estados con simetria I'. Por ejemplo, para una molécula tria-
tomica como el agua, las simetrias de los modos de tensién son I' = A (simétrico) y I' = B
(antisimétrico). Para el caso de los dos osciladores interactuantes la poliada P corresponde al
numero de cuantos

P =01 +02. (3.61)
El Hamiltoniano (3.56) no conserva la poliada ya que como se puede observar, las funciones
propias (3.60) no cuentan con una etiqueta asociada a P. Para tomar en cuenta la mezcla de
poliada primero se establecera un desarrollo equivalente a (3.47). En este caso se tiene

H=Ho+AH;(y,p), (3.62)
con .
.2 Al
Hy= d 3.63
0 Zl ™ (3.63)
g 2 1
; p
Hgi)t(y,p)Z—m h2—ﬁ2p1p2 +Fy1y2 . (3.64)

Con el propésito de evaluar los efectos de anarmonicidad se consideran dos osciladores con
J =10. La base de los estados ligados para cada uno de los osciladores es {Iw,’,izlo), v; =0,1,...,9}
con i = 1,2. Los valores numéricos de masa en (3.56) que se utilizan son M =16 y m = 1 para
asegurar un comportamiento local. El potencial de interaccién se modela utilizando un valor
de F,,» = —0.3 que coincide en magnitud con la constante de fuerza de la molécula de agua en
unidades de fiw. La diagonalizacion de los elementos de matriz (3.56) en la base (3.59) provee
de vectores propios con las etiquetas |vI’) como se muestra en (3.60). Debido a que los términos
de interaccién en el Hamiltoniano son de orden menor a Hy, es posible asignar una poliada
a cada estado propio del sistema. La desviacion estandar de las energias por poliada, op, se

calcula como
(Bl —EL)?
op= \/Zl exp n , (3.65)
np

donde Eéxp corresponde a las energias obtenidas al diagonalizar el Hamiltoniano exacto, Eﬁl
hace referencia a los eigenvalores que se obtienen en alguna aproximacion y np representa el
numero de estados en la poliada P. Para justificar los desarrollos obtenidos con la propuesta
(3.49), en la figura 3.3 se muestra la desviacion de las energias por poliada op de tres Hamil-

tonianos. El primero, que presenta las valores més altos de desviacion en todo el intervalo de
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Figura 3.3: Desviacién estandar acumulada op,, obtenida al comparar los valores propios de la representacién
algebraica del Hamiltoniano (3.56) con la aproximacién cuadratica de (3.41) y (3.42) y las energias obtenidas
con a) el Hamiltoniano mas simple (3.70a) (simbolo e), b) el Hamiltoniano (3.66) (M) y c) el Hamiltoniano (3.67)
(simbolo A).

poliadas corresponde al Hamiltoniano de orden cero (3.70a). El segundo caso que se analiza
(M) corresponde a las desviaciones obtenidas con los valores propios del Hamiltoniano

PN A a
H=Ho+ 2515, (3.66)

mientras que el tercer conjunto de valores (A) corresponde a la comparacion de las energias
exactas con las obtenidas del Hamiltoniano

H=Ho+laiifo,b1bafo,}+H.c (3.67)

Se observa que mientras (3.66) es relevante para describir la segunda mitad del espectro, el
Hamiltoniano (3.67) es importante para abatir los valores de desviacién estandar en la zona de
bajas energias. Esto demuestra que un desarrollo del tipo

N %,/zhwu{ao(fvbj—bifv)+ﬁ(gvbjbj—bibig,,)}, (3.68a)

3
2

(3.68b)
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toma en cuenta una correccién consistente en todo el intervalo de energias que se estudie.
Con esto, la representacion algebraica del Hamiltoniano (3.62) se obtiene substituyendo los
desarrollos (3.68), lo cual conduce a la expresién

ﬁ=ﬁ0+ﬂﬁ1+ﬂzﬁ2+13ﬁ3, (3.69)
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con las siguientes contribuciones

Hy = ;5 bibi+bib} +o—|. (3.70a)
H = —fvlfv2+al{fulblbzfuZ}+a3{fulfU2bTbT

+ { o bl + £ Fo,bl} + Hec, (3.70b)
H, = f{fvlb*bzgmfvzb*blgvl f{fvlgvzb*égz+fvzgv16§6§2}

+ —{ngvlez +fd g6 +H.c., (3.70¢)
Hy = “Hgo,b7038.,) + 81,80, + Hee. (3.70d)

donde los parametros espectroscépicos estan dados por

F..
a; = T‘ﬁ (3.71a)
F..
ay = —|—, (8.71b)
K
Frr’ 1%
= +——. 71
a3  tou (3.71c)

A excepciéon de las contribuciones del Hamiltoniano a orden cero, todos los demas términos
rompen la poliada. La contribucién de H; contiene las interacciones mds importantes que con-
servan la poliada ademas de las que conectan estados de poliadas contiguas. La contribucién
de segundo orden Hs también contiene interacciones que mezclan poliadas contiguas pero con
un orden mayor en el factor 1/\/k.

Es interesante obtener el limite armonico del Hamiltoniano (3.69)

lim H = #y+ AA, (3.72)
K—00
donde ahora
2
X 1
Hy = Y= (alas+aia]), (3.73)
i=12
Hy = di{dlaz+aldn+aylalal +didal, (3.74)
y
1(frr’ /J)
a = === -/, (3.75a)
Vo2l M
1 '
o = —(fr—wﬁ). (3.75b)
frr

Se observa que se recupera el desarrollo usual que se obtiene al hacer el estudio un una base
armoénica [56]. Ademas es evidente la pérdida de riqueza en las interacciones que conectan
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poliadas; mientras que el Hamiltoniano (3.69) contiene interacciones que mezclan estados de
poliadas adyacentes en Hj, el limite arménico contiene tinicamente términos resonantes que
relacionan estados de la poliada P con los de poliada P +2 y P +4. Como se demostrara esto
repercute notablemente en la descripcion de las energias y la funciones de onda del sistema
que se estudia.
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Figura 3.4: Desviacién estandar por poliada op obtenidas en la comparacién de las energias resultantes de
la diagonalizacion del Hamiltoniano exacto (3.56) con los valores propios de la aproximacién algebraica (3.69)
(simbolo M) y con el Hamiltoniano obtenido con la aproximacion lineal (3.45) (e). La energia esta dada en unidades
de 7iw con x = 21.La constante de fuerza utilizada es F,.,» = —0.3.

En la figura 3.4 se reproduce la desviacion por poliada obtenida cuando los valores propios
del Hamiltoniano algebraico (3.69) se comparan con los resultados exactos asociados al Hamil-
toniano (3.56) [104]. En la misma figura se incluye la desviacion estandar calculada utilizando
la aproximacion lineal (3.44) que es la que se utiliza con frecuencia para describir las excita-
ciones vibracionales en moléculas. Es notable la desviacion moderada en todo el intervalo de
poliadas cuando se utiliza el Hamiltoniano (3.69) incluyendo todos los estados ligados, lo cual
esta en contraste con los valores que se obtienen al considerar la aproximacion lineal, en donde
sélo a energias bajas la descripcion es razonable.

Para realizar un analisis completo y evaluar las funciones de onda obtenidas con la apro-
ximacion (3.70), en principio se puede hacer la comparacién directa de las componentes de
cada uno de los estados propios. Resulta mas eficiente utilizar la densidad de probabilidad del
conjunto de estados asociados a una poliada ap definida mediante [104]

Z P) |ai.(P)|2
ap=y I (3.76)
i(P) np

donde las sumas involucradas consideran unicamente funciones de la poliada P. El parametro
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ap es un indicador de la mezcla de poliada que existe en los estados de una poliada dada y
consecuentemente de la calidad de las funciones de onda cuando se comparan las distintas
aproximaciones.
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Figura 3.5: Parametro ap obtenido en la diagonalizacién del Hamiltoniano exacto (3.56) ( simbolo ) y el Hamil-
toniano algebraico (3.69)( simbolo M). También se muestra cualquier aproximacién que conserva poliada (A). en
donde se obtiene que ap = 1.

En la figura 3.5 se representa ap para las funciones de onda exactas y las funciones pro-
pias del Hamiltoniano (3.69). Debido al comportamiento analogo entre ambos conjuntos de
funciones, se utilizara el Hamiltoniano algebraico (3.69) como referencia para estudiar el efec-
to de la mezcla de poliada. Ademas se espera que esta similitud sea mas notable a medida que
x aumente ya que los términos con factor 1/x se vuelven menos importantes en el desarrollo
algebraico de la coordenada y el momento. A partir de este punto al hacer referencia a las ener-
gias o funciones exactas consideraremos los autovalores y funciones propias del Hamiltoniano
(3.69).

Para analizar el desarollo perturbativo del Hamiltoniano algebraico (3.69) se introduce la
desviacién acomulada por poliada op, definida mediante

Py,
op,= ). 0p, (3.77)
P=0

donde P,, es la maxima poliada que se considera en el calculo de la desviacion estandar. Con
esta definicién cuando P, es el valor maximo permitido, op,, es la desviaciéon estandar total.

En la figura 3.6 se grafican la desviacion acomulada para tres aproximaciones; la primera
corresponde al Hamiltoniano a orden cero (). La descripcion del sistema mejora notablemente
cuando se incluyen los elementos de matriz del Hamiltoniano transformado H hasta el primer
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Figura 3.6: Desviacién acumulada por poliada op, de la comparacién del Hamiltoniano algebraico (3.69) y los
valores propios de las aproximaciones: a) el Hamiltoniano a orden cero 3.70a) (), b) la primera correccién en A
(simbolo M) y d) la correccién cuadratica (simbolo A).

orden en A (W) (3.23b) con (3.70b). Al anadir los términos cuadraticos en A del Hamiltoniano
transformado mediante los elementos de matriz (3.23c) (A) se observa una disminucién en los
valores de desviaciéon acomulada consistente con un orden de magnitud diferente del desarro-
llo perturbativo de (3.70), pero que puede considerarse irrelevante. Esto demuestra que los
valores propios de (3.56) se pueden describir en forma adecuada condiderando el Hamiltoniano
transformado hasta primer orden mediante (3.23b).
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Figura 3.7: Analisis de la funcién de onda. Mezcla de poliada ap correspondiente a las correcciones hasta a)
primer orden en A (simbolo M), b) correcién cuadratica de (3.34) (simbolo A), y c¢) el Hamiltoniano exacto (e).
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En la figura 3.7 se muestran las correcciones de la funcién de onda. Debido a que la diago-
nalizacion de la matriz del Hamiltoniano (3.23) se lleva a cabo en bloques de distinta poliada
se tiene que ap = 1 para los kets |W/). Las correcciones a la funcién de onda a través de (3.33)
hasta A se representan con el simbolo (). Si se intenta corregir la funcién de onda agregando
la segunda contribucion de A en (3.33) no se observa una mejora notable, por lo que es necesario
recurrir a una transformacién adicional para obtener una mejor descripcién de la funcion de
onda. Asi pues, es al agregar los elementos de matriz de A2 (A) utilizando (3.34) que se observa
una mejora considerable en las correcciones a la funciéon de onda. En el mismo grafico se inclu-
yen los resultados obtenidos con las funciones de onda del Hamiltoniano algebraico (3.70) (e).
Se observa una excelente descripcion al considerar la correccion de segundo orden de la funcién
de onda. Es importante recalcar que en este caso particular (dos osciladores anarménicos), al
utilizar una segunda transformacion, no se modifica el analisis del conjunto de valores propios
ya que el primer efecto de la transformacién adicional se observa en los términos de 14 porque
el Hamiltoniano del sistema no tiene términos que conservan la poliada en Ho.
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Figura 3.8: Desviacion estandar acumulada por poliada op,, resultantes de la comparacién del espectro de auto-
valores del Hamiltoniano (3.69) y las energias obtenidas de a) la contribucion simple (3.70a) (»), b) el Hamiltoniano
hasta primer orden (simbolo W), ¢) el Hamiltoniano hasta segundo orden (simbolo A), d) la primera (<») y segunda
(V) correccion perturbativa del modelo HCAO . En este caso se utiliza x = 41.

En la figura 3.8 se presenta la desviacion acomulada por poliada para el caso con k =41. En
este caso, s6lo se pudo asignar la poliada a la mitad de los estados del sistema. Se muestran
los mismos casos que en la figura 3.6. Se observan resultados similares a los observados pre-
viamente lo que demuestra que el desarrollo (3.68) es congruente para diferentes valores de «.
Para comparar esta propuesta con el modelo HCAO, en la misma figura se incluye la desviacién
estandar acumulada para los valores propios del Hamiltoniano

A =Ho+ Mar{dlds+alar} +aslalal +didah), (3.78)

donde Hj corresponde a los dos osciladores de Morse independientes, mientras que los térmi-
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nos de interaccién se calculan utilizando la base armoénica. Como era de esperarse a medida
que aumenta la poliada los valores de desviacion se incrementan.
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Figura 3.9: Mezcla de poliada ap de las funciones propias considerando correcciones hasta a) primer orden en A
(simbolo M b) segundo orden en A (e) y c¢) el Hamiltoniano algebraico (A).

Las correcciones a la funcion de onda del sistema con x¥ =41 se muestran en la figura 3.9. El
simbolo M representa la primera correccion en A, los efectos del término cuadratico () mejoran
considerablemente la descripcion de los estados propios. En el mismo grafico se incluye los va-
lores de ap para el Hamiltoniano algebraico (3.70) con el nuevo valor de x (A). Aparentemente
la descripcién con la aproximacién (e) no es adecuada pero con la escala que se esta trabajando
se puede concluir que en este caso también se pude describir satisfactoriamente la funcion de
onda para xk =41.

Con el estudio de estos sistemas simples se ha demostrado la eficacia de los métodos alge-
braicos para tomar en cuenta la mezcla de poliada en sistemas anarmoénicos al describir las
funciones propias y el conjunto de autovalores. En este caso se utilizaron osciladores de Morse,
pero esta aproximacion es general. Aunque como se hara notar en las perspectivas del pro-
yecto, esta metodologia pretende dar los fundamentos para analizar sistemas reales donde es
indispensable estudiar el rompimiento de poliada.
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Haciendo uso de una perspectiva novedosa de las modelos algebraicos [48, 49], se ha pro-
puesto una conexion entre la aproximacion algebraica U(3) para moléculas lineales y la co-
rrespondiente descripcién en el espacio de configuracion. La esencia de esta propuesta es la
identificaciéon de un conjunto de operadores anarmoénicos que satisfacen las relaciones de con-
mutacion del grupo SU(2), con cada una de las coordenadas Cartesianas definidas. La rea-
lizacién algebraica de las coordenadas y momentos permite tomar como punto de partida la
representacion del Hamiltoniano en el espacio de configuracion para generar la respectiva re-
presentacion algebraica. Una ventaja inducida por este procedimiento es que permite hacer
una identificaciéon biunivoca entre las interacciones en el contexto algebraico y la formulacién
tradicional en términos de coordenadas internas. Ademas, una vez que se optimizan los pa-
rametros espectroscopicos, se pueden obtener las derivadas de la superficie de potencial en
la aproximacion de Born-Oppenheimer. Esta propuesta toma como ventaja la simplicidad del
método algebraico U(3) sin perder la conexion con el espacio de configuracion.

Una aplicacion que se analizé6 en este proyecto es el anhidrido carbdnico. Se utilizé el grupo
U1(2) xU(3) x Us(2) como el grupo dinamico del gas carbénico, donde las algebras u;(2) y u(3)
estan asociadas con los grados de libertad de tensiéon y el modo de flexién degenerado, respec-
tivamente. Es importante mencionar que esta descripcion se tiene que utilizar un conjunto de
coordenadas locales simetrizadas debido al comportamiento arménico que presentan las ten-
siones en el diéxido de carbono. Al escribir el Hamiltoniano en términos de las coordenadas
normales se introdujé la representacion algebraica a través de la realizacion de las coorde-
nadas y momentos en funcién de los operadores bosénicos. La ultima etapa consistié en un
procedimiento de anarmonizacion para introducir los operadores de creacion y aniquilacion de
la funciones de Morse y los operadores b del algebra u(3). Este paso tiene la tarea de preser-
var las ventajas de los metodos algebraicos tradicionales e introduce los efectos anarmonicos
observados en sistemas reales.

Los resultados de los ajustes muestran una mejora del 50% al utilizar la realizaciéon en
términos de los generadores del grupo unitario comparado con el limite arménico del Hamil-
toniano empleado. Las constantes de fuerza obtenidas son comparables a las cobtenidas en
estudios previos del anhidrido carbonico. Como prueba adicional del modelo se comprobé la
invarianza isotépica de la superficie de potencial analizando el isotopémero >COs. Las discre-
pancias observadas son razonables considerando la aproximacién empleada en la propuesta.

Las constantes de fuerza de la especie 2COs se compararon con las reportadas por Chedin
[87, 88] empleando una metodologia diferente. Los resultados muestran un comportamiento
analogo en ambos casos como se observa en la tabla 2.4. Ademas, con el ajuste de 101 energias
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experimentales, adicionalmente se predijeron 22 energias de P =10 y P = 11 con discrepancias
menores a lem ™!, en la mayoria de los casos.

Al analizar el espectro Raman, objetivo planteado inicialmente para validar las funciones
de onda del diéxido de carbono, nos percatamos de que una prediccién razonable sélo era po-
sible utilizando un valor negativo del parametro espectroscépico asociado a la interaccion de
Fermi. Sorpresivamente, esto no indujo una modificacion de la desviacion estandar previamen-
te calculada. Sin embargo, con las funciones de onda obtenidas con esta suposicién se obtuvo
una prediccion del espectro Raman comparable al espectro experimental, en el intervalo de
energias estudiado. Ademas, este nuevo valor numérico del parametro arrojé una constante de
fuerza de tercer orden similar a la reportada en la literatura. Esta observacion hace referencia
a la necesidad que existe de evaluar las funciones de onda extraidas de los modelos algebrai-
cos mediante el calculo de probabilidades de transicion y no tinicamente modelar el espectro
energético.

En la primera seccion también se presenté un modelo para establecer la representacion
algebraica del Hamiltoniano de una molécula triatémica no lineal en el espacio U(3). Para
lograrlo se parti6 del analisis de los grados de libertad de flexién del sistema triatémico en el
espacio de configuracion utilizando las coordenadas empleadas en la molécula lineal ya que es
la forma natural de introducir el modelo U(3). El potencial seleccionado fue de orden cuartico
con una barrera finita en el origen, e invariante ante rotaciones.

El tratamiento se generalizé a moléculas no rigidas, esto implicé la identificacién de los coe-
ficientes del desarrollo de la energia cinética como parametros relacionados con términos del
desarrollo de Taylor de tensor p,,, su determinante p, asi como ... El Hamiltoniano propues-
to se escribi6 como una serie, con parametros optimizables mediante un ajuste a las energias
vibracionales experimentales. E1 modelo fenomenolégico propuesto se puede entender como
una representacion del Hamiltoniano en el espacio de configuraciéon. A diferencia del méto-
do tradicional basado en grupos unitarios, esta propuesta establece en forma sistematica el
Hamiltoniano efectivo del sistema.

Esta aproximacion implica el uso de una base finita para diagonalizar el Hamiltoniano al
introducir el bosén o, ademas de contar con un grupo continuo compacto como grupo dinamico.
La identificacion del algebra dinamica u(3) simplifica considerablemente la descripcion del
sistema triatomico ya que es posible asociar la coordenadas y momentos con los generadores
de los grupos ortogonales O(3) y O(3), respectivamente. Esta conexién facilita la identificacién
de los diferentes términos en el desarrollo del Hamiltoniano.

La accion de los operadores anarmonicos definidos sobre la base asociada al subgrupo U(2)
introduce efectos anarmonicos que se pueden interpretar como una deformacion del potencial,
a la vista del calculo de constantes de fuerza. La tultima conclusion de esta parte del proyecto
es que la propuesta que hacemos, a diferencia de la descripcién tradicional en coordenadas
y momentos desarrollada por autores como Bunker, plantea una simplificacién evidente al
emplear el espacio algebraico U(3) para describir la flexion de moléculas triatémicas no rigidas.

En el Capitulo 3 se ha propuesto un método general y sistematico para tomar en cuenta
el rompimiento de poliadas en sistemas donde se emplean osciladores de Morse para describir
los grados de libertad vibracionales de un sistema molecular. La propuesta se basa en los
desarrollos (3.68), apropiados para generar el Hamiltoniano como un desarrollo perturbativo
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de la forma (3.69), a través de la teoria de perturbaciones de Van Vleck.

Para evaluar el modelo se estudi6 a detalle el espectro de energias y las funciones propias
de un sistema simple de dos osciladores de Morse interactuantes. Las energias se describen de
forma satisfactoria empleando el primér término correctivo (que en este sistema particular co-
rresponde al término de Hamiltoniano transformado de orden 1) que toma en cuenta la mezcla
de poliadas (3.23). Para obtener un conjunto de funciones de onda comparables a las obteni-
das con la solucion algebraica exacta analizada, se recurrié a una transformacién adicional. El
efecto de esta transformacion en el conjunto de energias no fue tan apreciable como en el caso
de las funciones de onda, evaluado con la densidad de probabilidad asociado a cada poliada

Cuando se considera un sistemas de osciladores anarmoénicos acoplados arménicamente
(HCAO) se pierde la riqueza de la interacciénes que incluyen el efecto de mezcla de estados de
distinta poliada. En la aproximaciéon que proponemos utilizamos la representacion algebrai-
ca del Hamiltoniano para generar un desarrollo perturbativo para tomar en cuenta la mezcla
de poliada en forma efectiva y sistematica. De esta forma es posible identificar facilmente los
términos mas importantes que tienen el efecto analizado y no se tiene que recurrir a méto-
dos empiricos como suele hacerse para identificar este orden de importancia. Las mejoras que
emergen de la propuesta se traduce en menores tiempos de calculo en sistemas complejos. La
metodologia que se propone es general y se puede aplicar en cualquier sistema molecular que
se modele en términos de potenciales de Morse y/o Poschl-Teller.
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Apéndice A
Matriz G en moléculas triatomicas

Este apéndice esta enfocado al calculo de los elementos de la matriz de Wilson en términos
del conjunto de coordenadas locales q = {q1,92,q4,qs}. Los elementos de matriz g,,q4 P estan
definidos por

PR U axi( axi(

1 (0gq)(0
gqaqf;Z—(i)(ﬂ); (=x52 . (A.1)

Empleando la regla de la cadena

99a) _ a‘l_a)(ﬁ)
(axic)_;(atj 0x;¢ ’ (A.2)

obtenemos la relacién entre la matriz de Wilson escrita en los diferentes conjuntos de coorde-

nadas 5
Oqa)( Qﬁ)
= — = o A3
8qaqp j%;'(atj oty 8tjty, ( )

Esto quiere decir que podemos obtener los elementos de la matriz de Wilson en las coordenadas
q =1{q1,92,94,9s} representados como g¢ 4, €n términos de los elementos de matriz analogos
escritos en funcién de las coordenadas t = {g1,q92,96,q9,}, y que se identifican como 8tity- Las
relaciones entre los conjuntos de coordenadas q y t son

Qa = Tesinfcosy, (A.4a)

qp = Tresinfsiny, (A.4b)
1

sinf = —\/qa+dj, (A.4c)

e

1
cosf = —r—\/rg—qg—qg, (A.4d)

e

donde el angulo 0 esta descrito por los dos enlaces en la molécula, que tiene un valor de 6 = 180°
en la configuracioén lineal y el &ngulo y esta determinado por el plano molecular y el plano XZ
en el sistema de ejes de laboratorio. El eje Z en el sistema de laboratorio se selecciona de
tal manera que coincida con el eje z de sistema fijo en la molécula. Ademas, los elementos
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de matriz de matriz g;;;; de una molécula no lineal del tipo XYy reportados por Carter et al.
[107, 112]

1 1
8q191 = 8q2q2 = m—X + m_Y’ (A.5a)
1 1 1 1 1 1 2 0
8aoay = r?{—(—2+—2)+—(—2+—2— — )} (A.5b)
my \r{ Ty mx \r; o rirg
cosf
= , A5
8q1qo mx ( c)
sind
8qiq9 = “Te S (A.5d)
2
re 1 1 1 1 1 1 2
= = St5|t— |3t t , A.5e
Bayay 82z 4cos2(0/2) { my (r% r%) mx r% r% rire ( )
8qigy, = 8qoqy = 0. (A.51)

Con estos elementos y empleando la relaciéon de coordenadas (A.4), de (A.3) obtenemos los
elementos de matriz g4,4, siguientes

1 1
= =—+t—, (A.6a)
8q1q1 8q2q2 mx = my
cos 1 2 2 2
gCI1CI2 = mx :_remX \/ re_qa_qba (A6b)
Te ; 1 4a 2__2_ 2
gqiqa = — cosfcos ysinf = — re—qa—qs, (A.6¢)
mxro remxro
r 1
Sagy = ————cosBsinysing=———/r2_q2 g2, (A.6d)
mxro remxrg
re+\/r§—q§—ql2){A12+ 1 (A s 2 )}
= r
84qaqq e B my | mx 12 y—
[2 o 9
r2 qg e+ e =qq— {4y {A12+ 1 (A N 2 )}
- 12
‘qa+q) 2re my mx rirs
2 92 9
- S e~ 9.9 —+— A2+ (A.6e)
g{ ¢ ¢ b} my mx rerira
con la definicién 1 .
Alg— 2+—2
ry e

El elemento de matriz g4,4, Se obtiene de g4, 4, Por medio de la sustitucién g, — q» ¥y 95 — qa
en (A.6e).

La validez del procedimiento propuesto esta determinada por la calidad de las predicciéones
de la especie isotopica que se analiza y la comparacion con los valores de las constantes de
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fuerza reportados en la literatura, esta tltima afirmacion debido a la dependencia que existe de
los parametros espectroscopicos del Apéndice C con las derivadas del potencial y los elementos
de la matriz de Wilson.
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Apéndice B

Localidad y normalidad en vibraciones
moleculares

En este Apéndice se muestra la importancia de seleccionar un conjunto de coordenadas
adecuados para describir sistemas que presentan un comportamiento arménico similar al ob-
servado en los modos de tension del diéxido de carbono en su estado electrénico base. Por
simplicidad, se analizaran tinicamente los grados de libertad de tensiéon y se presentara la
diferencia que existe cuando se utilizan las coordenadas locales o el conjunto de coordenadas
internas adaptadas por simetria.

Consideremos el Hamiltoniano (3.35) asociado a los modos de tension en la aproximacién
armonica. La sustitucién de la realizacion algebraica de las coordenadas y momentos

1

ri = %(a +di), i:1,2 , (B].)
. A A 1 frr

pi = lhﬁ(a:_ai); ,32:% . (B.2)

nos permite expresar el Hamiltoniano como

N 17} 2 . .
H = _\/frrgrrZ(az:ai'i'aia:)

frr o A .
+ \/frr rr( Al grr (a§a2+a1a;)

frr
+ \/ frr 8rr (frr grr )(d;d; + dle)- (B~3)
frr 8rr

El primer término corresponde a dos osciladores armoénicos unidimensionales mientras que el
segundo término representa la interaccion que conserva poliada entre los dos osciladores. El
ultimo término de (B.3) que no conserva el nimero total de cuantos, representa la interac-
cion que usualmente es despreciada en un descripcion en términos de modos locales. En este
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esquema el Hamiltoniano se simplifica a
A h 2 + ;
H = _Vfrrgrr Z(didi-l_aidi)

+ \/frr Srr (];" ‘er )(a 4o +a1a2). (B.4)

Si ahora partimos del Hamiltoniano (2.19) nuevamente y lo expresamos en funcion de las
coordenadas simetrizadas, el Hamiltoniano algebraico se puede obtener introduciendo los ope-
radores bosénicos

a4 i

ar = aFQF_er% (B.5a)

Gr = arQp+— o, (B.5b)
2har

donde I' = X,,%,. Las coordenadas 2r son las coordenadas (2.22a), y los parametros ar son

1 + /
a% - frr frr , (B.6a)
g 2n Srr+ 8rr

frr frr

4o Zrr =& 60
En esta caso el Hamiltoniano toma la forma simple
A n N ot
H = V(o fr)grr+8r)dy bz, +as,dy )
+ gw(frr — freX@rr — 8r)dY G, +ax,dl ). (B.7)

Para escribir este Hamiltoniano como (B.4) se introducen las transformaciones candnicas

dy, = \/_(a +dy), (B.8a)
@y = \/_(al ~a}) (B.8b)
produciendo el Hamiltoniano
. h 2 .
H = — (\/(frr + [ &rr + &)+ \/(frr = frr)&rr _grr’)) Z 1 )
=1
+ (\/(frr + frr’)(grr + grr’) \/(frr frr’)(grr grr’)) (d-{l- +d d;) (B.9)

La primera observacion que emerge es que la transformacion (B.8) no permite recuperar el
Hamiltoniano local (B.3), dado que la transformacién se definié para conservar la poliada. Una
trasformacion de Bogoliubov seria necesaria si se quisiera recuperar (B.3). Por otra parte, se
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debe recalcar que la desigualdad entre los Hamiltonianos (B.4) y (B.9) esta dada dnicamente
por la diferencia en la dependencia que existe de los parametros espectroscépicos con las cons-
tantes de fuerza y los elementos de la matriz G. Esta observacion es interesante ya que implica
que ambos Hamiltonianos arrojan el mismo ajuste de energias experimentales pero distintas
constantes de fuerza.

Habiendo establecido la diferencia entre las dos descripciones algebraicas, surge la duda
de como obtener un criterio que permita elegir el conjunto de coordenadas adecuado. Para
analizar este punto, los parametros espectroscopicos en (B.9) se reescriben de la forma v1+x
y se emplea la relacion

1
Vit+x= 1+2x+8x +. (B.10)

La identificacién de la variable x ya sea con g,,/g, 0 con el cociente x = f,,/f-, el Hamilto-
niano (B.9) se transforma en

> n grr’frr’ 2 2 A AT
H = 5\/frrgrr 1+ 2=+ 0 (x) Z(aial+alai)

rrfrr i=1
h
NN (frr L & 0 2)) (a}as +dia}). (B.11)
2 frr
Esta expresion coincide con (B.4) cuando
grthrr g (B.12)
grrfrr
Para la molécula de agua se tiene
grr’frr’ 4 8rr 2 4 frr’ 2 4
~2.86x1077, (—) ~2.16x1077, (—) ~3.76 x 1077, (B.13)
grrfrr grr frr

lo que indica que la molécula puede describirse empleando un conjunto de osciladores locales.
El caso contrario ocurre para el diéxido de carbono, donde

2
f rr’

2
Err ) ~0.01, (B.14)

grrfrr ) ~0.326, (
20

grrfrr

~ —0.054, (

rr

que refleja el comportamiento normal que caracteriza la molécula. Con esto se demuestra que
el anhidrido carbénico requiere de un Hamiltoniano del tipo (B.9) para modelar las vibraciones
nucleares.
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Apéndice C

Parametros espectroscopicos

En este apéndice se presenta la forma explicita de los parametros espectroscopicos asocia-
dos con el Hamiltoniano (2.40) en funcién de los constantes de fuerza y de las constantes de
estructura. Para los parametros de tension tenemos

1 1 91 1 91 1
ws = —hos,+—-lws, +—————fs.5.5.5 +__—fzuzuzuzu
s g 202¢ 4/ ~g~gegeg 24! (2azu)4

16 f 1 62g+_ h?a?
24! (zazg)2 (2azu) DIPDIDIDIN 6Q2 . (zazg)2

_ 1(62gzgzg) Pla)” 12 1
2 o QoY 4 (20%)%(2a)

1(02g+_) n2a? 1(a2gzuzu) n2 (a%)?
21003, J,(2a%)? 2\0Q+0Q-), (20)°
12

- =554 (C.D

frgzg+r-

Lo L Loy 1611 ¢ el 1
s = ghws,—ghoy, +67 (2azg)4 2222, ~ O (2azu)4 S EuZuZy
1(d%g— | Hh%a® 1 ( Ozgzgzg) n? (a%s)?
Y 2 2 2
0Qs, | (2a%)° 2(0Q+0Q-], (2a)
12 1 02g+_ h2a?
T 2 fzgzg+_ 2
4! (20%)° 2a)? Qs |, (2a*)
1(0%gs,s, | h%(a™)® 12
+ = ( 2) il fruz,+— (C.2)
2 0Q+0Q_ 2a) 4! (2&21‘) (205)2
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61 1 61 1
S _— —_———— —
a = I (20 )4f2gzgzgzg o] (zazu)4fzuzuzuzu
36 1
" R (ggn )P (gan =
61 1 61 1
S
= _ 4+ -
a 1] (Qazg)4fzgzgzgzg Yo (zazu)4fzuzuzuzu
16 1
- - 4
24 (2a2g)2(2a2u)2fzgzgzuz”’ oy
1 1 1 1
ay = 3————fs,5,5,5, 3+ feuZusuzs- (C.5)
3 4! (2azg)4 g-g-g-g 4! (2azu)4
Por otra parte, para los parametros de flexion se obtienen
3 h2 0%g- | 6 1 1|06%g,_| h%a?
+ ! 5 ), (2a%)
1 62gzgzg h? (azg)2 12 1 , 1(0%g,_\ h%a?
- s -
210Q:0Q- ), @a? 4 (2a%)@ap *° 2|9}, ), (2a%)?
2
1O, | (=) . . [,z (C.6)
210Q.0Q - (2a)? 4! (zazu)2(2a)2 ulut—s :
h?( 0°g,_ 36 1
b +
— | = +——— ., C.7
2 ( #%g,_ ) 16
a n _-2 (C.8)
2 (6Q+6Q- o 24!(2a >4f o
mientras que los parametros de tension-flexion estan dados por
1 (0gs-| B*a® 1 (6g+zg) 9 5. 16 1
ast nFatt+ ————— - (C.9)
! 2 (Gng)o 2a% 2\ Q. V231 2a% Gay
1 . a2 1[0 n2(a%)? 12 1
o 1 g+ 2 __( gzgzg) ( 2) . ———f,5,+ (C.10)
2 zazg) 2(0Q.+0Q- |, (2a) 4! (2a%¢)" (2a)?
1 . a2 1(8 n2(a*)® 12 1
o _( g ) : __( gzuzu) ( 2) 12 . fes. (C1D)
2 (2a%x) 210Q.:0Q- (2a) 4! (2a%x) 2a)

Las derivadas de los elementos de la matriz de Wilson transformada, ¢ (2.28), estan rela-



cionadas con los términos de la matriz original G de la siguiente manera

0g+-
%
0g8+2g
e
g,
(6Q+0Q—
0%gs,z,
(m

(62g+
2
ang
(02g+_
2
0Qs.

0

e

0q1

0qq

%)

|

62gana )
oqz  J,

_ azgzuzu) :_(angIq2)
0 0

aQ+6Q— aq,%

_ angaQa _ azgana
aq? |, \0¢19q2 |,

_ angaQa + a2gQaQa
dq? |, \0q19q2 |,
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(C.12)

Las relaciones de las constantes de fuerza escritas en términos de las coordenadas normales
(2.22) y las constantes de fuerza definidas en el esquema local con las coordenadas (2.20) y

(2.21) son

[r,3,
fuz.

fe-

f2g+—
T
50
[

(35,305,
frgmg+-
[ s+

fqra1 + Fq1q9s

fthth _f(hqz’
_anQa’

_\/équaqa ’

gf‘IaQaana ’

3

_qulqwl + 2f(h<11q1q2 + _fq1q1q2qw
2 2

§f¢Z1q1Q1Q1 - 2ftI1Q1q1q2 + Efqunqzqw

1

Efq1q1q1q1 - éfthququ’

_fq1q1qaqa _fq1qzqaqa>

_fQ1CI1qaqa +fq1q2qaqa'

(C.13)
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APENDICE C. PARAMETROS ESPECTROSCOPICOS
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