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Introduccion

En general, el tratamiento de problemas no lineales en ecuaciones diferencia-
les parciales es complicado y casi siempre eludido en las disciplinas en que éstos
aparecen como mecanica de fluidos y elasticidad por mencionar algunos ejem-
plos. En esta tesis se estudia uno de estos problemas no lineales de la mecénica
de fluidos, el célebre problema de Bénard. El objetivo es tratar el problema
de manera integral y detallada, utilizando algunos resultados topoldgicos de la
teorfa de bifurcacion.

La estructura y contenido de la tesis es como sigue:

= Capitulo 1. En él se dan los antecedentes para el problema de conveccion
de Bénard. Se da un breve contexto histérico y cientifico y se presenta una
imagen global de los resultados registrados en la literatura, sobre todo de

investigaciones experimentales.

= Capitulo 2. En este capitulo se hace la preparacion necesaria para llevar el
problema al andlisis matemético. Se comienza con deducir las ecuaciones
que describen el movimiento de fluido (en términos generales) a partir de
los principios fundamentales de conservacién de masa, momento y energia.
De aqui se derivan las ecuaciones que utilizaremos para estudiar nuestro
problema, utilizando las condiciones fisicas (que el fluido es newtoniano,
que las propiedades serdn independientes de la temperatura). Se hace la
adimensionalizacion de las ecuaciones, y con objeto de explotar la geo-
metria del contenedor se hace el cambio de las ecuaciones a coordenadas
polares. Finalmente se definen las condiciones de frontera y se expresan

matematicamente.

= Capitulo 3. En esta parte se encuentra una solucién estacionaria al siste-
ma de ecuaciones y se hace la linealizacién alrededor de esta solucién. Se
llega de este modo a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no

7
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lineales con condiciones de frontera homogéneas. Es este sistema el que se
estudiard utilizando la teoria de la bifurcacién. A partir de la linealizacién
se define un operador lineal y se muestra que es autoadjunto con las con-
diciones de frontera utilizadas. Se encuentra explicitamente el nticleo de
este operador, cuyos elementos corresponden a soluciones estacionarias de
la linealizacién. Para ello se utilizan expansiones en términos de conjuntos
completos de funciones para hallar w y T'. La eleccion de estos conjuntos
estd motivada por la geometria del dominio. Las componentes restantes se
obtienen a partir de una descomposicién especial del campo, cuya prueba
se incluye. Dado que las series de Bessel tienen una gran importancia para
la determinancion del niicleo y que la validez matematica de estas expan-
siones es dificil de encontrar en textos no especializados en estos temas, se
ha incluido la prueba para justificar la expansion particular que nosotros
utilizamos. La prueba que se da utiliza resultados de la teoria de opera-
dores compactos y adutoadjuntos en espacios de Hilbert y se incluye en el
Apéndice A.

Capitulo 4. En este capitulo se reformulan las ecuaciones independientes
del tiempo y las condiciones de frontera para el problema de Bénard en
términos de un operador entre dos espacios de Hilbert. Con la informacién
obtenida en el capitulo 3, se encuentran algunos valores del parametro R
(que en nuestro problema es el niimero de Rayleigh) para los cuales podria
tenerse una bifurcacién. Se encuentra que para estos valores de R se pueden
tener nicleos de dimensién uno o dos. Se hace la reduccién de Lyapunov-
Schmidt para el problema y se llega a la ecuacién de bifurcacién, también
se incluye una breve justificacién matemadtica del método basada en [13].
A partir de la ecuacion de bifurcacién es posible utilizar algunos resultados
de la teoria topoldgica de la bifurcacién, que se pueden hallar con detalle
en la misma referencia, para decir en qué casos se tiene una solucién al
problema no lineal que no es la solucién trivial. Finalmente se define una
accién del grupo O(2) y se prueba que el operador es equivariante respecto
a esta accién. Se da una descripcién de los conjuntos invariantes bajo
ciertos subgrupos de O(2).

Capitulo 5. En este ultimo capitulo se hace la descripcién completa y
detallada de los elementos del nicleo del operador lineal. Se incluyen dis-
tintas graficas que ayudan a saber cémo son estos elementos para los casos
tipicos.

Se ha tratado que la tesis sea lo mas autocontenida posible. También se
ha tratado de dar siempre ideas y justificaciones intuitivas asi como de
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mantener el problema lo mas cercano a la realidad fisica, aunque el énfasis
esta en las matematicas del problema.

Se ha escrito esta introducciéon de manera que funcione como un mapa
global de la tesis. Se pueden encontrar més detalles del contenido en el
analisis realizado en las conclusiones, que se encuentran al final de este
trabajo.
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Capitulo 1

Antecedentes

En esta seccién se presentara en una breve investigacion histérica del pro-
blema de Rayleigh-Bénard y de los tltimos resultados obtenidos experimental-
mente. La literatura que aborda este problema es extensa y diversa en el modo
de hacerlo. Se pueden encontrar descripciones detalladas del experimento de
Bénard y también de experimentos mas recientes y elaborados. Hay un niimero
considerable de resultados experimentales del fenémeno bajo diferentes condi-
ciones que incluyen: variaciones en la geometria del recipiente, en la distribucion
de temperatura en la frontera, en las propiedades fisicas del fluido, inclusién de
fuerzas debidas a la rotacién del recipiente, entre otras. Se puede encontrar
también un gran nimero de articulos dedicados a estudiar este problema de
conveccién desde el punto de vista numérico. En éstos se trata de estudiar el
fenémeno con diferentes condiciones como las mencionadas anteriormente me-
diante el uso de diversas técnicas computacionales. Es interesante mencionar
que la proporcion de este tipo de articulos se ha ido incrementando al paso
de los anos y que actualmente es predominante. Finalmente, se tienen aquellos
articulos y libros que abordan el problema de Rayleigh-Bénard desde un punto
de vista mas analitico. La proporcion de éstos es bastante menor. De hecho, uno
de los propésitos de la presente tesis es precisamente contribuir a esta categoria
con un estudio matematico de las ecuaciones del problema de Rayleigh-Bénard
para el caso de un recipiente cilindrico.

Debido a la gran abundancia de material, escribir en esta seccién un resumen
detallado de todos los resultados concernientes al problema de Rayleigh-Bénard
en todas sus variantes seria imposible. Hacerlo requeriria de varios libros, algunos
de los cuales ya se han escrito. Nuestro objetivo serd mas modesto: poner dentro

11



12 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Figura 1.1: Una de las fotos de Bénard

de un contexto cientifico el problema que estudiaremos en la tesis y dar algo de
informacién histérica también. Muchos temas interesantes han quedado fuera
de esta introducciéon pero desafortunadamente hubo que hacer una seleccion
rigurosa. Se ha tratado de incluir sobre todo la informacién que podria ser
util para desarrollar mas la investigacion matematica de este problema. En la
bibliografia que esta al final de la tesis se ha incluido una seleccién mas bien
reducida de referencias que el lector puede consultar si quiere profundizar mas en
los resultados experimentales o numéricos. La bibliografia en general ha tratado
de mantenerse breve a propdsito (no se ha incluido todo el material consultado),
con la intencién de hacerla més 1til al dar sélo las referencias més importantes,

que a su vez pueden llevar a profundizar tanto como se desee.

De acuerdo con la literatura, aunque tanto Rumford (1797) como James
Thomson (1882) ya habian descubierto el fenémeno de conveccién térmica, fue
Henri Bénard quien realizé alrededor de 1900 los primeros experimentos cuanti-
tativos al respecto (ver [9]). Bénard utiliz6 cera que derritié sobre una placa de
metal. Sus observaciones fueron que al principio no habia ningtin movimiento
en la cera fundida, pero que al calentar después de cierto punto se observaba
un patréon hexagonal como el que se muestra en la figura 1.1. A partir de este
patréon, Bénard pudo deducir la existencia de celdas de conveccién. La figura
que se muestra es de hecho una reproduccion de las fotografias originales de
Bénard.
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En particular, el experimento de Bénard es un ejemplo de inestabilidad
térmica, que resulta cuando un fluido se calienta por abajo. Al comenzar a
calentar, como Bénard observd, el fluido permanece sin moverse. Calentar el re-
cipiente desde abajo tiene como consecuencia que el fluido que estd en la parte
inferior se vuelva mas ligero que el de la parte superior debido a la expansion
térmica. Como consecuencia se esperaria que el fluido se reacomode para salir de
este estado inestable. Sin embargo, el fluido que Bénard us6 en sus experimentos
no puede considerarse como un fluido ideal asi que hay que considerar también
los efectos de la viscosidad. Como ésta tiende a inhibir el movimiento en el fluido
entonces lo que se espera es que la diferencia de temperatura entre la frontera
superior del contenedor (que puede ser libre como en el experimento de Bénard)
y la frontera inferior tenga que exceder cierto valor para que efectivamente se
presente una inestabilidad y como consecuencia se tengan celdas de conveccién.
Es importante decir que no es nuestra intencién en este trabajo presentar una
definicién matematica rigurosa de estabilidad (que corresponderia més bien a la
estabilidad de una solucién del sistema de ecuaciones que modelan el fenémeno).
Hemos utilizado el término inestabilidad en el sentido intuitivo, para denotar a
los flujos que no esperamos que sean observables si realizamos el experimento.

Inspirado en el trabajo experimental de Bénard, Rayleigh decidi6 atacar
el fenémeno de conveccién de manera tedrica (ver [9]). Especificamente, consi-
der6 un fluido que estd confinado entre dos planos de extensién infinita y su
método fue obtener los modos normales de la linealizacion del sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales alrededor de la soluciéon de conduccidon, es decir,
cuando el fluido estd en reposo. El resultado principal de Rayleigh fue que la
estabilidad de la solucién de conducciéon depende del pardmetro adimensional
conocido como numero de Rayleigh:

~ gapd*

RV

R (1.1)

donde g es la aceleracién debido a la gravedad, d es el espesor de la capa de
fluido, Bd es la diferencia de temperatura entre la frontera inferior y la supe-
rior, v «, K, v son los coeficientes de dilatacion, difusividad térmica y viscosidad
dindmica respectivamente. Conviene hacer aqui una aclaracién. El problema
que Rayleigh estudié con su modelo es fisicamente diferente al experimento que
Bénard originalmente realizé. Mientras que en el experimento la tensién super-
ficial juega un papel importante, en el tratamiento de Rayleigh no se toma en
cuenta. Fisicamente, el modelo de Rayleigh describe el experimento de Bénard si
se tiene una tapa en el recipiente. Histéricamente a ambos problemas (sin tapa
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y con tapa) se les habia dado el nombre de problema de Bénard. Actualmente,
el problema sin tapa (como Bénard lo planteé originalmente) se conoce como
conveccién de Bénard-Marangoni y el problema con tapa (como el modelo de
Rayleigh) se conoce como conveccién de Rayleigh-Bénard. En lo sucesivo, cuan-
do hablemos de conveccién de Bénard nos estaremos refiriendo a la conveccién
de Rayleigh-Bénard.

Rayleigh encontré también que a partir de un cierto niimero de Rayleigh
se tenian soluciones estacionarias que correspondian a las celdas de conveccion
que Bénard habia observado en sus experimentos. Si se utilizan las técnicas de
Rayleigh como en [6], y se impone condiciones de periodicidad a las soluciones
se obtienen patrones con celdas en forma de rollos, rectangulos o hexagonos. Por
supuesto, la condicién que impone Rayleigh de que la capa de fluido sea infinita
no es realizable experimentalmente. Ademds, para obtener soluciones analiticas
es necesario utilizar condiciones de frontera que no son precisamente fisicas,
como que la superficie del fluido no se deforme, pero si permita el desplazamiento
tangencial.

Después se probd, por Pearson y Block de manera independiente (ver [9]),
que los movimientos observados por Bénard no estaban debidos a la inestabili-
dad térmica sino a la variacién de la tensién superficial con la temperatura. Sin
embargo, en otras condiciones experimentales, el modelo de Rayleigh si es apli-
cable. Especificamente los resultados siguen siendo validos para capas gruesas
de fluido y para cuando se tiene una tapa rigida.

Como ya se habia mencionado, la linea de investigacién preferida para el
problema de Bénard fue la experimental y recientemente la computacional. En
los siguientes parrafos haremos un breve recuento de los resultados mas recientes
para este problema desde el punto de vista experimental, que podrian motivar
mas investigaciones analiticas. Nos restringiremos al caso en que el recipiente es
cilindrico, como se hace en el desarrollo de la tesis.

En los experimentos es comtun definir el nimero € como:

N (1.2)

donde AT es la diferencia de temperatura entre las fronteras inferior y su-
perior y AT, es el valor de AT para el cual la solucién de conduccién pierde
estabilidad.

También es comun denotar como I" a la razén entre L, la medida de longitud
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Figura 1.2: Rollos en un recipiente cilindrico

caracteristica en la direccién horizontal, y d, la altura del recipiente. En el caso
de un contenedor cilindrico se suele tomar L como el radio del contenedor.

El patron més sencillo predicho por Rayleigh estda formado por rollos ali-
neados en cierta direccion. Para fluidos con propiedades bien conocidas se ha
observado que el valor de R critico R., calculado por Rayleigh es bastante cer-
cano al valor critico de R obtenido experimentalmente. También se ha observado
que para valores de e muy cercanos a € = ( se obtienen rollos, como se muestra
en la figura 1.2, y que su tamano se acerca mucho al obtenido teéricamente por
Rayleigh.

Para valores de € mas grandes que 0.1 aproximadamente, los rollos empiezan
a curvarse y empiezan a aparecer defectos en el patron. Como se puede apreciar
ya en la figura 1.2 se puede apreciar cierta tendencia de los rollos a terminar
perpendicularmente a las paredes del recipiente. Una explicacién que se ha dado
para este fenémeno es que al alinearse de esta manera se minimiza la friccién
debido a las paredes.

Al aumentar € se ha encontrado que el efecto de alineamiento se hace mas
pronunciado y a su vez hace que los rollos en el interior se doblen cada vez més
como en la figura 1.3. Como se puede observar, también se forman singularida-
des en el patron en las paredes del recipiente. Este nuevo patrén se conoce como
PanAm, por su parecido con el dibujo representativo de la aerolinea. Experi-
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Figura 1.3: Panam

mentalmente se ha encontrado que el nimero de singularidades en la frontera
tiende a aumentar a medida que I' aumenta.

Por otro lado, se ha observado que las paredes del recipiente pueden contri-
buir a la existencia de gradientes térmicos en la frontera. Se ha visto que estos
gradientes tienen un gran impacto en la determinacién del patrén que se obtiene
y que tienden a generar flujos que tienen la simetria del contenedor como se ob-
serva en la figura 1.4. Por ejemplo, se puede tener forzamiento estatico cuando la
conductividad de las paredes laterales del recipiente es diferente de la del fluido
y la conductividad de las tapas es grande. Veremos mas adelante que cuando las
paredes laterales no permiten el flujo de calor y las tapas tienen conductividad
infinita se obtienen una serie de rollos anidados como solucién de la linealizaciéon
alrededor de la solucién de conduccion. En términos matemaéticos, cuando para
la temperatura se imponen condiciones de Neumann en las paredes laterales y
de Dirichlet en las tapas, el niicleo de la linealizaciéon consiste de una serie de
rollos que mantienen la geometria de las paredes del contenedor cilindrico. Este
resultado tedrico es pues consistente con los experimentos aunque en la practica
la conductividad de las tapas es finita.

Los experimentos muestran el patrén que se obtiene al aumentar ¢ mas
alla del rango de estabilidad para los rollos concéntricos depende del forzamien-
to en las paredes laterales, I" y el nimero de Prandtl P. En algunos casos se ha
encontrado que el centro del conjunto de rollos se desplaza hacia las paredes late-
rales. Otro comportamiento observado ha sido la emision de rollos concéntricos
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Figura 1.4: Rollos concéntricos

que viajan hacia afuera.

También se han observado espirales que rotan en experimentos con un ntime-
ro de Prandtl cercano a 1. Estas espirales fueron descubiertas por Bodenschatz
y después estudiadas con detalle por Plapp (ver [5]). La formacién de una de
estas espirales a partir de un patrén de rollos concéntricos se muestra en la
figura 1.5.

En la foto se observa que al aumentar muy lentamente € el nimero de rollos
concéntricos aumenta y de esta forma se genera una espiral de un solo brazo.
Se ha observado que al aumentar mucho més e la espiral se vuelve inestable y
entonces se genera una espiral de varios brazos como la de la figura 1.6 o se llega
a un comportamiento llamado SDC (Spiral-defect Chaos).

Los experimentos de conveccion de Bénard son generalmente disenados de
manera que la diferencia de temperatura no sea demasiado grande y de esta
forma pueda considerarse que las propiedades del fluido no dependen de la
temperatura. Sin embargo se han hecho otros experimentos en recipientes con
I's pequenos donde la diferencia de temperatura entre las tapas es demasiado
grande como para considerar vélida esta aproximaciéon. Uno de los resultados
mas importantes fue que se obtuvo un patréon de hexagonos como el observado
por Bénard cuando la variacién de la tensién superficial con la temperatura era
el efecto predominante.

Para € alrededor de 0.02 se obtuvo un patrén de hexdgonos regulares como
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Figura 1.5: Formacién de una espiral

Figura 1.6: Espiral de varios brazos
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Figura 1.7: Patron de hexagonos

los de la figura 1.7 en un experimento realizado por Bodenschatz. Después de
aumentar ¢ de manera muy controlada se obtuvieron patrones de una espiral
con n brazos, con n entre 1 y 13. Después, se redujo de manera controlada e
y se observé que los n brazos de la espiral iban disminuyendo de uno en uno
hasta formar un patrén de rollos concéntricos. En la secuencia C, B, A de la
figura 1.8 se puede observar cémo se pasa de una espiral de 2 brazos a los rollos

concéntricos.

Después de cierto valor de € los hexdgonos comienzan a aparecer de nuevo
y se reporta que al disminuir méas € se obtiene de nuevo un arreglo de celdas
hexagonales.

Por ltimo es interesante mencionar uno de los resultados experimentales
més recientes para el problema de conveccién de Benard. Morris (1993) descu-
brié una dindmica compleja tanto temporalmente como espacialmente para un
numero de Prandtl aproximadamente igual a 1, I' = 78 y € arriba de 0.26. Se le
dio el nombre de spiral-defect chaos (SDC) a este estado, que involucra una mez-
cla de espirales rotantes y rollos concéntricos. Segin los experimentos realizados
parece que la aparicion de esta dindmica no esta influida por las paredes latera-
les pues se ha observado tanto en recipientes cilindricos como rectangulares cuya
I' no es pequena. Una fotografia del experimento de Morris se puede observar
en la figura 1.9. Esta dindmica es atin més impresionante si se observa en video
como en (referencia: http://www.flickr.com/photos/nonlin/3595528590/).
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Figura 1.8: Transicién de espirales a rollos concéntricos






22 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Esta resefia estd basada en el articulo [5] y la mayorfa de las imdgenes tam-
bién han sido tomadas de alli. La excesiva simplificacion de la descripcion de los
experimentos fue intencional. En particular, no se hizo referencia a los enormes
retos que presenta realizar el experimento para ciertos valores de los parametros
ni los métodos que se utilizan para hacerles frente (como utilizar diferentes tipos
de fluidos).

Desde el punto de vista matemédtico puede ser interesante que los experi-
mentos indican que el flujo resultante depende fuertemente de las condiciones
de frontera en las paredes laterales. También es notable que considerar variacio-
nes en las propiedades del fluido respecto a la temperatura permitié observar
un patron de hexdgonos muy parecido al que vio Bénard en sus experimentos
(recordemos que el modelo de Rayleigh describe un experimento distinto al que
Bénard originalmente estudio).

Nosotros en la tesis consideraremos unicamente fluidos cuyas propiedades no
cambian con la temperatura, dentro la aproximaciéon de Boussinesq que describi-
remos en la seccion correspondiente. También se abordara tinicamente el estudio
matematico de la bifurcacién de la solucién de conduccion a rollos concéntricos,
que en realidad es una consecuencia de las condiciones de frontera utilizadas.
Ojala que esta resena sirva de inspiracién para seguir el tratamiento analitico y
extenderlo a otras clases de patrones, que si bien estan minuciosamente estudia-
dos desde el punto de vista experimental y computacional atn carecen de una
detallada explicacién matemaética.



Capitulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Motivacion

Tanto en la ciencia como en la ingenieria los problemas de mecanica de
fluidos son cosa comun. La prediccién metereoldgica, el estudio de las corrientes
ocednicas, el diseno de valvulas cardiacas, el diseno de autos y aviones son
sblo algunos de los campos en los que esta rama de la fisica tiene un papel
fundamental.

Dentro de la misma mecdnica de fluidos el fenémeno de conveccién es im-
portante pues fue uno de los primeros ejemplos de inestabilidad que se observé.
Por otro lado, el fenémeno ha sido propuesto como explicacién a los patrones
que a veces pueden verse en las nubes, como el causante del granulado en el sol
y también se encuentra frecuentemente en procesos industriales.

Aunque el problema de Rayleigh-Bénard no parece tener ninguna aplicacion
directa como las mencionadas, la motivacién para estudiarlo desde el punto
de vista cientifico es fuerte. Debido precisamente a que el problema es facil
de plantear, puede ser un buen comienzo para entender méas profundamente la
convecciéon desde la mecédnica de fluidos.

Desde el punto de vista matematico los problemas no lineales de ecuaciones
diferenciales parciales constituyen todavia un campo muy activo. La convec-
cién de Rayleigh-Bénard da muestra buena de la efectividad de los resultados
topoldgicos de la teoria de la bifurcacién para tratar estos problemas.

23



24 CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

2.2. Deduccion de las ecuaciones para un medio

continuo

2.2.1. Descripciéon material y espacial

Se considerard que el movimiento de un medio continuo puede ser descrito
por una transformaciéon de puntos. Se supondra que a cierto tiempo tg, una
particula se encuentra en la posicién & y la posiciéon que ocupa la particula
un determinado tiempo después se denotard como x. Se tiene pues la siguiente
transformacién que depende de la posicién inicial de la particula y del tiempo:

2 = 2(&,1) (2.1)

Se supondra ademas que se puede asociar propiedades, como densidad o ve-
locidad, que varian de manera continua a los puntos que ocupa el medio. Esta es
la llamada hipétesis del continuo que utilizaremos como base para encontrar las
ecuaciones que modelan un medio continuo. Aunque en la naturaleza la materia
es de caracter discreto pues estd formada por moléculas y cuando se consideran
volimenes muy pequenos las propiedades no estan distribuidas uniformemente,
la hipotésis del continuo ha sido utilizada desde los origenes de la mecanica de
medios continuos con resultados que se ajustan bien a la realidad. Una discu-
sién més amplia acerca de estos dos enfoques y la conexién entre ellos se puede
encontrar en el libro de Segel [19].

Se llamara coordenadas materiales a las coordenadas iniciales de la particula
£ y coordenadas espaciales a la posicion en el tiempo t de la particula que en
el tiempo t( estaba en la posicién €. Se supondra que el movimiento se da de
forma continua y que para un tiempo fijo ¢t existe una funciéon también continua
que da la posicién inicial de la particula que en el tiempo t esta en la posicion
x. Es decir:

£=¢&(=1) (2.2)

Supondremos que tanto & como £ tienen tantas derivadas como sea necesario
para que las manipulaciones que realicemos tengan sentido.

La ecuacién (2.1) puede verse como la ecuacién paramétrica de la curva en
el espacio que describe la particula que en el tiempo ty estd en la posicion &.
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Las propiedades del fluido se pueden seguir a lo largo de estas curvas, es decir
se puede describir una propiedad del medio como si uno se moviera sobre la
trayectoria que sigue una particula de éste. Si F es una propiedad del medio
entonces esta descripcion material se representard como F(x,t). También se
puede pasar a la descripcion espacial, es decir, observar el cambio de la propiedad
como si se estuviera parado en un punto fijo, mediante la ecuacién (2.2),

F(z,t) = Fl€(z,t),1] (2.3)

El paso de la descripciéon espacial a la material es posible mediante la ecua-
ci6n (2.1).

Se consideraran dos derivadas respecto al tiempo. La primera se denota con
el simbolo % y se obtiene al derivar respecto al tiempo manteniendo « constante.
La segunda se obtiene al derivar respecto al tiempo manteniendo £ constante y
se denota con el simbolo %.

Si F es una propiedad del fluido entonces la relacion entre las dos derivadas
estd dada del siguiente modo:

dF 0 0
B 23:8}' (axi) (af>
2oz ot )\t ),
3
oF OF

La derivada % se conoce también como derivada material e indica cémo
cambia la propiedad respecto al tiempo si se sigue una particula. La derivada
% por otro lado indica la variacién de una propiedad respecto al tiempo cuando
se estd fijo en algin punto del espacio. La derivada material también puede

escribirse utilizando notacién vectorial como:

dF _OF

= T V)F (2:5)
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2.2.2. Teorema de transporte de Reynolds

Se sabe, utilizando el teorema de cambio de variable para integrales, que
si las coordenadas se cambian de £ a x el elemento de volumen cambia de las

siguiente forma:

O(x1,x2,x3)

W= 8(617527 £3)

d&1d&ad&s = JdVy (2.6)

Ahora se verd como cambia J cuando se sigue el movimiento del medio, es
decir se busca calcular la derivada material ‘fi—‘t’. Explicitamente se tiene que:

8{1:1 81’1 81’1

061 02 0&3

_ | Oz dzxo Oxo
J = 061 02 0&3 (2'7)
(9933 (9933 (9933

98 08 08

Por otro lado se tiene que

d 8$Z 0 dl‘l 8'01'
Bl - = 2.
dt (8§j> o€, dt 0¢; (28)

y como v es funcién de x1, x2 y 3 también se tiene que:

3
% _ ov; Oxy, (2.9)
8@} —1 &rk 8{1
El determinante J también puede escribirse del siguiente modo:
° 0xy Oxo Ox
J— Z Cijh o 28 (2.10)
sy 06 08 98
donde el stmbolo €;;;, esta definido asi:
0  sialgtin indice estd repetido
€ijk 1 sl ijk es una permutacién par de 1, 2y 3 (2.11)

—1 siijk es una permutacién impar de 1, 2 y 3
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La derivada del Jacobiano es pues:

(2.12)

ﬂ o i B <6’U1 8352 8933 4 8951 8’02 6:]93 T (3':121 8502 3U3>
dt e\ o og; o, T 0g 0g; 06, 0 0€; Dgy

ij k=1

por la regla para la derivacién de un producto y por la ecuacién (2.8). Ahora,
si se utiliza la ecuacién (2.9), para el término que contiene a v; se obtiene la
siguiente expresién:

3 3
81}1 8%‘;0 8'/E2 6.2?3 31}1 8.13;0 81‘2 6.233
w»,zk:lmk ( amp 3&) 0€; Oy, Z Z ”kﬁxp 0¢; (’9§] e

o Z O0x,, Oxy Ox3

€ijk Az
p=1 Oz ij,k=1 oG 35] agk
(2.13)
Aqui podemos observar que cuando p = 2 6 p = 3 entonces
& 0z, Oxq Ox
p 2 3
Z Cijk oz 357 ag] agk ( )

i,5,k=1

pues la suma corresponde al determinante de una matriz con dos renglones
iguales.

De esta forma tenemos que:

81)1 2 8:6,, 6:62 (9173 (%1 3 3171 3952 8$3
ijk e = T €iik
Z:: i,j,zk:l ! afz 85] 85]6 81'1 zj,z:k_l J 8& 8§j 6fk
o avl
= Txlj (2.15)

De manera que:

3 .
% = (g; J> =(V-v)J (2.16)

1=



28 CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Esta férmula se conoce como la féormula de expansién de Euler y serd utili-
zada para probar el teorema de transporte de Reynolds que es fundamental en
la teoria de medios continuos.

Sean Vj un conjunto acotado de particulas del medio en el tiempo ¢y y V; su
imagen bajo la transformacién x (€, t). Es decir, V (¢) es el volumen que ocupa V;
cuando se va moviendo con el medio continuo. Sea ahora F una funcién definida
en V(t), donde F puede ser escalar o vectorial. Nos interesa calcular la derivada
material de:

// Flx,t)d (2.17)

V(t)

Podriamos pensar, por ejemplo, que F es la densidad y en ese caso estariamos
interesados en saber cémo cambia la masa del conjunto de particulas que ori-
ginalmente se encontraba en Vj, cuando se va moviendo en el medio continuo.
Mediante un cambio de variable podemos expresar F'(t) como:

// F(x, t)dV = //.7-" (&,1),t]J dV; (2.18)

V(1)

La derivada material de F'(¢) queda entonces:

2 4 fffrecnn
e o
_ ///(+rv v))JdVo
[ (Z ) am

V(t)

Este resultado se conoce como teorema de transporte de Reynolds.
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2.2.3. Ecuacién de continuidad

Ahora deduciremos la ecuacién de continuidad para un medio continuo. Co-
mo hipoétesis fisica tomaremos que la masa de una regién acotada del medio no
varfa a medida que se mueve. En otras palabras, para un conjunto Vo C R3
acotado, arbitrario se tiene que:

%/// p(xz,t)dV =0 para todo t € [0,00) (2.20)
10

Ahora, por el teorema de transporte de Reynolds podemos escribir esta re-
laciéon como:

[ omom = [[] (gravm) o e

V(1)

y si utilizamos la expresién para la derivada material de la ecuacién (2.5) se
tiene:

/(ORI P

Hemos supuesto que la derivada de la masa vale cero y ademas tenemos que
el integrando es continuo. Esto nos lleva a que el integrando debe ser idéntica-
mente cero en cualquier punto que ocupe el medio. Si esto no ocurriera asi, por
continuidad podriamos encontrar una pequena esfera donde el integrando fuera
estrictamente positivo. La integral en esta esfera seria positiva mientras que por
otro lado sabemos que debe valer cero.

El principio de conservacién de masa queda entonces expresado en una ecua-

cién diferencial como:

ap B
N +V-(pv)=0 (2.23)
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2.2.4. El tensor de esfuerzos

Existen fuerzas que actian en todo el volumen de un medio continuo como
la fuerza de gravedad, las fuerzas electromagnéticas o las fuerzas ficticias que
parecen actuar cuando el movimiento estd referido a un sistema de ejes que
acelera. Las fuerzas con esta propiedad se denominan externas, en comparacion
con las fuerzas superficiales que actian en un elemento de volumen a través de
su superficie.

Sean n la normal unitaria en un punto & € S de la superficie de un elemento
de volumen y %, la fuerza por unidad de drea ejercida en S conocida como
esfuerzo y que supondremos continua. La fuerza superficial total que se ejerce
en el elemento V' a través de su superficie se obtiene mediante la integral de &)
sobre la superficie del elemento de volumen S:

// t(n)dS (2.24)
S

Si f es la fuerza externa por unidad de masa entonces la fuerza externa total
en el elemento estda dada por la siguiente integral:

[[] osav (2.25)
v

Ahora aplicaremos la segunda ley de Newton al elemento de volumen. Es
decir, se tiene que el cambio de momento lineal respecto al tiempo es igual a
la suma de las fuerzas que actian en el elemento. En una ecuacién se escribe

Oy —
s v &

Aunque el valor de t(x,n) en algin punto = de la superficie depende de la

Ccomo:

normal a la superficie en ese punto, se verda ahora que basta conocer cémo son
los esfuerzos en x en superficies con normales i, j y k para saber como es el
esfuerzo en x en una superficie con normal arbitraria. Se ha utilizado la notaciéon
e1, ey y ez para los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) en R3.

Considérese un elemento de superficie cuya normal estd en la direccion e;. A
la componente del esfuerzo en ese punto en la direccién e; se le denotara como 75
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y ala matriz formada por los elementos T;; con 4, j € {1, 2, 3} se le llamard tensor
de esfuerzos. Veremos que t(z,n) = Tn.

Toémese un elemento de volumen de forma tetraédrica como el de la figura
2.1 con un vértice en x y cuyos otros vértices estan en los puntos « + L;e; con
i € {1,2,3}. A la cara de mayor area, es decir, la que no contiene al punto x se le
denotard como A. A las caras con normales —e; se les denotara respectivamente
como A;.

Si F} es la componente de la fuerza en la direccién e; que actia en A;
entonces:

F = [ ty@aa, (2.27)

que por el teorema del valor medio para integrales puede escribirse como:

F) = —Ty;(®9)dA; con ) € A; (2.28)

donde el area de A; esta representada por dA;.

De manera analoga la componente de la fuerza en la direccion e; que actia
sobre la cara A se denotard por F; y esta dada por:

F; = ti(ac(o),n) conz® € A (2.29)

donde n = (n1,na2,n3) es el vector normal unitario a la cara A. Denotemos
la regién que ocupa el tetraedro como V' y al volumen del mismo como dV. Si
ahora aplicamos la ecuacién (2.26) entonces tenemos que para la componente i:

dv, 3 ‘
(P dz > AV = (pfi)=dV + Y —T;;(x7))dA; + t;(z®), n)dA (2.30)
Y =1

donde se ha utilizado nuevamente el valor medio para la integral, de manera
que y € V y z € V. También se ha utilizado que por el teorema de transporte
de Reynolds y la ecuacién de continuidad se tiene que:
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(0.0.L,) n

\J

(L,,0,0)

Figura 2.1: Esfuerzos en un elemento de volumen tetraédrico
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%///pvdv = ///%(pv)—&-pv(v-v)dv
1%
// —+—v+pv(v'v)dv

o [ () v
- e

(2.31)

Ahora, tenemos que dA; = %Hk# Ly ydV = %. Podemos calcular n
en términos de Ly, Lo y L3 del siguiente modo:

" — (Loes — Liey) A (Lzes — Lieq) _ (L2Ls,L1L3,LyLy) (2.32)
|(L2€2 — Liex) A (Lses — Lie)||  \/L3L2 + L3L2 + L?L3 '

Por otro lado tenemos que:

1
dA = 5\/Lng +L2L2 + L3213 (2.33)

pues dA es la mitad del drea del paralelogramo formado por los vectores
Loes — Lyey y Lzes — Liey. De la ecuacién (2.32) podemos ver que:

Asf que la ecuacion (2.30) se puede reescribir como:

1/ dv;
“(p%) LiLoLs = (pfl) L1L2L3+§ ~Tij (@D )ngdA + (20, n))dA
6 \"at ), =

(2.35)

Y entonces tenemos que:
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M-

’ 1( dv\ LiLsLs 1 LyLyL
_Tij(w(]))ni"‘(ti(fz(o)an)):6( U) e 1Ly Ls
Yy

(2.36)

1

J

Ahora tomaremos el limite cuando V' tiende a cero pero las proporciones
entre Ly, Ly y Ls se mantienen constantes. Equivalentemente, mantendremos el
vector n constante y haremos que L; tienda a cero. Al utilizar (2.32), se puede
escribir la ecuacién (2.36) del siguiente modo:

~Tij(2)n; + (2, n)) = %Lﬂu ((p%ﬁ) — (pfi)z> (2.37)

3

Jj=1

Al hacer tender Lq a cero vemos que el lado derecho de la ecuacion tiende a
cero pues todas las funciones involucradas son continuas, y tanto y como z son
puntos del conjunto compacto V. Por otro lado, la continuidad de las funciones
también implica que ) y () convergen a x.

Entonces se tiene:

—T;j(x)n; +ti(x,n) =0 (2.38)

(2

3
j=

es decir:

t="Tn (2.39)

como queriamos probar.

2.2.5. Ecuaciones de movimiento

Si ahora sustituimos (2.39) en (2.26) y luego utilizamos el teorema de Green

tenemos:



2.2. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES PARA UN MEDIO CONTINUO35

CZ/V//pUidVZ/V//pCZ:dV = /V//pfidv+é/jiﬂjnjds
= /V// pfi+i%i? AV (2.40)

Como V es arbitrario y el integrando es continuo entonces se tiene necesa-

riamente que:

3
dvi 8sz
=pli 241
P =Phit, oz, (2.41)
Jj=1
Que se puede escribir en notacién vectorial como:
dv

Definiremos el momento angular de una particula que esta en el punto x
y que tiene velocidad v como & A (mwv), donde m es la masa de la particula.

Definiremos también la torca que produce una fuerza F' en el punto & como
Tz AF.

Como ya se mencioné anteriormente, en la mecanica de medios continuos no
se encuentran unicamente fuerzas externas (como la fuerza de gravedad) sino
que también son importantes las fuerzas superficiales. Supondremos que la razén
de cambio del momento angular es igual a la suma de las torcas producidas por
las fuerzas externas y las producidas por los esfuerzos en la superficie. Para
formular este supuesto de manera méas precisa habrd que extender la definicion
de momento angular y torca del caso puntual al caso continuo. Sea V (t) C R?,
postularemos que:

%///p(mm:)dvz///p(mAf)dV+//(w/\t)dS (2.43)
% 4 o

Probaremos ahora que a partir de este postulado es posible probar que el

tensor de esfuerzos T es simétrico.
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Si aplicamos el teorema de transporte al lado izquierdo de (2.43) y utilizamos
el hecho de que v A v = 0 tenemos que:

R
1 |4

Si aplicamos el teorema de la divergencia a la componente en la direccién e;
de la segunda integral del lado derecho de (2.43) y utilizamos (2.39) llegamos a

que:
// %3: <€ijk$j 23: (Tkmnm)> ds = /// %3: (ij 23:1 % (ijkm)> dv
s Jk=1 m=1 07 k=1 —

(2.45)

Sin embargo, el integrando del lado derecho es la componente en la direccion
e;dex A\ (V-T)+Tg, donde T's es el vector cuya i-ésima componente es €;,51k;
pues:

3

5.9 3 3 T 3
Z €ijk Z D (lUkam) = Z CijkTj o + Z €ijh L
m=1 m m m

g k=1 jk=1 =1 G k=1
(2.46)

Si ahora utilizamos las ecuaciones (2.43) y (2.44) llegamos a que:

/V//:c/\(pa—pf—V-T)dV:/V/ TsdV (2.47)

Por la ecuacién (2.41) tenemos que la integral del lado izquierdo es cero.
Como el volumen es arbitrario entonces debemos tener que:

Ts=0 (2.48)

Y las componentes de este vector son T1o — 1oy, T31 —T13 y Ths — T3 asi que

como queriamos probar:

Ty =Ty (2.49)
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2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Definiremos como tensor de deformacién D a la matriz formada por los

elementos:

1 8Ui 8vj
€= 3 (azj + 3xi> (2.50)

Para escribir las ecuaciones que modelan un fluido Newtoniano utilizaremos
las siguientes hipétesis fisicas:

1. El tensor de esfuerzos T es una funcién continua y polinomial de grado
uno del tensor de deformacion D.

2. El fluido es homogéneo, es decir T no depende de x.

3. El fluido es isotrépico, no hay una direccién preferida. Esto quiere decir
que si R es una matriz ortogonal entonces T(RDR™') = RT(D)R™!

4. Cuando D = 0, T tiene la forma T;; = —pd;;

Recordemos que una matriz R es ortogonal si RT = R~! y que corresponde
a una transformacién lineal que preserva distancias. Si el lector esta interesado
en saber mds de estas matrices puede consultar el libro de Artin [3].

A continuacién enunciaremos algunas propiedades concernientes a matrices
con coeficientes reales que seran ttiles para llegar a las ecuaciones de Navier-
Stokes.

Definicién. Se dice que una matriz M es simétrica si M;; = Mj;.
Proposicion. Los vectores propios de una matriz simétrica son reales.

Proposicion. Sea M una matriz simétrica. Entonces existe una matriz or-
togonal P tal que PMP~! es una matriz diagonal.

Tenemos que la matriz de deformaciéon D es simétrica y por lo tanto podemos
encontrar una matriz Q tal que QDQ ! = D donde D es una matriz diagonal.
Dicho de otro modo podemos hacer un cambio de base para que la transfor-
macion que corresponde a la matriz D se exprese como una matriz diagonal y
ademads el cambio de base es una transformacion rigida de los ejes coordenados.
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Vamos a ver que el cambio de base dado por ) también diagonaliza la matriz
T. Hagamos T = QT Q.

Proposiciéon. T' es una matriz diagonal.

Para ello probaremos primero que Tij = 0si i # j. Sea S la matriz tal que
sij=1sii=j#k, s55=—1sii=7=kys; =0sii# j. Notamos que Sy
es una matriz ortogonal, y que en consecuencia S; () también es ortogonal. Por
el supuesto tres tenemos que:

SyT(D)S, ™' = $,QT(D)Q™'S, ™ = T(S,QDQ~'S,~ ') =T(D)  (2.51)

donde la tultima igualdad resulta del hecho de que tanto Sy como D son
matrices diagonales y por lo tanto:

SyD = DS, (2.52)

Y por otro lado como Q es ortogonal tenemos que:

T(D)=QT(D)Q™' =T(QDQ™") =T(D) (2.53)
por el tercer supuesto.

Asi que:

SkTSk_l =T (2.54)
De aqui se tiene que —Ty =Ty sii = k y que por lo tanto T es diagonal.

Definiciéon. A la matriz P = T + pl donde I es la matriz identidad le

daremos el nombre de tensor de esfuerzos viscosos.

Tenemos que QPQ~! = QTQ ™ +pl = T + pI y por lo tanto QPQ !
es una matriz diagonal que denotaremos como P. Por otro lado, sabemos que
T(D) = T(D) de manera que las entradas de P son funciones de los elementos
de D y posiblemente p. Denotaremos a los elementos de D como dy, do y ds.

Por el supuesto cuatro sabemos que P s6lo depende de los elementos de D.
Denotaremos a los elementos de P como py, po y p3. Como sabemos que la
dependencia de P de los elementos de D es lineal entonces:
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p1 = andy + ajads + ai3ds
P2 = a91d + asads + assds
p3 = azidi + azads + azzds (2.55)

Hemos visto que QPQ~! = T(D) + pI = T(QDQ") + pI si Q es tal que
QDQ~ ' es diagonal. Si escogemos () de manera que sea ortogonal y efectiie
una permutaciéon en los elementos de la diagonal de D entonces efectuaremos la
misma permutacién en los elementos de la diagonal de P.

Si ahora permutamos dy, ds, ds a ds, di, de tenemos que:

p3 = aiadi + aizds + a1ds
p1 = agadi + agsda + agids
p2 = asadr + agzds + azids (2.56)

de donde tenemos que ai; = as2, a2 = as3, a1z = a9 si igualamos las
dos expresiones para pi. Si hacemos lo mismo para ps y p3 y repetimos el
procedimiento para la permutacion de dy, do, d3 a do, ds, di se tiene:

11 = Q22 = 433

(12 = a1 = A3 = Q32 = G31 = A13 (2.57)
Sean A + 2u el valor de a;; y A el valor de ajs. Los nimeros A\ y p tienen
por supuesto un significado fisico importante pero desfortunadamente en este

trabajo no podremos ahondar mas en este tema. El lector interesado puede
consultar [2] y una discusién extensa puede encontrarse en [4].

Entonces tenemos que p; tiene la siguiente forma:

pi = Mdy + do + d3) + 2ud; = XTr(D) + 2pud; (2.58)

De manera que entonces:

P =QPQ ' = \Tx(D)I +2uD (2.59)
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Asi que:

P = \Tr(D)I + 2uD (2.60)

y por la definicién de P se tiene:

T = (—p+ ANTe(D))I + 2uD (2.61)

Ahora obtendremos las ecuaciones de movimiento al sustituir esta expresién
de T en la ecuacién (2.41).

Veamos primero que:

dei; o 1020 Lloon) 1o, 10
Zaxj Z<2ax zaxiax)—ﬂ“ﬁzava'”) (262

j=1 j=1

Asi que:
& )
Z + A+ p)a—(V-v)+ uV2v; (2.63)
donde se ha utilizado que:
3 3 9u.
D)= e;= a—x?:v-v (2.64)
- j=1 J
Y si ahora sustituimos en (2.41) tenemos:
dv; 0
o =pfi— D + A+ B (V- v) + uV3y; (2.65)

Las ecuaciones de movimiento escritas en notacion vectorial quedan entonces:

dv _ Ov 1 / 2
e +(w-Vv=Ff ;Vp + N +v)V(V-v)+ vV (2.66)
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donde N = \/p y v = p/p. Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de
Navier-Stokes.

2.4. Ecuacién de energia

Asi como vimos que la ecuacion de continuidad y las ecuaciones de movimien-
to son la formulacion matematica de los principios de conservacién de la masa y
del momento lineal respectivamente, postularemos un principio de conservacion

de energia que nos servird para obtener una tercera ecuacién.

Primero definiremos el trabajo que un campo vectorial F': Q ¢ R3xR — R3
hace sobre una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria ¢ : [t1,t2] —
R3 como la integral:

t ’ F(op(7),7) - %(T)d’r (2.67)

De esta forma tenemos que si la trayectoria de una particula de fluido esta da-
da como & = ¢(t) entonces el trabajo que el campo F realiza desde el tiempo
to esta dado por:

AW = [ PG G = [ PEE.7)-wdn). i (269

to

Definiremos la potencia W (t) como

W(t) = ——= = F(¢(t), 1) - v(¢(), 1) (2.69)

De esta forma la potencia de la fuerza F que actia sobre la particula que
pasa por el punto @ en el tiempo t es:

W(x,t) = F(x,t) - v(x,t) (2.70)

El postulado de conservacién de energia que utilizaremos es que el cambio de
la energia total en un elemento de volumen es igual a la suma de las potencias de
las fuerzas externas y las fuerzas superficiales, y de la cantidad de calor que se
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transfiere al elemento. Por supuesto, no hemos definido lo que significa energia
total y no pretenderemos hacerlo en el sentido termodindmico. Tomaremos que
la densidad de energia & tiene la siguiente definicién:

1
E= §u2 +E (2.71)

Aqui v2 = v - v y el término estd asociado a la energia cinética, y E es
la energia interna y cuya existencia estd asegurada por la termodinamica. La
intencién en este trabajo no es profundizar en una formulacién matemaética de
la termodindmica asi que supondremos que £ es una funcién E(x,t) : @ x R C
R3 — R, donde Q es el dominio en que estamos trabajando (la porcién del
espacio que ocupa el fluido). También hemos supuesto para fines practicos que
la funcién £ estd definida para cualquier tiempo (hemos tomado ¢t € R).

Sea V(t) C R3, definiremos la energia total de las particulas que ocupan
V(t) como la siguiente integral:

/ / /V p(a, t)E(x, t)dV (2.72)

Por otro lado, supondremos que existe una funcién g(z,t) :  x R — R3 tal
que la cantidad de calor que se transfiere al elemento de volumen en el tiempo

— //S q(x,t) - ndS (2.73)

Podemos escribir ahora el principio de conservacién de energia en términos

t estd dada por:

matemé&ticos como:

jt///vpé'dV

%///p(%vQ—I-E)dV
///pf-'udV—l—//t(n)-vdS—//q-ndS
v s s

(2.74)

Ahora, si multiplicamos la ecuacién (2.41) por v; e integramos en V (¢)tenemos:
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[ o= [ onsicny G e

o equivalentemente al integrar por partes:

///pvldvldv /// ””Zfﬁza (viTij) i:av’ T;; (2.76)

Si hacemos lo mismo para cada componente y sumamos tenemos que:

3

i ] it = f[fovsav= [[[ 53 ma ff oo eas

(2.77)
donde hemos usado la relacién (2.39) y el teorema de la divergencia.

De la ecuacién (2.74) y (2.77) llegamos a que:

3
81)1
// pE—I-Vq ZZT dv =0 (2.78)

i=1 j=1

Y dado que el integrando es continuo y que V(t) es arbitrario entonces:

dE
por+Vea- ZZ z]a (2.79)

1=15=1

Ahora, como sabemos que T es simétrica entonces:

3 3 1 3 3 1 3 3
ZZT”(%J - izzT’Ja +QZZT”7
1=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
1 3 3 1 3 3
- 5;;%3 +2;;TU8

3 3
= Z Z Vi€ (2.80)
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De manera que:

3 3 a ; 3 3
DD Tge = 3D lp ATHD)S + 2ueiles
i=1j=1 i=1j=1
3
= Z( —p+ AV vezz—l—ZZQue”
=1 1=1 1
” 3 3
= p(V-v)+MV-0)?+2u> Y e, (281)
i=1 j=1

Por otro lado tenemos que:

3 3
= ZZeijeji (282)
i=1 j=1

Pero D por definicién es una matriz simétrica asi que:

3 3
ZZ ”a —p(V - v) + MV - v)? 4 2uTr(D?) (2.83)
Definiremos a ® como:

= NV -v)? +2uTr(D?) (2.84)
La ecuacién de la energia queda entonces:

p%z—Vﬂ—p(V-l})%—@ (2.85)

Cabe senalar que se puede dar una interpretacion fisica al término ®. En la
ecuacion (2.77) se tiene que el cambio respecto al tiempo de la energia cinética
de las particulas contenidas en el elemento de volumen es igual a la suma de
tres términos. Todos ellos corresponden a la razén instantdnea en que las fuerzas
realizan trabajo en las particulas del elemento de volumen. El primer término
se debe a las fuerzas externas que actian en el elemento mientras que el tercero
corresponde a las fuerzas superficiales.



2.4. ECUACION DE ENERGIA 45

El segundo término estd asociado al trabajo debido a los esfuerzos internos
y segun obtuvimos en (2.81) tenemos que:

3 3 3 3
(%i 2 2
E E Tija—xj =—p(V-v)+ AV -v)*+2u E E e;; =—p(V-v)+ @

=1 j=1 i=1 j=1

(2.86)

Aqui la integral de volumen de —p(V - v) representa el incremento de la
energia debido a la compresién del fluido. El término ® es la razén instantdnea
ala que la energfa se disipa debido a la viscosidad. Como se ve en (2.81), ® > 0, y
de esta forma siempre representa una disminucién al cambio respecto al tiempo

de la energia cinética.

Las ecuaciones que hemos deducido son por una parte muy generales y por
otra muy particulares. Primero, no se ha especificado cémo es la funcién q y
lo tnico que se ha supuesto es que el fluido es newtoniano o en otras palabras,
que la matriz de esfuerzos T satisface las propiedades enunciadas en la seccion
2.3. Por otro lado, son muy particulares pues la matriz de esfuerzos no siempre
tiene la forma senalada. Existe una gran cantidad de fluidos comunes en los que
no ocurre asi, entre los cuales estan la pintura y la salsa catsup. Sin embargo
la falta de generalidad de las ecuaciones no es tan grave, pues las ecuaciones de
movimiento para una matriz de esfuerzos T arbitraria fueron deducidas antes
(aunque no se puede ir mds lejos sin saber la forma especifica de T'). De hecho ni
siquiera se pidi6 que la matriz fuera simétrica, como en el caso que desarrollamos

con detalle.

No se ha tratado de encontrar cudles son las minimas condiciones, desde
el punto de vista matematico, que conservan la validez de la deduccién hecha
aqui. El objetivo principal fue tener un desarrollo que fuera lo maés intuitivo
posible, tanto desde el punto matematico como del fisico; pero que no dejara
de ser matemdticamente correcto. Aunque es ficil de enunciar, esta tarea no es
tan sencilla de cumplirse y se espera que se halla logrado satisfactoriamente. En
particular los libros [2], [4] y [19] fueron de gran ayuda, y una lista mds larga
puede encontrarse en la bibliografia.
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2.5. Ecuaciones de Boussinesq

Como ya se ha mencionado, las ecuaciones que hemos deducido son bastante
mas generales de lo que necesitamos. Por ejemplo, no hemos definido como la
densidad del fluido en cuestién depende de las demés variables termodinamicas
o lo que en termodinamica se conoce como ecuacion de estado.

Justificar mateméticamente de manera rigurosa las ecuaciones que estudia-
remos, Unicamente utilizando las ecuaciones de Navier-Stokes, sinceramente no
serd posible en esta tesis. De hecho el autor no ha encontrado tal justificacién.
Sin embargo se mencionaran referencias donde se puede encontrar interpreta-
ciones fisicas que hacen que los supuestos utilizados para derivar las llamadas
ecuaciones de Boussinesq parezcan bastante razonables. Si bien se ha tratado de
dar un enfoque intuitivo también desde el punto de vista fisico en las primeras
partes de la tesis, se ha optado por no incluir justificaciones empiricas de las
ecuaciones de Boussinesq pues se considera que éstas no estan acordes con el
espiritu de este trabajo en el sentido en que no se pueden justificar matemati-
camente. Nosotros tomaremos un cierto nimero de supuestos y a partir de ellos
formularemos el problema en términos matematicos.

Tomaremos como punto de partida los siguientes supuestos:

1. La funcién de densidad p se considerara constante excepto en el término
correspondiente a la fuerza externa.

2. Para la fuerza externa se considerard que p es una funcién sélo de la va-
riable Ty que la relacién estéd explicitamente dada de la siguiente forma:
p = po(1 — a(T — Ty))conpy, Ty € R. Otra manera de ver estd ecua-
cién es expandir p como una serie de Taylor alrededor de Ty y conservar
tUnicamente la parte lineal.

3. @ =0. O en términos fisicos se supone que no se pierde energia debido a

las fuerzas viscosas.

4. g = —kVT. Esta relacion se conoce como ley de Fourier para la conduccién
de calor.

5. v,k € R. Supondremos que las constantes fisicas no cambian en el tiempo,
la posicién o debido a cambios de temperatura en el fluido

6. £ = cyT, donde cy es una constante.
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Como se menciond al principio se pueden dar explicaciones empiricas de esta
aproximacién. Explicaciones de este tipo pueden encontrarse en [6] y [9].

Llegamos asi al siguiente sistema de ecuaciones:

Vov=0 (2.87)

ov 1
i (v-V)v=—(1-a(T —1Tpy))ges — ;Vp + vAv (2.88)
%—r{ +v-VT = gAT (2.89)

La ecuacién (2.87) resulta de tomar a la densidad como una constante en
la ecuacién de continuidad. La ecuacién (2.88) se obtiene al sustituir la depen-
dencia de p respecto a T. Hay que notar que después se ha sustituido py por
p. Por tltimo la tercera ecuacién (2.89) resulta de utilizar los supuestos tercero
y cuarto en la ecuacion (2.85) y definir k = pciv. El término p(V - v) se anula
segin obtuvimos en (2.87).

2.6. Adimensionalizacion

Ahora haremos un cambio de variables con el propédsito de reducir tanto como
sea posible el nimero de parametros. Concretamente el cambio que haremos

sera:

rr=x- :tﬁ vo=vs
(2.90)

1 d?

T"=T— p'=p—

Bd p ppﬁ_/g

2
La interpretacion fisica es tomar a d como la unidad de longitud, a — como
K

la de tiempo, a pd® como la de masa y a Tr — Tis como la de temperatura (hemos
definido a 8 como el ntimero tal que 8d = T; — Ts). Aqui d es la distancia entre
las tapas del contenedor, Ts es la temperatura en la tapa superior y T es la
temperatura en la tapa inferior.

Tenemos para i,j € {1,2,3}por la regla de la cadena que:
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dv; vy vy O K O}

Or; Qv 0xt Ox;  d2 O}

La ecuacién (2.87) queda:

También se tiene que para 4,5 € {1,2,3}:

8’Ui - 8'Ui 81)1* ot* - /1261);‘
ot v otr ot dd Ot*

820i_i dvi\ Kk O [Jvf %
Ox? _8xj 0 _dzax; ox7 | Ox;

J

dp  Op 5‘p*% _ K?p Op*

Ox; - Op* Ox} O, N ?8:10;‘

Asf que la componente i de (2.88) es:

K2 vF K2 & L 0vF . Is
For 2 gar = (g‘“5d9 (T _6d>>5“
=1 i

que se reescribe asi:

v} > L ovur @ apdiq (... Ts op* v 0?vr
o 2 (%z - (T _6d>> %~ 5t T 2 o

(2.91)
(2.92)
(2.93)

K 0%v}
= — L 2. 4
d3 (%U;TQ (2.94)
(2.95)
RO 5 S0
&P 0wy @B Lt o
(2.96)

*
i j=1 J

En el caso de la variable T se tiene haciendo lo mismo que para v; que:

or  BrOT* T  OT* T

=P o2 T

ot~ d ot Ox;

La ecuacién (2.89) queda entonces:

B o*T*
d 890;-2

(2.98)
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BrOT* | Bk~ LOT* = 02T
T a2 o T a2 299

Si hacemos que R = gafd*/kv y P = v/k las ecuaciones (2.92), (2.97) y
(2.99) quedan:

V-v=0 (2.100)

3
av—l—(v-V)v:—(gd—PR(T—;‘;))&;—VP—&-PAU (2.101)

%—f +v-VT =AT (2.102)

Hemos dejado de utilizar caracteres con asterisco por facilidad.

2.7. Las ecuaciones en coordenadas cilindricas

Como queremos estudiar lo que ocurre en un recipiente de geometria cilindri-
ca lo mas sensato es utilizar coordenadas cilindricas. Es decir, ubicaremos un
punto en el espacio con coordenadas cartesianas (x1, 2, r3) mediante una tercia
de numeros (£1,&2,&3) que estdn relacionados con x1, o y x3 de la siguiente
forma:

xy = &rcosé
o = 51 sen§2 (2103)
xr3 = &3

Como se menciona en [8], otra manera de interpretar este cambio de coorde-
nadas es como una transformacién de una regién del espacio a otra. La condicién
para que una transformacién defina un sistema de coordenadas es que el jaco-
biano no se anule.

Definiremos los siguientes vectores unitarios con ¢ € {1,2, 3}:
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ox
e = T (2.104)
ox
&;
Explicitamente se tiene:
es, = (cosés,senés,0)
€, = (_ Sen 627 Cos 52) O) (2105)
€ = (0,0,1)
Tenemos que
e, e, =0 si iF] (2.106)

de manera que tenemos un conjunto de vectores que son ortogonales entre
si y ademaés ninguno de los vectores es el vector cero. Podemos entonces expresar
un vector u € R? como:

U = Ug, €¢; + Ug, €, + Ugs g,y (2107)
Sean ¢ una funcién que va de un dominio D C R3 a R y v una funcién que

va de D C R3 a R3. Nuestro objetivo serd encontrar expresiones para Vo, V - v
y V2¢ en coordenadas cilindricas.

Sabemos que V¢ puede escribirse como:
Vo =ure. +ugeg + u e, (2.108)
donde se ha utilizado la notacién habitual & =r, &, =0y &3 = 2.
Dado que e,, ey y e, forman una base ortogonal se tiene:
Vo-e =u.le|* =u, (2.109)
asi que:

_0¢dz _9pdy 990z 09

U= oear Tagor T osor  or (2.110)
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De manera andloga se tiene que:

10¢ ¢
Up = ——— —

— = 2.111
ro0 Y T 52 (2.111)

Entonces la expresion para el gradiente de ¢ en coordenadas cilindricas es:

_d¢ 109 09
S T T 9. (2.112)

Ahora vamos a encontrar la expresion para V - v. Partiremos del hecho de
que existen funciones v,, vg y v, tales que:

v =v,e, + vgeg + v e, (2.113)

Para encontrar V - v consideraremos el siguiente elemento de volumen:

V={(r0,2)[r1 <7 <100 <O <r,21 <2< 20} (2.114)

Por el teorema de la divergencia se tiene que:

/{///Vovdei//'wndS (2.115)

Sean
Sr, = oV N{(r,0,z)|r=r}
Se, = oVN{(r0,2)]0=20;} (2.116)
S.,, = ovVn{(rb,z)z=z}

con i€ {1,2}

Tenemos que:

Zo 0o zZ2 02
Z /v -ndS = / / rov. (T2, 0, 2)d0dz — / / riv.(r1, 0, 2)d0dz
‘ 21 J0y z1 JO1

z:lST
T2 zZ2 02 8
_ / / /e = (ro)dbdzdr (2.117)

7
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donde se ha utilizado que dS = rdfdz en este caso y que v-n, la componente
perpendicular en las caras S,,, es simplemente v,.

De manera andloga se tiene:

S [[vemas= [[[ 2w
=g, %

2

Z//v~nd5=///%(rvz)dv
=g 1%

Aqui dS = drdz para las integrales sobre Sy, y dS = rdfdr para las integrales

(2.118)

sobre S, .

Por otro lado

V- vdV = rV - vdrdfdz (2.119)
fIfs--

asi que:

/// [(V o)r — %(rvr) - % - aaz(mz)} drdfdz =0 (2.120)
g

El elemento de volumen V' puede elegirse arbitrariamente y supondremos
que el integrando es continuo. Tenemos pues que:

10 10vg Ov,
Por otro lado como
Ap=V- Vo (2.122)

llegamos a la siguiente expresién en coordenadas cilindricas para el operador
laplaciano aplicado a la funcién ¢:

+ 57ty (2.123)



2.7. LAS ECUACIONES EN COORDENADAS CILINDRICAS 53

Es interesante notar que el método utilizado para encontrar expresiones para
Vo, Vv y A¢ puede utilizarse del mismo modo para encontrar expresiones en
cualquier sistema de coordenadas ortogonal, pues el hecho de que las superficies
de nivel sean ortogonales a los vectores unitarios permite calcular facilmente
las integrales de superficie que hicimos. He preferido hacer el caso particular
pues he considerado que de este modo el método resulta méas claro, aunque la
extension a un sistema general de coordenadas ortogonales sigue exactamente

el mismo esquema.

Podemos reescribir las ecuaciones para nuestro problema en coordenadas
cilindricas al utilizar los resultados obtenidos y al considerar que:

%eer = %(COS 0,sin6,0) = ey (2.124)
% = %(— sinf, cos6,0) = —e, (2.125)
%e; =0 (2.126)

A diferencia de lo que ocurre con los vectores candnicos ej, es y es, los
vectores e, eg v e, si dependen del punto en el espacio que se esté consideran-
do. Una consecuencia de este hecho sera que habra términos adicionales en las
ecuaciones de movimiento.

Las ecuaciones del problema resultan:

10 10vg = Ov,

v, Vg Op vy 2 Ovg

g To Ve = o TP\ AT T m e

O0vy Vg 19p 2 0v, vy

o Tv Vet = o TT\Av Tt g T2

v, B gd? Ts dp
oV, - _(52 —PR(T—M - 5+ Phv,

(2.128)

oT 10 oT 1 0°T 0°T
o teVT =15, (a) 2o T oz (2.129)
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Como se habia mencionado anteriormente, se ve que en las ecuaciones de
movimiento (2.128) tenemos algunos términos extras (en comparacién con las
ecuaciones de movimiento expresadas en coordenadas cartesianas). Por ejemplo,
tenemos que la componente r de (v - V)v es

,02
v-Vu, — 2 (2.130)
T

y no simplemente v - Vv, como ocurriria en el caso de las coordenas carte-
sianas. Sin embargo la simplicidad sacrificada en las ecuaciones debido al uso de
coordenadas cilindricas se compensa por la sencillez con la que se puede expresar
las condiciones de frontera del problema, pues la frontera del dominio cilindrico
en el que trabajaremos estd formada por superficies coordenadas en el sistema

cilindrico.

Con el objetivo de no dejar ningtin punto confuso se ahondara un poco mas
en los cdlculos que llevan a la ecuacién (2.128). Tenemos que:

19 (0 1o §
Av = [ (Tar) + 2902 + 9.2 (vrer + voeg + v ;) (2.131)

Sabemos que ninguno de los vectores e,., ey y e, depende de r o z. Por otro
lado, e, no depende de # pues es constante. De este modo, la parte interesante
en el calculo es:

1 92 19 (0v, Ovg
2502 (vre, + voey) = 259 —e, +v,.e9 + —-eg — vge,

r 00 00
1 [03w, 9?vg Ovg ov,
= 2 e e e 89+<_v’"_260>e’“+(280_v9)69}

(2.132)

De este modo quedan explicados los términos

Ve 2 vy

r2 2 90
y

2 v, g
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en el lado derecho de las componentes r y 6 respectivamente. Por otro lado,

9%v,
002

e,

821}9

062 %

son términos de Av, y Auvyg.

De manera analoga se tiene que:

0 10 0
(v-V)v= {vrar + V55 + vzaz} (vre, + voeg + v.e.) (2.133)

Y de aqui la inica parte que contribuye con algo nuevo es:

10 _vg (Ov, Ovg
vg;%(vre,« + vgeg) = . (({9967‘ + vrep + %69 — 1}967.) (2.134)

Y de esta forma se explican los términos adicionales del lado izquierdo de
las componentes r y 6 de las ecuaciones de movimiento.

Por 1ltimo, como e, es un vector constante la componente z de las ecuacio-
nes de movimiento se ve exactamente igual que en el caso de las coordenadas
cartesianas.

2.8. Condiciones de frontera

Sea Q C R? el conjunto de puntos cuyas coordenadas cilindricas satisfacen:

Q={(r0,2)0<r<1/d,0<0<2m,0<z2<1} (2.135)

El conjunto Q corresponde a un cilindro de radio % y altura 1. Nuestro
objetivo serd estudiar el sistema de ecuaciones formado por (2.127), (2.128) y
(2.129) en Q.

Las condiciones de frontera que seria deseable utilizar son que el fluido no

se mueva en ninguna parte de la frontera, en otras palabras queremos estudiar



56 CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

un fluido viscoso que estd contenido en una caja cilindrica que tiene tapas y
ademads ocupa totalmente el contenedor. Sin embargo, con el interés de tratar el
problema en las tres dimensiones tanto como sea posible, relajaremos un poco las
condiciones impuestas en la frontera. Supondremos que si bien la velocidad del
fluido en 02 puede ser diferente de cero, los esfuerzos tangenciales se anulan en
todo punto de 9f2. Es decir, las condiciones que pedimos son algo més fuertes que
las que se tendrian en el caso no viscoso (tinicamente que el fluido no atraviese
el contenedor) pero méas débiles que pedir que el fluido se adhiera a las paredes.

Si bien es cierto que estas no son las condiciones fisicas, los experimentos
no parecen contradecir resultados tedricos que las utilizan (ver el articulo [18]).
La situacién es andloga al caso del problema de Taylor, donde se tienen dos
cilindros que giran a diferentes velocidades y hay un fluido viscoso que llena el
espacio entre ellos. La condicién que se utiliza en los extremos de los cilindros
es que las soluciones son periddicas en la variable cuyo eje es paralelo al eje
de rotacion. Aunque esta condicién corresponde al caso fisico en que se tienen
cilindros infinitos, los resultados que se obtienen son muy parecidos a los obte-
nidos utilizando cilindros (jpor supuesto!) finitos. Si el lector desea saber mas
del problema de Taylor puede consultar [16].

Definiremos los siguientes conjuntos que forman 0€:

0y = {xedz=0}
MNg = {xe€dQz=1} (2.136)
0, = {xe€dQr=1/d}

Las condiciones de frontera que impondremos para la temperatura seran que:

Tloa, =T1/(Bd)  Tloas = Ts/(8d) %%QL =0 (2.137)

Es decir, las tapas del contenedor se mantienen a temperatura constante
mientras que en las paredes no hay flujo de calor.

En las tapas pediremos que los esfuerzos en la direccién e, y en la direccion
ey se anulen. También v, se considerara cero en las tapas. Es decir, para aquellos
puntos & € 9Q; U 0 se tiene:
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B ov, n Ov, — 0
Ter T e aor N
(2.138)
10v, Oug B
Tz — —H [’I“ a0 +az] 0
Dado que en esos puntos v, = 0 las condiciones se reducen a que:
ov, Ovg
T _p —Z =0 2.139
0z 0z ( )

Por otro lado para los puntos @ € 0§, requeriremos que las componentes
tangenciales de V A v se anulen. Ademads pediremos que el valor de v, sea cero,
condicién que refleja el hecho de que el fluido no atraviesa las paredes.

Las componentes de V A v son:

VA _ ! &’Z_ﬁ( ) + vy v, —i—l ﬁ( )_%
=0 \as e ) e\ T e )T v\ oY T e ) &

(2.140)
Como v, se anula entonces llegamos a que en 0€:
0 v
- = Z = 2.141
or (rvg) =0 or 0 ( )



Capitulo 3

Linealizacion

3.1. Linealizacién del sistema de ecuaciones

Sea (V,P,T) una solucién conocida del problema. Si (v, p.,Ts) es otra
solucién entonces definimos las perturbaciones (v,p,T") como:

v v, —V
p = P« — P (31)
T T.—T

Dado que (V,P,T)y (vs,ps, Ts) son soluciones se tiene que (v,p,T") satis-
face:

V-v=0 (3.2)

%+(V~V)v+(v-v)v+(v-V)v = PRTe; — Vp+ PAv (3.3)
oT

E+V.VT+'U~VT+U‘VT:AT (3.4)

y las condiciones de frontera:

59
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Our = vy =0, =T=0 para x € 0r (35)
0z 0z
0 ov or
_ 0 _Ov, 0T _ 3.6
v o (rvg) B By 0 para x € 00 (3.6)

donde 907 = 90 U 0g.

Si tomamos solamente la parte lineal entonces las ecuaciones que (v,p,T')
satisfacen son:

V-v=0 (3.7)

%;’ +(V-V)v+ (v-V)V = PRTe3 — Vp + PAv (3.8)
T

O:’,Tt—&-V-VT—i-thT:AT (3.9)

Consideraremos la linealizacién de las ecuaciones utilizando una solucién en
la que el fluido esta en reposo.

Supongamos que (V,T) es una de esas soluciones. Si hacemos que ¥V = 0 en
las ecuaciones (2.128) y (2.129) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

oP
0 = 3 (3.10)
10P
0 = %0 (3.11)
_ (9 _ _Ts\\_op
oo (2 pn(r ) a1
0 = AT (3.13)
Por inspeccién se tiene que:
T(z)=a+bz (3.14)

es una solucién de la ecuacién (3.13) si podemos hacer que se satisfagan las
condiciones de frontera para T .
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Sabemos que la temperatura en z = 0 es T7/(Sd) y que la temperatura en
z=1es Ts/(Bd) asi que:

T, T -T T
L5, _L_, (3.15)

T =34~ "5 *~Bd

satisface las condiciones de frontera en 9Q; U 0Qg.

Las condiciones de frontera en 02; quedan automaticamente satisfechas
pues la funcién 7 unicamente depende de z y por lo tanto la derivada normal
en 0f);, se anula.

Supongamos que existe otra solucién Ty a la ecuacién (3.13). Entonces la
diferencia de las dos soluciones, 7 = T — Tz satisfard la ecuacién (3.13) con las
condiciones de frontera:

or

Tloa,u00s =0 ¥ an =0 (3.16)

121977

Si tenemos dos funciones u,v € C?(Q) entonces la primera identidad de
Green dice que

///vAudV: 7/// Vv-VudV+//v%dS (3.17)
Q Q [o19)

En particular si tomamos © = v = 7 se tiene que:

///TATdV = —// |\VT\|2dV+//Tg—;dS (3.18)
@ £ o0

Como T satisface (3.13) en ) entonces:

o= [+ 2as (3.19)
on
Q o

Por las condiciones de frontera que 7 satisface en 99 tenemos que:

/// 1972 =0 (3.20)
Q
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||[V7|? es una funcién continua y mayor o igual que cero asf que 7 debe ser
constante. En particular 7 es cero en 0€; asi que 7 es idénticamente cero. De
esta forma vemos que 72 = T y por lo tanto la solucién 7 que propusimos es
de hecho la soluciéon que corresponde a V.

Veremos ahora cémo encontrar la P correspondiente al par (V, 7). De la
ecuacién (2.128) se tiene que:

oP & T
== <gl€2 _ PR (T— BZ» (3.21)

Si sustituimos la expresién de z que ya tenemos se llega a que:

L <gd3 — PR(1— z)> (3.22)

0z K2

La dependencia de P respecto a z esta dada del siguiente modo:

z d3
P(z) — P(z0) = / —PRz+ PR — 1—2 dz  con 2z €[0,1] (3.23)

Z0

Aunque no utilizaremos en lo sucesivo esta expresién es interesante notar
que la presion del fluido quede determinada solamente cuando se especifica la
presion en un punto del contenedor con z = 2.

Explicitamente tenemos la siguiente soluciéon a nuestro problema si supo-
nemos que la velocidad del fluido es cero y que la solucién en coordenadas
espaciales no depende del tiempo:

v 0
P | = P(z) (3.24)
T T1/(Bd) — =

La linealizacién del sistema formado por (3.2), (3.3) y (3.4) queda:

V-v=0 (3.25)

%1; = PRTe, — Vp+ PAv (3.26)
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oT
= 2
5 U AT (3.27)

donde se satisfacen las condiciones de frontera (3.5) y (3.6).

Nosotros consideraremos soluciones al sistema que son independientes del
tiempo, es decir que satisfacen:

Vv = 0
PRTe, —Vp+PAv = 0 (3.28)
AT +v, = 0

y las ya mencionadas condiciones de frontera.
Sea D el siguiente conjunto de [L?(£2)]:

D={(v,T,p) € [C*A* x C*(Y|V-v=0 en Qv-n=0 en 99,

ov, ov 0 ov, oT
9 - 879 = 07 87(7’1}9) - p) = 07 T‘BQT = 87 = 07
% loqr % loar r oy, T loq, loa,
/ / / pdV =0
v
(3.29)
Definiremos en D un operador A del siguiente modo:
A(v,T,p) = (RPTe, — Vp+ PAv, RPAT + RPv,,V - v) (3.30)

Probaremos que el operador A es simétrico en D con el producto interno de

[L2(2)]5, es decir, si (v1,T1,p1), (v2, Te, p2) € D entonces

(A(v1, T, p1), (02, To, p2)) = ((v1,T1,p1), A(v2, Ta, p2)) (3.31)

De hecho probar que es simétrico implica que es autoadjunto pues [C§°(Q)]° C

D y sabemos que [C§°(Q)]° = [L?(2)]°, asf que D es denso en [L?(0)]°.

Tenemos que:
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(A(UlaTlapl)a (’U27T27p2)) - ((UlaTlapl))A(U27T27p2)) =

//[(—Vp1 + RPTleZ + PA’Ul) -V + (RPATl + RP’LUl)TQ] (332)
Q

—[(—Vpg + RPTQ@Z + PA’UQ) -v1 + (RPATQ + RP’U)Q)Tl] 1%

donde w; es la tercera componente de la velocidad, que tanto en coordenadas
cartesianas como en cilindricas es la misma. Si rearreglamos los términos del lado
derecho de (3.32) tenemos que:

(A(v13T17p1)7 (v27T2ap2)) - ((vlaTl,p1)7A(v27T27p2)) =
//[(—Wn + PAv,) - vy + RPTLATY] (3.33)
Q

—[(=Vps + PAv,) - v, + RPT{ AT, dV

Ahora, tenemos que

V- (p1v2) = Vp1-v2 + ;iV - 02 (3.34)

de manera que

/Q/ Vpl-deV:/Q//V-(p1’v2)—p1V-v2dV:/Q//V.(pIUQ)dV (3.35)

asi que por el teorema de la divergencia:

/h//vpl-’UQdV/ég/plfUQ.ndSO (3.36)

Por otro lado



3.1. LINEALIZACION DEL SISTEMA DE ECUACIONES 65

T T
///TQATl—TlATQdV://TQQ—TlﬁdS:O (3.37)
on on
Q [o19)

por la segunda identidad de Green y por las condiciones de frontera en 0.

De manera que lo tnico que falta probar para que el operador sea simétrico
es que

/\//A’Ul"vng’UQ"vldV:O (338)
Q

Para ello utilizaremos coordenadas cilindricas y utilizaremos la notacién u =

Up, U =119 ¥y w = v,. En coordenadas cilindricas tenemos que:

20
kil — ’U1) +'LU2AU)1

A'v1~v2:u2 (Aulﬂ)Jer (A’U1+T286 T2
(3.39)

// A'vl V2 dV’ = /// UgAul + U2A’Ul + ngwl dV’ (340)
Q Q

UU 2 81]1 2 8U1 VU1 ’
22 Cug i vy — =2 dV
/// 2 2 T % T 2
Q/

_l_

donde dV'’ denota el elemento de volumen en coordenadas cilindricas rdrdfdz.

Entonces tenemos
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// A’Ul-’vg—A’Ug"UldVZ
Q/

///(UQAUl — ulA’U,Q) + (’UgAUl - ”UlA’UQ) + (szwl - ’lUlA’LUQ) 1% (342)
Q/

81)1 2 0vg 2 Bul 2 Oug ,
/// wag T g 2t W

Sin embargo la segunda integral del lado derecho puede escribirse como:

[f] ~Fapte+ gyt o

y el valor de esta integral es cero pues la continuidad de las funciones invo-
lucradas implica que son periédicas en 6.

Ahora, tanto

///(ugAul — ’LL1AU2)dV = // (UQ%/L:; — ulaa’l:f> ds (344)
Q o0

como

///(ngwl — ’LU1A’LU2> aVv = // (wga(;l’r}; — w1 8522) ds (345)
Q o0

se anulan debido a las condiciones de frontera.

Por 1ltimo, podemos separar la integral

///('UQAUl —’UlA’Ug)dV = // (1}2881;1 - ’()1%2?) ds (346)
Q o0

en una integral en 9 y otra en 0€)y,.

Para la integral de superficie en 01 se tiene que:
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/ / (UQ o1 _ %:’j) =0 (3.47)

oQr

por las condiciones de frontera.

Mientras que la integral

81}1 (9’02
_ =0 3.48
// (”2 “on ) (3.48)
o0,
puede expresarse como:

Ovy ] Oy 0 Ovy | Ovg |,
//[ (rvs ‘ran} on [an(r“ﬂ‘%n} on

o,

(3.49)

8’01 0 81)2 ,

— —d
/ / on" “on "
o0y
que vale cero pues %(rv) = %(rv) = 0 en 09 por las condiciones de
frontera.

Entonces efectivamente

///AvyvngvgﬂvldV:() (350)
Q

y por lo tanto el operador es autoadjunto.

3.2. Ncleo del operador linealizado

Estaremos interesados en el niicleo del operador (3.30). Especificamente que-
remos ver como depende el niicleo de dicho operador del pardmetro R, pues por
otro lado sabemos que P es constante y depende tinicamente de las propiedades
del fluido. Buscamos aquellos valores de R para los que el operador deja de ser

uno a uno.
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Primero eliminaremos la presién de la ecuacién de movimiento de (3.28)
aplicando el operador rotacional. Se llega a:

VA (RTe,)+A(VAv)=0 (3.51)

Ahora apliquemos nuevamente el rotacional y utilicemos la identidad V A
(VAwv) =V (V-v)— Av. S6lo usaremos la componente z de esta ecuacién para
calcular soluciones del problema en forma de series. Es decir:

RAT + A%w =0 (3.52)

La definicién de A; en coordenadas cilindricas es:

10 0 1 02

En general, dada una funcién v € C%() en un dominio Q € R? se define la
vorticidad de v como V A v y se denota con el simbolo w. En términos de w, la
ecuacion (3.51) se escribe del siguiente modo:

V A (RTe.) + Aw =0 (3.54)

Denotemos a las componentes de w en coordenadas cilindricas como w,., wy
y w,. No profundizaremos mas en las propiedades de la funcién w pues por el
momento no serd necesario. El lector interesado puede consultar [1] o [4].

Utilizaremos las componentes z de las ecuaciones (3.52) y (3.54) para encon-
trar funciones en el nicleo del operador A. Explicitamente tenemos el sistema:

PAw, =0 (3.55)
RAT + A%w =0 (3.56)
AT +w =0 (3.57)

Las ecuaciones estan todas definidas en €2 y las condiciones de frontera son
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Ow,
Walog, = ol = 0 (3.58)
T

ow

il — =0 3.59
I laq, vloa 1559
oT

il - T =0 3.60
an BSZL ‘BQT ( )

Las condiciones de frontera son consecuencia de las condiciones que impusi-
mos al operador A.

Consideraremos expresiones para w, T'y w, de la siguiente forma:

wo= Y Wu(2)Jm(Ndr) cos (mb)
m,leN

T = Y Op(2)Jm(Ndr)cos (mb)
m,leN

w, = Z Cmi(2)J), (Nidr) cos (mB) (3.61)
m,leN

Cabe hacer algunas aclaraciones. J,, es la funcién de Bessel de orden m
y A; son los ceros de la derivada de dicha funcién. Probaremos mas adelante
que {Jn(Nix)}en es un conjunto ortogonal completo en L?[0,1]. A partir de
este conjunto podemos construir un conjunto que sea ortonormal y completo en
L?]0,1] usando el proceso de ortogonalizacién de Gramm-Schmidt, sin embargo
en este caso no serda necesario. Originalmente el dominio era un cilindro de
radio 1 y altura d. Después de adimensionalizar al tomar a d como la unidad
de longitud tenemos un cilindro de radio 1/d y altura 1. Esto explica el factor
d en Jp,(Ndr).

Hemos expandido en términos de cos(m#),en pues buscaremos en un princi-
pio soluciones que tengan cierta simetria. La simetria que las soluciones tendran
dependerd directamente de haber considerado tinicamente los cosenos en la ex-
pansion de Fourier, en lugar de considerar los senos y cosenos, que como se sabe
permiten expresar cualquier funcién periédica. En los capitulos posteriores se
hace la definicién de la accién del grupo O(2) sobre los elementos del espacio de
trabajo (también definido mds adelante), que formaliza el concepto de simetria
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para las soluciones de nuestro problema. Baste decir por ahora que como es-
cogemos el conjunto cos(mé),,en para expander w y T, tendremos segin los
calculos de esta seccion, que u, w y T seran pares en 6 y que v serd impar en 6.
Después veremos que geométricamente esto quiere decir que los elementos del
nicleo son simétricos bajo la reflexién respecto al plano x-z.

Si bien este modo de plantear soluciones no presenta ninguna falla mateméti-
ca y se usa extensivamente (ver por ejemplo [7] y [20]) puede parecer de entrada
poco intuitivo. Una manera de justificar las expresiones es a partir del hecho
de que J,,(\dr) cos (m#) es una funcién propia del operador A en un dominio
S € R? de forma circular con condiciones de frontera de Neumann. En concreto
se tiene que:

A(Jp (Ndr) cosmb) = —(Nd)% T, (N\idr) cos mé en S (3.62)

Si sustituimos w, T y w, en las ecuaciones (3.56) y (3.57) obtenemos respec-
tivamente que:

—R(Nd)?O(2) + <()\ld)2 + j;) Wml(z)] Im (Nidr) cos (mf) = 0

>

m,leN

(3.63)

> [~ Nd)*Omi(2) + O0i(2) + Wi (2)] Jon (Nedr) cos (mf) =0 (3.64)
m,lEN

Si usamos la ortogonalidad de los elementos de los conjuntos {.J,,(A\z)}ien
y {cos (m#),, .y} en L?[0,1/d] y L?[0, 2] respectivamente llegamos a que:

d2
<—()\ld)2 + dZQ) Omi + Wiy =0 (3.65)

2 2
—R(Nd)?Op + (—(Ald)2 + dz> W =0 (3.66)
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Veamos que condiciones adicionales deben satisfacer W,,; y ©.,,,;, ademas
claro de que Wy,; = ©,,y =0 en 2z =0, 1.

De la ecuacion de continuidad y de que, como mencionamos anteriormente,

) ) )
5% = 52 = 0 en 07, tenemos que para z = 0, 1:

BPW,
dz?

=0 (3.67)

Entonces tenemos utilizando (3.65) que en z = 0, 1:

d?0,,.,
dz?

=0 (3.68)

Y si derivamos (3.65) también en z = 0, 1:

d*O,,.,
dz*

=0 (3.69)

Si utilizamos la ecuacién (3.66) y utilizamos las condiciones anteriores tene-
mos que:

d* W
dz*

=0 (3.70)

De las ecuaciones (3.65)y (3.66) se obtiene que las ecuaciones satisfechas por
Wml y Gml son:

a2 \°
(—O\ld>2 + d2’2> Wml = _R()\ld)QWml

2

3
(—(/\ld)2+ d ) Oyt = —R(Nd)?O,,

d=?
(3.71)

Dadas las condiciones de frontera se tienen soluciones diferentes de 0 tinica-
mente si

nr 2 213
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y en ese caso estan dadas por:

Wi = K sin (nmz)

O = Cppin sin (n7z) (3.73)

donde K,,;,, € R puede elegirse arbitrariamente y C,,;,, puede determinarse
de (3.65) 6 (3.66).

De (3.65) se tiene que:

Kpn
Conin = —e—p 3.74
"= [P + (e &7
Tenemos entonces que:
w= Z Kpin sin (nmz) Jpy, (Aidr) cos (mf) (3.75)
m,l,neN

= %sin nmz ) cos (m

Consideremos ahora lo que pasa con w,. Tenemos que:

Z (—()\ld)2 + (j;) Cmi(2)J], (Nidr) cos (mf) = 0 (3.77)

m,lEN

Entonces por la ortogonalidad ocurre que:

(~on2+ 5 ) 6 =0 5.75)

Por otro lado, ‘9522 =0en 2z = 0,1 pues para esos valores % =0y % =0.

Se tiene entonces que:
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Cmi(2) = ae™® + be™ N (3.79)

con a,b € R y ademas (,,,; = 0 en z = 0,1. La unica forma de que esto se
satisfaga es que (,,; = 0 y por lo tanto w, = 0.

También pudimos haber utilizado el hecho de que w, satisface la ecuacion
de Laplace:

Aw, =0 (3.80)

en ) con las condiciones de frontera

Ow,,

—= =0
0z o0y

wZ|BQL =

Sea w} = w1, —wa, la diferencia de dos soluciones de la ecuacién de Laplace
con esas condiciones de frontera. Si buscamos soluciones que estén en C?(Q)
entonces por la primera identidad de Green se tiene que:

///w:Aw:dV:—// ||w;||2dv+//w;
Q Q

o0

(o9,

0
0

z .81
= as (3.81)

Tenemos entonces que:

// [Vwi||2dV =0 (3.82)
Q

pues w; satisface la ecuacion de Laplace y las mismas condiciones de frontera
(las condiciones de frontera son homogéneas).

Entonces tenemos que w} es una constante y es de hecho la constante cero
pues sabemos que w?| aa, = 0. Dicho de otro modo, la solucién al problema es

unica.
Tenemos que w, = 0 es una solucién y como vimos es la tnica solucién.
Veremos ahora cémo obtener expresiones para u y v.

Primero probaremos el siguiente teorema.
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Teorema. Sea u € C*(Q) con Q € R® un dominio abierto, simplemente
conezo y acotado. Pediremos también que Q. C R> sea simplemente conexo,
donde ), es el conjunto que resulta de la interseccion de €2 y el plano formado
por los puntos cuya tercera coordenada es z. Si u satisface que V -u =0 en Q)
entonces existen 1, & € C™(Q) tales que:

u=VA(@e,)+VAVA(Ee,) (3.83)

Prueba. Como V - u = 0 en 2, entonces podemos expresar a « como u =
V A B. (La demostracién de este hecho se encuentra en [2]).

Consideremos el siguiente problema de Neumann:

0B, 0By
A = - Q.
nf or Oy .
(3.84)
% = —n-B en 09,
donde B, y B, son las componentes de x y y de B.
Sabemos que el problema:
Ag = B en)
9 (3.85)
9 = v en OV
on

tiene solucién que es tnica salvo por constantes (véase [14]) si se satisface la

relacién:

[ [

oY

En el caso que nos interesa tenemos que

de / B - ndS (3.87)
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por el teorema de la divergencia, asi que podemos asegurar la existencia de
una solucién f. La eleccion de la constante, como se verd en la construccion, no

es importante.

Como f es una solucién del problema (3.84), entonces la funcién F : Q, — R?

definida como:

Fa) =(-B,- 2 5+ 9

5, %t o) (3.88)

proviene de un potencial £ : 2, — R pues

o af\ o of
7 (By - ay) = (Bz + ax) (3.89)

y ademas por hipdtesis €2, es simplemente conexo.

Tenemos que

VA(e,)=B+Vf—e, (3.90)

9
donde ¢ = B, + 2L.

De esta forma tenemos que u = VA B =V AV A (€e,) + V A (Ye,), como
asegurabamos.

|
Utilizando este teorema tenemos que v puede expresarse como:
v=VA(@e,)+VAVA(e,) (3.91)
Si hacemos uso de la identidad VAV Av = V(V - v) — Av tenemos que:
v=VAWe,)+V(V-(e.)) — A(e.) (3.92)

3 ,
Denotaremos a a—g como ¢ asi que tenemos que:

v=VA(pe.) + Vo — (Af)e. (3.93)
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Como V A (¢e,) no tiene componente en la direccién z se puede ver que la
componente z de v es:

99
w= 5 — A€ (3.94)
y que por lo tanto:
ow 82¢ 193
0z 022 -A (8,2) = Ao (3.95)

Por otro lado tenemos la ecuacién:

V Av

VAVA(e.) = VA((Afe:)
V(V ' (wez)) - A(djez) - VA ((Ag)ez) (396)

cuya componente z es:

9

a2 A=A (3.97)

Wz =

pues la componente en z de V A ((Af)e.) es 0.

e (3.93) se ve que:

181/1 99

r o0 " or (3.98)
y
0 109
Escribiremos también a v y ¢ como series del siguiente modo:
Y = Z U1 (2) T (Nidr) cos (m6)
m,lEN
o = Z D1 (2) I (Adr) cos (mb) (3.100)

m,leN
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Usando la ecuacién (3.95) tenemos que:

Z Koin (n) cos (nwz) Iy, (Aidr) cos (mh)

m,l,neN

= (Nd)? D Ppi(2)m(Nidr) cos (mh) (3.101)

m,leN

y por la ortogonalidad de {J,,(N\ix)}ien y {cos (mf),, o} se tiene que:

K in(nm) cos (nmz) = (ANd)? @1 (2) (3.102)
Asi que los coeficientes ®,,;(z) tienen la forma:

Kpin(nm) cos (nmz)

Ty (3.103)

<I>ml(z) =

Mientras que por otro lado ¥,,,; = 0,Vm,l € N pues como vimos w, = 0.

Entonces de (3.98) y (3.99) tenemos que:

m,l,meN
v o= Z Kmln(ng;)l;;)zs:nwz)mJm()\ldr) sn(md)  (3104)
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Capitulo 4

Bifurcacion

4.1. Andlisis de dim(KerA)

Las perturbaciones (v,T) respecto a la solucién que corresponde al estado
de conduccién satisface las ecuaciones:

%: = PRTe,—Vp+ PAv— (v-V)v (4.1)
or
R = RAT+Rw—Rv-VT (4.2)

Esto resulta de escribir las ecuaciones para las perturbaciones a la solucién
de conduccién utilizando las ecuaciones no lineales del problema, que es andlogo
a lo que hicimos en la seccién anterior para obetener la linealizacién.

Comenzaremos estudiando las bifurcaciones que se dan a partir del estado
estacionario o estado de conduccién que calculamos anteriormente.

El primer paso serd definir espacios de trabajo convenientes y replantear el
problema en términos de un operador entre estos espacios.

Definiremos el espacio B como:

79
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Ov v

_ 2 O 0w .

B = {(v,T,p) € H(Q)|V-v=0; P 0, o 0,v, =0 en OQr;
0 ov. B o or )
E(T‘U@) =0, B = 0,v, =0en 00p; T =0 en N, 5 = 0 en 0Qp;
/ / / pdV =0} (4.3)

Q
donde

H*(Q) = [H*(Q)]* x H(Q) (4.4)

H? y H' son los espacios de Sobolev W%2(Q) y W12(Q) respectivamente.
Definiremos otro espacio E como E = L*(Q) donde L*(Q) = [L?*(Q)]°.

Por dltimo, definiremos un operador F' : R x B — E del siguiente modo:

F(R,v,T) = (PRTe,—Vp+PAv—(v-V)v, PRAT+ PRw— PRv-VT,V-v)
(4.5)

Notemos que tanto B como E son espacios de Banach, pues por las con-
diciones de frontera ambos son espacios lineales y la norma estd dada por el
producto interno de H?(Q) y L*(Q) respectivamente. De hecho tenemos que B
y E son espacios de Hilbert.

Queremos estudiar el comportamiento de las soluciones a partir de la solucién
trivial, que en términos de las perturbaciones corresponde a (0,0). Podemos
escribir a F' como:

F(R,z) = F(R,0)+ DyF(R,0)x — g(R, x) (4.6)

donde D, F(R,0) es la derivada de Fréchet en el punto (R, 0), y se ha hecho
xz = (v,T,p) y 0=(0,0,0) para unificar la notacién con la de la literatura.

Resolver el sistema de ecuaciones para las perturbaciones es equivalente al
problema:

F(R,z) =0 = F(R,0) + Dy F(R,0)z — g(R, z) (4.7)
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pero aqui tenemos que F'(R,0) = 0, asi que el problema se reduce a:

DyF(R,0)x —g(R,x) =0 (4.8)

En términos de (v, T, p) tenemos que:

PRTe, — Vp+ PAv (v-V)v 0
PRAT + PRw —| PRv-VT | =] 0 (4.9)
0 0 0

Si el operador D, F(R,0) tiene un inverso continuo entonces sabemos por
el teorema de la funcién implicita que podemos expresar de manera Unica a x
como funcién de R, x = x(R). Dado que & = 0 es una solucién entonces la

existencia del inverso implica que sélo se tiene la solucién trivial.

Si queremos hallar puntos en los que a partir de la solucién trivial haya bifur-
cacién entonces una condicién necesaria serd que D F(R,0) no tenga inverso.
Analizaremos pues los valores de R que hacen que el operador D, F(R,0) deje
de ser uno a uno, o dicho de otro modo que hacen que KerD,F(R,0) # {0}

En el capitulo anterior encontramos que en los espacios que estamos traba-
jando el operador D, F(R,0), que entonces llamamos linealizacién alrededor de

la solucién de conduccién, tiene un nicleo diferente del trivial inicamente si:

niw 2 213

donde n € Ny Ay es lal-ésima raiz de la ecuacién J), (z) = 0. Es importante
recordar también que d es la razoén entre la altura y el radio del recipiente

cilindrico.

Si tomamos un R € R, que hace que la linealizaciéon tenga un nicleo no
trivial, y definimos

(4.11)

Mg = {(m In) € N3| [(n7)? + Aid)*]® R}

()‘mld)2

entonces, como se probo en la secciéon anterior, se tiene que los elementos del
ntcleo del operador D, F(R,0) tienen la forma:
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nw
= K _— ! .
u Z miny— cos (ml)J,, (Amidr) cos (nmz) (4.12)
(m,l,n)EMRg
v o= Z meln% sin (m@) Jp, (Apidr) cos (nmz)
(m,l,neEMR)
wo o= Z Kpin cos (m) I, (Apudr) sin (nmz)
(m,l,neMR)
T = Z Conin €os (m8) I, (A dr) sin (nmz)
(m,l,neEMR)
(nm)* + (nm)*(Apud)?
p = ( ZZGM | -P 7 Ovdl)? K pnin cos (m0) Jp (Apudr) cos (nmz)
m,t,mn R

donde K, €R y

K’mln

len = ()\mld)Q + (TL7T)2

(4.13)
La presion se ha obtenido directamente de la tercera componente del opera-
dor D, F(R,0) igualado a cero. Explicitamente se tiene que:

19)
% L PAw+PRT =0 (4.14)
0z
Al sustituir la expresién para w y T', que si conociamos, e integrar respecto

a z se tiene que:

4 2 2
p = Z _P(mr) T;E;midgi\mld) Konin cos (m8) Jp (Apudr) cos (nmrz)
(m,l,neEMR) m
+5(r, ) (4.15)

Sabemos que se puede expandir a p en la direcciéon z mediante sumas de
senos y cosenos. Para que se tenga que p(r,0) # 0 se debe tener entonces que
el término cos(0mz) estd incluido en la suma. Esto quiere decir que existe un
(i, 1,7) € Mg con @ = 0. Por la forma de los elementos del niicleo de D, F(R, 0)
esto implica que (0,0,0,0,p) estd en el nicleo. Por la definicién de D, F(R,0)
se tiene entonces que Vp = 0, es decir, p es una constante. Ademds sabemos
que la integral de p sobre el dominio 2 debe ser cero, asi que p es en realidad

idénticamente cero.
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Como ya se menciond en la seccién correspondiente, nos hemos restringido
a los elementos de B que son simétricos respecto al dngulo 6. Como veremos
a continuacién, esto tendra como consecuencia que el nicleo de D, F(R,0) en
los valores de R de interés para existencia de bifurcaciones sélo pueda tener
dimensioén 1 o 2.

Variaremos primero d y en términos de d investigaremos cudl es la dimension
del niticleo que corresponde al valor propio méas pequeno R. Por la forma que
tienen los valores propios del problema, segin la férmula (4.10), si A, v d estédn
fijos entonces el valor propio mas pequeno debe tener n = 1. Se puede ver esto
pues si dejamos todos los demds pardmetros fijos, las curvas estan anidadas
respecto a n. Es decir, la curva correspondiente a n = 2 esta estrictamente por
encima de la correspondiente a n = 1, la curva correspondiente a n = 3 estd por
arriba de la correspondiente a n = 2 y asi sucesivamente. Esto facilitara bastante
la determinacién de las dimensiones del nicleo de Do F(R, 0), para el valor més
pequeno de R dependiendo de d.

Definiremos una funcién R de X y d del siguiente modo:

[ + (Ad)?)°

R(\,d) = P

(4.16)

donde A\, d > 0y veremos qué forma tiene la curva R(\) para un d arbitrario.

Si se denota como R’ a la derivada de R respecto a A entonces:

2d[r? + (\d)?J2(2\2d? — %)

R = [ 4.17
De esta forma tenemos un tnico valor de A que hace R’ = 0, que es:
T

Ae = —— 4.18

NGE (4.18)
Por otro lado, la segunda derivada de R respecto a A es:
2 21(1904d% — 602422 4

R,,:[ﬂ' + (Ad)?](12X*d* — 6M*d?* 72 + 67) (4.19)

Ad?

si consideramos a (12A*d* — 6A?d?7? + 671) como una ecuacién cuadrética
de A\? entonces se tiene que el discriminante es:
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2000 -

1500

1000

500

Figura 4.1: Gréfica de R(\) con d = 0.15

6/ d4mt — 8d*mt (4.20)

asi que la ecuacién sélo tiene raices complejas. Como A € R entonces esto
muestra que R” # 0 y que entonces R” > 0 para cualquier \. La figura 4.1
muestra la forma tipica de la curva R(\).

Fijemos d y tomemos el intervalo [0, ;] que contenga a A.. Por propiedades
de las funciones de Bessel tenemos que existe un nimero finito de \,,; que
estan en el intervalo, asi que existe por lo menos un \,,; que estd més cerca de
Ac- Si existe solamente uno, entonces para esa d fija el primer valor propio R
sera simple. Si existen dos con el mismo valor de R, entonces habra dos vectores
propios que corresponden a ese primer valor propio. Y como ya probamos que
R” > 0 entonces esas son las unicas posibilidades.

Si los elementos de { A1 }m ien se ordenan de menor a mayor se obtiene la
sucesién:

A=A, A2 = Xa1, A3 = Aots Aa = Asi, As = A, Ae = A, Az = Asp, e (4.21)
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Vamos a ver que para cada uno de los elementos de una sucesién existe un
d tal que R(Anm, d) es el valor propio méas pequeno de D, F(R,0) y que ademds
el nicleo de D F(R,0) tiene dimensién uno. Por otro lado, si A,, Ayr1 son
consecutivos entonces existe un d tal que R(A1,d) = R(\2,d) y por lo tanto el
nicleo de D, F (R, 0) tiene dimension 2.

Habfamos visto que el minimo de R()\) se da en A\, = 7/(v/2d) asi que al
variar d siempre se puede hacer que R(A.,;) sea el minimo valor de R(\).

Si tenemos A, y A,+1 consecutivos entonces podemos tomar dy, ds tales que
R(Mn,d1) — R(Apy1,d1) > 0, R(\,,d2) — R(An41,d2) < 0. Por la continuidad
de R existe un valor d tal que R(\,,,d) = R(\,+1,d), que hace que el niicleo de
D, F(R,0) tenga dimensién 2. El valor de d puede encontrarse resolviendo la
ecuacion:

[+ And)?P _ 7% 4+ (A1 d)?P

= 4.22
(hnd)? B d? 422

Como d # 0 entonces es equivalente a resolver:
(72 + Mnd)’ A1 = (72 + (Ang1d)?PAD (4.23)

Si denotamos como d,, 41 al valor de d que hace que R(\,,,d) = R(Ay41,d)
entonces tenemos que

d172 > d273 > d374 > .. (424)

Por la continuidad de R(A,d) tenemos que en el intervalo (dj 2,00), el va-
lor propio més pequefio de Do F(R,0) es R(A1,d), en (d23,d12) es R(\2,d)
y asi sucesivamente. Por otro lado, para el punto d,, ,4+1 el valor propio més
pequeno tiene dos funciones propias correspondientes a A\, y Ajpt1-

En la gréfica 4.2 se ve el comportamiento de R como funcién de d para los
valores de (m,[,n) correspondientes a los primeros \,,.

Aunque seria deseable tener una manera de ordenar los ceros de las deriva-
das de las funciones de Bessel { A }m,ien, 1o parece haber una forma facil de
hacerlo.

Es importante decir que el hecho de restringir la bisqueda a elementos del
nticleo de D, F(R,0) que son simétricos respecto al angulo 6 es lo que redujo
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Figura 4.2: Gréfica de R(d) para algunos valores de (m,[,n)

la dimensién de dicho ntcleo. Expresar los elementos del nicleo completo en
términos de series de Fourier no representa gran problema pues sélo hay que
anadir los términos de los senos. Sin embargo, al utilizar las series completas la
dimensién del ntcleo de D, F(R,0) se duplica.

4.2. La ecuacion de bifurcacion

En la secciéon anterior expresamos nuestro problema como un problema de

la forma:

F(\x)=F(\0)+ D,F(\0)x — g(\ x) (4.25)
donde F : R x B — FE, y tanto B como E son espacios de Banach (en el
problema particular que tratamos son también espacios de Hilbert).

Hemos puesto la letra A en lugar de R como el parametro de nuestro problema
no lineal para seguir la nomenclatura usual de la bibliografia.

Comenzaremos viendo en general cémo es posible reducir el sistema de ecua-
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ciones para un problema no lineal, que originalmente estd en un espacio de
dimension infinita, a un sistema de ecuaciones en dimensién finita. Para ello
serd necesario que la parte lineal del problema satisfaga ciertas condiciones co-

mo veremos a continuacion.

Supongamos que tenemos el problema:

F\x)=Azx —T(Nx — g(\, x) (4.26)

donde F': B — E, con By E espacios de Banach. A y T'(\) son operadores
lineales con T'(0) = 0. A es un operador de Fredholm, es decir KerA es de
dimension finita d y RangeA tiene codimension finita d*.

Supondremos que existen las siguientes proyecciones:

P:B — KerA
e (4.27)
Q@ : E — RangeA
Tenemos entonces las siguientes descomposiciones:
B = KerA® By (4.28)
E = FE3® RangeA (4.29)

De esta forma un elemento * € B puede verse como = x1 + T2 con
x1 € KerA'y o € By. La idea de la reduccién a la ecuacién de bifurcacién (o
reduccién de Lyapunov-Schmidt) es proyectar la ecuacién F (A, ) sobre Range A
y garantizar que se puede resolver x5 de manera tnica como xo = x9(\, 7). Al
sustituir z2(A, z1) en la proyecciéon de F(A,x) sobre Ey se tendrd un sistema
de d* ecuaciones con d variables, reduciendo asi el problema de dimensiones
infinitas a un sistema finito.

Comenzaremos pues con proyectar la ecuaciéon F(\, x) sobre RangeA y sobre
E5. La proyeccién sobre RangeA queda:

QAz — QT(N)x — Qg(\,x) =0 (4.30)

mientras que la proyeccién sobre Fs resulta:
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(I =Q)T(Nz - (I-Q)g(\z) =0 (4.31)

Si usamos que * = x1 P xo con x1 € KerA y xo € By entonces se tiene que
las proyecciones sobre RangeA y Es se ven ast:

Azo — QT (N)(z1 + 22) — Qg(A\,x1 +22) = 0 (4.32)
(I =Q)T(N)(z1 4+ 22) — (I = Q)g(N, 1 + x2) (4.33)

Tenemos que A restringido a By es uno a uno y sobre, y entonces existe
un operador K lineal y continuo, K : RangeA — By, que es el inverso de A
restringido a Bs. Si aplicamos el operador K a (4.32) tenemos que:

29 — KQT(N\)(21 + 22) — KQg(A\,z1 + 22) =0 (4.34)

Asi que tenemos:

[ — KQT(V]az = KQT (N + KQg(A a1 + ) (4.35)

Para A pequeno el operador [I — KQT'()\)] es invertible (puede verse como
una perturbacién de la identidad) y su inverso estd dado por la serie:

[ = KQTW]™" = > _(KQT(V)' (4.36)
i=0
La ecuacién (4.32) queda:
22 = [T = KQT(N)] "\ KQIT (N + (A, 1 + 72)) (4.37)

Si hacemos N(\,z1,22) = [[ — KQT(N)]'KQ(T(N)z1 + g\, 21 + x2)) ¥
suponemos que g(A, ) es C* y que ||[T(\)|| < C||A|| entonces tenemos que:

(IN(A 21, 22) = N(A, 21, 25)] < €|z — 25| (4.38)

por un argumento de contracciéon de Banach tenemos entonces que se puede
resolver para xo en términos de A y 27 de manera Unica, xo = xo(\, 21).
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Si sustituimos x2 en (4.33) se tiene:

—(I = QTWN[z1 + [I - KQTW)] ' KQ(T(N)a1 + g(A, 21 + 22))]

—(I=Q)g(\, 1 +22)] =0 (4.39)

Si reordenamos se tiene que:

[~ =Q)T(N) = (I = Q)TN = KQT(N)] T KQT(A)]=1
—(I = QT — KQTW)] ' KQg(X,z1 + x2) — (I — Q)g(\, w1 +22) =0

(4.40)
que se factoriza como:
(- QT+~ KQTO)] " KQT () oy
—(I = QTN = KQT(N]'KQ + Ilg(\, 21 + 22) =0 '
Expresando a [[ + [ — KQT(\)]~! como una serie tenemos que:
[I+[I—-KQT\)] 'KQT(\)]=[I — KQT(\)]™* (4.42)
y también que:
[T -~ KQTW]T'KQ +1] = [I - T(\KQ]™ (4.43)
La ecuacién (4.33) queda:
—(I = Q)TN - KQT(N)] 'ay
(I~ QI - TWKQI g(r 1 +22) = 0 e
Si definimos B(\) y G(A, ), como en [13]:
B = —(I-QTW - KQT(\)]™'P (4.45)

Ghve) = —(I- QI - TNEQ g\ ) (4.46)
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(4.33) se puede escribir asi:

Esta ecuacién se conoce como ecuacion de bifurcacion. De la definicién de
B(A) tenemos que es un operador lineal. Como supusimos que KerA era de
dimensién finita d y el complemento de RangeA de dimensién d* entonces B(\)
es una matriz de d* x d que depende de la base que se tome para KerA.

Como habiamos dicho, la ventaja de hacer la reduccion es pasar de un sistema
definido a un espacio de dimensiones infinitas a un sistema definido en espacios
de dimension finita.

Escribiremos pues nuestro problema en la forma

Az —T(R)x —g(R,x) =0 (4.48)

Utilizando la expresiéon que encontramos en una seccién anterior para las
ecuaciones en coordenadas cilindricas tenemos que:

) u 2 0v\ |
—137;+P<Av+ 22%— Z) 0
" ap " — P(R.— R) T (4.49)
—£+PAw+PRCT AT +w
PR.AT + PR.w 0 i
L 0 -
- 2 -
v-Vu— = 07
’U-VU—F@ 0
B v-Vuw - 8
PRv-VT
0 0

Sabemos que para todo x € B se tiene que:

T =21+ T2 (450)
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con 1 € KerAy xo € (KerA)*, pues como vimos en otra seccién A es
autoadjunto.

Consideraremos el caso en que KerA(R,.) es de dimensién 2, pues el caso en
que es de dimensién 1 es un caso particular de éste.

Supondremos pues que KerA estd generado por dos elementos ¢1 y ¢s.
Tenemos entonces que:

T = Oéqbl + ﬁ¢2 + T (451)

Como A es autoadjunto entonces £ — ImA = KerA, de manera que para
obtener la reduccion de Lyapunov-Schmidt proyectaremos sobre ¢1 y ¢s.

Antes de proyectar tenemos que:

Alagy + B + x2) — T(agy + B +x2) — g(R,x) =0 (4.52)

donde por claridad se ha dejado de escribir el pardmetro R en la parte lineal.

Usando que a¢py + Bp2 € KerA se tiene que:

Azxo — T(ady + Boo + x2) — g(R,x) =0 (4.53)

Las proyecciones quedan pues:

<1, Axg > — < o1, T(agy + Boo +22) > — < ¢1,9(R,z) > = 0
< o, Axg > — < ¢, Ty + Bdo +x2) > — < ¢2,9(R,xz) > = 0
(4.54)

Como A es autoadjunto entonces < ¢;, Are >=< A¢;,xo >= 0 para i =
1,2.

)

Por otro lado, < ¢;,T¢; > puede calcularse facilmente como veremos a

continuacién.

Convendremos que para ¢, (m,l,n) = (m,l,n) y que para ¢o, (m,l,n) =
(m/,U',n").
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Tendremos entonces que:

0
0
1 .
T¢, = P(R. — R) [()\mld()g 4)_2(7”)2] Konin cos (m8)Jp, (Apidr) sin (nmz)

K pnin €08 (M) Jp (Apudr) sin (nmz)
0

[(Amid)? + (n7)?]
(4.55)

asi que < ¢9, T'¢p; >= 0, pues para que @1, @2 sean linealmente independien-
tes se requiere que (m,l,n) y (m/,I’,n') difieran en por lo menos una entrada.

Por otro lado, tenemos que:

K?nn 1 2
<onTor> = PR- R e ey ([(Amzd>2+<m>2] (o) )

/// cos? (m) J2,(Apudr) sin® (nmz)rdrdodz (4.56)
)

y tenemos un resultado andlogo para < ¢1,T¢s >y < ¢o, T'dha >.

Tenemos pues que:

a< ¢, Tor >+ < ¢, Teg >+ < ¢1,9(Rx)> = 0
B < P2, T >+ < o, Txy >+ < ¢2,9(R,z) > = 0 (4.57)

Podemos expandir a x5 en series como:
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uy = Z Unrrn cos(M0)Jy;(Aarpdr) cos(Nwz)
M,L,NeN
vy = Z Varow sin(M6)Jp (Aprpdr) cos(Nwz)
M,L,NeN
wy = Z Warpn cos(M0)Jpyr(Apndr) sin(Nwz)
M,L,NeN
Tg = Z @MLNCOS(MO)JM()\]V[LCZ’P)Sin(NTFZ)
M,L,NeN
P2 = Z Py COS(M@)JM(/\MLCZT)COS(NTFZ) (4.58)
M,L,NeN

Tenemos entonces que:

0
0
Txzy = P(R.—R) Z Onrny cos(MO) Iy (Aprrdr) sin(Nwz)
M,L,NeN [—(/\MLd)2@MLN + WJWLN] COS(MQ)JM()\MLdT) Sil’l(N’]TZ)
0

(4.59)

De manera que:

Kmln
[(Amid)? + (n7)?]

/// cos® (m0) J2, (Apudr) sin®(nmz)rdrdodz (4.60)
o)

< (bl7 TJ?Q > = P(Rc - R) [(nﬂ-)ze)mln + Wmln]

Sin embargo el método directo de desarrollar en series no serd de mucha
ayuda en este caso para calcular < ¢1, T2 > con mayor detalle, debido a que
los elementos del nticleo no pueden expresarse como sumas finitas en términos
de las bases que escogimos. Recordemos que hay un factor % en la expresion
para v.

Lo que convendra serd utilizar un método indirecto para obtener informacion
de B(R). Recordemos que del método de Lyapunov-Schmidt tenemos que 2 es
de orden cuadratico en x; y R — R.. De hecho los términos principales de x5
son del orden (R — R.)?, (R — R.)|x1] y |71]?. Es claro que los tinicos términos
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que podrian contribuir a la parte lineal de la ecuacién de bifurcacién son los de
orden (R — R.)|z1].

No es dificil ver que T es autoadjunto asi que se tiene que:

< 1, Ty >=<Tp1,x0 > (461)

De esta forma, el tinico término que puede contribuir a la parte lineal de la
ecuacién de bifurcacién es de la forma:

P(R— R.)’K (4.62)

donde K puede o no contener términos lineales en « y 3.

Asf que en la base {¢1, ¢2} de KerA se tiene que:

B(R) . < ¢1,T¢1 > +P(R — RC)2K1 P(R — RC)2K2
- P(R - R.)K; < 62, Tds > +P(R — R.)*K,4
(4.63)

Encontraremos ahora una expresion explicita para < ¢1,T¢; >. Comenza-
remos evaluando la integral

/// cos?(mB)J2 (Apidr) sin? (nmz)rdrdfdz (4.64)
Q
Para ello usaremos el siguiente resultado:

Sip>0,b>0yv >0 entonces:

2b2

b b2 L — 2
| Rtade = S + P T ) (4.65)
0

Prueba.

Sea f(x) = J,(ux). La ecuacién diferencial que f satisface es:

of +af + (uP2? -3 f =0 (4.66)
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También puede escribirse como:

a(af) = (vV* - pa®)f (4.67)

Si se multiplica por 2f’ se obtiene:

[(@f)?) = (xf') (22f") = (v* — p?a?)2f [’ (4.68)

Al integrar de 0 a b y evaluar la integral del lado derecho por partes se tiene:

(@) = (v — u2a?) F2)) A2ﬁw%x (4.69)

Asi que:

b
wﬂm%wﬂfMWUwﬁmﬁAxﬂm (4.70)

Entonces se tiene que:

’ 2 b? / 2 Msz*VQ 2
| Py = L+ S R ) (4.71)
0 K
como queriamos probar.
[ |
Se ha seguido la demostracién de [10].
Segun el resultado anterior tenemos que:
a 2 Loy 2, A —m? s
Apudr)rdr = — Am e — J° (Am 4.72
| R Ohadrirdr = Sl )+ P ) (472)
Y entonces:
. A, )
J2 (Apdr)rdr = 22— J2 (A, 4.73
[ 2 Oy = S8R 52 (0 (173)
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De esta manera tenemos que si m # 0:

2
/// cos?(m0)J2 (Amidr) sin® (nmz)rdrdfdz = ﬁ)\(/\il;;JQ A1) (4.74)

Mientras que si m = 0 se tiene que:

/// cos?(m0)J2 (Apudr) sin®(nmz)rdrdfdz = W)Wan()\ 1) (4.75)
Q

De aqui en adelante supondremos que m # 0 y m’ # 0 a menos de que se

mencione lo contrario. Se tiene pues que:

™ /\ 2 Kfnln
20mrd? T T4 O D omtd)? + ()]

+ (mr)z) (4.76)

<é1.Tipr > = P(R-Ro)y

( 1
[(Amid)? + ()]

Para simplificar utilizaremos el hecho de que K,,;,, es una constante arbi-
traria y haremos K1, = [(Aud)? + (n7)?].

Tenemos entonces que:

<¢1,T¢1 >= P(R— R >7T)\2()\dj2 Amt) (14 (07)*[(Aud)? + (n)?))
ml )
(4.77)
Definiremos D(m, [, n) del siguiente modo:
D(m,1 )—Lﬁ( (L + (n7)?[(And)? + (nm)?]) (4.78)
m,l,n) = Ovd)? nm mi nmw .

Entonces podemos escribir a B(R) como:

m,1,n) + (R — R.)K, (R — R K>
(R— R.)K; =D(m’, U, n') + (R — R.)K,
(4.79)

wmszrm<3m

)
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4.3. Bifurcaciones local y global

Ahora veremos que el hecho de restringir el espacio de funciones del dominio
tendra una consecuencia agradable. Tenemos que para los valores minimos de
R, el nicleo puede ser de una o dos dimensiones. El resultado interesante es
que en el caso de que el nicleo sea de una dimensién, podremos asegurar la
existencia de la bifurcacion utilizando el siguiente resultado:

Teorema. Supdngase que B(\) es invertible para A # A\, pero singular para
A = A\,. Si se cumple que detB(R) cambia de signo cuando \ pasa por A,

entonces (xy,, \p,) es un punto de bifurcacion.

Para el caso en que el niicleo tiene dimensién uno, se tiene que B tiene la
forma:

B(R) = P(R, — R)%D(m, I,n) + P(R — R.)?K, (4.80)

Es claro que el primer término cambia de signo al pasar R por R.. Y
ademds, si se toma R lo suficientemente pequenio (dado que el segundo término
es cuadratico en R) entonces se tiene que B(R) cambia de signo en R,.. Utilizando
el teorema se puede afirmar que existe la bifurcacién en el punto (R.,0).

Por otro lado se tiene que para la ecuaciéon de bifurcacién:

0 0 G(R,«)
SB[, 0) + 5o . £0 (4.81)

pues la derivada de

G(R,«)

- (4.82)

con respecto a R es de orden uno o mayor en «, y por lo tanto vale cero en
(R, 0).

Hemos considerado que G es funciéon sélo de R y « pues como vimos en su
momento x» estd en términos de x7.

Por otro lado, (R.,0) es claramente solucién de la ecuacién de bifurcacion,
asi que si invocamos el teorema de la funcién implicita se obtiene que en una
vecindad alrededor de o = 0 se puede resolver R como funcién de a.
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De este modo, la solucién al problema no lineal cerca de (R.,0) tiene la

forma:
. a[(Amid)? + (nm)?] )\;;L# cos (m8)J), (Apudr) cos (nwz) + Ula, R(«))
; —a|(Amd)? + (nw)ﬂ# sin (m6)J (Apidr) cos (nm2) + V(a, R(a))
w | = a[(Amid)? 4 (n7)?] cos (m) Ty, (Apudr) sin (nmz) + W (a, R(c))
T a cos (ml) Jp, (Apudr) sin (nz) + (o, R(a))
p —Pao (nm)* + (nm)* (Apud)? Konin cos (mb)Jy, (Apudr) cos (nmz) + (o, R(«))

mr()\mld)Q
(4.83)

Hemos obtenido pues, un resultado de bifurcacion local, a saber que tenemos
una solucién distinta de la trivial para valores cercanos a ciertos R. A partir
de esa informacién local, veremos que es posible decir bastante (informacién
global) acerca de las soluciones no triviales que salen del punto de bifurcacién.

Para ello, introduciremos primero las propiedades minimas que esperamos
de una teorfa de grado. Supongamos que F'(\, z) es tal que F(A,0) = 0y F~1(0)
es compacto cuando se intersecta con conjuntos acotados y cerrados. Entonces
un grado para funciones G(\, ) = (fo(\, @), F(A\, x)) de conjuntos acotados de
R x B en R x E debe tener las siguientes propiedades:

= deg(G(X\, x); Q) estd definido si G(A\, ) # 0 en 0.
» Sideg(G(A, x); Q) # 0 entonces G(A, y) = 0 para algin y € Q.

= Si se puede deformar G(\,x) a H(X\,«) de manera continua de manera
que el grado esté definido en todo momento entonces deg(G (A, x);2) =

deg(H(\, x), Q).

= Si G\, x) #0en Q CQentonces deg(G(\, x); Q) = deg(G(\, z); Q\Qy),
o bien:

B SiQ=0Q,UQ con 9 NQy =0y deg(G(\, x);€;) esta definido para
1 = 1,2 entonces deg(G(A, x);2) es la suma de los grados respecto a Q1 y
Qs.

En nuestro caso, inicamente utilizaremos el grado de Brouwer pues estare-

mos trabajando en dimensién finita.
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Tenemos entonces el siguiente teorema de bifurcaciéon global (cuya demos-
tracién se sigue de [13]):

Teorema. Sea S = {(A\,x)|F(\,z) = 0, # 0} y sea (C) la componente
conexa de (0,0) en S U (0,0). Si deg(||x||? — €2, F(\,x); B) # 0 entonces, si
la teoria de grado satisface las propiedades antes senaladas, C es no acotada
o regresa a un punto de bifurcacion diferente de (0,0). B es el conjunto B =
{(Ax)||A] < p, ||| < 2€}, con € =~ 0.

Prueba. Si C estd acotada y no regresa a otro punto de bifurcacién entonces
podemos construir una vecindad (lema de Whyburn) 2 alrededor de C tal que
SNIN =0y tal que intersecte al eje (A, 0) tinicamente cerca de (0,0).

Entonces deg(||x||?> — 72, F(\,x); Q) estd bien definido. También es valido
considerar a r como un parametro de deformacion pues el grado esta bien defi-
nido siempre. Para r grandes tenemos que ||z|| —r? < 0 asf que el grado es cero.
Por otro lado, para r = € =~ 0 tenemos por la tercera propiedad que el grado
es simplemente deg(||z||* — €2, F(\, z); B). Esto contradice la suposicién de que
deg(||z||? — €2, F(\,x); B) no es trivial y prueba la afirmacién.

Para poder utilizar este resultado en nuestro caso particular hay que ver
entonces que deg(||x||?> — €2, F(\, x); B) es diferente de cero. Para ello dividemos
B en dos conjuntos y veremos cudl es el grado en cada uno de ellos, después,
utilizando la tercera propiedad obtendremos el grado en todo B. Lo importante
en realidad, como se verd, es que B cambia de signo en A = 0. Definamos
By = Bn{(\,x)|z1 > 0}, B- = BN{(\, z)|z1 <0} y C+ = Cn{(\, x)|z1 > 0},
C_ =Cn{(\ zx)|z1 < 0}. Se puede probar que

deg(||a:||2 - ez,F()\,a:);B+) = deg(\xl\z — EQ,B(A)xl — G\, x1); By)
deg(|z1|? — €2, B(\)z1; By) (4.84)

Tenemos que

0 21’1
o[ ) .

y que (|x1]? — €2, B(\)z1) tiene su tinico cero en (0, €), asf que:
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_ B0
1B'(0)]

deg(|z1|? — €2, B(\)z1; By) = (4.86)

Por otro lado también se tiene que deg(|z1|>—€2, B(A\)z1; B_) = —sgn(B'(0)),
pues de hecho el grado ni siquiera depende de 1. Entonces tenemos que deg(|z1|*—
€2, B(\)x1; B) = —2sgn(B'(0)), asf que si B(\) cambia de signo como en nuestro
caso, se puede aplicar el teorema.

4.4. Equivarianza del operador bajo la accion de

0(2)

Probaremos ahora que el operador F' es equivariante bajo la accién del grupo
0(2), el significado de la palabra equivariante serd dado en las siguientes lineas.

Dadas las condiciones de frontera (que son idénticas en cada punto de las
caras laterales) y la simetria del dominio € esperamos que si hay un campo que
satisface las ecuaciones entonces el mismo campo rotado seguird siendo solucién
del sistema. Por otro lado, si tenemos una solucién esperamos que el campo de
velocidades reflejado en un espejo también sea fisicamente posible.

La tarea serd formalizar estos conceptos y ver que las soluciones del sistema
efectivamente tienen esas propiedades. Para ello utilizaremos algunas definicio-
nes.

Definicién. Sean I' un grupo de Lie y B un espacio de Banach. Se dice que
un homomorfismo continuo p : I' — GL(B) es una accion de I' sobre B. Se
dice que T' actia linealmente sobre B mediante la accion p(vy)x, que tiene las
siguientes propiedades:

p() = p(v)p(Y)
ple) = I

De aqui en adelante se escribird por simplicidad p(y)z = va.

Esta definicién permite formalizar la idea que tenemos de rotar o reflejar un
campo de velocidades. Tendremos que definir una manera de aplicar el grupo
O(2) (de rotaciones y reflexiones en R?) a un campo vectorial dado en 2, de
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manera que los resultados coincidan con nuestra idea intuitiva. En otras palabras
queremos definir una accién de O(2) en B.

Por las propiedades de una accién senaladas en la definiciéon bastarda con
definirla para SO(2) y para x, donde « es el elemento de O(2) que corresponde
a la reflexién respecto al eje x.

Definiremos una accién de SO(2) en B del siguiente modo. Si v € SO(2)

entonces:

u(r, 6, 2) u(r, 0 — =, 2)
v(r, 0, z) v(r,0 —v,z2)
| wrb,z) | = | wrd—7,2) (4.87)
T(r,0,z2) T(r,0 —~,2)
p(r,0,z) p(r,0 — v, 2)

u(r, 0, z) u(r, —0, 2)
v(r,0,z) —v(r, -0, 2)
k|l wirb,z) | = | w(r—0,z) (4.88)
T(r,0,z2) T(r,—0,z2)
p(r,0,z) p(r,—0,2)

De esta forma hemos definido una accién de O(2) en B.

La razén para definir la accién de este modo puede comprenderse mejor
observando la figura 4.3. En ésta se muestra el efecto de un elemento v € SO(2)
sobre los vectores e, y eg. Como se observa el resultado es rotar los vectores un
angulo v. Por otro lado, el efecto de k sobre los vectores e, y eg es mandarlos
al punto reflejado respecto al eje x. La orientacion del vector ey permanece sin
embargo sin cambio (en contra del sentido de las manecillas del reloj). Este
hecho explica el signo negativo en la componente v de la accién que definimos.

Ahora formalizaremos la idea de que si tenemos una solucién, entonces el
campo rotado o reflejado también es solucién. Tenemos la siguiente definicion:

Definicién. Sean B y E espacios de Banach donde se tienen acciones del
grupo I'. Se dice que una funcion F : B — E es '-equivariante si se satisface

que:
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o

o

Figura 4.3: Efectos de v y & sobre los vectores e, y ey

F(ye) = F () (4.89)

Nos gustarfa probar que F' es I'-equivariante bajo la accién de SO(2) que
definimos, pues en ese caso si y € B es tal que F(y) = (0) y v € O(2) entonces
F(yy) = vF(y) = 0. Es decir, la reflexién o rotacién (o combinacién de éstas)
de un campo que es solucion del sistema de ecuaciones estacionario es también
solucion del problema estacionario.

Probaremos que F es equivariante bajo la accién de O(2) que definimos.
Veremos primero que si v € SO(2) entonces F(vyx) = yF(x). Tomaremos por
ejemplo la segunda entrada de F(vyx).

Tenemos que:
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10 ov 1 0% 0
A(yw) = or (7"37"(9 - 7)) + ﬁﬁ(e —-7)+ @(9 =)
10 ov 1 0% 0
= 1o (1H0D) * a0+ g
= ~yAv (4.90)

asi que como esperdbamos, A es equivariante bajo SO(2).

En general tenemos que

99 09
%(977)—8(9_,”(9*7) (4.91)
asi que:
20—+ (a6 + S50 - L)

ov 1 @ ov

—(u(® —7),v(0 —7),w(® - 7)) - (5(9 =) -5 0 —), 5(9 -))

2 Ou v?
—;m(e -7 +P (WAU + ﬁm(e -7) - 7(9 —7)>
~((0 =), (0 = 1) 00 =) (G0 =) 5 (0 =) G (0= )

~u(f —y)v(l —)

(4.92)
Y si hacemos lo mismo con las deméas componentes llegamos a que:
Fly) = vF(@) (4.93)
Veamos ahora lo que sucede con k € O(2).
Tenemos que:
0 0
_9¢_ = _9¢ (4.94)

a(—6) o0
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asi que

¢ 0%
a(—0)2 — 962

(4.95)

No hay que preocuparse por lo que pasa con las derivadas respecto a r o
z. Veremos qué pasa con la segunda componente de F(kx), para las demds los

cédlculos no son esencialmente diferentes.

Para Av tenemos que:

2 2
16(8U(—9)) 1 0%v 0 0%v

Al = 5 Uar™9) ~mae 9~ 5270
10 ov 1 0% 0%
= rar (7’3#‘9)) “ oY e ?)
= RrAv (4.96)
Por otro lado, para v - Vv tenemos que:
(k0) V) = (u(=0),=o(-0). (=) (= FH-0) ~2 T (0.~ F(-0))
= (u=0)0(=0) (=) (~GH-0).~ 3 52, - 7(-6))
— k(v Vo) (4.97)

Hay que notar que se ha hecho un pequeno abuso de notacién al denotar con
el mismo simbolo a la accién sobre B y a la accién sobre la segunda componente.

Para la segunda componente tenemos entonces que:

—%%(—9) 4P <A(/<w) + %%(—9) + ;’2(—9)>
u(—0)v(-0)

1 Jp 2 Ou v
= - 9-0) (-0)+P (I{AU = (—0) + (—9))

u(=0)v(=0) (4.98)
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Entonces obtenemos que F'(kx) = kF'(x) al hacer lo mismo para las demés
componentes.

Hemos probado asi que F' es equivariante bajo O(2).

La equivarianza de F' implica que si H es un subgrupo de O(2) y EH =
{x = (u,v,w, T,p)|yx = x,Vy € H} entonces tenemos que:

F:EfnN[H?*(Q)* x HY(Q) —» EY n[L*(Q))° (4.99)

pues si vy € H y € EH entonces:

VF(z) = F(yz) = F(z) (4.100)

En particular, si H 22 Z, entonces E consta de las funciones con (u, w, T, p)
pares en # y v impar en 6, considerando que la accién en E estd definida por
k € O(2). Como se puede comprobar a partir de la definicién de la accién,
habernos restringido a utilizar expansiones sélo en términos de cosenos para w
y T de los elementos del niicleo de la linealizacion tiene como consecuencia que
KerA C Ef. En la parte final de la tesis, cuando se estudia la forma de los
elementos de KerA, se da una explicacién més detallada.

Por otro lado si H = Z,, entonces EX consta de las funciones expresables
como suma de modos que son multiplos de m. Otro caso interesante se da cuan-
do H =2 50(2), entonces se necesita que & no se vea alterado por rotaciones ni
reflexiones. En este caso, E¥ estd formado por los elementos que son indepen-
dientes del angulo y que tienen v = 0. De la definicién de la accién se ve que el
campo no puede depender de 6, y ademéds v(8) = —v(6) obliga a que v = 0.

4.5. Anilisis para dim(KerA) = 2

4.5.1. Inexistencia de bifurcacion vertical

Definicion. Decimos que no existe bifurcacion vertical si en la ecuacién de
bifurcacién G(0,x1) = 0 con ||z1|| < € implica que =1 = 0.

Probaremos primero que no existe bifurcacion vertical para R = R,., indepen-
dientemente de dimKerA(R.). Como veremos mds adelante, esto nos ayudard a
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probar que existe la bifurcacién para ciertos valores de R, con dimKerA(R.) =
2. Recordemos que cuando dimKerA(R.) = 2, detB(\) no cambia de signo y
por el momento no se puede decir mucho mas.

Habiamos visto que podiamos escribir a F'(R,x) como:

F(R,z) = A(R)x — T(R)z — g(R, x) (4.101)

Comenzaremos por probar que si @ € B entonces

(9(x), ) = (4.102)

Six = (u,v,w,T,p) € B tenemos que:

2
v
v-Vu— —

r u

T v
_ r

(9(x),z) = vV ;
PRv-VT

0 p

_ ///[(v Vu)u + (v Vo)o + (v - Vw)w + PR(v - VT)T]dV
Q

(4.103)

Veremos que en efecto la integral sobre todo el dominio 2 es cero. Bastara con
que consideremos lo que ocurre para alguna de las variables u, v, w 6 T'. Veremos
qué pasa con u. Tenemos que:

(v Vu)u = %v (Vu?) = %v  (WPv) — (V- v)u? = %v CuPv)  (4.104)

Entonces se tiene que:

///(v -Vu)udV = %///v (u?v)dV = %//@Q u’vdS (4.105)
@ Q
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La integral de superficie es cero pues el fluido no atraviesa la frontera. El
mismo cdlculo se utiliza para v, wy T y asf se tiene que efectivamente (g(x), ) =
0

De este modo, si tenemos la ecuacién

A(R))x — T(R)x — g(R,x) =0 (4.106)

y proyectamos sobre @ se obtiene que:

(AR)m,x) =0= > \a} (4.107)

donde \; son los valores propios de A.

Recordemos que A es autoadjunto y por lo tanto tiene todos sus valores
propios reales. Ademads, de la definicién de T se tiene que:

A(R.) — T(R) = A(R) (4.108)

Si R < min{R.} entonces \; > 0 implica que x; = 0,Vi. Mientras que si
R = min{R.} entonces x € KerA(R,.) implica que g(x) = 0 si hay bifurcacién.

Veremos qué pasa cuando dimKerA(R.) = 1. Podemos en este caso calcular
con facilidad la tercera entrada de g(R, x):

v-Vw = nndcos?(mb)J?(\dr) cos(nmz)sin(nnz)
m2nm

T2,

+nm cos?(mf)J2, (Adr) sin(nrz) cos(nrz)

= cos(nmz)sin(nrz)S(r, 6) (4.109)

sin?(m#)J2 (\dr) cos(nmz) sin(nz)

donde S(r,0) > 0 en Q.

De este modo, la tnica forma de tener g(R,x) = 0 es si n = 0 que implica
que = 0. Asi que no hay bifurcacién vertical.

Veremos ahora qué sucede si dimKerA = 2. En este caso ya vimos que

KerA esta generado por dos elementos ¢, v ¢ con la forma ya descrita.

min
También probamos anteriormente que:
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_ _ Kgnln 1 ni 2
< Gmin; T(@min) > = PR = Re) i Sy (()\mld)2+(mr)2+( )>
/// cos?(mf) J2, (A\pudr) sin? (nmz)dV (4.110)
Q

Mientras que:

< Gpias T (Pmin) >=0 (4.111)

Podemos construir entonces @i ¥ @75 tales que:
< ©min, T(‘Pmln) > = P(R - Rc)
< ains T(omin) > = 0 (4.112)

Sea pues 1 € KerA. Como probamos al principio, (g(x1),z1) = 0, asi que
la proyeccién de A(R;)x1 —T(R)x1 — g(R,z1) = 0 sobre z; es:

(A(Rc)xl,xl) — (T(R)xl,xl) =0 (4113)

Entonces tenemos que:

Como x1 € KerA entonces tiene la forma 1 = ap; + Bys. De este modo
tenemos que (Tz1,x1) = 0 implica que:

(T(ap1 + Bep2), apr + Bepa) a(T(apr + Bpz), 1) + B(T(ap1 + Bp2), p2)

(@®>+ BHP(R—-R.) =0 (4.115)

Asi que tenemos que a? + 32 =0 6 P(R — R.) = 0. Como veremos ambas
opciones implican que 21 = 0. Si o? + 32 = 0 entonces claramente z; = 0.
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Por otro lado, si R— R, = 0, entonces se tiene que g(x1) = 0. Para la primera
componente tenemos que:

v-Vu=— (4.116)

Sabemos que:

V-(uw)=Vu-v+uV-v=Vu-v (4.117)

Asi que:

/h//v.VudV /Q//v.(uv)dvziz/wdszo

// ”;dv (4.118)
Q

y de aqui se obtiene que v = 0. De la forma de los elementos del niicleo

obtenemos que en este caso también ;1 = 0 y por lo tanto no se tiene bifurcacién
vertical.

Hemos probado entonces que no se tiene bifurcacién vertical ni cuando
dimKerA =1 ni cuando dimKerA = 2.

4.5.2. Parte cuadratica de la ecuaciéon de bifurcacién

Queremos ver qué pasa con la parte no lineal, < ¢;, g(R, ) >, de la ecuacién
de bifurcacién. En particular analizaremos lo que ocurre cuando estudiamos la
parte cuadratica de la ecuaciéon de bifurcacién.

Teniamos que:

v-Vu— —
dv
g(Rx)=| v Vvt (4.119)
v-Vw
PRv-VT
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donde
r = CVQSl + B(bz + X9 (4120)
con ¢1,¢ps € KerA.
Utilizaremos la notacién:
(o V
i = ) = 4.121
o v, T W ( )
T; ©
y
v, = v; , V= 1% (4.122)

Hemos convenido que v = (u,v,w,T). Comenzaremos con la segunda com-
ponente de g(R, x). Por un lado

v - Vo = (avi + B2 + V) - V(avs + vz + V) (4.123)
Y por otro
uv 1
— = Slau + Buz +- U)(avy + foz +V) (4.124)

Entonces tenemos que:

v-Vou+ % = 042(’01 . V’Ul) + aﬁ(vl - Vg + vy - VU1) + 52(’02 . va)
V-Vt avr - VV + Bus - VV

1
—&-;[aQulvl + aB(urvs + upv1) + fuvs)

1
+=[Uv+ auV + BusV] (4.125)
T
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Para las demas componentes tenemos:

v-VT = a*(vy-VTy) +af(vy- VT +vy-VT) + B2 (vy - VT3)
+V -VI +avy - VO + vy - VO (4.126)
02
v-Vu— Pl a2(v1 -Vup) + af(vy - Vug + vy - Vug) + 62('02 - Vug)

V -Vu+ av, - VU + pvy - VU
1
—;[o;vf + 2aB(vive) + BQUS]

1
;[Vv + avV + V] (4.127)
v-Vw = a2(v1 -Vwi) + af(vy - Vwy + vs - Vwy) + ﬂg(vg - Vws)
V- Vw+avy - VW + vy - VIV (4.128)

Asi que la parte no lineal de la ecuacién de bifurcacién queda:
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1 1
a? ///(ui'vl -Vu, — ;uw% + v;v1 - Vo + ;viulvl
Q

w;vVq - le + PRE’Ul . VTl)dV]

2
of ///(Uﬂ’l -Vug + w;va - Vug — —uv102
r
Q

1
“+v;v1 - V’UQ —+ v;v9 - V"Ul + —v; U1V + —V; UV
T r
+w;vq - Vws + w;vs - Vwy + PRT;v, - VI1y + PRT;vs - VTl)dV]
2 1 2 1
+4 (u;vg - Vug — UiV +vjvg - Vg + ~VitigUa
Q

“+w;vg - V'lUQ + PRTZ"UQ . VTQ)dV]
1 1 1
—|—///[ui(V -Vu+ awvy - VU + Boy - VU — ;Vv — ;avlv - ;ﬂvg\/)
Q

1 1 1
+v;(V - Vv +avy - VV + poy - VV + ;UU + ;aulv + ;6u2V)
+w;(V - Vw+ avy - VW + oy - VIV)
+Ti(V -VT + avq - voe + ,B’UQ . V@)] (4129)

Si usamos el resultado de ortogonalidad de la seccién anterior y reordenamos

tenemos en particular que para la parte cuadratica:

< ¢179(R,$) >

1
(0] + af ///'vl - (u1Vug + v1Vug) — ;ulvva
Q
1
+;uzvf + vy - (w1 Vwe + PRTyVT,)dV]
“rﬁQ /// Vo - (u1VUQ + v1 Vg + w1 Vwy + PRT1VT2)
Q

1
+;U2(U1U2 — uﬂ}g)dV] + 04
afa+ B*b+ O, (4.130)

donde O; son términos de orden superior. Y de manera andloga se tiene:
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< ¢2,9(R,x) > = afc+a’d+ 0, (4.131)

Tenemos pues que:

SH
I

/// V2 - (’LL1V’LL2 + v1Vug + w1 Vws + PRT1VT2)
Q

1
+;vz(v1uz — u1v2)

c = /// vo - (uQVul + voVu1 + weVwy + PRTQVTl)
Q

1
—&-;vg(ulvg - ugvl) (4'132)

Si utilizamos el hecho de que:

vy - (U1 Vug + 11Voe + wiVws) = div((ujus + v1v2 + wiws)vs)

—vg - (ugVuy + vaVuy + weVuwy)

(4.133)

y que:
Vo - (T1VT2) = diU(Tngvg) — Vo - (TQVTl) (4134)
se obtiene que ¢ = —b y de forma analoga se puede ver que d = —a. De esta

forma tenemos que los coeficientes de los términos cuadraticos son simplemente
aob.

Explicitamente tenemos que:
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a = ///vl - (u1 Vug + v1 Vg + w1 Vwy + PRTY V)
Q

+%(U1U2 — ulvg)dv
b = /// vy - (u1 Vug + v1 Vg + w1 Vwy + PRTIVT)
Q

—1—2(’1)11@ - ulvg)dV (4135)
r

Como se puede ver con facilidad, los factores en funcién de 6 en los términos
de a son de la forma:

/Q// cos(my0) cos(m10) cos(mof)dV

/// sin(m16) cos(m40) sin(mq0)dV (£136)
Q

/Q// sin(m10) sin(m46) cos(ms60)dV

Las otras integrales (con un nimero impar de senos) integran a cero pues son
la integral de una funcién impar. De hecho ni siquiera aparecen al desarrollar
a. Las integrales se pueden escribir también como:

/Q// (1—4—(}052(2mlﬂ)> cos(mef)dd = ;/Q// cos(2m10) cos(mz0)df
/// w sin(m20)do = %/// sin(2m0) sin(m20)do

@ Q
/Q// M cos(mef)dd = — ;/Q// cos(2m10) cos(ma6)dl

(4.137)

De aqui vemos que una condicién necesaria para que a # 0 es que mo = 2m; .
De manera andloga se puede ver que se requiere que no = 2n; para que a # 0
pues las integrales en términos de z son del mismo estilo. Podemos ver también
que al tomar msy = 2my y no = 2ny, el coeficiente b se hace cero.
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Si quisiéramos asegurar que b # 0 entonces habria que tomar m; = 2my
y n1 = 2ng, y en ese caso se tendria que a = 0. Ahora, si my,ma y n1,n2 NO
satisfacen ninguna de estas relaciones, entonces tanto a como b son cero y en
ese caso se tiene que recurrir a los términos de orden superior (tercer orden o
més alto) para analizar la existencia de la bifurcacién.

Es importante decir también que los valores de mi,mo,n1 y no para los
que se tiene que a 6 b es distinto de cero, no correspoden al minimo valor de
R, para ningun d. Por ejemplo, para ms = 2m; y no = 2n; tenemos que
R.(ma,la,n2) > Re(ma,lz2,ny1) y por lo tanto R.(ms,la,n2) = Re(mq,1l1,n1) no
puede ser el minimo. Entonces para analizar lo que pasa cuando se tiene un R,
minimo con dim(KerA(R.)) = 2, siempre es necesario recurrir a términos de

orden mayor a 2 en la ecuacién de bifurcacién.

4.5.3. Bifurcacion en el caso my = 2mq,no = 20,

Analizaremos el caso en que mo = 2my y ny = 2n;.

Tenemos el siguiente resultado de bifurcacion cuando no hay bifurcacion
vertical (como ya vimos que ocurre en nuestro problema), original de [13]:

Teorema. Supdngase que B(A\) = A y G(A\,z) = N(x) + R(\,z) con
N(tx) = t*N(x) para t > 0, ||[R(N\,z)|| < c|Al||z||® + o(||z]|?). Entonces se
tendrd bifurcacion en la direccidn del rayo caracteristico Uy (es decir, N(Up) =
wUo) si Indice(—PN(U); Uy) # 0, donde ||U|| = 1.

Si Uy es un rayo caracterfstico entonces la curva (+5=1u, tUp), t > 0 es solucién
de A — Nx = 0. La idea de la prueba del resultado es construir una vecindad
alrededor de esta curva que facilite el calculo del grado de cierta funcién y que
asegure que la bifurcacién se da en la direccién esperada.

Podemos construir una vecindad coénica alrededor de la curva del siguiente
modo. Se toma una vecindad de (p,Up) en la esfera |A|? + [|z]|> = p? + 1. Se
construyen curvas que unan cada punto de esta vecindad con el origen que tienen
la forma A = t*~1\, z = t@, con (S\,ﬂ) en la vecindad de (i, Up), y se toma la

unién de todas estas curvas como la vecindad cénica que queriamos construir.

Podemos reducir esta vecindad a una vecindad cénica de U de manera que
se tenga que:
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deg(||@||* +|N* = R?, A& — N () — R(\, @) = deg(||z|]* + [\]* -~ R*, A\@ — N())
(4.138)

La manera de hacerlo es restringir la vecindad cénica original a los puntos
(A, ) que satisfacen |A\|?+||z||? < p?+ R?, con p, R lo suficientemente pequefios.

Para probar entonces que hay bifurcacién habra que ver que:
deg(||®||* + [\]* = R?, A& — Na) # 0 (4.139)

Tenemos que

deg(||z||* + |A? — R?, Az — N(x)) =

deg (el + W2 = 12,2 (- (20) )l @il (3= (20 ) - o lell ™))

(4.140)

donde P es la proyeccién sobre el plano tangente a S¢~! en ﬁ

Como

P () il @ liall (3= ((20) - o 2lleli) @

se puede deformar a

~P(N(v)) ® A= pl|=]|*~! (4.142)
con v € U vecindad de Uy,
deg(||][2 + A2 — B2, Az — Na) =

deg(—PN (v),U)deg(|||[* + [A[* = R*, A\ — |||~ ||| + [A]* < p* + R?)
(4.143)

Como
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. 2| 22
D(||2|* + [\ = R* A — pl|=|*7") = . (4.144)
—pllz|P2(s=1) 1

tenemos que:

detD(||z||* + |A]* — B, X — pl[a]|*71) = 2l|=]| + pAll2][**(s — 1) (4.145)

De este modo, sabemos que:

deg(|[®|* + (A — R* A — pllze]|*~ 5 ||]|* + [A]* < p° + R*) #0  (4.146)
Por lo tanto

deg(||z|]” + |A* — R, Az — N(z) — R(\,x)) =

deg(|||[* + |A[* — R*, A& — N(x)) # 0 (4.147)

solo si Indice(—P(N(v)),Us) # 0, con v € S471L.

En nuestro caso particular, si bien no tenemos que

B(R)z; = < 1(!)% ]0% ) ( g ) (4.148)

sino que
_ (R_Rc)+K1(R_RC)2 0 “
B(R)x: —P< 0 (R~ R.) + K4(R — R,)? ) B
(4.149)

dados los 6rdenes de las perturbaciones K;(R— R.)?a,K2(R— R.)?3, podre-
mos deformar (||z||?+|\?— R%, B(\)x— Nz —h(\, z)) a (||z||> +|\*> - R?, Az —
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Nz — h(\ x)) en alguna vecindad cénica pequena de manera que ningun cero se
meta en la frontera. De esta forma el resultado anterior sigue siendo aplicable.

Como se calculé, la parte cuadratica de la reducciéon de Lyapunov-Schmidt
tiene la forma:

(4.150)

N(aﬁ):( Blacr+ b3) )

—a(aa + bp)

En particular vimos que una condicién necesaria para que a # 0 es que
me = 2my y que ne = 2n1. También se vio que en este caso se tiene b = 0. Si
podemos asegurar que a # 0 entonces se tiene que:

N(a,B) = ( aa@ ) (4.151)

—ax

Es fécil ver que Uy = (0,1) es un rayo caracterfstico, con p = 0. También se
puede ver sin problema que Indice(—P(N(v)),Uy) # 0. De este modo tenemos
una bifurcacién en la direccién (0, 1) para o = 0. Ver la figura 4.4.

Como habifamos visto también, la condicion m; = 2mso y n; = 2ns es ne-
cesaria para que b # 0. Si en este caso se tiene que b # 0, la demostracién de
que hay una bifurcacién en la direccién (1,0) es enteramente andloga. Si no se
estd en ninguno de estos casos, es decir @ = 0 y b = 0 entonces es necesario
recurrir a los términos de orden més grande para investigar la existencia de la
bifurcacién.
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\

=

Figura 4.4: Vecindad cénica para a # 0,b = 0
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Capitulo 5

Elementos del niucleo de la
linealizacion

Haremos en esta seccién un estudio de los elementos del niicleo de la linea-
lizacién del operador. Esto es importante ya que como vimos en el caso en que
el nicleo tiene dimensién uno, si existe la bifurcacién para algun R, entonces
la solucién al problema se parecerd (en un sentido antes precisado) al elemento
generador del nicleo de la linealizacion para ese R..

Analizaremos como se ve el campo:

u = Kmln;icos(m@)J,’n()\mldr)cos(nﬂz) (5.1)
ml
mnm |
vo= —Kmlnm sin (m0) Jpn, (Apudr) cos (nmz)
w = Kppcos (mb)d, (Apidr) sin (nrz)
Kmln

- O 1 c0s (mB) Jy (Apmidr) sin (nmz)

para una terna de ntiimeros (m,[,n) € N® dada. Haremos que K,,;,, = 1 para
simplificar.

Cuando el niicleo del operador lineal es de dimensién uno entonces (u, v, w,T')
genera todo el nicleo. Si el niicleo del operador lineal es de dimensién dos enton-
ces basta con encontrar dos elementos linealmente independientes para poder

119
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expresar todo el niicleo. Se pueden encontrar dos elementos con la forma de arri-
ba con respectivos (m,l,n), (m’,I’;n’) € N> y en teorfa es posible saber cémo
se ve el campo para cualquier elemento del nicleo de dimensiéon dos haciendo
combinaciones lineales de los campos correspondientes a los dos elementos li-
nealmente independientes. Aunque el campo estd totalmente descrito por estas
combinaciones lineales, en general tiene un aspecto bastante complicado que no
puede anticiparse. Sin embargo si puede decirse que estd en Fiz({x}). Pode-
mos afirmar esto pues en un principio nos restringimos al conjunto completo
{cosmbB},en para encontrar las componentes w y T del nicleo de la linealiza-
cién. Los elementos de {cos m8},en tienen la propiedad de ser pares de manera
que w y T también lo son. Ademas, la componente v resulté expresable en térmi-
nos del conjunto completo {sinmb},,en cuyos elementos tienen la propiedad de
ser impares. De este modo se tiene que si @ € KerA entonces x € Fix({k}).

Después de la breve discusién anterior basta pues con analizar (5.1) para
una (m,l,n) dada. Es importante recordar que el caso interesante por ahora es
el de un nucleo con dimensién uno, pues en este caso la solucién al problema

lineal nos dice como serd la solucién al problema no lineal.
Comenzaremos con el caso mas sencillo en que m = 0,n = 1.

Se tiene que (u,v,w,T) tienen la forma:

™

u = )\—J(')(/\ldr) cos (7z) (5.2)
!
v = 0
w = Jo(A\dr)sin (7z)
1 .
= WJO()\ldr) sin (7z)

donde \; es el [-ésimo cero de Jj.

Podemos ver que no existe dependencia respecto a 6 y que v = 0, asi que sélo
analizaremos lo que ocurre en una region del plano r-z y la forma del campo se
obtendra rotando alrededor del eje z. Para esa regién del espacio tenemos las
graficas que se muestran en la figura 5.1, para A\; y Ao. Las graficas superiores
muestran una aproximacién a las lineas de flujo, mientras que las inferiores
muestran las curvas de nivel para la temperatura. Un color mas claro en las

curvas de nivel de T" indica un valor més grande de 7.
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Figura 5.1: campos u-w para (0,1,1) y (0,2, 1), y respectivas curvas de nivel de

T

Vemos que en este caso se tienen rollos concéntricos. El niimero de rollos que

se tienen estd derminado por A;, en general se tendran [ rollos. Sabemos que la

sucesion de los ceros de la derivada de la funcién de Bessel tienden a infinito y

que tienden a estar uniformemente espaciados a medida que crecen, asi que para

una [ grande podemos tener una idea bastante buena de cémo serd un elemento

del nticleo de A. De hecho lo que se espera tener es algo muy parecido a las fotos

experimentales de los rollos en un recipiente cilindrico del principio de la tesis.

Nosotros hemos elegido d = 1 para facilitar los cdlculos y A1, Ao para una mejor

apreciacién del campo en las graficas, pero como vimos en el capitulo anterior,

la terna (m,l,n) € N® que esperamos en el punto de bifurcacién depende de d.

El siguiente caso a analizar serd cuando m # 0 y n = 1. En este caso un

elemento del nicleo de la linealizacién tiene la formas:
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X A
ANV A=< A A 77
AR s ) l/’ -

Figura 5.2: campos u-v para (1,1,1) y (1,2,1), y respectivas curvas de nivel de

w cuando z = 0.75

)\L cos (m@)J!, (Apidr) cos (72) (5.3)
ml

 ud)?r mld)27“
cos (M) Iy (Amidr) sin (72)
1
(Amud)? + (7)?

sin (m@) Jy, (Apidr) cos (72)

cos (mO) Jp, (Apudr) sin (7z)

Las graficas del campo de velocidades u-v y las curvas de nivel para w para

algunos valores de z se presentan en las figuras 5.2 y 5.3. La coloracién que

estd de fondo en el campo de velocidades depende del tamafnio del vector en el

punto, las zonas més claras indican donde los vectores son de magnitud més

grande. Para las curvas de nivel de w, el color azul representa valores positivos

mientras que el rojo representa valores negativos. Un color méas oscuro indica

un valor de |w| mas grande.

De las expresiones para u y v dadas en (5.3) vemos que basta con ver qué pasa

para algtn valor de z donde cos(7z) sea positivo y para algun valor de z que haga

cos(mz) negativo para saber completamente cémo es el campo u-v. Después de
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-1.0 =05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 5.3: campos u-v para (1,1,1) y (1,2,1), y respectivas curvas de nivel de
w cuando z = 0.25

todo el unico efecto que tiene cos(7z) es multiplicar por una constante positiva
0 negativa y el cambio de signo se da una sola vez cuando z = 0.5. De este
modo, si la dependencia de w de z es lo suficientemente sencilla (como en efecto
veremos que lo es) podemos saber exactamente cémo es el campo de velocidades.

En las graficas 5.2 y 5.3 podemos ver que el signo de w no depende de z.
Esto se puede comprobar por supuesto viendo la expresién analitica para w.
De hecho las curvas de nivel para w son cualitativamente iguales para cualquier
valor de z, excepto para z =0 o z = 1 donde el fluido no atraviesa la frontera.
Se tiene pues que el disco se divide en regiones donde el fluido siempre sube
(w > 0) o baja (w < 0). Con esta informacién y la forma del campo para u-v
es posible saber perfectamente como son las celdas de conveccion.

De la forma que w y T tienen sabemos que cualitativamente las curvas
de nivel son las mismas para ambas componentes. La unica diferencia es la
multiplicacién por un factor positivo.

En general, a partir de las curvas de nivel para w, que son féciles de cons-
truir para cualesquiera m, \,,;, se puede tener la descripcion de las celdas de
conveccién. Sélo hay que saber como es u-v para algin z > 0.5 y para algin
z < 0.5. En la figura 5.4 se muestra un ejemplo cuando m = 2.
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0.

W

0.0

—0.5F

wn

-1.0k

Figura 5.4: campos u-v para (2,1,1) y (2,2,1), y respectivas curvas de nivel de
w cuando z = 0.75

El dltimo caso a considerar serd cuando n # 1. Este caso se reduce en
realidad al caso anterior. Debido a la dependencia de z del elemento del nicleo
tendremos n copias del flujo para n = 1, acomodadas a lo largo del eje z en el
intervalo [0, 1]. Por la manera en que la variable z estd incluida tenemos que dos
de estas copias se juntan como si se reflejaran en un espejo. En concreto tenemos
que la divisién entre dos de estos flujos estd en los ceros de sin(mrz) (donde w se
anula), o sea +

n’n’ n’

. Por un lado tenemos que cos(nm(x+ +)) es una funcién
par, y por otro que sin(nm(z + n)) es impar. De esta forma si x = z — % se tiene
que cos(nmz) = cos(nm(—z+ 2)) y que sin(nwz) = —sin(nm(—z + 21)). Asi que
u(z) = u(—z+ Z) y v(z) = v(—'z + 21), mientras que w(z) = —w(—z+ 2) y
por lo tanto en cada plano z = = el flujo se refleja.

En la figura 5.5 se muestra las graficas para los campos de velocidades en
la region {(r,0,z) € Q|cosf > 0} cuando n = 2;m = 0,1 y para los pri-
meros ceros de Jy y Ji respectivamente. Se ha tomado sélamente la regién
QN{(r,0,z)|cosd > 0} para apreciar las graficas con més claridad. Como vimos
antes, (m,l,n) = (0,1,1) corresponde a un solo rollo. En la primer gréfica po-
demos ver cémo el flujo es como este rollo desplazado a QN {(r, 0, z)|z > 0} y su
reflexiéon respecto al plano z = 0.5. Por otro lado, la segunda grafica, correspon-
diente a (m,l,n) = (1,1, 2) muestra la misma simetria respecto al plano z = 0.5



125

y por otro lado muestra graficamente cémo es el flujo para (m,l,n) = (1,1,1)
que ya habiamos descrito en el segundo caso.
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Figura 5.5: campo de velocidades para (0,1,2) y (1,1,2)



Conclusiones

Las aportaciones del trabajo son principalmente las siguientes:

= En el capitulo 1, se ha creado un breve contexto historico y cientifico
del problema de Bénard. Esta seccién es importante pues permite suge-
rir nuevas direcciones en que este problema se puede abordar de forma

matematica.

= En el segundo capitulo se da una deduccién completa de las ecuaciones
que modelan el problema a partir de los principios basicos de conserva-
cién de masa, momento y energia. Este capitulo se ha escrito después de
consultar y leer con cierto detalle varios libros de mecanica de fluidos, que
van desde libros de ingenieria hasta textos matematicos. Finalmente se
optd por hacer la deduccion lo més intuitiva y fisica posible sin que dejara
de ser matematicamente correcta. También se presenta en este capitulo el
cambio de las ecuaciones a coordenadas cilindricas. La forma en que se
hizo funciona igual de bien para cualquier conjunto de coordenadas orto-
gonales (en particular esféricas), pero se opté por hacer el caso concreto
por claridad.

= En el capitulo 3 se hace la linealizacién de las ecuaciones con detalle. M4s
adelante, en el siguiente capitulo, se hace la conexién entre esta linealiza-
cién (en el sentido de los libros de mecdnica de fluidos) y la derivada de
Fréchet en un punto (una solucién del sistema de ecuaciones). También
se presenta la demostracién de una descomposiciéon para campos con di-
vergencia cero, conocida también como poloidal-toroidal(referida, pero no
probada en [6] y [15]).

= En el capitulo 4 se escribe el problema como un operador entre dos espacios
de Hilbert, que permite utilizar los resultados de teoria de la bifurcacién
de [13]. Se encuentra que para los primeros valores del pardmetro en que el
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operador correspondiente a la linealizacién deja de ser no invertible sélo se
pueden tener nicleos de una o dos dimensiones. En el caso en que el niicleo
es de una dimensién se puede asegurar la existencia de la bifurcacién, y
también céomo son las soluciones del problema no lineal pues de hecho se
tienen expresiones explicitas para el ntcleo. Ademés, se define el grupo
de simetrias de las ecuaciones y se da la descripcién de los elementos
invariantes bajo diversos subgrupos. Resulta notable que se haya podido
asegurar la existencia de la bifurcacién cuando la dimensién del ntcleo
de la linealizacion es dos y la parte cuadratica no es cero, utilizando un
resultado original de [13]. La existencia de bifurcacién cuando el nicleo
es de dimension dos no se menciona en ningun lugar de la bibliografia
consultada.

= En el dltimo capitulo se hace la descripcion completa de los elementos del
ntcleo.

A partir de los resultados obtenidos, y con inspiracién en la historia expe-
rimental resumida en el primer capitulo, se puede pensar en variaciones de
este problema. En particular seria interesante estudiar la bifurcacion para
otro tipo de patrones, como las espirales por ejemplo. Los resultados ex-
perimentales parecen sugerir que cambiar las condiciones de frontera para
la temperatura modifica radicalmente el tipo de patrones que se obtiene.
También por otro lado se sabe que al utilizar condiciones de Neumann en
problemas de reaccién-difusion se obtienen espirales como soluciones del
operador lineal (ver [11]). Se podria ir més alld y utilizar condiciones de
frontera para la temperatura que no fueran iguales en cualquier direccién
del dngulo 8 o hacer que el calentamiento en la base inferior no fuera uni-
forme. Por otro lado, encontrar la teselacién de celdas hexagonales que
vio Bénard parece algo mas complicado. Si bien hemos estado utilizando
un modelo que no toma en cuenta los efectos de la tension superficial y
por lo tanto puede cuestionarse la capacidad para llegar a este resulta-
do, parece dificil meter la geometria de los hexagonos en la de nuestro
contenedor. Algo que quizd pueda investigarse en esta direccién es por-
qué en los experimentos los patrones parecen llegar perpendicularmente a
la frontera. Finalmente queda el problema de describir mateméticamente
de algtiin modo el comportamiento cadtico que se ha observado para fluidos
con ciertas propiedades. Como se ve, hay muchas preguntas abiertas que

estan esperando un tratamiento matemaético.

Hay muy pocas referencias matematicas del problema de Bénard. Una de
ellas es el articulo [17]. A pesar de que en la tesis se ha seguido un camino
algo distinto, hay algunos comentarios que se pueden hacer respecto a él.
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Primero, el resultado de Ma y Wang es el mismo que nosotros obtuvimos,
es decir, que cuando el nicleo es de dimensién uno se tiene bifurcacién y
de hecho se sabe cémo son las soluciones al problema no lineal cerca del
punto de bifurcacién. Por otro lado, en [17] no se menciona el caso en que el
nucleo es de dimensién dos. En [17] se dice que se estudiard el problema en
un dominio abierto arbitrario €2 y con una serie de condiciones de frontera.
Curiosamente, se abandona abruptamemente este objetivo para estudiarlo
con condiciones de frontera periédicas en una malla de rectangulos con la
explicacion (jamds probada) de que el tratamiento es valido para todas las
demads condiciones de frontera. La existencia de las funciones propias y sus
propiedades para el operador también se supone. En nuestro caso, hemos
encontrado de manera explicita las funciones pertenecientes al nticleo del
operador. Estds funciones ya se habian presentado en [18], pero sin ningtin
tipo de explicacién. Resulta destacable que se pueda hacer el tratamiento
del problema en las tres dimensiones, pues en general es bastante dificil
saber tanto de un problema tridimensional en mecanica de fluidos. Origi-
nalmente se pensé en utilizar la funciéon de corriente y restringirse a las
funciones que no dependen del dngulo, para asi reducir el problema a dos
dimensiones.

Quiza el principal mérito de este trabajo sea el tratamiento de un problema
integramente y con detalle. No se intenté poner demasiado énfasis en las
definiciones y los teoremas, sino que mas bien se ha tratado de dar razones
para cada uno de los pasos que se han seguido. Se ha tratado pues de decir
como se hicieron las cosas pero también porqué, sin dejar de cuidar que
todo fuera correcto matematicamente hablando.

Se considera que el objetivo de realizar un trabajo en el que se desarro-
llara un problema extensivamente con conocimientos matematicos que se
pueden adquirir durante los cursos de licenciatura se ha cumplido. Por
otro lado, se ha ilustrado también mediante este problema cémo se pue-
den utilizar los resultados topoldgicos de la teoria de la bifurcacién en
un problema no lineal en particular. A pesar de que el autor estd apenas
empezando a aprender estas técnicas, es posible apreciar su gran alcance
y este trabajo es una confirmacién més de su versatilidad para atacar un
conjunto increiblemente diverso de problemas no lineales. Es importan-
te decir que los problemas no lineales han sido evitados por cientos de
anos (y son ain un terrible dolor de cabeza en ingenierfa), y que la teoria
topolégica de la bifurcacién permite obtener resultados interesantes y pro-
fundos de manera analitica sin usar demasiadas aproximaciones. El lector
interesado en estas técnicas deberd sin falta consultar [13], un extensivo
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tratado en la materia.

Aunque la aportacién de esta tesis pueda ser modesta, el autor estd parti-
cularmente contento por lo mucho que ha aprendido durante su realizacién.



Apéndice A

Completez de las funciones
de Bessel

Hemos visto en la seccién 3.2 que es posible encontrar el espectro del ope-
rador utilizando series y un requerimiento necesario para este procedimiento es
que el conjunto de funciones respecto al cual hagamos la expansion sea completo
en el espacio de trabajo.

Como manera de justificar la expansién utilizada en la seccién 3.2 probare-
mos aqui que el conjunto de funciones de Bessel, que denotamos como {.J,, (Ax)},
donde J, es la funcién de Bessel de orden v con v > 1y A son los ceros de J'(z),
es completo en Lo([0,1], x).

Definicién. Un operador integral de la forma

b
K(f) = / Ko, €) F(€)de (A1)

con

/ab /ab |k(x, &) |2dzde < oo (A.2)

se conoce como operador de Hilbert-Schmidt. Se dice ademds que k(z, §)
es un nucleo de Hilbert-Schmidst.
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Definicién. Un operador integral de la forma

b
S(f) = / Ko, €) F(€)de (A3)
donde
Ba,6) = 3 pi(@)aie) (A4)
y
b b
/ [pi(2) 2d < oo, / gs(2) Pz < oo (A5)

se conoce como operador integral separable y un nicleo k(z,§) de la
forma mencionada se denomina nicleo separable.

Definicién. Sea K un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert
H. Sea {f,} una sucesién infinita en H que es uniformemente acotada, es decir,
para alguna M se tiene que || f,|| < M para toda n. Se dice que K es compacto
si de la sucesién {K f,,} se puede obtener una subsucesién {K f,, } de Cauchy.
La sucesion {K f,, } converge pues H es un espacio de Hilbert.

Teorema. Un operador de Hilbert-Schmidt es compacto.
Demostracién. Veremos primero que un operador separable es compacto.
Sea S un operador integral separable y tomemos f € Ly(a,b).

Tenemos que:

b n n
SU) = [ @O =3 el (A.6)
a =1 =1

Se observa que el rango de S es de dimensién finita (estd generado por
pi(x) € La(a,b)) y ademds el operador es acotado pues:
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. |/2pz G() () del? < /|sz G |d§/|f )2de

/ ke, €)[2de | ]2 (A7)

1S(f)

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Entonces se tiene que:

5P s [ [ e Pasasl i (A8)

Por otro lado,

Z pi(z (2)g; ()] (A.9)

i,7=1

Asi que

//|kx§|d§dx<//a S In (@) (07 ©ldedr (A10)

1,0=1

Ademas

b b
/ / 19 (@) @ (€)py ()@ (6)|déda < o0 si i, j € {1, .} (A.11)

de manera que

b b
//Ik(fcvﬁ)IQdﬁdx<oo (A.12)

y por lo tanto el operador es acotado.

Ahora, sabemos que cualquier conjunto acotado en un espacio de dimension
finita es relativamente compacto. En particular un subconjunto del rango de S
es relativamente compacto asi que el operador es compacto.
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Probaremos ahora que un operador de Hilbert-Schmidt es compacto. Sea
k(z,&) un nicleo de Hilbert-Schmidt, y K el correspondiente operador integral.
Tomemos una base ortonormal {¢;(z)} de La(a,b).

Entonces podemos escribir a k(z, &) como

k(z,€) = 3 kijdil@)é;(€) (A.13)
donde
b b
by = [ [ kw0606, dsds (A.14)

pues {¢;(2)$;(£)} son una base de Lo(D) donde D es el rectiangulo a <
x, & <b.

Tenemos por la identidad de Parseval que

x b b
S Mkl = [ [ b )P (A15)

i,j=1
y por lo tanto
2
o0 b b n ~
Syl = / / k(@6 = 3 kiydi()d;(6)| dede  (A16)
i,j=k+1 a Ja i,j=1

Como sabemos que
o]
> kil* < o0 (A.17)
ij=1
entonces para € > 0 existe N € N tal que

o0

S ki <e (A.18)

i,j=N+1
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Sea s(z,€) = Yor_y kijdi(x)d;(€).

Se(x, &) es un niicleo separable y por lo tanto k(x, &) — s¢(x, ) es de Hilbert-
Schmidt (cualquier nicleo separable es de Hilbert-Schmidt).

Si Ky S, son los operadores integrales correspondientes a k(z,£) v sc(z, &)
respectivamente entonces

b b
1K= SIP < [ [ IhGe€) = sule ) Pdade < (A.19)

pues tenemos que si

b
K(f) = / Kz, €) £ (€)duwde (A.20)

es de Hilbert-Schmidt entonces

b b
1KIP< [ [ b o)Pdsds (a21)

Podemos ver que este hecho es cierto pues si f € Ly(a,b) entonces

b b b
K(P = | / K(r, ) F(€)de]? < / Ik, )2 / ()P

b
WiE / h(a, €)[2de (A.22)

de manera que:

b b
1K < 111 / / k(. €)|2deda (A.23)

Sabiendo esto podemos formar una sucesién de operadores compactos {S., }
tal que ||[K — S, || = 0 cuando n — oo.

Por ejemplo, podemos definir a S, como

N
S iy i(w)d5(€) (A.24)

ij=1
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donde N es tal que

= 1
> kgl < - (A.25)
i,j=N+1

Como S, converge en norma a K entonces tenemos que K es compacto.

Definicién. Sea K un operador lineal y acotado en H. El operador adjunto
de K, denotado como K*, estd definido mediante la siguiente relaciéon:

(Kz,y) = (z, K7y) (A.26)

para todas z,y € H.
Definicién. Se dice que un operador es autoadjunto si K = K*.
Probaremos ahora que

Lema. Un operador de Hilbert-Schmidt es autoadjunto si y sélo si k(z, ) =
k(& ).

Como K es acotado basta probar que es simétrico, es decir (K f, g) = (f, Kg)
para todas f,g € La(a,b). Sean f,g € La(a,b).

Tenemos que:

(K(f),9) - (K(9), f) = / /abk(x,f)f( £)dg(w)dz — / / (e, €)g(€)deds

b b
/ / k(€)1 ()a(@) — f ()R, O)g(@)]dedz
b b
- / / k(. )1 (€)9(@) — F(ORE )g(@)]deda

/ / 1&gl k(z, €) — K€, 2))deda (A.27)

Si K es simétrico entonces

/ / F(€)9(2) k(&) — FE, o)) déda (A.28)
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para cualesquiera f,g € Lo(a,b), asi que k(x,&) — k(&,z) = 0.

Por otro lado, si k(z,£) = k(&, x) entonces

b b
/ / F(€)g(@) k(. €) — F(E 2))dédz = 0 (A.29)

y por lo tanto K es simétrico. De este modo hemos probado que un operador

integral K de Hilbert-Schmidt es autoadjunto si y sélo si k(x, &) = k(& x)
Una vez teniendo este resultado podemos probar el siguiente

Teorema. El conjunto {J,(Az)}, donde J, es la funcién de Bessel de orden
v (v >1)y X son los ceros de {J'(z)}, es completo en el espacio La([0, 1], x).

Definiremos el espacio de trabajo Lo ([0, 1], 2) como el conjunto de funciones
de L]0, 1] tales que

1
/ x| f|?dx < oo (A.30)
0

El producto interno que definiremos en el espacio serd el siguiente, si f,g €
L2 ([0,1], z) entonces:

1
(. 9)s = / 2 (2)g(x)dz (A.31)

Notemos que Ly[0,1] C L2([0, 1], 2) propiamente pues por ejemplo la funcién
f(z) = - estd en Ly([0, 1], 2) pero no estd en Ly[0, 1].

T
x2
Tenemos que la solucién general de la ecuacion

22

1 , V2
u’ 4+ —u + ()\ - ) u=0 (A.32)
T

donde z € (0, 1), estd dada por u = c1J,(Ax) + oY, (Ax).

Si insistimos en que u € L]0, 1] entonces tenemos que u = ¢1.J, (Az). Noso-
tros estaremos interesados en las soluciones del problema definido por la ecua-
cién (A.32) y la condicién de frontera u/(1) = 0.

Podemos escribir la ecuacién (A.32) con la condicién de frontera como el
siguiente problema de valores propios:
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Lu = \u (A.33)
donde el operador L esta definido como

1 2
Lu=—u"—=u + V—zu (A.34)
x x

y donde X debe satisfacer que J! (\) = 0. Es decir, los valores propios son
los ceros de la funcién J) ().

La estrategia serd construir un operador tal que

LKf=f (A.35)

para f € Ls([0,1], z).

Si logramos esto, entonces tendremos que las funciones propias de K son
soluciones del problema de valores propios (A.33). Dicho de otro modo, las
funciones propias de K son de la forma J, (Az), donde A son los ceros de J),(x). Se
probard después que K es un operador compacto y autoadjunto en Lo([0, 1], x)
y se utilizard el siguiente teorema:

Teorema. Sean K un operador compacto y autoadjunto en un espacio de
Hilbert H y {¢;}; el conjunto de las funciones propias ortogonales que corres-
ponden a los valores propios diferentes de cero. Sea f € H, entonces f puede
escribirse como

= (0% + fo (A.36)

7

con fy € KerK.
La prueba de este teorema puede encontrarse en [12].

El operador K tendrd la siguiente forma:

Kfz/0 yk(z,y) f(y)dy (A.37)

Buscaremos k(z,y) que tenga las propiedades:
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1
L ko(yy,w) — ke(y—,w) = *5

2
2. —(:I:km(x,y)h—&—y—k(:my) =0enl0<z<yyy<z<l
x

3. k(z,y) es continua en x =y

4. se cumple la condicién de frontera k,(1,y) =0

y veremos que efectivamente K es el operador buscado. Aqui k,(y4,z) v
k. (y—,z) denotan a las derivadas respecto a x por la derecha y por la izquierda

respectivamente.
La solucién general de la segunda ecuacién es:

k(z,y) = ciz¥ + 0235:” O<x<y (A.38)
csx¥ +eqxTV o y<ze<l1
pues la ecuacion es de Euler.

Como x7% ¢ Ls([0, 1], x) entonces co = 0.

Por otro lado la condicién de frontera implica que csv — c¢uv = 0 asi que

C3 = C4.

La primera condicién implica que

1
cs(vy” ™t — vy — eyt = 3 (A.39)
y la tercera que
ay’ =cs(y” +y7") (A.40)
de donde se tiene que
= ) (A1)
€1 = o Y Y .
y
1
cg = —y" (A.42)

2v
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de manera que

1 —v
Ex”(y”—i—y ) O<z<y
Kz y) = (A.43)

1 v 174 —V
— <z<l1
5,9 (" +27") y<z

Si f € C°[0,1] entonces

(Kf) = / ko (2, 9) F )y + 2ok, 24) f(2s) — 2_K(z, 2_) f(z_)

1
- / YKo (z,y)f(4)dy (A44)

por la continuidad de z y f.

Por otro lado

(K = / UK o (0, 9) F )y + 2 by (2,2 ) () — 2 ko) f (1)

1
- /0 Yhaa(z,9) F(y)dy — [(z) (A.45)

De manera que

LKf = i[—/o ykx(a%y)f(y)dy—/o ryka (2, y) f(y) dy

+ [ ko) oty + 1) = 1@ (A.16)
0

Si f ¢ C°[0,1] entonces las relaciones se cumplen sélo casi en todos los

puntos.

Veremos que el operador K es autoadjunto pues
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/leg(x)/olyk(%y)f(y)dydx

1 1
/ ) / tk(z,y)g(x)dady = (f.Kg)e  (AAT)

0

pues k(x,y) = k(y,z). Y también veremos que K es compacto.

Definamos el operador K¢ como

en L»[0,1].

Kg = /O VEYK (2, 9)9(y)dy (A.48)

Tenemos que fol fol zylk(z,y)|?dzdy < oo segiin la funcién que construimos

antes.

De hecho unicamente hay que tener cuidado con lo que ocurre cerca del cero.

1
Sélo por claridad veamos qué pasa con / zy|k(z,y)|2dx:
0

1
4u2/ zylk(z,y)Pdx
0

Y 1
/ x2y+1(y1/ 4 y—u)Q + / nyV(xu 4 m—u)de:|
0 Yy

[ 2 a2 | 2 ! 2041 2041

174 bt 74 v 14 2 —al d
(y +y ") 2y+20+y /y(x +2x+x )x}
I 2v+42 2v4-2 —2u+2 \ |1

v —u2y 2v T 2 €

Wy s Y (2u+2+x +2u+2> ,

(A.49)

y de aqui vemos que todas las potencias de y son positivas asi que:

11
/ / zylk(z,y)|2dedy < oo (A.50)
o Jo

De esta forma K es un operador integral de Hilbert-Schmidt. Ya habiamos

probado que un operador de Hilbert-Schmidt es compacto si
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11
/ / |G (, y)Pdzdy < oo (A.51)
o Jo

donde G(z,y) es el niicleo del operador integral. En el caso de K, G =

VZyk(z,y).

Probemos finalmente que K es compacto. Tomemos una sucesién {f,} C
L ([0, 1], ) acotada. Tenemos inmediatamente que /4 f,, (y) es acotada en L0, 1]
por la definicién del producto interno en Lo ([0, 1], x).

Como K es compacto, podemos encontrar una subsucesién de { K/ fo, ()}
tal que:

1KV fule) = KVafm (@)l < e (A.52)

si n,m > N(e¢) para algin N que depende de e.

Por otro lado tenemos que

K fllo = [|KVaf(z)| (A.53)
pues
K fll. = [/O x/oyk(x,y)f(y)dy dx]
1) 1 2 1%
= [/0 /Ox/@k(x,y)\/@f(y)dy dw] (A.54)
Asi pues

||Kfn_Kfm||l:Hf(\/'%fn(x)_f(\/ifm(x)”<€ (A55)

y entonces {K f,,} es una subsucesién de Cauchy de la sucesién de imdgenes
de {fn}. {K fn} es de Cauchy en Lo(0, 1) y por lo tanto es convergente. Entonces
K es compacto en Ly([0, 1], z) y sus vectores propios son un sistema completo
en RangoK.



Probaremos ahora que los valores propios de K son positivos.

Supongamos que g es un valor propio de K, entonces tenemos que:

uLu = u

por la definicién de K.

. . ’ . 1
Tenemos pues que p es valor propio de K si y sélo si m
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(A.56)

es un valor propio

de L. Entonces probar que los valores propios de K son positivos es equivalente

a probar que los de L son positivos.
Tomemos u en el dominio de L.

Tenemos que

2

(Lu,u)y = /01 {—(mu')’ + Vu] uda

X

Si integramos por partes el primer término obtenemos:

1 2
(Lu,u), = —zu'ulf +/ x|u'|* + Yowtdx
0 X

Como u/(1) = 0 entonces tenemos que:

1 2
(Lu,u), = / x| + —udr >0
0 T

(A.57)

(A.58)

(A.59)

Si suponemos que A es un valor propio de L, con una funcién propia u

entonces:

0 < (Luyu)y = (Auyu)y = AMu, u),

(A.60)

Obtenemos asi que A es positivo pues la opcién de que A sea cero estd des-

cartada.

A no puede ser cero porque en ese caso se tendria que:

—(zu) + %u =0 con u(1)=0

(A.61)
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tiene una solucion diferente a la trivial.

Como habfamos visto, la solucién general de

—(zu) + V;u =0 (A.62)

es

u=cx’ +cox" (A.63)

Por un lado, u debe estar en L?([0,1],x) asf que ¢z debe ser cero. Por otro,
u'(1) = 0 asf que ¢o también debe ser cero. Entonces forzosamente u = 0.

Probaremos ahora también que el operador K también es inverso de L por
la izquierda, es decir K Lu = u. Tomaremos para ello una funcién u que sea C2.

Tenemos de las definiciones de K y L que:

KLu /01 yk(ay)i [—(yu')/ + V;u] dy (A.64)

2

= /01 k(y, z) [—(yu’)' + ’;u} dy + /: k(z,y) [—(yu')’ + V;U} dy

Dado que k es simétrica (i.e. k(z,y) = k(y,x)) tenemos que:

KLu= /0 k(o) {—(yu’)' 4 V;u} dy + /z ko) [—(yu')’ + V;u} dy

Si integramos por partes se tiene que:

x 2
KLu = —k(y,x)yU’ngr/ ky(yw)(yu’)Jrk(y,m)%udy (A.66)
0

1 2
1%
k()L + / by ) () + bl )~y

tenemos que
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—k(y, z)yu'|§ — k(y,x)yu'ﬁ =0 (A.67)

pues tanto k como ' son continuas y u/(1) = 0.

Al integrar por partes nuevamente se tiene que:

T V2
KLu = ky(y7m)yu|§+/ —(ky(y,x)y)/u—kk(y,x)?udy (A.68)
0

1 2
1%
Ty, 2yl + / (o 2)) e+ Ky )y

x

Hemos agrupado del siguiente modo:

b b b
/ ky(yw)(yU’)dy:/ (ky(yw)y)u’dy:ky(yw)yulfi—/ (ky(y, 2)y) udy

(A.69)
Por la segunda propiedad de k(y, x) se tiene que:
K Lu = ky(y, x)yulg + ky(y,x)yuﬁg (A.70)
Si usamos que ky(1,z) = 0 se tiene que:
KLu = zu(z)[ky(z_,z) — ky(z4, 2)] = u(x) (A.71)

por la primera propiedad. También hemos usado que u es continua.

Asi pues se tiene que K Lu = u como queriamos ver.
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