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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivo de la tesis

El objetivo de esta tesis consiste en analizar los
fundamentos del esquema LBG de la cuantizacion
vectorial con el propésito de entender el funcionamiento
de dicho esquema de procesamiento de sefales.

Asimismo, derivado del estudio del esquema LBG, se
propondra una mejora a dicho algoritmo introduciendo en
el esquema ciertos principios presentes en el algoritmo de
recocido simulado.

Se pretende, por lo tanto, investigar si la mejora
propuesta realmente genera mejores resultados que los
obtenidos solamente de la aplicacion del algoritmo LBG a
un conjunto de entrenamiento propuesto mediante una
simulaciéon programada en Matlab, impactando en el
tiempo de procesamiento de la sefial.
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1.1.1. Definicion del problema

Uno de los conceptos mas importantes relacionados con las telecomunicaciones
es el de sistema de comunicacion. El disefio de un sistema de comunicaciones exitoso
implica conocer las debilidades de sus componentes para tratar de contrarrestar sus
efectos.

De esta forma, el elemento que presenta la mayor parte de la degradacién de la
seflal al momento de su transmisién es el canal de comunicaciones. Una forma de
solucionar este problema es haciendo del canal un modelo probabilistico de tal forma
que puedan aplicarse técnicas de codificacién de fuente y canal, disminuyendo la
degradacién de la sefial, realizando por tanto una compresion de datos.

Una forma de realizar dicha compresion de datos es la llamada cuantizacién
vectorial, un procedimiento que se utiliza principalmente para eliminar la
redundancia en la transmision. Esta forma de compresion se realiza mediante el
disefio de un cuantizador, el cual utiliza algoritmos recursivos con la finalidad de
encontrar los vectores de codificacion de la sefial. Uno de los algoritmos mas
utilizados es el LBG (Lide Buzo Gray). La desventaja de aplicar estos métodos se
traduce en un tiempo elevado de computo y en el hecho de que la sefial regenerada en
el decodificador resulta solamente una aproximacidon a la original recibida en el
codificador.

A lo largo de esta tesis se pretende proponer un algoritmo tal que mejore el
tiempo de procesamiento al momento de realizar la compresion de datos,
optimizando los recursos computacionales de los que se disponen en el codificador.

1.1.2. Esquema de andlisis

Con la finalidad de entender al algoritmo LBG, en esta tesis se implementara una
simulacién en Matlab. Dicha simulacién permitira analizar el comportamiento del
algoritmo, arrojando como resultado un nimero de iteraciones, el cual representara el
tiempo de procesamiento requerido para obtener cierta cantidad de vectores.

Una vez conocido el tiempo de procesamiento, se implementard una mejora
utilizando el algoritmo de recocido simulado. Al introducir esta mejora se pretende

Facultad de Ingenieria ~2~



Capitulo 1 Introduccion

obtener como resultado un incremento en la eficiencia del codificador al disminuir el
tiempo de procesamiento requerido para encontrar la misma cantidad de vectores
que al simular el algoritmo original.

Dicha mejora serd probada utilizando diversos esquemas conocidos como
esquemas de decremento de temperatura. Se espera que cada uno de ellos provoque
efectos distintos en el comportamiento del nuevo algoritmo con la finalidad de elegir
el que tiene el mejor efecto en el tiempo de procesamiento.

1.1.3. Aportaciones

Al término de esta tesis, se pretende haber demostrado que la introduccion del
recocido simulado en el algoritmo LBG resulta efectivamente en una mejora del
tiempo de procesamiento. Esto dltimo tiene un impacto directo en la eficiencia del
sistema de comunicaciones ya que permitira codificar sefiales en menor tiempo y
mejorar el uso de recursos del sistema de comunicaciones.

Asimismo, la introduccién del recocido simulado tendra un efecto importante en
la busqueda de los vectores de codificacion que representaran a la sefial tratada, ya
que tiene como ventaja el encontrar el minimo global en cada region evitando
atorarse en un minimo local. Esto a su vez impactara también en el tiempo de
procesamiento del codificador, haciendo mas eficiente su uso.

Facultad de Ingenieria ~3~
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Capitulo 2

Probabilidad y procesos
aleatorios.

La teoria de la probabilidad es la parte de las
matematicas que se encarga del estudio de los fen6menos
o experimentos aleatorios. Esto es, cuando se tiene que un
experimento se repite un cierto niumero de veces bajo las
mismas condiciones y se obtiene el mismo resultado,
entonces se dice que éste es un evento aleatorio.

Al estudiar un experimento aleatorio, resulta
practico agrupar el conjunto de resultados posibles de
obtener de dicho experimento. A este conjunto se le
conoce como espacio muestra o muestral.

A lo largo de las siguientes secciones se pretende
extender el panorama del uso de probabilidades en
experimentos aleatorios asi como mostrar la forma en que
pueden ser calculadas las probabilidades de obtener
ciertos resultados al realizar un experimento
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1.1. Axiomas de probabilidad

La probabilidad desempefia un papel altamente importante en todos los eventos
que suceden a nuestro alrededor. En la mayoria de los casos, resulta interesante
conocer la probabilidad de que ocurra o no un evento en la toma de decisiones. En
concreto podemos decir que las probabilidades se utilizan para expresar qué tan
factible es que suceda un evento determinado.

De esta forma, seria posible asegurar que la probabilidad de un evento es un
numero que mide la verosimilitud de que el evento ocurra cuando se realice un
experimento especifico. Dicha probabilidad puede aproximarse con la porcién de las
veces que se observa dicho evento cuando el experimento se repite un gran nimero
de veces. De esta forma, para un evento al que se denota como E, corresponde una
probabilidad que se representa como P(E). Este evento es conocido como evento
simple debido a que no puede descomponerse en mas eventos. A la coleccion de todos
los eventos simples se le denomina como espacio muestra, siendo dichos eventos
subconjuntos del espacio muestra.

Asi, la probabilidad de que un evento simple ocurra debera de cumplir con dos
reglas conocidas como axiomas que se enuncian a continuacion.

Axioma de asignacion de eventos simples

Sean E4,E,, ..., E} los eventos simples de una coleccién (conocida como espacio
muestra)

a) Todas las probabilidades de los eventos simples deben de estar contenidas
entre los valores 0y 1y se denota como:

0<P(E)<1parai=12,..,k

b) La suma de las probabilidades de todos los eventos simples dentro de un
espacio muestra debe ser igual a 1:

Zk:P(El-) =1

i=1
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Capitulo 2 Probabilidad y procesos aleatorios

Asi, en el calculo de probabilidades, a veces resulta de interés la ocurrencia de
cualquiera de una coleccion de eventos simples especificos. En este caso, la
probabilidad de que ocurra esta coleccién de eventos, que serd denotada como A4, es
igual a la suma de las probabilidades de los sucesos simples del evento A.

En las secciones siguientes se pretende enunciar algunas definiciones y
propiedades de los eventos que permiten que el calculo de sus probabilidades sea
posible. Con el fin de comprender mejor dichas definiciones, se agrega en cada una de
ellas el diagrama de Venn correspondiente. Dicho diagrama es una representacion
grafica de la relacidn que existe entre los eventos simples contenidos en cada evento.
Dicha relacién se marca como un area sombreada en el diagrama.

1.1.1. Eventos compuestos

El universo no se limita a la ocurrencia inicamente de eventos simples. Existen
casos en los que un evento puede ser considerado como una composiciéon de dos o
mas eventos distintos. A este tipo de eventos se les conoce como eventos compuestos.
De esta forma, los eventos compuestos pueden conformarse de dos formas que
resultan de alta importancia en la probabilidad y que se definen a continuacidn.

Definicién: Union de eventos
Sean A y B dos eventos bajo estudio. Se dice que los eventos presentan una union
cuando al realizar un experimento ocurre que se presente A o B o ambos como

resultado. De esta forma, se denota a la union de eventos como:

AUB

Diagrama de Venn - AU B

Facultad de Ingenieria ~7~
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Definicién: Interseccion de eventos

Sean A y B dos eventos bajo estudio. Se dice que los eventos presentan una
interseccion cuando en una realizacion del experimento ocurre como resultado
la ocurrencia de ambos. De esta forma, se denota a la interseccién de eventos
como:

ANB

Diagrama de Venn - AN B

1.1.2. Eventos complementarios

Dado que el calculo de probabilidades se basa en la teoria de conjuntos, no es
extrafio pensar que si al realizar un experimento ocurra el evento 4, al realizarlo en

otro momento puede ser que este evento no ocurra. Esto ultimo es conocido como
complemento del evento A, y se define a continuacion.

Definicion: Complemento de un evento

Sea A un evento bajo estudio. Se dice que se obtiene al complemento de A
cuando al realizar un experimento sucede que A no ocurre como resultado y se
escribe como:

AI

Diagrama de Venn - A’

Facultad de Ingenieria ~8~
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De la definicién anterior es posible afirmar que la unién del evento A con su
complemento es igual al espacio muestra ya que incluiria a todos los eventos simples
que lo conforman. Esta ultima es una propiedad de gran importancia e utilidad en el
calculo de probabilidades ya que de ahi se deriva el siguiente axioma.

Axioma: Relacion complementaria

La suma de las probabilidades de eventos complementarios siempre es igual a 1.
Esto es,

P(A) + P(A) =1

La importancia de este axioma radica en el hecho de que existen casos en los que
resulta mas sencillo calcular la probabilidad del complemento del evento de interés
que la probabilidad del evento mismo. Por lo tanto, la probabilidad de dicho evento
puede calcularse utilizando propiedades algebraicas de la siguiente forma:

P(4) =1 — P(4)

1.1.3. Probabilidad condicional

Hasta ahora, se ha analizado los casos en que las probabilidades de un evento
representan la frecuencia relativa de ocurrencia cuando el evento se repite un gran
numero de veces. Este tipo de probabilidades se conoce como incondicionales dado
que no se suponen condiciones especiales aparte de las que definen al experimento.

Existen ocasiones en las que resulta de gran interés alterar la estimacion de la
probabilidad de un evento dado que se posee informacion adicional que pudiera de
algin modo afectar al resultado obtenido. A este tipo de probabilidad se le conoce
como condicional. En estos casos suele ocurrir que al ser de interés la probabilidad de
que ocurra un evento A, esta probabilidad se vea afectada por el evento B, reduciendo
asi el espacio muestra del experimento.

En este caso, para determinar la probabilidad del evento A, dado que ocurre el
evento B, se procede dividiendo la probabilidad de la parte de A que queda dentro del
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Capitulo 2 Probabilidad y procesos aleatorios

espacio muestra reducido del evento B entre la probabilidad total del espacio muestra
reducido. Esto puede definirse mejor enunciando el siguiente axioma.

Axioma: Probabilidad condicional

La probabilidad condicional de que un evento A ocurra dado que ocurre un
evento B resulta de la division de la probabilidad de ocurrencia tanto de A como
de B entre la probabilidad de que ocurra B. Esto es:

P(ANB)

PUAIB) ==

siysolosi P(B) # 0

1.1.4. Reglas de probabilidad para uniones e intersecciones

Debido a que las uniones e intersecciones de los eventos son por si mismas
eventos, siempre es posible calcular sus probabilidades sumando las probabilidades
de los eventos simples que las conforman. Cuando las probabilidades de ciertos
eventos son conocidas, resulta mas sencillo utilizar ciertas reglas para calcular la
probabilidad resultante de la unién o la interseccion.

Regla aditiva de la probabilidad

La probabilidad resultante de la unién de dos eventos A y B es la suma de las
probabilidades de los eventos A y B menos la probabilidad de la interseccion de
ambos eventos. Esto es:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Asimismo, es posible enunciar una nueva regla tomando como base el calculo de
la probabilidad condicional. Esta resulta de multiplicar ambos miembros de la
ecuacion por la probabilidad de la ocurrencia de A. Asi, se obtiene lo siguiente:

P(ANB) P(A)
P(4)

P(B|A)P(A) = P(ANB)

P(B|A)P(A) =

Facultad de Ingenieria ~10 ~
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Si hacemos la misma operacidn, pero en el caso de la probabilidad condicional
de que ocurra A dado que ocurre B tenemos:

P(ANB)
P(B)
P(A|B)P(B) = P(ANnB)

P(A|B)P(B) = P(B)

De aqui que al combinar las ecuaciones resultantes obtengamos una regla ttil en
el calculo de la probabilidad y que se enuncia a continuacion.

Regla multiplicativa de la probabilidad

P(AnB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

Facultad de Ingenieria ~11~
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1.2. Variables aleatorias

En las ciencias es comun el uso de variables como una cantidad que puede
asumir cualquiera de un conjunto de valores. En la probabilidad no es la excepcion, ya
que se estudian un tipo de variables conocidas como variables aleatorias, cuyo valor
depende del azar. De este modo, es posible enunciar la siguiente definicidn:

Definicion: variable aleatoria

Una variable aleatoria es una funcién con un valor numérico definido sobre un
espacio muestra.

Estas variables deben de caer en una de dos categorias: discretas y continuas. En
el caso de variables aleatorias no basta con determinar los valores que es posible que
tomen. Por el contrario, es necesario que sea factible predecir en algin sentido los
valores que es probable que tomen en un momento dado. Dichos valores son
predicciones que se elaboran en medio de una gran incertidumbre. Existen dos
funciones que permiten encontrar estas predicciones y son conocidas como: funcién
de densidad y distribucion acumulativa. De esta forma, la funcién de distribucién
acumulativa puede definirse de la siguiente manera:

Definicion: funcion de distribucion acumulativa

Sea y una variable aleatoria. La funcién de distribucion acumulativa para dicha
variable y es igual a la probabilidad.

F(yo) = P(y <o)

En el caso de una variable aleatoria discreta, la funcién de distribucion
acumulativa es entonces la suma acumulativa de la probabilidad de la variable, desde
el valor mas pequefio que puede asumir hasta el valor de y,.

Yo
Fow) = ) PO)

y=0
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Una propiedad importante de la funcién de distribucién acumulativa para una
variable aleatoria discreta es que al graficarla invariablemente se obtiene una funcién
escaldn.

Para una variable aleatoria continua, la funcién de distribucién acumulativa es
una funcién continua y monotdnicamente creciente. Esto significa que es una funcion
continua tal que si y, <y, entonces F(y,) < F(y,) conforme y aumenta. De esta
forma, una variable aleatoria continua sigue las siguientes propiedades:

e La variable aleatoria adopta un nimero infinito de valores dentro del
intervalo (—o0. o)

e Lafuncion de distribuciéon acumulativa es continua

e Laprobabilidad de que la variable aleatoria sea un valor en particular es 0

1.2.1. Variables aleatorias discretas

Identificar una variable discreta de una que no lo es resulta sencillo, basta con
ubicar los posibles valores que pueda adquirir. De esta forma, si la respuesta es un
conjunto finito o un conjunto infinito contable entonces se habla de una variable
aleatoria discreta. De esta forma:

Definicion: variable aleatoria discreta

Una variable aleatoria discreta es aquella que sélo puede asumir una cantidad
de valores que es sucesible a contarse.

En el caso de las variables discretas, la funcion de densidad se denota como p(x)
o f(x). De aqui, f se define sobre el conjunto de nimeros reales para cualquier nimero
real x dado. Por lo tanto, f{x) es la probabilidad de que una variable aleatoria X asuma
el valor x.

Los valores que puede asumir una variable aleatoria son eventos numéricos para
los cuales resulta de interés calcular la probabilidad. De este modo, dichas
probabilidades pueden ser representadas por graficas, tablas o férmulas conocidas
como distribucién de probabilidad.
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La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta debe de
cumplir con dos propiedades:

Propiedades de una distribucion de probabilidad discreta

Sea y una variable discreta cuya distribucién de probabilidad es p(y). Para
dicha distribucion se cumple que:

1. 0<p(y)<1
2. Ztodayp(y) =1

Una distribucién de probabilidad para una variable aleatoria es un modelo de la
distribucién de frecuencia relativa de una poblacién. Esto quiere decir que es un
modelo de los datos producidos por un proceso con medidas descriptivas numéricas
como son su media y desviacion estdndar. El valor esperado o valor medio de una
variable aleatoria se define como sigue:

Definicion: valor esperado

Sea y una variable discreta cuya distribucién de probabilidad es p(y). El valor
esperado o medio de dicha variable puede calcularse como:

u=EQy) = Ztodayyp(Y)
De este modo, si tomamos en cuenta que y es una variable aleatoria, y que por lo
tanto cualquier funcion de y también lo es, entonces esta funcién también tiene un
valor esperado que puede ser calculado como sigue:

Definicion: valor esperado de una funcion

Sea y una variable aleatoria discreta con distribucion de probabilidad p(y), y
sea g(y) una funcion de y. El valor esperado o medio de la funcién g(y) es:

Elgn] = Z gr)

today
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Una de las funciones mas importantes que se relacionan con una variable
aleatoria discreta es su varianza. La varianza es una medida de la dispersién de una
variable aleatoria con respecto a su esperanza.

Definicion: varianza

Sea y una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidad p(y). La
varianza de dicha variable es obtenida por el cuadrado del valor esperado de a
desviacion de y con respecto a su media . Esto es:

o =E[(y—-w?*1 = EW?*) —u?

De aqui, se define a la desviacién estdndar de y como la raiz cuadrada de su
varianza

o= ot

La desviacién estdndar es una medida de la dispersién. Es una medida que
informa de la media de distancias que tienen los datos respecto a su media aritmética.

1.2.2. Variables aleatorias continuas

La mayor parte de las variables aleatorias que se observan cotidianamente no
son en realidad variables aleatorias discretas dado que la cantidad de valores que son
capaces de admitir no pueden ser contados. Este tipo de variables es conocido como
variables aleatorias continuas.

Asi, las variables aleatorias continuas se caracterizan por el hecho de que es
imposible asignar una cantidad finita de probabilidad a cada uno del infinito de
valores que puede tomar de tal forma que la suma de las probabilidades sea uno.

Asi, una variable aleatoria continua se representa con un conjunto grande de
datos que pueden reducirse de forma tal que se obtenga una curva continua. Dicha
curva es conocida como funcién de densidad de probabilidad, que es en si un modelo
tedrico para esta distribucién y puede definirse como sigue:
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Definicién: funcion de distribucion de una variable aleatoria continua

Sea y una variable aleatoria continua. Si F(y) es la funcién de distribucion
acumulativa para dicha variable entonces la funcién de distribucién de
probabilidad para dicha variable es:

dr(y)

f(}’)=d—y

Dicha funcién de densidad debe satisfacer las siguientes tres propiedades:

Propiedades de la funcion de densidad

a f(y) =0
b) [T f)dy =F(o) =1
¢) F(P(a<y<b)= fabf()’)dy, donde a y b son constantes

Una variable aleatoria continua, de forma andloga a una variable aleatoria
discreta, tiene asociados tanto un valor esperado como una varianza. Estos pueden ser
calculados siguiendo los mismos principios que en el caso discreto y tomando en
cuenta que una integral es por si misma un proceso de sumatoria. De este modo, se
puede afirmar lo siguiente:

Valor esperado de una variable aleatoria continua

Sea y una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(y). El valor
esperado para dicha variable es:

E(y) = f yf(y)dy
Varianza de una variable aleatoria continua.

Sea y una variable aleatoria continua con E(y) = u, donde u su la media.
Entonces:

o? =E[(y—w?* = EW?*) —u?
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1.3. Independencia estadistica

Existe una relacion que resulta de interés al momento de calcular la probabilidad
de dos eventos. Dicha relacién se presenta cuando la interseccion de los eventos se
encuentra vacia. En este caso se dice que los eventos son mutuamente exclusivos. Es
decir,

ANB =@ porlotanto no contiene eventos simples
= P(ANB)=0

De esta forma, dado que los eventos A y B no tienen eventos simples en comun,
puede asegurarse entonces que la probabilidad de su interseccion es igual a cero. De
aqui, que pueda enunciarse la siguiente regla para el calculo de la unién de estos
eventos:

Regla aditiva para eventos mutuamente exclusivos.

Sean A y B dos eventos resultados de un experimento. Si los son mutuamente
exclusivos, la probabilidad de la unién de dichos eventos es igual a la suma de
las probabilidades de la ocurrencia de ambos. Es decir,

P(AUB) =P(A) + P(B)

Cabe resaltar que esta regla del calculo de probabilidad es un caso particular de
la regla aditiva de la probabilidad, tomando en cuenta que la probabilidad de la
interseccion de los eventos es un conjunto vacio por lo que su probabilidad sera igual
a cero.

Del mismo modo, existe otra relacién de importancia en la probabilidad. Esta
relacion se conoce como independencia. Se dice que dos eventos son independientes
cuando la ocurrencia de uno de ellos no afecta de ninglin modo la ocurrencia del otro.
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De aqui que pueda enunciarse la siguiente definicion:
Definicion: eventos independientes

Sean A y B dos eventos resultados de un experimento. Se dice que dichos eventos
son independientes si la ocurrencia de B no altera la probabilidad de ocurrencia
de A. De esta forma, la probabilidad de que ocurra A dado que ocurre B puede
expresarse como sigue:

P(A|B) = P(4)
Del mismo modo, dado que los eventos son independientes se cumple que:
P(B|4) = P(B)

Cabe remarcar algunos resultados derivados de la independencia de eventos. En
primer lugar, la Unica forma fidedigna de confirmar que existe la independencia es
realizando calculos mediante la aplicaciéon de la regla multiplicativa para eventos
independientes. Por otro lado, existe una relacién entre las propiedades de exclusion
mutua e independencia y esta es que los eventos mutuamente exclusivos son por
fuerza eventos dependientes ya que, ante la suposicion de que ocurre uno de ellos
resulta imposible la ocurrencia del otro. Por ultimo, la probabilidad de la interseccién
de eventos independientes resulta sencilla de calcular mediante la siguiente
afirmacion:

P(AnB) = P(B)P(A|B)

Dado que por la definicion de los eventos independientes también podemos
asegurar que P(A|B) = P(A) obtenemos la siguiente regla:

Regla multiplicativa para eventos independientes
Dado que los eventos A y B son independientes, la probabilidad de la
interseccion de dichos eventos es igual al producto de las probabilidades de A y

B, es decir,

P(AnB) =P(A)P(B)
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1.4. Teorema de Bayes

Thomas Bayes (1702-1761) fue un matematico britanico que estudié el
problema de la determinacién de la probabilidad de las causas a través de los efectos
observados como resultado. Bayes realizé uno de los primeros intentos por utilizar a
la probabilidad para hacer inferencias. Su método es la base de una rama de la
metodologia estadistica llamada métodos estadisticos bayesianos.

El conocido teorema de Bayes se utiliza para calcular la probabilidad de un
evento siendo que ocurre otro cuando la informaciéon disponible no tiene
compatibilidad inmediata con lo necesario para aplicar directamente la definicion de
probabilidad condicional. Puede aplicarse cuando un evento observado E ocurre con
cualesquiera k estados de la naturaleza mutuamente exclusivos y exhaustivos
Ai,A,, ..., Ai. De esta forma, en el caso en que el espacio muestra se encuentra
dividido en k subconjuntos, se obtiene la siguiente regla conocida como teorema de la
probabilidad total o regla de eliminacion.

Teorema de la probabilidad total
Si los eventos A4, A,, ..., Ay constituyen una particion del espacio muestra tal

que la probabilidad de cada uno de ellos es diferente de cero para cualquier
evento E, se cumple que:

k k
P(E) = ) P(A;NE) = ) P(A)P(E|A)

Teorema de Bayes

Dados k estados de la naturaleza mutuamente exclusivos y exhaustivos
Ay, A,, ..., Ay y un evento observado E, entonces P(A;|E) parai=1, 2, .., kes

P(A;NE)

P(A)P(E|A))
P(A)P(E|A;) + P(A)P(E[AZ) + ...+ P(AR)P(E|A)

P(A|E) =
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1.5. Funcion gaussiana

La funcién gaussiana, también conocida como distribuciéon normal es un

tipo de

distribucion utilizada con frecuencia en el andlisis estadistico de datos. Esta funcion
de distribucién atribuida a C.F. Gauss, define una curva continua en forma de campana
que resulta adecuada como modelo para las distribuciones de datos recabados en

diversas areas de las ciencias.

a I b
Funcion de distribucion gaussiana

Una variable aleatoria normal posee una funcién de densidad que se caracteriza

por dos parametros: media y varianza.

Distribucion gaussiana o normal

Sea y una variable aleatoria. Se dice que la variable y tiene una distribucion
normal con varianza ¢? y media u si su densidad puede calcularse como:

1 —(=y—w?

e 202
\V2mo

f) =

donde
—0o <y <
—oo < u<oo
>0

Una consecuencia de esta definiciéon es que:
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® 1 =(y-w?

e 202 dy=1
—V2To

Existe un numero infinito de funciones con densidad normal, una para cada

combinacién de media y varianza. En este caso, la media representa la ubicaciéon de la

distribucioén y la varianza la dispersion que la funcion presenta.

Una distribucién normal tiene como pardmetros a su media y distribucién
estdndar en el sentido de que el area bajo su curva de densidad es definida
exactamente por dichos valores. La parte practica de la densidad normal es el
exponente ya que contiene un valor particular de la variable normal junto con los
parametros de la distribucién. Esto es, cuanto mayor es la desviacién de un valor
particular de la variable con relacién a su media, el numerador del exponente es
menor. La desviacidn es elevada al cuadrado, por lo tanto dos valores de la variable
que muestran la misma desviacion absoluta de la media tienen la misma densidad de
probabilidad. Esto da como resultado que la distribucion normal es simétrica
alrededor de su media.

El calculo de las probabilidades relacionadas con una curva normal especifica
requiere de integrar la densidad normal en un intervalo particular. Dado que no es
posible obtener una expresion de forma cerrada para la integral de la funcion de
densidad normal, se ha desarrollado un método de aproximacién conocido como
procedimiento de estandarizacion basado en el siguiente teorema con la finalidad de
calcular el area bajo la curva normal.

Teorema de la variable normal estandar
Sea y una variable aleatoria normal con media u y varianza a?. Se define a la

variable z como una variable normal estdndar con media 0 y varianza 1 de tal
forma que:

Los valores de area bajo la curva que la variable z puede adoptar se incluyen en
el apéndice A. Los valores contenidos en dicha tabla proporcionan el area bajo la
curva normal estandar correspondiente a P(z<z;). A partir del teorema de la variable
estandar es posible obtener la probabilidad de una variable y cuando toma el valor y,
si se conoce primero P(z<z,).
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1.6. Ley de los grandes nitmeros

La ley de los grandes niimeros se relaciona con la suma de variables aleatorias.
Dicho de otro modo, si y; donde i= 1, 2, ...,n son variables aleatorias, entonces su suma
S=y,+y,+ -+ 1y, también lo es, con una esperanza E(S) que es la suma de las
esperanzas de las variables aleatorias individuales. Ademds, si las y; son
independientes se verifica la propiedad de aditiva para la varianza de S, es decir, la
varianza de una suma V(S) es la suma de las varianzas individuales. De aqui también
se deduce que si y; estan idénticamente distribuidas, deben poseer una media comun
1y una varianza comun a2, por lo que:

E(S) = un
Se deduce también que si y; son idénticos e independientes entonces:
V(S) =o%n

Las probabilidades que suponen una suma pueden ser evaluadas directamente
de una tabla n veces. Sin embargo, los calculos de probabilidades con tan directa
evaluacion son dificiles, y las distribuciones pueden ser muy complicadas. Gracias a la
ley de los grandes niimeros, la evaluacion de muchas variables aleatorias se simplifica
para su analisis.

La ley de los grandes numeros asegura que el promedio de un nimero de
variables aleatorias idénticamente distribuidas e independientes converge hacia el
valor esperado de la distribucién subyacente de y; cuando aumenta el nimero de
variables aleatorias.
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1.7. Teorema de limite central

Suponiendo que se tiene una muestra lo suficientemente grande de datos. Al
encontrar la distribucion de dichos datos obtendremos una distribuciéon normal, sin
importar la distribucién original. Este resultado es conocido como teorema del limite
central.

Se dice que si una muestra es lo suficientemente grande (del orden de n>30),
sea cual sea la distribucion de la variable de interés, la distribucion de la media
muestral serd aproximadamente normal. Ademas la media sera la misma que la de la
variable de interés y la desviaciéon estandar sera aproximadamente el error estandar.

Teorema del limite central

Sea Xi,X,, ... una sucesion infinita de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con media u y varianza finita c?. Entonces la
funcién de distribucion de la variable

_ (Xl +X2 +"'+Xn) _n,u
n \/EO'

Tiende a la distribucién normal estdndar cuando n tiende a infinito, sin
importar la distribucion de cada variable en la sucesién, es decir,

lim F; (x) = Fz(x)
n—-oo
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1.8. Procesos estocasticos

1.8.1. Conceptos

Toda sefial que transporte informacion tendra un cierto grado de aleatoriedad,
de forma tal que en general es imposible predecir sin error el valor que tomara una
sefial en el futuro dado que son conocidos los valores que ha tomado en el pasado. Las
sefiales de comunicaciones por lo general se mueven en ambientes ruidosos, siendo el
ruido por si mismo una sefial aleatoria indeseada.

Un proceso estocdastico es una regla que asigna a cada resultado de un cierto
experimento aleatorio una funcién, la cual depende de un determinado niimero de
variables y del propio resultado obtenido del experimento.

Se considera ahora el caso en que un sistema puede caracterizarse por estar en
cualquiera de un conjunto de estados previamente especificado. Suponiendo que el
sistema evoluciona de un estado a otro a lo largo del tiempo y que X; es el estado del
sistema en el instante de tiempo t. Si se considera que la forma en la que el sistema
evoluciona no es determinista sino provocada por algin mecanismo azaroso, entonces
puede considerarse que X, es una variable aleatoria para cada indice t. Esta coleccién
de variables aleatorias es la definicion de un proceso estocastico, el cual es utilizado
como modelo para representar la evoluciéon aleatoria de un sistema a lo largo del
tiempo.

Las variables aleatorias que conforman a un proceso estocastico no son
independientes entre si. Por el contrario, se encuentran relacionadas unas con otras
de forma particular. El caso mas sencillo es el de una funcién de una tnica variable.
En este caso, el proceso aleatorio seria una coleccion de funciones del tiempo cada
una de ellas asociada a uno de los resultados a que pertenecen al espacio muestra S.
No obstante que un proceso puede depender de mas de una variable, esta tesis se
enfoca al estudio de una sola variable.

El concepto de un proceso estocastico es similar al de una variable aleatoria,
donde ésta ultima es una funcidn del espacio muestra de forma que para cada variable
a que pertenece al espacio muestra se obtiene un niamero real X(a). En el caso de los
procesos estocasticos, en particular en el caso de las funciones unidimensionales del
tiempo, la dependencia es similar en el sentido de que a cada valor de a que pertenece
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al espacio muestra S puede asocidrsele una funciéon de tiempo X(ta), que por
simplicidad, de ahora en adelante se denota como X(t)

1.8.2. Clasificacion de los procesos estocdsticos

Una posible forma de clasificar a los procesos estocasticos consiste en analizar
tanto a la variable temporal como a las caracteristicas de cada una de las variables
aleatorias involucradas. De esta forma obtendremos cuatro tipos de procesos:

a) Proceso estocdstico continuo: la variable t es continua por lo que cada una
de las variables de X(t) toman valores dentro de un rango continuo.

b) Proceso estocdstico discreto: 1a variable t es continua pero las variables de
X(t) son variables aleatorias discretas.

c) Secuencia aleatoria continua: la variable de indexacion temporal es
discreta pero las variables aleatorias involucradas toman valores
continuos dentro de un rango. Este proceso se denota cominmente como

X[n].

d) Secuencia aleatoria discreta: secuencia de variables aleatorias discretas,
comunmente se denota igual que la anterior como X/n].

1.8.3. Funciones de distribucion y densidad

Del mismo modo que una variable aleatoria, un proceso estocastico puede ser
caracterizado por su funcién de distribuciéon y densidad dado que es una coleccion de
variables aleatorias. De esta forma, la funcién de densidad puede obtenerse de la
siguiente forma:
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Funcion de distribucion de primer orden.
Fx(x;6) = P(X(t) < x)

La funcién de densidad es una funcién de dos variables. La variable x representa
el punto en la abscisa donde se evalia el proceso en estudio. La variable t es el
indice que indica la variable aleatoria del proceso sobre la que se estd haciendo
el cdlculo de la distribucién.

Funcion de distribucion de primer orden.

La funcién de densidad de primer orden se obtiene de la siguiente forma:

dFE.(x;t)

fe(x;t) = dx

Dado que un proceso estocastico puede involucrar un cierto nimero de
variables, es posible crear un vector aleatorio de N variables del proceso por lo que las
funciones de distribucién y densidad se expresan como sigue:

Funciones de distribucion y densidad de orden N
N
Fx(xl, X3, ey XN tll tz, ey tN) =P (ﬂ X(tl) < xl')
i=1

SNE, (xq, X3, .. Xn; ty, gy o, EN)

X1,X2, 0, XN by, bg, o, ty) =

En estos casos, seria complicado poseer toda la informacién probabilistica
necesaria para caracterizar al proceso, de forma que es comun utilizar parametros de
caracterizacion parcial del proceso como la media, varianza y esperanza entre otros.
De esta forma, a continuacidn se enuncia la forma de obtencién de media y varianza
de un proceso estocastico:
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a) Media: en general es una funcidn del tiempo ya que contiene la media de
cada una de las variables que pueden extraerse del proceso. Como las
variables en general tienen una distribuciéon diferente, las medias no
coincidiran. La media del proceso se calcula como:

co

nx() = E[X(©)] = f xfi (3 £)dx

— 00

b) Varianza

a2 (t) = E|(X() - ne()*] = f (x = 1x(©) e (s O)dx = E[X2(6)] - 3(2)

1.8.4. Propiedades de estacionalidad y ergodicidad

1.8.4.1. Estacionalidad

El concepto de estacionalidad se encuentra ligado a las variaciones de las
propiedades estadisticas del proceso a largo plazo. En este sentido, se estudian las
propiedades que debe de cumplir la funcién de densidad.

Un proceso estocastico X(t) es estacionario si su funcion de densidad de orden N
es invariante a un desplazamiento en el origen del tiempo. Esto puede comprobarse si
y solo si para toda c se cumple que:

fx(xl,XZ, vy Xt tl, tz, tN) = fx(xl,xZ, vy Xt t1 + C, tz + c, tN + C)

Donde ¢ es una constante. Un proceso es estacionario si se verifica que la
distribucién conjunta de variables igualmente separadas coincide. Existen, sin
embargo, dos casos particulares de lo anterior. Estos son:

fx(x:t) = fx(x)
fx (g, X208, 65) = fx(Xq, X218 — t3)
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Las variables involucradas en un proceso estacionario en el sentido en que son
equidistantes, y la funcién de densidad depende de la separacion entre las dos
variables y no de sus posiciones absolutas en el dominio del tiempo.

1.8.4.2. Ergodicidad

Tomando el caso en que N variables X; se encuentran idénticamente
distribuidas, es posible asegurar que cada una de ellas cuenta con una media 1 y
varianza 2.

Si entonces se crea una nueva variable Z de tal forma que:

N
1
=1

De esta forma, es posible asegurar que E[Z]=7. Si estas variables son al menos
incorrelacionadas entonces:

0.2
2 2
O'Z—N

De la ecuacién anterior se analiza que conforme N aumenta, la variable Z
presenta cada vez una varianza menor y que el limite cuando N tiende a infinito,
entonces la varianza Z pasaria a ser una constante de valor igual a 7. De esta forma, Z
resulta un buen estimador del valor de la media de cada una de las variables X;.

En el caso de un proceso estocastico, éste es estacionario en el caso en que su
media es constante y por tanto no varia conforme pasa el tiempo. Esto se aplica
también en el caso de su varianza. De lo anterior se concluye que si la media puede ser
calculada a partir de una sola realizaciéon sin necesidad de acudir a infinitas
realizaciones.

De esta forma, se dice que un proceso es ergddico si cumple con ciertas
condiciones. La primera ya ha sido enunciada, y es que la media del proceso debe de
ser constante a lo largo del tiempo.

Facultad de Ingenieria ~ 28 ~



Capitulo 2 Probabilidad y procesos aleatorios

Ahora se define a un nuevo operador conocido como media temporal. La media
temporal puede obtenerse de la siguiente forma:

T

1
=T

Este operador resulta en una variable aleatoria puesto que es una funcion de
infinitas variables del proceso estocastico. Por tanto, este operador presenta una
media y varianza. Con respecto a la media se puede decir que:

T

1 (T 1 (T 1
EMr) = E {ﬁ f_TX(t)dt} = ﬁj_TE(X(T))dt =55 _Tnxdt =y

De lo anterior se demuestra que la media del operador coincide con la media del
proceso. En el caso de la varianza, el calculo resulta un tanto mas complejo.

UJaT = E{Mr — nx}

N at = [ d
_E{ﬁj_T(X(tl)_nX) t1ﬁf_T(X(t2)_77x) tz}

= (%)2 Ji J-_ZE{(X(H) —nr)(X(t2) — 1)} dt,dt,

1 2 ~T ,T
=|— Cy(ty, ty) dt dt
(ZT) j_TJ_T x\t1, 02 14t2

1 2 ~T ,T
=|— Cy(t; — t,) dt,dt
(ZT) J—T'[—TX 1 2 142

Para calcular esta integral resulta conveniente realizar un cambio de variable. De
esta forma se definen a las siguientes variables:

s=t +t,
T=t1_t2
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Obteniendo el jacobiano tenemos que:

0s Os

oty 8tq| _ |1 1 | - >
ot ot 11 =11
5t; 68ty

Lo que implica que:

deT = |_2|dt1dt2 = 2dt1dt2
1
dtldtz = EdeT

De tal forma que la integral pasa a ser:

1\2 [2T 2T—|7| 1
o2 =(—) f dr j Cy (1) = ds
S VY /A T-|t) 2
2 2T

- (%) f_zTCX(T)Z(ZT —lthdz

= (L)ZJZT Cx(1)2T | 1 —ﬂ dt
et ) 2T
2T |T|

1
=57 ] cxtwer (1 - ﬁ) dr

Como se ha podido comprobar, la media temporal coincide con la media del
proceso. Del mismo modo, para que el proceso sea ergodico con respecto a la media
hace falta que la varianza de esta variable tienda a cero cuando el tiempo de
integracion tienda a infinito, de tal forma que en el limite la media temporal sea
exactamente igual a ny. De esta forma llegamos a la segunda condicién para que el
proceso sea ergodico:

o, 1 |7l
Th_r)lgo Oty = Tlg?oﬁ . Cx(1)2T (1 - ﬁ) dt =0
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Capitulo 3

Campos aleatorios de
Markov

3.1. Los campos de Markov

3.1.1. Cadenas de Markov

Para entender el concepto de los campos
aleatorios de Markov es necesario primero estudiar una
propiedad conocida como propiedad de Markov. Dicha
propiedad enuncia que el futuro de un proceso depende
solamente el estado actual sin importar la forma en que
dicho proceso ha llegado a ese estado. De esta forma
puede enunciarse a la propiedad de Markov de la
siguiente forma:

Propiedad de Markov: definicion del proceso de
Markov

Sea el proceso estocdstico X(t). Se dice que el proceso X(t)
es un proceso de Markov si paratodany t; <t, <<
t,, se tiene que:

P{X(tn) < x| X (tn—1), .., X (1)} = P{X(tn)
= xnlx(tn—l)}
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De la propiedad anterior, es posible derivar un caso especial conocido como
cadena de Markov. Dichas cadenas se definen a continuacion.

Definicion: cadenas de Markov

Un proceso de Makov de pardmetros discretos con un espacio de estados
discreto es conocido como cadena de Markov. Dicho de otra forma, sea

{Xl} == XIIXZJ ""X‘l’l’

una secuencia de variables aleatorias tomando los valores a4, as,, ...,ay. Si se
satisface la propiedad de Markov entonces se habla de una cadena de Markov.
Esto es si:

PiXp=a [Xpo1=ay_, . Xs=a;,}=P{Xn=a; [Xp-1=a;,__}

3.1.2. Modelo de Ising

Los campos aleatorios de Markov son tipo de proceso estocastico dentro de la
teoria de probabilidad. El concepto de un campo aleatorio de Markov surge del
intento de llevar un modelo especifico a una generalidad probabilistica. Este modelo
es conocido como modelo Ising, nombrado asi en honor al fisico aleman Ernst Ising,
quien fue el primero en enunciarlo.

La meta de Ising era explicar mediante el uso de un modelo ciertas propiedades
observadas empiricamente en los materiales ferromagnéticos. La primera
formulacién del modelo es la siguiente:

Modelo de Ising

Considérese la secuencia de 0,1,2,...,n puntos en una linea. En cada punto,
o sitio, existe un dipolo que en determinado momento se encuentra en una de
dos posiciones: arriba o abajo. Estos dipolos se representan grdficamente en la
siguiente figura:
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| |
Do |

Representacion grdfica de dipolos del modelo de Ising

Siguiendo el modelo, se afiade una medida de probabilidad que enuncia todas las
posibles configuraciones. Dicha medida es conocida como campo aleatorio.
Tomaremos como espacio muestra el espacio S de todas las secuencias:

w = (a)o, W1, e,y Cl)n)

Donde w; = + indica un giro hacia arriba y w; = — representa un giro hacia
abajo. De esta forma, puede establecerse que el giro g; es una funcion definida del
espacio S, de tal forma que:

{1 siwj =+
=

g; = .
-1 Slwj=—

De esta forma, Ising defini6 una medida de probabilidad de tal forma que, para
cada configuracion o se asigna una energia U(w), de tal forma que:

U(@) =] ) ai(@)gy(w) —mH ) 6(w)
Lj i

La primera suma se toma sobre todos los pares (i,j) de puntos que son en si una
unidad separada. El primer término representa la energia causada por la interaccion
de los giros. El modelo Ising hizo la simplificaciéon que afirma que solamente las
interacciones entre giros vecinos deben de tomarse en cuenta.
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Analizando la constante J, se dice que el caso es atractivo si sucede que J>0. En
este caso, la interaccidn tiende a provocar que los giros vecinos sigan la misma
alineacién. Cuando sucede lo contrario, es decir /<0, se da lo que se conoce como caso
repulsivo dado que tiende a reforzar los pares en que el giro ocurre en direccion
opuesta. El segundo término representa el efecto de un campo magnético externo de
intensidad H. La constante m>0 es una propiedad del material.

En el caso atractivo, el primer término contribuye con un minimo de energia
(con todos los giros alineados hacia la misma direccién). El segundo término
contribuye con un minimo de energia cuando todos los giros se encuentran en la
misma direccién que el campo externo.

[sing asigno6 entones probabilidades a las configuraciones @ proporcionales a:

1

e_ETU(w)

Donde T es la temperatura y k es una constante universal. Entonces, la medida
de probabilidad esta dada entonces por:

U (@)
P(w) = ——

Donde z es la constante de normalizacidon, conocida también como funcién de
particion y definida de la siguiente forma:

zZ = Z e_kiTU(w)

w

Ahora se asocia cada punto i con su energia U de tal forma que:

U(@) =2 Y o) (@)~ mHoy(w)
lj—il=1

Por lo que su probabilidad asociada sera calculada como:
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1 1
P(w) =~- 1_[ e '@
Z .
l
De esta forma, la probabilidad relativa de una configuraciéon puede ser obtenida
tomando el producto de todos los puntos y usando la energia en cada uno para
determinar el peso de cada punto.

El mismo analisis puede hacerse en una rejilla de n dimensiones. En el caso de 2
dimensiones, el punto i es reemplazado por un punto con dos coordenadas (i,j) donde
ambos son enteros. En una configuracion tipica de dos dimensiones, la energia se
define por la interaccién entre un punto y sus vecinos. Nétese que en dos
dimensiones, un punto normalmente tendra 4 vecinos a menos que exista una
frontera que lo limitea 2 o 3.

3.1.3. Campos aleatorios de Markov

Mientras que el modelo de Ising se limita a la interpretacién magnética, el mismo
modelo puede ser aplicado a un sinnimero de areas como son la fisica y la biologia.

Debido a las limitaciones computacionales involucradas en el procesamiento de
imagenes, se han utilizado distintos modelos para la estimacién y reconstruccién de
las mismas. El problema radica en que la mayoria de ellos no son capaces de describir
completamente la compleja naturaleza de las imagenes. El mayor problema resultante
es que la imagen sufre de distorsion en los bordes lo cual es notorio y molesto para el
ojo humano.

Una forma de corregir este problema es tener varios modelos intercambiables
controlados por un campo aleatorio. Este es el caso de los campos de Markov.

La teoria de los campos de Markov es una rama de la teoria de la probabilidad
dedicada a analizar las dependencias especiales o contextuales de un fenémeno fisico.
El propésito de los campos aleatorios es proporcionar medidas de probabilidad sobre
un dominio que tenga relaciones de tipo espacial. El conjunto de posiciones donde se
define el campo se conoce como rejilla y generalmente se denota con la letra S.
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Un campo aleatorio de Markov es un proceso aleatorio n-dimensional definido
sobre una rejilla discreta. Generalmente esta rejilla es una cuadricula regular de dos
dimensiones en un plano, ya sea finito o infinito.

Asumiendo que X, es una cadena de Markov que toma valores en un conjunto
finito, tenemos que:

P(Xn = xnlxk =X, k # n) = P(Xn = x| Xn-1 = Xp—1, Xn41 = Xnt1)

En otras palabras, la distribucién condicional completa de X, depende
Unicamente de sus vecinos X,,_; ¥ X,,+1- En el conjunto de dos dimensiones, se define
a S como el conjunto de puntos llamados sitios. El conjunto de sitios esta dado
entonces por:

§=1{12,..N}x{1,2,..,N}
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3.2. Topologias

3.2.1. Sistemas de vecindad y cliques

Los sitios en S se relacionan entre si a través de un sistema de vecindarios. Un
sistema de vecindarios para S se define como:

N = {N;|Vi € S}

donde N; es el conjunto de sitios vecinos para i. La relacién entre vecinos tiene
las siguientes propiedades:

Propiedades de vecindario

a) Un sitio no puede ser su propio vecino: i € N;
b) La relacion entre vecinos es mutua: i € N;, & i’ € N;

En el sistema de vecindario de primer orden, también conocido como sistema de
vecindario 4, cada sitio tiene asociado 4 vecinos. En el caso del vecindario de segundo
orden, cada sitio presenta 8 vecinos y asi sucesivamente. En la figura se muestran los
vecindarios de primer orden, segundo y de orden n cuando n=1,2,3,4,5.

(@]
[o<[o]
(@]

Vecindario de primer orden

Vecindario de segundo orden

Facultad de Ingenieria ~37 ~



Capitulo 3 Campos aleatorios de Markov

nunihrliw|ipbiuwv
AIN(FRL|IN[D

Wik | X|Fr|Ww

AN |IN|D>
nunibhlw|b|lwuv

Vecindario de orden n

La forma de un conjunto de vecindarios puede ser descrita por el contorno que
envuelve a todos los sitios en el arreglo. Cuando se especifica el orden de los
elementos en S, el conjunto de vecinos puede ser identificado mas facilmente. Por
ejemplo, en el caso en que S={1,...m} es un conjunto ordenado de sitios cuyos
elementos son los pixeles de una imagen unidimensional, entonces para un sitio
interior i {2,..,m-1} los dos vecinos mas cercanos estan dados por: N; = {i — 1,i + 1}
y un sitio ubicado en la frontera tiene un vecino: N;={2} y Nm={m-1}.

Cuando los sitios en una rejilla regular S = {(i,j)|1 < i,j < n} corresponden a
los pixeles de una imagen de nxn en el plano de dos dimensiones, un sitio interno (i)
tiene cuatro vecinos cercanos: Nij={(i-1,),(i+1;),(i,j-1),(ij+1)}. Un sitio en la frontera
tendra entonces tres vecinos mientras que el que se encuentra en una esquina tiene
dos.

En general, los sistemas de vecindario son homogéneos, lo que quiere decir que
sabiendo la posicion de los vecinos de un sitio s se puede saber cuales son los vecinos
de otra posicion sin mas que desplazar a dicho sitio el sistema de vecinos de s, es
decir, que en este sentido son invariantes en el espacio. Los sistemas de vecinos
pueden ser también isotropos, lo que quiere decir que se comportan en la misma
forma en todas las direcciones. Dicho de otra forma, son invariantes a las rotaciones
en las direcciones principales de las rejillas.

Asi, dado un sistema de vecindario, se dice que un subconjunto C&S es un clique,
si dos elementos cualesquiera de C diferentes entre si son vecinos. Dicho de otra
forma, Un clique para (S,N) se define como un subconjunto de sitios en S. consiste en
un solo sitio c={i} o un par de sitios vecinos c={i,i’} y asi sucesivamente. En el caso de
los vecinos homogéneos, los cliques se pueden clasificar en tipos, segin la relacion
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espacial entre los elementos que lo forman. En la siguiente figura se muestra los tipos
de cliques definibles a partir de los vecindarios de orden 1y 2.

"y
. H \\ f//

Cliques de vecindarios de primer y sequndo orden
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3.3. Modelo gaussiano

La segmentacion de imagenes es una tarea fundamental pero igualmente dificil
de realizar para una computadora. La textura es una de las caracteristicas
importantes, tomando un papel importante en el andlisis de imagenes. Esta est4
relacionada con el patron de variaciones de intensidad a lo largo de la imagen. La
segmentacion de texturas en general se compone de dos pasos: la extraccion y la
agrupacion de las caracteristicas de la textura. La agrupacién depende de la
correlacion de la caracteristica, que generalmente se incrementa con una ventana de
extraccién mas grande. Sin embargo, una ventana mas grande deteriora la localizacién
de regiones.

Existen un gran nimero de métodos para extraer texturas. Entre ellos estan los
geométricos, estadisticos, procesamiento de sefales y los basados en modelos. Los
modelos de campos aleatorios de Markov han probado ser exitosos en el modelado de
textura y segmentacion. En éstos, se captura las caracteristicas locales de una imagen
asumiendo una distribucién de probabilidad condicional local.

Cuando la distribucién es gaussiana, el modelo es conocido como campos
aleatorios de Gauss - Markov (que de aqui en adelante se denota como GMREF, por sus
siglas en inglés). Los parametros del modelo propuestos para la textura derivan de
asumir que las diferencias entre los parametros en diferentes texturas facilitaran la
discriminacion de texturas.

El procesamiento de imagenes utilizando los campos aleatorios de Gauss -
Markov se basa en representar las caracteristicas locales de la imagen a tratar en
términos de una distribucion de probabilidad condicional la cual se asume que es
gaussiana. El tamafio de la topologia se define por el orden del modelo.

Por ejemplo, en un campo aleatorio de segundo orden se tienen a los ocho
vecinos mas cercanos. De este modo, se define a la rejilla de MxM que corresponde a

los pixeles de una imagen de tal forma que:

Q={G)l=ij<M}
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Asi, se definen un conjunto de etiquetas e intensidades {Lg,s€Q} y {Ys,s€Q}
con media cero respectivamente. Sea N.(s) es el vecindario clique simétrico de
segundo orden en el sitio s.

Asumiendo que s y sus vecinos tienen la misma etiqueta /, la densidad de
probabilidad condicional sobre la intensidad esta dada por:

e~ U’ (Ys=ys|Yr=yyr€Nc(s),Ls=1)

Z'(llyy, v € Ne(s))

P(Ys = yslyr =Y,TE€E Nc(s):Ls =1 =

Donde Z'(l|y,,r € N.(s)) es la funcién de particion de la densidad de
probabilidad condicional, correspondiente a la suma del numerador para todas las
realizaciones posibles de N, y

1
U’(Ys = yslyr =YTE€E Nc(s)rLs = l) = T._z ysz -2 Z eﬁ,syrys
: rENL(S)

Donde o; es la varianza y 6} son los pardmetros de la etiqueta I del modelo
GMRF que satisface que 6!, =6} ¢=6., =06L Asumiendo la independencia
condicional, la probabilidad conjunta en la ventana R(s)=uxu centrado en el sitio s esta
dada por:

e_U(Tleszl)

P(VsILs = )05

Donde Z(1) es la paricién de la funcién y, y representa el arreglo de intensidad en
R(s)y

UGilLs=D = > U'(VilVierr;iTj € N,k +Tj € R(), L)
k,k+TjER(s)

1 2 !
=552 Vic — Z O Vi Vst + Yie-1j)

Uk k+TjeRr(s) TjEN*

Donde N* = {T1,T2T3T4} = {(0,1),(1,0),(1,1),(-1,1)} es un conjunto de vectores de
variacién que corresponden al modelo GMRF de segundo orden.
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Capitulo 4: Codificacion
de fuente

4.1. Sistemas de comunicaciones

En un sentido fundamental, la comunicacion
implica la trasmision de informaciéon de un punto a
otro a través de una sucesion de procesos. Primero, se
requiere de generar una seflal que sera en si una
descripcion de la informacion a transmitir formada por
un conjunto de simbolos.

Dichos simbolos deben codificarse de manera
que puedan transmitirse a través de un medio fisico.
Luego, los simbolos codificados son enviados a su
destino donde son decodificados y reproducidos. En
este udltimo paso, la recreacion de la informacién
sucede con una cierta degradacion de la calidad que es
originada por imperfecciones del sistema.

En toda comunicacion de datos se requiere de un
sistema que sea capaz de llevarlos de un emisor a un
receptor.
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Este sistema es conocido como sistema de comunicacidn. Los elementos que
conforman dicho sistema de comunicacion se ejemplifican en la siguiente figura:

Canal de transmision

Fuente de | Transmisor Receptor Destino

con ruido
informacion X RX

A
A 4

Mensaje Sefial Mensaje

Diagrama: sistema de comunicacion

La fuente de informacién selecciona un mensaje deseado. Este mensaje puede ser
texto, voz, imagenes, musica entre otras cosas.

El transmisor se encarga de cambiar el mensaje recibido en una sefial, la cual
sera enviada a través del canal de comunicacién hacia el receptor. De esta forma, el
transmisor adecua la sefial de tal forma que se adapte al medio por el que va a ser
transmitido, como por ejemplo el aire, cables de cobre o fibras épticas entre otros.

El receptor funciona como un transmisor invertido, esto es, que interpreta la
sefial que recibe reconstruyendo el mensaje original.

Sin embargo, en el proceso de transmision de un mensaje resulta inevitable la
adicién de ciertos elementos a la sefal que dificultan la reconstrucciéon del mensaje
original. Estos elementos no deseados pueden derivar en distorsiones de sonido o
estatica, distorsiones en la forma o errores en la transmision y en todo caso son
conocidos como ruido. El ruido es un elemento no deseado que es inherente al canal
de transmision y se presenta como una sefial aleatoria que se afiada a la sefial
deseada.
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4.2. Esquema general: codificacion de fuente y de canal
4.2.1. Teorema de codificacion de fuente

Un problema en las comunicaciones es la representacion eficiente de los datos
generados por una fuente discreta. El proceso mediante el cual se lleva a cabo esta
representacion recibe el nombre de codificacion de fuente y se realiza mediante un
codificador.

Para que el codificador sea eficiente se requiere conocer estadisticamente a la
fuente. Esto significa que si se conocen los simbolos de la fuente que son mas
frecuentes entonces es posible explotar esta caracteristica generando un cddigo
fuente asignando codigos cortos a los simbolos mas frecuentes y largos a los menos
frecuentes, obteniendo un cddigo de longitud variable.

El teorema de codificacion de fuente es uno de los tres teoremas fundamentales
propuestos por Claude Shannon (1916-2001). una Dicho teorema establece un limite
fundamental en la tasa a la cual puede comprimirse la salida de una fuente de
informacién de manera que los errores no presenten una probabilidad alta.

Suponiendo que se tiene el siguiente arreglo de fuente y codificador:

Fuen ifi r ;
uente Sk Codificado by Secuencia
discreta > de S

binaria
sin memoria fuente

Diagrama: arreglo fuente - codificador

Considerando el caso en que se tiene fuente discreta sin memoria cuya salida sk
es convertida por un codificador de fuente en ceros y unos, denotado por bx.
Suponiendo que la fuente tiene un alfabeto con K simbolos diferentes y que el k-esimo
simbolo sk ocurre con una probabilidad px donde k=0, 1, ..., K-1. Ademas, la palabra de
codigo binario asignada al simbolo sk por el codificador tiene una longitud Ix. De aqui,
se define la longitud promedio de palabra de codigo L del codificador de fuente como:
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3 K—-1
L= § Diclic
k=0

En esta ecuacidon se introdujo un nuevo pardmetro representado por L que
representa el nimero promedio de bits por simbolo de fuente utilizado en el proceso
de codificacion de la fuente. Si se considera ahora el valor minimo que es posible que
tome este parametro entonces es posible calcular la eficiencia de la codificaciéon. Con
este fin, se enuncia entonces el teorema de codificacidn de fuente:

Teorema de codificacion de fuente

Dada una fuente discreta, sin memoria y de entropia H(x), la longitud promedio
de la palabra de cédigo para cualquier esquema de codificacién y distorsion
estd acotada como:

L > H(x)

La entropia de una fuente de informaciéon (que sera tratada en las secciones
siguientes) es una medida de la incertidumbre, por lo que juega un papel importante
dentro del teorema. La entropia representa un limite fundamental sobre el nimero
promedio de bits por simbolo de fuente necesario para representar una fuente
discreta sin memoria en el sentido de que puede hacerse pequefio aunque nunca
menor que la entropia misma. Sabiendo lo anterior, puede calcularse a la eficiencia
como:

Lmin

L

'r]:

De acuerdo con la ecuacién anterior, si L > L,,;,, entonces la eficiencia es menor
que 1. Un codificador de fuente se considera eficiente a medida que dicha eficiencia se
aproxime a 1. Como ya se habia mencionado el valor de L,,;, puede reducirse, siempre
y cuando no sea menor que la entropia. Teniendo esto en cuenta, la ecuacidn anterior
puede escribirse de la siguiente forma:

H(x)

L
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4.2.2. Teorema de codificacion de canal

Una parte de alta importancia en un sistema de comunicacién es el canal de
transmision debido a que él es el medio fisico por medio del cual la informacion sera
transmitida.

Un inconveniente relativo a todos los canales de transmision es la presencia
inevitable del ruido, el cual provoca discrepancias entre las secuencias de datos que se
tienen a la entrada y salida del sistema. Esto resulta especialmente problematico ya
que entonces se dificulta la reconstruccidon del mensaje original en el receptor.

En un canal relativamente ruidoso, la probabilidad de error puede alcanzar un
valor alto, del orden de 10-1. Esto quiere decir que de 10 bits transmitidos solamente 9
de ellos seran correctos. Este nivel de confiabilidad no es aceptable, se requiere de un
umbral mucho menor para conseguir un alto desempefio, por lo que se recurre
entonces al uso de la codificacion de canal.

El objetivo del disefio es entonces aumentar la resistencia del sistema al ruido
presente en el canal de transmision. La codificacion de canal consiste en hacer
corresponder una secuencia de datos de entrada con una secuencia de datos de
entrada al canal, y la correspondencia inversa para la secuencia de datos de salida del
canal con la de salida, de tal forma que el efecto completo del ruido del canal en el
sistema se haga minimo.

La primera operacion de correspondencia es realizada en el transmisor por
medio de un codificador de canal, la operacién inversa requiere por tanto de un
decodificador de canal en el lado de la recepcion. Esto se ejemplifica en el siguiente
diagrama de bloques:

Fuente Codificador Decodificador
discreta I de Canal discreto sin memoria de > Destino
sin memoria canal T canal
Transmisor Ruido Recentor

De esta forma, el codificador y el decodificador se encuentran sujetos al disefio
del sistema, de tal forma que optimicen la confiablidad del mismo. Esto se logra
introduciendo redundancia en el codificador de canal, de tal forma que la senal
reconstruida sea lo mas aproximada que sea posible a la secuencia original. Con este
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fin se generan cddigos de bloque, mediante los cuales la secuencia se divide en bloques
secuenciales de una longitud de k bits. Cada bloque se hace corresponder con un
bloque de n bits, donde n>k. Asi, el nimero de bits sobrantes son los bits de
redundancia agregados por el codificador de tal forma que cada bloque transmitido
contenga una cantidad de n-k bits de redundancia.

La proporcion existente entre k y n recibe el nombre de tasa de cddigo. Esta
proporcién puede representarse como:

S| =

Como es de suponerse, r debe ser menor que la unidad.

La reconstruccién de la secuencia original en el destino requiere que la
probabilidad promedio del error de simbolo sea arbitrariamente baja. Suponiendo
que la se tiene el arreglo mostrado en el diagrama anterior, para el cual se tiene un
alfabeto fuente x con entropia H(x) bits por simbolo fuente, y que la fuente emite
simbolos cada T segundos, entonces la tasa promedio de la fuente estara dada por
H(x)/T bits por segundo. El decodificador entrega los simbolos decodificados al
destino provenientes del alfabeto fuente a la misma velocidad de fuente de un simbolo
cada T segundos. El canal discreto sin memoria tiene una capacidad igual a C bits y
puede usarse cada T segundos. La capacidad del canal por tiempo unitario esta dada
por C/T, y representa la maxima tasa de transferencia de informacion en el canal.

A partir de todo lo anterior, es posible deducir el teorema de codificaciéon de
canal que se enuncia a continuacion:

Teorema de codificacion de canal

Sea una fuente discreta sin memoria con un alfabeto x y entropia H(x) que
produce simbolos cada T segundos, y sea un canal discreto sin memoria con
capacidad Cy que se usa cada T segundos. Entonces:

Si se cumple que:
H(x)
Ts

<

3o
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Existe un esquema de codificacion para el cual la salida de la fuente
puede transmitirse por el canal y reconstruirse con una probabilidad de
error arbitrariamente pequena. En este caso, el paradmetro C/Tc recibe el
nombre de tasa critica. En el caso en que ambos miembros de la ecuacion
sean iguales se dice que el sistema transmitird sefiales a la tasa critica.
De lo contrario, es decir, si se cumple que:

H(x C
)¢
I, T

No es posible transmitir informacién por el canal, y por tanto, no es
posible reconstruirla con una probabilidad de error arbitrariamente

pequena.

El teorema de codificacion de fuente es el resultado mas importante de la teoria
de la informacion ya que especifica la existencia de una capacidad de calan como un
limite fundamental sobre la cual puede ocurrir la transmisién de mensajes confiables
sin errores por un canal discreto sin memoria.

Sin embargo, hay otros detalles a considerar relativos a este teorema. En primer
lugar, el teorema no indica cdmo construir un buen cédigo, solamente propone una
prueba que sefiala que existen buenos cédigos. Por otro lado, tampoco obtiene un
resultado preciso de la probabilidad de error de simbolo después de decodificar la
sefial del canal, solamente indica que la probabilidad de error del simbolo tiende a
cero cuando aumenta la longitud del c6digo, siempre y cuando se satisfaga la relacion
que propone.
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4.3. Conceptos de Shannon

Claude Shannon (1916-2001) fue un ingeniero eléctrico y matematico recordado
como el padre de la teoria de la informacion, la cual fue enunciada por primera vez en
1948. La teoria de Shannon resulto ser la base para disefiar sistemas de comunicacién
que fueran tanto eficientes como confiables.

La teoria de la informaciéon ha tenido una influencia importante en las
matematicas, y particularmente en la teoria de la probabilidad y ergodicidad. El
trabajo de Shannon se enfocd principalmente en la ingenieria de comunicacion,
generando un modelo de un sistema de comunicaciones que se distingue por su
generalidad asi como sencillez en el andlisis matematico.

El problema fundamental en las comunicaciones radica en reproducir
aproximadamente un mensaje proveniente de un punto en otro. Frecuentemente, los
mensajes tienen un significado, es decir que se encuentran correlacionados con algin
sistema de entidades fisicas o conceptuales. Estos aspectos semanticos de la
comunicacion resultan irrelevantes en la ingenieria del problema. Lo que si resulta
relevante es que el mensaje es uno que se selecciona de un grupo de mensajes. El
sistema debe de disefiarse de tal forma que pueda operar cuando se tiene cualquiera
de las selecciones y no solo cuando se selecciona una conocida en el momento del
disefio.

Si el nimero de mensajes es finito, entonces este nimero puede tomarse como
una medida de la informacién producida cuando un mensaje se selecciona del
conjunto, siendo todas las opciones igualmente elegibles. En un principio se considerd
que la seleccion natural es una funcion logaritmica. Sin embargo esta definicion debe
de ser generalizada cuando se considera la influencia de la estadistica del mensaje y el
caso en que se tenga un rango continuo de mensajes, por lo que se usa una medida
esencialmente logaritmica.

En 1948, Shannon publica el documento llamado “A Mathematical Theory of
Comunication”. En él, se formula la teoria de compresiéon de datos, donde establece
limites fundamentales que permiten que la compresion sea posible. Ademas, enuncia
tres teoremas: codificacion de fuente, codificacion de canal y tasa de distorsién. Los dos
primeros fueron tratados en la seccién anterior. En las siguientes secciones se
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pretende enunciar tanto al tercer teorema como los conceptos derivados de la teoria
de Shannon.

4.3.1. Modelado de fuente

En cualquier sistema de comunicaciéon existe una fuente que produce la
informacion, por lo que el propdsito de dicho sistema es transmitir la salida generada
por la fuente hacia un destino.

En general, se tiene una idea intuitiva de lo que es la informacién. Sin embargo,
realizar un andlisis del desempefio de un sistema de comunicaciones no puede ser
concebido sin una medida cuantitativa de la informacién y un modelo matematico de
las fuentes de comunicacion.

La fuente de informacién produce salidas que son de interés para el receptor de
dicha informacién. Dado que la salida de la fuente es una funcién impredecible
variable en el tiempo, debe ser modelada por un proceso aleatorio, donde las
propiedades de dicho proceso dependen de la naturaleza de la fuente de informacién.

En general, todos los procesos aleatorios de modelado de fuente tienen en
comun que son procesos limitados en el ancho de banda. Por lo tanto, pueden ser
muestreadas cuando menos al doble de la frecuencia central de la sefial de origen de
acuerdo con el teorema de Nyquist y pueden reconstruirse a partir de dichas
muestras. El modelo matematico para una fuente de informaciéon se muestra en el
siguiente diagrama:

Fuente de .. X, X1, Xo, X1, X; ...
informacion

»

Diagrama: Modelo matemadtico para la fuente de informacion

La fuente se modela mediante un proceso aleatorio en tiempo discreto
generando un vector:

{Xi}i2_o

El alfabeto sobre el cual se definen las variables aleatorias X; puede tomar
valores discretos y continuos, aun que en el caso continuo se requiere de un analisis
matematico mucho mas complejo.
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El modelo mas simple para la fuente de informacion es el de una fuente discreta
sin memoria, que es un proceso discreto aleatorio en tiempo discreto en el que se
genera un vector X; independiente y con la misma distribucién. Por lo tanto, una
fuente de este estilo genera una secuencia de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tomando valores en un conjunto discreto.

Ahora, para definir completamente a la fuente discreta se requiere de un
conjunto A = a4, a,, ...,ay que es el conjunto que representa los valores que pueden
tomar las variables aleatorias X;. Ademads, se requiere de conocer la funcién de
probabilidad para dicha variable aleatoria, la cual esta dada por pi=p(X=a) para toda i=
1, 2, ..., N. Entonces, la fuente puede describirte en su totalidad una vez que se conoce
al conjunto A, conocido como alfabeto, y la probabilidad relacionada a éste,
representada por {p;}\,.

De esta forma, una fuente puede ser modelada tomando en cuenta las
propiedades estadisticas de la misma, estableciendo diversos érdenes en los modelos
como se enuncia a continuacion:

e Modelo de orden cero:

Cada simbolo es estadisticamente independiente de los demas, por lo que
cualquier valor del alfabeto tiene la misma probabilidad de ocurrir.

e Modelo de primer orden:

En este modelo, los simbolos siguen siendo independientes de los demas,
pero su distribuciéon de probabilidad toma en cuenta cuales de ellos se
repiten con mayor frecuencia.

e Modelo de segundo orden:

Los dos modelos anteriores asumen que los simbolos son estadisticamente
independientes, lo cual generalmente no ocurre dado que generalmente
dependen de un contexto. Esto implica entonces que existe un cierto grado
de dependencia entre los simbolos. De esta forma, los simbolos que se
encuentren mas préoximos son mas dependientes que los que se encuentran
alejados. En este modelo, el simbolo actual depende del inmediato anterior
pero es condicionalmente independiente de loa simbolos previos a éste.
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e Modelo de tercer orden:

Este modelo es una extension del de segundo orden en el sentido en que el
simbolo actual no solo depende del anterior, si no de los dos anteriores al
que se tiene bajo estudio, manteniendo independencia de todos los
anteriores.

4.3.2. Entropia de la fuente

Dado que todo sistema de comunicacién tiene como finalidad transmitir
informacién, resulta de utilidad conocer una medida cuantitativa de qué tanta
informacion se transmite desde la fuente al destino. Tomando el modelo basico de
una fuente de informacidén es posible definir el contenido de informacién de la fuente
de tal forma que satisfaga ciertas propiedades. Suponiendo que se tiene una fuente
discreta y que sus salidas seran transmitidas a un receptor que tiene interés por dicha
informacién. Sean entonces a; la salida mas probable y ay la salida menos probable. La
pregunta es entonces ;cual de ellas lleva mas informacioén? En este caso, dado que la
ocurrencia de ay es menos probable, es por tanto la que lleva una mayor cantidad de
informacion.

Una medida racional de la informacién proveniente de una fuente deberia de
presentar una funcién de probabilidad decreciente para su salida. Ademas, un cambio
por menor que sea de alguna de las salidas no debe de modificar la informacion
entregada a la salida. En otras palabras, la medida de informacién debe de ser una
funcion de probabilidad decreciente y continua de la salida de la fuente.

Ahora, asumiendo que la informacion relativa a a; puede dividirse en dos partes
(aj1, ajz) de tal forma que:

X = (X(jl)’X(jZ))
a = {aUD, aU2}
p(X = aj) = p(X(jl) = ajl) = p(X(jz) = aJ'Z)

Estos componentes son, por tanto, independientes entre si, es decir que al
revelar la informaciéon de uno de ellos no revela informacion del otro. La cantidad de
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informacion que se obtiene al revelar entonces a; es la suma de la informacion
obtenida al revelar a sus componentes. A partir de esto puede concluirse que la
cantidad de informacién revelada sobre una salida a; con probabilidad p; debe de
satisfacer las siguientes condiciones:

e El contenido de informacién de la salida depende solamente de la
probabilidad de la misma y no del valor que pueda tomar. De esta forma,
se denota como I(p;) a esta funciéon y se denomina como informacion
propia.

e Lainformacion propia es una funcién continua de p;.

e Dicha funcién es decreciente.

e Sip;=pll pl? entonces I(p;) = I(piV) + I(p0?)

Por medio de la experimentacién se ha comprobado que la funcién que satisface
todas las condiciones antes mencionadas es la funcion logaritmica. La base del
logaritmo no es importante y define la unidad por la que se mide la informacién. Por
ejemplo, la base 2 se utiliza cuando la informacion es expresada en bits.

La informacidon revelada sobre cada una de sus salidas de define cono
informacién propia para esa salida. Ahora, puede definirse el contenido de la
informaciéon de la fuente ya que se tiene un promedio de la informacién propia de
todas las salidas. El contenido de la informacion de la fuente es conocido como
entropia de la fuente y se denota por H(x), la cual se define como:

Definicion: entropia de la fuente

Sea X una variable aleatoria discreta, la entropia relativa a esta se define por:

N N 1

H(x) = —Zpi logp; = Zpi log (—)
= — Pi
i=1 =1

4.3.3. Tasa de distorsion

Un concepto importante en la transmision de informacion es la confiabilidad de
la sefial recibida. Esto es, que la sefal recibida en el destino de dicha informacién sea
lo mas aproximada que sea posible a la generada en la fuente de informacion. De esta
forma, la confiabilidad en el momento de la reconstruccién de la fuente lleva a pensar
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que la probabilidad de error debe de hacerse tender a cero, a medida que la longitud
de los bloques tiende a infinito y por tanto que la tasa de transmision se aproxime a su
entropia. En la mayoria de los casos esto no es posible y se requiere de otras técnicas
de transmision que a su vez introducen distorsién de la senal.

Este fenémeno sucede sobre todo cuando se codifica la salida de una fuente
analégica. Las muestras en dicha fuente toman ntimeros reales por se requiere de una
gran cantidad de bits al representarlo. En un sistema digital no hay forma de
transmitir y almacenar datos analégicos sin perder la precisién de dichos datos, dado
que para transmitirlos primero deben ser cuantizados y codificados.

Por ello, al representar una fuente, continua o discreta, con un nimero finito de
bits por simbolo, se tiene el problema de verificar que tan aproximada es la version
comprimida a la original.

Lo anterior lleva entonces a que la version comprimida presentara cierta
distorsion. La distorsion en la reproduccién de una fuente es una medida de la
fidelidad dicha reproducciéon con respecto a la salida de la fuente. En una
reproduccion de alta fidelidad, la reproducciéon es muy cercana a la original y la
distorsion es baja; mientras que en una de baja fidelidad existe una cierta distancia
entre la original y su reproduccidn, por lo que habra distorsién alta.

Una medida de distorsion es aquella que se usa para cuantificar que tanta
distancia hay entre la reproduccion y la salida original de la fuente. Una buena medida
de distorsion debe de satisfacer dos propiedades:

e Debe ser una buena aproximacién al proceso de percepcion.
e Debe ser lo suficientemente simple para ser tratada matematicamente.

Encontrar una medida de distorsiéon que cumpla con estos requerimientos no es
sencillo. En general, una medida de distorsion se define como la distancia entre x y su
reproducciéon X denotada como d(x, X).

En el caso discreto, una medida de distorsion comunmente utilizada es la
distorsion de Hamming definida por:

o 1, X #X
dH(x;x) ={0 eoc

En el caso continuo, se define como un error cuadratico de la forma:
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dy(x,%) = (x — £)?

Con esto se asume que se trata con una distorsion del tipo letra por letra, lo que
significa que la distorsion entre las secuencias resulta del promedio de la distorsiéon
entre sus componentes.

Es decir:
n
1
d(x™, &) = r—lz d(x, %)
i=1

Esta suposicién asume que la posicién de los errores en la reproduccién no es
importante y que la distorsion no depende del contexto. Dado que la salida de la
fuente es un proceso aleatorio d(X", X’") es una variable aleatoria. Se define entonces
a la distorsion de la fuente como el valor esperado de ésta variable aleatoria:

p = B{aen, 1) = 1" (2] = £[a(x 1)

Volviendo entonces al problema original, dada una fuente de informacién sin
memoria con un alfabeto x y distribucién de probabilidad p(x), un alfabeto de
reproduccién X y una medida de distorsion d(x, X), definida para toda x€ X, y toda
%€ X, ;cudl es el nimero minimo de bits requeridos (R) en la salida para garantizar
que el promedio de la distorsion entre las secuencias de salida de la fuente y su
correspondiente reproduccion no exceda un valor dado de D? El valor de R es una
funcién decreciente de D, lo que significa que si se requiere una reproduccion de alta
fidelidad entonces D debe ser pequefia mientras que R debe ser alta. La relacién dada
entre Ry D se expresa mediante el teorema de la tasa de distorsion, que se enuncia de
forma general a continuacion:

Teorema de la tasa de distorsion

El nimero minimo de bits/salida de la fuente requerido para reproducir a una
fuente sin memoria con una distorsion menor o igual a D es conocido como tasa
de distorsion, y se denota como:

R(D) = min 1(X; X
(D) p(%|x):E[d(X,X)]<D ( )
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El siguiente diagrama es una representacion grafica del teorema:

nR bits

1<i<2™ 01101 ...11 %X
—_—> Codificador Decodificador >

A\ 4

Diagrama: representacion grdfica del teorema de tasa de distorsion

El espacio de las salidas de la fuente (x,) se divide en 2% regiones. Si la salida de
la fuente cae en la region i, entonces su representacion se transmite al decodificador.
Dado que 1 <i < 2", su representacidn binaria es de longitud nR y la codificacion se
realiza a una tasa de R bits/salida de la fuente. El decodificador, al recibir dicha
interpretacidn, genera una secuencia X" de tal forma que su distancia promedio en la
region i sea minima. Para valores grandes de R se tiene un gran nimero de regiones y
por tanto se tiene una representacion mas precisa.

Existen dos casos extremos:

e C(Cuando solo existe una region por lo que R=0, por lo que queda
representada por un solo punto conocido como centroide de todo el
espacio.

e (Cuando cada region consta de una sola salida de la fuente. En este caso, R
toma su valor maximo y por tanto la distorsion es cero.

Aun asi, debe de enfatizarse lo siguiente: los resultados indicados por la funcién
de la tasa de distorsion son limites fundamentales en el sentido de que se comportan
asintoticamente.
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De esta forma, al graficar la funcidn de la tasa de distorsion se obtiene un tazo
como el de la siguiente figura.

3 -
f} M

Figura: trazo de la funcién de la tasa de distorsion
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Cuantizacion vectorial

5.1. Cuantizacion vectorial

5.1.1. Fundamentos

La cuantizacion vectorial es considerada como
una generalizacion del caso escalar, introduciendo el
concepto de un vector formado por niimeros reales.
El hecho de tomar en cuenta multiples dimensiones
en vez de solo tratar con una ha permitido la
implementacion de nuevas ideas, conceptos, técnicas
y aplicaciones para las cuales no era posible
satisfacer todas sus necesidades en el caso del uso
de la cuantizacién escalar.

Asi, la cuantizaciéon escalar es un técnica
ampliamente utilizada en una sefial analdgica con la
finalidad de convertirla a una senal digital,
asignando por cada valor muestreado un numero
binario que lo representa.
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La cuantizacion vectorial, por otro lado, se usa en el procesamiento digital de
sefiales donde, en la mayoria de los casos, la sefial de entrada ya tiene una
representacion digital y la sefial de salida deseada es una versién comprimida de la
sefial original. Por esta razon, codificar secuencias de salida puede proveer una
ventaja sobre la codificacién de muestras individuales ahorrando recursos en la
transmision.

Soportada por la teoria de la tasa de distorsién enunciada por Shannon, la
cuantizacion vectorial tiene la capacidad de obtener un mejor desempefio que el caso
escalar al codificar bloques de muestras en vez de codificar muestras individuales.
Dichos bloques reciben el nombre de vector. Un vector puede utilizarse para describir
casi cualquier tipo de patréon formando un conjunto de muestras de la sefial de
entrada.

Matematicamente, la cuantizacion vectorial puede definirse como un mapeo Q de
un vector x que pertenece a un espacio euclidiano K-dimensional R¥ sobre un vector
que pertenece a un subconjunto finito 4 de R¥. Esto se representa por:

Q:RK-> A

Lo anterior significa que los vectores K dimensionales en el espacio vector R¥
se mapean en una coleccidn finita de vectores A, conocida como alfabeto. El nlimero
de vectores contenidos en el alfabeto se representa por la letra N, y representa el
tamafno del alfabeto. Cada una de las entradas del alfabeto son conocidas entonces
como vectores de codificacidn. Asi, se concluye que si K=1 entonces el cuantizador
obtenido es un cuantizador escalar. En el caso en que K>1 el cuantizador resulta ser
vectorial.

El cuantizador puede ser completamente representado entonces si se conocen K,
C y un conjunto de regiones que dictan el mapeo. Para cada vector de codificacion y;
existe una region denotada por R;, definida de tal forma que para cualquier vector de
entrada x que pertenece a R; existe un mapeo a una de las entradas de C. Dichas
regiones son conocidas como regiones de Voronoi, de las se enuncian las siguientes
propiedades:

e Las regiones de Voronoi son subconjuntos de R¥
e UL,R =RX
e R; N Rjesun conjunto vacio siendo i # j
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El alfabeto A = {ai; 1, 2, ..., N } es el conjunto de vectores de codificacion K-
dimensionales o vectores de reconstruccién. Cada uno de los indices i€ {0,1}
representa una palabra binaria b. La tasa de codificaciéon de un cuantizador vectorial
midiendo el niimero de bits por componente puede calcularse de la siguiente manera:

R =—=log, N ==

1
K

b
K

Un sistema de codificacion de sefiales basado en la codificacion vectorial se

muestra en el siguiente diagrama.

Fuente

Sefial

Vectorde _

Codificador

v

original

entrada x

Regla del

Decodificador

|

Seleccidon del

A 4

) | Palabra | Canal
vecino mas —p
binaria i
cercano
a
)| 2
1y
dn
Alfabeto A

vector de
codificacién

Vector

Sefial

a1

a

{

an

A 4

Alfabeto A

n L
cuantizado

A=Q(x)

Diagrama - sistema de codificacion de seriales

reconstruida

El sistema funciona de la siguiente manera: dado un vector x € RX de la sefial a
ser codificada, el codificador determina la distorsion d(x,a) entre el vector y cada uno
de los vectores de codificacion a; del alfabeto A. Posteriormente, se aplica la regla de
codificacion d6ptima, la cual es conocida como la regla del vecino mds cercano que
establece cudl de las palabras i sera transmitida tomando en cuenta que el vector a; es
el que presenta la menor distorsion. Lo anterior implica que el vector a; presenta la

mayor similitud con x de entre todos los vectores de codificacién contenidos en el

alfabeto. El codificador emplea la siguiente regla para la codificacion:

C(x) = i sisucede qued(x,a;) < d(x,a;) Vj # i

En la etapa de recepcion, el decodificador recibe el indice i y procede a buscarlo

en su copia del alfabeto al correspondiente vector w; el cual entrega a la salida como la

reproduccion de la sefial original. Por lo tanto la regla para la decodificacién es la

siguiente:

D@) = w;
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De esta forma, el proceso de codificaciéon por cuantizacién vectorial resulta ser
una técnica de compresidon con pérdidas, dado que la sefial reconstruida es una
version distorsionada de la sefial original. Asi, al representar a la sefial de entrada
como un vector de cuantizacién inevitablemente se introduce un error que es
conocido como distorsién de cuantizacion.

La meta cuando se cuantiza una sefial entonces es encontrar un alfabeto 6ptimo
de tal forma que minimice la distorsion promedio introducida aproximando a los
vectores de entrada con sus vectores codificados correspondientes.

5.1.2. Medida de distorsion
La mayoria de las medidas de distorsion satisfacen tres propiedades:

e Positividad: la distancia dada por d(x,y) es un nimero real mayor o igual a
cero. Esto ultimo solo es posible en el caso en que x=y

e Simetria: d(xy) = d(y,x)

e Desigualdad del triangulo: d(x,z) < d(x,y) + d(y, z)

Para calificar a una medida como valida para el disefio del cuantizador es
necesario satisfacer inicamente la propiedad de positividad. La eleccion de la medida
de distorsién se dicta por la aplicaciéon de ciertas consideraciones tomadas en el
momento de iniciar la programacion.

5.1.3. Criterio de optimizacion

Existen dos condiciones que hacen que un cuantizador sea Optimo. Debe
considerarse que el alfabeto A presenta N entradas y que cada vector de codificacion
se encuentra asociado a una region de Voronoi. La primera condicion es conocida
como la principio del vecino cercano. Este principio establece que un cuantizador
mapea cualquier entrada del vector x al vector de codificaciéon que se encuentre mas
cercano a él.

Matematicamente, x se mapea a y;, si y solo si

d(x:J’) < d(x)yl)vj * 1
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Esto permite definir de una forma mas sencilla a una regiéon de Voronoi como:
R; =[x € RF:d(x,y;) < d(x,y,)Vj # i]

La segunda condicién especifica el calculo de los vectores de codificacién y; dada
una region de Voronoi R;. Dicho vector de codificaciéon se calcula de tal forma que
disminuya la distorsién promedio en la regidn la cual se denota por D; dado de la
forma:

D; = E[d(x,y;)|x € R;]

5.1.4. Regiones de Voronoi

La creacién de regiones de Voronoi es una técnica que permite la division de
espacios multidimensionales en subespacios para su estudio. Su aplicaciéon define
areas geométricas equivalentes a subespacios definiendo vectores como los centros
de dichos subespacios. De esta forma, cualquier otro vector en este espacio presenta la
menor distancia al centro de la regiéon que con cualquier otro centro contenido en otra
region.

Dado que el calculo de los vectores de codificacion se encuentra directamente
relacionado con las regiones de Voronoi, resulta practico incluir en éste punto el
procedimiento para construir dichas regiones.

Suponiendo que se tiene un conjunto de puntos al que llamaremos S y que se
encuentran ubicados en el plano XY, para el cual la distancia entre dos puntos
arbitrarios dentro de dicho conjunto denotados como p y q puede calcularse mediante
la distancia euclidiana de la forma:

dist(p,q) = J(Px — )% + (py — qy)?

Sean entonces P = {p4, p,, ..., P} Un conjunto de n puntos distintos en el plano,
los cuales desde ahora se denominan sitios. Se define entonces al diagrama de Voronoi
de P como la subdivision del plano en n celdas para cada uno de los sitios contenidos
en dicho diagrama, con la condicién de que un punto g se ubica dentro de la celda
correspondiente al sitio p; si y solo si se cumple que dist(q, p;) < dist(q,p;) para toda

pj que pertenece a P considerando que j # i.
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De esta forma, para dos puntos p y g que se encuentran en el plano se define un
sector perpendicular al segmento que forman entre ellos. Este sector divide al plano
en dos partes. Estos planos se denotan como h(p,q) para el plano que contiene a p y
h(q,p) para el plano que contiene a q. Asi, si se tiene un punto r que pertenece al plano
S, se dice que dicho punto pertenece al plano h(p,q) si y solo si se cumple que la
distancia de r a p es menor que la que presenta con respecto a g. Por lo tanto, la region
de Voronoi para p; queda definida por la intersecciéon de n-1 planos, formando una
region poligonal de n-1 lados con n-1 vértices.

De acuerdo a lo anterior, es posible enunciar el siguiente procedimiento para
generar una region de Voronoi:

e Paso 1: se particiona al conjunto S de tal forma que se obtengan dos
subconjuntos S; y Sz de tal forma que sean aproximadamente del mismo
tamafio. Esta particion debe de ser acorde con la media de los puntos que
forman el conjunto S.

e Paso 2: los dos conjuntos ahora formaran dos regiones conocidas como R;
y R>.

e Paso 3: se busca en las nuevas regiones a la media de los puntos
contenidos en ella, generando un segmento de recta entre las nuevas
medias y se encuentra un sector perpendicular a ellas. Posteriormente, se
aplica el mismo procedimiento que en el paso 1 hasta obtener el nimero
de regiones deseadas.

e Paso 4: descargar todas las aristas de dividen a las regiones de acuerdo al
lado de la cadena poligonal en la que ha caido.
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El diagrama resultante de la aplicacién del procedimiento anterior tiene la
siguiente forma:

Figura - Diagrama de Voronoi
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5.2.  Elalgoritmo Lloyd - Max generalizado

5.2.1. Diserio de algoritmos

Los algoritmos de disefio de cuantizadores son formulados con la finalidad de
encontrar los vectores de codificacion y las regiones de Voronoi que permitan
minimizar la distorsion promedio. Dicha distorsidon puede calcularse en general como:

D = E[d(x,y)]

Si la densidad de probabilidad p(x) de los datos x es conocida, entonces la
distorsion promedio puede expresarse como:

N
p=[dwyweade =) [ dyopeds

i=1 " Ri

Esta ultima expresion incluye a la condicion del vecino cercano. En el caso en
que la densidad de probabilidad sea desconocida, es posible obtener un estimado al
calcular cierta cantidad de vectores de datos. Estos vectores son mejor conocidos
como datos de entrenamiento o conjunto de entrenamiento, y se denotan por la letra
T=[x1, X2, ... xu ]. De esta forma M representa el nimero de vectores de entrenamiento
contenidos en el conjunto. Para este caso, la distorsiéon promedio esta dada por:

1 M 1 N
D =—Z d(x,, =—z Z d(x, y;
M et ( k y) M i1 xERy ( k yl)

5.2.2. Cuantizador de Lloyd Max

El cuantizador de Lloyd y Max es un cuantizador escalar donde la densidad de la
probabilidad de la sefial se explota para mejorar el desempefio del cuantizador. Cada
muestra de la sefial es cuantizada usando el mismo nimero de bits. La optimizacién se
logra al minimizar la distorsion total del cuantizador dado que muestrea la sefial con
un cierto numero de niveles de cuantizacion.

Lloyd y Max propusieron independientemente dicho algoritmo, es decir,
concluyeron resultados similares trabajando en proyectos separados. Dado que Lloyd
inicié antes con su investigacion, se le ha concedido el primer crédito en el mismo.
Este algoritmo se utiliza en el calculo de cuantizadores o6ptimos usando como
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parametro una medida de distorsion de la sefial. Particularmente, Lloyd y Max
demostraron las condiciones de frontera y los niveles de representacidon necesarios en
dicho cuantizador, las cuales resultan como las mayores aportaciones derivadas de
este algoritmo al procesamiento de datos.

Dicho método asume que la densidad de probabilidad de los datos escalares p(x)
es conocida. De este modo, para cada palabra de cédigo y; se tiene una region de
Voronoi dada por in intervalo continuo de la forma:

R; = (v, Vi41)
De donde por légica se concluye que :
Vv, = —00
UN41 =

Asi, la distorsion promedio esta dada por:
N Vi+1
p=y j d(x,y)p(x)dx
=1 Vi

Si se valuan las derivadas parciales con respecto a v; y yi de modo que sean
iguales a cero es posible obtener las regiones de Voronoi asi como los vectores de
codificacién. Asi, se establecen dos condiciones que se presentan en el caso particular
en que d(x,y;) = (x — y;)?, que pueden ser generalizadas de la siguiente forma:

e (ondicion 1:1os limites de decisiéon v, i =1, ..., N-1 debe de estar a la mitad
entre dos niveles de representacion vecinos:

_Yi + Vit

v; > ,Vicontenidaenl <i <N

e (Condicion 2: cada nivel de representacion yj, donde j=1, ...,N, debe de
existir un centroide de la funcién de densidad de probabilidad en el
intervalo apropiado aj = (v;vi+1):

S xp(x)dax
y; = —————,Vicontenidaen 1<i<N
[ p(x)dx
v

i
El algoritmo de Lloyd y Max se basa en la busqueda del mejor alfabeto que
corresponda a la mejor particién del rango del cuantizador. Este comienza con un
limite de decision y niveles de representacion estimados. En general, el algoritmo
comprende los siguientes pasos:
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e Paso 1: inicializacién del alfabeto y distorsion, esto es, Empezar con un
alfabeto inicial y calcular la distorsiéon promedio.

e Paso 2: para el alfabeto dado, aplicacién de las condiciones de los limites
de decision y los niveles de representacion 6ptimos a medida que se
genera el alfabeto mejorado, es decir, resolver tanto para v; como para y;

e Paso 3: estimacion del cuantizador de distorsion y verificacion del criterio
de parada calculando la distorsién promedio resultante. Si la distorsion
disminuye aun que sea por una pequeia diferencia que sea menor que el
limite establecido arbitrariamente al inicio entonces el algoritmo termina,
de otra forma se regresa al segundo paso.

Facultad de Ingenieria ~ 68 ~



Capitulo 5 Cuantizacion vectorial

5.3. Esquema LBG

5.3.1. Fundamentos

El algoritmo LBG (Lide Buzo Gray) es un algoritmo eficiente e intuitivo para el
disefio de un buen cuantizador vectorial con medidas de distorsion generales. Este
algoritmo resulta de una modificacién hecha al algoritmo de Lloyd en cuanto a su
inicializacién. La meta es entonces modificar esta parte del algoritmo de tal forma que
los resultados no puedan verse afectados por una mala eleccién en el alfabeto inicial.

El algoritmo LBG es eficiente e intuitivo, de tal forma que permite disefiar
cuantizadores vectoriales utilizando una medida de distorsién general. Este utiliza la
descripcion probabilistica de la fuente dada por un conjunto de entrenamiento que
procede de dicha fuente.

La entrada requerida para el esquema LBG es el conjunto de entrenamiento
T = [xq, X3, X3, ..., Xy ] € R¥, el cual contiene M vectores y presenta una medida de
distorsion d(x,y) y un tamafio de alfabeto deseado N. Para estas entradas, los vectores
de codificacién pueden calcularse iterativamente. La densidad de probabilidad no se
considera explicitamente, ya que el conjunto de entrenamiento sirve para generar un
estimado empirico de la misma. De esta forma, las regiones de Voronoi se expresan
como:

R; = {Xk eT: d(xk,yi) < d(xk,yj) Vj # l}

Una vez que los vectores R; son conocidos, se encuentra el correspondiente
vector de codificacion de tal forma que se minimice la distorsién promedio en la
region de tal forma que:

1
D-=—E d (% V1

Donde M es el numero de vectores contenidos en la region. En términos de la
distorsion promedio, la distorsién promedio total esta dada por:

D—ZN M)
=1 M

Las expresiones explicitas para los vectores de codificacién dependen de la
medida de distorsion. En algunos casos se utiliza la media de los vectores del conjunto
de entrenamiento. En otros se usa un promedio. Sea cual sea la forma de calcular a
dichos vectores, la metodologia para crear el alfabeto de tamafio N es la misma.
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La metodologia a emplear en este algoritmo es la siguiente:

e Paso 1: iniciar con un alfabeto propuesto y calcular la distorsion
promedio

e Paso 2: encontrar la regién de Voronoi
e Paso 3: resolver para el vector de codificacion
e Paso 4: calcular la distorsion promedio resultante

e Paso 5: si la distorsion decrece aun que sea en una pequefia medida de un
valor arbitrario propuesto el algoritmo termina, de otra forma, se regresa
al paso 2.

5.3.2.Implementacion del esquema LBG en Matlab

Como se ha visto en la seccion anterior, el algoritmo propuesto por Lide, Buzo y
Gray es un método iterativo que permite obtener los vectores de codificacién que
representen a una sefial, asegurando que se tendra como resultado final un alfabeto
que cumpla con la condicién de que la distorsién promedio sea la minima.

De este modo, a continuacién se enuncia un codigo compilado en Matlab
mediante el cual pueden encontrarse los vectores de codificacién necesarios en la
cuantizacion. El codigo es el siguiente:

o°

Se supone un conjunto de entrenamiento cuyos elementos se contienen
en el arreglo T. En dicho arreglo, la primera columna representa la
coordenada en X del punto, mientras que la segunda representa la de Y

o

o

o\°

Asimismo, se supone que el numero de datos de entrenamiento es M,
que en este caso se ha fijado a 5000

o\°

M=5000;

T=[randn (M,1) randn(M,1)];
indices=zeros (M, 1) ;

figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
hold;
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oo

Dado que la distorsién promedio obtenida debe de ser pequefia se toma
a épsilon (ep) como un valor lo suficientemente pequefio para lograr la
convergencia de los datos

o°

oe

ep=.001;
j=1;

o°

El primer vector de codificacidén a obtener estd dado por un promedio
de los datos de entrenamiento y serd el pivote para obtener el resto.
También suponemos que se realizardn 5 iteraciones con lo que se
obtendrédn 32 regiones de Voronoi.

o° oo

oe

Il
O O N O
~

~.

~e

eros (1,2);

<X ? 2

for m=1:M

x=x+T (m, 1) ;
y=y+T (m, 2) ;

end

c(l,1)=x/M;
c(l,2) Y/M
plot(c(1l,1),c(1,2),"'ro");
=[c(1,1) c(1,1)];
b=[-4 4];
plOt (albl'_b');
hold;

0;
0;
0

’

< ﬁ 3

Q

% Calculando la distorsién se obtiene lo siguiente:
for m=1:M

x=x+(T(m,1)-c(1,1))"2;
y=y+(T(m,2)-c(1,2))"2;

end

=(1/(2*M) ) *x;

=(1/(2*M)) *y;
dprom=[dx dy];
di=dx+dy;

o

Una vez obtenido el primer vector de codificacién se procede a
obtener otros do derivados del mismo, generando asi dos regiones de
Voronoi. Dicho proceso se repetird hasta que se obtengan la cantidad de

oe

o°
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Q

5 reglones deseadas.
p=1;
for z=1:N

p=p*2;
ci=zeros(p,2):;
error=10;

f=1;

for i=1:(p/2)

ci(f,1l)=(1l+ep)*c(i,1);
ci(f,2)=(1l+ep)*c(i,2);
ci(f+1l,1)=(l-ep)*c(i,1);
ci(f+1,2)=(l-ep)*c(i,2);
f=f+2;

end

o°

Encontrando la distancia
obtenidos y el conjunto de
minima distancia

o\

o
°

dist=zeros (M, p);

while error>ep

for k=1l:p
for m=1:M
dist(m,k)=(T(m,1)-ci
end
end

vonx=zeros (M, p) ;
vony=zeros (M, p) ;
vN=zeros (p,1);
indices=zeros (M, p);
a=0;

for m=1:M
[D,I]=min(dist(m,1:p));
vonx (m, I)=T(m,1);
vony (m, I)=T(m,2);
indices(m, I)=1I;
vN(I,1l)=vN(I,1)+1;

end

Q

°

c=zeros (p,2);
x=zeros (1l,p):;
y=zeros (l,p);

minima entre los vectores de codificacidn
entrenamiento y asociando cada uno con su

(k,1)) 72+ (T (m,2)-ci(k,2))"2;

Calculando el nuevo vector de codificacién
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for k=1:p

ax=0;

ay=0;

for m=1:M
ax=ax+tvonx (m, k) ;
ay=ay+tvony (m, k) ;

end

ci(k,1l)=ax/vN(k,1);

ci(k,2) =aY/VN (k,1);

c(k,1)=ci(k,1);

c(k,2)=ci(k,2);

x(1l,k)=c(k,1);

y(l,k)=c(k,2);

end

%$Calculando la distorsidén en cada caso

dac=0;
for k=1l:p
dx=0;
dy=0;
ax=0;
ay=0;
for m=1:M
if vonx(m, k)~=0
ax=ax+ (vonx (m, k) -ci(k,1))"2;
ay=ay+ (vony (m, k)-ci(k,2))"2;
end
end
dx=(1/(2*M)) *ax;
dy=(1/(2*M)) *ay;
dac=dac+dx+dy;
end

error=abs (di-dac) /di;
di=dac;
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oo

Graficando el conjunto de entrenamiento con su diagrama de
Voronol correspondiente

o°

if p==

pend=(ci(2,1)-ci(1,1))/(ci(2,2)-ci(1,2));
xl=(ci(2,1)+ci(1,1))/2;
yl=(ci(2,2)+ci(1,2))/2;
b=yl+pend*xl;

f=[-4:47;

rec =(-pend*f)+b;

figure

hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),"'ro")
plot(rec,f, '-b")

hold off

else

figure

hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),"'ro")
voronoi (x,vy)

hold off

end
end

end

A continuacién se muestran las graficas obtenidas de compilar dicho codigo,
mediante las cuales se pretende mostrar la evolucion que tienen los vectores de
codificaciéon conforme pasan las iteraciones. Por practicidad, las graficas que se
muestran son las generadas cuando aparece por primera vez un nuevo vector de
codificacién y aquella que representa la iteracion en donde dicha region alcanza la
convergencia, es decir, que la distorsién es minima.

En primer lugar se tiene el siguiente conjunto de entrenamiento, que para fines
de este documento tiene un comportamiento normal, con media 0 y varianza 1. El
conjunto de entrenamiento se muestra en la siguiente grafica.
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Figura 1 - conjunto de entrenamiento

A este conjunto de entrenamiento se le ha calculado la media generando las
siguientes dos regiones:

4 T T T T T T

Figura 2 - media del conjunto de entrenamiento
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A continuacién se realiza la primera iteraciéon, con la cual se obtienen los
primeros dos vectores de codificacion que representen a los puntos contenidos dentro
de las dos regiones generadas:

Figura 3 - Primera iteracion, dos vectores de codificacion

Dado que se busca la minima distorsién al momento de la representacion de la
sefial, se realizan iteraciones con la finalidad de encontrar los vectores que mas se
aproximen al conjunto de entrenamiento. En el momento en que se obtiene la minima
distorsion se obtiene la siguiente grafica:

Figura 4 - Convergencia, dos vectores de codificacion
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Este mismo proceso se sigue hasta lograr el nimero de regiones requeridas. En
este caso, se siguio el proceso hasta llegar a las 32 regiones. En el caso de cuatro
vectores de codificacidn, la grafica para el momento de la aparicion de dichos vectores
es la siguiente:

4~

5}
T

a2
T

—=
T

=
T
@

'
—
T

Figura 5 - Aparicion de cuatro vectores de codificacion

Asi, la convergencia para cuatro vectores de codificacién se muestra en la
siguiente figura:

4 -

Figura 4 - Convergencia, cuatro vectores de codificacion

Facultad de Ingenieria ~77 ~



Capitulo 5 Cuantizacion vectorial

En el caso de ocho vectores de codificacion se obtienen las siguientes graficas:

4

Figura 7 - Aparicion de ocho vectores de codificacion

Figura 8 - Convergencia, ocho vectores de codificacion
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En el caso de dieciséis vectores:

Figura 9 - Aparicion de dieciséis vectores de codificacion

Figura 10 - Convergencia, dieciséis vectores de codificaciéon
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Por dltimo, en el caso de 32 vectores de codificaciéon tenemos:

Figura 11 - Aparicion de treinta y dos vectores de codificacion

Figura 12 - Convergencia, treinta y dos vectores de codificacion
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Para el conjunto de entrenamiento utilizado en este caso, la convergencia hasta
los treinta y dos vectores se logra después de realizar 76 iteraciones. Repitiendo el
experimento con diversos conjuntos de entrenamiento podemos asegurar que el
algoritmo programado logra la convergencia a 32 vectores de codificaciéon en un
promedio de 70 iteraciones, cuando el conjunto de entrenamiento esta conformado de
5000 muestras.
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El recocido simulado
en la cuantizacion
vectorial

6.1. Parametros del recocido simulado

El recocido simulado es una busqueda
heuristica usada para resolver problemas de
optimizacién. Este provee estadisticamente una
solucion oOptima global y puede aplicarse a una
amplia gama de problemas. El recocido simulado
es una variante de la busqueda local que permite
movimientos ascendentes para evitar quedar
atrapado prematuramente en un éptimo local.
Dicho algoritmo ha sido aplicado exitosamente en
diversas areas incluyendo el disefio de circuitos, la
optimizacién combinacional, las finanzas, el
analisis de datos y de imagenes, por mencionar
algunos.
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Se considera que este algoritmo es dificil en su aplicacion en cuanto a que no es
sencillo hacer que funcione. Esto se debe a que no es propiamente un algoritmo, sino
una estrategia heuristica que necesita de varias decisiones para que quede
completamente disefiado. De esta forma, existen ciertos factores que deben de tenerse
en cuenta para poder realizar una implementacién exitosa en un problema particular.

El concepto principal involucrado en el recocido simulado es el registro de
temperatura que hace a la bisqueda mas eficiente, inspirandose en la forma en que los
metales se enfrian lentamente hasta alcanzar una estructura cristalina de energia
minima. El concepto de recocido se refiere al proceso de calentar un sélido a un valor
maximo al que todas las particulas se arreglan aleatoriamente en la fase liquida y
lentamente se enfrian. De este modo, para cada temperatura T, se permite que el
sé6lido alcance un equilibrio térmico, que se caracteriza por una distribucién de
Boltzman:

__1 (5
P(w) Z(T)e

Donde U(w) es la energia del estado, Z(T) es la particion de la funcién que
depende de T y k es la constante de Boltzman. Para una T constante, la ecuacion
anterior se reduce a una distribucion de Gibbs. A medida que la temperatura decrece,
la distribucidn se concentra en los estados de menor temperatura, y a medida que se
acerca a cero, los estados minimos tienen una probabilidad diferente de cero. Durante
este proceso, los decrementos de temperatura son de gran importancia y que si
decrece rapidamente el sistema no alcanza un equilibrio térmico para cada
temperatura, por lo que el minimo global no es alcanzado.

En cada paso del algoritmo, la solucién actual es reemplazada por una
seleccionada aleatoriamente del espacio contiguo que pertenece al espacio de la
buisqueda. La solucion es seleccionada mediante una probabilidad relacionada a la
diferencia alcanzada entre el estado actual y la solucién propuesta y la temperatura T
variable.

En el algoritmo de recocido simulado, gran parte de las opciones relativas a su
implementacion se dejan abiertas al implementador. La ventaja principal de éste
algoritmo es que puede proveer una soluciéon global 6ptima sin importar las
discontinuidades, no linealidades, la dimension y aleatoriedad de la funcién sobre la
que se implementa.
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También, es simple de implementar, pero requiere de un tratamiento especial
del problema para que sea eficiente. Sin embargo, tiene como mayor desventaja es su
lentitud para alcanzar una convergencia a la solucién 6ptima. Otra debilidad del
algoritmo es que no se sabe si ha encontrado al minimo global ni cuando lo ha logrado,
lo que hace del criterio para detenerse un importante factor en su desempefio.

El recocido simulado es entonces una secuencia de algoritmos de Metré6polis
evaluados a una secuencia de decrementos en la temperatura, asegurando que el
equilibrio es alcanzado para cada valor de la temperatura.

Una busqueda de recocido simulado evalda los estados en el espacio de la
busqueda de uno en uno. Los nuevos estados son seleccionados aleatoriamente de un
conjunto de estados vecinos. A cada temperatura diferente, se realiza una busqueda
tomando como base el mejor estado actual. Sin embargo, el algoritmo se encuentra
disefiado de tal forma que se permita seleccionar un estado peor, conocido como
“movimiento de escape”. De esta forma, el recocido simulado realiza movimientos de
escape, controlando su frecuencia de ocurrencia mediante una funciéon de
probabilidad que hara disminuir la ocurrencia de estos movimientos de escape, y
permitiendo a su vez que se encuentre el dptimo global y no uno local.

Esto sucede con una probabilidad relacionada con la temperatura del sistema, la
cual se decrementa al final de cada cadena de Markov. Asi, la probabilidad se
encuentra definida por:

—5f
p= e kT

Donde -6f es el incremento en la funcion objetivo f y T representa la
temperatura y k es la constante de Boltzman.
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El recocido simulado en la cuantizacion vectorial

El siguiente diagrama de flujo representa al algoritmo del recocido simulado:

Calcular
temperatura y
estado iniciales

v

Estado actual =
mejor estado

Genera nuevo
estado del actual y
la temperatura

Evaluar nuevo
estado

A

Terminar recocido

Disminuir
temperatura

A

éFindela

cadena?

Diagrama de flujo: Algoritmo del recocido simulado

iMejor
estado?

Actualizar mejor
estado

A
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6.2. Esquemas de decremento de temperatura

Como ya se ha discutido con anterioridad, en el proceso fisico del recocido
simulado un sélido es calentado, de tal forma que todas sus particulas se arreglan
aleatoriamente formando entonces el estado liquido de dicho sélido. Luego, mediante
un proceso lento de enfriamiento, el liquido se cristaliza de tal forma que sus
particulas pueden moverse libremente a temperaturas mas altas para después perder
su movilidad cuando la temperatura decrece.

De esta forma, el algoritmo del recocido simulado, que se basa en este principio
fisico tiene dos variantes: recocido homogéneo y no homogéneo.

6.2.1. Recocido homogéneo

Al aplicar el recocido homogéneo, la temperatura no es actualizada después de
cada paso en el espacio de bisqueda, aun que si posteriormente. Esto quiere decir que
las configuraciones son generadas a una temperatura fija hasta que se alcanza el
equilibro. De esta forma, en el recocido homogéneo las transiciones para cada nivel de
temperatura representan a una cadena de Markov de longitud igual al nimero de
transiciones en ese nivel de temperatura.

El algoritmo comienza con tres entradas, la temperatura inicial T, la longitud
inicial de la cadena de Markov L y la longitud del vecindario & A partir de estos
valores, el algoritmo genera una solucidn inicial, la cual es evaluada y almacenada
como la mejor solucion obtenida hasta el momento. Una vez obtenida esta solucion, se
genera una nueva solucion a partir de la solucién actual y reemplaza a la mejor
solucion actual. En caso de que sea mejor que la primera, entonces el algoritmo la
acepta. En el caso contrario, se le asigna una probabilidad.

Una vez que cada cadena de Markov de longitud L es completada, se actualiza la
temperatura y la longitud de la cadena mediante un esquema de enfriamiento. En este
esquema, el valor de T es propuesto inicialmente. Una forma de establecer el esquema
es incrementar la temperatura por algin factor hasta que todas las transiciones son
aceptadas. Otra forma es generar un conjunto de soluciones aleatorias con el fin de
encontrar la minima temperatura T que garantiza la aceptacion de dichas soluciones.
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6.2.2. Recocido no homogéneo

En este caso, las configuraciones son generadas de tal forma que después a cada
transicion la temperatura T es disminuida. La secuencia de configuraciones obtenidas
constituye una cadena de Markov no homogénea. De esta forma, la condicién
suficiente y necesaria para el esquema de enfriamiento es que la temperatura en el
k-esimo cambio de temperatura debe de satisfacer la siguiente condicion:

c
T = a1
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6.3. Esquema de relajacion en el diserio del libro de codigos

6.3.1. Distorsion media cuadrdtica

El disefio de cuantizadores vectoriales juega un papel importante en el
desarrollo de sistemas de comunicaciones de alta calidad. Como se ha visto en el
capitulo anterior, el algoritmo LBG realiza actualizaciones iterativas tanto en el
codificador como en el decodificador de acuerdo a los criterios del vecino cercano y
del centroide. Cada iteracion resulta en un decremento en la distorsiéon promedio en
comparaciéon con la obtenida en la iteracion anterior. El algoritmo converge después
de un ndmero finito de iteraciones, con la condiciéon de que se tiene un conjunto de
entrenamiento que puede representar plenamente a la fuente, obteniendo como
resultado un alfabeto capaz de representar los valores obtenidos de dicha fuente. De
esta forma, el algoritmo busca obtener el minimo local de la distorsiéon promedio
asociada con un alfabeto escogido en el inicio.

Un problema cominmente asociado al algoritmo LBG es la posible existencia de
una diferencia entre la distorsion minima total resultante y el minimo local.

El desempefio de un cuantizador vectorial puede ser evaluado mediante la
distorsion promedio introducida al codificar un conjunto entrenamiento. En el caso
ideal, 1a distorsion debe de ser cero; sin embargo, esto no sucede en la realidad.

De esta forma, la salida del decodificador debe de ser una representacion
aproximada a la sefial que se tiene a la entrada del codificador. El valor esperado de la
medida de distorsion representa el desempefio del cuantizador. Dicha medida de
distorsion puede ser calculada de la forma:

D = E[d(X,Q(X))]

Donde d(X,Q(x)) representa la distorsidon que se introduce en el cuantizador para
el vector de entrada X. Lo anterior puede ser ejemplificado por el siguiente diagrama:

X i Q(X)
—» Codificador » Decodificador ——»
Vector de Vector de Aproximacion del
entrada codificacion vector de entrada

Figura - diagrama de flujo de informacion
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Una de las medidas de distorsion mas importante es la medida de distorsion
cuadratica. Dicha medida es utilizada en casos como la voz o el video, en donde se usa
como una medida cuantitativa del desempefio del codificador, de tal forma que:

d(X, QX)) = lIx — Xl

D =E(lIX —X)II*)

6.3.2. Algoritmo de diserio

Como se ha visto con anterioridad, el algoritmo LBG tiene como restriccion que
puede existir una gran diferencia entre la distorsion minima local. Por ello se ha
planteado una mejora al algoritmo incluyendo el algoritmo del recocido simulado en
su disefio con la finalidad de obtener un desempefio superior al obtenido
originalmente en la busqueda del alfabeto que representard a la sefial de entrada.

La modificacién propuesta al algoritmo es sencilla pero al mismo tiempo
efectiva, de tal forma que el desempefio del cuantizador sea superior al del algoritmo
original pero con una mejora en el tiempo de computo. Esta modificacion utiliza una
técnica conocida como relajacién estocastica, que se usa para obtener soluciones
globales 6ptimas en la optimizacién de problemas complejos.

El algoritmo se basa en la adicion de un ruido de media cero a cada vector una
vez que se ha encontrado el centroide en cada iteracion. La varianza del ruido, que
representa la temperatura del algoritmo, se reduce monotonicamente durante el
progreso del algoritmo. El incremento en el desempefio del cuantizador resulta
equivalente a doblar el tamafio del alfabeto, lo que en muchas aplicaciones resulta en
un ahorro de hasta el 15 % en la tasa de bits.

De esta forma, se toma como medida de distorsion a la distorsiéon media
cuadratica, la cual esta dada por la siguiente ecuacion:

D =E(IX — QX)II*)

Asi, para el rango positivo 1 <i < N existe S;(0) que denota una coleccion de
vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con media cero y con
la misma componente de varianza finita.
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De este modo, se introduce la relajacién estocastica al algoritmo como una
técnica que pretende encontrar soluciones relacionadas con problemas de
optimizacién combinacional complejos. Asi, cada iteraciéon consiste en perturbara el
estado del sistema de forma aleatoria antes de calcular el siguiente estado. La
magnitud de dichas perturbaciones generalmente decrece con el tiempo, de tal forma
que se llega a la convergencia.

El recocido simulado es un caso especial de relajacion estocastica que utiliza una
funciéon de energia que estd relacionada con la funcién objetivo, y presenta una
temperatura T que controla el grado de aleatoriedad del algoritmo. En cada iteracion
del algoritmo se acepta a la perturbacion en el caso en que la energia sea menor que
cero. Si la variacion de energia es mayor que cero entonces la perturbacion se acepta
con una probabilidad

—AE

e T
La temperatura generalmente se mantiene constante hasta que se logra un
equilibrio térmico. Posteriormente se decrece hasta que eventualmente es cero.

Al aplicar estos principios al algoritmo LBG en la creacion del alfabeto, se altera
la reparticion de fase de la iteracion estandar de la iteracién de Lloyd y perturbando a
los vectores aleatorios en algin momento en el decodificador.

La varianza del ruido decrece a medida que el algoritmo avanza. La diferencia
fundamental entre este algoritmo y el de recocido simulado radica en que las
perturbaciones son aceptadas incondicionalmente. Este cambio es significativo en
cuanto a que elimina por completo la necesidad de calcular el cambio de energia en
cada iteracién. El algoritmo modificado entonces es el siguiente:

e Paso 1: inicializacidn del vector de codificacion

e Paso 2: comprobacion del criterio del vecino cercano y calculo de la
distorsion promedio

e Paso 3: criterio de parada

e Paso 4: cdlculo del centroide
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e Paso 5: perturbacidon del vector de codificacion

yin = yLn + Si(Tn)

La perturbacién aplicada al vector de codificacion tiene un efecto pequefio en el
resultado obtenido del algoritmo. El vector de ruido aleatorio S; presenta una
distribucién uniforme.

6.3.3. Esquema de decremento de temperatura

Existen diversos esquemas de decremento de temperatura que pueden ser
utilizadas al momento de enfriar un sistema. En el caso del recocido simulado, se
busca que el enfriamiento se dé lentamente ya que asi es mas factible encontrar al
optimo global. Si el nimero de iteraciones es limitado entonces resulta una mejor
opcidén enfriar al sistema relativamente rapido al principio, para luego aproximarse al
cero gradualmente con decrementos de temperatura lentos.

A raiz de varios experimentos se ha determinado que una temperatura inicial del
orden de la varianza de entrada es razonable. La dependencia del desempefio del
algoritmo en el esquema de enfriamiento es significativa. Sin embargo, el mejor
esquema de enfriamiento depende directamente de la fuente. Algunos esquemas de
enfriamiento se enuncian a continuacion:

— 2 n\P
a) T, =af(1-7)
%
b) Tn= (1+n)P
c) T,=ocia"

Donde los valores de o y p son pardmetros que se dejan a consideracion del
disefiador. Dichos parametros resultan de gran importancia en la forma en que se
decrementa la temperatura. Si el decremento de temperatura es muy grande entonces
el algoritmo tiende a atorarse en un minimo local y tal vez no tenga la energia
suficiente para salir de este estado. Por otro lado, si el decremento es muy pequefio,
entonces el proceso requiere de un mayor tiempo de procesamiento.
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Simulaciones y
resultados

A lo largo de este documento se ha
discutido el algoritmo LBG como una forma
efectiva de obtener un alfabeto que permita la
codificacion de una fuente, siendo una de sus
ventajas su sencillez al inicializar los vectores
de codificacidn.

Sin embargo, existen formas de
optimizar a dicho algoritmo con la finalidad
de disminuir el tiempo de procesamiento que
requiere. Una de estas optimizaciones, como
se ha discutido en el capitulo anterior, es
combinar al algoritmo LBG con el de recocido
simulado. Dicha mejora se logra mediante la
introducciéon de una perturbaciéon en forma
de ruido, que irda empequefieciendo a medida
que su varianza (la temperatura) decrece.



Capitulo 7 Simulaciones y resultados

En capitulos anteriores se ha presentado un cédigo generado en Matlab que
permite simular la forma en que se comporta el algoritmo LBG tomando un conjunto
de entrenamiento de 5000 muestras con distribucion gaussiana de media cero y
varianza uno. Para dicho conjunto de entrenamiento se obtuvo que se requieren de
setenta y cinco iteraciones para generar treinta y dos regiones y por tanto treinta y
dos vectores de codificacién. Por tanto la introduccién del algoritmo de recocido
simulado deberia de permitir que el nimero de iteraciones requeridas sea menor.

En esta tesis se pretende comprobar que la introducciéon de la mejora en efecto
permite reducir el nimero de iteraciones requerido para generar treinta y dos
vectores de codificacidn. Esto resultaria en una mejora en el tiempo de procesamiento
requerido al generar un alfabeto que represente efectivamente al conjunto de
entrenamiento.

De esta forma, en las secciones siguientes se pretende obtener el mejor
escenario para cada uno de los esquemas de decremento de temperatura discutidos
en el capitulo 6, comprobando que en verdad existe una mejora. Cabe mencionar que
dado que la perturbacién introducida es un ruido aleatorio de distribucion uniforme y
que por tanto varia cada vez que el programa se compila, el nimero de iteraciones
obtenido cambia. Asi, en cada esquema se obtiene el promedio resultante de compilar
10 veces el programa en el mejor escenario.

7.1. Primer esquema de decremento de temperatura

El primer esquema de decremento de temperatura analizado es el siguiente:

— 42N
T, =05

Donde o7 representa la varianza del conjunto de entrenamiento, a sera el
parametro determina la velocidad con que ocurre el decremento de temperatura en el
proceso y n es el nimero de iteraciones transcurridas.

El c4digo en Matlab resultante es esencialmente el mismo que el obtenido para
el algoritmo LBG por lo que a continuacién se resaltaran en negritas las mejoras
hechas al codigo.

Facultad de Ingenieria ~94 ~



Capitulo 7 Simulaciones y resultados

oo

Se supone un conjunto de entrenamiento cuyos elementos se contienen
en el arreglo T. En dicho arreglo, la primera columna representa la
coordenada en X del punto, mientras que la segunda representa la de Y

o°

oe

oe

Asimismo, se supone que el nUmero de datos de entrenamiento es M,
que en este caso se ha fijado a 5000

o°

M=5000;
T=[randn (M,1) randn(M,1)];

indices=zeros (M, 1) ;

figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
hold;

[}

% Se establece un limite como criterio de parada de 0.001

ep=.001;
j=1;

o

% Calculando el primer vector de codificacidn
N=5;

zeros (1,2);
Or
0;

’

c=
X=
Yy
for m=1:M

x=x+T (m, 1) ;
y=y+T (m, 2) ;

end
1)=x/M;
( >=y/M
plot(C( 1),c(1,2),'ro")
plot(c(1,1),c(1,2),'b.")

=[c(1,1) c(1,1)];
b=[-4 4];
plot (a,b,'-b'");
hold;
m=0;

x=0;

y=0;

Q

% Calculando la distorsiédn

for m=1:M
X=X+ (T (m,1)-c(1,1))"2;
y=y+ (T (m,2) -c(1,2))"2;
end
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dx=(1/(2*M)) *x;
dy=(1/(2*M)) *y;
dprom=[dx dy];

di=dx+dy;
p=1;

for z=1:N

pP=p*2;
ci=zeros(p,2);

En este punto se afiade una perturbacién en forma de un ruido que
decrecerad mediante la implementacién del esquema de decremento de
temperatura establecido.

El ruido deberad de presentar una distribucién uniforme, con media cero
y varianza determinada por la temperatura

o0 o° d° d° o

Te=2;
uni=random('unif',0,Te,p,2);

error=10;

£f=1;
for i=1: (p/2)

ci(£f,1)=uni (£,1)*c(i,1);
ci(£,2)=uni(£f,2)*c(i,2);
ci(f+1,1)=uni(£f+1,1)*c(i,1);
ci(£f+1,2)=uni (£+1,2)*c(i,2):;
f=f+2;

end

o

Encontrando la distancia minima entre los vectores de codificacién
obtenidos y el conjunto de entrenamiento y asociando cada uno con su
minima distancia

o°

o°

cont=1;
dist=zeros (M, p);

while error>ep

for k=1l:p

for m=1:M
dist(m,k)=(T(m,1)-ci(k,1))"2+(T(m,2)-ci(k,2))"2;

end

end

vonx=zeros (M, p) ;

vony=zeros (M, p) ;

vN=zeros (p,1);

indices=zeros (M, p);

ag=0;
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for m=1:M

[D,I]=min(dist(m,1:p));
vonx (m, I)=T(m,1);
vony (m, I)=T(m,2);

indices(m,I)=I;

vN(I,1)=vN(I,1)+1;

end
for k=1l:p
if vN(k,1)==0
vN (k,1)=1;
end
end

Q

c=zeros (p,2);
x=zeros (1,p);
y=zeros (l,p);

for k=1:p
ax=0;

ay=0;

for m=1:M

ax=ax+vonx (m, k) ;
ay=ay+vony (m, k) ;

end

% Con la finalidad de obtener el nuevo vector de codificacién,
% la nueva temperatura y se introduce al ruido como perturbacién.

alfa=0.035;
sigma=1;

Te=(sigma”2) * (alfa“cont) ;

ruido=random('unif',0,Te,p,2);
ci(k,1l)=ax/vN(k,1)+ruido(k,1);
ci(k,2)=ay/vN(k,1)+ruido(k,2) ;

c(k,1)=ci(k,1);
c(k,2)=ci(k,2);
x(1l,k)=c(k,1);
v(l,k)=c(k,2);
end

cont=cont+l;

Q

dac=0;

for k=1:p

% Calculando el nuevo vector de codificacidn

% Calculando la distorsidén en cada caso

se calcula

Facultad de Ingenieria

~ 97 ~



Capitulo 7 Simulaciones y resultados

ax=0;
ay=0;
for m=1:M
if vonx (m, k)~=0
ax=ax+ (vonx (m, k) -ci(k,1))"2;
ay=ay+ (vony (m, k) -ci(k,2))"2;
end
end

(1/(2*M))*ax;
(1/(2*M) ) *ay;
dac dac+dx+dy;
end

error=abs (di-dac) /di;
di=dac;

[}

% Graficando el diagrama de Voronoi correspondiente

pend=(ci(2,1)-ci(1,1))/(ci(2,2)-ci(1,2));
xl=(ci(2,1)+ci(1,1))/2;
yl=(ci(2,2)+ci(1,2))/2;

b=yl+pend*x1;

f=[-4:4];

rec=(-pend*f) +b;

figure

hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),"'ro")
plot(c(l:p, ),c (l:p,2),'b.")
plot(rec,f,'-b")

hold off

else

figure
hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),'r
voronoi (x,Vy)
hold off
end
end
end

Tras realizar pruebas para el mismo conjunto de entrenamiento, se obtuvo que
el mejor escenario se presenta para el caso en que a = 0.04, obteniéndose como
resultado que en promedio se llega a una convergencia en la iteracion 59.
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7.2. Segundo esquema de decremento de temperatura

En este caso, el esquema de decremento de temperatura a estudiar es el
siguiente:
__ %
In= (1+n)p
Donde o2 representa la varianza del conjunto de entrenamiento, p es el
parametro que definira la rapidez con que se decrementa la temperatura y n es el
numero de iteraciones transcurridas. En éste caso, la codificacion en Matlab resulta de

la siguiente forma:

o°

Se supone un conjunto de entrenamiento cuyos elementos se contienen
en el arreglo T. En dicho arreglo, la primera columna representa la
coordenada en X del punto, mientras que la segunda representa la de Y

o°

o°

o\

Asimismo, se supone que el numero de datos de entrenamiento es M,
que en este caso se ha fijado a 5000

o°

M=5000;
T=[randn (M,1) randn(M,1)];

indices=zeros (M, 1) ;

figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
hold;

Q

% Se establece un limite como criterio de parada de 0.001

ep=.001;
j=1;
% Calculando el primer vector de codificacidn

N=5;

=zeros (1,2);
0;
0

’

c
x
y

for m=1:M
x=x+T (m, 1) ;
y=y+T (m, 2) ;
end
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c(l,1)=x/M;
c(l,2)=y/M;
plot(c(1l,1),c(1,2),"'ro")
plot(c(1l,1),c(1,2),'b.")

a=[c(1,1) c(1,1)]1;
b=[-4 47;

plot (a,b,'-b');
hold;

m=0;

x=0;

y=0;

[}

% Calculando la distorsiédn

for m=1:M
x=x+ (T (m,1)-c(1,1))"2;
y=y+ (T (m,2)-c(1,2))"2;
end

dx=(1/(2*M)) *x;
dy=(1/(2*M)) *y;
dprom=[dx dy];

di=dx+dy;
p=1;

for z=1:N

p=p*2;
ci=zeros(p,2);

temperatura establecido.

o° o0 o° d° o

Te=1;

uni=random('unif',0,Te,p,2);

error=10;

£=1;
for i=1: (p/2)

ci(f,1)=uni(£f,1)*c(i,1);
ci(f,2)=uni(£f,2)*c(i,2);
ci(f+1,1)=uni(f+1,1)*c(i,1);
ci(£f+1,2)=uni(£f+1,2)*c(i,2);

f=£f+2;

end

En este punto se afiade una perturbacién en forma de un ruido que
decrecera mediante la implementacién del esquema de decremento de

El ruido debera de presentar una distribucién uniforme, con media cero
y varianza determinada por la temperatura
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oe

Encontrando la distancia minima entre los vectores de codificacidn
obtenidos y el conjunto de entrenamiento y asociando cada uno con su
minima distancia

oe

oe

cont=1;
dist=zeros (M, p);

while error>ep

for k=1:p

for m=1:M
dist(m,k)=(T(m,1)-ci(k,1))"2+(T(m,2)-ci(k,2))"2;

end

end

vonx=zeros (M, p) ;

vony=zeros (M, p) ;

vN=zeros (p, 1)

indices=zeros (M, p);

a=0;

for m=1:M
[D,I]=min (dist(m,1l:p));
vonx (m,I)=T(m,1);
vony (m, I)=T(m,2);
indices(m,I)=1I;
vN(I,1)=vN(I,1)+1;

end
for k=1:p
if vN(k,1)==0
vN (k,1)=1;
end
end

Q

% Calculando el nuevo vector de codificacidn

c=zeros (p,2);
x=zeros (1,p);
y=zeros (l,p);

for k=1l:p
ax=0;
ay=0;

for m=1:M
ax=ax+vonx (m, k) ;
ay=ay+t+vony (m, k) ;
end
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% Con la finalidad de obtener el nuevo vector de codificacién,
% la nueva temperatura y se introduce al ruido como perturbacién.

pe=6;

sigma=1;
Te=(sigma*2) / (1+cont) *pe;
ruido=random('unif',0,Te,p,2);
ci(k,1l)=ax/vN(k,1)+ruido(k,1);
ci(k,2)=ay/vN(k,1)+ruido(k,2);
c(k,1)=ci(k,1);
c(k,2)=ci(k,2);

x(1,k)=c(k,1);

y(1,k)=c(k,2);

14
end
cont=cont+l;

[}

% Calculando la distorsién en cada caso

dac=0;
for k=1l:p
dx=0;
dy=0;
ax=0;
ay=0;
for m=1:M
if vonx(m, k)~=0
ax=ax+ (vonx (m, k) -ci(k,1))"2;
ay=ay+ (vony (m, k) -ci(k,2))"2;
end
end

dx=(1/(2*M)) *ax;

dy=(1/(2*M)) *ay;

dac=dac+dx+dy;
end

error=abs (di-dac) /di;
di=dac;

% Graficando el diagrama de Voronoi correspondiente
if p==

pend=(ci(2,1)-ci(1,1))/(ci(2,2)-ci(1,2));
x1l=(ci(2,1)+ci(1,1))/2;
yl=(ci(2,2)+ci(1,2))/2;
b=yl+pend*x1l;

f=[-4:4];

rec=(-pend*f) +b;

figure

hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),"'ro")

se calcula
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plot(c(l:p,1),c(l:p,2),'b.")
plot(rec,f, '-b")
hold off

else

figure
hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),
voronoi (x,Vy)
hold off

end

end
end

Realizando pruebas con los cambios antes mencionados se obtiene que el mejor
caso se presenta cuando p es igual a 6, logrando la convergencia para los treinta y dos
vectores de codificacion en promedio en la iteraciéon 70. Esto resulta en una mejora
con respecto a los resultados obtenidos con el algoritmo LBG.
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7.3.  Tercer esquema de decremento de temperatura

Por ultimo, se realizaron las mismas pruebas con el siguiente esquema de
decremento de temperatura:

T, =} (1 —?)p

Donde ¢ representa la varianza del conjunto de entrenamiento, I es el nimero
de iteraciones esperadas que en este caso ha sido fijado en 15, n es el nimero de
iteraciones transcurridas y p es el parametro que determine la velocidad de
decremento de la temperatura. El c6digo en Matlab resultante es el siguiente:

o\

Se supone un conjunto de entrenamiento cuyos elementos se contienen
en el arreglo T. En dicho arreglo, la primera columna representa la
coordenada en X del punto, mientras que la segunda representa la de Y

o\

o\

o°

Asimismo, se supone que el numero de datos de entrenamiento es M,
que en este caso se ha fijado a 5000

o\

M=5000;
T=[{randn(M,1l) randn(M,1)];

indices=zeros (M, 1) ;

figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
hold;

Q

% Se establece un limite como criterio de parada de 0.001
ep=.001;
j=1;

Q

% Calculando el primer vector de codificacidn
N=5;
=zeros (1,2);
0;

O .

’

c
X
y=
for m=1:M
x=x+T (m, 1) ;
y=y+T (m, 2) ;
end

c(l,1)=x/M;

Facultad de Ingenieria ~ 104 ~



Capitulo 7 Simulaciones y resultados

C(lrz)ZY/M;
plot(c(l,1),c(1,2),'ro")
plot(c(1l,1),c(1,2),'b.")

a=[c(1,1) c(1,1)1;
b=[-4 4];

plot (a,b,'-b'");
hold;

m=0;

x=0;

y=0;

% Calculando la distorsién

for m=1:M
x=x+ (T (m,1)-c(1,1))"2;
y=y+ (T (m, 2) -c(1,2))"2;
end

dx=(1/(2*M)) *x;
dy=(1/(2*M)) *y;
dprom=[dx dy];

di=dx+dy;
p=1;

for z=1:N

p=p*2;
ci=zeros(p,2);

temperatura establecido.

o0 o0 d° d° o

y varianza determinada por la temperatura

Te=1;
uni=random('unif',0,Te,p,2);

error=10;

£f=1;
for i=1: (p/2)

ci(f,1)=uni (£f,1)*c(i,1);

ci (£,2)=uni (£f,2) *c(i,2);
ci(f+1,1)=uni(£f+1,1)*c(i,1);
ci(£f+1,2)=uni (£+1,2)*c(i,2);
f=£f+2;

end

En este punto se afiade una perturbacién en forma de un ruido que
decrecera mediante la implementacién del esquema de decremento de

El ruido debera de presentar una distribucién uniforme, con media cero
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oe

Encontrando la distancia minima entre los vectores de codificacidn
obtenidos y el conjunto de entrenamiento y asociando cada uno con su
minima distancia

oe

oe

cont=1;
dist=zeros (M, p);

while error>ep

for k=1:p

for m=1:M
dist(m,k)=(T(m,1)-ci(k,1))"2+(T(m,2)-ci(k,2))"2;

end

end

vonx=zeros (M, p) ;

vony=zeros (M, p) ;

vN=zeros (p, 1)

indices=zeros (M, p);

a=0;

for m=1:M
[D,I]=min (dist(m,1l:p));
vonx (m,I)=T(m,1);
vony (m, I)=T(m,2);
indices(m,I)=1I;
vN(I,1)=vN(I,1)+1;

end
for k=1:p
if vN(k,1)==0
vN (k,1)=1;
end
end

Q

% Calculando el nuevo vector de codificacidn

c=zeros (p,2);
x=zeros (1,p);
y=zeros (l,p);

for k=1l:p
ax=0;
ay=0;

for m=1:M
ax=ax+vonx (m, k) ;
ay=ay+t+vony (m, k) ;
end

Facultad de Ingenieria ~ 106 ~



Capitulo 7 Simulaciones y resultados

% Con la finalidad de obtener el nuevo vector de codificacién, se calcula
% la nueva temperatura y se introduce al ruido como perturbacién.

pe=15;

sigma=1;
Te=(sigma”2) * (1-cont/15) “pe;
ruido=random('unif',0,Te,p,2);
ci(k,1l)=ax/vN(k,1l)+ruido(k,1);
ci(k,2)=ay/vN(k,1)+ruido(k,2);
c(k,1l)=ci(k,1);
c(k,2)=ci(k,2);

x(1,k)=c(k,1);

y(l,k)=c(k,2);

14

end
cont=cont+1l;

% Calculando la distorsidén en cada caso

dac=0;
for k=1:p
dx=0;
dy=0;
ax=0;
ay=0;
for m=1:M
if vonx(m, k)~=0
ax=ax+ (vonx (m, k) -ci(k,1))"2;
ay=ay+ (vony (m, k) -ci (k,2))"2;
end
end

dx=(1/(2*M)) *ax;

dy=(1/(2*M)) *ay;

dac=dac+dx+dy;
end

error=abs (di-dac) /di;
di=dac;

o)

% Graficando el diagrama de Voronoi correspondiente

pend=(ci(2,1)-ci(1,1))/(ci(2,2)-ci(1,2));
x1=(ci(2,1)+ci(1,1))/2;
yl=(ci(2,2)+ci(1,2))/2;

b=yl+pend*x1l;

f=[-4:4];

rec =(-pend*f)+b;

figure
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hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),"'ro")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),'b.")
plot(rec,f, '-b")
hold off

else
figure
hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.")
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),"'ro")

voronoi (x,y)
hold off

end

end
end

En este caso, se han fijado tanto el nimero de iteraciones I como la potencia p
en 15 obteniendo el mejor escenario. Asi, el promedio de iteraciones resultantes
aplicando este esquema de decremento de temperatura es de 48, obteniendo una
mejora considerable al incorporar el recocido simulado en el algoritmo.
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7.4. Cuarto esquema de decremento de temperatura

Hasta ahora, solamente se han explorado los tres esquemas de decremento de
temperatura ejemplificados en el capitulo 6. Sin embargo, existen otros esquemas que
es posible utilizar al momento de implementar la mejora. Uno de estos esquemas,
comunmente utilizado en el procesamiento de imagenes, es el siguiente:

T, = 0.95T,,

En este caso, la temperatura inicial se fija al valor de la varianza del conjunto de
entrenamiento, de tal forma que la codificacién en Matlab seria la siguiente:

o°

Se supone un conjunto de entrenamiento cuyos elementos se contienen
en el arreglo T. En dicho arreglo, la primera columna representa la
coordenada en X del punto, mientras que la segunda representa la de Y

o°

o°

o\

Asimismo, se supone que el numero de datos de entrenamiento es M,
que en este caso se ha fijado a 5000

o°

M=5000;
T=[randn (M,1) randn(M,1)];

indices=zeros (M, 1) ;

figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
figure;
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),"'g.");
hold;

o)

% Se establece un limite como criterio de parada de 0.001

ep=.001;

j=1;

% Calculando el primer vector de codificacidn

N=5;

c=zeros (1,2);

x=0;

y=0;

for m=1:M
x=x+T (m, 1) ;
y=y+T (m, 2) ;

end
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c(l,1)=x/M;
c(l,2)=y/M;
plot(c(1l,1),c(1,2),"'ro")
plot(c(1l,1),c(1,2),'b.")

a=[c(1,1) c(1,1)]1;
b=[-4 47;

plot (a,b,'-b');
hold;

m=0;

x=0;

y=0;

[}

% Calculando la distorsiédn

for m=1:M
x=x+ (T (m,1)-c(1,1))"2;
y=y+ (T (m,2)-c(1,2))"2;
end

dx=(1/(2*M)) *x;
dy=(1/(2*M)) *y;
dprom=[dx dy];

di=dx+dy;
p=1;

for z=1:N

p=p*2;
ci=zeros(p,2);

temperatura establecido.

o° o0 o° d° o

Te=1;

uni=random('unif',0,Te,p,2);

error=10;

£=1;
for i=1: (p/2)

ci(f,1)=uni(£f,1)*c(i,1);
ci(f,2)=uni(£f,2)*c(i,2);
ci(f+1,1)=uni(f+1,1)*c(i,1);
ci(£f+1,2)=uni(£f+1,2)*c(i,2);

f=£f+2;

end

En este punto se afiade una perturbacién en forma de un ruido que
decrecera mediante la implementacién del esquema de decremento de

El ruido debera de presentar una distribucién uniforme, con media cero
y varianza determinada por la temperatura
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oo

Encontrando la distancia minima entre los vectores de codificacién
obtenidos y el conjunto de entrenamiento y asociando cada uno con su
minima distancia

o°

oe

cont=1;
dist=zeros (M, p);

while error>ep

for k=1l:p
for m=1:M
dist(m,k)=(T(m,1)-ci(k,1))"2+(T(m,2)-ci(k,2))"2;
end
end

vonx=zeros (M, p) ;
vony=zeros (M, p) ;
vN=zeros (p,1);
indices=zeros (M, p);
a=0;

for m=1:M
[D,I]=min (dist(m,1l:p));
vonx (m, I)=T(m,1);
vony (m, I)=T(m,2);
indices (m, I)=I;
vN(I,1l)=vN(I,1)+1;

end
for k=1l:p
if vN(k,1)==0
N(k,1)=1;
end
end

% Calculando el nuevo vector de codificacidn

c=zeros (p,2);
x=zeros (1,p);
y=zeros(1l,p);

for k=1l:p
ax=0;
ay=0;

for m=1:M
ax=ax+vonx (m, k) ;
ay=ay+vony (m, k) ;
end
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% Con la finalidad de obtener el nuevo vector de codificacién, se calcula
% la nueva temperatura y se introduce al ruido como perturbacién.

Te=0.95*Te;

ruido=random('unif',0,Te,p,2);
ci(k,1l)=ax/vN(k,1l)+ruido(k,1);
ci(k,2)=ay/vN(k,1)+ruido(k,2);

c(k,1)=ci(k,1);
c(k,2)=ci(k,2);
x(1,k)=c(k,1);
y(l,k)=c(k,2);

end

% Calculando la distorsidén en cada caso

dac=0;
for k=1:p
dx=0;
dy=0;
ax=0;
ay=0;
for m=1:M
if vonx(m, k)~=0
ax=ax+ (vonx (m, k) -ci(k, 1)
ay=ay+ (vony (m, k) -ci (k, 2)
end
end

=(1/(2*M)) *ax;
=(1/(2*M)) *ay;
dac=dac+dx+dy;
end

error=abs (di-dac) /di;
di=dac;

% Graficando el diagrama de Voronoi correspondiente

if p==

pend=(ci(2,1)-ci(1,1))/(c
x1=(ci(2,1)+ci(1,1))/2;
yl=(ci(2,2)+ci(1,2))/2;
b=yl+pend*x1l;

f=[-4:4];

rec =(-pend*f)+b;

figure

hold on

plot (T
plot (c(
plot (c(
plot(r

(1:M,1),T(1:M,2),'g.")
(l:p,1),c(l:p,2),'ro")
lp, ),c(l:p,2),'b.")
ec '-b'")

i(2,2)

-ci(1,2));
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hold off

else

figure
hold on
plot(T(1:M,1),T(1:M,2),
plot(c(l:p,1),c(l:p,2),
voronoi (x,y)
hold off
end
end
end

El resultado de hacer pruebas con este esquema de decremento no es
satisfactorio en este caso, obteniendo un niimero de iteraciones promedio de 86. Sin
embargo, si cambiamos el valor 0.95 por uno menor es posible obtener un
decremento de temperatura mas adecuado para el algoritmo. A medida que se decrece
el valor de 0.95 se obtienen mejores resultados, donde a partir de 0.5 el nimero de
iteraciones se estabiliza en 72.
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Conclusiones

Tradicionalmente, el algoritmo
desarrollado por Lide, Buzo y Gray ha sido
implementado en las comunicaciones como
un buen método para codificar sefiales de tal
forma que sea posible reducir los recursos
utilizados en su transmision. Dicho
algoritmo es especialmente fuerte en la
inicializacién del alfabeto contenido tanto en
el codificador como el decodificador.

Sin embargo, una de las principales
preocupaciones en el disefio de sistemas de
comunicacion es la optimizacion de recursos
para la transmision. Una forma de optimizar
al algoritmo LBG es introduciendo un
algoritmo de optimizacion, como es el caso
del algoritmo de recocido simulado, con lo
que se pretende mejorar el tiempo de
procesamiento requerido para generar los
vectores de codificacion.
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El algoritmo de recocido simulado resulta una buena mejora al algoritmo LBG ya que
pretende impedir que durante el proceso de busqueda del vector de codificacion se
encuentre un minimo local en vez de uno global, lo cual afectaria la distorsion final.
Esto se logra mediante la introduccién de un esquema de enfriamiento, el cual afiade
aleatoriedad al proceso. De esta forma, al decrecer la temperatura, dicha aleatoriedad
tiende a cero, lo que permite pasos pequefios en la biisqueda del minimo.

A lo largo de esta tesis se ha aplicado al recocido simulado como una forma de
optimizacién en el algoritmo LBG con la finalidad de comprobar si en realidad
presenta una mejora. Se pretende asi combinar las fortalezas de ambos algoritmos, de
tal forma que se optimice el tiempo de procesamiento en el codificador del sistema.
Para ello se plantearon cuatro esquemas de decremento de temperatura:

a) T, =oc2a"

b) T, = —Z

T (1+n)P

14
) Th=d(1-1%)
d) T, = 0.95T,

Dichos esquemas de decremento de temperatura han sido implementados en la
programacion del algoritmo LBG y probados con un conjunto de entrenamiento de
cinco mil muestras con distribucién normal con media cero y varianza uno.

En primer lugar se estableci6 un pardmetro de comparaciéon, por lo que se
realizaron pruebas para el conjunto de entrenamiento solamente aplicando el
algoritmo LBG. Esta prueba dio como resultado un total de 75 iteraciones para lograr
generar treinta y dos vectores de codificacion, cada uno con una region de Voronoi
establecida.

Una vez obtenido este resultado, se introdujo la mejora en el algoritmo en forma
de un ruido de distribucion uniforme, cuya varianza es representada por una cierta
temperatura, la cual inicialmente es igual a la del conjunto de entrenamiento. De esta
forma, al decrecer la temperatura decrece igualmente la magnitud del ruido,
permitiendo que cada vector de codificacion calculado llegue a la convergencia y que
se presente como un minimo global.
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Cabe mencionar que el desempefio del algoritmo varia cada vez que se compila
el programa. Esto se debe a que cada vez tomara diferentes valores de ruido y por
tanto algunos ruidos tienden a ser mejores que otros para llegar a la convergencia.
Ademas, el tiempo de convergencia depende de igual forma de los parametros de
disefio establecidos para cada uno de los esquemas de decremento de temperatura.
Por esta razon, todas las pruebas aplicadas al algoritmo se realizaron diez veces de tal
forma que el nimero de iteraciones obtenidas sea el promedio y los parametros de
diseno utilizados son aquellos que lograron que dicho promedio sea el menor ndmero
de iteraciones posible.

El primer esquema de decremento de temperatura estudiado es el siguiente:
T, = c2a™

En éste, el parametro de disefio que determina la velocidad con la que decrece la
temperatura y por tanto el valor a modificar es a. En este caso, se encontr6 que el
algoritmo es o6ptimo cuando «o=0.04, obteniéndose un numero de iteraciones
promedio de cincuenta y nueve, reduciendo significativamente el tiempo de
procesamiento del algoritmo.

Para el segundo esquema de decremento de temperatura:

ox

T, = ————
" (1+n)p

El parametro que decidira la velocidad del decremento es la potencia p. Al
realizar las pruebas correspondientes se determina que el mejor caso se presenta
cuando p=6, obteniéndose un numero de iteraciones promedio de setenta. Este caso
por supuesto presenta una mejora con respecto al caso del algoritmo LBG. Sin
embargo, el primer esquema muestra tener un mejor desempefio que éste.

El siguiente esquema estudiado fue:
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T, = 0?2 (1 _?)p

De igual forma que el anterior, el parametro que decide la velocidad de
decremento es p. Sin embargo, el nimero de iteraciones esperadas I juega un papel
importante en el disefio ya que si se estiman un nimero menor de iteraciones que las
que se presentan el algoritmo, éste entra en un ciclo infinito del cual solo puede salir si
encuentra accidentalmente el minimo global. De este modo, el mejor caso se presento
cuando [=15y p=15 obteniendo un promedio de iteraciones de cuarenta y ocho. Cabe
mencionar que de los esquemas estudiados éste es el que resulté 6ptimo.

Por ultimo, se estudi6 un esquema de decremento de temperatura que
cominmente se utiliza en el procesamiento de imagenes:

T, = 0.95T,,

Este esquema no arrojé los resultados esperados, dado que el nimero de
iteraciones no se ve mejorado si no por el contrario se incrementa a un promedio de
ochenta. Es posible plantear entonces esquemas alternativos similares al anterior que
generarian mejores resultados. En éste caso, se investigé el valor de la constante que
haria que este esquema fuera en realidad una mejora. Los resultados obtenidos
concluyen que si la constante cambia a 0.5 o valores menores, el numero de
iteraciones se reduce a setenta y dos o valores muy aproximados a éste.

De esta forma se concluye que el ultimo esquema planteado no sugiere una
mejora al algoritmo a menos que sea modificado.

En conclusion, la adaptacién del algoritmo de recocido simulado dentro del
algoritmo LBG representa una mejora considerable en tiempo de procesamiento,
optimizando los recursos del procesador del codificador en un sistema de
comunicaciones. De esta forma, puede afirmarse que al explotar las fortalezas de
ambos algoritmos es posible generar mejoras que sean representativas en el sistema.
Estas mejoras son de gran importancia en el momento de disefio ya que las mejoras en
el tiempo de procesamiento implican al mismo tiempo mejoras en el costo del sistema
y en la eficiencia del mismo.
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Anexo A

ANEXO A

TABLA DE VALORES DE CAMPANA DE GAUSS

0 1 2 3 4 5 5] T 8 9
0,0 | 0,50000 049601 049202 0482803 048405 048006 047608 047210 046812 046414
0,1 | 046017 045620 045224 044828 044433 044038 043644 043251 042858 0,42465
0,2 | 042074 041633 041294 040005 040517 040120 0,30743 0,30358 0,38074  0,38591
0,3 | 038209 037328 037443 0237070 036693 0,36317 0,35042 036569 035197 034227
04 | 0344528 034090 033724 0,23360 0,32997 0,32636 0,3227¢ 0,31918 0,31561 031207
0,5 | 0,30854 030503 030153 0292806 029460 0,29116 028774 028434 0,28086 027760
0,6 | 027425 027093 026763 0,26435 026109 0,25785 0,25463 025143 0,24825 (0,24510
0,7 | 024198 023385 023576 023270 022965 022663 0,22363 0,22065 021770 0214786
0,8 | 021186 0,20857 020611 0,20327 0,20045 019766 019489 019215 0,18943 018873
0,9 | 018406 018141 0417879 017619 017361 017106 016853 016602 0,16354 016109
1,0 | 015886 015625 015386 015151 014917 014686 014457 014231 014007 013786
1.1 0,13567 013350 013136 012824 012714 012507 0,12302 012100 011900 0O,11702
1,2 | 011507 011314 011123 010935 010748 010565 010383 010204 010027 0,09353
1,3 | 009680 009510 005342 009176 009012 0,08851 0,085692 008534 008375 008226
14 | 008076 007927 007780 007636 007493 007353 0,07215 007078 0,06944 006211
1,5 | 006681 008552 006426 006301 006178 006057 005038 005821 0,05705 0.05592
1,6 | 005480 005370 005262 005155 0058050 0,04047 0,04846 004746 004642 004551
1,7 | 0,04457 004353 004272 004182 004093 004006 0,03920 003836 003754 003673
1,8 | 003593 003515 003438 0,03362 0,03288 003216 0,03144 003074 0,03005 002938
1,9 | 0,02872 002207 002743 002680 002619 0,02559 002500 002442 0,02385 (0,02330
20 | 002275 002222 002169 002118 002068 002018 001970 001923 001876 001331
21 001788 001743 001700 0O,01659 001618 001578 0,01532 001500 0,01462 001428
2,2 | 001320 001355 001321 001287 001255 001222 001191 0011680 0,01130  0,01101
23 | 0072 001044 001017 0,00990 000964 0,00939 0,00914 000882 0,00866 0,00242
24 | 000820 000792 0007768 000755 000734 000714 0,00895 000676 000857 000839
2,5 | 000621 000504 000587 000570 000554 000539 0,00523 000508 000494 000430
2,6 | 000486 000453 000440 0,00427 000415 0,00402 0,00381 000372 0,00368 0,00357
2,7 | 000347 000336 000326 000317 000307 000298 0,00289 000280 000272 000264
28 | 000258 000243 000240 000233 000226 000219 0O,00212 0,00205 0,00199 000193
29 | 000187 0001281 000175 0,00169 000164 000159 0,00154 000149 0,00144 000139
30 | 000135 000131 000126 000122 000115 0,00114 000111 000107 0,00104 000100
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