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Resumen

En esta tesis se propone y analiza un modelo fisico que consiste de un gas ideal de
bosones dentro de una estructura periddica de capas planas permeables, con el que
pretendemos describir las propiedades termodinamicas de sistemas reales tales como
superconductores de alta temperatura critica, peliculas delgadas de helio cuatro y/o
excitones-polaritones en semiconductores multicapas.

El trabajo se desarrolla de la siguiente manera:

El primer capitulo consiste de una introduccion al problema que abordamos aqui.
Resumimos los antecedentes, decribimos nuestro modelo y esbozamos los principales
resultados obtenidos.

Para modelar las capas entre las cuales se mueven los bosones, usamos un potencial
de deltas de Kronig-Penney en una de las direcciones mientras que en las otras dos
direcciones los bosones se mueven libremente. Por lo anterior, en el segundo capitulo
discutimos algunos resultados generales para estructuras peridédicas y, en particular,
resumimos y extendemos tanto los resultados como la discusién que comunmente
se encuentra en los libros de texto para los espectros de energia para el potencial
unidimensional de Kronig-Penney con una delta por celda unidad.

Como estamos interesados en sistemas periédicos multicapas con no todas las
capas iguales, a continuacion resolvimos la ecuacion de Schrédinger para el potencial
de Kronig-Penney con n = 1, 2 deltas por celda unidad, no todas iguales ni igualmente
espaciadas. Cuando tenemos dos deltas por celda unidad, la estructura de bandas
aumenta en complejidad dado que sus caracteristicas dependen de las intensidades
de las deltas y la separacién entre ellas.

A las expresiones para la energias de las particulas dentro del potencial de Kronig-
Penney unidimensional con una y dos deltas por celda unidad, le sumamos las energias
de las particulas libres en las otras dos direcciones para completar la relacion de dis-
persién del movimiento tridimensional de las particulas. Esta relacién de dispersion es



RESUMEN

usada en el tercer capitulo de la tesis para calcular las temperaturas criticas de con-
densacion Bose-Einstein el potencial quimico, la energia interna y el calor especifico
a volumen constante.

En el capitulo cuatro se emplea el modelo y las ecuaciones obtenidas para calcular
las propiedades termodindmicas de dos sistemas reales: uno que consiste en peliculas
delgadas de *He, y otro es un cristal de superconductor cuprato YBCO. En ambos
casos se determina la temperatura critica y el calor especifico empleando informacion
experimental sobre la estructura de capas de ambos sistemas. En el caso de las peli-
culas de *He se encuentra que el calor especifico calculado difiere sustancialmente del
calor especifico experimental, pues los calculos muestran un calor especifico que se
incrementa casi proporcionalmente a la temperatura, pero los datos experimentales
indican una tasa de incremento cibico respecto a la temperatura. Por otra parte, se
encuentra que es posible relacionar de una manera sencilla, aunque en principio sélo
matematicamente, el nimero de monocapas que conforman la pelicula de *He con la
intensidad de las deltas del modelo de Kronig-Penney empleado para representar la
pelicula. Esto es asi porque la dependencia de la temperatura critica experimental
con el nimero de monocapas muestra un comportamiento muy similar a la relacién
entre la temperatura critica calculada con el logaritmo de la intensidad de las deltas.

Al modelar el YBCO mediante el modelo de Kronig-Penney con dos deltas por
celda unidad se encontré que existe toda una familia de pares P,-P, que reproducen
la temperatura critica experimental del YBCO. El calor especifico en funcién de la
temperatura se calculé para estos pares, y en comparacién con la magnitud del calor
especifico experimental del YBCO resulté ser muy pequeno, lo que hizo necesario
incluir la contribucién de la red al calor especifico, el cual se calculé mediante el
modelo de Debye. Una vez incluida esta contribucién la magnitud de ambos calores
resulté ser muy similar. El calor especifico experimental muestra una anomalia a
T. = 88K, la cual no se pudo reproducir a partir de los calculos del modelo de
Kronig-Penney, lo cual es un indicio de que algunas suposiciones que se han hecho
no funcionan para modelar al YBCO.

Finalmente se anexan varios apéndices con informacién sobre funciones y concep-
tos matematicos que son empleados frecuentemente en el trabajo y que no necesaria-
mente son de dominio general. También, con el fin de mostrar como se obtuvieron las
propiedades termodinamicas se anexa el cédigo fuente de la aplicacién empleada con
tal fin.

VI



Capitulo 1

Introduccion

Dos eventos cientificos a finales del siglo XX dieron la pauta para muchas de
las investigaciones que actualmente se realizan en la fisica de la materia condensa-
da: por un lado, el descubrimiento en 1986 de la superconductividad en el cuprato
Laq g5Bag.15Cu0y por los fisicos J. Georg Bednorz y K. Alex Mueller [1] y la obtencién
en el laboratorio, en 1995, de la condensacion Bose-Einstein por los fisicos Eric A.
Cornell y Carl E. Wieman [2].

Después del descubrimiento de la superconductividad en el LaBaCuO a una tem-
peratura de 38K, muchos otros cupratos fueron estudiados hasta alcanzar la tempera-
tura critica de 164 K [3] en el HgBayCayCuzOg bajo la presién de 30 GPa (atmdsfera
=1.013 x10° Pa). A la fecha se han sintetizado muchos otros superconductores cuyas
temperaturas criticas superan los 30 K, tales como el diboruro de magnesio MgB, [4]
con una temperatura critica de 39K y donde el efecto isotépico dio indicios de que
su superconductividad es tipo BCS [5]. Mé&s recientemente se han reportado super-
conductores a base de hierro Fe conocidos como los pnictidos [6] cuyas temperaturas
criticas pueden ser de uno o dos digitos y estan compuestos de capas alternadas de
6xido de lantano (LasyOo_) y pnictido hierro (Feq P3_).

Una constante que se observa en todos estos materiales es la distribucion de sus
moléculas constituyentes, que se arreglan en planos alternados de portadores de carga
y “aislantes”, apilados en una direccién preferencial. Aunque las propiedades super-
conductoras del diboruro de magnesio se han podido explicar en términos de la teoria
BCS, la explicaciéon de la propiedades de los cupratos sigue siendo motivo de muchas
investigaciones experimentales y tedricas, y que han generado muchas nuevas ideas
sobre la superconduccién en los cupratos, sin embargo “el tinico consenso es que no
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hay consenso” sobre el origen de la superconductividad de alta 7.

Ante la imposibilidad de explicar la superconductividad de alta T, con la teoria
BCS, se ha optado por nuevas y viejas teorfas. En particular, se ha revivido [7, 8, 9, 10]
aquella idea en la que la superconductividad es considerada como una condensacion
Bose-Einstein de pares de electrones formados con la participacién de las vibraciones
de la red. Dicha idea fue propuesta [11, 12] antes de la teoria Estadistica de la su-
perconductividad de Bogoliubov [13] que fueron anteriores a la aparicién de la teoria
BCS en 1956. Pero fue tan contundente la teoria BCS para explicar la superconducti-
vidad que hoy conocemos como convencional, que todas las ideas originadas en aquel
entonces para explicar la superconductividad fueron abandonadas, en particular la
de una condensacién Bose-Einstein de pares de electrones.

En la actualidad las teorias de la superconductividad de alta T, que incorporan
la condensacion Bose-Einstein (CBE) como un elemento esencial, se han “perfeccio-
nado” considerando no tan sélo los pares de electrones sino también los electrones
desapareados. Estos modelos Estadisticos Bosén-Fermién (BF) de la superconduc-
tividad empezaron a ser estudiados seriamente a principios de los anos cincuenta
[14, 15]. Aunque la idea de un gap en la energia de los electrones apareados aparecié
con la teoria BCS, este fue considerado por primera vez en las teorias estadisticas
por Eagles [16]. En 1989 Friedberg and T.D. Lee [17, 18] usaron el modelo BF para
explicar la superconductividad en los cupratos. Su teoria usa la razon entre las ma-
sas paralelas y perpendicualar a los planos, de las particulas, como tnico parametro
ajustable para reproducir bastante bien las temperaturas criticas T,/Tr reportadas
para los cupratos [9]. La razén entre las masas usada fue de 66,560 que es bastante
grande pero atin menor que la razén de anisotropia de 10° reportado recientemente
para Biyi,Sro_, CuOgys [19].

Desde 1995 el grupo [20] de investigacion de Fisica de Muchos Cuerpos de la
UNAM (website: http://manybody.fisica.unam.mx/) ha venido desarrollando una
version de la teoria estadisticas boson-femién de la superconductividad, donde se
modela al superconductor como un gas de electrones interactuando atractivamente
via las vibraciones de la red, permitiendo que se formen parejas (pares de Cooper)
que suponen se comportan como bosones y que conviven con los electrones no aparea-
dos. Han calculado las propiedades termodinamicas de esta mezcla de bosones (pares
de Cooper) con fermiones (electrones desapareados) y en particular, su temperatura
critica de condensacién Bose-Einstein que han comparado con las temperaturas su-
perconductoras de los cupratos. Para ello ha sido necesario estudiar la condensacion
Bose-Einstein en una variedad de circunstancias. Por ejemplo, han estudiado la CBE



en d dimensiones de bosones que tienen una relacién de dispersion generalizada que
incluye energias como potencias del momento de la particula [21], de donde se deduce
que atn en 2D es posible tener CBE siempre y cuando los bosones tengan una relacion
lineal energia-momento, resultado que sustenta la hipdtesis de que la superconducti-
vidad es una CBE de electrones apareados, aun en superconductores de alta T, cuyo
comportamiento es casi bidimensonal. También se ha estudiado la CBE de bosones
ideales permanentes atrapados [22] mediante potenciales arménicos en § direcciones
menores o iguales a la dimensién d. De esta forma es posible simular bosones dentro
de un paralelepipedo cuasi-bidimensional, que podria ser 1til para simular a los pares
de cooper en los superconductores estratificados, pero tiene la inconveniencia de no
considerar la correlacién entre las capas que en los superconductores existe.

Dentro de estas lineas de investigacion, y dentro del grupo de Fisica de Muchos
Cuerpos, nace el tema de la presente tesis. Aqui nos planteamos estudiar la CBE
dentro de una estructura periédica que emula la periodicidad de las capas de 6xido
de cobre en los cupratos. Aunque el tema nace pensando en la superconductividad de
alta T, el modelo estudiado puede ser usado también para explicar las propiedades
de peliculas de helio cuatro [23], o la de los excitones (parejas electrén-hueco) en
semiconductores multicapas [24].

El objetivo principal de esta tesis es formular un modelo teérico para estimar las
propiedades fisicas de sistemas con estructura de capas peridédicas en los cuales se
presenta condensacién de Bose-Einstein. Al ser un modelo muy general, en principio
funciona para cualquier sistema con estructura de capas como los mencionados en el
parrafo anterior. Aunque entre los pares de Cooper, los a&tomos de helio o los excitones,
existe interacién entre ellos, aqui estaremos considerando que las densidades son tan
bajas tal que las interacciones entre sus componentes podemos dejarlas pendientes
sin perder en el calculo las caracteristicas esenciales del sistema real.

El problema se aborda proponiendo un modelo para la estructura de capas pe-
riddicas. Con tal fin, modelamos el efecto de las capas sobre los bosones como aquél
ejercido por un potencial de Kronig-Penney (KP), en el limite en que el ancho de las
barreras tienden a cero y su altura a infinito, en una de las direcciones de movimiento
de los bosones mientras permitimos que sean libres en las otras dos direcciones.

La ecuacion de Schrodinger que satisfacen los bosones entre planos es separable
en cada una de sus tres direcciones de movimiento por lo que la energia por particula
es una suma de las energias en cada una de las direcciones de movimiento. En las dos
direcciones paralelas a los planos los bosones se mueven libremente por lo que esa parte
de su energia es la de una particula libre. La energia en la direcciéon perpendicular
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a los planos es aquella que resulta de resolver el problema de una particula en un
potencial de deltas de KP.

Aunque el problema de una particula en un potencial de KP es bien conocido
y reportado en los libros de texto, cuando la magnitudes de las deltas son iguales,
es decir, la celda unidad consta de una delta, esto no es asi cuando la celda unidad
consta de dos o més deltas.

Buena parte de la tesis se dedica a resolver el problema de una particula en un
potencial de KP cuya celda unidad consta de n deltas. Para n = 2 se obtienen y
dibujan las estructuras de bandas como funcién de la separacién relativa de las deltas
y de sus intensidades. Detallar el caso con n = 2 es necesario para poder modelar las
estructuras periédicas de los cupratos cuyos espacios con los portadores de cargas,
es decir los planos de 6xido de cobre, se ven separados por planos permeables de al
menos dos tipos: aquellos formados con los atomos de Itrio y aquellos formados por
las cadenas de 6xido de cobre, en el superconductor YBaCuO.

La relacion energia-momento de las particulas asi obtenidas es muy importante: a
partir de las energias calculadas se pueden determinar las propiedades termodinami-
cas del sistema empleando la Mecanica Estadistica de Bose-Einstein. No se considera
que el numero de bosones tenga que estar restringido, por lo que el Gran Potencial
termodinamico se emplea como punto de partida para determinar las propiedades
macroscépicas, el cual a su vez esta relacionado con la Gran Funcién de particién de
donde se derivan todas las demas propiedades termodinamicas.

Los resultados generales obtenidos para el sistema de bosones entre planos son
usados para describir aproximadamente las propiedades de dos sistemas reales: la
temperatura critica y el calor especifico del cuprato YBay,CuzOy7; y el calor especifico
de peliculas delgadas de “He.

Al final reproducimos los cédigos del programa que usamos para calcular las pro-
piedades reportadas en esta tesis, los cuales estan escritos en el lenguaje de pro-
gramacion del sistema de algebra computacional (CAS) Mathematica; mostramos el
método de integracién numérica usado; y recordamos las propiedades de la funcién
Polilogaritmo.



Capitulo 2

Estructuras periddicas

2.1. Potencial de Kronig-Penney

Las caracteristicas esenciales del comportamiento de bosones dentro de estruc-
turas periodicas pueden ser ilustradas empleando un modelo unidimensional simple,
discutido inicialmente por R. L. Kronig y W. G. Penney en 1930 [28]. En este modelo
(KP) los bosones se encuentran dentro de un potencial periédico, representado por
barreras de potencial de ancho b y de altura V{, separadas por pozos de ancho a en
donde el potencial es cero (con el modelo de KP se pueden describir por igual entre
fermiones o bosones, pero en este trabajo se consideran unicamente bosones). Los
atomos que forman la red periédica son representados por las barreras de potencial.
El periodo del potencial es a+ b, como se muestra en Fig. (2.1). donde el potencial es
cero en la region 0 < x < a, mientras que es Vj en la region —b < x < 0. El potencial
se puede escribir de la siguiente manera:

V(z)=Vy > Olz—(a+ (n—1)(a+b))]O[—z +n(a+b)] (2.1)

donde O(x) es la funcién escalén de Heaviside. Bajo estas condiciones, las ecuaciones
de Schrodinger que representan a los bosones en cada periodo son

d*>)  2m

w‘f‘ﬁcﬁ/}— 0<z<a (22)
d*>y  2m
w‘i‘ﬁ(éf—vo)l/}:o —-b<x<0 (23)
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—b 0 a

xr —

Figura 2.1: El potencial de Kronig-Penney

lo que implica una funcién de onda 1/, en 0 < x < a y una funcién ¥, en —b < = < 0.
La energia ¢ de los bosones puede ser mayor o menor que Vj. A partir de esto, se
definen las cantidades o y (3

2me 2m
o = 5z Y B = ﬁ(Vo —€) (2.4)
La solucién a las ecuaciones Ec. (2.2) y Ec. (2.3) estd determinada por el teorema de
Bloch, el cual establece que para el potencial periddico la ecuacién de onda es de la

forma

W(x) = e”kmuk(x) (2.5)
donde ug(z) es una funcién periédica con el mismo periodo del potencial y k es el
numero de onda. En efecto, el teorema de Bloch indica que la solucién es una onda

plana cuya amplitud es modulada por el factor ug(x). Por sustitucién directa en Ec.
(2.2) y Ec. (2.3) se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales para u(z)

& d
d—;;+2ik:£+(a2—k2)u:0 O<z<a (2.6)
& d
d—;;+2ik£—(62+k2)u:0 —b<z<0 (2.7)
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Estas ecuaciones diferenciales tienen por solucién general
uy = Aelleke  geilathe O<z<a (2.8)
uy = Cell=h)T 1 DBtk —b<x<0 (2.9)
siendo A, B, C'y D constantes. La eleccion de las constantes depende de las condicio-
nes de frontera de la funcién de onda v, asi como de la periodicidad de u. Asi, 1 debe

ser continua y tener derivada continua en x = 0, donde se presenta una discontinuidad
en el potencial. Estas condiciones se resumen en

i(0) =2(0) vy 1(0) = 5(0) (2.10)
Por otra parte, el teorema de Bloch impone la periodicidad de u, por lo que su
derivada también debe ser periddica. Entonces

wla) =us(—=b) y  i(a) = uh(~b) (2.11)

Las cuatro condiciones de frontera son suficientes para determinar las constantes A,
B, C'y D. Por Ec. (2.10), se obtiene la siguiente relacién entre constantes:

A+B=C+D (2.12)
icA —iaB = C — 5D (2.13)
mientras que por Ec. (2.11) se obtiene
Aeila=ha | pe-ilath)a _ co=(B=ik)b | po(B+ik)b (2.14)
i(a — k)Ae'@ e (o 4 k)Be i@t — (5 — jk)Ce= B _ (B 1 jk) DelPTRP
(2.15)

Asi, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, con cuatro incégnitas.
Este sistema tiene solucion distinta de la trivial solamente si su determinante es cero.
Esto implica que:

1 1 -1 -1
16 —i —p I} 0
pila—k)a p—ilatk)a _o—(B—ik) _ o(B+ik)b
i(a — k)elle ke _j(q 4 ke~ othe (3 —jk)e=(B=kb (3 4 jk)elPTiklb
(2.16)
Desarrollando el determinante se puede mostrar que es equivalente a
2 2
52;; sinh(b) sin(a) + cosh(b) cos(aa) = cos[(a + b)k] (2.17)

A la Ec. (2.17) se le denomina relacion de dispersion, pues determina las energias que
pueden tener las particulas con una k dada.
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2.2. Potencial de Kronig-Penney con una delta

La Ec. (2.17) permite determinar las energias de particulas tales que ¢ < V}
6 € > V. La forma de la relacién de dispersion cambia ligeramente en cada caso.
Cuando se considera el caso limite en que el ancho de las barreras de potencial
tiende a cero y el alto de la barrera de potencial tiende a infinito, es decir, b — 0,
Vo — oo, pero el producto de estas permanece constante, Vb = cte. En este limite, las
barreras de potencial se convierten en deltas de Dirac, con una determinada intensidad
relacionada al valor de Vyb. Si multiplicamos y dividimos el primer sumando del lado
izquierdo de Ec. (2.17) por ab, entonces tenemos la ecuacién

(8% — a?)ab sinh(3D)

o B sin(aa) + cosh(3b) cos(aa) = cos|(a + b)k] (2.18)

En el limite antes mencionado se tiene que sinh(4b)/8b =1y

2m 2mVpba
, 2 2 _ 1t <h . _ 0
})Eno (8% — a”)ab })1_1}15 2 (Vob — 2¢eb)a 2 (2.19)
Por lo tanto, la Ec. (2.18) se reduce a
P
— sin(aa) + cos(aa) = cos(ka) (2.20)

aa

En este limite, las barreras se encuentran ubicadas en las posiciones 0, +a, £+2a, ...,
como se muestra en la Fig. 2.2. en donde se ha definido la constante P = mVyba/h?. El
producto Vb es el drea de la barrera de potencial rectangular. El caso complementario,
e > Vp, no se discute aqui, sin embargo se puede consultar en [29].

Ec. (2.20) no tiene solucién analitica para €, i.e. a?, pero se puede resolver grafi-
camente. En primer lugar, se observa que sélo el lado izquierdo de Ec. (2.20) contiene
términos implicitos de energia, por lo que se puede reescribir como

f(P,aa) = cos(ka) (2.21)

Como | cos(ka)| < 1 el sistema s6lo puede tomar valores de aa tales que f(P, «a) yace
entre —1 y 1, ya que sé6lo para esos valores existen soluciones para las funciones de
onda. La Fig. 2.3 muestra la grafica de f(P, aa), asi como las energias que el sistema
puede tomar. De ella se pueden sacar las siguientes conclusiones, para Py aa dadas:

1. El espectro de energia de los bosones consiste de bandas de energia permitidas,
separadas por regiones prohibidas.
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| | | | |
—a 0 a 2a

Xr —

Figura 2.2: Potencial de Kronig-Penney con una delta por celda unidad.

2. El ancho de las bandas permitidas se incrementa mas conforme crece aa. Esto
se debe a que el término que contiene a P se hace més pequeno mientras aa se
incrementa.

Ademas de lo anterior, el ancho de las bandas permitidas disminuye conforme P
crece. En el limite cuando P — oo, las bandas permitidas se convierten en niveles de
energfa. En este caso, Ec. (2.20) tiene soluciones sélo si sin(aa) = 0, i.e., si aa = n,
con n entero. De acuerdo con Ec. (2.4), el espectro, es decir, los niveles de energia de
los bosones son

2h2
T2 =041, 42, (2.22)

8 =
" 2ma?

niveles que corresponden a los de una particula confinada en un pozo de potencial de
ancho a y de paredes infinitas. Desde el punto de vista fisico esto es factible, ya que
si P — oo el tunelaje a través de las barreras de potencial se vuelve improbable, o
en otras palabras los planos se vuelven impenetrables.

Una consecuencia adicional de Ec. (2.21) es que, dentro de una banda de energia
particular, la energia es periddica con respecto a k, puesto que la siguiente igualdad

9
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Figura 2.3: Grafica de f(P,aa) vs aa, para P = 5. Las energias permitidas del sistema son
aquellas tales que |f(P,aa)| <1,y estdn indicadas por las barras en color gris.

siempre se cumple:

f(P,aa) = cos(ka) = cos((k + 2nm)a), nez (2.23)

La periodicidad de € se muestra en la Fig. 2.4. Las bandas de energia estan indicadas
por las barras de color a la izquierda, y las energias estan representadas como lineas
continuas que oscilan. La curva punteada es una parabola que indica las energias de
una particula libre en funcién de k.

Puede observarse que la energia en funcion de k es una funcion par, lo que restringe
su estudio esencialmente a valores positivos. Para toda banda de energia, los maximos
y minimos de la energia se dan a valores de k = nr/a, donde n es un entero. Esto se
puede demostrar a partir de Ec. (2.21), donde ¢ esta dada implicitamente. Derivando
respecto a k e igualando a cero para encontrar los maximos y minimos, lleva a lo

10
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Figura 2.4: Gréfica de € vs k, con P = 5. Se puede observar cémo las energias en una banda
particular son periédicas con respecto al numero de onda. Los maximos de cada banda
coinciden con la curva de energia de la particula libre

siguiente:

Of(P,aa)  O(aa)df(P,v)
ok Ok v
1 0e0f(Pv)
T VEok v
= —ksin(ka) =0 (2.24)

donde v = aay C' = \/2ma?/h?/2. En Fig. 2.3 se aprecia que df(v)/0v = 0 solamente
para alguna v fuera de las bandas permitidas. Entonces se sigue que los maximos y
minimos de ¢ se presentan cuando ka = j7, j un entero.

La energia mas baja del sistema se da cuando k£ = 0. De alli que las curvas de ¢
vs. k de mas importancia estén cerca de la curva de energia libre, un poco por arriba
de ésta. Asi, las bandas de energia del sistema, como funcién de k, son las mostradas
en Fig. 2.4 y Fig. 2.5. En esta ultima puede observarse que la n-ésima banda se
extiende sobre el intervalo de k comprendido entre (n — 1)7/a, que corresponde a

11



2. ESTRUCTURAS PERIODICAS

la energia minima, y nw/a, que corresponde a la energia maxima. Dada la simetria
de la energia respecto a k, la misma banda también se extiende sobre el intervalo
comprendido entre —(n — 1)7/a y —nw/a.

60} 1
401 / 1
20 1

N e | |

0 /a 21 /a 3r/a 47 /a

k

Figura 2.5: Gréfica de € vs k, con P = 5. Los limites de cada banda corresponden a los
valores de k donde se produce la discontinuidad del espectro, y corresponden a k = nw/a,
n=12,....

Es importante notar que P tiene una dependencia directa con el ancho a de la
celda unidad. Fisicamente las barreras de potencial tienen un cierto grado de impe-
netrabilidad en funcién del producto Vyb y que no depende de su separacion relativa.
Por lo tanto es conveniente desacoplar ambos pardametros, pues estan incluidos en P.
Para esto se emplea la longitud de onda térmica \g = h//2mmkgTy del gas ideal de
bosones cuya temperatura de CBE es Tj. Entonces reescribimos

mVoba  mVybAg a

a
B2 2 X "N (2.25)

en donde el nuevo parametro Fy podemos considerarlo como una medida de la im-
penetrabilidad de las barreras que no depende de la separacion de las mismas. Con

12
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esta definicién, Ec. (2.20) se transforma en

PO a .
W sin(aa) + cos(aa) = cos(ka) (2.26)

2.3. Potencial de Kronig-Penney con dos deltas

En el caso con dos deltas [30] se considera que hay dos tipos de deltas por celda
unidad de la red, de intensidades P, y P, localizadas en 0, a, 2a,...y (sa, a + (qa,
..., respectivamente, donde 0 < (3, < 1 es el cociente de la separacion relativa entre
deltas entre el tamano de la celda unidad a, i.e., la separacién relativa entre deltas es
Bra. La Fig. 2.6 muestra la estructura del potencial periédico cuando 3 = 0.4.

—a —0.6a 0 0.4a a l.4a

Figura 2.6: Potencial de Kronig-Penney con dos deltas por celda unidad. £ = 0.4

Para obtener la relacion de dispersién de un sistema con dos deltas se procede de
una manera un poco diferente. En esencia, el objetivo es el mismo: determinar los
coeficientes que hacen que la ecuacion de onda satisfaga las condiciones de frontera.
Con esto en cuenta, se procede desde la ecuacion de Schrodinger estacionaria:

— L V()| (o) = eb(a) (2:27)

13
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donde V' (z) es el potencial que actiia sobre los bosones. Como en el caso monoatdémico,
el potencial es periddico: V(z + a) = V(z), con periodo a. La ecuacién se puede
reescribir de la siguiente manera:

L+ 22wt = i) (2.28)

en donde
o = %e (2.29)
U(z) = ”;—ZV(Q;) (2.30)

Las soluciones de esta ecuacién se encuentran con la ayuda del teorema de Bloch y son
de la forma mostrada en Ec. (2.5), por lo que para un entero n arbitrario satisfacen
la siguiente igualdad:

(x4 na) = e*)(x) (2.31)

Es inmediato entonces que la derivada también satisface la misma igualdad
V' (z 4+ na) = e+ (1) (2.32)

donde k£ es un escalar que depende de los eigenvalores de la energia ¢ del sistema.
Para que 1 (x) represente un sistema fisico debe ser finita para todos lo valores de z.
Esto impone una condicion sobre k: que debe ser Real.

Para resolver Ec. (2.28) se puede emplear el método de la transformada de Laplace
[30]. Por definicién, la transformada de Laplace de una funcién esté definida como

L{w()} = y(s) = / " p(a)e s do (2.33)

donde s € C. La transformada y(s) no siempre existe para toda ¢ (z). Como se indicd
antes, solo existe para k reales, pues de lo contrario ¢ (x) tomaria valores infinitos en
los extremos de la recta.

La transformada y(s) y la funcién de onda #(z) también estan relacionadas por
la ecuacién

Y(r) = L7{y(s)} (2.34)
Aplicando Ec. (2.33) a Ec. (2.28), y considerando la linealidad de £ se obtiene lo
siguiente

c {d%(@} ;2 /0 e U (@) (x) dr = —a2y(s) (2.35)

dz? a?

14



2.3. Potencial de Kronig-Penney con dos deltas

Reordenando términos y desarrollando la transformada de la derivada segunda de 1,
se llega a:

Loy 2 LU@RE)}
YO+ e O a Tt (236)

Se toma la transformada inversa de Laplace de y(s), lo cual lleva a la forma general

o) = o

de la funcion de onda:

() = 1(0) cos(az) +/(0) 0T 2 oo {—L{U(”CW“’C)}} (2.37)

« 52 4+ a2

La funcién de onda depende de su valor y el de su derivada en el origen. Adicio-
nalmente, debe satisfacer las condiciones de frontera establecidas en Ec. (2.6) y Ec.
(2.7). En particular, para 0 < z < a, las condiciones de frontera son

W(a) = e**p(0) (2.38)
V() = e**y/(0) (2.39)

Antes de aplicar las condiciones de frontera es necesario desarrollar la transformada
del potencial U(x). Dada la disposicién de las deltas, el potencial se puede representar
como

r)=a Z Pié6(x —na) +a Z Pyo(x — (n+ Pa)a) (2.40)

n=—oo n=—oo

=a Y Y Pix—(n+p)a) (2.41)

n=—o0 =1

donde 31 =0y 0 < (3, < 1,y se definen P, = mVibia/h? y P, = mVsbsa/Rh?, en
forma similar al caso con una delta. Dada esta expresion para el potencial se tiene
que

L{UG —a/ =53 Zpax— (n+ B)a)i(x) do (2.42)

n=—oo i=1

oMW /0 T e — (n+ B)a)d(x) da (2.43)
=ad_ Y Pe O ((n + B)a) (2.44)

15
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En la Ec. (2.37) aparece la Ec. (2.42) como parte del argumento de una transformada
inversa. Esta transformada inversa lleva a lo siguiente:

o e

Y { a3 om0 Xy P P (n + Bi)a) }

s2+ a2

—on Yo e {5
—s(n+p62)a
+ap22.c (]

=aq Z Pﬂ/}(na)sm(a(x —na)) u(x — na)

(%

sin(a(x —én + 52)60)“@ — (n+ B)a) (2.45)

+ CLZ Pyp((n + Ba)a)

donde u(z) es la funcién escalén de Heaviside. Un resultado interesante se obtiene
cuando P, = 0, es decir, s6lo hay una delta por celda unidad. En esencia esto re-
presenta un sistema monoatomico, y la manera en que se obtiene la transformada
inversa anterior es la misma, solo que sin todos los términos donde aparece P,, por
supuesto. En este caso, de acuerdo a Ec. (2.37), la funcién de onda esta dada por

sin(aur)

1 (z) = ¥(0) cos(ax) + ¢'(0)

o

— % Z Piy(na) sin(a(z — na))u(x — na) (2.46)

La funciéon de onda para un sistema con dos deltas contiene todos los términos obte-
nidos en Ec. (2.45), por lo tanto es

sin(ax)

Pa(x) = 1(0) cos(azx) + '(0)

- % Z Pyyp(na) sin(a(z — na))u(z — na)
_ % Z Pyp((n + Ba)a) sin(a(x — (n+ B2)a))u(x — (n + B2)a) (2.47)

16



2.3. Potencial de Kronig-Penney con dos deltas

Si se restringe x a valores tales que 0 < z < a, se puede observar que la tnica
contribucién a las sumas en la Ec. (2.47) corresponde a n = 0, debido a la definicién
de la funcién escalén. Bajo esta restriccion, comparando Ec. (2.47) y Ec. (2.46), se
llega a que ambas estéan relacionadas:

Uala) = ¥1(x) — —Pota(ha)sin(( — )aa)ul(o — o)) (249

De acuerdo a esta ecuacién, 1y # 1)1 sélo para puntos tales que x > [oa. Esto se debe
a que el alcance de las barreras de potencial tipo delta es cero. Finalmente, Ec. (2.48),
en combinacién con las condiciones de frontera Ec. (2.31) y Ec. (2.32), genera dos
ecuaciones lineales en términos de 1(0) y ¢'(0). Al igual que en el caso monoatdémico,
este sistema es homogéneo, y inicamente tiene solucién si su determinante es cero:

| cos(aa) — e+ ¢ sin(aa) /o + ¢ _
A= —e™™ (asin(aa) + ¢3) —1+ e cos(aa) + e *agy| 0 (2.49)
donde
o= 1—];1 sin(aa) — i—]jj cos(aBza)sin((1 — Ba)aa) (2.50)
4P P, . (1

+ a2 sin(fBeaa) sin((1 — B2)aa)
By = —Z—%M sin((1 — fB2)aa) (2.51)
b3 = _27]31 cos(a) — Qa—]jj cos(Baava) cos((1 — Ba2)aa) (2.52)

45;52 sin(faaa) cos((1 — fa)a)
ba = —Z—ZQ sin(Byaa) cos((1 — B)aa) (2.53)

Una vez desarrollado, este determinante se puede reescribir como
A = 2cos(ka) — 2 cos(aa) — (¢1 + ¢4)
+ e " | (g1 + ¢y) cos(aa) + d1ds — b3

+ ek [—pyarsin(aa) + ¢ags] = 0 (2.54)

sin(aa)

Como se indicé con anterioridad, las soluciones a la Ec. (2.27) son aquellas que
representan ondas viajeras, las cuales sélo existen si k € R. La Ec. (2.54) tiene més de

17
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una solucién, pero las que resultan en k& Real son las correspondientes a la cancelaciéon

del factor que multiplica a e~*

. Bajo esta condicion, la relacién de dispersion es

01+ ¢a

cos(ka) = cos(aa) + 5

(2.55)

Con los valores de ¢1 y ¢o, la relacién de dispersion es

P1+P2.( )+2P1P2
sin(aa
aa (va)?

cos(ka) = cos(aa) —

sin(feaa) sin((1 — Bo)aa)  (2.56)

Para el caso particular en que P, = 0, s6lo hay una delta por celda unidad, y la Ec.
(2.56) se reduce a la Ec. (2.20), como es de esperarse. Si 5, = 0 pero P, # 0, las
dos deltas se encuentran en la misma posicién superpuestas, lo que representa un
sistema monoatémico con deltas de intensidad P, + P». Fig. 2.7 muestra la relaciéon
de dispersién para diferentes valores de (35, cuando P, = P; = 2, v Fig. 2.8 muestra
la relacion de dispersién en funcion del parametro P, cuando P, =2y (3, = 0.3.

8 ‘
By = 0.1

A - By =105

6f / B = 0.7

E
= L !' “ |
7 ﬁ\/f \, ,j i 7 N\ 7 \\
O / \ 4 \“\ { N "\ / \
/ \ / ‘\u‘ ,’:' \\‘ /"7 \h“ / !
S VAR s ‘M’
2% -0 =5 0 5 10 i

aa

Figura 2.7: Gréfica de f(aa) vs aa, para P} = P» = 2. Cada curva corresponde a un valor
distinto de fs.

Al igual que en el caso donde hay una delta por celda unidad, los méaximos y
minimos de las bandas de energia (k) del sistema se localizan en k = (n — 1),
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Figura 2.8: Gréfica de f(aa) vs aa, para o = 0.3 y P, = 2. Cada curva corresponde a un
valor particular de Ps.

n € Z. Esto es asi porque la relacién de dispersiéon dada en Ec. (2.56) es de la forma
f(aa) = cos(ka), por lo que el procedimiento seguido en la Ec. (2.24) es el mismo,
y los resultados también. Esto implica que la enésima banda se extiende sobre el
intervalo de k que va desde (n — 1)7/a hasta nr/a.

Ahora bien, de las definiciones de P; y P, es claro que dependen del tamano de
la celda unidad. De igual forma como se hizo en el caso en que se tenia una delta por
celda para desligar la dependencia de a, se definen P, = Pjga/\g y Po» = Papa/ N,
donde VibiA Vabs\

Py="—  Py= (2:57)
de acuerdo con Ec. (2.25). Estas ecuaciones indican que las intensidades de las deltas
P;, j = 1,2, estdn relacionadas sélo con las caracteristicas de las barreras de potencial
de ancho b; y altura V; como las empleadas para resolver el problema del potencial

de KP en una dimension en la Sec. 2.1. Asi, la Ec. (2.56) se transforma en

2PoPy [ a
(wa)? \ Ng

P P
cos(ka) = cos(aa) — ot o )\i sin(aa) +
aa 0

) sin(feaa) sin((1— fa)aa)
(2.58)
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2. ESTRUCTURAS PERIODICAS

la cual es mas practica pues desacopla la intensidad de las barreras delta de la sepa-

racion entre ellas, tal y como sucedia en el caso con una delta.

2.4. Espectro de energias

Una delta por celda unidad

La relacion de dispersion dada por la
Ec. (2.20) (o en su caso por la Ec. (2.58))
determina las bandas de energia a partir
de los valores de aa que satisfacen dicha
igualdad. Su cuadrado, (ca)?, que estd
dado por

> (2.59)

es un cociente de energias, pues el factor
h%/2ma? es una energfa, la cual se puede
emplear como unidad para adimensiona-
lizar ¢ de los bosones. Asi, se define

F= m = (aq)? (2.60)

la cual estd dada en unidades h*/2ma?.
La Fig. 2.5 muestra las bandas de
energia de un sistema con una delta por
celda unidad en funcién de k. Ademés
de k, el espectro de energias depende de
otros dos parametros: la intensidad F
de las deltas y el factor a/\g. Como se
menciond en la Sec. 2.2, si P — oo las
bandas de energia se convierten en nive-
les discretos, y esto sucede si Py — 00 6

30

20

10

00— 05 10 05 0

— P 1/P.—>

Figura 2.9: Espectro de bandas de energia de
un sistema con una delta por celda unidad.

a/Xo — oo. La Fig. 2.9 muestra la dependencia de £ con respecto a P. Las regiones

oscuras corresponden a las bandas de energia. El intervalo de P se divide en dos

regiones: para P < 1 se grafica la energia en funcién de P, y para P > 1 se grafica en
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2.4. Espectro de energias

funcién de 1/P, abarcandose un intervalo que va de cero a infinito. Puede notarse
claramente el estrechamiento de las bandas conforme P tiende a infinito.

Como se ha visto hasta ahora, cuando P — oo las bandas de energia se con-
vierten en mniveles que corresponden a & = n?w?, n = 1,2,... por lo que tienen un
espaciamiento que crece cuadraticamente. Sin embargo, estas energias estan dadas en
unidades /% /2ma?, no en unidades MKS. Este detalle cobra gran importancia porque
si a/\g — oo también lo hace P, y las bandas se colapsan en niveles, pero fisica-
mente se espera que si el espaciamiento entre barreras de potencial (deltas) se hace
muy grande entonces la interaccion de los bosones con éstas es muy débil, por lo que
el sistema se parece cada vez mas a un gas ideal libre. En este caso el espectro de
energias deberia ser un continuo, no niveles discretos. Esta aparente contradicciéon se
subsana considerando las energias del sistema en unidades MKS, es decir, tomando

2
€= h 3 (2.61)

2ma?

De acuerdo con esta relacién, si a — oo, asi lo hace a/\g (Ag es una constante a fin
de cuentas), por lo que los niveles de energia &, aunque sean discretos, comienzan a
juntarse en virtud de que h%/2ma® es muy pequena. En el limite, los niveles se unen,
formando un espectro continuo como fisicamente se espera.

Dos deltas por celda unidad

Al tener dos barreras de potencial por celda unidad, el espectro de energias de
los bosones depende tanto de la separacién relativa entre deltas, (sa, asi como de
la relacién entre las intensidades de las mismas, Py v Psy. Asi mismo, depende del
ancho de la celda unidad a. Por supuesto que la energia también depende de k.

La Fig. 2.10 muestra el espectro de energias en funciéon de Py y 2, cuando
Py = Py y a/A = 0.892 En la Fig. 2.10, el borde superior de las primeras dos
bandas esta indicado en color rojo, mientras que los bordes inferiores aparecen en color
gris claro. La regién comprendida entre ambos bordes representa todas las energias
permitidas para cada banda. Al igual que en el caso con una delta, el intervalo de
valores de Py estd dividido en dos regiones: P;y < 1, donde se grafica la energia
en funcién de Py, y Pjg > 1, donde se gréfica £ en funcién de 1/P;g. Esto permite
abarcar un intervalo de intensidades que va desde cero hasta infinito.

La Fig. 2.10 permite analizar nitidamente el espectro para o = 0, es decir, para el
caso en que ambas barreras estan en la misma posicién, lo que, en efecto, representa
un sistema monoatémico. En este caso, para Py = 0, el minimo y maximo de la
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2. ESTRUCTURAS PERIODICAS

0 Py 1/ Py

Figura 2.10: Bordes del espectro de bandas de energia de un sistema con dos deltas. La
perspectiva muestra los limites superior e inferior, en azul y rojo, respectivamente, de la
primera y segunda banda de energia del espectro.

primera banda son € = 0 y & = 72, respectivamente, y los de la segunda banda son
£ =m?y & = 4r?. Dado que el méximo de la primera banda y el minimo de la segunda
son iguales, lo que se tiene es un espectro continuo de energia. Esto se debe a que,
para Pjg = Py = 0, los bosones son particulas libres. A medida de que P crece, las
bandas comienzan a separarse, lo cual es de esperarse pues los bosones ya no son libres
de moverse en la direccién z. Sin embargo, los maximos de ambas bandas no cambian,
correspondiendo siempre a &,_syplim = n?m2. Los minimos aumentan de magnitud, lo
que hace a las bandas cada vez més estrechas. En el caso limite en que 1/Pjy — 0,
i.e, Pjg — o0, las bandas se han convertido en niveles discretos de energia dados por
£, = n’m?, que corresponde a los niveles de energia de una particula confinada en
una caja de paredes infinitas y de ancho a.

Todo este anélisis corresponde al realizado anteriormente para un sistema con
una sola delta, es decir, #o = 0. Mas ain, los resultados obtenidos son los mismos
para el caso en que (3 = 1. Para los casos en que 0 < 5 < 1, el espectro puede
volverse realmente complejo. La dependencia de & respecto a 35 se puede apreciar
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2.4. Espectro de energias

Figura 2.11: Bordes del espectro de bandas de energia de un sistema con dos deltas. La

perspectiva muestra el cambio en la estructura del espectro en funcién de la separacién
relativa entre barreras de potencial.

con claridad en Fig. 2.11, en especial para valores grandes de Pjo. Existe una simetria
respecto a fo = 1/2, lo cual se entiende ya que Pjg y Py son iguales, lo que hace a las
barreras indistinguibles. Por lo tanto, un sistema con separacién relativa foa > a/2
es fisicamente idéntico a otro con separacion relativa (1 — B2)a < a/2. Se tiene la
presencia de picos de energia para ciertos valores de (s, los cuales se dan précticamente
para todo Pjy > 0, aunque son especialmente relevantes para Py muy grandes.

La Fig. 2.11 muestra con detalle cémo las bandas de energia se hacen mas angostas
a medida de que crece Pjg, hasta colapsarse en un nivel discreto de energia. Este
comportamiento es el mismo para cualquier valor de (5. Para (3, = 0.5 en particular,
los dos primeros niveles de energia se unen. La razén de que las bandas se conviertan
en niveles cuando P — oo es porque el sistema consiste de dos cajas de paredes
impenetrables por celda unidad: una caja con ancho (ya y otra de ancho (1 — (35)a.
El espectro de energia de estas cajas son niveles discretos cuya energia esta dada por

n2m? m2n?
g, =T g =TT nom=12,... 2.62
N (O (262

respectivamente. Para poner en perspectiva qué significa todo esto, la Fig. 2.12 mues-
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2. ESTRUCTURAS PERIODICAS

tra los primeros tres niveles de energia de cada caja. La forma funcional de los niveles
son hipérbolas que divergen en 3, = 0 y 3, = 1, lo cual puede generar la idea de
que la energia del sistema, para estas separaciones relativas, diverge. Esto no es asi,
simplemente las energias muy altas corresponden a niveles més altos del espectro de
las particulas. En comparacion con Fig. 2.12; la Fig. 2.13 muestra una perspectiva del

180 .
I \ \ \ I
160]- e \ il
\ \
1400 \ N -
120 \ N
100/ \ AN
\“ \ ‘\
80 [ \‘ —— ]} = 1 N
i N IS |
00 \. —_———Ne
40F \,\ m—1H
—
201 ~.d m = 2|
| | | m 3 ]
8.0 0.2 0.1 0.6 0.8 L0

e

Figura 2.12: Niveles de energia para un sistema con dos deltas cuando Py — oo. Las curvas
rojas indican los niveles dados por Ec. (2.62), y las azules los niveles dados por Ec. (2.62).

espectro de energias del sistema, especificamente de las tres primeras bandas, y como
cambia para Pjy extremadamente grandes. Se pueden observar los niveles de energia
y como dependen de (3,. La dependencia es igual a la mostrada en Fig. 2.11: las curvas
donde se intersectan los bordes superior e inferior de cada banda son hipérbolas. Esta
similitud demuestra que, en el caso limite cuando las barreras de potencial son impe-
netrables, el espectro de energia consiste de una mezcla de energias discretas dadas
por las ecuaciones Ec. (2.62) , i.e., de las energias de las particulas contenidas en las
cajas. Los picos de cada banda, que corresponden a los puntos donde se intersectan
ambas curvas, se presentan a una separacion relativa
n

= 2.63

(R (263
La energfa del sistema que corresponde a esta separacion es

Emn = (m +n)*n? (2.64)
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2.4. Espectro de energias

La mezcla de niveles de energia se puede apreciar mas claramente si se emplean méas
bandas, como en la Fig. 2.13. Por lo que se muestra en ella, aparecen n picos en la
enésima banda. Hay que resaltar que las figuras hasta ahora presentadas muestran

Figura 2.13: Espectro de bandas de energia de un sistema con dos deltas. Se aprecian los
niveles discretos de energia, correspondientes a Pjg — c0.

como el espectro puede volverse muy complejo incluso cuando se mantiene cierta si-
metria en el sistema, ya que la estructura de bandas hasta ahora descrita corresponde
al caso en que Py = Py. La estructura de bandas cuando una delta se mantiene con
una intensidad finita mientras que la otra se hace crecer sin limite no tiene por qué
ser igual, puesto que aun asi los bosones pueden presentar tunelaje a través de una de
las barreras, pero como la otra barrera es infinita entonces no hay tunelaje a través
de ésta, los bosones estan efectivamente confinados a una caja de paredes infinitas
de ancho a, asi que el espectro debe ser discreto. A partir de Ec. (2.58) se puede
aproximar la forma del espectro de bandas cuando Py — oo y P se mantiene fija.
Cuando esto se cumple, entonces Pig > Py, por lo que Py + Py ~ Pjo. La relacion
de dispersion, luego de algunos pasos algebraicos, se reduce a

2P20
aa

sin(feaa) sin((1 — f2)aa) + sin(aa) = 0 (2.65)

25



2. ESTRUCTURAS PERIODICAS

La relacién de dispersion esta vez no da las energias de dos cajas de paredes infinitas
e independientes, ya que el término sin(aa) no puede ser despreciado porque si Py es
pequena los dos sumandos de la ecuacién pueden ser del mismo orden de magnitud.
Por lo tanto, aunque el espectro es discreto, no existe una relacion funcional explicita
entre £ y . En cambio, los niveles de energia son curvas complejas las cuales con-
servan la simetria respecto a 5 = 0.5. La Fig. 2.14 muestra estos niveles de energia.
A diferencia del caso anterior, aqui dos niveles nunca se intersectan, aunque man-
tienen un comportamiento similar: hay puntos donde ¢ alcanza méximos y minimos.
Sin embargo, estos maximos y minimos son suaves, pues en ese punto (0£/93,) = 0.
Como referencia, la figura Fig. 2.15 muestra las tres primeras bandas para el interva-

120+
100 N

sof .

E o /\/\
40

20 /\

| | | |
8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 .0

e

Figura 2.14: Niveles de energia de un sistema con dos deltas. Py = 10, a/\g = 0.892,
P10 — OQ.

lo de valores posibles para Pjy. Cuando se mantiene fija la intensidad de las deltas,
no necesariamente iguales pero constante, y se varia el ancho de la celda unidad, el
espectro de energia corresponde al mostrado en la Fig. 2.16. El espectro muestra que
las bandas de energfa se transforman en niveles discretos cuando a/Ay — o0, lo cual a
primera vista parece contradecir el hecho de que entre mas grande es la celda unidad
los bosones interactiian més débilmente con las barreras, por lo que en este caso el
espectro deberia ser continuo. No hay tal contradiccién, pues Fig. 2.16, asi como el
resto de las figuras, muestran la energfa £, la cual estd4 dada en unidades h?/2ma? de
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2.4. Espectro de energias

Figura 2.15: Perspectiva de los niveles de energia de un sistema con dos deltas. Py = 10,
a/ANo = 0.892

acuerdo con la Ec. (2.60). La energia en unidades MKS es ¢, y dada la relacién entre
ambas variables, se puede notar que los niveles de energia en unidades MKS tienden
a juntarse hasta convertirse en un continuo.
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Log;ola/Aq]

0.0 P

Figura 2.16: Perspectiva de los niveles de energia de un sistema con dos deltas. Pjg = 100,
Poy = 10.
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Capitulo 3

Bosones entre capas

Aqui nos proponemos modelar los sistemas reales (peliculas de ‘He, excitones
en semiconductores multicapas, o en superconductores de alta temperatura como
los cupratos) como gases de bosones que se mueven entre planos permeables. Para
modelar la estructura de planos permeables se usa un potencial de Kronig-Penney |,
con una o dos deltas por celda unidad, en una de las direcciones de movimiento de
los bosones, mientras se permite que sean libres en las otras dos direcciones.

El modelo de Kronig-Penney unidimensional puede ser extendido para describir
un modelo tridimensional en el cual las barreras de potencial estan representadas por
planos. Si los planos son paralelos al plano XY, entonces el movimiento de los bosones
estd restringido inicamente en la direccién Z, tal como se muestra en la Fig. 3.1. En
las direcciones restantes, X y Y, los bosones se comportan como particulas libres. Un
sistema con dos deltas por celda unidad se muestra en la Fig. 3.2. La ecuacién de
Schrédinger que satisface cada uno de los bosones puede separarse en cada una de
las direcciones de movimiento, es decir

h? d?
V@) = ) (3.)
h? d?
L b(a) = e) (32
- ) = 50(0) (33

La energia, por lo tanto, puede descomponerse en tres partes, una para cada direccion:

E=¢;+¢ey+¢, (3.4)
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Y
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Figura 3.1: Sistema periédico tridimensional de capas representando deltas de Dirac. Los
bosones entre planos son libres de moverse en las direcciones X y Y, mientras que en la
direccion Z interactian con las deltas de KP.

donde ¢, y €, estan dadas por

_ h%k2 Pk

Ep = Ey =

(3.5)

2m 2m
y donde k, y k, pueden tomar todo valor real posible, lo cual al final representa un
espectro continuo de energias en tales direcciones. €, son las energias previamente
evaluadas para el potencial de KP con una o dos deltas por celda unidad. Toda la

dinamica del sistema esta en funcién de estas energias.

3.1. Propiedades termodinamicas

Para poder calcular las propiedades termodinamicas del sistema, tales como la
temperatura critica y la entropia, hay que calcular las energias accesibles a cada una
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A4

a

X

Figura 3.2: Sistema periédico de bicapas planas entre las que se mueven los bosones. Los
bosones son libres de moverse en las direcciones = y y, mientras que en la direccién z son
afectadas por el potencial de KP con dos deltas por celda unidad.

de las particulas.
La Gran Funcién de Particién es la base para calcular las propiedades, y esta dada
por

AT, V,p) =U =TS — uN = Qo+ kpT Y In(1 — e PEx) (3.6)
ks #£0

donde k; corresponde al conjunto de todos los momentos k disponibles para los boso-
nes y donde la contribucién del estado base del sistema, €2y, correspondiente a k; = 0
ha sido separada del resto. U es la energia interna del sistema, 7" su temperatura,
N el nimero de particulas, S es la entropia, p el potencial quimico y f = 1/kgT.
Explicitamente Qg = kT In[1 — e~#~#)] es la contribucién del estado base.

Como se indicé previamente, la energia de los bosones en las direcciones X y Y
estd dada por Ec. (3.5). Adicionalmente, empleando la expansién de In(1 —z) en serie
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de potencias, In(1 —z) = —>"7° a'/l, |z| < 1, Ec. (3.6) se transforma en
Blek, —u)
AT, Vi) = Qo—kpT Y Z
ki 7&0 =1
— O k?BTZ ePul Z BI[(R2 /2m) (K2, +k2 ) +er, ] (3.7)
=1 ki#0

En el limite cuando h?/mL? < kgT, el espaciamiento entre niveles de energfa del
sistema es despreciable comparado con el energia térmica. Asi, las sumas sobre k;
pueden ser aproximadas por integrales, lo que lleva a

L Bul
™

X / h ke~ PU /2 / h dkze—ﬁ’% (3.8)
—00 —o0
Las primeras dos integrales son integrales gaussianas, las cuales equivalen a
/ dl e P /2mK: — / dk, ey — (27”") B (3.9)
NS oo Bh2l

quedando soélo la tercera, que involucra las energia en la direccién z. Asi, el Gran
Potencial se reduce a

mL? e Plena—
Q(T,V, 1) = kgT'In[1 — e BE0—m] _ 52 e / Z (3.10)

La suma infinita dentro de la integral puede expresarse en términos de la funcién de
Bose [31] gs(z) (ver Apéndice A), pues

(3.11)

Nl(\z

Asi, el Gran Potencial es

1 mL? >
Q= kBT ln[l — 6_’8(50_“)] — @W/ dszQ( Aler.— #)) (312)

Para determinar las propiedades termodindmicas de un gas monoatémico se emplea
la relacion

dQ = —SdT — PdV — Ndu (3.13)
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lo cual lleva a que las propiedades termodinamicas estan determinadas por

(I (Y e ()
o v oT Vi oV T V

0 [ 09 0
— 2 - —
U(T,V)=—kgT (6T <’fBT)>V,Z:em Cy (6TU(T V)) . (3.15)

Temperatura critica

La temperatura critica se determina a partir de la expresion para el nimero de
particulas NV, de acuerdo con Ec. (3.14)

6_5(50_#)
N=—¢%
1 — 6*5(50*/‘«)

L3 1
* Gt g () g (@0

En virtud de que el sistema es infinito resulta que N también lo es. Sin embargo,
se considera que el sistema estd en el limite termodinamico, es decir, que N — ooy
V — o0, pero N/V = cte. Usando relacion Ec. (A.3), ug)(u) = g1(u) = —In(1 — u)
y definiendo u = e #x=1) entonces el nimero de particulas queda como

e_ﬂ(‘s()_u) L3m 1

- _ el - — e Bler—n)
N= 1 —e o= (2m)2R2 3 ) _, ks o (1 “ ) (3.17)

Se aprecia que el primer término de Ec. (3.17) es el nimero de particulas en el estado
condensado, No(T) = 1/(e?E=# — 1), que corresponde al estado base del sistema
y cuya energia es gq. Por lo tanto el segundo término corresponde al nimero de
particulas en estados excitados, N.,.

Por conveniencia se define la constante v = h%/2ma?kpTy, con Ty la temperatura
critica del gas ideal de bosones en el limite termodindamico , que esta dada por

T, = % (%)w (3.18)

donde se cumple que ngAj = ((3/2) = 2.6..., donde ((s) es la funcién Zeta de
Riemann (ver Apéndice A).

La temperatura critica T, del sistema de bosones entre planos esta definida como
aquella temperatura a la cual los bosones comienzan a poblar el estado de més baja
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energia del sistema. A temperaturas mas altas que T, la cantidad de particulas en el
estado base es despreciable, por lo que Ny(T) =~ 0, y la mayor parte de los bosones
se encuentran en estados excitados, asi que N, ~ N. AT. N, = Ny pu = €y = lo,
entonces I3 9 o
N = “nei’ ), dk, In (1 — e Pe(eremmo)) (3.19)

donde g es el potencial quimico a la temperatura critica T' = T,. El factor 2 apa-
rece porque la energia en funcién de k£ es una funcién par. A esta temperatura, pg
corresponde a la energia del estado base del sistema, &.

Dividiendo Ec. (3.19) entre N se obtiene

L3m 2
N (27)2h2 3,

/ dk, In (1 — e~ Peleremro)) (3.20)
0

Aqui se reconoce a la densidad de particulas np es N/L?, la cual, a partir de la
definicién de v y de Tj esta dada por

e = s (3.21)

Por lo tanto, el factor L3m/N(2m)%h? se puede reescribir en términos de 7 luego de
algunos pasos algebraicos, quedando como

LPm  ay/y/7
N(2m)2h2 — ((3/2)kgTy (322)

Luego entonces, la Ec. (3.19) se convierte en

oo

=2 Wﬂi/ adk, In (1 — ¢=Pe(er=10)) (3.23)
¢(3/2) B. Jo

en donde se ha definido BC = B.kgTy como una manera conveniente de adimensionali-

zar la temperatura critica. Para cualquier otra temperatura que no sea T, simplemente

se tiene 3 = BkgT,.

Se vio en el Cap. 2 que el espectro de energias del sistema consiste en una estruc-
tura de bandas de energia permitidas separadas por bandas prohibidas. Se dedujo que
la n-ésima banda comienza en k = (n—1)m/a, y tiene su borde superior en k = nr/a.
Por otra parte, la relacion de dispersién permite determinar las energias del sistema
en unidades h%/2ma?, de acuerdo con la Ec. (2.59). Para calcular las propiedades
termodinamicas con base en estas energias se considera el hecho de que

B(er. — o) = By(Ex. — ito) (3.24)
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donde & = ¢/(h*/2ma®) y i = pu/(h?/2ma?).
Con estos dos puntos en cuenta, la integral en la Ec. (3.20) se puede separar en
una suma infinita de integrales sobre cada una de las bandas de energia:

2 yfm & [
6c<(3/2) j=17(—Dr/a

donde &, ; corresponde a las energias de la j-ésima banda. Como lo que se busca es

adk, In (1 — e’BcV(é’“Zvj’ﬂO)) (3.25)

la temperatura critica, se puede definir T, = T../T} para reescribir la Ec. (3.25) como

2./ 5 jm/a _ .
ATy / adk, In (1 R *“WTC) (3.26)

3/2 —1)7/a

Se puede apreciar que la Ec. (3.26) determina implicitamente la temperatura critica
del sistema.

Potencial quimico

El potencial quimico i del gas de bosones es constante para toda 7" < T,.. En
este caso es igual a la energia base del sistema, . Sin embargo, para temperaturas
mayores esto ya no se cumple, pues la mayor parte de los bosones se encuentran en
estados excitados y no se produce condensacién. Por lo tanto, se debe encontrar u
para todo valor de T" mayor que 7T.. Para esto empleamos la ecuacién para nimero
de bosones, Ec. (3.16),

L3m 2 [ —Blen —
N = NO — mﬁ ; dkz In (]_ — € Blek ,u,)) (327)
la cual se convierte en
1= Ny/N — W/Wi h adk, In (1 — 6_57(5’“2_‘_‘)> (3.28)
¢(3/2) 5 Jo ’

Dado que para T" > T, se tiene que Ny/N = 0, entonces el potencial quimico esta
dado implicitamente por la ecuacién

_ _2 V/Wl ~ _ o PR )
1_4(3/2)3/0 adkzln(l e=h ”> (3.29)

Esta ecuacion es idéntica a la que determina a la T, en su forma matematica, don-

de po se ha reemplazado por u(7). El potencial quimico adimensionalizado fi esté

35



3. BOSONES ENTRE CAPAS

determinado implicitamente por esta ecuacion, dada una 7" > T,. Esta relacién, al
igual que aquella que determina T, también puede separarse en una suma infinita de
integrales

2 1N [fim/e (e —i
Ly 2V 3 / adk, In (1—6—”(%—“)) (3.30)

Energia interna por bosén

La energfa interna se determina a partir de Ec. (3.12) y Ec. (3.15). Con z = e°#
la fugacidad, entonces

8(Q/l<:BT) . 502’67’850 8_5
or ViePu 1 —ze P 9T

Ldm 1 [

- dk.ep, In (1 — ze”gs’%)a—ﬁ

(2m)2R2 5 ) T
L3m 1 [ a0
— dk., —Peks 31
+ Gy | (e ) 7 (331
donde se ha empleado la relacién ugh(u) = gi(u) = —In(1 — u), con u = ze™ . Ya

que 03/0T = —B/T se sigue que

<8(Q/kBT)) B eze
V,eBu N

oT T1— zePeo
L’m 2 [
— = | dk.ep. In (1 — ze P
+ (27r)2h2T/0 e, In (1 — ze )
L3m 2 [
_— dk, —Peks 3.32
(2m)2h2 3T /0 92 (ze7%) (3:32)
De acuerdo a la Ec. (3.15), para obtener U(T, V) hay que multiplicar la Ec. (3.32)
por —kgT? = —T'/(3. Por lo tanto, la energia interna es
U(V,T) = ——

z7le=Pe0 — 1
L3m 2 [
—_— dk In (1 — ze k-
2 3 s Ek. n( ze )
L’m 2 [
= 2 —Bek,
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3.1. Propiedades termodinamicas

Ahora bien, se puede reescribir esta ecuacion de la siguiente manera

€0
z7le=Pe0 — 1
L3m 2 >
- dk,In (1 — ze=Por
on)re 680 i n(l—ze )
L’m 2 [*
- dk, (e, — o) In (1 — ze™Per=
n 5 ), (er, —€0)In (1 — ze )

L’m 2 [*™
—_— dk. —Pek. 3.34
+ (2m)2h2 32 /0 92(26 ) (3.34)

U(V,T) =

Si se revisa cuidadosamente esta ecuacién se observa que el primer término corres-
ponde a Ny(T)ep, v el segundo término a N(T')eg. Por lo tanto, los primeros dos
términos corresponden al nimero de particulas multiplicado por la energia del estado
base. Entonces

U(V,T) = Ne,
Ldm 2 [*®
—Ben,
—WB ; dkﬁz(f:kz —50) In (1—28 k )

L’m 2 [*
— = dk, —Bek. 3.35
+ (2m)2h2 32 /o 92(26 ) (3.35)

Dividiendo entre NkgT se obtiene

UV, T)
NkgT

= feo

L3m 2 [ B
_ mﬁ i dk.(er, —€o)In (1 e B kz)
L3m 2

" (27r)2h2N_ﬁ/0 dk. gy (ze77) (3.36)

De acuerdo con Ec. (3.22), la ecuacién anterior puede reescribirse como

UV, T)
NkgT = Pz
2 1 o]
_ C(?,}/é;r koo /0 adk,(ex, — €o) In (1 — Ze_ﬁakz)
2 1 00
! C(Jg ﬁkBTo/o adkgs (ze”") (3.37)
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3. BOSONES ENTRE CAPAS

Si se emplea Ec. (3.24) para poner las energias en unidades h%/2ma?, se llega a

U(V7 T) D=
NigT Byéo
2 V fy/ﬂ- —~75kz
(3/9) / adk( )ln(l—zeﬁ >

(?Jé;rl/ adkzgh(ze’mé’%) (3.38)

donde z = 17,
Bajo el mismo argumento empleado para determinar 7T, estas integrales pueden
separarse en una suma infinita de integrales sobre las bandas permitidas.

UV, T) - _
NkgT = [7&o
2 / jm/a .
i 3/72/7T adk,( —&p)In (1 - ze_ﬁ%kz,j>
(-D)rm/a
w1 Jm/a e
CEAS [ ) o

1—1)mw/a

Restando B’yéo de ambos lados se obtiene

_ in/a o
U(V,T) = Neg _ 2yy/v/m Z/ adk.(Zr. —2)In (1 B e—ﬁ(ekzyj—m)

(G—Dm/a

NkpT (3/2)

1 JT/a -
3% T Z / adkng S —W) (3.40)

(j-Dm/a

Calor especifico

El calor especifico esta dado por la Ec. (3.15). Para esto, se multiplica la Ec. (3.38)
por T', y se deriva respecto a T'. De esta manera Cy queda determinado en términos
de la energia interna por bosén:

(3.41)

dT \ NkgT

Cy ~1.dU U N d U
Nk  NkgdT  NkgT dT
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3.1. Propiedades termodinamicas

De acuerdo a la Ec. (3.38) se tiene que

d (U
Tar (Nk:BT)

2\/%/ €kz — &o) (éV (k. — ) + BV%)

3/2 Z_lexé’Yc:kz — ]_

/ﬂ- 1 > -3 €k,
<(3/2> B_T/o A C
2 1 [ - - (3 - dii
o A P R

Empleando la relacién ugh(u) = g1(u) = —In(1 — u) se tiene que

=T|-2ng
T%‘o

(3.42)

d (U -
rar (NkBT) =%

2\/77 / akz —20) (B (& — i) + T E)

3/2 —1eBver, — 1
O [t ()
(3%?; adk, In (1 — ze—Bvékz> <57 (5p. — i) + mT;l;ﬂ ) (3.43)

Entonces el calor especifico por bosén esta dado por

Cy U

Nkp ~ NkgT 0o
2\/7/7% e, — &) (B (B — 1) + T k)
3/2 / Z—le,éq/e_kz -1
/ ()
e d
(3’;?; 1 / adk, In <1 — ,Ze*BVEkZ) <ﬁfy (Er. — Ib) + ﬁrde;> (3.44)
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3. BOSONES ENTRE CAPAS

Pero, de acuerdo con Ec. (3.40), U/(NkgT) — 3v&) = (U — Ne)/NkgT. Por lo tanto

CV o U - N€0
Nk NkgT

2 — T
\/7/7?/ adk. (2. — O)ﬁv (k. — 1) + By
¢(3/2) s—lePrvEr, — 1

C(?;;é;%/o adk-g (ze‘ﬁ%’kz>

2 _’7/77' L h -p €k d
C(3/2) E ; adk, In (1 — ze P ) (57 (Er. — ) + ﬁ’deT> (3.45)

Al igual que en los casos anteriores, se puede dividir la integral en una serie de
integrales sobre las bandas de energia. Asi

CV . U — NEO
Nkg  NkgT
DV (B T
((3/2) Z “ %) By (Er, ;—R)
i—1)7/a e’ k2 -1
7/l /”/“ ~Br(er, )
adk:zgg< (k. u)
(3/2) Z (J—-Dr/a
2’)/\/")//71' im/a 5 ~ dn
dk. 1 1— Ve, ;=) -2
CB32) /o e n(1-e ) (G =) + T
(3.46)

Como se observa en esta ecuacion, para calcular Cy /NkgT se requiere conocer la
derivada del potencial quimico respecto a la temperatura. Para T' < T, el potencial
quimico es constante y es yu = g, por lo que du/dT = 0. Para T' > T,, se puede
derivar implicitamente la Ec. (3.30) respecto a T, lo que lleva lo siguiente

B 24 /fy/ﬂ jm/a —e ke [—Z—gﬁ(ékz,j — )+ B’Y%}
AT~ ((3)2) / e | _ oG, i)

21 /7/7‘( /]7‘—/“ - _%7(§kz,j - la) + BV%]

3/2 Yr/a B D
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3.2. Métodos numéricos en el cdlculo de las propiedades termodinamicas

Ya se ha visto que d@ /dT = —B /T, por lo que si se multiplican ambos lados por
B/T, se llega a lo siguiente

2\/ /T /”/“ — [v(Er, — ) +1TH]

3/2 D /a e@v(sz,j—ﬂ) 1

Distribuyendo la integral sobre los dos sumandos se obtiene

v/ jr/a _Td_ﬁ
7 V/W / adkz _

3/2 1)/ By(Er, ;—m) _ 1
PVl Ty e (Zr.y — 1) (3.48)
3/2 G—1) 7T/a ﬁV(ékz,J-—ﬂ) -1 '

Luego entonces, se saca T'dj/dT de la integral pues no depende de k. Finalmente
se despeja, y se llega a la forma implicita de la derivada del potencial quimico:

. 2%/ v/ﬂ i/a (6., — 1)
+ ——— — —
d— 3/2 1)71./(1 ﬂV(Ekz j_.u) _ 1
S ’ (3.49)
T PN // adk.
3/2 Vrm/a 6 —h) _ 1

Una vez determinada la temperatura critica, el potencial quimico y la derivada
de este respecto a T, la energia interna por bosén y el calor especifico se pueden
determinar sin mayor dificultad.

3.2. Meétodos numéricos en el calculo de las pro-
piedades termodinamicas

Para calcular las energias del sistema de bosones se emplea la relacion de disper-
sién, ya sea la Ec. (2.20) para sistemas con una delta o la Ec. (2.56) para aquellos
con dos deltas por celda unidad. En ambos casos la energia esta dada implicitamente,
y tiene que determinarse por algin método para encontrar las raices de una funcién
unidimensional. Para esto, los métodos de la Secante, Brent y Newton usualmente
son suficiente. Si se define la funcién g(v, k.) = f(vg,) — cos(k.a), donde vy, = aa,
entonces el cuadrado de las raices de esta funcion son precisamente las energias &;_,
dada Ec. (2.60).
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3. BOSONES ENTRE CAPAS

Como se vio en la Sec. 2.2, se pueden obtener las energias en funcion de k, tomando
en cuenta dénde empiezan y dénde terminan las bandas. Asi como las féormulas para
calcular las propiedades termodinamicas se dividen en funcion de los valores de k
correspondientes a cada banda, se puede aprovechar la periodicidad de la energia
respecto a k para simplificar aiin mas la forma de las propiedades termodinamicas.

Considérese primero la temperatura critica T, dada implicitamente por la Ec.
(3.26). Se toma el cambio de variable n = k,a — (j — 1)m, donde es claro que n =
n(k., 7). Bajo este cambio, cuando k, = (j — 1)n/a, n = 0, y si k, = jw/a, n = .
Asi, T, queda determinada por

¢(3/2)

Los cambios mas significativos en esta ecuacion es que 0 < n < 7 y que la energia

2 . - o\
—1= ,Y/WTC Z/ dnln (1 — 6_7(5”_“0)/%) (3.50)
j=1"0

ahora depende de 7. Por lo tanto, el cambio de variable debe tener algin efecto sobre
la forma de la relacién de dispersién. En efecto, dado que k, = (n+ (j — 1)7)/a,
entonces la relacion de dispersion cambia de la siguiente manera

f(vg.) = cos(ka)
= cos(n + (j — 1)m)
— (1Y cos(n) = F(v,) (3.51)

Por supuesto, v,, = aa no ha cambiado en su forma, el subindice simplemente sirve
para indicar que ahora sus valores dependen de 7. Esta es la relacion de dispersion a
usarse bajo el cambio de variable antes mencionado.

Cualquiera de las ecuaciones que determinan las propiedades termodinamicas de-
penden de un parametro que no estd determinado analiticamente: &,. La inica manera
de aproximar las propiedades es empleando algin método de integracion numérica,
de tal forma que las integrales se calculen a partir de un conjunto pequeno de valo-
res de 7 y sus correspondientes energias £,. Con este fin se emplean los métodos de
Cuadratura de Gauss-Legendre y Cuadratura Tanh-Sinh (ver Apéndice B).

Considérese nuevamente la ecuacion que determina 7. Bajo el cambio de variable
n =7(t+1)/2, el intervalo de integracién de la ecuacién cambia, quedando como

= \/% N ' —y(&t—fio)/Te
1= <(3/2):&;/16&1[1 (1—e g’ >/T) (3.52)

que no es mas que el resultado de aplicar los cambios de variable indicados en Apén-
dice B.1. De esta manera, los valores de t corresponden a las abscisas empleadas para
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3.2. Métodos numéricos en el cdlculo de las propiedades termodinamicas

realizar la cuadratura. Dado el cambio de variable, la relaciéon de dispersion cambia
nuevamente, quedando como

fvy) = (=1)"*" cos(n)
— (—1)j+1 cos (g(t + 1))

7t

(—1)? sin (?> = f(vy) (3.53)

donde v; = aa. Entonces & = v? son las energfas empleadas en la cuadratura. En-
tonces, bajo una cuadratura de M puntos, la ecuacion que determina 7, es

3/2 AT ZZw 1n( —1(E r%)/fc) (3.54)

en donde se limita el calculo numérico a un nimero finito J de bandas cuyo valor de-
pende de la precision requerida en la propiedad calculada. El resto de las propiedades
termodinamicas se transforman de manera similar bajo cuadratura.

Se debe tener espacial cuidado con la primera banda de energia (j = 1), porque
las funciones a integrar dentro de las expresiones de las propiedades termodinamicas
pueden tener una singularidad en k, = 0, i.e. t = —1. Esto es asi porque para k., = 0
se tiene que €. = po. Por ejemplo, el integrando dentro de la ecuacién que determina
T. tiene una singularidad en este punto.

En principio, las singularidades en los extremos de las funciones a integrar, como
pasa en este caso, no producen problemas sobre los esquemas de cuadratura. Sin
embargo las aproximaciones de las integrales pueden resultar inexactos y poco precisos
dependiendo del esquema usado. Por esto es necesario emplear algin esquema que
pueda atacar el efecto de las singularidades. Por las razones dadas en el Apéndice
B se emplea la cuadratura Tanh-Sinh para aproximar las integrales sobre la primera
banda. Para el resto de las bandas se emplea la cuadratura de Gauss-Legendre.

Dado que se empleara intensivamente la computadora para calcular las propieda-
des termodinamicas, se usa el parametro Machine Epsilon, 6 €, para limitar el nimero
de pares abscisa-peso para la cuadratura Tanh-Sinh. Esto se hace definiendo h = 27",
donde r > 1 es el orden de la cuadratura, y ¢t = nh, donde en principio n es un entero
que va de —oo hasta oo segin Ec. (B.6). Al no ser esto factible se toma n desde 0
hasta 202", y se calculan los pares abscisas-peso (t,,w,) segin Ec. (B.7) y Ec. (B.8).
La funcién que determina las abscisas es impar y la que determina los pesos es par.
Luego entonces el par (—t,,w,) que corresponde a t = —nh también debe emplearse

43



3. BOSONES ENTRE CAPAS

en la cuadratura. Los pares se calculan siempre que n < 20%2" 6 |1 —t,| > €, la cual
es tipicamente igual a 2.2 x 1071%. Asi, dado un ng que no satisfaga alguno de los
criterios anteriores, se tiene que la cuadratura de la primera banda tiene un total de
M = 2ny + 1 pares abscisa-peso. Para el resto de las bandas es suficiente emplear la
Cuadratura de Gauss-Legendre con doce pares abscisa-peso.

3.3. Resultados generales

Una delta por celda unidad
Temperatura critica

La Fig. 3.3 muestra cémo depende T. con la separacién a /Ao entre planos, en una
escala semilogaritmica para Fy = 100. La temperatura critica muestra un minimo en
a/Xo = 0.58, que corresponde a T, = 0.549373.

1.1

1.0 =

0.9 .

e
o0
T
|

T./T,
=
|

0.5

0.4 .

a/)\()

Figura 3.3: T, como funcién de la separacién a/\g entre planos con Py = 100.

Como puede apreciarse, T, — T en dos limites: cuando a/Ag — 0 y cuando
a/Ag — oo. Fisicamente si las separacion entre deltas se hace muy grande, i.e. a/\,
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el efecto de los potenciales deltas sobre los bosones es pequetio, asemejandose cada
vez mas a un gas ideal libre cuya T, es Tj. En efecto, como A, la longitud de onda
térmica, es un parametro que cuantifica el alcance de las interacciones de los bosones
con las barreras, y en virtud de que a la temperatura de transicion T, se satisface
que A. > A¢ (donde A, la longitud de onda térmica a esa temperatura), entonces si
a > \. > Ao los bosones no interactiian intensamente con las deltas, asemejandose a
un gas ideal de bosones infinito cuya T, = T.

También cuando a/\g — 0 se tiene que T, — Ty, lo cual se presenta cuando la
longitud de onda térmica es muy grande en comparacion con el ancho de la celda
unidad.

Cuando se estudia la evolucién de T, /T, no sélo en funcién de la separacion entre
deltas, sino también en términos de la intensidad de las deltas, la temperatura critica
se comporta como se muestra en Fig. 3.4, en forma de una superficie tridimensional.
En esta figura el ancho de la celda unidad estd dado en Angstroms y va desde a =

Log[a[A]l] 1

Figura 3.4: T, como funcién de a y Fp.

0.005A hasta 100A. Se considera una longitud de onda térmica \g = 4.930131&, que
es la longitud de onda térmica del *He. Por lo tanto, el rango abarcado va desde
a/Ao = 0.001 hasta a/Ag = 20.283. La intensidad de las deltas se toma desde Py = 0.1
hasta Py = 1 x 108. Se observa que T,/T, disminuye con el incremento de Py, lo que
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(a) En funcién de a (b) En funcién de Py

Figura 3.5: Curvas de T./T, de un sistema con una delta por celda unidad. A\g = 4.93013A.

fisicamente significa que a mayor impenetrabilidad de las interfases la temperatura
de transicién se hace més baja. En el limite cuando Fy — oo las barreras delta son
impenetrables, los bosones solo se desplazan en las direcciones x y y, por lo que el
sistema es bidimensional, y por lo tanto su temperatura critica es cero [21].

En la Fig. 3.5a se observa la dependencia de T./Ty en funcién de a, de manera
similar a como se muestra en la Fig. 3.3. Sin embargo, para diferentes valores de F el
minimo de la temperatura critica cambia: a medida que se incrementa F; el minimo
de T./T, disminuye y se desplaza hacia un valor inferior de a. Como se indico con
anterioridad, esto es porque el sistema se asemeja cada vez mas a uno bidimensional.
En Fig. 3.5b la temperatura critica disminuye mondétonamente en funciéon de Fp, y
solo varia la tasa de cambio en funcion de la separacion a entre deltas. En particular,
cuando a — oo disminuye muy lentamente, mucho mas lento que para cualquier
otra de las separaciones indicadas, lo cual parece indicar que el efecto de las deltas
sobre los bosones disminuye drasticamente a medida de que la separacion entre deltas
aumenta.

Calor especifico

El calor especifico para diversos valores a/)g, en funcién de la temperatura, se
muestra en Fig. 3.6. La intensidad de las deltas es Py = 100 y, salvo que se indique lo
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contrario, de aqui en adelante se manejara este valor como la intensidad de las deltas.
De inmediato se nota que la estructura del calor especifico es mucho mas compleja
que la del gas ideal de bosones. En principio todas las curvas de Cy/Nkp muestran
un pico en el calor especifico a la temperatura critica 7,./Ty debido a la CBE. Sin
embargo, para temperaturas mayores que 7., las curvas muestran otros maximos y
minimos locales que estdn directamente relacionados con la estructura periddica del
modelo de KP.

2.0 ——
T
IR
i /\“\}:\:—3?\-- ........
A \
m N/ / /
e Ny .
= i
\> 1.0k / ,/////d f
& /i e a/A =001
,/ :'//’ —_————— a/)\o =0.1
0.5 / /// e Z;iﬂ - (1)'5
g —_—— 0=
',(:'//{/ —— — a/)\():lo
L a/ Mo = 20
OO0 0 100 10w
T/T,

Figura 3.6: Calor especifico para diversos valores a/\g, con Py = 100.

En la Fig. 3.6 se muestra Cy/Nkp para un amplio rango de separaciones: desde
a/No = 0.01 hasta 20. En ambos casos extremos la temperatura critica estd muy
proxima a la del gas ideal libre, ie., T./Ty ~ 1. En estos casos, para T" < T, el
calor especifico se incrementa proporcionalmente a (7/Tp)%/? [31]. El valor maximo
de Cy /Nkpg alcanzado corresponde a T' = T, y el calor especifico a dicha temperatura

es aproximadamente
Cv(T.) _ 15g5/2(1)
Nkp ~ 4gspa(1)
Para el resto de las separaciones el calor especifico a la temperatura critica es,

—1.926 (3.55)

a primera vista, menor. Sin embargo, en la misma Fig. 3.6 se aprecia que el calor
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especifico para a/Ag = 0.1 es ligeramente mayor a 1.926, lo cual indica que existen
separaciones para las cuales Cy /Nkg es mayor que el limite tedrico de 1.926 para el
gas ideal de bosones libre. Con el fin de despejar esta duda, la Fig. 3.7 muestra el calor
especifico a T" = T, en funcién de a/\g. Se puede apreciar que Cy(1./Ty)/Nkp ~
1.926 para un intervalo de separaciones que va desde 0.001 hasta 0.1, donde comienza
a subir, alcanzando un méximo local en a/Ag = 0.22, que corresponde a T./T, =
0.684933 v Cy(T../Ty)/Nkp = 2.14443. Para separaciones mayores el calor especifico
disminuye hasta un minimo de Cy(T./Ty)/Nkp = 0.85798, con T,./Ty = 0.590514 y
a/Xo = 0.98.

2.5

Cy(T./T,)/Nkp

CL/)\()

Figura 3.7: Cy (T./Ty)/Nkp en funcién de a/\g, con Py = 100.

Es interesante que el minimo de Cy(T./Ty)/Nkp se presenta cuando a y Ay son
del mismo orden de magnitud, aunque esta relaciéon puede cambiar para otro valor
de Py. Més alla de este minimo Cy (7./Ty)/Nkp crece monétonamente hacia el valor
correspondiente al gas ideal libre dado por la Ec. (3.55), aunque se incrementa a una
tasa menor con respecto a la que se presenta a anchos pequenos.

Anteriormente se hizo énfasis en que, para temperaturas mayores que 7., el calor
especifico no decrece monétonamente hacia el valor cldsico de 3/2, como sucede con
en el caso ideal del gas libre, al menos no para todo valor de a/\y. Al contrario,
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para ciertos valores se presentan maximos y minimos locales, los cuales se deben al
hecho de que los bosones estan confinados en una estructura multicapas (como se
menciona un poco més adelante). Estos maximos y minimos locales se muestran con
mayor énfasis en la Fig. 3.8 para a/Ag = 0.05,0.1 y 0.5. En esta figura se puede
ver la presencia de un méaximo local que sigue al pico producto de la CBE para
a/Xo = 0.05 y 0.1, seguido por un minimo local a temperaturas del orden de 100 y
10, respectivamente, para después mostrar un segundo maximo local a partir del cual
C'y comienza a disminuir hacia el valor clésico. Para el caso a/Ag = 0.5 al pico debido
a la CBE sdlo le sigue un minimo para después a temperaturas mayores mostrar un
méximo local, y luego entonces decrecer monétonamente a 3/2 dado que el efecto de
las barreras deltas se diluye para temperaturas extremadamente grandes.

1.5 ==
o)
=2
%1.0 |
Qo
=
O'O a/)\o =0.05
—_———— a/)\(]:Ol
a/)\0:0.5
00 T 10 100 1000

T/T,

Figura 3.8: Calor especifico para a/Ag = 0.05, 0.1 y 0.5, con Py = 100.

Dada la evolucién de las tres curvas en la Fig. 3.8, se deduce que las posiciones
de los maximos y minimos locales se recorren a temperaturas méas bajas conforme se
incrementa la separacion entre las barreras delta. La magnitud del minimo se reduce
también. Esto lleva a que se reduzca el nimero de maximos locales de dos a uno,
para posteriormente desaparecer tanto el maximo como el minimo. La dependencia
de Oy /Nkp respecto a la separacion entre deltas y la temperatura se muestra con gran
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detalle en la Fig. 3.9. Esta figura muestra Cy /Nkp como una superficie tridimensional
que abarca la regién 0.001 < a/X\g < 20y 0.02 < T'/Ty < 1000. Dado el amplio rango
de a/XNg y T/Ty, estos pardmetros se muestran en términos de sus logaritmos.

La que quiza es la caracteristica mas interesante de la Fig. 3.9 es la presencia de un
valle que se produce sobre un amplio rango de separaciones, que van desde a/A\y = 0.01
hasta a/Ag = 1.0. En la regién préxima a este dltimo valor la profundidad del valle es
mayor. En torno al valle se aprecian dos elevaciones que corren a lo largo de éste; més
alla de la segunda elevacion el calor especifico se mantiene practicamente constante
o disminuyendo lentamente hacia su valor cldsico: 3/2, tanto para a > \g y a < Ag.
Como es de suponerse, la presencia del valle y las elevaciones se reflejan directamente
en los maximos y minimos de las curvas mostradas en la Fig. 3.6 y la Fig. 3.8.

Log;ol[a/A]

Figura 3.9: Vista tridimensional de Cy/Nkp como funcién de a/Xg y T'/Tp.

Anteriormente se indicé que los maximos y minimos se deben a que los bosones
estdn confinados. La razén de la aparicién de maximos ain esta a discusién. Sin
embargo la aparicién de los minimos se explica comparando la longitud de onda
térmica de los bosones A con el ancho de la celda unidad a, lo cual se hace en la
Fig. 3.10, donde se grafica el calor especifico en funcién de A/a a partir de los datos
mostrados en Fig. 3.9, dado que A/a = \o/ar/T/Ty.
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2.0 /1‘,0 610 ‘ 810

1
A a

Figura 3.10: Calor especifico como funcién de A/a. Cada curva corresponde a una separacién
a/ N diferente.

En estas curvas se aprecia que el minimo ocurre cuando A = 2a, es decir, cuando
media longitud de onda térmica encaja en la celda unidad. En esta situacién los
nodos de estas ondas de de Broglie coinciden con las posiciones de las deltas, como
se muestra Fig. 3.11, situacion que se asemeja a la aparicion de ondas estacionarias
en una cuerda. Ahora bien, en el caso limite cuando Py — oo los nodos de la funcién
de onda 1 (z) se ubican en la posicién de las deltas, asi que los bosones no pueden
tunelar a través de éstas. En esta situacion el sistema es bidimensional y 7. — 0. Por
lo tanto, cuando A =~ 2a el sistema se asemeja mucho a uno bidimensional, ya que
los bosones en efecto no estarian presentando tunelaje ya que la amplitud de la onda
de de Broglie se anularia justo en la posicién de las deltas, por lo que se presenta
una caida en el calor especifico, el cual tiende a uno, que es el valor clasico de los
sistemas bidimensionales. La magnitud de la caida en el calor especifico depende la
separacion relativa entre deltas, asi como de su intensidad P, y tiende a desaparecer
cuando a < A\g y a > Ay, 0 bien cuando P — 0.
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0 a 2a

Figura 3.11: Esquema de la situacién en la cual A = 2a.

Dos deltas por celda unidad
Temperatura critica

Un sistema con dos deltas por celda unidad cuenta con cuatro parametros libres
en su relacion de dispersién, asi que un anélisis de sus propiedades termodinamicas
es en principio un trabajo muy complejo. Dado el brusco cambio en el calor especifico
que sufren los sistemas bosénicos a su temperatura critica, lo cual se mostré para
sistemas con una delta por celda unidad, es preferible también estudiar primero la
temperatura critica y posteriormente el calor especifico.

Las intensidades de las deltas Py y Poo determinan que tan probable es el tunelaje
a través de éstas, indicando de alguna manera que tan cerca de un gas tridimensional
libre o de un sistema cuasi-bidimensional se comporta el sistema. Fisicamente, si las
barreras de potencial que representan son muy intensas los bosones estan restringidos
a moverse, esencialmente, en las direcciones = y ¥, asi que lo que se tiene en este caso
es un sistema casi bidimensional. Los sistemas bidimensionales tienen la caracteristica
de sus bosones no se condensan [21], lo cual puede verse como si su 7T, fuera igual
a cero. Por otra parte, si la intensidad de las barreras es muy pequena los bosones
pueden moverse en las tres direcciones espaciales, por lo que se tiene un gas de bosones
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tridimensional, cuya 7, estd dada por Ec. (3.18).
La Fig. 3.12 muestra la dependencia

de T, con respecto a dos parametros li- 10— : :
bres: Py y Py mientras se mantienen dos N ?U _ 10
I, \ 10
parametros fijos: a/Ag = 0.1y By = 0.3. 0.8F TN\ == Po=100
Esto se hace con el tinico fin de mantener \“\ - 1]2:1 _ 18880
las graficas en dos dimensiones. La sepa- o 0.6p ‘\‘\\, ]
racion relativa entre las deltas no es uni- E I o \\\
forme, lo cual acentia el hecho de que el 0.4r ™ N ‘\\\ )
modelo, bajo estos pardmetros, sélo pue- N O\
de estudiarse como uno con dos deltas 0.2 === \'\~\\\\.:\:§§\ i
por celda unidad y no puede simplificar- T
se a uno equivalente con una sola delta. B T LT STy T/ TS

Lo primero que se aprecia es que 7, — 0
conforme crecen Py y Py, lo cual indica Figura 3.12: T, en funcion de Py para diversos
que en efecto el modelo predice que el gas  valores de Pig. a/X\g = 0.1, 52 = 0.3
se comporta cada vez mas como un gas
bidimensional. Para Pjg — 0y Py — 0
la temperatura critica tiende a T}, lo cual se esperaba. No tiende a Ty para todo valor
de Psg, lo cual tiene sentido porque si una delta siempre se mantiene diferente de cero,
o al menos mucho més grande, entonces los bosones siempre encontrardn alguna re-
sistencia a moverse en la direccién z, con la correspondiente caida de la temperatura
critica. Hasta aqui, cualitativamente, el modelo reproduce lo que fisicamente sucede.
Sin perdida de generalidad, cuando se estudia como depende T, en funcion de la in-
tensidad y otros parametros, sélo una de las intensidades es necesaria para entender
su comportamiento. Esto significa que si se estudia alguna propiedad en funcion de
Py y algin otro parametro, los resultados seran los mismos, cualitativamente, que
cuando se estudia esa misma propiedad en funcion de P;y. Cuantitativamente pueden
no ser idénticos, mas cualitativamente lo seran.

La Fig. 3.13a muestra la dependencia de T, respecto a a/\g y Py para Pjg = 100 y
By = 0.3. T. — T en dos casos: a < A\g y a > A\g, y muestra un minimo para alguna
a/XNo que depende fuertemente de las intensidades de las deltas. No es simétrica
respecto al minimo; ademas la tasa a la que se incrementa es menor para deltas con
intensidades grandes.

El hecho de que T, — T, cuando a > A concuerda con que, fisicamente, si la
separacién entre barreras es muy grande los bosones pueden moverse practicamente en
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Figura 3.13: T, en funcién de a/)\y para un sistema con dos deltas.

las tres dimensiones, por lo que se asemejan a gas libre. Para deltas de una intensidad
dada la temperatura critica es menor en comparaciéon con deltas de menor intensidad,
debido a que el efecto restrictivo de las primeras sobre el movimiento de los bosones
es mayor. El que T, — Tj cuando a < Ay es debatible, y hasta cierto grado choca con
algo fisicamente obvio: la separacion entre planos no puede hacerse tan pequena como
se quiera. Las dimensiones atémicas reales imponen un limite inferior a la separaciéon
entre planos, i.e., entre deltas. En el modelo empleado los bosones son puntuales, en el
sentido en que no interactian entre ellos, pero el tamano de influencia de los bosones
es el de la longitud de onda térmica de éstos, \; A\g es un parametro conveniente,
porque relaciona nuestro modelo con el gas ideal de bosones de tamano infinito,
aunque para la dindmica del sistema es mas importante la relacion de a con A. Sin
embargo el que a < )¢ no es algo fisicamente imposible en principio: si se trabaja
con un sistema real cuya densidad es mucho muy pequena entonces Ty también lo es
de acuerdo a la Ec. (3.18), y como Ay ~ 1/4/Tj entonces es factible que a < \g. En
contraste, a < A si la temperatura del sistema se hace lo suficientemente baja. .
Complementaria a la Fig. 3.13a es la Fig. 3.13b, que muestra como depende T,
en funcién de a/Ag también, para diversos valores de (35, con Py = Py = 100. El
comportamiento de 7. es similar al anteriormente descrito: T, — Tj cuando a <
Aoy @ > N, y existe un minimo para alguna a/\g que, ademds de depender de
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las intensidades, también depende de la separacién relativa entre deltas (en el caso
anterior también el minimo dependia de (35, aunque no se notaba dado que este
pardmetro se mantuvo fijo). La Fig. 3.13b muestra que T, alcanza un valor minimo
para una separacion relativa B, ~ 0.2, y alcanza sus valores maximos cuando (3 = 0,
para a > N\ y P2 = 0.5, para a < A\g. Estos dos casos son muy interesantes ya que
en éstos el sistema puede reducirse a otro con una delta por celda unidad. Sus curvas
de T, no coinciden, pues cuando 5 = 0 se tiene que el tamafno de la celda unidad es
dos veces el ancho de la celda cuando B = 0.5.

Las Fig. 3.14b y Fig. 3.14a muestran como depende 7. en funcién de la intensidad
de una de las deltas, P». La primera figura muestra curvas de T, para algunos valores
de (3, Pip = 100y a/A¢ = 0.1, mientras que la segunda contiene curvas para diferentes
valores de a/\g, P = 100 y B2 = 0.3. En ambas figuras, al igual que en Fig.
3.12, T, — 0 cuando la intensidad de una de las deltas se hace extremadamente
grande. Esto ya se ha discutido con anterioridad. Sin embargo, la disminucién de
T, es realmente lenta para a > )¢, como puede notarse en Fig. 3.14a. Esta lenta
disminucién indica que cualquier cambié de Py no altera a T, de manera considerable,
por lo que la magnitud de la separacién entre deltas tiene un mayor peso en la
evolucién de las propiedades termodinamicas. A menores valores de a/ )\, el efecto de
las barreras es mayor, y se refleja en una caida de T, mas rapida.
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0.81 N TN~ : 0.8F TR .
N\ N T AN
. \ AN
A NN
o R \ | = O\ 4
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=< | ——— @A =001 . NN ~ A\
~ 04l —— a/X = 0.05 N x\ “\“ ‘\\ | ~ \} |
e a/A[) =0.1 \\\\\\ ‘\\ \ \\\Q‘
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Figura 3.14: T, en funcién de la intensidad Py de un sistema con dos deltas.
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Es interesante ver que la dependencia de T, respecto a Py no es mondétonamente
decreciente para todo pardmetro del sistema. De acuerdo a Fig. 3.14b el modelo
predice que existen valores de (3, que llevan a un incremento de 7T, para algtin valor
de Py, que podria considerarse el 6ptimo. El mayor incremento se da cuando 3o = 0.5,
es decir, cuando se tiene un sistema con ambas deltas igualmente espaciadas (que no
debe confundirse con otro que tiene una delta por celda unidad). Naturalmente, este
comportamiento bien puede no existir para otros valores de Py y a/Ao.

Las Fig. 3.15a y Fig. 3.15b muestran la dependencia de T, respecto a (35, la primera
para algunos valores de a/X\g, Pio = 100, Py = 100 y la segunda para diversos
valores de Py, Pip = 100 y a/)\g
para (B, = 0.5. En la Fig. 3.15a esta separacién relativa hace que el sistema sea, en

0.1. Ambas figuras muestran un maximo local

efecto, idéntico a uno con una delta por celda unidad en virtud de que Py = Pa.
Dependiendo del ancho de la celda unidad, este maximo local puede o no corresponder
al maximo global de la temperatura critica. Asi, por ejemplo, para a/\y = 0.1 hasta
1.0 el maximo a (2 = 0.5 es un maximo global, mientras que para a/Ay = 5.0 y 10.0
no lo es. El incremento de Py sobre T./Ty, de acuerdo a la Fig. 3.15b, no se refleja
en una disminucién mondtona de la magnitud del maximo local: para Py = 100 el
maximo se encuentra por encima respecto al maximo para P,y = 10.

1L.0——— — - —— — 1.0
e -\\x
: - AN L - i
0.0} N T A
“'_""_/'*""_’/'"__“V\'_'\‘\T‘_ ————— g 0.8F———"" ,,»/ N T 7
0.8 e ; \ S % N
.'/ ‘\ 07\ ./l \\ /|
7 e S
= (0.7h R \‘~ - S0.6- — T i
QO S afX=0.01] N /./ QL ’ \
& 0.6ff —---—- a/Xo=0.05] | \\ ._‘ . & 0.51 // ‘\‘ b
—_——— a/)\() =0.1 /I/‘I‘ N . '\‘ |
A\ 0.4p, / . A
05} ——— a/}=05 /) \ 1 e Py=10 S -
— - ——— (l/)\u =1 \t‘\. /,/l 0.3 [ Pg() =100 N |
0.4/ a/r="5 S ] — Py=1000 | . i
e a/X =10 B ~\\.‘.,/—'/ _ .~ Py = 10000 e
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2
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(b) P10 = 100, 0,//\0 =0.1

Figura 3.15: T, en funcién de la separacion relativa G2 de un sistema con dos deltas.
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Calor especifico

El andlisis del calor especifico agrega un grado de libertad mas al sistema: la
temperatura. Sin embargo, dado que lo mas relevante es estudiar como depende esta
propiedad en términos de la temperatura y el cambio que sufre a la temperatura
critica, se puede poner énfasis en un analisis de su dependencia de la temperatura
mientras que el resto de los parametros del sistema se mantienen constantes.

Las figuras Fig. 3.16a y Fig. 3.16b muestran la dependencia del calor especifico
en funcién de la temperatura para diferentes valores de a/)\g y o, respectivamen-
te. Los valores que se han mantenido fijos son P;yp = 100, Py = 1000, 5, = 0.3 y
Pio =100, Py = 1000 y a/Ag = 0.1, respectivamente. A primera vista se deduce que
la estructura del calor especifico es mas compleja que la del calor especifico para un
sistema con una delta por celda unidad, especialmente para separaciones del orden
de a/)\g = 0.5. Esta separacién es particularmente interesante, pues en este caso las
deltas estan igualmente espaciadas, lo que hace que el sistema se asemeje a un sistema
con una delta por celda unidad, sin embargo el hecho de que las intensidades de las
deltas sean diferentes basta para darle una estructura compleja al calor especifico.
De manera similar al caso con una delta, aqui el calor especifico también muestra
maximos y minimos locales, sin contar el pico debido a la CBE, y de la misma ma-
nera estos minimos y maximos se desplazan hacia temperaturas mas bajas conforme
se incrementa el ancho de la celda unidad, hasta desaparecer por completo. Para
temperaturas muy grandes Cy /Nkp tiende a su valor cldsico, 3/2.

Ademas de lo anterior, el calor especifico muestra un comportamiento que no se da
en sistemas con una delta: puede aparecer mas de un minimo local para temperaturas
mayores que 7. La curva correspondiente a G5 = 0.5 en la Fig. 3.16b asi lo demuestra.
Ademas se tiene un cambio bastante significativo entre la curva g2 = 0.4 y la curva
B2 = 0.5, pues en la primera, aunque hay un indicio de un segundo minimo local,
este es muy pequeno, lo cual significa de que el cambio en la estructura del calor
especifico es muy rapido, y se da cuando las deltas estan aproximadamente igualmente
espaciadas. El resto de las curvas son muy similares en el rango de temperaturas
donde se presenta el minimo local; a temperaturas mayores comienzan a variar: para
B2 = 0.3 aparece un maximo local cerca de T'/Ty = 200; ocurre algo similar para
fo = 0.2 cerca de T'/Ty = 400. La magnitud de Cy(T./Ty)/Nkp puede crecer mas
alla de 1.926; la razon por la cual sucede esto atin es desconocida.

La dependencia de Cy/Nkp respecto a la temperatura para varios valores de Py
se muestra en la Fig. 3.17. Esta figura muestra curvas de calor especifico con un solo
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Figura 3.16: Cy/Nkp en funcién de T'/Tj para diversos parametros

minimo local, el cual no muestra alguna tendencia a desaparecer a medida que se varia
la intensidad de una de las deltas. En cambio, muestra que el minimo se extiende sobre
un rango mas amplio de temperaturas, y su magnitud tiende hacia la unidad. La razén
de esto es la misma por la que aparece el minimo en el calor especifico para sistemas
con una delta: el sistema se encuentra en una condiciéon de “maxima bidimensionali-
dad”, es decir, que la dinamica de los bosones se asemeja mucho a la de un sistema
bidimensional debido a la relacion entre la longitud de onda térmica A de los bosones
y el tamano de la celda unidad, que satisface que A\ ~ 2a. Precisamente el valor del
calor especifico en esta regién de temperaturas se acerca a uno porque éste es el valor
clésico de Cy /Nkp para un gas bidimensional. El intervalo de temperatura por el cual
se extiende el minimo crece a medida que se incrementa la intensidad de las deltas, ya
que esto hace que el sistema se asemeje ain mas a uno bidimensional. La forma de
las curvas de Cy/Nkp no cambia sustancialmente para Py = 0.1, 1.0 y 10.0, pero a
partir de estos valores el méximo local que sigue al pico de Cy /Nkp tiende a desapa-
recer a medida que se extiende el minimo. El calor especifico a T,./T} tiende a crecer
primero y luego a disminuir con el incremento de Pyj. Asi, para Pyy = 1000 se tiene
que Cy(T.)/Nkp = 2.192, mientras que para Py = 10000 se obtiene Cy (7,)/Nkp =
1.706, aproximadamente. Esta figura también muestra el efecto sobre la temperatu-
ra critica de incrementar la intensidad de las deltas: el calor especifico disminuye,
por lo que los picos de Cy por CBE se desplazan hacia la izquierda. Existe otro
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detalle muy interesante: la temperatura a la cual comienza a incrementarse el calor
especifico a partir de minimo es practicamente constante para valores grandes de Psy.

De la misma manera que se hizo pa- 25
ra un sistema con una delta por celda '
unidad, el calor especifico a la tempera- 2.0F i b 8
tura critica del sistema con dos deltas ,’ \y\\ A
en funcién del ancho de la celda unidad = £1.5¢ ii 'K \%\\ o m—
se muestra en la Fig. 3.18. En esencia, 5 i // ‘\\ \\ //
el comportamiento es el mismo: cuando S 100 /-/ /f! e Py =00
a/Xo < 1 la magnitud de Cy(T.)/Nkg Iy R
tiende a un valor constante, que es 1.926 0.5¢ / /'/ — e Py =100.0
como en el caso del gas ideal libre. De ,/’/ T 2321888600
acuerdo con esto se puede asegurar que 00/':/6‘,1 1 10 03000
a < Ag las barreras delta no afectan sig- T/Ty

nificativamente a los bosones en su inte- Figura 3.17: Cy/Nkg en funcién de T/T.
rior. Para valores a/) alrededor de 0.1 Pio = 100, B> = 0.3, a/Ao = 0.1

alcanza un maximo cercano a 2.192, va-

lor a partir del cual disminuye hasta al-

canzar un minimo entorno a a/\g = 1. Sin embargo, en comparacién con el sistema
con una delta, aqui la magnitud del calor especifico es menor, pues cae debajo de 0.5.
Para valores mayores de a/)g el calor especifico también crece hacia el valor clésico
de 1.926, dado que el efecto de las deltas tiende a desaparecer cuando el ancho de la

celda unidad se hace muy grande.
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Figura 3.18: Cv(TC/To)/Nk‘B en funcién de (l/)\o. P10 == 100, P20 = 1000, /32 =0.3
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Peliculas de ‘He

El helio cuatro (*He) ha generado un gran interés debido a las propiedades inusua-
les que muestra, especificamente el fenémeno de la superfluidez. Este mismo fenémeno
también se presenta en peliculas delgadas de *He. Dicho fendmeno consiste en la au-
sencia total de viscosidad en el fluido, por lo que un superfluido moviéndose en un
circuito circula indefinidamente al no haber pérdidas de energfa. El *He, en efecto,
muestra tales propiedades. Sin embargo la superfluidez en éste solo se presenta a tem-
peraturas apenas encima del cero absoluto: la temperatura tiene que descender por
debajo de los 2.17K, temperatura que se conoce como punto de transicién lambda,
o Ty, después de haberse convertido en liquido a los 4.2K. A T) el calor especifico
del helio sufre un cambio abrupto. Fue el fisico Fritz London en 1938 el primero en
asociar el cambio en las propiedades del helio con fenémenos solamente explicados
por la mecanica cuantica, proponiendo que la superfluidez era una manifestacion de
la condensacién Bose-Einstein de los dtomos de *He.

Cuando el “He se encuentra en un arreglo geométrico finito muestra propiedades
muy diferentes a las que muestra cuando se encuentra en bulto. Este es el caso de
peliculas delgadas compuestas de una, dos o hasta varias decenas de monocapas até-
micas [23]. En estos arreglos la presencia del sustrato es muy importante, de acuerdo
a los experimentos realizados por Bretz [23], lo que da lugar a que el calor especifico
muestre una estructura mas compleja y diferente del punto-\, que desaparece cuando
la pelicula estd compuesta de unas pocas capas.
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Figura 4.1: Corte transversal de una pelicula de He
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Figura 4.2: Datos del calor especifico de peli-
culas de helio con diferente nimero de mono-
capas de espesor [23].

Una pelicula delgada de “*He es un sis-
tema finito compuesto de varias mono-
capas atémicas. El nimero de monoca-
pas puede ser de unas pocas hasta varias
decenas. Para modelar este sistema con
nuestro modelo, el cual es infinito, prime-
ro hay que considerar a partir de cuan-
tas monocapas atémicas éste se compor-
ta esencialmente como uno infinito; de
acuerdo a la Fig. 4.2, once monocapas
no son suficientes para considerar valido
este argumento, ya que el calor especifi-
co no muestra un pico a 2.17K. Por otra
parte, se sabe que existe una longitud de
correlacién [32] en el “He que es del or-
den de 7OA, tal que cuando la pelicula
tiene un grosor mayor que esta distancia
se comporta como un sistema 3D infini-
to. Dado que el grosor de las monocapas
es aproximadamente 3.7A [33], la longi-

tud de correlacion corresponde aproximadamente a veinte monocapas, aunque en la

practica el ancho de las peliculas tenga que ser poco mayor que este nimero.
Para modelar la pelicula delgada se debe considerar cual es la celda unidad, o
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4.1. Peliculas de *He

mas explicitamente, cual es la estructura geométrica que es peridédica. Claro estd que
es la monocapa atomica en este caso. Esta monocapa tiene un grosor a que debe
ser del mismo orden de magnitud que las dimensiones atémicas, es decir, unos pocos
A. Se puede emplear este valor como el ancho de celda unidad a que nuestro modelo
requiere para poder obtener resultados, que en principio podrian ser mas importantes
cualitativamente que cuantitativamente. Los dtomos en estas monocapas se considera
que pueden moverse libremente en las direcciones x y y. Sin embargo, en la direccion
z los bosones pueden pasar de una monocapa a otra, aunque con cierta resistencia,
es decir, que las monocapas son permeables y su grado de permeabilidad estaria
modelado por la intensidad de las deltas, las cuales representarian la interfase entre
capas. Al final se estd despreciando cualquier interaccién entre los bosones de “He.
Al consistir todas las capas del mismo tipo de atomos entonces se usa el modelo con
una delta por celda unidad.

El “He tiene una densidad de psp, = 0.0218 particulas por A3 a T = 0. Cuando
se desprecian las interacciones entre los dtomos de *He, considerando que es un gas
ideal, su temperatura critica es Ty = 3.13275K, y tiene una longitud de onda térmica
Ao = 4.93013A. Asi, nuestro modelo se fija el ancho a de la celda unidad como 3.71&,
mientras que la intensidad Fj se deja como un parametro libre que se determina para
reproducir la temperatura critica T, conocida de las peliculas.

Temperatura critica y calor especifico

Se puede obtener la variacion de la temperatura critica del gas ideal de bosones
entre planos como funcién de la intensidad de la delta. De esta manera se obtiene
la intensidad P, que reproduce la temperatura critica T, experimental. Para el “*He
superfluido en bulto ésta es la temperatura del punto-\ T,,,, = 2.17K, mientras que
para peliculas de “He es una temperatura menor que depende del niimero de monoca-
pas de acuerdo a la Fig. 4.2. La Fig. 4.3a muestra la dependencia de la temperatura
critica como funciéon de Fy. La linea punteada indica la temperatura adimensiona-
lizada Tcg o
critica aproximadamente en Py = 36.34. Con este parametro determinado se puede

= T.,,/To = 0.692, la cual se intersecta con la curva de temperatura

calcular el calor especifico en funcion de la temperatura. La separacion entre planos,
también adimensionalizada, es a/A\g = 0.75. La temperatura critica desciende lenta-
mente cuando la Py es pequena, y aproximadamente a partir de Py = 5 comienza a
descender mas rapidamente, tendiendo hacia cero en el limite en que Py — oo. En
el terreno cualitativo, hay similitudes entre la curva de calor especifico C'y, calculada
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Figura 4.3: Temperatura critica y calor especifico de una pelicula de *He. Py = 36.34 y
a / )\0 =0.75

y las curvas experimentales. De acuerdo a Fig. 4.3b, el calor especifico calculado pa-
ra peliculas muestra un cambio abrupto a T}, ya que el valor de F, empleado es el
adecuado. Luego del pico a T) el calor especifico alcanza un minimo y se incremen-
ta nuevamente. Esto mismo se puede apreciar en la curva discontinua mostrada en
Fig. 4.2, la cual corresponde al calor especifico experimental de *He liquido en bulto,
cuya T, es Ty. Aunque esta tltima curva esta dada en unidades MKS mientras que
la primera esta adimensionalizada, la comparacién es valida en el aspecto cualitativo
pues el calor especifico por bosén Cy/Nkp sélo difiere en una constante del calor
especifico en unidades MKS. Sin embargo hay diferencias sustanciales entre ambas
curvas. La primera es que el calor especifico calculado como funcién de T tiende ha-
cia cero a una tasa lineal, a diferencia de los datos experimentales, que decaen a una
tasa ctbica [31]. La segunda es que la magnitud de la caida de Cy a partir de T)
calculado mediante el modelo, en relacién a su maximo valor, es notablemente menor
que la mostrada por los datos experimentales. Finalmente, los datos muestran que el
calor experimental alrededor de T" = 1K es practicamente cero; los datos calculados
no muestran eso. Entonces hay claramente una discrepancia entre lo que el modelo
reproduce y los datos empiricos, al menos en lo que respecta al calor especifico.

En lo que respecta a la temperatura critica, un primer vistazo a la Fig. 4.3a no
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4.1. Peliculas de *He

parece indicar que exista alguna relacién simple entre la temperatura critica y la
intensidad de las deltas, simple en el sentido de que T, este expresada explicita y
brevemente por funciones elementales. Sin embargo, si se extiende el intervalo de va-
riacion de Py y se grafica el inverso de T,./Tj se observa una clara relacién entre ambos
datos. La Fig. 4.4 muestra que para un amplio rango el inverso de la temperatura
critica calculada practicamente es directamente proporcional al logaritmo de Fy. El
intervalo es muy grande, pues va aproximadamente desde Py = 50 hasta 5 x 108.

(T./Ty) ™
oW M Gt D 1 0 ©

—_

F

Figura 4.4: Inverso de la temperatura critica T./Ty en funcién de la intensidad de las deltas
b.

Asi, para dicho intervalo la relacién entre temperatura critica e intensidad de las
deltas es [T,/Ty] " = Aln(Py4B)+C donde A, By C son constantes por determinar.
En el caso particular en que Py = 0 se tiene que 7,,, /Ty = 1, que corresponde a la
temperatura critica de un gas ideal de *He en el limite termodindmico, por lo que
Aln(B)+C = 1. Ajustando estos datos empleando del programa de calculo simbélico
Mathematica se obtiene la relacion

[T,/To] " = 0.461n(25.72 + By) — 0.50 (4.1)

Este ajuste se muestra en la Fig. 4.4 como una linea continua junto a los datos
calculados (circulos). Naturalmente, si se cambia el ancho de la celda unidad también
cambian las constantes de la ecuacién.
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En la Fig. 4.2 se muestran unas pequenas flechas que resaltan la temperatura a
la cual se produce un cambio notable del calor especifico respecto al comportamiento
del punto lambda para peliculas de diferentes grosores (tres a once monocapas). Pos-
teriormente a los experimentos realizados por Bretz [23], S. Doniach sugiere que este
cambio corresponde a una transicion de fase termodindmica a helio superfluido [34].
Aqui se acepta esta interpretacién de dicho cambio, y se denomina a la temperatu-
ra transicién superfluida de las peliculas T}k, al igual que lo hace Doniach, quien
también encuentra una relacién entre las temperaturas de transicién y el nimero de
monocapas de la pelicula. Esta relacién se muestra en Fig. 4.5, donde los puntos con
barras de error corresponden a los puntos indicados por las flechas en Fig. 4.2, y la
recta es el ajuste lineal a los datos experimentales [34]. El inverso de la temperatura
estd dado en términos del inverso del ntimero de capas menos dos, (n — 2)~1, con el
fin de descartar el efecto que tiene el sustrato sobre las primeras dos capas.

Comparando ambas figuras se obser-
070 ———  va un comportamiento bastante similar:

inverso de temperatura que es propor-
cional a algin parametro. Se puede ir un
0.60! paso mas alla y relacionar los parame-
tros del sistema experimental y de nues-
[ tro modelo empleando el siguiente ra-

o:sof- zonamiento: en nuestro modelo, cuando

I leuK) | | Py — o0, cualquier celda (o bien mono-
I | 1 1 |
0 ol 0.2 0.3

I/ (n[LAYERS)-2) —=

capa en este contexto) se ve completa-
mente aislada del resto. Esto quiere de-

Figura 4.5: Dependencia de la temperatura de cir que el sistema estd compuesto esen-

transicién Tk;,. con respecto al grosor, en ca- .
kink P & ’ cialmente por una sola celda. Conforme

pes atémicas, de la pelicula de “He [34] disminuye Py los bosones de la celda ac-
tual tienen una probabilidad no nula de
atravesar las barreras e interactuar con los de las celdas contiguas, cambiando las
propiedades termodindamicas del conjunto. Sin embargo este alcance es finito, porque
cada vez que un boson atraviesa una barrera la amplitud de su funcién de onda se ve
disminuida. Entonces los bosones en una celda interactian sélo con un nimero finito
de otras celdas. Si Py se hace més pequena el niimero de celdas contiguas afectadas
por cualquiera de ellas se incrementa, hasta que, en Py = 0, no hay barreras, y los
bosones son libres.

Para las peliculas de *He, entre mds monocapas atémicas la compongan los bo-
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4.1. Peliculas de *He

sones interactiian con mas bosones en la direcciéon normal a las capas, asemejandose
cada vez mas al bulto. Como al aplicar nuestro modelo a las peliculas resulta que
la celda unidad es la monocapa, entonces mas monocapas significan mas celdas que
son afectadas por los bosones de otra celda, lo que en el modelo, por el argumento
previamente esgrimido, no es mas que una intensidad P, mas pequena, lo que a su vez
se refleja en un incremento en el valor de T,./T} predicho por el modelo, lo cual sucede
también experimentalmente. Entonces, es razonable suponer que el nimero de mono-
capas que forman la pelicula de *He estd directamente relacionado con la intensidad
Py de la delta. En principio, esta relacién seria de la forma 1/(n — 2) « log(Py + B),
donde n es el numero de capas. El desarrollo de esta hipdtesis es interesante, ya que
permite relacionar a Fy con un parametro fisico como el nimero de capas atémi-
cas, que puede y ha sido determinado en los experimentos de Bretz y Finotello [35].
Aunque en la estructura geométrica de nuestro P, tiende a asociarse fisicamente con
algiin tipo de interfase entre bloques de bosones, esta interfase no existe entre las
monocapas de *He, pues las capas estdan compuestas sélo por atomos de helio. Sin
embargo, la presencia del sustrato propicia un orden entre los bosones que se acomo-
dan en capas en la direccion perpendicular al sustrato. Semejante orden se reproduce
en nuestro modelo con los planos permeables.

Los datos de Fig. 4.4 estan adimensionalizados en términos de Tj. Para dejarlos en
unidades MKS hay que dividirlos entre Tj. Luego entonces, dado que 1/T};,x obtenido
a partir de los datos experimentales es menor que 0.7, y que el nimero minimo de
monocapas que se toman es cinco, es recomendable reducir el intervalo de Fy en la
Fig. 4.4, para comparar ambos resultados. Reduciendo el intervalo desde Py = 36.34,
que corresponde a T, = T}, hasta Py = 200 se reproduce el mismo intervalo de Tk_”lbk
mostrado en Fig. 4.5. Ademas esta reduccion altera la ecuacién de ajuste, que se
transforma en

T.!' = —0.059 + 0.1331n(14.107 + Py) (4.2)

La Fig. 4.6 muestra los datos calculados(circulos llenos), asi como el ajuste aplicado
a los mismos (linea continua), sobre el intervalo reducido de P,. Es inmediato que en
ese intervalo T, ! tiene un comportamiento lineal respecto a P.

Dado que se busca relacionar Py con (n—2)~!, entonces en principio las temperatu-
ras criticas producidas por ambos pardmetros deben ser iguales, es decir, T, 1 = T,;}Lk.
La ecuacion experimental para T,;}Lk es

Tk =m(n—2)"' + Ty (4.3)
donde m es la pendiente de la recta de ajuste y T} ! es la ordenada al origen. Por lo
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Figura 4.6: Inverso de la temperatura critica T, en funcién de la intensidad de las deltas Py
para el intervalo reducido [36.34, 200]

. 1 -1 . .
tanto, una vez que se igualan 7" y T ., y realizan los pasos algebraicos correspon-

dientes, se llega a que la relacién entre Py y (n —2)7! es

Py = 50.25¢ 72 14,11 (4.4)

donde A = 7.55m es una constante que hay que calcular. Para el caso en que n — oo,
es decir, cuando Tk_”lbk =Ty ! el valor de Py dado por esta ecuacién es Py = 36.14.
La constante m, segin Fig. 4.5, es aproximadamente m = 0.54. Entonces la relacion
concreta entre Py y (n —2)7! es

Py = 50.25¢*%/(n=2 _ 1411 (4.5)

Se puede relacionar Fy con el nimero de monocapas desde otra direccién: a partir
de la Ec. (4.2) se puede determinar, para una T, dada, la Py que le corresponde.
Dados los datos experimentales de T, k_”llk se pueden determinar las Py del ajuste tal que
nuestro modelo reproduce una 7' = Ty, v dado que se sabe a cuantas monocapas
corresponde cada temperatura entonces es posible encontrar la relacion entre Fy y
(n—2)7%. La Fig. 4.7 muestra que existe una relacién lineal entre ambos parametros,
con una ligera desviacion para los datos correspondientes a n = 5.25 y n = 5.69.
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Figura 4.7: Relacién entre Py y el ntimero de monocapas de la pelicula de *He a partir de
los valores experimentales Tk .

Luego entonces la relacién entre Py y (n — 2)~! estd dada por la ecuacién
In(Py) = 3.48 +5.81(n —2)" (4.6)

por lo que
Py = 32.46€>81/(n=2) (4.7)

Se puede apreciar que, aunque la Ec. (4.7) es proporcional a una exponencial al igual
que la Ec. (4.5), ambas difieren en las constantes que las definen. Por lo tanto, el valor
inicial de P también varia, pues para esta ultima relacion se tiene que Py = 32.46
cuando (n — 2)7!' — oo, ligeramente mds alejado del valor esperado Py = 36.34
que el valor dado por la Ec. (4.5) que es Py = 36.14. La razén de esta discrepancia
yace en la forma en como se calculan ambas relaciones, pues para la Ec. (4.5) se
procedié a igualar la relacién Ec. (4.2) con el ajuste experimental Ec. (4.3), mientras
que para obtener la Ec. (4.7) se calcularon los valores P, correspondientes a los
datos experimentales. Dado que el ajuste experimental no pasa por todos los puntos
experimentales, como se aprecia en la Fig. 4.5, entonces las ecuaciones obtenidas
difieren. La Fig. 4.8 muestra la diferencia entre ambas ecuaciones para el mismo
intervalo de (n —2)7%.
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Figura 4.8: Comparacién de las ecuaciones entre Py y el nimero de monocapas de la pelicula
de “He.

De acuerdo a esta figura, la Ec. (4.7) primero es menor que la Ec. (4.5), luego se
intersecta con ésta para finalmente crecer a una tasa mayor, dado que la constante
en el argumento de la exponencial es mayor.

Hasta ahora se ha demostrado que puede relacionarse el parametro Fy del nues-
tro modelo con un parametro de un sistema fisico, que es el nimero de capas n en
peliculas de *He. Sin embargo, la relacién tiene implicaciones mds fuertes: se estd
relacionando un sistema fisico cuyos componentes (los bosones de “He) tienen inter-
acciones entre ellos, con un modelo tedrico en el cual los bosones no interactiian entre
si, y que ademas es infinito. También es cierto que los bosones si interactiian con las
barreras de potencial delta en nuestro modelo, asi como el que entre las capas de “He
que conforman una pelicula delgada superfluida no existen barreras de ningun tipo:
sélo espacio vacio. Los bosones de “He pueden interactuar con sus vecinos en una
misma capa o con otros de capas adyacentes. Entonces se puede concluir, a partir
de los resultados, lo siguiente: un sistema fisico compuesto de bosones en un arreglo
geométrico de capas, como lo son las peliculas delgadas de *He, y cuyos componentes
interactian entre ellos, y en el que no existe ninguna barrera fisica entre capas, es
equivalente a un sistema infinito de bosones sin interaccion entre ellos, entre pla-
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4.2. Superconductores de alta temperatura critica

nos permeables, en cuanto podemos reproducir su 7, como funciéon del nimero de
monocapas, variando la impenetrabilidad F, en nuestro modelo.

4.2. Superconductores de alta temperatura critica

Los superconductores de alta temperatura (HTS por sus siglas en inglés), en
particular los conocidos como cupratos, son materiales que han despertado un gran
interés por sus altas temperaturas criticas y por sus estructuras ordenadas en capas
entre las que se conducen los portadores de carga.

Los cupratos son basicamente tetragonales, y todos ellos tienen uno o mas planos
de CuQO,. La superconductividad se produce en estos planos. Las capas de CuO; estan
siempre separadas por capas de otros atomos como Y, Ba, O, Bi, La, etc., los cuales
proveen con portadores de carga a los planos CuO, . Por esta razon estas capas son
llamadas portadoras de carga. En los planos CuQO, cada ion de cobre esta fuertemente
ligado a cuatro iones de oxigeno, cada uno a una distancia de aproximadamente 1.0A.
Se ha sintetizado una gran cantidad de compuestos con N; capas de CuQOs , los cuales
se muestran en Tabla 4.1. En general, la temperatura critica 7T se correlaciona con el
nimero N; de planos: a un nivel de dopaje fijo, T, se incrementa primero, alcanzando
su maximo en N; = 3, para luego decrecer.

El cuprato més conocido y mas estudiado es el YBCO, cuya formula es YBayCusOg. .,
donde z es el grado de dopaje que tiene el cuprato. La maxima 7, se alcanza cuando
x = 0.89. La abreviaciéon YBCO por lo general se emplea para designar al compuesto
cuya férmula es YBayCusOr, y a partir de ahora se usara para hacer referencia a éste.

La estructura del YBCO se muestra en la Fig. 4.9. Se observa que la celda unidad
es ortorrémbica, y tiene los parametros de malla a ~ 3.82A, b~ 3.89A yC R 11.68A.
Las dos capas de CuO, estéan separadas por un solo atomo de Y justo a la mitad de
la celda. El rol de este iltimo elemento es muy pequeno, y puede ser reemplazado
por muchos elementos lantanidos o por tierras raras sin un cambio apreciable en
las propiedades superconductoras. Fuera del “emparedado” CuQOs-Y-CuOs, existen
planos de BaO y cadenas Cu-O. La distancia entre los atomos de cobre u oxigeno
en las cadenas Cu-O es aproximadamente 1.9A, igual a la distancia entre los mismos
elementos en los planos CuQOs.

La temperatura critica experimental del YBCO es T, = 88K. El ancho de la
celda unidad es a = 11.68A. Dada su estructura de capas los electrones en las capas
CuO, se mueven facilmente, mientras que el la direcciéon perpendicular a los planos
lo hacen con dificultad. Asi, la anisotropia de la estructura afecta las propiedades
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Cuprato Planos CuO, T, (K) Abreviacién
Lay_,Sr,CuQOy 1 38 LSCO
Nd;_,Ce,CuOy 1 24 NCCO
YBayCuuzOg 1 2 03 YBCO
BiySroCuOg 1 ~ 12 Bi2201
BigSI‘QC&CUQOS 2 95 Bi2212
BigSrzCagCugolo 3 110 Bi2223
T1,BayCuOg 1 95 T12201
T1;B,CaCuy0Og 2 105 T12212
TlgBQC&QCUgOlO 3 125 T12223
TlBagCagCu4OH 3 128 T11224
HgBayCuOq 1 98 Hg1201
HgBa,CaCuyOg 2 128 Hgl1212
HgBaQCaQCugOlo 3 135 Hg1223

Cuadro 4.1: Abreviaciones y temperaturas criticas para algunos superconductores cupratos

[36]

de transporte, y los electrones apenas pueden moverse en la direccion dada por el
eje c. Aunque se desconoce el mecanismo de la formacién de pares de Cooper, estos
existen y participan en la superconductividad de alta T.. Los modelos bosén-fermién
de la superconductividad parten del hecho de la existencia de pares de Cooper que
son considerados como bosones, coexistiendo con los electrones desapareados. Aqui
es importante resaltar que, a diferencia de lo que sucede en los superconductores
convencionales, donde la longitud de coherencia £ (es decir, la distancia entre dos
electrones que forman un par de Cooper) es del orden de 400-10% A, en los HTS la
longitud de coherencia es mucho menor: es del orden de 1-5 A en la direccién ¢ del
cristal, y de 10-80 A sobre los planos de CuO,. En el YBCO 6ptimamente dopado
Eab = 13A y & = 2A [36]. Una longitud de coherencia tan corta es una caracteristica
muy importante en los cupratos, y hace razonable suponer que los pares de Cooper
se comportan como bosones. Con esto en consideracion, se propone modelar, aunque
de manera algo burda, la estructura del YBCO como una serie periédica de bicapas
planas apiladas en la direccién ¢, con una celda unidad formada por dos zonas de
conduccién de ancho 5.84A (zonas donde se sitian los planos CuO,) separadas por
planos de diferente permeabilidad que simulan los planos formados por los atomos
de Y, de intensidad Fyyy en las posiciones # = (n + 0.5)a, y los formados por las
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Figura 4.9: Estructura cristalino del YBCO [36]

cadenas de Cu-O, de intensidad Pycu0), en = na, con n entero. Luego entonces la
separacion relativa entre planos es Sy = 0.5. El modelo es burdo ya que en realidad
no hay conduccién en toda la region comprendida entre los planos-delta, sino sélo
una pequena region en torno a los planos CuOs.

La temperatura de Fermi del YBCO ha sido determinada experimentalmente en
Triyseoy = 2290K [37]. Si se considera que un gas de electrones libres cuya tem-
peratura de Fermi es igual a temperatura de Fermi del YBCO experimental, cuyos
electrones se aparean para formar un gas de pares de Cooper con espin cero y mo-
mento del centro de masa del par diferente de cero, y se calcula su temperatura critica
Ty como si fuera un gas de bosones ideal, entonces se satisface la relacién

To
T, = 0218 (4.8)
Esta relacion es valida sélo cuando la relacion de dispersion de los portadores de
carga es cuadrdtica, es decir, es de la forma ¢ = (h?/2m)k? [38], y el gas estd en una
region tridimensional. Desde el comienzo de este trabajo se ha hecho la suposicion de
que la energia de los bosones depende del cuadrado del momento k en las direcciones
X y Y y forma un estructura de bandas en la direccién Z, de acuerdo con la Ec.
(3.4), la Ec. (3.5) y la relacién de dispersién adecuada en la direccién Z. Por lo
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tanto, la Ec. (4.8) es completamente aplicable en este caso. Entonces al YBCO le
corresponde una Ty = 499.22K. Como la masa de los bosones, i.e., los pares de
Cooper, es m = 2m,, donde m, es la masa de los electrones, entonces la longitud de
onda térmica a Ty del YBCO es \g = 23.5891A. Luego entonces, a/Ag = 0.495. La
temperatura critica experimental en términos de Tj es T, /Ty = 0.176. Asi, Pyy) y
Py(cuo) son los pardmetros libres del sistema.

Temperatura critica y calor especifico

Con el modelo propuesto de pares de Cooper bosénicos entre bicapas y usando
los pardmetros antes indicados se puede calcular T./T, para un intervalo grande
de valores de Fyyy ¥y Focuoy- La Fig. 4.10 muestra las curvas de nivel de T¢/Tj
para 500 < Pycuoy < 10000 y 3000 < Fyyy < 150000. Cada curva corresponde
a una temperatura critica particular indicado por la barra de color lateral. Asi, la
temperatura critica del YBCO, que es T../Ty = 0.176, se indica con una linea negra.
A medida de que la intensidad de las deltas se incrementa el modelo predice una
disminucién de la temperatura critica, algo visto con anterioridad en Sec. 3.3. En la
Fig. 4.10 esto se refleja en un cambio de tonalidad de claro a oscuro.

La Fig. 4.10 muestra la infinidad de pares Pyy)-Pocuo)y que al sustituirlos en el
modelo reproducen el valor experimental de T,.. Este resultado es consecuencia de que
T, es una superficie en el espacio tridimensional, con las intensidades de las deltas
como ejes. Por lo tanto, para un plano dado T, = cte existen infinidad de puntos
donde se intersecta con la superficie de temperaturas criticas. Aunque el intervalo de
intensidades no permite visualizarlo ya que el intervalo de Fyy) es dos érdenes de
magnitud mayor que el intervalo de Pycv0), se puede deducir que el perfil es simétrico
respecto a la linea Pyy) = Pyycuo), lo que implica que al par (Pyyy, Po(cuo)) =
(p0,pl) le corresponde la misma 7. que al par (Fyy), Poccuoy) = (p1,p0). Esto es
asi porque la relacién de dispersién Ec. (2.58) permanece invariante en ambos casos.
Fisicamente es sencillo de entender: el que la celda unidad comience donde esta el
atomo de Y es indistinguible a que si la celda iniciara en donde estan las cadenas de
CuO, puesto que el modelo consta de un sistema de longitud infinita. Por lo tanto,
las curvas de nivel son simétricas.

Mas alla de lo anterior, lo que se busca es analizar si el modelo es adecuado, en
principio, para reproducir las propiedades termodindmicas del cuprato. Esto incluye
otras propiedades como el potencial quimico, la energia interna o el calor especifico.
Es claro que no todos lo pares de intensidad tienen por qué satisfacer todas esas pro-
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Figura 4.10: Temperatura critica calculada del YBCO para diferentes valores de Fyy) y
Py(cuo)- La curva correspondiente a Tr./Ty = 0.176 estd resaltada

piedades. Ademas, fisicamente las intensidades de las deltas, que representan el grado
de impenetrabilidad de las regiones entre las capas superconductoras de CuQO,, deben
tener una intensidad fija (salvo factores externos que el modelo no toma en cuenta,
como la presién externa, campos magnéticos o eléctricos externos, el espin), por lo
que sélo un par Pyy)-Fycuo) debe satisfacer esas propiedades. El modelo no permite
deducir cuales son esas intensidades a partir del estudio exclusivo de la temperatura
critica. Asi que se debe recurrir al analisis de otra propiedad termodindmica.

Otra propiedad ampliamente estudiada de los cupratos es su calor especifico Cy, y
existen un gran numero de tablas y graficas que muestran el comportamiento de este
en funcién de diversos parametros: temperatura, campos magnéticos externos, dopaje
del cuprato, etc. Asi como el modelo predice un perfil de la temperatura critica como
el mostrado en Fig. 4.10, también el calor especifico puede ser estudiado de la misma
manera. La Fig. 4.11 muestra el perfil de Cy (T./Ty) /Nkp para el mismo intervalo
de intensidades empleado con anterioridad. Es importante notar que lo que se grafica
es el calor especifico a la temperatura critica.
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La Fig. 4.11 muestra que el calor especifico del cristal disminuye para valores
grandes de Fy(yy y Po(cuo)- Aunque la figura no lo muestra, el calor especifico también
es simétrico respecto a la linea Fyyy = Fy(cuo), Por las mismas razones que lo es la
temperatura critica. Los valores més altos de Cy(T../Ty)/Nkp se hallan en el intervalo
de 2000 < Fycuoy, Poryy < 30000, comprendiendo la regién que la figura se muestra
en color claro.
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Figura 4.11: Calor especifico calculado a Tt./Ty del YBCO para diferentes valores de Py y
Py(cuo)- La curva correspondiente a Cy (T /To) /Nkp = 0.840 estd resaltada como referencia

Ahora bien, dependiendo del valor de T./T; experimental y Cy(7./Ty)/Nkp del
cuprato pueden existir dos pares de valores FPyy)-Focuoy que al sustituirlas en el
modelo reproducen los valores de las propiedades termodinamicas antes mencio-
nados. Graficamente el punto en donde la curva T./Ty = 0.176 y alguna curva
Cy (T./Ty) /Nkg se intesectan satisface ambas propiedades simultaneamente, por lo
que el par Fyy)-Focuoy correspondiente es la informacién de interés. La Fig. 4.12
muestra la interseccién entre la curva de T./Ty = 0.176 y diversas curvas de calor
especifico. Sélo uno de los pares se muestra en la figura, debido a que el intervalo de
valores tomados no es simétrico, sin embargo tinicamente es necesario conocer uno.
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4.2. Superconductores de alta temperatura critica

Esta figura muestra ademas que las curvas de calor especifico sufren un cambio brusco
en su curvatura justo en el punto de interseccién con la curva de temperatura critica.
Estos picos son el reflejo de la condensacion de Bose-Einstein que se presenta a 7.
Si se visualizara la superficie de Cy/Nkp en tres dimensiones, con el calor especifico
sobre el eje Z, saliendo del papel, lo que se apreciaria es una superficie con un pico
que se extiende desde pequenos valores a lo largo de la curva de T, /Ty = 0.176, hasta
alcanzar su maximo.
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Figura 4.12: Curvas de calor especifico calculado del YBCO para diferentes valores de
Poryy ¥y Po(cuo)- Se muestra la curva correspondiente a la temperatura critica del cuprato,
T./Tp = 0.176

Encontrar una solucién analitica de los pares de intensidad es dificil. Sin embargo,
graficamente el problema se resuelve muy fécil: la informaciéon necesaria esté en la
Fig. 4.12. En esta figura se tienen varios niveles, y la informacién relativa a cada uno
se encuentra en la Tabla 4.2. Esta informacion es aproximada, dadas las limitaciones
de la solucion grafica. Una vez determinados los pares de intensidad que satisfacen
tanto la temperatura critica como el calor especifico se puede proceder a graficar el
calor especifico en funcién de la temperatura, para poder comparar cualitativamente
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Cyv/Nkp  Pycuoy  Po)
0.88 6533.01 18039.7
0.86 2278.61 50625.9
0.84 1443.98  74306.0
0.82 1050.22 94987.1
0.80 820.90 112909
0.78 674.622 128007.0
0.76 570.51 141087.0
0.74 489.406 152698.0

Cuadro 4.2: Pares de intensidad Pycy,0)-Poyy que corresponden a T, /Ty = 0.176 y diversos
valores de Cy /Nkp.

los resultados del modelo con los resultados experimentales. A partir de esta compa-
racion se puede determinar con mas certeza si el modelo es adecuado para estudiar
el YBCO. Una diferencia importante entre los resultados indicard que el modelo no
puede reproducir correctamente lo que experimentalmente sucede; si los resultados
son equiparables dentro de cierto margen de error entonces el modelo funciona, se
podrian introducir otros resultados experimentales en él y aplicarlo inclusive a otros
cupratos.

A partir de los datos en Tabla 4.2 se obtienen las curvas de Cy /NkgT en funcién
de T que aparecen en Fig. 4.13. La temperatura esta dada en Kelvin. Se reconoce
de inmediato el pico en el calor especifico producto de la CBE, el cual se produce
alrededor de T, = 88K (no se produce exactamente debido a los errores al obtener
las soluciones graficamente).

Se ha graficado Cy /T porque las curvas experimentales generalmente estan dadas
en calor especifico entre temperatura. Todas las curvas muestran un pico que se
produce a T, = 88K es pequeno en comparacion con la magnitud del calor especifico.
La tasa de incremento, en la mayoria de ellas, no es lineal, pero tampoco es mayor que
la unidad, porque si éste fuera el caso entonces la curvas serian concavas, ya que el
intervalo de temperaturas satisface que T'/Ty < 1. En cambio si son convexas, por lo
que se sigue que la tasa de incremento del calor especifico respecto a la temperatura es
menor que uno. Para temperaturas mayores que 7, Cy /T disminuye continuamente
hasta cero sin mostrar algin cambio considerable, como volver a incrementarse.

Hasta este punto se ha obtenido el calor especifico de los bosones, que en el cris-
tal estarian representando a los electrones que se encuentran apareados con otros,
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Figura 4.13: Curvas de calor Cy/NkgT calculado del YBCO para diferentes valores de
Poryy v Poccuo)

formando pares de Cooper, y que se asume como los responsables de la supercon-
ductividad. Esta contribucion, aunque propiciada por electrones, es diferente al calor
especifico electronico C,, que es una de las cuatro partes que conforman el calor
especifico total del cuprato. Las otras tres partes las conforman el calor especifico
de la red C,;, también llamada contribucién fondnica, el calor especifico magnético
(', debido a centros paramagnéticos y el calor especifico hiperfino Cj,,, debido a
momentos nucleares, es decir

C = Clgt + Ce + Crag + Chyp (4.9)
Nuestro modelo no considera ninguna interacciéon magnética ni nuclear, asi que se con-
sideran como nulos en esta tesis. Sin embargo, se tiene que considerar la contribucion
fononica dado que es la mayor de todas, y en un cuprato es especialmente importante
dadas las altas temperaturas de superconductividad, por lo que Cyy; > C,.. La contri-
bucién fondénica se puede determinar a partir del modelo de Debye para los solidos,
es decir, que

OV == 3N]€BSfD(@D/T) (410)
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donde ©p es la temperatura de Debye, fp es la funcién de Debye, dada por

3 [V ate”

= — ——d 4.11
o) = [ e (4.11)

y s es el nimero de atomos en la celda unitaria. Para el YBCO s = 13 y su tempe-
ratura de Debye es ©p = 410K [37]. El calor especifico de la red Cj,; se muestra en
la Fig. 4.14

=0 20 40 60 80 100

Figura 4.14: Calor especifico de la red cristalina Cj,; del YBCO.

Una vez que el calor especifico de la red Cj,; ha sido calculado entonces se puede
hacer una estimacion del calor especifico total al sumar el calor especifico bosénico
de nuestro modelo, mas el calor especifico fonénico Cj,; del modelo de Debye. Esto se
hace con el fin de poder comparar los resultados con el calor especifico real del YBCO,
el cual se muestra en la Fig. 4.17. Esta figura muestra que existe una anomalia en C' en
una region cercana a 1, = 88K, cuya magnitud es bastante pequena en comparacion
con la magnitud total del calor especifico, pues es de aproximadamente 40mJ mol™!
K~=2. Los resultados de nuestro modelo muestran un calor especifico bosénico del
mismo orden de magnitud, como se ve en Fig. 4.13, asi que en principio la adicién
de la componente bosénica y la fonénica del calor especifico podria producir una
anomalia del mismo orden de magnitud. Sin embargo, en la Fig. 4.15, la cual muestra
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el calor especifico total, no se aprecia alguna anomalia cerca de T, = 88K; sélo se
aprecia un incremento con respecto a Clg;.
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Figura 4.15: Calor especifico total calculado para el YBCO. La linea punteada es el calor
especifico total, mientras que la linea sélida es el de la red cristalina Cj,;. La grafica interna
muestra el calor especifico total en la region cercana a T, = 88K, donde no se observa el
efecto de la anomalia que estd presente en el calor especifico bosénico, ya que tiene una
magnitud mucho menor a la comprendida por la escala mostrada. Pycuo)y = 6533.010,
Poyy = 18039.700.

La razon por la que no se aprecia anomalia alguna es porque la magnitud de
Cy /T bosénico se incrementa lentamente, a partir de temperaturas que van desde
pocos Kelvin aproximadamente 20K, dependiendo de la magnitud de las deltas, y a
que la magnitud del pico resultado de la CBE es de una magnitud muy pequena.
La magnitud de la anomalia en los datos experimentales, asi como el intervalo de
temperaturas a la que se produce, solo podria reproducirse con el modelo de KP si
Cy /T creciera rapidamente y la magnitud del pico fuera mucho més grande que los
mostrados en Fig. 4.13.
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Figura 4.16: Calor especifico calculado a T, = 88K en funcién de Fycy0), tal que la
temperatura critica del modelo de KP, para el par Fycuo)-Foy) es igual a T¢, i.e. los pares
corresponden a la curva T,./Ty = 0.176 mostrada en Fig. 4.10.
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Figura 4.17: Calor especifico de una muestra policristalina de YBCO con baja concentracién
de impurezas paramagnéticas. La figura interna inferior muestra la anomalia en el calor

especifico a T, [39] [40]
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha hecho un analisis del espectro de energias de particulas
cuanticas ideales dentro de un potencial periédico unidimensional del tipo de deltas
de Kronig-Penney, con una o dos deltas por celda unidad. Los espectros consisten de
series de bandas permitidas, que son energias que el sistema puede tomar, alternadas
con bandas de energia prohibidas. Para el caso de una delta por celda unidad, la
estructura es relativamente simple y ampliamente discutida en la literatura cientifica;
la estructura de las bandas es la mostrada en la Fig. 2.9. Para una separacion dada
entre las deltas, el ancho de las bandas permitidas y la separacion relativa entre ellas,
depende enteramente de un parametro: la intensidad Fy de las deltas. Cuando Py — 0
el espectro se vuelve continuo ya que las bandas permitidas se acercan y se recupera
el espectro de una particula en una caja infinita. Cuando Py — oo las bandas se
adelgazan hasta convertirse en lineas del espectro discreto de una particula en una
caja de ancho finito.

Para sistemas con dos deltas, discutido en detalle por primera vez aqui, la es-
tructura de bandas se vuelve mas compleja dado que depende de cuatro parametros
libres: las intensidades de las deltas, la separacion relativa entre ellas y el ancho de
la celda unidad. La variacién tunicamente de la intensidad de las deltas Py y Pag
influye directamente en la separacion relativa entre las bandas de energia permitidas
consecutivas, asi como en el ancho de las mismas. La distribucién de las bandas es
la siguiente: a mayor intensidad de las deltas las bandas se hacen mas angostas y se
separan mas una respecto a la otra, mientras que a menor intensidad se ensanchan
y tienden a juntarse. La complejidad de la estructura se debe principalmente a la
separacién relativa 35 entre deltas y al ancho a de la celda unidad. La separacion
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relativa 35 altera la estructura de tal forma que produce una simetria sobre ésta con
respecto a fJo = 0.5; es decir, que toda energia permitida satisface £(32) = &(1 — [32),
con A3 < 0.5 y el resto de los parametros fijos. La superficies de energia muestran
ademas maximos locales, en un niimero igual al nimero de la banda en la que se
encuentran: la primera banda tiene un maximo local, la segunda dos y la tercera tres,
como se puede ver en las Fig. 2.11 y Fig. 2.15. La aparicién de méaximos locales es
una consecuencia de la forma matematica de la relacion de dispersién. Sin embargo,
también estan fuertemente relacionados con la estructura de bandas del sistema en
los casos limites.

Al ser las deltas las que dan la estructura de capas al sistema, la forma de las
bandas depende de las intensidades relativas entre las deltas en la celda unidad.
En particular la forma de los maximos de cada banda cambia. Cuando la relacién
entre intensidades es constante, los maximos de las bandas son mas pronunciados
conforme la intensidad de las deltas crecen, hasta formar un espectro discreto donde
los maximos son picos cuando Py y Psg tienden a infinito, i.e., las bandas se convierten
en niveles. Bajo estas condiciones los maximos corresponden a la interseccion de los
niveles de energfa de una caja con ancho (sa y otra con ancho (1 — 35)a, tal como
lo muestra la Fig. 2.12. Para valores finitos de Pjg y Py, los maximos de cada banda
se producen en torno a los mismos valores de 35 correspondientes al caso con deltas
de intensidad infinita. Por otra parte, si una de las deltas se mantiene finita y la
otra crece indefinidamente el espectro es también discreto, pero aun asi los maximos
son suaves, en el sentido de que alli (0/903;) = 0 para la banda donde se haya el
maximo; ademas los niveles de energia nunca se intersectan. En el caso anterior ni
siquiera existe esta derivada, porque los puntos donde se intersectan dos niveles de
energia consecutivos, puntos dados por la Ec. (2.63), corresponden a la interseccién
de dos hipérbolas; los maximos se producen en dichos puntos, asi que se sigue que no
existe la derivada parcial de la energia respecto a (3.

Ademas de la estructura de bandas de los potenciales unidimensionales de KP
con una y dos deltas por celda unidad, también se han estudiado las propiedades
termodinamicas de sistemas de bosones entre capas simuladas con potenciales de KP
con una y dos deltas por celda unidad en una direccién mientras que son libres en
las otras dos direcciones, en especial la temperatura critica y el calor especifico. Para
sistemas con una delta por celda unidad la temperatura critica T,./Ty sélo depende de
dos parametros libres: el ancho de la celda unidad y la intensidad de las deltas. Los
resultados obtenidos indican que, para un ancho de celda unidad a/\, dado, T./T
es una funcién monotonamente decreciente de F,, hasta que en el limite Py — oo se
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hace cero. Esto es asi porque en este limite las barreras se hacen impenetrables y el
sistema pierde la tridimensionalidad que se recupera sélo en el limite de separacion
infinita entre las barreras. Este comportamiento se muestra en la Fig. 3.5b. Si se
mantiene la intensidad F, de las deltas fija, y se varia el ancho de la celda unidad,
la temperatura critica tiende a Ty en dos limites: a < A\g y a > \g. El primer limite
corresponde al caso en que la longitud de onda térmica del bosén es mucho muy
grande en comparacién con el ancho de la celda unidad; el segundo corresponde a
barreras de potencial tan separadas que dejan de tener efectos apreciables sobre la
dinamica de los bosones, por lo que el sistema se parece a un gas ideal de bosones
libres. Sin embargo, para valores intermedios de a/)\g la temperatura critica muestra
un minimo dependiente de la intensidad de las deltas: a mayor P la magnitud del
minimo disminuye y se desplaza a un valor menor de a/\q.

Por otra parte, se encontré que el calor especifico de bosones entre planos de
igual penetrabilidad e igualmente espaciados muestra una estructura no monétona
para temperaturas 7" mayores que 7,.. Como en el caso del gas ideal libre de bosones,
Cy muestra un pico a la temperatura critica, cambio abrupto que es atribuible a la
CBE. Para T < T,, y cuando a < \g y @ > Ay, Cy/Nkg es proporcional a T%2. El
efecto de la estructura de capas se refleja en que C'y no decrece monétonamente a su
valor clésico de 3/2 cuando T se hace muy grande. En cambio puede mostrar algunos
méximos y/o un minimo locales; la temperatura a la cual se producen estos méximos
y minimos depende del ancho de la celda unidad: a mayor ancho, la temperatura se
reduce y la magnitud del minimo decrece, tal como se aprecia con gran detalle en
Fig. 3.9.

El calor especifico y la temperatura critica de bosones entre bicapas peridédicas
son mas complejos que en sistemas con una delta. Esto es asi porque ahora se tienen
cuatro parametros libres en el caso de la temperatura critica, y cinco para el calor
especifico. No obstante, ciertos comportamientos de T, y Cy se conservan, bajo ciertas
restricciones. Asi, cuando la separacion relativa (35 y el ancho de la celda unidad se
mantienen fijos, T./Ty puede ser una funciéon monétonamente decreciente de Py y
Py, 0 quiza no: esto depende de la separacion relativa entre deltas, como se aprecia
en las Fig. 3.14a y Fig. 3.14b. Esta tltima figura muestra que el maximo de las
curvas T./Ty se incrementa a medida que las barreras tienden a estar igualmente
espaciadas, i.e., B, = 0.5, y cuando Py tiende a Pjg, lo que indica que el maximo es
resultado de que el sistema tiende a aquel con una delta por celda unidad bajo estas
condiciones especificas. En los casos en que el T,/Tj es una funcién monétonamente
decreciente de Pyy y Py, si s6lo una de ellas se mantiene constante y la otra se hace
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crecer indefinidamente es irrelevante: la celda unidad se convierte en una caja de
paredes infinitas y los bosones son forzados a desplazarse sobre un plano, asi que
no se condensan, por lo tanto el modelo predice que 7. — 0, como se ve en Fig.
3.12. Si se mantiene constante Py (0 bien Py) y (2, dejando T, /Ty en funcién del
ancho de celda unidad a/\g, la curva muestra un minimo para algin valor de a/\g
que depende tanto de Pjo(Pa) como de (35, y se desplaza a valores inferiores de
T./Ty y a/Xo cuando se incrementa la intensidad de las deltas. En el caso en que
se fijan Py y Ps, entonces T../Ty, también en funcién de a/\y, muestra un minimo
cuyo comportamiento es similar al caso anterior, sin embargo este minimo disminuye
primero a partir de 35 = 0 y después, a partir de cierto valor 35, se incrementa. Por
otra parte, para T.. /Ty en funcién de (35, se observa que la temperatura critica muestra
un méximo local a B3 = 0.5 para cualquier combinacién de Pjg, Py v a/Ag, 0 bien
se puede decir que se producen dos minimos locales: uno entre G, =0y G = 0.5y
otro entre By = 0.5 y B3 = 1.0, todos estos puntos correspondiendo a casos en que las
deltas estan igualmente espaciadas, tal como se muestra en Fig. 3.15a y Fig. 3.15b.
El efecto de a/)\g, cuando Pjg y Py se mantienen fijas, es el de alterar la diferencia
relativa entre los méximos y minimos: cuando a/\y — 0 la diferencia es pequena, se
incrementa a medida que la separacién aumenta, y después de alguna a/\y comienza a
disminuir nuevamente. Esto es debido a que en los casos limite a/A\g — 0y a/\g — 00
se tiene que T, /T tiende a la unidad, lo que hace que el efecto de la separacién relativa
entre barreras sea minimo. En el caso en que se mantiene constante a/X\g y Pio(Pao)
se obtienen los mismos maximos y minimos locales, se comportan de manera similar,
aunque la magnitud del méaximo siempre disminuye debido a que el incremente de
Pyo(Py) hace que la temperatura critica tienda a cero.

En lo que respecta al calor especifico de sistema con dos deltas por celda unidad,
la evolucién de este como funcién de la temperatura es aun mas compleja que en
sistemas con una delta. El pico en el calor especifico a la temperatura de transicion
T. se sigue presentando, y para temperaturas muy grandes Cy /Nkp tiende al valor
clésico 3/2. Sin embargo, para valores dados de Pjg, Pao y a/X\o pueden aparecer
uno o dos minimos locales en el calor especifico para temperaturas mayores a T.. La
presencia de més de un minimo depende especialmente de la separacion relativa, y
se produce cuando las deltas tienden a estar igualmente espaciadas, i.e., f5 = 0.5,
cuando el sistema se asemeja mas a uno con una delta por celda unidad. Este es el
comportamiento mas distintivo del calor especifico cuando se tienen dos deltas por
celda unidad. Si se varian los parametros del sistema, el calor especifico puede variar
de manera similar al del sistema con una delta: cuando se aumenta la separacion
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a/Ao, la temperatura a la que se producen los minimos disminuye; si se incremente
la magnitud de Pjo(Py), los minimos se extienden sobre un intervalo mas grande de
temperaturas.

Se ha aplicado nuestro modelo a dos sistemas fisicos cuya estructura geométrica
consiste de un arreglo de capas: peliculas de *He y al cuprato YBCO, que es un tipo
de superconductores de alta temperatura critica. E1 He es un bosén por lo que la
dindmica de las peliculas, asi como sus propiedades termodinamicas estan dadas por la
estadistica de Bose-Einstein. Los cupratos son compuestos ceramicos cuya transicion
al estado superconductor se debe al apareamiento entre electrones, lo cual lleva a la
produccién de pares de Cooper, que suponemos se comportan como bosones.

Las peliculas de “He estdn compuestas por varias monocapas atémicas, que pue-
den ir desde una o dos capas hasta varios cientos. El niimero de capas es importante
ya que las propiedades termodinamicas estan directamente relacionadas con este pa-
rametro. En particular, la temperatura critica de superfluidez en bulto T\ = 2.17K
cambia. Para modelar las peliculas se emplea nuestro modelo con una delta por cel-
dad unidad. La celda unidad consiste de una monocapa, pues es la estructura que se
repite periédicamente, las cuales tienen un grosor de aproximadamente a = 3.75A.
El parametro libre de nuestro modelo es la intensidad F, de las deltas. Al calcular
la temperatura critica del modelo con el ancho de la celda unidad dado, en funcién
de Py, se determiné una Py, = 36.34 que reproduce la temperatura critica 7). Una
vez determinada P, se calculd el calor especifico. Los resultados calculados muestran
que el pico en Cy debido a la CBE esta presente, pero la magnitud del pico, asi
como la tasa a la que cambia Cy es muy diferente a la que muestra la informacion
experimental.

En lo que respecta a la temperatura critica, se puede establecer una relacion
entre la intensidad de las deltas con el nimero de capas atomicas en una pelicula
de “He. Esta relacién parte del hecho de que T, ! depende linealmente de log(P, +
a), donde a es una constante, y de que los datos experimentales [34] muestran una
relacién lineal entre las temperaturas de transicion T}, v (n — 2)7!, donde n es el
nimero de monocapas de *He. Estas relaciones se muestran en Fig. 4.5 y en Fig.
4.6, respectivamente. Dado que, cuando n — oo se tiene que Tk_iik =T, 'y cuando
Py =36.34, T, = T), la relacién debe satisfacer que Py(n — oo) = 36.34. La relacién
que se obtuvo entre ambos pardmetros es Py(n) = 50.25e*%%/("=2) — 14.11. Desde
otra perspectiva, para cada Ty, se puede determinar una F, a partir de la relacion
entre Py y T.7!. Dado que para cada Ty, se conoce el correspondiente nimero de
monocapas, entonces se puede determinar la relacién entre Py y n mediante un ajuste
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numérico. La relacién obtenida por este método es Py = 32.34¢%8V/("=2),

El establecer una relacién entre Py y el nimero de capas de *He implica, hasta
cierto punto, relacionar un sistema ideal e infinito, como lo es nuestro modelo, con un
sistema real, finito y en el cual existen interacciones entre particulas. Es una propuesta
interesante, ademds, porque las interacciones en el sistema real se sustituyen por
interacciones con barreras de potencial en nuestro modelo.

También se ha modelado un HTS tomando como base las caracteristicas fisicas de
un cuprato muy importante: el YBCO. El modelo usado es el que tiene dos potenciales
delta por celda unidad, uno para al dtomo de itrio, Pyy) y otro para representar a
las cadenas de CuO, Fycuo), estando ambos planos igualmente espaciados, ya que la
distancia entre el itrio y las cadenas de CuO es la mitad del ancho de la celda unidad.
Estos dos parametros son los tnicos libres para el cuprato: la separacion relativa
By v el ancho de la celda unidad a estdn determinados por el cuprato: By = 0.5,
a = 11.68A. Asimismo, se han calculado las propiedades termodindamicas de interés:
temperatura critica y el calor especifico. A partir de los resultados numéricos se
puede constatar que las propiedades termodindmicas del sistema presentan cierta
simetria respecto a los valores de Pyyy) y Pocuo)- Esto es asi debido a la longitud
infinita del sistema que se estudia con el modelo de capas de KP, lo cual se refleja en
una relaciéon de dispersiéon que permanece invariante si se permutan las intensidades
de las deltas. La simetria se da a lo largo de la recta FPyy) = FPycuo)- Las curvas
de calor especifico revelan que, efectivamente, la CBE se produce para las parejas
de intensidades que satisfacen que T./T, = 0.176, es decir, la temperatura critica
experimental del YBCO. El fenémeno se refleja como picos en las curvas de calor
especifico, algo caracteristico de los sistemas de bosones. Los mayores valores de
Cyv/Nkp corresponden a intensidades en el intervalo de 2000 < Pycuoy, Poy)y <
30 000.

Cuando se grafico el calor especifico bosénico por unidad de temperatura, Cy /T en
funcién de la temperatura, para algunas de las parejas de Pyyy-Po(cuo), se noté que la
magnitud de éste resulté ser mucho menor en comparacion con el valor experimental,

que es aproximadamente Cvy,, /T.., = 1.39JK2mol ™!, pues el valor calculado es

exp
del orden de 0.1JK~2mol~!. Por lo tanto se hizo evidente la necesidad de incluir la
contribucion de la red cristalina al calor especifico total, el cual se calculé mediante
el modelo de Debye. Aunque después de sumar los calores especificos de la red mas la
parte de los pares de electrones pudimos identificar la transicién superconductora con
una transicién por CBE de los pares de Cooper, con una magnitud de un 20 % de error

respecto al valor experimental, las formas de las curvas calculadas y experimental
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sugieren que se necesita una mejora a nuestro modelo para que sus resultados sean
mas representativos de la informacién experimental.

Para entender las diferencias entre los calculos de nuestro modelo y los experimen-
tales, es importante reconocer las limitaciones que tiene el mismo. Nuestro modelo,
en primer lugar, no considera las interacciones entre los bosones. Esto es importante
ya que la aplicacién del modelo a las peliculas delgadas de *He desprecia interac-
ciones que existen entre los bosones de dichas peliculas. En cuanto a la aplicacion
a superconductores cupratos, el modelo considera las interacciones electrén-electron
solo para la formacién de pares de Cooper y que nos conduce a hacer la suposicion
importante: la existencia previa de pares de Cooper en el cuprato a la temperatura
Ty = 499.22K. A decir verdad, esta suposicién es poco realista ya que los pares de
Cooper pueden romperse, o no formarse, a esta temperatura tan alta; el calculo se
debiod hacer considerando que sélo una fraccion de electrones participa en la supercon-
ductividad, i.e, se aparéa formando pares de Cooper. Una menor fraccién implica una
temperatura de Fermi menor, y al mismo tiempo una 7 mas pequena y mas realista.
El modelo merece ser mejorado en este aspecto. El calculo del calor especifico total
considera unicamente la aproximacion armoénica usando la expresién de Debye, la cual
es inexacta ya que existe una contribucién anarménica [41] que lo modifica. El uso
de una relacion de dispersion lineal para las energias de los bosones se puede tomar
como una posible mejora, ya que un gas de bosones bidimensional puede condensarse
siempre y cuando tenga una relacién lineal energia-momento. Por tltimo, no discu-
timos mecanismo alguno por el cual se formen pares de Cooper dentro del cuprato,
es decir, partimos de la existencia de los pares de Cooper independientemente del
mecanismo microscopico que los genere.

La aplicacién de nuestros resultados para el gas de bosones entre capas, para mo-
delar sistemas reales como peliculas de helio 4 y cupratos, nos lleva a concluir que
es més adecuado para modelar peliculas de *He que para modelar cupratos: pudimos
reproducir la temperatura critica experimental de las peliculas en funcion del nimero
de monocapas, variando la impenetrabilidad P, de nuestro modelo. Ademas, es in-
teresante la manera en que se relacioné un sistema finito y con interacciones como son
las peliculas de *He con un sistema infinito sin interacciones, pero bajo la influencia
de un potencial delta periddico. Es un buen modelo para representar cualitativamente
la dindmica de un sistema de bosones periddico con pocos parametros, pero requiere
mejoras si se pretende emplear para modelar sistemas mas complejos y, por supuesto,
para analisis cuantitativos.
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Apéndice A

Polilogaritmos

La funcién polilogaritmo es una funcién especial definida por la suma
gs(z> - Z l_s (Al)
1=1

Esta definicién es valida para todos lo nimeros complejos s y z tal que |z| < 1.
Fuera de este rango puede ser definida a través del método de extension analitica
[42]. Para el caso en que s = 1, el polilogaritmo se reduce al logaritmo natural, pues
g1(z) = —In(1 — 2)

Los polilogaritmos tienen la propiedad de generar otros polilogaritmos al integrar-
los o derivarlos, de acuerdo a la férmula

gs+1(2) = /OZ i du (A.2)

u

lo cual tiene como consecuencia que

d

Z%Qs-&-l(z) = gs(z) (A3)

Los polilogaritmos aparecen en el campo de la Fisica Estadistica en forma integral a
partir de la integracién de la ecuacién del ntimero de particulas de un gas ideal de
bosones. Bajo esta forma son conocidos como las Funciones de Bose-Einsten [31], y
estan definidas como

gu(z) = F(lv) /000 zi;_— 1d:v (A.4)
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donde T'(v) es la funcién Gamma de Euler. Estas funciones sélo convergen para
Re(v)> 0y |z|] < 1. Cuando z = 1 la funcién polilogaritmo se reduce a la fun-
cién Zeta de Riemann, cuya definicion es

= 1

()= (4.5)

n=1
Esta definicién es vélida para Re(s) >1 de acuerdo con definicién de g4(z), y también
se puede extender fuera de ese rango por extension analitica.
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Apéndice B

Metodos de Integracién Numérica

En cursos de Calculo el concepto de integral se ensena a través de las sumas de
Riemann, de tal manera que el concepto geométrico de la integral queda claramente
establecido. Posteriormente, se pide aplicar esta formulacién para calcular una apro-
ximacién numérica de una integral mediante un programa, con el fin de comparar
resultados. Los algoritmos para implementar estas sumas tienen algo en comun: exi-
gen dividir el intervalo de integracion en subintervalos igualmente espaciados, i.e.
emplear puntos igualmente espaciados. La regla del Trapecio y la regla de Simpson
siguen esta pauta.

Aunque estos métodos son muy faciles de implementar no son usados como una
herramienta de trabajo por los investigadores. Esto es asi porque existen mejores
técnicas para calcular integrales que ofrecen una mayor precision y exactitud por
menos esfuerzo. Dos de particular interés son la Cuadratura de Gauss-Legendre y la
Cuadratura Tanh-Sinh.

B.1. Cuadratura de Gauss-Legendre

La cuadratura de Gauss-Legendre [43] pertenece a una clase de técnicas de integra-
cién numérica, llamada Cuadratura Gaussiana. Este tipo de técnicas se caracterizan
porque aproximan la integral definida de una funcién mediante una suma ponderada
de valores de la misma funcién evaluados en puntos especificos dentro del intervalo
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de integracion. Es decir,
1 n
f(z)dr ~ szf(xz) (B.1)
-1 i=1

donde los valores w; son los factores de peso y x; son las abscisas dentro del intervalo
de integracién. La eleccion de los pesos y abscisas depende enteramente del tipo de
regla de cuadratura empleada y, a diferencia de otros métodos de integracién, las
abscisas no estan igualmente espaciadas.

Por definicién, Ec. (B.1) solo es aplicable para integrales sobre el intervalo (—1,1).
Para integrales sobre intervalos arbitrarios se emplea el cambio de variable

(b a)t2+ (b—a) 5.

mediante el cual f; f(x)dx se convierte en

/abfu)dx—”;a/_lf((b+a)t2+<b_a))dt o

1

Por lo tanto, para evaluar una integral sobre un intervalo arbitrario se emplea la
siguiente féormula:

n

/a ' fla)da ~ b;a;wzf (@”)ti; <b_a))dt .

Como se ve, bajo el cambio de variable los factores de peso sufren un rescalamiento
igual a (b— a)/2, mientras que los valores t; son las abscisas que yacen en el intervalo
(—1,1).

La Cuadratura de Gauss-Legendre de n puntos aproxima la integral de una funcién
tomando como abscisas a las n raices del Polinomio de Legendre de grado n, P,(z),
y una serie de pesos dados por

2(1 —z2)

Y PP (@) 9

Esta técnica es muy efectiva para calcular integrales de funciones acotadas y conti-

nuas, y requiere de muy pocos pares abscisa-peso para garantizar una gran precision.
Sin embargo, no es un método recomendable para funciones con singularidades en los
extremos del intervalo de integracién o que oscilen continuamente; si se aplica este
esquema a este tipo de funciones, un incremento en el niimero de pares abscisa-peso
no implica a una mejor aproximacion [44]. Para este tipo de integrales, se emplean
otro tipo de técnicas, especialmente la Cuadratura Tanh-Sinh.
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B.2. Cuadratura por transformacion exponencial doble

B.2. Cuadratura por transformacién exponencial
doble

La Cuadratura por transformacién doble exponencial [45], cominmente conocida
como Cuadratura Tanh—Sinh, aproxima la integral definida de f(x) de la siguiente

manera
o)

/_ )z 3 wnf(m) (B.6)

n=—oo

Las abscisas y pesos que se emplean para calcular la Ec. (B.6) estan dados por
z, = tanh(3 sinh(nh)) (B.7)

o — shm cosh(kh)
COShQ(%TF sinh(nh))

donde h es un factor arbitrario en principio, pero que debe ser muy pequeno para

(B.8)

asegurar que la aproximacion de la integral sea lo suficientemente precisa. Si el in-
tervalo de integracion se extiende mas alld de (—1,1) se aplica el cambio de variable
z=[(b+a)t+ (b—a)]/2, senalado en Ec. (B.3), lo que aproxima a f; f(z)dz por

/abf(x)dx% b;a 3 wnf<(b—a)tn2+ (b—a)) (B.9)

n=—oo

donde, a diferencia de la Cuadratura de Gauss—Legendre, el niimero de pesos y absci-
sas es infinito. Por supuesto que no es posible calcular un niimero infinito de abscisas
y pesos, asi que el nimero de estos se tiene que limitar en funcién de la precision y
exactitud de la aproximacién de la integral, o bien simplemente escogiendo un niimero
maximo.

La razén por la que la cuadratura Tanh-Sinh puede dar resultados exactos para
funciones con singularidades en los extremos del intervalo de integracion y la cuadra-
tura de Gauss-Legendre no, es que la primera tiende a concentrar los pares abscisa-
peso sobre los extremos del intervalo, lo que garantiza que hay muchos puntos cerca
de la singularidad para cuantificar correctamente el efecto de estas sobre la integral.
Esto se debe a la rapida convergencia de la ecuacién Ec. (B.7). En cambio la cuadra-
tura Gauss-Legendre, aunque tampoco genera abscisas uniformemente distribuidas
en el intervalo de integracion, no concentra las abscisas sobre algin punto en par-
ticular. Luego entonces su capacidad para aproximar este tipo de integrales es muy
pobre. Sin embargo, para funciones acotadas generalmente ofrece una mayor precision
y exactitud empleando menos pares abscisa-peso que la cuadratura Tanh-Sinh.
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Apéndice C

Cddigo fuente de aplicacion

C.1. Funcion que inicializa el sistema de bosones

newBosonSystemDP [] := Module|
{BosonSystem , digitsPrec, systemEnergies, CriticalTemp},

BosonSystem [”PrecisionFirstBand”] = 80;
BosonSystem [”QuadNodes”] = getQuadNodesDP [80];
BosonSystem [ ”ExpMaxArgument”] = 10000;

Return|[BosonSystem | ;

E

C.2. Funcion que establece los parametros del sis-

tema de bosones

Attributes [setParamsBosonSystemDP|] = {HoldFirst };
setParamsBosonSystemDP [ BosonSystem_, Perm_, Pos_, ra_, maximumBands_,
verbose_: False, warnings_: True| := Module|

{numberOfAtoms, \[Gamma]},
numberOfAtoms = Length[Perm];

BosonSystem [ "numAtoms”]| = numberOfAtoms;

\[Gamma] = 1/(4 \[Pi]) (1/ra)"2;

BosonSystem [ 7\ [Gamma] ”] = SetPrecision [\ [Gamma], Infinity];
BosonSystem [ ”’maxBands”| = maximumBands;

BosonSystem [”dsrel” |[s_, t_, j_] :=
makeDsrFuncDP [ SetPrecision [Perm, Infinity],
SetPrecision [Pos, Infinity], SetPrecision|ra, Infinity], s, t,
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j, numberOfAtoms | ;

BosonSystem [”FirstBandRescaled”] = False;
BosonSystem [”RescalingFactor”] = 1;

BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] = 1;
BosonSystem [?”BandLimitsCalculated”] = False;
BosonSystem [ ”ShowMessages”] = verbose;
BosonSystem [”ShowInternalWarnings”] = warnings;
BosonSystem [”Energies” | [ ’BandMinimals”] = {};
BosonSystem [”Energies” ] [ ’BandMaximums”| = {};
BosonSystem [”Energies” ][ ”Base”] = 0;
BosonSystem [”Energies” ][ ?FirstBand”] = {};
BosonSystem [ ”Energies” ][ ”FirstBandGL”] = {};
BosonSystem [”Energies” ][ ”RestBands”] = {};
BosonSystem [?DeltaEnergies” ][ ”FirstBand”] = {};
BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ?FirstBandGL”| = {};
BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”"RestBands”] = {};

15

C.3. Funcion generadora de los pesos y abscisas

para la cuadratura

getQuadNodesDP [ prec_] := Module]

{quadDigitsPrec, quadPrec, quadGLinitPrec, m, h, \[Delta],

nodesTS, nodesGL,

k, t, x, xk, wk, tanhRoots, tanhWeigths, legPolyDegree, n,

gaussRoots ,
gaussWeigths , quadNodes, quadRoots, quadWeigths,
totalNodesGL, \[Delta]limit },

(* Aqui calculamos los

puntos y pesos de cuadratura de la primera banda,
por cuadratura Tanh—Sinhx)

m = 4;

h = 27(—m);

\[Delta] = $MachineEpsilon;

quadDigitsPrec = Round|prec];

nodesTS = {};

totalNodesGL = 12;

For[k = 0, k <= 20*%2"m , k++,

t = hxk;

xk = N[Tanh[\[Pi]/2 * Sinh[t]], quadDigitsPrec];
If [Abs[xk — 1] <= \[Delta] , Break]]];
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C.4. Funciones generadoras de la relacion de dispersién y sus derivadas

wk = N[\ [Pi]/2 Cosh[t]/Cosh[\[Pi]/2 Sinh[t]]"2, quadDigitsPrec];

nodesTS = Append|nodesTS, {xk, wk}];
nodesTS = Append[nodesTS, {—xk, wk}];

|k

nodesTS = Drop[nodesTS, 1];
(xtanhRoots=Map[#[[1]]& ,nodesTS];
tanhWeigths = Map[#[[2]]6 ,nodesTS ]; *)

(x* Ahora calculamos los pesos de cuadratura para el resto de las \
bandas, por

quadratura Gauss—Legendrex)

(xlegPolyDegree = 8%2"m; )

legPolyDegree = totalNodesGL;

n = legPolyDegree;

quadGLinitPrec = quadDigitsPrec + 30;

gaussRoots =

x /. NSolve[LegendreP [n, x] = 0, x,

WorkingPrecision —> MachinePrecision |;
(x gauss Weigths =Map[(2(1—#"2))/((n+1)LegendreP [n+1,#]) 26,
gaussRoots ]; )

nodesGL =

Map[{#, (2 (1 — #°2))/((n + 1) LegendreP[n + 1, #])"2} &,
gaussRoots |;

quadNodes ["TS”] = Sort[nodesTS];

quadNodes ["GL”] = Sort [nodesGL];

quadNodes [”Step”] = h;

Return|[quadNodes | ;

} ’

C.4. Funciones generadoras de la relacién de dis-
persion y sus derivadas

makeDsrDiffSetFuncDP [ BosonSystem_, v_] :=
Module[{ dsrel , dsrel0, dsrelSet, na},
dsrel = BosonSystem[”dsrel”];
dsrel0 = dsrel[v, 0, 0];
na = BosonSystem [ ’numAtoms” ] ;
dsrelSet = Map[D[dsrel0, {v, #}] &, Range[na — 1]];
Return[dsrelSet |;

I;

makeDsrFuncDP [perm_, pos_, ra_, v_, t_, m_, natoms_] := Module]|
{dsrel, FCR, rt, combsSet, ncomb, indexSet, indexLen,
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i, k, i1, irt, ik, ikl, rtTerm, irtTerm, indx},

dsrel = Cos|[v];
FCR = ra ;

For[rt = 1, rt <= natoms, rt += 1,
combsSet = Subsets[Range[natoms], {rt}];
ncomb = Length[combsSet |;
rtTerm = 0;

For[i = 1, i <= ncomb, i++,
indexSet = combsSet [[1]];
indexLen = Length[indexSet];
il = indexSet [[1]];

irt = indexSet [[rt]];
irtTerm = perm[[irt ]]*FCRxSin[(1 — pos[[irt]] + pos[[il]])*Vv];
indx [k_] := indexSet[[k]];

For[k = 1, k < indexLen, k 4+= 1,

ik indx [k];
ikl = indx[k + 1];
irtTerm = perm [[ik ]]*FCR«Sin [(pos[[ikl]] — pos[[ik]])*v] ;

E

rtTerm 4= irtTerm;

Is
rtTerm = (—1)"rt (2°(rt — 1)) /v rt ;
dsrel 4= rtTerm;

} ’

dsrel += (-1)"(m + 1) Sin[(\[Pi] t)/2];
Return|dsrel ];

I;

C.5. Funciéon que determina los limites de cada

banda permitida

Attributes [getBandLimitsDP] = {HoldFirst };
getBandLimitsDP [ BosonSystem_] := Module]|

{h, s, v, i, j, k, maxBands, numAtoms, dsr0, dsr0diff, dsrO0diffSet ,

dsrel , dsrOlast, zero, zerosOut, zerosln, actualZeros, actualDsr0,

zerosDsr0, digitsPrecFirstBand , zk, zkl,

systemFindEnergy , energyFirstBand, energyFirstBandGL, findEnergy,

bandMinimums, bandMaximums, findBandMinimums, findBandMaximums,

findEnergyInBand , systemEnergies, energyBase, \[Alpha],

solver , \[Gammal0

minimumFirstBand , maximumFirstBand, defaultPrec},
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C.5. Funcién que determina los limites de cada banda permitida

dsrel = BosonSystem[”dsrel”];
maxBands = BosonSystem [ ”maxBands” |;
numAtoms = BosonSystem [ ’numAtoms” ] ;

digitsPrecFirstBand = BosonSystem [”PrecisionFirstBand”|;
\ [Gamma] 0 = BosonSystem [”\ [Gamma]” | ;
defaultPrec = $MachinePrecision*3;

systemFindEnergy [t-, m_, x0_, method_, workingPrec_: defaultPrec] :=
If [VectorQ[x0] && Length[x0] = 2,
If [StringLength [method] != 0, solver = method, solver = ”"Brent”];
Return[(\[Alpha] /. FindRoot[dsrel [\[Alpha], t, m],

{\[Alpha], xO[[1]], xO[[2]]},
WorkingPrecision —> workingPrec, MaxIterations —> 200])];

Return [ (\[Alpha] /. FindRoot[dsrel [\[Alpha], t, m],
{\[Alpha], x0}, WorkingPrecision —> workingPrec,
MaxIterations — 200])];

5

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print[”_________________ 715
Print[” Calculating Energy Bands_Limits...”];

I;

If [numAtoms > 1,

dsr0 = dsrel[s, 0, 0];

dsr0diff[u_] := makeDsrDiffSetFuncDP [BosonSystem, u];
dsr0diffSet = dsr0diff[s];

dsr0last = dsr0diffSet [[numAtoms — 1]];

h = 0.5;

v = h;

i =1
zerosOut = {};
zerosIn = {};

While[j <= (maxBands + numAtoms — 1),
If[(dsrOlast /. s —> v)*(dsrOlast /. s —> (v 4+ h)) < 0,
zero =
s /. FindRoot[dsr0Olast , {s, v, v + h}, Method —> ”Brent”,
WorkingPrecision —> defaultPrec];

zerosIn = Append|zerosIn, zero];
=1
I
v += h;
I
(* La k—1 derivada de la relacidn de dispersidn siempre tiene un \
cero en s = 0

si el numero k—1 es impar.
Al ser asi agregamos s = h al conjunto de ceros. x)
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63 If[(—1)" (numAtoms — 1) < 0, zerosIn = Prepend[zerosIn, h]];
64 zerosOut = Append|zerosOut, zerosln |;

65 zerosIn = Drop|zerosln, Length[zerosIn]|];

66

67 (x* Aqui comenzamos a buscar los ceros de las derivadas de la \
68 | relacion

69 de Dispersion, empleando los ceros de la (k—1)—esima derivada.x)
70

71 For[i = 1, i < numAtoms — 1, i++,

72 actualZeros = zerosOut [[i]];

73 actualDsr0 = dsrOdiffSet [[numAtoms — 1 — i]];

74

75 For[k = 1, k <= Length[actualZeros| — 1, k++,

76 zk = actualZeros [[k]];

7 zkl = actualZeros [[k + 1]];

78 zero =

79 s /. FindRoot[actualDsr0, {s, zk, zkl}, Method —> ”Brent”,
80 WorkingPrecision —> defaultPrec|;

81 zerosIn = Append|zerosIn, zero];

82 Is

83

84 (x8i la k—1—i—

85 esima derivada de la relacidn de dispersidon es impar,

86 entonces tiene un cero en s=h.

87 Por lo tanto se agregax)

88 If[(—1)" (numAtoms — 1 — i) < 0, zerosIn = Prepend[zerosIn, h]];
89 zerosOut = Append|zerosOut, zerosln];

90 zerosIn = Drop[zerosIn, Length[zerosIn]];

91 Is

92 zerosOut ;

93

94 (*

95 | =x)

96 (* Aqui comenzamos a buscar los ceros de la relacion de \
97 | Dispersion ,

98 empleando los ceros de la (k—1)—esima derivada. *)
99 (*

100 |\

101

102

103 actualZeros = zerosOut [[Length|[zerosOut |]];

104 actualDsr0 = dsr0;

105 For[k = 1, k <= Length[actualZeros]| — 1, k++,

106 zk = actualZeros [[k]];

107 zkl = actualZeros|[[k + 1]];

108 zero =

109 s /. FindRoot[actualDsr0, {s, zk, zkl}, Method —> ”Brent”,
110 WorkingPrecision —> $MachinePrecision x3];

111 zerosIn = Append|zerosln, zero];

112 IE

113 zerosDsr0) = zerosln;

114
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C.5. Funcién que determina los limites de cada banda permitida

115 (*

116 En este punto ya se han encontrado los ceros de la relacion de \
117 | Dispersion * )

118 BosonSystem [ ”ZerosDSR0”] = zerosDsr0; (*
119 Zeros de la Relacidn de Dispersidn x)

120

121 minimumFirstBand =

122 systemFindEnergy[—1, 1, zerosDsr0[[1]], ”Newton”,

123 digitsPrecFirstBand|"2;

124 maximumPFirstBand =

125 systemFindEnergy [1, 1, zerosDsr0[[1]], ”Newton”,

126 digitsPrecFirstBand | 2;

127

128 findBandMinimums [k_] :=

129 systemFindEnergy[—1, k, zerosDsr0[[k]], ”"Newton”]"2;
130 findBandMaximums [k_] :=

131 systemFindEnergy [1, k, zerosDsr0[[k]], ”"Newton”]"2;
132

133 bandMinimums =

134 Map|findBandMinimums, Range[2, maxBands]]; (*
135 Limites inferiores de todas las bandas x)

136 bandMaximums =

137 Map| findBandMaximums ,

138 Range[2, maxBands]]; (*

139 Limites superiores de todas las bandas x)

140

141 bandMinimums = Prepend [bandMinimums, minimumFirstBand];
142 bandMaximums = Prepend [bandMaximums, maximumFirstBand];
143 ,

144 (*

145 | %)

146 ( —

147 Comienza la parte para sistemas monoatomicos ======= x)
148 (*

149 | %)

150

151 minimumFirstBand =

152 systemFindEnergy[—1, 1, {(1/2) \[Pi], \[Pi] }, ”"Newton”,
153 digitsPrecFirstBand] " 2;

154 maximumFirstBand =

155 systemFindEnergy [1, 1, {(1/2) \[Pi], \[Pi] }, ”"Newton”,
156 digitsPrecFirstBand] " 2;

157

158 bandMinimums =

159 Map|[systemFindEnergy[—1, #, {(# — 1/2) \[Pi], # \[Pi] },
160 ”Secant”]"2 &, Range[2, maxBands]];

161 bandMaximums =

162 Map|systemFindEnergy [1, #, {(# — 1/2) \[Pi], # \[Pi] },
163 ?Secant”]"2 &, Range[2, maxBands]];

164 bandMinimums = Prepend [bandMinimums, minimumFirstBand ];
165 bandMaximums = Prepend [bandMaximums, maximumFirstBand];
166 l;
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C. CODIGO FUENTE DE APLICACION

BosonSystem [”Energies” ] [ ?’BandMinimals”] = bandMinimums;
BosonSystem [ " Energies” | [ "BandMaximums”| = bandMaximums;
BosonSystem [”Energies”][”Base”] = bandMinimums [[1]];

(* BosonSystem [” Energies ”] = systemEnergies;*)

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print [”Done._Energy, Band_limits_have_been_calculated.
Prlnt[”\lll\||||\lll\llll\|||\||||\lll\llll\|||\||||\|||\||||”]'

}7
B

C.6. Funcion que determina energias para cada
banda permitida, en funcién de las abscisas
de la cuadratura

Attributes[getEnergiesDP] = {HoldFirst };
getEnergiesDP [BosonSystem_, Temperature_: 1, ChemPot_: Infinity,
ToBand_: 0] := Module|
{maxBands, numAtoms, dsrel, digitsPrecFirstBand,
systemFindEnergy , energyFirstBand, energyFirstBandGL, findEnergy,
bandMinimums, bandMaximums, findBandMinimums, findBandMaximums,
findEnergyInBand , energyNoFirstBand ,
(x systemEnergies ,*) energyBase,
quadNodes, tanhAbsc, gaussAbsc,
\[Alpha ,
solver , \[Epsilon]0, \[Epsilon]01, \[CapitalDelta]EFirstBand,
diffEext , \[CapitalDelta] ERestBands, restBands,
\[CapitalDelta ] EMinimums, \[CapitalDelta]EFirstBandGL,
notZeroslstBand , t0,
\ [Gammma]0 , EffectiveBands, BandsCalculated ,
LimitBand, ArgumentMaximums, ExpArgsFirstBand, Temp},

dsrel = BosonSystem[”dsrel”];
maxBands = BosonSystem [ "maxBands” | ;
numAtoms = BosonSystem [ ’numAtoms” ] ;

digitsPrecFirstBand = BosonSystem [”PrecisionFirstBand” |;
\ [Gammma] 0 = BosonSystem [ 7\ [Gamma] ” ] ;

systemFindEnergy [t-, m_, x0_, method_,

workingPrec_: MachinePrecision] :=
If [VectorQ[x0] && Length[x0] = 2,
If [StringLength [method] != 0, solver = method, solver = ”Brent”];

Return[(\[Alpha] /. FindRoot[dsrel [\[Alpha], t, m],
{\[Alpha], xO[[1]], xO[[2]]},
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C.6. Funcion que determina energias para cada banda permitida, en funcién de las
abscisas de la cuadratura

WorkingPrecision —> workingPrec, MaxIterations —> 200])];

Return[(\[Alpha] /. FindRoot[dsrel [\[Alpha], t, m],
{\[Alpha], x0}, WorkingPrecision —> workingPrec,
MaxIterations —> 200])];

E

quadNodes = BosonSystem [”QuadNodes” |;
tanhAbsc = Map[#[[1]] &, quadNodes[”TS”]];
gaussAbsc = Map[#[[1]] &, quadNodes|[”GL”]];

If [BosonSystem [”BandLimitsCalculated”] = False,
getBandLimitsDP [ BosonSystem ] ;

BosonSystem [?”BandLimitsCalculated”] = True;

I

(x systemEnergies = BosonSystem [”Energies ”];
bandMinimums =systemEnergies [” BandMinimals "] ;
bandMazimums = systemEnergies [”BandMazimums”];
\[Epsilon]0 = systemEnergies [”Base”]; *)

bandMinimums = BosonSystem [”Energies” ][ ”BandMinimals” | ;
bandMaximums = BosonSystem [”Energies” ][ ”BandMaximums” | ;
\[Epsilon]0 = BosonSystem |[”Energies”][”Base”];

If [ChemPot = Infinity ,
\[Epsilon]01 = BosonSystem|[”Energies”][”Base”];

\[Epsilon]01 = ChemPot;

b

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print[”___________ 71
Print[” Calculating  Energies _for_System...”];

I;

Temp = If[Precision|[Temperature] = Infinity ,
Temperature ,
SetPrecision|[Temperature, Infinity |

E

If [ToBand < 1,
If [maxBands =— 1,
LimitBand = EffectiveBands = 1
ArgumentMaximums =
Select [\ [Gamma|0 (Drop|[bandMaximums, 1] — \[Epsilon]01)/
Temp, # <= BosonSystem [”ExpMaxArgument”] &];
EffectiveBands =
1 + Length]|
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82 Select [Log[N[1 — Exp[—ArgumentMaximums]]], # != 0 &]];
83 LimitBand = EffectiveBands;

84 Is

85 ,

86

87 LimitBand = EffectiveBands = ToBand;

88

89 If [LimitBand > maxBands,

90 If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,

91 Print |

92 ?Cannot_calculate_energies _for _more_bands_than_the maximum,_\
93 | specificated . Calculations

94 | _oooowill_be_truncated_up_the_last_band.”];

95 I;

96

97 LimitBand = EffectiveBands = maxBands;

98 I;

99

100 1;

101

102 If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,

103 Print [”Efective_Bands:_”, EffectiveBands];

104 E

105

106 BandsCalculated = BosonSystem[”EnergyBandsCalculated”];
107

108 If [BandsCalculated = 1,

109 (* systemEnergies ["RestBands”] = {};%)

110 BosonSystem [ ”Energies” ][ ”"RestBands”] = {};

111 BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”RestBands”]| = {};

112 E

113

114 If [numAtoms > 1,

115 (x* Aqui comienza el cdlculo de las energias en cada banda para \
116 | sistemas poliatdmicos )

117 findEnergyInBand [k_] :=

118 Meap|

119 systemFindEnergy [#,

120 k, {Sqrt[bandMinimums|[[k]]], Sqrt[bandMaximums|[[k]]] },
121 ”Secant”]"2 &, gaussAbsc];

122 energyNoFirstBand =

123 Map| findEnergyInBand ,

124 Range[BandsCalculated + 1,

125 LimitBand ]]; (*

126 Energias del resto de las bandas x*)

127

128 energyFirstBand =

129 Map|

130 systemFindEnergy [#,

131 1, {Sqrt[bandMinimums[[1]]], Sqrt[ bandMaximums[[1]]] },
132 7?Secant”, digitsPrecFirstBand]"2 &, tanhAbsc]; (*
133 Energias de la primera banda *)
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C.6. Funcion que determina energias para cada banda permitida, en funcién de las
abscisas de la cuadratura

energyFirstBandGL =
Map|
systemFindEnergy [#,
1, {Sqrt[bandMinimums[[1]]], Sqrt[bandMaximums|[[1]] ]},
”?Secant”]"2 &, gaussAbsc]; (*+ Energias de la primera banda,

utiles en algunos casos %)

\[CapitalDelta ] EFirstBand =
Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyFirstBand]; (*
Diferencia entre energias de la primera banda y del estado basex)

\
\[CapitalDelta] EFirstBandGL =
Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyFirstBandGL ];
(x* ExzpArgsFirstBand = Select [\ [Gamma]0 (
energyFirstBand— \[Epsilon]01)/Temp, #<=BosonSystem [
"ExpMazArgument ] &];x)
If [Log]
N[1 — Exp|[—\[Ganmma]0 bandMaximums[[1]]/Temp |,
digitsPrecFirstBand ]] = 0,
notZeroslstBand =
Length |
Select [Log|
N[1 — Exp[—((\[Ganma]0x\[CapitalDelta ] EFirstBand)/Temp) |,
digitsPrecFirstBand]], # != 0 &]];
If [notZeroslstBand < Length|[tanhAbsc],
t0 = tanhAbsc [[notZeroslstBand]];
energyFirstBand =
Map|
systemFindEnergy [((t0 + 1)s# + (t0 — 1))/2,
1, {Sqgrt[bandMinimums [[1]]], Sqrt[bandMaximums[[1]]]},
”?Secant”
digitsPrecFirstBand]"2 &, tanhAbsc];
BosonSystem [”RescalingFactor”] = (t0 + 1)/2;
BosonSystem [”FirstBandRescaled”] = True;
I
I
(* ====Termina la parte del If,
para sistemas de 2 o mas atomos====x)
(*
“)
(¥ =————=
Comienza la parte para sistemas monoatomicos ======= x)

(* Rutina para cacular las energias en todas las bandas ezcepto \
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la primera =)
findEnergyInBand [k_] :=
Map|
systemFindEnergy [#, k, {(k — 1/2) \[Pi], k \[Pi] },
”Secant”]"2 &, gaussAbsc];
energyNoFirstBand =
Map| findEnergyInBand , Range[BandsCalculated + 1, LimitBand]];

(* Rutina para cacular las energias en la primera banda x)
energyFirstBand =
Map|
systemFindEnergy [#, 1, {1/2, \[Pi] }, ”Secant”,
digitsPrecFirstBand]"2 &, tanhAbsc];
energyFirstBandGL =
Map|systemFindEnergy[#, 1, {1/2, \[Pi] }, ”Secant”] 2 &,
gaussAbsc];

\[CapitalDelta] EFirstBand =

Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyFirstBand ];
\[CapitalDelta ] EFirstBandGL =

Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyFirstBandGL ];
(% \ [Gamma]0 = BosonSystem [”\ [Gamma]”]; *)

If [Log]|
N[1 — Exp[—\[Gamma]0 bandMaximums[[1]]/Temp ]|,
digitsPrecFirstBand]] = 0,

notZeroslstBand =
Length |
Select [Log]
N[1 — Exp[(—\[Gamma]0x*\[CapitalDelta] EFirstBand)/Temp ],
digitsPrecFirstBand]], # != 0 &]];

If [notZeroslstBand < Length[tanhAbsc],
t0 = tanhAbsc [[notZeroslstBand]];

energyFirstBand =
Mp|
systemFindEnergy [((t0 + 1)x# + (t0 — 1))/2, 1, {1/2, \[Pi]},
7?Secant”, digitsPrecFirstBand]"2 &, tanhAbsc];
BosonSystem [”RescalingFactor”] = (t0 + 1)/2;
BosonSystem [”FirstBandRescaled”] = True;

)

BosonSystem [”RescalingFactor”] = 1;
BosonSystem [”FirstBandRescaled”] = False;
B

BosonSystem [”RescalingFactor”] = 1;
BosonSystem [”FirstBandRescaled”] = False;

E
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C.6. Funcion que determina energias para cada banda permitida, en funcién de las
abscisas de la cuadratura

B

(* En este punto las energias de la primera banda posiblemente han \
sido recalculadas, asi que

hay que volver a calcular las diferencias de energia x)
If [BosonSystem [”FirstBandRescaled”] = True,
\[CapitalDelta | EFirstBand =

Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyFirstBand];
\[CapitalDelta ] EFirstBandGL =

Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyFirstBandGL |;

5

restBands = Length[energyNoFirstBand ];
diffEext [k_] := Map[(# — \[Epsilon]0) &, energyNoFirstBand [[k]]];
\[CapitalDelta] ERestBands = Map|[diffEext , Range[restBands]];

(x systemEnergies [”FirstBand”] = energyFirstBand;

systemEnergies [”FirstBandGL 7] =energyFirstBandGL ;

systemEnergies [”RestBands ”] = Union[systemEnergies[”RestBands”],
energyNoFirstBand ] ; *)

BosonSystem [”Energies” ][ ”FirstBand”] = energyFirstBand;
BosonSystem [”Energies” ][ ?FirstBandGL”] = energyFirstBandGL;
BosonSystem [”Energies” ][ ”RestBands”] = Union]|

BosonSystem [”Energies” ][ ”RestBands”], energyNoFirstBand

I;

BosonSystem [”DeltaEnergies” ]|

"FirstBand”] = \[CapitalDelta] EFirstBand;
BosonSystem [”DeltaEnergies” ||

"FirstBandGL”] = \[CapitalDelta]EFirstBandGL;
BosonSystem ["DeltaEnergies” ][ "RestBands”]| =
Union [BosonSystem [”DeltaEnergies” ||

"RestBands”], \[CapitalDelta] ERestBands];

(* BosonSystem [” Energies ”] = systemEnergies; )

If [BandsCalculated > LimitBand,

BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] = BandsCalculated;
BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] = LimitBand;
I

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,

Print [ ”Bands_Calculated:_”, BosonSystem|[”EnergyBandsCalculated”]];
Is

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print [”Done. _Band_Energies _have_been calculated 715
Print [ | [T TECCCDOTECTECT LT

5

109




290
291

0~ O O W+

AR R 0 W W0 0 W W D W W W NN NN DNDRNDNDNDNDN e e e e e e
N OOk WNF O OO Uik WN O OO Uik W~ OO
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C.7. Funcion que calcula la temperatura critica

del sistema

Attributes[getCriticalTempDP ] = {HoldFirst };
getCriticalTempDP [BosonSystem_, ToBand_: 0] := Module|

{quadNodes, tanhWgs, gaussWgs, \[Gamma]0, Z32,
\[CapitalDelta ] EFirstBand, \[CapitalDelta]ERestBands,
nNodesTS, nNodesGL,
quadTermsFirstBand , quadFirstBand ,
quadTermsKband, quadKband,
quadRestBandsTotalTerms, quadRestBands,
quadSystem ,

CriticalTempRelation ,
digitsPrec , restBands, CriticalTemp,
STEP, Tc, RF, digitsPrecFirstBand},

\ [Gammma] 0 = BosonSystem [ 7\ [Gamma] ” ] ;

(x+digitsPrec = BosonSystem [”calcDigitsPrec ”]; )
digitsPrecFirstBand = BosonSystem [”PrecisionFirstBand” |;
232 = Zeta[3/2];

quadNodes = BosonSystem [ ”QuadNodes” | ;
tanhWgs = Map[# [[2]] &, quadNodes[”TS”]]
gaussWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes|[”GL” |

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print[”_________ "1
Print [”Calculating _Critical_Temperature...”]

I;

getEnergiesDP [BosonSystem, 1, Infinity, ToBand];
RF = BosonSystem [”RescalingFactor”];
\[CapitalDelta] EFirstBand =

BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”FirstBand” ];
\[CapitalDelta] ERestBands =

BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”RestBands” ];
(xrestBands=Length [\ [ CapitalDelta | ERestBands]; *)
restBands = BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] — 1;

nNodesTS = Length[tanhWgs];
nNodesGL = Length[gaussWgs];
STEP = quadNodes|[”Step”];

quadTermsFirstBand =
Map| tanhWes [ #]] +
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Log[N[1 — Exp[—\[Gamma]0 \[CapitalDelta]EFirstBand [[#]]/Tc],
digitsPrecFirstBand]] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBand = STEP«RF+Apply [Plus, quadTermsFirstBand |;

If[restBands >= 1,
quadTermsKband [k_] :=
Map | gaussWgs [[#]] *
Log[N[1 —
Exp[—\[Gamma]0 \[CapitalDelta] ERestBands[[k, #]]/Tc],
MachinePrecision]] &, Range[nNodesGL]];
quadKband [k_] := Apply[Plus, quadTermsKband [k]];
quadRestBandsTotalTerms = Map[quadKband, Range|[restBands]];
quadRestBands = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTerms];
, (*xELSEx )
quadRestBands = 0;

I
quadSystem = Apply[Plus, {quadFirstBand, quadRestBands }];

CriticalTempRelation = Sqrt [\ [Gammma] 0\ [Pi] ]/Z32 TcxquadSystem + 1;
If [BosonSystem [”ShowInternalWarnings”] = True,
CriticalTemp =
Tc /. FindRoot [ CriticalTempRelation, {Tc, 1},
WorkingPrecision —> digitsPrecFirstBand ,
PrecisionGoal —> MachinePrecision

B

)
CriticalTemp =
Quiet [Tc /.
FindRoot [ CriticalTempRelation , {Tc, 1},
WorkingPrecision —> digitsPrecFirstBand ,
PrecisionGoal — MachinePrecision|];

I
BosonSystem [ ” CriticalTemp”] = CriticalTemp;

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print [”Done. _Critical_Temperature _has_been _calculated.”];
Print [”Critical _Temperature_—>_7", CriticalTemp ];

Print [ [ [LLTLPECEECEEECEEEEEEE PR E e e e e e e e e s

)

I;

C.8. Funcion que calcula el potencial quimico del

sistema

1 ‘Attributes[getChemicalPotentialDP] = {HoldFirst };
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getChemicalPotential DP [BosonSystem_, Temperature_, ToBand_: 0] :=
Module [
{quadNodes, tanhWgs, gaussWgs,
\ [Gammma] 0, \[Epsilon]0, Z32, \[Mu],
nNodesTS, nNodesGL,
EFirstBand, ERestBands, EFirstBandGL,
quadTermsFirstBand , quadFirstBand,
quadTermsKband, quadKband,
quadRestBandsTotalTerms, quadRestBands, quadSystem ,
quadRestBandsTotalTermsTC, quadRestBandsTC, quadSystemTC,
ChemicalPotentialRelation, ChemicalPotentialRelationTC ,
digitsPrecFirstBand , restBands, restBandsTC, CriticalTemp ,
STEP, Tc, RF, ChemicalPotential, ChemicalPotentialTC, Temp},

\ [Gammma] 0 = BosonSystem [ 7\ [Gamma] ” ] ;

digitsPrecFirstBand = BosonSystem [”PrecisionFirstBand”|;
7232 = Zeta[3/2];

Tc = BosonSystem [”CriticalTemp” ];

If [! NumericQ[Tc],
Print |
?Critical _Temperature_of_the_sistem_not_defined._Aborting, \
subsequent_calculations.”];

Abort [];
I
restBandsTC = BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] — 1;
If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print[”_______ "1

Print [”Calculating _Chemical_Potential_of_the_system...”];

I;

Temp = If[Precision|[Temperature] = Infinity ,
Temperature ,
SetPrecision [ Temperature, Infinity ]

15

If[Temp <= 1,
getEnergiesDP [BosonSystem, 1, Infinity, ToBand];

getEnergiesDP [BosonSystem, Temp, Infinity , ToBand];

]

\[Epsilon]0 = BosonSystem |[”Energies”][”Base”];
If [Temp <= Tc,

BosonSystem [”ChemicalPotential”] = \[Epsilon]0;
(*+ ELSE x)

quadNodes = BosonSystem [”QuadNodes” | ;

tanhWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes|[”"TS”]];
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C.8. Funcion que calcula el potencial quimico del sistema

gaussWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes["GL"]];
RF = BosonSystem |[”RescalingFactor”];

EFirstBand = BosonSystem |[”Energies”][”FirstBand”];
ERestBands = BosonSystem [”Energies” ][ ”RestBands”] ;
restBands = BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] — 1;

nNodesTS = Length|[tanhWgs];
nNodesGL = Length[gaussWgs|;
STEP = quadNodes[”Step”];

quadTermsFirstBand =
Map| tanhWgs [[#]]
Log[N[1 — Exp[—\[Gamma]0 (EFirstBand [[#]] — \[Mu])/Temp],
digitsPrecFirstBand]] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBand = STEP+RFxApply [Plus, quadTermsFirstBand];

If [restBands >= 1,
quadTermsKband [k_] :=
Map| gaussWgs [[#]] *

Log[N[1 — Exp[—\[Gamma]0 (ERestBands|[[k, #]] — \[Mu])/Temp],
MachinePrecision]] &, Range[nNodesGL]];
quadKband [k_] := Apply[Plus, quadTermsKband[k]];

quadRestBandsTotalTerms = Map[quadKband, Range[restBands]];
quadRestBands = Apply[Plus, quadRestBandsTotalTerms];

quadRestBandsTotalTermsTC = Map[quadKband, Range[restBandsTC]];
quadRestBandsTC = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsTC ];

quadRestBands =
quadRestBandsTC

I;

quadSystem = Apply[Plus, {quadFirstBand, quadRestBands}];

0;
= 0;

ChemicalPotentialRelation =
Sqrt [\ [Gammma] 0\ [Pi] ]/Z32 TempxquadSystem + 1;

quadSystemTC = Apply [Plus, {quadFirstBand, quadRestBandsTC }];
ChemicalPotentialRelationTC =
Sqrt [\ [Gammma] 0« \ [Pi] ]/Z32 TempxquadSystemTC + 1;

ChemicalPotentialTC =
\[Mu] /.
FindRoot [ ChemicalPotentialRelationTC, {\[Mu], \[Epsilon]0},
WorkingPrecision —> digitsPrecFirstBand ,
PrecisionGoal —> MachinePrecision,
AccuracyGoal —> MachinePrecision

I;
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If [BosonSystem [”ShowInternalWarnings”] = True,
ChemicalPotential =

\[Ma /.

FindRoot |

ChemicalPotentialRelation , {\[Mu], ChemicalPotentialTC},
WorkingPrecision —> digitsPrecFirstBand ,

PrecisionGoal —> MachinePrecision,

AccuracyGoal —> MachinePrecision

15

ChemicalPotential = Quiet |
\[Mua] /.
FindRoot |
ChemicalPotentialRelation , {\[Mu], ChemicalPotentialTC},
WorkingPrecision —> digitsPrecFirstBand ,
PrecisionGoal —> MachinePrecision,
AccuracyGoal —> MachinePrecision

]
I;
E

BosonSystem [”ChemicalPotential”] = ChemicalPotential;
I
BosonSystem [”ChemPotSignature” | [” Calculated”] = True;
If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,

Print [”"Done._Chemical_Potential_has_been_calculated”];
Print [”Chemical_Potential_—>_7", BosonSystem[”ChemicalPotential”]];

Print [7 [ [LTLLCCEECEECEEEETECE PR TR E P e e e

b

E

C.9. Funcion que calcula la energia interna por bo-
son del sistema

Attributes[getInternalEnergyPerBosonDP | = {HoldFirst };
getInternalEnergyPerBosonDP [BosonSystem_, Temperature., ToBand_: 0] :=
Module [
{systemEnergies , quadNodes, tanhWgs, gaussWgs, \[Ganmmma]0,6 Z32,
EFirstBand , ERestBands, EFirstBandGL,
\[CapitalDelta | EFirstBandGL, \
\[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBandGL, EFirstGL,
\[CapitalDelta] EFirstBand, diffEext, \[CapitalDelta]ERestBands,
\[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBand, \
\[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands,
nNodesTS, nNodesGL,
quadTermsFirstBandS1, quadFirstBandS1, quadTermsKbandS1,
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C.9. Funcion que calcula la energia interna por bosén del sistema

quadKbandS1, quadRestBandsTotalTermsS1, quadRestBandsS1,
quadSystemS1 ,

quadTermsFirstBandS2, quadFirstBandS2, quadTermsKbandS2,
quadKbandS2, quadRestBandsTotalTermsS2, quadRestBandsS2,
quadSystemS2 ,

quadSystem ,

digitsPrecFirstBand , restBands,

InternalEnergyPerBoson ,

STEP, RF, \[Mu], \[Epsilon]0, Temp},

\ [Gammma] 0 = BosonSystem [ 7\ [Gamma] ” ] ;
digitsPrecFirstBand = BosonSystem[”PrecisionFirstBand” |;
732 = Zeta[3/2];

quadNodes = BosonSystem [ ”QuadNodes” | ;
tanhWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes[”"TS”]];
gaussWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes["GL"]];
nNodesTS = Length[tanhWgs];

nNodesGL = Length[gaussWgs];

STEP = quadNodes|[”Step”];

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,

Print|[”________

77],
)

Print [”Calculating _Internal_Energy_per_Boson_of_the_System...”];

I;

Temp = If[Precision|[Temperature] = Infinity ,
Temperature ,
SetPrecision|[Temperature, Infinity |

I
getChemicalPotentialDP [BosonSystem, Temperature, ToBand];

RF = BosonSystem [”RescalingFactor”];
\[Epsilon]0 = BosonSystem |[”Energies”][”Base”];
\[Mu] = BosonSystem|[”ChemicalPotential”];

If [Temp <= 1,
getEnergiesDP [BosonSystem, 1.0, Infinity , ToBand];

getEnergiesDP [BosonSystem , Temp, Infinity , ToBand];

I;

restBands = BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] — 1;
If [Temp <= BosonSystem [” CriticalTemp”],

\[CapitalDelta] EFirstBand =
BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ?FirstBand” | ;

\[CapitalDelta ] EFirstBandGL =
BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”FirstBandGL” ];
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65 \[CapitalDelta] ERestBands =

66 BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”RestBands” ];

67

68 \[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBand = \[CapitalDelta] EFirstBand;
69 \[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBandGL = \

70 | \[CapitalDelta] EFirstBandGL;

71 \[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands = \[CapitalDelta] ERestBands;
72 (xrestBands=Length [\ [ CapitalDelta | ERestBands]; *)

73

74 (* Print [

75 ?Diference of energies first band mu: 7, \

76 | \[CapitalDelta ] EFirstBandGL J;

7 Print[

78 ?Diference of energies first band e0: 7, \

79 | \[CapitalDelta ]\ [Epsilon]0FirstBandGL ];

80 Print[

81 ?Diference of energies second band mu: 7, \

82 |\[CapitalDelta ] ERestBands [[1]]]; *)

83 ,

84

85 If[! NumericQ[\ [Mu]],

86 Print |

87 ”?The_chemical_potential_of_the_system _has _not_been _calculated._\
88 | Aborting_subsequent_calculations.”];

89 Abort [];

90 I;

91

92 EFirstBand = BosonSystem [”Energies”][”FirstBand”];

93 EFirstBandGL = BosonSystem [”Energies” ][ ”FirstBandGL"” ];

94 ERestBands = BosonSystem [”Energies”][”RestBands”];

95

96 \[CapitalDelta] EFirstBand = Map[(# — \[Mu]) &, EFirstBand];
97 diffEext [k_] := Map[(# — \[Mu]) &, ERestBands[[k]]];

98 \[CapitalDelta] ERestBands = Map|[diffEext , Range[restBands]];
99

100 \[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBand =

101 BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”FirstBand”];

102 \[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands =

103 BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”RestBands” ];

104

105

106 \[CapitalDelta ] EFirstBandGL = Map[(# — \[Mu]) &, EFirstBandGL |;
107 \[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBandGL =

108 Map[(# — \[Epsilon]0) &, EFirstBandGL];

109

110 1;

111

112 (* Esta seccion representa la cuadratura del primer sumando para \
113 | calcular la Energia Interna x)

114 quadTermsFirstBandS1 =

115 Map|tanhWgs [ [#]] *

116 PolyLog]|2,
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C.9. Funcion que calcula la energia interna por bosén del sistema

N[Exp[—\[Gamma]0 \[CapitalDelta] EFirstBand [[#]]/Temp] ,
digitsPrecFirstBand]] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBandS1 = STEP«RFxApply [Plus, quadTermsFirstBandS1 ];

quadTermsKbandS1 [k_] :=
Map| gaussWes [ [ #]]

PolyLog|2,

N[Exp[—\[Gammma]0 \[CapitalDelta] ERestBands[[k, #]]/Temp],

MachinePrecision|] &, Range[nNodesGL|];

quadKbandS1[k_] := Apply[Plus, quadTermsKbandS1[k]];
quadRestBandsTotalTermsS1 = Map|[quadKbandS1, Range[restBands]];
quadRestBandsS1 = Apply[Plus, quadRestBandsTotalTermsS1 |;

quadSystemS1 = Apply[Plus, {quadFirstBandS1, quadRestBandsS1 }];

quadTermsFirstBandS2 =
Map| tanhWes [ #]]
N[\[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBand [[#]]*
Log[l — Exp[—\[Gamma|0 \[CapitalDelta]EFirstBand [[#]]/Temp]],
digitsPrecFirstBand] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBandS2 = STEP«RFxApply [Plus, quadTermsFirstBandS2];

quadTermsKbandS2 [k_] :=
Map| gaussWgs [[#]]
N[\[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands [[k, #]]x*
Log[l —
Exp[—\[Gammma]0 \[CapitalDelta ] ERestBands [[k, #]]/Temp]],
MachinePrecision] &, Range[nNodesGL]];
quadKbandS2[k_] := Apply[Plus, quadTermsKbandS2[k]];
quadRestBandsTotalTermsS2 = Map[quadKbandS2, Range[restBands]];
quadRestBandsS2 = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsS2];

quadSystemS2 = Apply [Plus, {quadFirstBandS2, quadRestBandsS2}];

InternalEnergyPerBoson =
Sqrt [\ [Gamuma] 0 \[Pi]]/Z32 Tempx
quadSystemS1 — (\[Gamma]0 Sqrt [\ [Gammma]0 \[Pi]])/
732 quadSystemS2;

BosonSystem [”InternalEnergyPerBoson”] = InternalEnergyPerBoson;
If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print [”"Done._Internal_Energy_per_Boson_has_been_calculated.”];
Print[”Internal_Energy_ Per_Boson_—>_", InternalEnergyPerBoson ];
Print [

PHEEEEEEEE TR R TR TR PR T
)

)

E
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C. CODIGO FUENTE DE APLICACION

C.10. Funcién que calcula el calor especifico

del

sistema
Attributes[getSpecificHeatDP] = {HoldFirst };
getSpecificHeatDP [ BosonSystem_, Temperature_, ToBand_: 0] := Module|

{systemEnergies, quadNodes, tanhWgs, gaussWgs, \[Gammma]0, Z32,
EFirstBand, ERestBands, \[CapitalDelta]EFirstBand,
diffEext , \[CapitalDelta] ERestBands,
\[CapitalDelta ]\ [ Epsilon]0FirstBand, \
\[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands,
nNodesTS, nNodesGL,
quadTermsFirstBandNm , quadFirstBandNm , quadTermsKbandNm,
quadKbandNm, quadRestBandsTotalTermsNm, quadRestBandsNm,
quadSystemNm ,
quadTermsFirstBandDnm , quadFirstBandDnm , quadTermsKbandDnm,
quadKbandDnm, quadRestBandsTotalTermsDnm, quadRestBandsDnm,
quadSystemDnm ,
quadTermsFirstBandS1, quadFirstBandS1, quadTermsKbandS1,
quadKbandS1, quadRestBandsTotalTermsS1, quadRestBandsS1,
quadSystemS1 ,
quadTermsFirstBandS2, quadFirstBandS2, quadTermsKbandS2,
quadKbandS2, quadRestBandsTotalTermsS2, quadRestBandsS2,
quadSystemS2 ,
quadTermsFirstBandS3, quadFirstBandS3, quadTermsKbandS3,
quadKbandS3, quadRestBandsTotalTermsS3, quadRestBandsS3,
quadSystemS3,
quadSystem ,
digitsPrecFirstBand , restBands,
STEP, prec, Entropy, RF, \[Mu], TD\[Mu]DT,
InternalEnergyPerBoson, \[Epsilon]0,
SpecificHeat , Temp},

\ [Ganmma] 0 = BosonSystem [ 7\ [Gamma] ” ] ;
digitsPrecFirstBand = BosonSystem [”PrecisionFirstBand”|;
732 = Zeta[3/2];

quadNodes = BosonSystem [ ”QuadNodes” ] ;
tanhWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes[”"TS”]];
gaussWgs = Map[#[[2]] &, quadNodes["GL"|];
nNodesTS = Length[tanhWgs];

nNodesGL = Length[gaussWgs];

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,
Print[”__________ "1
Print [” Calculating _Specific_Heat_of_the_System...”],

I

Temp = If[Precision|[Temperature] =— Infinity ,
Temperature ,
SetPrecision [ Temperature, Infinity ]
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C.10. Funcién que calcula el calor especifico del sistema

I;

getInternalEnergyPerBosonDP [BosonSystem, Temp, ToBand];

\[Mu] = BosonSystem|[”ChemicalPotential”];
InternalEnergyPerBoson = BosonSystem[”InternalEnergyPerBoson”];
restBands = BosonSystem [”EnergyBandsCalculated”] — 1;

STEP = quadNodes[”Step”];

RF = BosonSystem [”RescalingFactor”];

If [Temp <= BosonSystem [” CriticalTemp”],

\[CapitalDelta | EFirstBand =

BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”FirstBand” ];
\[CapitalDelta] ERestBands =
BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”RestBands” |;

\[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBand = \[CapitalDelta] EFirstBand;
\[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands = \[CapitalDelta] ERestBands;
TD\ [Mu]DT = 0;

El

If[! NumericQ[\ [Mu]],
Print |
”?The_chemical_potential_of_the_system _has _not_been _calculated._\

Aborting, subsequent _calculations.”];

Abort [];

Ik
EFirstBand = BosonSystem [”Energies”][”FirstBand”];
ERestBands = BosonSystem [”Energies”][”RestBands”];

\[CapitalDelta] EFirstBand = Map[(# — \[Mu]) &, EFirstBand];
diffEext [k.] := Map[(# — \[Mu]) &, ERestBands[[k]]];
\[CapitalDelta] ERestBands = Map|[diffEext , Range[restBands]];

\[CapitalDelta]\[Epsilon]0FirstBand =

BosonSystem [”DeltaEnergies” ][ ”FirstBand”];
\[CapitalDelta]\[Epsilon]0RestBands =

BosonSystem [?DeltaEnergies” ][ ”RestBands” ];
quadTermsFirstBandNm =

Map[tanhWgs[[#]] \[CapitalDelta]EFirstBand [[#]]/
N[Exp[\ [Ganma]0 \[CapitalDelta ]| EFirstBand [[#]]/Temp] — 1,
digitsPrecFirstBand] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBandNm = STEP+RFxApply [Plus, quadTermsFirstBandNm];
quadTermsKbandNm [k_] :=
Map|gaussWgs [[#]] \[CapitalDelta] ERestBands [[k, #]]/
N[Exp [\ [Gammma]0 \[CapitalDelta]| ERestBands[[k, #]]/Temp] — 1,
MachinePrecision] &, Range[nNodesGL]];
quadKbandNm [k_] := Apply [Plus, quadTermsKbandNm [k]];
quadRestBandsTotalTermsNm = Map|[quadKbandNm, Range|[restBands]];
quadRestBandsNm = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsNm |;
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quadSystemNm = Apply [Plus, {quadFirstBandNm, quadRestBandsNm }];

quadTermsFirstBandDnm =
Map| tanhWes [ [#]] 1/
N[Exp[\ [Gamma]0 \[CapitalDelta]EFirstBand[[#]]/Temp] — 1,
digitsPrecFirstBand] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBandDnm = STEP+«RF«Apply [Plus, quadTermsFirstBandDnm |;
quadTermsKbandDnm [k_] :=
Map|[ gaussWegs [[#]] 1/
N[Exp [\ [Gammma]0 \[CapitalDelta ]| ERestBands[[k, #]]/Temp] — 1,
MachinePrecision] &, Range[nNodesGL |];
quadKbandDnm [k_] := Apply[Plus, quadTermsKbandDnm/[k]];
quadRestBandsTotalTermsDnm = Map[quadKbandDnm, Range|[restBands]];
quadRestBandsDnm = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsDnm |;

quadSystemDnm = Apply [Plus, {quadFirstBandDnm, quadRestBandsDnm }];

T\ [Mu]DT = —((
1 + (\[Gamma]0 Sqrt [\ [Gamma]0 \[Pi]])/Z32 quadSystemNm)/(
Sqrt [\ [Gammma]0 \[Pi]]/Z32 quadSystemDnm));

quadTermsFirstBandS1 =
Map|[tanhWgs [[#]] =
PolyLog|2,
N[Exp[—\[Gammma]0 \[CapitalDelta] EFirstBand [[#]]/Temp] ,
digitsPrecFirstBand]] &, Range[nNodesTS]];
quadFirstBandS1 = STEP«RFxApply [Plus, quadTermsFirstBandS1];

quadTermsKbandS1 [k_] :=
Map| gaussWes [[#]] +

PolyLog|2,

N[Exp[—\[Gammma]0 \[CapitalDelta] ERestBands[[k, #]]/Temp],

MachinePrecision]] &, Range[nNodesGL]];

quadKbandS1[k_] := Apply[Plus, quadTermsKbandS1[k]];
quadRestBandsTotalTermsS1 = Map[quadKbandS1, Range[restBands]];
quadRestBandsS1 = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsS1 ];

quadSystemS1 = Apply [Plus, {quadFirstBandS1, quadRestBandsS1}];

quadTermsFirstBandS2 = Map[tanhWgs [[#]]
Log |
N[1 — Exp[—\[Gamma]0 \[CapitalDelta]EFirstBand [[#]]/Temp],
digitsPrecFirstBand ]| (\ [Gammma] 0\ [ CapitalDelta] EFirstBand [[#\

]I+ TD\[Mu]DT) &,

120

Range [nNodesTS ] ;
quadFirstBandS2 = STEP«RFxApply [Plus, quadTermsFirstBandS2];
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C.10. Funcién que calcula el calor especifico del sistema

quadTermsKbandS2 [k_] := Map|gaussWgs [[#]]*
Log |
N[l — Exp[—\[Gamma]0 \[CapitalDelta] ERestBands[[k, #]]/Temp],
MachinePrecision ] ] * (\ [Gamma] 0\ [ CapitalDelta | ERestBands [[
k, #]] + TD\[Mu]DT) &,
Range [nNodesGL ] | ;

quadKbandS2[k_] := Apply[Plus, quadTermsKbandS2[k]];
quadRestBandsTotalTermsS2 = Map|quadKbandS2, Range|[restBands]|];
quadRestBandsS2 = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsS2];

quadSystemS2 = Apply[Plus, {quadFirstBandS2, quadRestBandsS2}];

quadTermsFirstBandS3 = Map[tanhWgs [[#]] =
(\ [Gammma] 0\ [ CapitalDelta]\ [ Epsilon]0FirstBand [[#]]* (\ [Ganmma] 0\
\[CapitalDelta] EFirstBand [[#]] + TD\[Mu|DT))/
N[Exp[\ [Ganma]0 \[CapitalDelta ] EFirstBand [[#]]/Temp] — 1,
digitsPrecFirstBand] &,
Range [nNodesTS ] ] ;
quadFirstBandS3 = STEP«RFxApply [Plus, quadTermsFirstBandS3];

quadTermsKbandS3 [k_] := Map[gaussWgs [[#]]*
(\ [Gammma] 0\ [ CapitalDelta]\ [ Epsilon]0RestBands [
k, #]]*(\[Gamma]0x*\[CapitalDelta] ERestBands [[k, #]] +
TD\ [Mu]DT) )/
N[Exp[\ [Ganma]0 \[CapitalDelta] ERestBands[[k, #]]/Temp] — 1,
MachinePrecision] &,
Range [nNodesGL ] | ;

quadKbandS3 [k_] := Apply[Plus, quadTermsKbandS3[k]];
quadRestBandsTotalTermsS3 = Map|[quadKbandS3, Range[restBands]];
quadRestBandsS3 = Apply [Plus, quadRestBandsTotalTermsS3];

quadSystemS3 = Apply[Plus, {quadFirstBandS3, quadRestBandsS3}];

SpecificHeat = InternalEnergyPerBoson +

Sqrt [\ [Gamma]0 \[Pi]]/Z32 TempxquadSystemS1 —
Sqrt [\ [Gammma]0 \[Pi]]/Z32 quadSystemS2 +

Sqrt [\ [Gamma]0 \[Pi]]/Z32 1/Temp quadSystemS3;

BosonSystem [”SpecificHeat”] = SpecificHeat ;

If [BosonSystem [”ShowMessages”] = True,

Print [”Done._Specific_Heat_has_been_calculated.”];
Print[”Specific_Heat,—>_”, SpecificHeat |;
T’rint[”\l||\||||\|||\||||\|||\||||\|||\||||\|||\||||\|||\||||”];

I;
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Lista de abreviaturas

BCS

CBE

HTS

KP

YBCO

Teoria publicada por John Bardeen, Leon Cooper y John Robert Schrief-
fer que explica el fenémeno de la superconductividad convencional.
Condensacion Bose-Einstein, estado de la materia en el cual todos sus
componentes cudnticos se encuentran en el mismo estado.

High Temperature Superconductors, por sus siglas en inglés, son mate-
riales cuya temperatura critica de transiciéon al estado superconductor es
tan alta que su dinamica esta fuera del alcance de la teoria BCS.
Kronig-Penney. Modelo propuesto por R. L. Kronig y W. G. Penney en
1930 para explicar las propiedades de particulas dentro de un potencial
periédico.

Cuprato superconductor cuya composiciéon quimica es YBayCuzO5.
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Lista de parametros

Ancho de la celda unidad de la estructura periédica.

Magnitud del potencial del modelo de KP.

Ancho de la barrera de potencial del modelo de KP.

Longitud de onda térmica de los bosones en la estructura periédica.
Longitud de onda térmica de un gas ideal de bosones tridimensional de
tamano infinito.

Intensidad del potencial delta para un sistema de KP en el limite cuando
las barreras se hacen infinitamente grandes (V5 — 00) y su ancho tiende
a cero (b — 0). Py = mVpb\o/h2.

Producto de Py por a/\.

Intensidad del primer potencial delta para un sistema de KP con dos
deltas por celda unidad.

Intensidad del segundo potencial delta para un sistema de KP con dos
deltas por celda unidad.

Separacion relativa entre los potenciales delta para un sistema de KP con
dos deltas por celda unidad.

Razon de la separacion relativa entre los potenciales delta y el ancho de
la celda unidad para un sistema de KP con dos deltas por celda unidad.
Energia de los bosones dentro de la estructura periédica.

Energia de los bosones dentro de la estructura periddica, en unidades de
energia h?/2ma?, i.e., € = ¢/(h?/2ma?).

Energia del estado base de los bosones dentro de la estructura periddica.
Energia del estado base de los bosones dentro de la estructura periddica,
en unidades h?/2ma®.

Momento de los bosones dentro de la estructura periddica.
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LISTA DE PARAMETROS

To

ant

Ho

Ho

Cv

9s(2)
¢(s)

Ty
Pocuoy

Foryy
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Potencial quimico de los bosones dentro de la estructura periédica.
Potencial quimico de los bosones dentro de la estructura periédica, en
unidades de energia h?/2ma?.

Temperatura critica de condensacion de Bose-Einstein de los bosones
dentro de la estructura periédica.

Temperatura critica de condensacién de Bose-Einstein de un gas ideal de
bosones tridimensional de tamano infinito.

Temperatura critica de condensacion de Bose-Einstein de los bosones
dentro de la estructura periédica, en unidades de Tp, i.e., T, = T /To.
Potencial quimico de los bosones dentro de la estructura periédica a la
temperatura critica 7. Corresponde a la energia del estado base.
Potencial quimico de los bosones dentro de la estructura periddica a la
temperatura critica 7., en unidades h?/2ma?.

Cociente entre energfas: v = h?/2ma?kgTy.

Calor especifico del sistema de bosones dentro de la estructura periddica.
Funcién de Bose, también conocida como funcién polilogaritmo.
Funcién Zeta de Riemann, correspondiente a g,(1).

Temperatura de transicién a la cual el *He liquido normal pasa al estado
superfluido. T\ = 2.17K.

Temperatura de Fermi.

Intensidad de uno de los planos-delta de nuestro modelo de capas aplica-
do al cuprato YBCO. Este plano-delta corresponde a la posicién de las
cadenas de CuO en la estructura cristalina del YBCO.

Intensidad del plano-delta restante de nuestro modelo de capas aplica-
do al cuprato YBCO. Este plano-delta corresponde a la posicion de los
atomos de Y en la estructura cristalina del YBCO.
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