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Caṕıtulo 1

Introducci ón

Nuestro interés principal en esta tesis a es lapropiedad (p,q)de Hadwiger-Debrunner.

Definición 1 Diremos que una familiaF de conjuntos convexos tiene la propiedad
(p, q) si de cadap de ellos hayq que se intersectan.

Alon y Kleitman demostraron en 1992 [15] el siguiente teorema.

Teorema (p,q) (1992)Dados enterosp ≥ q ≥ d + 1, existe un ńumeroc =
c(p, q, d) tal que para cualquier familiaF de conjuntos convexos enRd con la
propiedad(p, q), hay un conjunto dec puntos que los intersecta a todos.

Es decir, sin importar cuántos convexos tenga la familia, esta propiedad es sufi-
ciente para acotar el número de puntos necesarios para intersectar a todos los con-
vexos y este número es finito. Este teorema le da una justificación muy fuerte al
interés en la propiedad (p,q). El problema de este teorema es que su demostración
usa practicamente todo bajo el sol y no da cotas buenas para elnúmero de pun-
tos necesarios para intersectar a toda la familia. Los teoremas necesarios para
demostrar dicho teorema se pueden representar mediante el siguiente diagrama
[9].

1
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Teorema (p,q)

π acotado por una función

ded y π∗ para familias

de conjuntos convexos

ǫ-redes débiles

la propiedad(p, d+ 1)

acotaπ∗

primer lema de selección

Helly fraccional

Teorema de Tverberg

Lema de Radon

El mı́nimo de la intersección

ded+ 1 convexos en una

dirección está determinado

pord de ellos

Teorema de Helly

En este diagrama hay dos tipos de resultados. El primer tipo son resultados sobre
familias de puntos en general, en las que nos se pide ninguna estructura a estas
familias, pero su tamaño nos da ciertas porpiedades. El segundo tipo son teoremas
sobre familias de convexos. En este tipo de resultados, se pide que las subfamilias
de cierto tamaño cumplan una propiedad para conlcuir que toda la familia cumple
dicho teorema. A continuación enunciaremos los resultados, y en la siguiente
sección se trabajarán con más detenimiento.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

Comenzamos con los resultados del primer tipo.

Johann Radon prueba en 1921 [11] el teorema de Helly. En esta demostración,
prueba el siguiente lema.

Teorema de Radon (1921)Dadosd + 2 puntos enRd, se pueden separar en
dos conjuntosA,B de tal manera que las envolventes convexas de ambas partes
se intersectan.

45 años depués, Hedge Tverberg generaliza el resultado antieror en el siguiente
teorma. Ahora en vez de querer partir el conjunto de puntos endos partes, se
busca partirlo en cualquier número de pedazos. Cabe destacar que cuando Tver-
berg intentó probar su teorema, fue porque habı́a entendido mal un problema que
le habı́an propuesto. Afortunadamente, gracias a ese malentendido, se pudo de-
mostrar lo que ahora se conoce como el teorema de Tverberg.

Teorema de Tverberg (1966)Dados(k− 1)(d+1)+ 1 puntos enRd, se pueden
separar enk conjuntosK1, K2, . . . , Kk de tal manera que las envolventes con-
vexas de cada parte se intersectan.

Después, Imre Barány demuestra [1] que si se tienen muchospuntos enRd, hay
un punto en muchos de sus simplejos (envolventes convexas ded + 1 puntos).
Lo interesante de este resultado es que la cantidad de simplejos que contienen a
dicho punto es proporcional a la cantidad de puntos en el conjunto original. A
este resultado se le suele llamar el primer lema de selección porque en ese mismo
artı́culo prueba más de un resultado de este estilo.

Primer lema de seleccíon (1982)Dada una familia den puntos enRd, siempre
hay un punto en la envolvente convexa de al menosCd

(

n

d+1

)

de sus(d + 1)-adas.
Cd depende sólo de la dimensión.

A pesar de que el resultado anterior parece ser bastante inocente, es prácticamente
la base para la demostración del siguiente resultado. El siguiente teorema nos
habla sobre el número de puntos que se necesitan para intersectar a todos los con-
vexos que contienen a al menosǫn puntos de un conjunto original den puntos.
Sorprendentemente este número no depende den.

Teorema de lasǫ-redes d́ebiles (1992)Para cadad ≥ 1, ǫ > 0, y X subon-
junto finito deRd, hay unaǫ-red débil paraX de tamañof(d, e), que depende de
d y ǫ pero no depende del tamaño deX.
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Los resultados del segundo tipo son:

Teorema de Helly (1923)Para cualquier familia finitaF de convexos enRd,
los convexos deF tienen un punto de intersección si y sólo si cadad+ 1 de ellos
tienen un punto de intersección.

El teorema de Helly fue demostrado anteriormente por Radon,pero Edward Helly
publica su prueba dos años más tarde [5]. Se le llama teorema de Helly porque
Helly se lo comunicó en una carta a Radon, y por ello él publica su demostración
antes. El teorema de Helly va a ser la base de toda una familia de generalizaciones,
entre ellas el teorema (p,q). Lo que nos dice es que basta checar las intersecciones
de las(d+ 1)-adas de convexos para saber si la familia total se intersecta. Si uno
debilita la condición y sólo pide que cierta proporción de las(d+1)-adas de con-
vexos se intersecten, entonces también se obtienen resultados interesantes, como
el siguiente teorema.

Teorema de Helly Fraccional (1979)Sead un entero positivo. Para cadaα ∈
(0, 1) existe unβ = β(α, d) ∈ (0, 1) tal que para todon ∈ N y para toda familia
F den convexos enRd, si al menosα

(

n

d+1

)

de las(d+1)-adas tienen intersección
no vacı́a, entonces hay al menosβn de los convexos con intersección no vacı́a.

En el último par de resutados del diagrama,π es el número que buscamos, es
decir, el menor número de puntos que se necesita para intersectar a todos los con-
vexos de una familia.π∗ es una generalización de éste número con funciones, que
nos permite trabajarlo más fácilmente, a pesar de que en este caso no sea nece-
sariamente entero.
En esta tesis trabajaremos con una propiedad semejante a la(p, q), a la cual lla-
maremos la propiedad(p, q)r. Vamos a considerar las familias de convexos tales
que para cualesquierap de ellos, hayr q-adas que se intersectan. Con esta no-
tación, la propiedad(p, q) usual serı́a la propiedad(p, q)1. Nos va a interesar
encontrarr suficientemente grandes para que podamos intersectar a la familia con
pocos puntos.

1.1 Preliminares

En el presente trabajo suponemos que estamos siempre en el espacio euclidiano
d-dimesionalRd. Dados dos puntosa, b deRd consideraremos el segmento[a, b]
como el conjunto{ta+(1−t)b|t ∈ [0, 1]}. Se trabajará sobre la estructura familias
de conjuntosconvexos, es decir



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 5

Definición 2 Diremos queA ⊂ Rd es convexo si para todoa, b ∈ A, se tiene que
el segmento[a, b] est́a contenido enA.

Proposición 1 SiF es una familia de convexos enRd entonces∩F es convexo.

Demostracíon
Si a, b ∈ ∩F , entonces para todoK ∈ F se tiene quea, b ∈ K. Con esto
[a, b] ⊂ K. Es decir,[a, b] ⊂ ∩F . �

Teniendo en cuenta ésto, dado un conjuntoS ⊂ Rd podemos definir su envolvente
convexa, es decir, el convexo más pequeño que lo contiene.En otras palabras,

Definición 3 DadoS ⊂ Rd definimos〈S〉 = ∩{K | S ⊂ K, K es convexo}.

También se le suele llamar a〈S〉 el casco convexo deS. Con la proposición
anterior queda claro que〈S〉 es convexo y contiene aS. Además, para cadaS ⊂
Rd se tienen las siguientes3 propiedades:

• S ⊂ 〈S〉.

• Si S ⊂ T , entonces〈S〉 ⊂ 〈T 〉.

• 〈〈S〉〉 = 〈S〉.

Definición 4 Dado un conjuntoS de puntos en el plano, diremos queS est́a en
posicíon convexa si para todox ∈ S se tiene quex 6∈ 〈S\{x}〉.

Proposición 2 Dado un conjuntoS ⊂ Rd,〈S〉 = {α1a1+α2a2+ . . .+αnan | n ∈
N, ai ∈ S, αi ≥ 0, α1 + α2 + . . .+ αn = 1}

Demostracíon
SeaB = {α1a1+α2a2+ . . .+αnan | n ∈ N, ai ∈ S, αi ≥ 0, α1+α2+ . . .+αn =
1}. Dadosa, b ∈ B, tenemos quea = α1a1 + α2a2 + . . . + αnan para algunos
ai ∈ S y algunos reales no negativosαi tales queα1 + α2 + . . . + αn = 1. De
manera semejanteb = β1b1 + β2b2 + . . . + βmbm. Todo puntoc ∈ [a, b] es de la
formasa+ tb cons+ t = 1 y s, t ≥ 0.
Si consideramosγ1 = sα1, γ2 = sα2, . . . , γn = sαn, γn+1 = tβ1, γn+2 =
tβ2, . . . , γn+m = tβm y c1 = a1, c2 = a2, . . . , cn = an, cn+1 = b1, cn+2 =
b2, . . . , cn+m = bm tenemos quec = sa + tb = γ1c1 + γ2c2 + . . . + γn+mcm
y queγi ≥ 0. Además tenemos queγ1 + γ2 + . . . + γn+m = s(α1 + α2 + . . . +
αn) + t(β1 + β2 + . . . + βm) = s + t = 1. Por lo tantoc ∈ B y con esoB es
convexo.
Es claro queS ⊂ B por lo que tenemos〈S〉 ⊂ B. Ahora vamos a probar por
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inducción sobren que todos los puntos de la formaα1a1 + α2a2 + . . . + αnan
van a estar en〈S〉. Si n = 1, son los puntos deS por lo que sı́ están en〈S〉. Si
es cierto hasta cierton, consideremosa = α1a1 + α2a2 + . . . + αn+1an+1. Si
αn+1 = 1, entonces todos los demásαi son0 y a = an+1 ∈ 〈S〉. Si αn+1 < 1,
entonces consideremosβi = αi

1−αn+1
para i = 1, 2, . . . , n. Con esto tenemos

que β1 + β2 + . . . + βn = α1+α2+...+αn

1−αn+1
= 1−αn+1

1−αn+1
= 1. Entonces sib =

β1a1+β2a2+ . . .+βnan tenemos queb ∈ 〈S〉. Peroa = (1−αn+1)b+αn+1an+1.
Como 0 ≤ αn+1 < 1, tenemos quea es un punto del segmento[b, an+1], y
por la convexidad de〈S〉 tenemos quea ∈ 〈S〉. Entonces,B ⊂ 〈S〉, es decir,
B = 〈S〉. �

Si c =
∑n

i=1 αiai con αi ≥ 0 para todoi y
∑n

i=1 αi = 1 diremos quec es
combinación convexa dea1, a2, . . . , an . Teniendo esto en cuenta, es posible de-
mostrar el primer teorema importante de la geometrı́a convexa.

Lema de Radon (1921)SiS ⊂ Rd y |S| ≥ d + 2 entonces hay dos conjuntosA
yB tales queA ∪B = S,A ∩ B = ∅ y 〈A〉 ∩ 〈B〉 6= ∅.

Demostracíon
Consideremos el caso en que|S| = d + 2 y seanv0, v1, . . . , vd+1 los puntos de
S. Los vectoresv1 − v0, v2 − v0, . . . , vd+1 − v0 no pueden ser linealmente in-
dependientes, por lo que exsiten realesα1, α2, . . . , αd+1, no todos iguales a0,
tales queα1(v1 − v0) + α2(v2 − v0) + . . . + αd+1(vd+1 − v0) = 0. Si definimos
α0 = −(α1+α2+ . . .+αd+1), obtenemos queα0v0+α1v1+ . . .+αd+1vd+1 = 0
y queα0 + α1 + . . .+ αd+1 = 0 (sin ser todos0).
SeanX = {i | αi ≥ 0} y Y = {i | αi < 0}. Si βi = −αi para cadai, tenemos
que

∑

i∈X αi =
∑

i∈Y βi > 0. Además,

∑

i∈X

αivi =
∑

i∈Y

βivi.

Dividiendo ambas partes por
∑

i∈X αi obtenemos un punto en〈A〉 y en〈B〉 donde
A = {vi | i ∈ X} y B = {vi | i ∈ Y }. �

A la parejaA,B se le llama una partición de Radon deS. El lemma de Radon
forma practicamente la base de la geometrı́a combinatoria,ya que además de
ser sencillo tiene una gran cantidad de equivalencias. Radon lo publica en 1921
cuando demuestra el teorema de Helly [11]. A Radon le parece tan sencillo que
ni siquiera le pone nombre, lo hace sobre la marcha de la demostración principal.
Las equivalencias más importantes de este lema son los teoremas de Caratheódory,
Helly y Kirchberger. A continuación se muestra la demostración de éstos usando
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el lema de Radon.

Teorema de Carathéodory (1907) DadoC ⊂ Rd y x ∈ 〈C〉 existe un con-
juntoC ′ ⊂ C tal quex ∈ 〈C ′〉 y |C ′| ≤ d+ 1.

Demostracíon
Comox ∈ 〈C〉, entoncesx es combianción convexa de algunos elementos deC.
Es decir,x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αnan conαi ≥ 0,

∑n

i=1 αi = 1. Si n ≤ d+ 1
ya acabamos. Si algúnαi = 0, podemos quitar ese elemento y tenemos ax como
combinación convexa de menos elementos. Entonces podemossuponerαi > 0
para todoi.
Si n ≥ d + 2 entonces por el lema de Radon existen subconjuntosH y J de
{1, 2, . . . , n} tales que siA = {ai | i ∈ H} y B = {ai | i ∈ J}, A y B forman
una partición de Radon de{α1, α2, . . . , αn}. Entonces existen escalares no neg-
ativosγ1, γ2, . . . , γn tales que

∑

i∈H γi =
∑

i∈J γi = 1 y hay un puntop tal que
p =

∑

i∈H γiai =
∑

i∈J γiai.
Seaλ = min{ai

γi
| i ∈ H, γi > 0}.

x = x− λp+ λp =

=

(

n
∑

i=1

αiai

)

− λ

(

∑

i∈H

γiai

)

+ λ

(

∑

i∈J

γiai

)

=

=
∑

i∈H

(αi − λγi)ai +
∑

i∈J

(αi + λγi)ai

Notemos que ahora los coeficientes siguen sumando1, ya que
∑

i∈H γi =
∑

i∈J γi
y que por la minimalidad deλ, los coeficientes enH siguen siendo no negativos.
Sin embargo, debe haber un ı́ndicei0 tal queαi0 − λγi0 = 0, con lo que ahoraai0
tiene coeficiente0. Con esto tenemos quex puede escribirse como combinación
convexa de menos elementos deC. Seguimos haciendo ésto hasta que quedan a
lo másd+ 1 elementos en la combinación. �

Cabe notar que lo que estamos haciendo es la demostración deeste teorema
usando el lema de Radon. La prueba original es de 1907 en un artı́culo sobre
análisis armónico [2]. La prueba original del teorema de Caratheódory consta de
22 páginas, bastante más que lo que se hace en la prueba anterior.

Teorema de Helly (1923)SeaF una familia finita de convexos enRd. Si cada
d+1 convexos de la familia tienen intersección no vaćıa, entonces toda la familia
tiene interseccíon no vaćıa.
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Demostracíon
Vamos a probar el teorema por inducción sobren = |F|. Si n = d + 1, por
hipótesis la familia tiene intersección no vacı́a. Supongamos ahora que es cierto
paran − 1 y vamos a probarlo paran (n ≥ d + 2). Numeremos los convexos
K1, K2, . . . , Kn deF y consideremosFi = F\Ki. Notemos que|Fi| = n− 1, y
queFi cumple la condición del teorema. Entonces hay un puntopi ∈ ∩Fi. Como
n ≥ d + 2, hay una partición de RadonA,B de{p1, p2, . . . , pn}. Consideremos
p ∈ 〈A〉∩〈B〉. Dado un convexoKi, podemos suponer sin pérdida de generalidad
quepi ∈ B. Con esto, todos lospj deA están enKi, es decirA ⊂ Ki. Usando la
convexidad deKi tenemos quep ∈ 〈A〉 ⊂ Ki. Con estop ∈ ∩F , que es lo que
querı́amos. �

Cabe notar que se puede demostrar el lema de Radon usando el teorema de Helly.
El teorema de Helly fue descubierto y demostrado por Edward Helly en 1913, y
se lo comunica a Radon (quien publica una prueba en 1921 [11]). Sin embargo,
ponemos como año 1923 ya que es cuando aparece publicada la demostración de
Helly [5].

Notemos que el teorema de Helly no es verdadero si la familia es infinita. Para ver
esto, dado un vectorv con norma1 enRd podemos definirHk = {x ∈ Rd | x ·v >
k}. Como los semiespacios son convexos, esta es una familia en la que cadad+1
convexos tienen intersección no vacı́a pero la familia total tiene intersección vacı́a.
Si se quiere trabajar con una familia infinita, se le pide a losconvexos que sean
compactos. En este caso tenemos una familia con la propiedadde intersección
finita (por aplicar el teorema de Helly a cualquier subfamilia finita) y por la com-
pacidad de los convexos, obtenemos una intersección de toda la familia.

El lema de Radon también se puede generalizar a particionescon más pedazos.

Teorema de Tverberg (1966)SiS es un conjunto de al menos(k− 1)(d+1)+1
puntos enRd entoncesS se puede separar enk pedazos disjuntosK1, K2, . . . , Kk

de tal manera que
⋂

1≤i≤k

〈Ki〉 6= ∅

A una partición de este estilo se le llama una partición de Tverberg. El lema
de Radon es un caso particular de este teorema cuandok = 2. La prueba original
de este teorema [13] consiste en ver que dado un conjuntoS con(k−1)(d+1)+1
puntos y una partición de Tverberg, si se empieza a mover unode sus puntos hasta
que se rompe la partición, entonces se puede modificar dichapartición para que
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siga cumpliendo la propiedad deseada. Esta prueba es bastante larga y compli-
cada, pero se obtiene la minimalidad del número(k − 1)(d+ 1) + 1.
También se puede dar una prueba del teorema de Tverberg con la versión colore-
ada del teorema de Caratheódory [1] (la prueba del toerema de Tverberg usando
Caratheódory coloreado es de K. S. Zarkaria y fue hecha en 1992 [12]).

1.2 Teoremas tipo Helly

Es importante notar en el teorema de Helly que la estructura de intersección de la
familia puede revisarse localmente. Es decir, sólo hay querevisar la intersección
de cadad + 1 convexos para saber si la familia total se intersecta. Suenabas-
tante inocente pero este teorema ha dado lugar a toda una gamade problemas en
geometrı́a combinatoria, todos buscando propiedades que se puedan checar en la
subfamilias de cierto tamaño.
Con un teorema tipo Helly nos referimos a algún teorema donde haya una propiedad
hereditariaψ y un númeroλ que diga “si cadaλ objetos de una familiaF tienen
la propiedadψ, entoncesF tiene la propiedadψ”. El teorema de Helly es justa-
mente cuando la propiedadψ es: “tener intersección no vacı́a”. En este caso el
númeroλ es igual ad+1. En el último capı́tulo se verán algunas generalizaciones
de teoremas de este estilo, veamos algunos ejemplos:

Proposición 3 Dado un conjuntoS de puntos enRd, cualesquiera3 de ellos son
colineales si y śolo si todos son colineales.

Proposición 4 Dado un conjuntoS ⊂ Rd, S est́a en posicíon convexa si y śolo si
cadad+ 2 de sus puntos están en posicíon convexa.

Demostracíon
Si hay un puntox tal quex ∈ 〈S\{x}〉, entonces por el Teorema de Caratheódory
hay un conjuntoS ′ ⊂ S\{x} tal quex ∈ 〈S ′〉, dondeS ′ tiene a lo másd + 1
puntos. Entonces,S ′ ∪ {x} es un conjunto de a lo másd+ 2 puntos deS que no
está en posición convexa. �

Otro ejemplo serı́a el teorema de Kirchberger, que dice que la separación de con-
vexos es una propiedad tipo Helly,

Teorema de Kirchberger (1903)Dado dos conjuntos finitosA y B en Rd, si
para todoS ⊂ A ∪ B con |S| ≤ d + 2 se tiene que〈A ∩ S〉 ∩ 〈B ∩ S〉 = ∅

entonces〈A〉 ∩ 〈B〉 = ∅.

Demostracíon
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Se sabe que dadosA y B enRd, 〈A〉∩〈B〉 = ∅ si y sólo si hay un hiperplano que
separa aA y aB. Es decir, existenn ∈ R

d y c ∈ R tales queA ⊂ {x | x · n < c}
y B ⊂ {x | x · n > c}. Notemos que para que esto se cumpla está implı́cito quen

no sea el vector0. Para cadaa ∈ A consideremosXa las parejas(n, c) tales que
a · n > c y para cadab ∈ B consideremosYb las parejas(n, c) tales queb · n < c.
La condición del teorema nos dice que cadad + 2 de esos conjuntos tienen inter-
sección no vacı́a. Sin embargo, una pareja(n, c) conn ∈ Rd y c ∈ R es un punto
enRd+1. En este espacio es claro queXa y Yb son convexos para todoa ∈ A

y para todob ∈ B. Entonces por el teorema de Helly tenemos que todos losXa

y Yb tienen un punto en común, lo cuál define un hiperplano que separa aA yB. �

Realmente lo que dice el teorema es que basta checar las(d + 2)-adas de pun-
tos para ver si las envolventes convexas se separan. Es curioso que este teorema
implica fácilmente el teorema de Caratheódory a pesar de ser anterior a él [8].
Para ver esto, basta considerarB como un conjunto de un punto.

1.3 Variaciones de Helly

De las cuatro equivalencias del lema de Radon, el teorema de Helly es la más no-
ble en el sentido en que se puede generalizar o modificar de más maneras. Veamos
por ejemplo el teorema de Helly coloreado.

Teorema de Helly Coloreado (1982)SeanF1,F2, . . . ,Fd+1 familias finitas de
convexos enRd. Supongamos que cada vez que consideramosd + 1 convexos
K1 ∈ F1, K2 ∈ F2, . . . , Kd+1 ∈ Fd+1 se sabe que

⋂

1≤i≤d+1Ki 6= ∅. Entonces
hay una familiaFi tal que

⋂

Fi 6= ∅.

Demostracíon
ConsideremosA el conjunto de intersecciones ded convexos de familias distin-
tas. Sabemos que existe una direcciónv tal que cada uno de esas intersecciones
alcanza su punto mı́nimo en la direcciónv en un sólo punto [4]. Supongamos que
K1, K2, . . . , Kd son aquellos convexos tales que el punto mı́nimopd+1 en la di-
recciónv de su intersección es maximal y queK1 ∈ F1, K2 ∈ F2, . . . , Kd ∈ Fd.
Vamos a demostrar que cualquierKd+1 ∈ Fd+1 contiene apd+1.
Sabemos queK1 ∩ K2 ∩ . . . ∩ Kd ∩ Kd+1 6= ∅, como esos puntos están en la
intersección de losKi con1 ≤ i ≤ d, su partev-direccional es mayor o igual a
la depd+1. Sin embargo, si consideramosqj el punto mı́nimo de∩i 6=jKi tenemos
queqj debe tener su partev-direccional menor o igual a la depd+1. Entonces debe
haber un puntopj en∩i 6=jKi tal quepj · v = pd+1 · v. Con esto tenemosd + 1
puntos en el hiperplano ortogonal av que pasa porpd+1. Como ese hiperplano
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tiene dimensiónd − 1, podemos aplicar el Lema de Radon, de manera análoga a
cuando se probó el teorema de Helly, para obtener un puntop0 en ese hiperplano
en∩1≤i≤d+1Ki. Por la unicidad depd+1 en la direcciónv tenemos quep0 = pd+1,
es decir,pd+1 ∈ Kd+1. �

El teorema se llama coloreado ya que si pensamos a las familias como pintadas
ded + 1 colores, si cada(d + 1)-ada heterocromática se intersecta, hay un color
para el cual todos todos los convexos de ese color se intersectan. Este teorema
tiene como caso particular al teorema de Helly si consideramos lasd + 1 famil-
ias como iguales. Sin embargo, el teorema de Helly se puede probar sin usar
la métrica deRd, pero para el teorema de Helly coloreado todavı́a no se ha en-
contrado una prueba de ese tipo. Notemos que si hacemos esta prueba para el
teorema de Helly (la versión normal), obtenemos que el punto pd+1 está en la
intersección de todos, por lo que termina siendo el mı́nimoen la direcciónv de
toda la familia. Este mı́nimo está determinado pord convexos, que era uno de los
elementos que se necesitaba en el diagrama original. En la prueba se usa que las
d-intersecciones en general sı́ tienen puntos mı́nimos en cada dirección, lo cual
posiblemente no es cierto. Sin embargo el teorema es equivalente a su versión
para convexos compactos, por lo que no hay problemas con ese argumento. Cabe
notar que el teorema de Caratheódory también se puede colorear, pero su versión
coloreada no es equivalente a la versión coloreada del teorema de Helly.

Teorema de Carathéodory coloreado (1982)SeanC1, C2, . . . , Cd+1 familias de
puntos enRd. Supongamos quep ∈ Rd cumple que para cualesquierac1 ∈
C1, c2 ∈ C2, . . . , cd+1 ∈ Cd+1 se tiene quep 6∈ 〈c1, c2, . . . , cd+1〉. Entonces hay
una familiaCi tal quep 6∈ 〈Ci〉.

El teorema de Helly coloreado lo probó originalmente Lásló Lovász, y el teorema
de Caratheódory coloreado lo probó originalmente Imre B´arány. De la misma
manera que el Teorema de Helly es una consecuencia de su versión coloreada, el
Teorema de Caratheódory es consecuencia de su versión coloreada. [1]

El teorema de Helly también tiene una versión fraccional.El teorema original
nos dice que si cada(d + 1)-ada de los convexos tiene intersección no vacı́a, en-
tonces todos los convexos tienen un punto en común. Sin embargo, resulta que
uno todavı́a puede concluir que cierta proporción de los convexos tiene un punto
en común si alguna proporción de las(d+ 1)-adas tiene intersección no vacı́a.

Teorema de Helly fraccional (1979)Sead un entero positivo. Para cadaα ∈
(0, 1) existe unβ = β(α, d) ∈ (0, 1) tal que para todon ∈ N y para toda familia
F den convexos enRd, si al menosα

(

n

d+1

)

de las(d+1)-adas tienen intersección
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no vaćıa, entonce hay al menosβn de los convexos con intersección no vaćıa.

La primer demostración de este teorema es de Katchalski y Liu en 1979 [14].
Este teorema se puede probar haciendo uso del teorema de Tverberg y del teo-
rema de Caratheódory coloreado, sin embargo la cota obtenida con ese método es
β ≥ α

d+1
. Mediante un argumento semejante al de la prueba de Helly coloreado

(usando los puntos mı́nimos de las intersecciones ded convexos en una dirección)
se puede obtener que siα tiende a1, entoncesβ tiende también a1 [7].

Usando el Teorema de Helly fraccional, o usando los teoremasde Tvergber y
Caratheódory coloreado, se puede probar un lema bastante bonito sobre las inter-
secciones de las envolventes convexas de conjuntos pequeños de una familia de
puntos [1].

Lema de seleccíon (1982)Dadosn puntos enR, existe un punto que está con-
tenido en al menoscd

(

n

d+1

)

de sus simplejos, dondecd es una constante que de-
pende únicamente de la dimensión.

Este es otro de los peldaños que necesitábamos para atacarel problema de la
propiedad(p, q).

1.4 La propiedad (p,q)

Cuando se debilita la condición de Helly ya no se obtiene como resultado un punto
en la intersección de toda la familia. Sin embargo, condiciones semejantes pueden
decir bastante sobre la estructura de separación de la familia. Éste fue el caso de
las variaciones del teorema de Helly antes vistas. Siguiendo este tipo de ideas es
natural pensar con cuántos puntos se puede intersectar a todos los puntos de una
familia dada.

Definición 5 Dada una familiaF de convexos enRd, diremos queπ(F) es el
ḿınimo ńumero de puntos necesarios para intersectar a todos los conjuntos deF .
A π(F) se le llama el ńumero de perforación deF .

Otra manera de acercarse a esta propiedad es usando el “número de perforación
fraccional”, que dice lo siguiente

Definición 6 Dada una familiaF de convexos enRd, diremos quef : Rd −→
R+ ∪ {0} es una funcíon de perforacíon deF si para todoK ∈ F se tiene
∑

x∈K f(x) ≥ 1. Le llamaremosπ∗(F) al ı́nfimo de los ńumeros de la forma
∑

x∈Rd f(x) dondef es una funcíon de perforacíon deF . Aπ∗(F) se le denomina
el número de perforación fraccional.
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Es claro queπ∗(F) ≤ π(F) ya que si podemos encontrarr puntos que intersecten
a todos los convexos de la familia, se cumple que la funciónf que vale1 en esos
puntos y0 en lo demás es una función de perforación de la familia.

Resulta que se puede dar una desigualdad al revés, es decir,que existe una función
g tal queπ(F) ≤ g(π∗(F), d), donded es la dimensión en la que vive la familia
de convexos. Para probar esto, se usa una herramienta llamada unaǫ-red débil.

Definición 7 Dado un conjunto finitoX de puntos enRd y ǫ > 0, diremos que
un conjuntoN ⊂ R

d es unaǫ-red d́ebil con respecto aX si cada convexo que
contiene al menosǫ|X| puntos deX, contiene al menos un punto deN .

Las ǫ-redes débiles se empezaron a trabajar en 1987 [16]. Cabe notar que esta
técnica tiene una generalización natural en espacios de medidas de probabilidad,
y en este caso la medida que se usa es la medida que cuenta en el conjuntoX. Las
ǫ-redes débiles tienen un teorema asociado, parecido al lema de selección (que de
hecho se usa en su demostración).

Teorema de existencia deǫ-redes d́ebiles (1992)Para cadad ≥ 1, ǫ > 0 y
un conjunto finitoX ⊂ Rd, existe unaǫ-red paraX de tamãno a lo ḿasf(d, ǫ).
f(d, ǫ) dependéunicamente ded y ǫ, pero no del tamãno deX.

Para la demostración de este teorema, se usa el lema de selección para ir con-
struyendo laǫ-red poco a poco [10]. Para obtener mejores cotas para la función
f se usa un segundo lema de selección, pero no es necesario para probar la ex-
istencia de estas redes. Usando este teorema se puede probarqueπ está acotado
por una función deπ∗ y d, a saberπ(F) ≤ f(d, 1

π∗(F)
) dondef es como en el

teorema anterior. Para ver esto primero uno puede suponer que tiene una función
de perforación que tiene valores positivos en sólo una cantidad finita de puntos y
esos valores tienen una suma tan cercana aπ∗ como se quiere. También se puede
suponer que todos los puntos tienen un valor racional. Usando esto, los puntos
donde la función vale distinto de cero se usan para generar una ǫ-red débil. Los
puntos de esa epsilon red perforan a la familia de convexos.

Para acotar el número de perforación de una familia, condiciones como la de Helly
fraccional no ayudan, ya que el número de perforación puede ser tan grande como
uno quiera, sin impotar el valor deα. Por eso, para buscar cotas paraπ(F) pode-
mos pedir una condición que implique que muchas(d + 1)-adas de convexos se
intersecten, pero que también lo hagan bien repartidas.

Definición 8 Dada una familiaF de convexos enRd, decimos queF tiene la
propiedad(p, q) si de cadap convexos deF hayq de ellos que se intersectan.
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En Rd sólo nos van a interesar las propiedades(p, q) tales quep ≥ q ≥ d + 1.
Con esto en mente, el teorema de Helly puede rescribirse de lasiguiente manera:
si F es una familia de convexos enRd con la propiedad(d + 1, d + 1), entonces
π(F) = 1.

Resulta que toda propiedad(p, q) implica una cota superior al número de per-
foración de la familia, es decir

Teorema (p, q) (1992)Seanp, q, d enteros positivos conp ≥ q ≥ d + 1. En-
tonces existe un entero positivoc = c(p, q, d) de tal manera que toda familiaF
de convexos enR con la propiedad(p, q) cumpleπ(F) ≤ c.

Este teorema fue una conjetura de Hadwiger y Debrunner en1957 [17], y fue
probada hasta1992 por Alon y Kleitman [15]. A pesar de que la conjetura suena
bastante natural, como hemos visto la prueba usa todo bajo elsol para atacar y
resolver el problema.
La desventaja del problema de existencia para el número de perforación para fa-
milias con estas propiedades es que la cotas que da son astronómicas. Por ejemplo,
para la propiedad(4, 3) en el plano el número de perforación que da es superior
a 200. Este es el primer caso no trivial y la conjetura actual es que3 puntos son
suficientes para intersectar a toda la familia.
Cabe notar que para este problema en especı́fico lo mejor que se ha podido pro-
bar es que13 puntos son suficientes [3]. De hecho, en general resulta muy difı́cil
obtener cotas buenas para el número de perforación de familias con este tipo de
propiedades. Cuando las familias son de algún tipo especial de convexos (por
ejemplo cajas, copias homotéticas de un triángulo, etc. .. ) sı́ hay avances de este
estilo [6].
Todos los casos no triviales siguen siendo problemas abiertos. En los siguientes
capı́tulos se va a desarrollar teorı́a para sacar cotas paranúmeros de perforación
de familias con una propiedad semejante a la propiedad(p, q).



Caṕıtulo 2

Gráficas de convexos

Debido al teorema de Helly, para ver las propiedades de intersección de una fa-
milia de convexos enRd basta checar las(d+1)-adas de convexos. Debido a esto
es natural definir las siguientes hipergráficas:

Definición 9 Dada una familiaF de convexos enRd definimos la hipergŕafica
Gd+1(F) asociada aF como una hipergŕafica con un v́ertice por cada convexo
de F y tal que los v́erticesv1, v2, . . . , vd+1 forman una arista si y śolo si sus
convexos correspondientesK1, K2, . . . , Kd+1 tienen intersección vaćıa.

Definición 10 Diremos que una(d + 1)-hipergráficaG es de convexos si existe
una familiaF de convexos enRd tal queGd+1(F) es isomorfa aG.

A primera vista parece más natural definir las hiperaristaspara(d+1)-adas que se
intersectan. El considerar el complemento de estas hipergráficas se hace debido
a que los trabajos de Lovász con la gráficas de Knesser mostraron que este tipo
de ideas funcionaban mejor. Con la siguiente proposición será evidente por qué
trabajar con estas hipergráficas es conveniente.

Notemos que ser una gráfica de convexos es una propiedad hereditaria. El teo-
rema de Helly puede entonces reescribirse de la siguiente manera: una familia
finita de convexosF enRd tiene intersección no vacı́a si y sólo si su hipergráfica
de convexos no tiene aristas. Con esto ya se puede dar una interpretación combi-
natoria del número de perforación de una familia, es decir

Proposición 5 SiF es una familia de convexos enRd entonces

π(F) = χ(Gd+1(F))

Dondeχ(Gd+1(F)) denota el ńumero croḿatico de la hipergŕafica.

15
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Esto sucede ya que el número cromático de la hipergráfica es el mı́nimo número
de colores que se necesitan para colorear los vértices de lagráfica de tal manera
que los vértices de cualquier color sean independientes. Esto se traduce por el
teorema de Helly en tener un punto en común, por lo que nos queda el número de
perforación de la familia.
Esto nos permite separar el problema de encontrar el númerode perforación en
dos partes. La geométrica, que consiste en ver en qué significan las condiciones
deF al traducirlas a su hipergráfica de convexos. Y la combinatoria, que consiste
en encontrar el número cromático de la hipergráfica correspondiente.
Con esto en mente, hay que analizar cuales son las propiedades que definen una
hipergráfica de convexos. Cuandod = 1, la gráfica está asociada a una familia de
intervalos.

Proposición 6 (Caracterizacíon para d = 1) Una gráfica finitaG es de convexos
si y śolo si hay una numeración de sus v́erticesv1, v2, v3, . . . , vn de tal manera
que sivi y vj son adyacentes yi < j entoncesvk y vj son adyacentes para todo
1 ≤ k ≤ i.

Demostracíon
Supongamos queG es gráficas de convexos. SeaF su familia de convexos en
la lı́nea. Vamos a ordenar los convexosK1, K2, . . . , Kn según su punto que se
encuentra más a la izquierda empezando con el que lo tiene m´as a la derecha.
Notemos que siKi ∩Kj = ∅ y j > i eso quiere decir que el punto de la derecha
deKj está a la izquierda del punto a la izquierda deKi. Entonces sucede lo mismo
con cadaKk tal quek ≤ i.
SiG cumple la condición, para cadaj consideremosλ(j) = min{i ≤ j | vi no es adyacente avj}.
Ahora a cadaj asignémosle el intervalo[−j,−λ(j)]. Estos intervalos claramente
tienen una gráfica de convexos isomorfa aG. �

En trabajos anteriores se ha trabajado con la gráfica de intersección para inter-
valos, la cual es el complemento de la que aquı́ mencionamos.Estas gráficas
también tienen una caracterización clásica, la cuál noes la que acabamos de pre-
sentar.
Usando esta caracterización, se puede ver que el número deperforación de famil-
ias de intervalos se puede calcular de manera mucho más sencilla, a saber

Proposición 7 Dada una gŕaficaG de convexos, seak(G) el número de v́ertices
de su subgŕafica completa ḿas grande. Entonces se cumple que

k(G) = χ(G)

Más áun, la gŕafica es perfecta.
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Demostracíon
Es claro quek(G) ≤ χ(G), vamos a probar por inducción sobrek(G) que
k(G) ≥ χ(G). Si k(G) = 1, entonces la gráfica no tiene aristas, por lo que
χ(G) = 1. Supongemos ahora que sabemos la desigualdad para todas la gráficas
de convexosH conk(H) ≤ n y seaG una gráfica de convexos tal quek(G) =
n + 1. Consideremos la numeraciónv1, v2, . . . , vt de los vértices deG como en
la proposición 6. SeaA el conjunto de vértices adyacentes av1 y B el conjunto
de vértices no adyacentes av1 (consideremos quev1 está enB y no enA). Con
esto tenemos queA y B son gráficas de convexos y quek(A) ≤ n. Además, por
la caracterización, entre los vértices deB no puede haber aristas, o tendrı́amos
vértices adyacentes av1. Por lo tanto tenemos queχ(G) = χ(A ∪ B) ≤ χ(A) +
χ(B) ≤ k(A) + 1 ≤ k(G), que es lo que querı́amos.
Notemos que como ser una gráfica de convexos es una propiedadhereditaria, esto
se cumple para todas las subgráficas inducidas deG, que es la definición de que
G sea perfecta. �

Corolario 1 Si F es una familia de al menosp convexos en la lı́nea con la
propiedad(p, q), entoncesπ(F) ≤ p− q + 1.

Demostracíon
Si nos fijamos enG la gráfica de convexos deF , entonces la condición(p, q) dice
que de cadap vértices hay un conjunto deq de ellos que es independiente. Debido
a esto, no puede haber una subgráfica completa dep− q + 2 vértices. Entonces

p− q + 1 ≥ k(G) = χ(G) = π(F)

�

Al trabajar con familias de convexos enRd es de mucha ayuda saber si hayd-adas
de ellos que tienen intersección vacı́a. Este tipo de información se pierde en las
hipergráficas de convexos, ya que sólo nos da informaciónsobre las(d+1)-adas.
Sin embargo, se le puede dar la vuelta al problema para poder suponer que hay
d-adas de convexos que no se intersectan.
El siguiente lema va a ser muy útil en la demostración de losresultados principales
de la siguiente sección.

Lema 1 (Separacíon ded convexos)SeaF una familia de convexos enRd. Ex-
iste una familiaF ′ de convexos enRd tal que

• Gd+1(F ′) es una subgŕafica inducida deGd+1(F),

• π(F) ≤ π(F ′) + 1

• EnF ′ hayd convexos que no se intersectan.
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Demostracíon
Sabemos que existe una direcciónv en donde todas lasd-intersecciones tienen
un único punto mı́nimo [4]. SeanK1, K2, . . . , Kd aquellos convexos tales que
su intersección es mı́nima y seap su puntov-direccionalmente mı́nimo. Sea
H = {x | v · x < v · p}. De la misma manera que en la prueba de Helly col-
oreado, si hay un convexoKd+1 tal queK1, K2, . . . , Kd+1 tienen intersección
no vacı́a entoncesp está enKd+1. Se sabe que para cualesquierad + 1 con-
vexos enRd que se intersectan, su mı́nimov-direccional es el mı́nimo de la in-
tersección de algunosd de ellos. Ahora consideremosF ′ = {T ∩ H | T ∈
F , p no está enT}∪{Ki∩H | 1 ≤ i ≤ d}. Por lo anterior, sid+1 de los convexos
deF que usamos para construirF ′ se intersectaban, el puntov-direccionalmente
mı́nimo de su intersección no puede serp, por lo que está enH. Entonces enF ′

se intersectan. Sid+ 1 de los convexos deF ′ se intersectan, entonces los que les
corresponden enF también se intersectan. Con estoGd+1(F ′) es una subgráfica
inducida deGd+1(F). Notemos que enF ′ los convexosKi ∩H con1 ≤ i ≤ d no
se intersectan. Si a losπ(F ′) puntos necesarios para perforar a todos los convexos
deF ′ le agregamosp entonces hemos perforado a todos los convexos deF . �

Notemos que en la prueba anterior para cubrir a los convexos deF sólo es nece-
sario intersectar a todos los convexos de{T∩H | T ∈ F , p no está enT} y agregar
p, por lo que en enF ′ ya no nos interesa intersectar a losd convexos que sepa-
ramos. Como las propiedades que hemos tratado se traducen directamente a las
gráficas de convexos, entonces siF cumple alguna de estas (como una propiedad
(p, q)), entoncesF ′ también la tiene. Esto será esencial en la siguiente sección.



Caṕıtulo 3

La propiedad (p, q)r

Definición 11 Diremos que una familia de convexos enRd tiene la propiedad
(p, q)r si para cadap convexos de ellos hayr q-adas que se intersectan.

3.1 Familias balanceadas

Con la definición anterior, lo que conocı́amos como la propiedad(p, q) ahora va
a ser la propiedad(p, q)1. Como ya sabemos que la propiedad(p, q)1 implica
una cota superior en el número de perforación de la familia, ahora queremos usar
esta propiedad para encontar buenas cotas en el número de perforación. Primero
veamos qué sucede si la familia tiene una propiedad(p, q)r un poco más ordenada.

Definición 12 Diremos que una familia de convexos enRd tiene la propiedad
(p, q)r que ess-balanceada si para cadap convexos de ellos hayr q-adas que se
intersectan y cada convexo está en al menoss de lasq-adas.

Otra manera de pensar en esta condición es que para cadap convexos de la fa-
milia se pueden encontrarr puntos tales que cada punto está en al menosq con-
vexos y cada convexo contiene al menoss de los puntos. Resulta que este tipo de
propiedades nos da mucha información sobre la estructura de separación de los
convexos.

Proposición 8 SeaF una familia de al menosp convexos enRd con la propiedad
(p, q)d que es(d− 1)-balanceada. Entonces cualesquierad− 1 convexos deF se
intersectan.

Demostracíon
Consideremos cualesquierad − 1 convexosK1, K2, . . . , Kd−1 y agreguémos su-
ficientes convexos deF para tenerp. ComoF tiene una propiedad(p, q)d que

19
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es(d − 1)-balanceada, cada uno de losKi está en al menosd − 1 de lasq-adas.
Con esto cada uno de losKi no está en a lo más una de lasq-adas. Como hayd
q-adas, debe haber al menos una de ellas que contenga a todos losKi, por lo que
se intersectan. �

Ya con esto tenemos casi toda la información que necesitamos para obtener cotas
para números de perforación, pero hace falta un resutladocuya demostración es
topológica. Los detalles de la demostración exceden los objetivos de esta tesis,
pero mostramos un esbozo de dicha demostración.

Proposición 9 Si se tienen convexosA0, A1, A2, . . . , Aλ enR
d con 1 ≤ λ ≤ d

que no se intersectan, hay un espacio afı́nΠ de dimensíond−λ tal que para todo
convexoK que tal que todas lasλ-adas formadas porK y λ− 1 de losAi tienen
un punto de intersección, se cumple queK intersecta aΠ.

Demostracíon
Podemos suponer que para cadai = 0, 1, 2, . . . , λ ∩j 6=iAj no es vacı́o, ya que
si esto no es cierto, por vacuidad paraK, cualquierΠ de la dimensión adecuada
funciona. Vamos a probar por inducción sobreλ que∪λ0Aj tiene la homologı́a de
S
λ−1, la esfera de dimensiónλ−1. Siλ = 1 entonces{A0, A1} son dos conjuntos

convexos disjuntos y por lo tantoA0 ∪ A1 tiene la homologı́a deS0. Supong-
amos que la afirmación es verdadera hastaλ− 1 y probémosla paraλ. El espacio
A = ∪λ1Aj es estrellado ya que cadaAj es convexo y∩λ1Aj no es vacı́o. Entonces
∪λ0Aj es la unión de dos espacios contraı́bles,A y A0 cuya intersección es∪λ1Bj

dondeBj = Aj ∩ A0. Notemos que losBj cumplen la condición paraλ − 1 por
lo que su unión tiene el tipo de homologı́a deSλ−2. Entonces, por la sucesión de
Mayer-Vietories, el tipo de homologı́a de∪λ0Aj se puede calcular a partir de los
tipos de homologı́a deA,A0 y A∩A0, que es lo mismo que si en unaλ−1-esfera
tomamos dos hemisferios y su intersección.

Ahora podemos probar la proposición para cuandoλ = d. Como∪d0Aj tiene
el tipo de homologı́a deSd tenemos queRd\ ∪d0 Aj tiene exactamente dos com-
ponentes, una de ellas acotada. SeaΠ = {v0} dondev0 es cualquier punto en
la componente acotada deRd\ ∪d0 Aj . Para cadai = 0, 1, . . . , d tomemosai en
∩j 6=iAj ∩K. Notemos que{a0, . . . , ad} están en posición general, ya que si no,
por el lema de Radón, todos losAj se intersectan.

SeaΛ la envolvente convexa de losaj y notemos que la frontera∂Λ ⊂ ∪d0Aj.
SeanCi = Ai ∩ Λ. Entonces∩j 6=iCj no es vacı́o pero∩d0Cj sı́ lo es. Con esto
∪d0Cj también tiene el tipo de homologı́a deSd−1 y está contenido en∪d0Aj . Con
esto la componente acotada deR

d\ ∪d0 Aj está contenida en el interior deΛ, por
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lo quev0 está enK, que es lo que querı́amos.

Para terminar de probar el lema ahora supongamos queλ < d. Sabemos que hay
un subespacio linealΓ deRd de dimensiónλ con la propiedad que siπ : Rd −→ Γ
es la proyección ortogonal entonces∩λ0π(Aj) sigue siendo vacı́a [18]. Entonces,
paraΓ podemos hacer los mismo que en el parráfo anterior. Con esto, hay un
puntov0 enΓ como pide la proposición. Como hay al menos un punto deK en
cada∩j 6=iAj entonces hay un punto deπ(K) en cada∩j 6=iπ(Aj). Entoncesv0 está
enπ(K). Si consideramosΠ = π−1(v0), obtenemos lo que querı́amos. �

Para el caso en queλ = d− 1 tenemos queΠ es una lı́nea y nos vamos a referir a
ella comoℓ.

Con estas dos proposiciones podemos probar el siguiente lema:

Lema 2 Seanp, q, d enteros positivos tales quep > q > d y qd > p(d − 1) + 1.
SeaF una familia de al menosp convexos enRd con la propiedad(p, q)d que es
(d− 1)-balanceada y hayd convexosK1, K2, . . . , Kd enF que no se intersectan,
entonces

π(F\{K1, K2, . . . , Kd}) ≤ d(p− q − 1) + 1

Demostracíon
Para empezar, podemos trazar una lı́neaℓ como en la proposición 9. Si consider-
amosK1, K2, . . . , Kd y cualequiera otrosp − d convexos, hayd q-adas de ellos
que tienen intersección no vacı́a. Notemos que cadaKi está en al menosd− 1 de
lasq-adas, pero como losKi no se intersectan, entonces por cada uno de ellos hay
exactamente una de lasq-adas que no lo contiene. Seanx1, x2, . . . , xd puntos en
cada una de lasq-adas ordenados de tal manera que para cadai, xi está en todos
losKj exceptoKi.
Notemos que hay al menosqd parejas(K, xj) dondeK es alguno de los convexos
y xj está enK. CadaK puede tener ad− 1 de lasxj o tenerlas a todas. Entonces
tenemos que hay al menosqd− p(d − 1) de ellos que deben tener a todas lasxj .
Ninguno de losKi puede ser alguno de los convexos que cumplan esto. Todos
estos convexos comparten〈x1, x2, . . . , xd〉, el cual por la proposición 9 tiene un
punto en común conℓ.
Entonces los convexos deF distintos de losKi al intersectarse conℓ tienen la
propiedad(p−d, qd−p(d−1)). Comoqd−p(d−1) ≥ 2, pueden ser perforados
por a lo más(p− d)− (qd− p(d− 1)) + 1 = d(p− q − 1) + 1 puntos. �

El lema anterior puede extenderse a un teorema general.
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Teorema 1 Seanp, q, d enteros positivos tales quep > q > d y qd > p(d−1)+1.
SiF es una familia de al menosp convexos enRd con una propiedad(p, q)d que
es(d− 1)-balanceada, entonces

π(F) ≤ d(p− q − 1) + 2

Demostracíon
Como la familia tiene al menosp convexos, el conjunto de lasd-adas que se
intersectan no es vacı́o. Por lo tanto podemos separard convexos como en el lema
1 y obtener una familiaF ′ con la propiedad(p, q)d que es(d − 1)-balanceada.
Entonces tenemos dos casos:

• EnF ′ hay al menosp convexos.

• EnF ′ hay menos dep convexos.

En el primer caso, usando el lema anteriorπ(F ′) ≤ d(p − q − 1) + 1, al
agregarle el punto de la separación obtenemos queπ(F) ≤ d(p− q − 1) + 2.

En el segundo caso, consideremosp convexos deF que contengan a todos
los convexos que se usaron para formarF ′. Entre ellos hay al menos unaq-
ada que se intersecta. Si esaq-ada contiene a los convexos que enF formaban
aK1, K2, . . . , Kd, entonces no puede contener a ninún otro convexo de los que
formaban parte deF ′. Con esto hay a lo másp − q de estos convexos, y como
los demás tenı́an un punto en común, toda la familia puede cubrirse con a lo más
p − q + 1 ≤ d(p − q − 1) + 2 puntos. Si a laq-ada le falta al menos uno de los
convexos que se convertı́an en losKi deF ′, entonces de los convexos deF ′ que
no eran losKi le faltan a lo másp − q − 1. Si ponemos un punto por cada uno
de éstos, el punto de intersección de laq-ada y el punto que se necesitaba para
la reducción, obtenemos de nuevo queF puede perforarse toda usando a lo más
p− q + 1 ≤ d(p− q − 1) + 2 puntos. �

Notemos que sid = 1, este teorema se convierte en la cota que se conocı́a para la
propiedad(p, q) en la lı́nea. Notemos también que la hipótesisqd > p(d−1)+1 no
es tan fuerte. Esto es porque, si consideramos cualquier familia con una propiedad
(p, q)d que es(d − 1)-balanceada, se tiene queqd ≥ p(d − 1). Para ver esto, da-
dosp convexos, basta contar las parejas(k,H), dondeH es una de lasq-adas y
k es un convexo deH. Por la condición, hayqd parejas en total, pero por ser
(d− 1)-balanceada, hay al menosp(d− 1) parejas.

Corolario 2 Seanp > d + 1 enteros positivos. SeaF una familia de al menosp
convexos enRd con la propiedad(p, p− 1)d. Entoncesπ(F) ≤ 2.
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Demostracíon
Dados cualesquierap convexos, a cada(p − 1)-ada le hace falta exactamente un
convexo. Por lo tanto cada convexo está en al menosd − 1 de las(p − 1)-adas.
Además, comop > d+1, tenemos que(p−1)d > p(d−1)+1. Con esto tenemos
las hipóteis del Teorema 1, por lo queπ(F) ≤ 2. �

En el corolario que acabamos de probar, si usamosd = 2 y p = 4, obtenemos
que una familia en el plano con la propiedad(4, 3)2 se puede perforar con a lo
más2 puntos, un punto menos que en la conjetura para la familias enel plano con
la propiedad(4, 3)1.

3.2 Familias no balanceadas

Usando la mismas idea puede demostrarse un teorema no balanceado, semejante
al teorema 1. Como aquı́ no vamos a tener la condición de balance, lo que se
va a usar para demostrar el teorema es la condición de quer sea suficientemente
grande.
De la misma manera que con el teorema 1, primero buscamos un lema cond
convexos que no se intersectan.

Lema 3 Seanp, q, r, d, k enteros positivos tales quep > q > d y 2 ≤ k ≤
q + 1− d. Supongamos que:

r >

(

p−d−k

q+1−d−k

)

(

q+1−d
k

) (d− 1)

(

p− d

k

)

− d

(

p− d

q + 1− d

)

−

(

p− d

q − d

)

+

(

p

q

)

SiF es una familia de al menosp convexos enRd con la propiedad(p, q)r y hay
un conjuntoA ded convexos deF que no se intersectan, entonces

π(F\A) ≤ p− d− k + 1

Demostracíon

ConsideremosB cualquier conjunto dep − d convexos deF\A. Consideremos
también las parejas(R, S) tales queR ⊂ A, S ⊂ B, R tiened− 1 elementos yS
tienek elementos. Vamos a probar que hay unS tal que todas las parejas en las
que está formank + d− 1 convexos que se intersectan.

Si eso no sucede, entonces hay al menos
(

p−d

k

)

de esas parejas que tienen in-
tersección vacı́a. Sabemos que cualquierq-ada deF que contenga a todoA no
tiene punto de intersección. Por lo tanto lasr que sı́ tienen son parte de las otras
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(

p

q

)

−
(

p−d

q−d

)

posibles.
Nos interesan lasq-adas que tienen exactamented−1 elementos deA y tienen un
punto en común. De las primera hayd

(

p−d

q+1−d

)

y de las segundas hayr, por lo que
de las que nos interesan hay al menos:

r + d

(

p− d

q + 1− d

)

−

[(

p

q

)

−

(

p− d

q − d

)]

Cada una de estas genera
(

q+1−d
k

)

de las parejas(R, S) que tienen un punto en
común, pero las estamos contando a lo más

(

p−d−k

q+1−d−k

)

veces.
Entonces el número de parejas posible es al menos:

[

r + d

(

p− d

q + 1− d

)

+

(

p− d

q − d

)

−

(

p

q

)]

(

q+1−d
k

)

(

p−d−k

q+1−d−k

) +

(

p− d

k

)

Como sabemos que el número de parejas posibles esd
(

p−d

k

)

, al escribir la de-
sigualdad y despejarr obtenemos que la condición contradice la hipótesis origi-
nal.
Por lo tanto hay unS0 como querı́amos originalmente. Podemos trazar una recta
ℓ como en la proposición 9 respecto a los convexos deA. Entonces,∩S0 cumple
que tiene un punto enl. Con esto tenemos queF\A tiene la propiedad(p− d, k)
enℓ, por lo que tiene número de perforación a lo másp− d− k + 1. �

Usando este lema obtenemos también un teorema general.

Teorema 2 Seanp, q, r, d, k enteros positivos tales quep > q > d y 2 ≤ k ≤
q + 1− d. Supongamos que

r >

(

p−d−k

q+1−d−k

)

(

q+1−d
k

) (d− 1)

(

p− d

k

)

− d

(

p− d

q + 1− d

)

−

(

p− d

q − d

)

+

(

p

q

)

Si F es una familia de al menosp convexos enRd con la propiedad(p, q)r en-
tonces

π(F) ≤ p− d− k + 2.

Demostracíon
La demostración es análoga a la del teorema 1, pero usando el lema3 en vez del
lema2. �

Cuandok = q + 1− d, obtenemos un corolario muy elegante.

Corolario 3 Seanp, q, d, r enteros positivos tales quep > q > d y
r >

(

p

q

)

−
(

p+1−d
q+1−d

)

. SiF es una familia de convexos enRd con la propiedad(p, q)r
entonces

π(F) ≤ p− q + 1.



Caṕıtulo 4

Números de cubrimiento para otros
teoremas

4.1 Algunos ejemplos

Las ideas de número de perforación y de propiedad(p, q) tienen sentido para
cualquier teorema tipo Helly. Cuando hablamos del número de perforación de
una familiaF de convexos, nos referimos al mı́nimo número de conjuntos en que
podemos partir aF de tal manera que los convexos de cada parte tengan inter-
sección no vacı́a. En la propiedad(p, q) nos referimos a que de cadap convexos
hay q que tienen intersección no vacı́a. Esto es porque “tener intersección no
vacı́a” es una propiedad que tiene un teorema tipo Helly (justamente el teorema
de Helly).

Definición 13 Dada una propiedadψ que tenga un teorema de Helly y una fa-
milia F de conjuntos, diremos que el número de cubrimiento deF respecto a la
propiedadψ es el ḿınimo ńumeron tal queF se puede partir enn conjuntos que
cumplan cada uno la propiedadψ. Nos referiremos a este número comoπψ(F).

Definición 14 Dada una propiedadψ que tenga un teorema de Helly, denotare-
mos porH(ψ) al número involucrado en la hiṕotesis de su teorema.

Definición 15 Dada una propiedadψ que tenga un teorema de Helly y una fa-
milia F de conjuntos, diremos queF tiene la propiedad(p, q) respecto a la
propiedadψ si de cadap conjuntos deF hay al menos unaq-ada que tenga
la propiedadψ.

Con esto surge naturalmente querer generalizar la conjetura de Hardwiger y De-
brunner. Dada una propiedadψ con un teorema tipo Helly tal queH(ψ) = λ,

25
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¿será cierto que toda propiedad(p, q) respecto aψ conp ≥ q ≥ λ implica una
cota superior en el número de cubrimiento respecto aψ?

Resulta que ésto es falso, ya que en unaλ-hipergráfica podemos considerarΨλ

como “ser un conjunto independiente de vértices”. En este caso el número de per-
foración respecto aΨλ resulta ser el número cromático de la gráfica en cuestión.
Como una cota sobre el tamaño del clan más grande de una hipergráfica no implica
una cota sobre su número cromático, este contraejemplo funciona.

Definición 16 Dada una propiedadψ con teorema de Helly yp, q enteros tales
que p ≥ q ≥ H(ψ), diremos quec(ψ, p, q) es el ḿınimo entero tal que la
propiedad(p, q) respecto aψ en una familiaF implica queπψ(F) ≤ c(ψ, p, q).
Si no hay una cota finita, definimosc(ψ, p, q) como∞.

Nos interesa encontrar las ternas(ψ, p, q) tales quec(ψ, p, q) < ∞. Se pueden
encontrar muchas si usamos la propiedadΨλ como en el contraejemplo anterior.

Proposición 10 Seaλ un entero positivo. Para cualquier propiedadψ tal que
H(ψ) = λ, se tiene quec(ψ, p, q) ≤ c(Ψλ, p, q).

Demostracíon
Supongamos primero quec(Ψλ, p, q) < ∞. SeaF una familia de conjuntos con
la propiedad(p, q) respecto aψ. Consideremos unaλ-hipergráficaGψ(F) con
un vértice por cada conjunto deF . Dadosλ vértices deGψ(F) diremos que for-
man una hiperarista si y sólo si sus conjuntos correspondientes no cumplen la
propiedadψ. Por el teorema tipo Helly, sabemos queF tiene número de cubrim-
iento respecto aψ menor o igual an si y solo siχ(Gψ(F)) ≤ n. Pero la propiedad
(p, q) respecto aψ enF se traduce a que para cualesquierap vértices deGψ(F)
hay q de ellos que forman un conjunto independiente. Por la hipótesis tenemos
queχ(Gψ(F)) ≤ c(Ψλ, p, q), que es lo que querı́amos. �

Notemos que siψ es “tener intersección no vacı́a”, entonces la hipergráfica que
usamos en la demostración es justamente la hipergráfica convexa de la familiaF .
Como con esa propiedad sı́ es cierta la conjetura de Hardwiger-Debrunner, lo que
podemos deducir es que la hipergráfica convexas sı́ son bastante particulares. Con
la última proposición en mente, basta encontrar una pareja de enteros positivos
(p, q) tal quec(Ψλ, p, q) < ∞ para obtener toda una serie de teoremas de ese
estilo.

Proposición 11 SeaG unaλ-hipergráfica con al menos2λ vértices. Si de cada
2λ vértices deG hay 2λ − 1 de ellos que forman un conjunto independiente,
entonces hayλ vértices deG tales que al quitarlos nos queda una hipergráfica
independiente yχ(G) ≤ 3.
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Demostracíon
Si no hay aristas enG ya acabamos. Si hay al menos una arista seaA el conjunto
de vértices que la forman. ConsideremosB cualquier conjunto deλ vértices dis-
tintos a los deA. EnA ∪ B hay un vértice tal que al quitarlo, los demás forman
un conjunto independiente. ComoA forma una arista, ese vértice debe estar en
A. En particular,B no forma arista, por lo queG\A es una gráfica independi-
ente. Además, al menosλ − 1 vértices deA están contenidos en un conjunto de
λ vértices que no forman arista. Si para cualquier eleccióndeB son los mismo
λ − 1, entoncesχ(G) ≤ 2. Si no, entonces hay dos no-aristas que cubren todos
los vértices deA, con lo queχ(G) ≤ 3.

De este teorema se deduce una serie de corolarios para todos los teoremas tipo
Helly que hemos mencionado

Corolario 4 (Con Helly) SiF es una familia de al menos2d+2 convexos enRd

con la propiedad(2d+2, 2d+1), entoncesπ(F) ≤ 3 y con la excepción ded+1
convexos todos se intersectan

En este caso, siψ es “tener intersección no vacı́a”, tenemos queH(ψ) = d + 1,
con lo que obtenemos lo que querı́amos.

Corolario 5 (Con Caratheodory) SeanF es una familia de al menos2d + 2
puntos enRd y x ∈ Rd. Si de cada2d + 2 puntos deF hay2d+ 1 de ellos tales
quex no est́a en su envolvente convexa, entoncesF se puede partir en3 conjuntos
A1, A2, A3 tal quex 6∈ 〈A1〉 ∪ 〈A2〉 ∪ 〈A3〉 y hayd + 1 puntos talesx no est́a en
la envolvente convexa del resto

En este caso, siψ es“contener ax en la envolvente convexa”, tenemos queH(ψ) =
d+ 1, con lo que obtenemos lo que querı́amos.

Corolario 6 (Con posición convexa) Si F es una familia de al menos2d + 2
puntos enRd tal que para cualesquiera2d + 4 puntos hay2d + 3 de ellos que
est́an en posicíon convexa. Entonces con la excepción ded+2 puntos todos están
en posicíon convexa y se puede partirF en3 conjuntos tal que cada uno está en
posicíon convexa.

En este caso, siψ es “estar en posición convexa”, sabemos queH(ψ) = d + 2,
con lo que obtenemos lo que querı́amos.

Corolario 7 (Con Krirchberger) SeaF un conjunto de al menos2d+ 4 puntos
rojos y azules enRd. Si de cada2d + 4 puntos deF hay uno tal que de los otros
2d+3 los puntos rojos se pueden separar de los puntos azules por unhiperplano,
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entonces con la excepción ded + 2 puntos se pueden separar los puntos rojos
de los puntos azules por medio de un hiperplano yF se puede serparar en3
conjuntos tales que en cada uno los puntos rojos se pueden separar de los puntos
azules por medio de un hiperplano.

En este caso siψ es “los puntos rojos y los puntos azules se separan”, sabemos
queH(ψ) = d+ 2, con lo que obtenemos lo que querı́amos.

4.2 Para colinealidad

En el resto de la sección una propiedad(n, k) para un conjunto de puntos enRd

quiere decir que para cualesquieran de ellos hayk que son colineales. Primero
veamos que con colinealidad, la propiedad(n, k) implica una cota al número de
cubrimiento.

Proposición 12 SeanF una familia de puntos enRd y n ≥ k ≥ 3 enteros. SiF
tiene la propiedad(n, k), entonces hay

(

n−k+2
2

)

l ı́neas que cubren aF .

Demostracíon
Notemos que la propiedad(n, k) implica una propiedad(n− k + 3, 3). Si no hay
n− k + 2 puntos en posición general, tenemos una propiedad(n− k + 2, 3), por
lo que por un argumento inductivo hemos acabado (ya que con(3, 3) todos son
colineales). Si tenemosn− k+2 puntos en posición general, cualquier otro debe
estar en alguna de las

(

n−k+2
2

)

lı́neas que definen esosn− k+ 2 puntos, que es lo
que querı́amos.

Usando esto, es posible dar un teorema fuerte sobre el número de cubrimiento
para esta propiedad

Teorema 3 Para cualesquieran, k enteros positivos conn ≥ k ≥ 3 existen en-
terosαn,k, βn,k tales que siF es una familia de al menosβn,k puntos enRd con
la propiedad(n, k), entonces podemos quitar a lo másαn,k puntos deF de tal
manera que hay⌈ n

k−1
⌉ − 1 l ı́neas cubriendo al resto.

Demostracíon Vamos a probar queβn,k = max{
(

n−k+2
2

) [(

n−k+1
2

)

+ k − 2
]

+
1, n} y αn,k = βn−k+1,k − 1 funcionan. Vamos a dejar fijok y probar el teorema
por inducción sobren. Sin < k, como no se puede dar la propiedad(n, k) si hay
suficientes puntos, el teorema es cierto. Sin = k todos los puntos son colineales,
por lo que el teorema también es cierto. Supongamos que es cierto hastan − 1.
Como tenemos la propiedad(n, k) entonces los puntos deF se pueden cubrir con
(

n−k+2
2

)

lı́neas. Como tenemosβn,k puntos, hay al menos
(

n−k+1
2

)

+ k − 1 en
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alguna de estas lı́neas. Llamémoslel a esa lı́nea. Si fuera del hay menos de
βn−k+1,k puntos, quitando esos hemos acabado. Si no, conideremos cualesquiera
n− k + 1 puntos fuera del. Esos puntos definen

(

n−k+1
2

)

lı́neas, por lo que pode-
mos encontrar al menosk − 1 puntos deF en l que no estén en ninguna de esas
lı́neas. Agregando esosk−1 puntos a los que tenı́amos, tenemosn puntos. Como
no hay dos puntos de los originales colineales con los puntosque agregamos del,
entre losn−k+1 puntos fuera del, hayk que son colineales. Es decir, los puntos
deF que no están enl tienen una propiedad(n − k + 1, k). Como fuera del
habı́a al menosβn−k+1,k puntos, por inducción podemos quitar a lo másαn−k+1,k

puntos y lo demás está cubierto por⌈n−(k−1)
k−1

⌉−1 = ⌈ n
k−1

⌉−2 lı́neas. Agregando
l y notando queαn−k+1,k ≤ αn,k obtenemos lo que querı́amos.

Una aplicación directa de polos y polares da un teorema análogo para números
de perforación para conjuntos de rectas.

Corolario 8 Dados enteros positivosp ≥ q ≥ 3 existen enterosβp,q, αp,q tales
que siL es una familia de al menosβp,q rectas enRd con la propiedad(p, q),
entonces con la excepción deαp,q rectas,π(L) ≤ ⌈ p

q−1
⌉ − 1.
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[3] A. Gyárfás y G. Tóth D. J. Kleitman. Convex sets in the plane with three of
every four meeting.Combinatorica, 21(2):221–232, 2001.

[4] C.A. Rogers G. Ewald, D.G. Larman. The directions of the line segments
and the r-dimensional balls on the boundary of a convex body in euclidian
space.Mathematika, 17:1–20, 1970.

[5] E. Helly. über mengen konvexer körper mit gemeinschaftlichen punkten.
Jber. Deutsch. Math. Verein., 32:175–176, 1923.

[6] M. Tancer J. Kync̆l. The maximum piercing number for someclasses of con-
vex sets with the(4, 3)-property.The Electronic Journal of Combinatorics,
15:1–16, 2008.

[7] G. Kalai. Intersection patterns of convex sets.Israel J. Math., 48:161–174,
1984.

[8] P. Kirchberger. über tchebychefsche annäherungsmethoden. Math. Ann.,
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