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Capitulo 1

Introducci on

Nuestro interés principal en esta tesis a gsdpiedad (p,qple Hadwiger-Debrunner.

Definicion 1 Diremos que una familid de conjuntos convexos tiene la propiedad
(p, q) si de cada de ellos hay; que se intersectan.

Alon y Kleitman demostraron en 1992 [15] el siguiente teaem

Teorema (p,q) (1992)Dados entero® > ¢ > d + 1, existe un imeroc =
c(p, q,d) tal que para cualquier familiaF de conjuntos convexos &t con la
propiedad(p, ¢), hay un conjunto de puntos que los intersecta a todos.

Es decir, sin importar cuantos convexos tenga la famita propiedad es sufi-
ciente para acotar el nUmero de puntos necesarios parsecti@ a todos los con-
vexos y este nUmero es finito. Este teorema le da una justdicanuy fuerte al
interés en la propiedad (p,q). El problema de este teorsrgaesu demostracion
usa practicamente todo bajo el sol y no da cotas buenas patanelro de pun-
tos necesarios para intersectar a toda la familia. Los nemsenecesarios para
demostrar dicho teorema se pueden representar mediangpiieinse diagrama

[9]
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Teorema de Helly i«

Y

El minimo de la interseccidn
ded + 1 convexos en una
direccion esta determinadp

por d de ellos

Y
Helly fraccional

Lema de Radon

Y

Teorema de Tverber

primer lema de seleccion

T~

e-redes débiles

Y
la propiedadp, d + 1)

acotarr™

Y

7 acotado por una funcion
dedy n* para familias

de conjuntos convexos

Teorema (p,q)

En este diagrama hay dos tipos de resultados. El primerdipoesultados sobre
familias de puntos en general, en las que nos se pide ninglinetera a estas
familias, pero su tamafio nos da ciertas porpiedades. Ehgegipo son teoremas
sobre familias de convexos. En este tipo de resultadosgdsepe las subfamilias
de cierto tamafo cumplan una propiedad para conlcuir glgeléofamilia cumple
dicho teorema. A continuacion enunciaremos los resutagaen la siguiente
seccion se trabajaran con mas detenimiento.
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Comenzamos con los resultados del primer tipo.

Johann Radon prueba en 1921 [11] el teorema de Helly. En estasiracion,
prueba el siguiente lema.

Teorema de Radon (1921Dadosd + 2 puntos enR?, se pueden separar en
dos conjuntosA, B de tal manera que las envolventes convexas de ambas partes
se intersectan.

45 afos depués, Hedge Tverberg generaliza el resultd@oaren el siguiente
teorma. Ahora en vez de querer partir el conjunto de puntodosnpartes, se
busca partirlo en cualquier nUmero de pedazos. Cabe despae cuando Tver-
berg intentd probar su teorema, fue porque habia entemadad un problema que
le habian propuesto. Afortunadamente, gracias a ese teatido, se pudo de-
mostrar lo que ahora se conoce como el teorema de Tverberg.

Teorema de Tverberg (1966Dados(k — 1)(d + 1) + 1 puntos erR?, se pueden
separar erk conjuntoskKi, Ks, ..., K; de tal manera que las envolventes con-
vexas de cada parte se intersectan.

Después, Imre Barany demuestra [1] que si se tienen myehuss eriR?, hay
un punto en muchos de sus simplejos (envolventes convexdstde puntos).
Lo interesante de este resultado es que la cantidad de gasiglee contienen a
dicho punto es proporcional a la cantidad de puntos en eluntmjpriginal. A
este resultado se le suele llamar el primer lema de sefepoi@ue en ese mismo
articulo prueba mas de un resultado de este estilo.

Primer lema de selecdn (1982)Dada una familia de puntos enR?, siempre
hay un punto en la envolvente convexa de al me?g{gil) de sugd + 1)-adas.
C, depende solo de la dimension.

A pesar de gue el resultado anterior parece ser bastantmir@pes practicamente
la base para la demostracion del siguiente resultado. ghlesite teorema nos
habla sobre el nUmero de puntos que se necesitan paragottera todos los con-
vexos que contienen a al menas puntos de un conjunto original depuntos.
Sorprendentemente este nUmero no depende de

Teorema de lase-redes ckbiles (1992)Para cadal > 1,¢ > 0, y X subon-
junto finito deR?, hay unae-red débil paraX de tamafigf (d, ), que depende de
dy e pero no depende del tamaio &le
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Los resultados del segundo tipo son:

Teorema de Helly (1923)Para cualquier familia finits&F de convexos eiR?,
los convexos dé tienen un punto de interseccion siy solo si cddal de ellos
tienen un punto de interseccion.

El teorema de Helly fue demostrado anteriormente por Rgukm, Edward Helly
publica su prueba dos afios mas tarde [5]. Se le llama teodentHelly porque
Helly se lo comunicd en una carta a Radon, y por ello &l paldu demostracion
antes. El teorema de Helly va a ser la base de toda una famijarteralizaciones,
entre ellas el teorema (p,q). Lo que nos dice es que bastardasentersecciones
de las(d + 1)-adas de convexos para saber si la familia total se inters8cuno
debilita la condicion y s6lo pide que cierta proporci@las(d + 1)-adas de con-
vexos se intersecten, entonces también se obtienena@ssilinteresantes, como
el siguiente teorema.

Teorema de Helly Fraccional (1979)Sead un entero positivo. Para cadae
(0,1) existe uns = B(«,d) € (0,1) tal que para tode € Ny para toda familia
F den convexos eiR?, si al menosy (dL) de las(d + 1)-adas tienen interseccion
no vacia, entonces hay al mentsde los convexos con interseccibn no vacia.

En el Gltimo par de resutados del diagramags el nUmero que buscamos, es
decir, el menor nimero de puntos que se necesita paradotars todos los con-
vexos de una familiar* es una generalizacion de éste nimero con funciones, que
nos permite trabajarlo mas facilmente, a pesar de quetercaso no sea nece-
sariamente entero.

En esta tesis trabajaremos con una propiedad semejanig a/jaa la cual lla-
maremos la propiedagh, ¢),.. Vamos a considerar las familias de convexos tales
que para cualesquiefade ellos, hay- g-adas que se intersectan. Con esta no-
tacion, la propiedadp, ¢) usual seria la propiedag, ¢);. Nos va a interesar
encontrar suficientemente grandes para que podamos intersectamaila feon
pOCoS puntos.

1.1 Preliminares

En el presente trabajo suponemos que estamos siempre graeiocesuclidiano
d-dimesionalR?. Dados dos puntos, b deR? consideraremos el segmeritob]
como el conjuntdta+(1—t)b|t € [0, 1]}. Se trabajara sobre la estructura familias
de conjuntogonvexoses decir
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Definicion 2 Diremos qued C R? es convexo si paratodab € A, se tiene que
el segmentdu, b] est contenido em.

Proposicion 1 Si F es una familia de convexos &+ entonces\.F es convexo.

Demostracbn
Sia,b € NF, entonces para todd’ € F se tiene quel,b € K. Con esto
[a,b] C K. Esdecir]a,b] C NF. O

Teniendo en cuenta ésto, dado un conjuhto R? podemos definir su envolvente
convexa, es decir, el convexo mas pequefio que lo confienetras palabras,

Definicion 3 Dado S c R? definimos(S) = N{K | S C K, K es convexp.

También se le suele llamar (&) el casco convexo d&. Con la proposicion
anterior queda claro qug) es convexo y contiene s Ademas, para cada C
R? se tienen las siguient@propiedades:

° SC(S).

e SiS C T,entoncessS) C (T).

Definicion 4 Dado un conjuntas de puntos en el plano, diremos gfesst en
posicibn convexa si paratode € S se tiene que ¢ (S\{z}).

Proposicion 2 Dado un conjunte C R4,(S) = {aia; +asas+. .. +ana, | n €
N, a; GS, (073 Z0,0[1+OQ+...+O[”:1}

Demostracbn

SeaB = {aja1+agas+...+ana, In €N, a; €S, a; > 0,1 +as+...+a, =
1}. Dadosa,b € B, tenemos que = «aja; + asas + ... + a,a, para algunos
a; € Sy algunos reales no negativastales quev; + as + ... + a, = 1. De
manera semejante= 510, + 52bs + ... + Buby,. Todo puntoe € [a, b] es de la
formasa +tbcons+t=1ys,t > 0.

Si consideramos; = saj, Y2 = SQ2,...,Vn = SQn,VYni1 = 01, Yniz =
tBay . s Ynam = tBm Y €1 = Q1,62 = ag,...,Cp = Gy, Cpr1 = b1,Cpin =
ba, ..., Contm = by, tENEMOS qU& = sa + tb = vyic1 + YaCo + ... 4+ VnamCm

y quevy; > 0. Ademas tenemos qug + v2 + ... + Vpam = S(a1 + a2 + ... +
ap) +t(B1+ Pe+ ...+ Bn) = s+t = 1. Porlotantoc € By con esoB es
convexo.

Es claro queS C B por lo que tenemos$S) C B. Ahora vamos a probar por
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induccibn sobre: que todos los puntos de la formaa;, + asas + ... + aya,
van a estar eqS). Sin = 1, son los puntos d& por lo que si estan eff). Si
es cierto hasta cierto, consideremos = aja; + asas + ... + Qpp1ani1. Si
any1 = 1, entonces todos los demasson0y a = a,1 € (S). Sia, < 1,

entonces consideremgs = 173% parai: = 1,2,...,n. Con esto tenemos
que By + By 4 ... + B, = Gtertedon _ It _ 1 Eptonces sb =

1_0¢n+1 1_Oé'n,«b»l
pray + Paas+. ..+ Bra, tenemos qué € (S). Peroa = (1 —ay,41)b+ i 1Gp-
Como0 < a,y; < 1, tenemos que es un punto del segmentd, a,, 1], ¥y
por la convexidad deS) tenemos que < (S). EntoncesB C (S), es decir,
B =(S). O

Sic =", ma cong; > 0paratodoiy Y . o = 1 diremos que: es
combinacion convexa de, a., . .., a, . Teniendo esto en cuenta, es posible de-
mostrar el primer teorema importante de la geometria c@ve

Lema de Radon (1921)SiS C R?y |S| > d + 2 entonces hay dos conjuntds
yBtalesqueAUB =S, ANB =0y (A)N(B) # 2.

Demostracbn

Consideremos el caso en qug = d + 2 y seanug, vy, ..., vq41 10S puntos de
S. Los vectores; — vy, v3 — vp,...,Vs41 — Vg NO pueden ser linealmente in-
dependientes, por lo que exsiten realgsas, . .., o411, NO todos iguales &,
tales quevx; (v; — vg) + as(vy — vg) + ... + agr1(var1 — vo) = 0. Si definimos
apg = —(a;+as+...+aq1), Obtenemos queyvy + avr + .. .+ agr1vgrr =0

y queag + a1 + ... + agy1 = 0 (sin ser todo9).

SeanX = {i|a; >0} yY = {i| oy < 0}. Si5; = —; para cadd, tenemos
que) ..y o = Y .oy i > 0. Ademas,

Z Q;V; = Z Biv;.

1eX €Y

Dividiendo ambas partes pdr, . , a; obtenemos un punto €nl) y en(5) donde

A la parejaA, B se le llama una particibn de Radon fe El lemma de Radon
forma practicamente la base de la geometria combinatgaiajue ademas de
ser sencillo tiene una gran cantidad de equivalencias. rRadpublica en 1921
cuando demuestra el teorema de Helly [11]. A Radon le paetsdncillo que
ni siquiera le pone nombre, lo hace sobre la marcha de la deani@ principal.
Las equivalencias mas importantes de este lema son lesiesrde Caratheobdory,
Helly y Kirchberger. A continuacion se muestra la demastra de éstos usando
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el lema de Radon.

Teorema de Carathédory (1907) DadoC C R¢yx € (C) existe un con-
juntoC’” C C'talquex € (C") y|C'| < d+ 1.

Demostracbn

Comoz € (C), entonces: es combiancion convexa de algunos elementoS.de
Es decire = aqay + asas + ... + apa, cOney >0, >0 a; = 1. Sin <d+1
ya acabamos. Si algin = 0, podemos quitar ese elemento y tenemosamo
combinacion convexa de menos elementos. Entonces podamosery; > 0
para toda.

Sin > d+ 2 entonces por el lema de Radon existen subconjuAtgs.J de
{1,2,...,n} talesque s = {a; |i € H}y B = {a;|i € J}, Ay B forman
una particion de Radon degv, as, ..., a, }. Entonces existen escalares no neg-
ativos~yi, vz, ..., v, tales qued_. v = >..;7 = 1y hay un puntg tal que
b= Z@EH Vil = Zie] i«

Sea\ =min{% [ € H, 7; > 0}.

T=T—Ap+A\p=

= (Z Oéi%) — A (Z ’Yz‘%) + A (Z ’Yz‘CLz') =
= Z(Oél — )\’}/Z)CLZ —+ Z(Ozz + )\’}/Z)CLZ

i€H ieJ
Notemos que ahora los coeficientes siguen sumayyqued .., v = > .c; Vi
y que por la minimalidad dg, los coeficientes el siguen siendo no negativos.
Sin embargo, debe haber un indig¢al quea;, — \y;, = 0, con lo que ahora;,
tiene coeficient®. Con esto tenemos quepuede escribirse como combinacion
convexa de menos elementos@de Seguimos haciendo ésto hasta que quedan a
lo masd + 1 elementos en la combinacion. O

Cabe notar que lo que estamos haciendo es la demostraciésteldeorema
usando el lema de Radon. La prueba original es de 1907 enignlarsobre
analisis armonico [2]. La prueba original del teorema deatheddory consta de
22 paginas, bastante mas que lo que se hace en la pruebarante

Teorema de Helly (1923)SeaF una familia finita de convexos &tr. Si cada
d+ 1 convexos de la familia tienen interse@meino vaga, entonces toda la familia
tiene intersecdn no vaga.
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Demostracbn

Vamos a probar el teorema por induccion sobre- |F|. Sin = d + 1, por
hipotesis la familia tiene interseccion no vacia. Swgamos ahora que es cierto
paran — 1 y vamos a probarlo para (n > d + 2). Numeremos los convexos
K, K,, ..., K, deFy consideremos; = F\K;. Notemos quéF;| =n — 1,y
queF; cumple la condicion del teorema. Entonces hay un ppntonF;. Como

n > d + 2, hay una particion de Radof, B de {p;, po, ..., p.}. Consideremos
p € (A)N(B). Dado un convexd;, podemos suponer sin pérdida de generalidad
quep; € B. Con esto, todos lgs; de A estan enf;, es decird C K;. Usando la
convexidad de€<; tenemos que € (A) C K;. Con estp € NF, que es lo que
gueriamos. O

Cabe notar que se puede demostrar el lema de Radon usandiesidede Helly.
El teorema de Helly fue descubierto y demostrado por Edwailtytlén 1913, y
se lo comunica a Radon (quien publica una prueba en 1921 [$iij)embargo,
ponemos como afio 1923 ya que es cuando aparece publicasfadatdacion de
Helly [5].

Notemos que el teorema de Helly no es verdadero si la fansiliafimita. Para ver
esto, dado un vectarcon normal enR? podemos definifl;, = {r € R? | z-v >
k}. Como los semiespacios son convexos, esta es una famibagere icadd + 1
convexos tienen interseccion no vacia pero la famili tane interseccion vacia.
Si se quiere trabajar con una familia infinita, se le pide ectws/exos que sean
compactos. En este caso tenemos una familia con la propaslaterseccion
finita (por aplicar el teorema de Helly a cualquier subfaarfilita) y por la com-
pacidad de los convexos, obtenemos una interseccion déadaimilia.

El lema de Radon también se puede generalizar a particcmmasas pedazos.

Teorema de Tverberg (1966%5i S es un conjunto de al men¢g—1)(d+ 1) + 1
puntos erR? entoncess se puede separar énpedazos disjuntok’, Ko, ..., K,
de tal manera que

m (Ki) # @

1<i<k

A una particion de este estilo se le llama una particion dererg. El lema
de Radon es un caso particular de este teorema cuagd®. La prueba original
de este teorema [13] consiste en ver que dado un confuctm (£ —1)(d+1)+1
puntos y una particion de Tverberg, si se empieza a movedesas puntos hasta
que se rompe la particion, entonces se puede modificar getizion para que
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siga cumpliendo la propiedad deseada. Esta prueba es teastaya y compli-

cada, pero se obtiene la minimalidad del num@ére- 1)(d + 1) + 1.

También se puede dar una prueba del teorema de Tverberg werslon colore-
ada del teorema de Carathebddory [1] (la prueba del toerenfarerberg usando
Carathebdory coloreado es de K. S. Zarkaria y fue hecha @2 [12]).

1.2 Teoremas tipo Helly

Es importante notar en el teorema de Helly que la estructimatdrseccion de la
familia puede revisarse localmente. Es decir, sblo hayreuisar la interseccion
de cadad + 1 convexos para saber si la familia total se intersecta. Shasa
tante inocente pero este teorema ha dado lugar a toda unadggmnablemas en
geometria combinatoria, todos buscando propiedadeseqogesian checar en la
subfamilias de cierto tamafio.

Con un teorema tipo Helly nos referimos a algiin teoremaebagta una propiedad
hereditaria) y un nUmero\ que diga “si cada objetos de una familig tienen

la propiedad), entoncesF tiene la propiedad”. El teorema de Helly es justa-
mente cuando la propiedades: “tener interseccion no vacia’. En este caso el
namero) es igual al+ 1. En el Gltimo capitulo se veran algunas generalizacgone
de teoremas de este estilo, veamos algunos ejemplos:

Proposicion 3 Dado un conjuntd de puntos efR?, cualesquierss de ellos son
colineales si y 8lo si todos son colineales.

Proposicion 4 Dado un conjuntes C R?, S esth en posiadn convexa si y&o si
cadad + 2 de sus puntos &st en posidn convexa.

Demostracbn

Si hay un punta: tal quez € (S\{x}), entonces por el Teorema de Carathebdory
hay un conjuntoS’” C S\{z} tal quex € (S’), dondeS’ tiene a lo masi + 1
puntos. Entoncesy’ U {x} es un conjunto de a lo m@s+ 2 puntos deS que no
esta en posicion convexa. O

Otro ejemplo seria el teorema de Kirchberger, que dice ajgseparacion de con-
vexos es una propiedad tipo Helly,

Teorema de Kirchberger (1903)Dado dos conjuntos finitod y B enR?, si
paratodoS Cc AuBcon|S| < d+2setienequeAnS)N(BNS) =g
entoncesA) N (B) = .

Demostracbn
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Se sabe que dadasy B enR?, (A) N (B) = & siy sblo si hay un hiperplano que
separa @ y a B. Es decir, existen € R?y c € Rtalesqued C {z |z -n < ¢}

y B C {z | z-n > c}. Notemos que para que esto se cumpla esta implicitmque
no sea el vectad. Para cada € A consideremos, las parejagn, c) tales que
a-n > cyparacada € B consideremod}, las parejasn, c) tales qué - n < c.

La condicion del teorema nos dice que cdda?2 de esos conjuntos tienen inter-
seccion no vacia. Sin embargo, una pateja) conn € R¢y ¢ € R es un punto
enR9*!. En este espacio es claro gqie y Y, son convexos para todo € A

y para todab € B. Entonces por el teorema de Helly tenemos que todoXos
y Y, tienen un punto en comun, lo cual define un hiperplano go@raeaAy B. [J

Realmente lo que dice el teorema es que basta checét a®)-adas de pun-
tos para ver si las envolventes convexas se separan. Es@gue este teorema
implica facilmente el teorema de Carathebdory a pesaedargerior a &l [8].
Para ver esto, basta consideBacomo un conjunto de un punto.

1.3 Variaciones de Helly

De las cuatro equivalencias del lema de Radon, el teoremaliieds la mas no-
ble en el sentido en que se puede generalizar o modificar slenaderas. Veamos
por ejemplo el teorema de Helly coloreado.

Teorema de Helly Coloreado (1982f5eanf, Fs,. .., F4.1 familias finitas de
convexos eR?. Supongamos que cada vez que consideraimesl convexos
Ky € Fi,Ky € F,...,Kq11 € Fqp1 Se sabe que),_,,., K; # @. Entonces
hay una familiaZ; tal que( F; # .

Demostracbn

Consideremos! el conjunto de intersecciones deconvexos de familias distin-
tas. Sabemos que existe una direcaidal que cada uno de esas intersecciones
alcanza su punto minimo en la direcciden un sélo punto [4]. Supongamos que
K1, K, ..., K4 son aquellos convexos tales que el punto minjirpg en la di-
reccibnu de su interseccion es maximal y giie € F, K, € F»,..., K; € F,.
Vamos a demostrar que cualqui€y,; € F,,.1 contiene &, 1.

Sabemos qué&l, N Ko N ...N Ky N Kgqp # (), como esos puntos estan en la
interseccion de lo%; con1 < i < d, su partev-direccional es mayor o igual a
la dep,q.1. Sin embargo, si consideram@sel punto minimo de); ., K; tenemos
queq, debe tener su partedireccional menor o igual a la gg.,. Entonces debe
haber un punte; enn,., K; tal quep; - v = pys1 - v. Con esto tenemag+ 1
puntos en el hiperplano ortogonabague pasa pop,.;. Como ese hiperplano
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tiene dimensiénl — 1, podemos aplicar el Lema de Radon, de manera analoga a
cuando se probo el teorema de Helly, para obtener un pyren ese hiperplano
enNi<;<q+1K;. Porla unicidad de,; en la direccion tenemos qu@y = pa1,

es decCirpg1 € Kgp1. O

El teorema se llama coloreado ya que si pensamos a las famdiao pintadas
ded + 1 colores, si cadéd + 1)-ada heterocromatica se intersecta, hay un color
para el cual todos todos los convexos de ese color se intanseEste teorema
tiene como caso particular al teorema de Helly si considesdasd + 1 famil-

las como iguales. Sin embargo, el teorema de Helly se puedspsin usar

la métrica deR?, pero para el teorema de Helly coloreado todavia no se ha en-
contrado una prueba de ese tipo. Notemos que si hacemosresta para el
teorema de Helly (la version normal), obtenemos que el@pnt; esta en la
interseccion de todos, por lo que termina siendo el miremda direcciorw de
toda la familia. Este minimo esta determinado ¢paponvexos, que era uno de los
elementos que se necesitaba en el diagrama original. Endb@ise usa que las
d-intersecciones en general si tienen puntos minimos @ daeccion, lo cual
posiblemente no es cierto. Sin embargo el teorema es eguieah su version
para convexos compactos, por lo que no hay problemas comgesaento. Cabe
notar que el teorema de Caratheddory también se puedeanlpero su version
coloreada no es equivalente a la version coloreada derteode Helly.

Teorema de Carathédory coloreado (1982SeanC, Cs, ..., Cy. familias de
puntos enR?¢. Supongamos que € R¢ cumple que para cualesquiera €
Ci,c0 € Oy, ... cqp € Cypq Se tiene que & (c1,ca, ..., cqr1). Entonces hay

una familiaC; tal quep & (C;).

El teorema de Helly coloreado lo prob6 originalmente basivasz, y el teorema
de Carathebdory coloreado lo probo originalmente ImagaBy. De la misma
manera que el Teorema de Helly es una consecuencia de sorvesforeada, el
Teorema de Caratheddory es consecuencia de su versdreada. [1]

El teorema de Helly también tiene una version fraccioril.teorema original
nos dice que si cad@ + 1)-ada de los convexos tiene interseccion no vacia, en-
tonces todos los convexos tienen un punto en comin. Sinrgmb@sulta que
uno todavia puede concluir que cierta proporcion de los@&xos tiene un punto

en comun si alguna proporcion de las+ 1)-adas tiene interseccion no vacia.

Teorema de Helly fraccional (1979)Sead un entero positivo. Para cada €
(0,1) existe un = (a, d) € (0,1) tal que para todo: € Ny para toda familia

F den convexos efk?, si al menosy () de las(d+ 1)-adas tienen intersecn
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no vada, entonce hay al mengs: de los convexos con interse@gino vaga.

La primer demostracion de este teorema es de Katchalskuyehil979 [14].
Este teorema se puede probar haciendo uso del teorema deeiygrdel teo-
rema de Caratheoddory coloreado, sin embargo la cota olatenn ese método es
B > ;35. Mediante un argumento semejante al de la prueba de Helbyeawlo
(usando los puntos minimos de las interseccionesa@vexos en una direccion)
se puede obtener quecstiende al, entoncesg tiende también a [7].

Usando el Teorema de Helly fraccional, o usando los teorateabvergber y
Caratheddory coloreado, se puede probar un lema bastamite bobre las inter-
secciones de las envolventes convexas de conjuntos pesjdeiuna familia de
puntos [1].

Lema de selecén (1982)Dadosn puntos enR, existe un punto que esta con-
tenido en al menos; (dﬁl) de sus simplejos, dondg es una constante que de-
pende Gnicamente de la dimension.

Este es otro de los peldafios que necesitabamos para atgmablema de la
propiedadp, q).

1.4 La propiedad (p,q)

Cuando se debilita la condicion de Helly ya no se obtieneccasultado un punto
en la interseccion de toda la familia. Sin embargo, condies semejantes pueden
decir bastante sobre la estructura de separacion de lafafste fue el caso de
las variaciones del teorema de Helly antes vistas. Siguoieste tipo de ideas es
natural pensar con cuantos puntos se puede intersectaoslts puntos de una
familia dada.

Definicion 5 Dada una familiaF de convexos ef®?, diremos quer(F) es el
minimo rimero de puntos necesarios para intersectar a todos losioctog deF.
A7 (F) se le llama el amero de perforaéin deF.

Otra manera de acercarse a esta propiedad es usando elrtndienperforacion
fraccional”, que dice lo siguiente

Definicion 6 Dada una familiaF de convexos eR¢, diremos quef : R? —
R* U {0} es una fundn de perforadn de F si para todoK € F se tiene
> e f(x) > 1. Le llamaremosr*(F) al infimo de los imeros de la forma
> .cre f(x) dondef es unafundn de perforadn de. Ar*(F) se le denomina
el numero de perforaéin fraccional.
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Es claro quer*(F) < 7(F) ya que si podemos encontrapuntos que intersecten
a todos los convexos de la familia, se cumple que la fung¢igoe valel en esos
puntos y0 en lo demas es una funcion de perforacion de la familia.

Resulta que se puede dar una desigualdad al revés, esydeaiiste una funcion
g tal quern(F) < g(7*(F), d), donded es la dimension en la que vive la familia
de convexos. Para probar esto, se usa una herramientaiamadred débil.

Definicion 7 Dado un conjunto finitoX de puntos e®?y ¢ > 0, diremos que
un conjuntoN C R¢ es unae-red cebil con respecto & si cada convexo que
contiene al menog X | puntos deX, contiene al menos un punto dé

Las e-redes débiles se empezaron a trabajar en 1987 [16]. Cdheque esta
técnica tiene una generalizacion natural en espaciosediedias de probabilidad,
y en este caso la medida que se usa es la medida que cuentaejuetaeX . Las
e-redes débiles tienen un teorema asociado, parecido alderseleccion (que de
hecho se usa en su demostracion).

Teorema de existencia de-redes cebiles (1992)Para cadad > 1,¢ > 0y
un conjunto finitaX C R?, existe una-red paraX de tamdio a lo nas f(d, ¢).
f(d, ¢) dependéinicamente d€ y ¢, pero no del tamao deX.

Para la demostracion de este teorema, se usa el lema dei@elpara ir con-
struyendo la-red poco a poco [10]. Para obtener mejores cotas para leédfunc
f se usa un segundo lema de seleccion, pero no es necesariprpbar la ex-
istencia de estas redes. Usando este teorema se puedequebagsta acotado
por una funcion der* y d, a saberm(F) < f(d, ﬁ) dondef es como en el
teorema anterior. Para ver esto primero uno puede supoadieqe una funcion
de perforacion que tiene valores positivos en solo unadahfinita de puntos y
esos valores tienen una suma tan cercama@mo se quiere. También se puede
suponer que todos los puntos tienen un valor racional. Wsastb, los puntos
donde la funcion vale distinto de cero se usan para genaex-ted débil. Los

puntos de esa epsilon red perforan a la familia de convexos.

Para acotar el nUmero de perforacion de una familia, coots como la de Helly
fraccional no ayudan, ya que el nUmero de perforacibn@sedtan grande como
uno quiera, sin impotar el valor de Por eso, para buscar cotas pa(a&) pode-
mos pedir una condicion que implique que muchéas- 1)-adas de convexos se
intersecten, pero que también lo hagan bien repartidas.

Definicion 8 Dada una familiaF de convexos elR?, decimos queF tiene la
propiedad(p, ¢) si de cadg convexos dé& hayq de ellos que se intersectan.
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En R? s6lo nos van a interesar las propiedagies) tales quep > ¢ > d + 1.
Con esto en mente, el teorema de Helly puede rescribirsegigugente manera:
si F es una familia de convexos & con la propiedadd + 1,d + 1), entonces
m(F) = 1.

Resulta que toda propieddd, ¢) implica una cota superior al nUmero de per-
foracion de la familia, es decir

Teorema (p, q) (1992) Seanp, q, d enteros positivos cop > ¢ > d + 1. En-
tonces existe un entero positive= c(p, ¢, d) de tal manera que toda famili&
de convexos eR con la propiedadp, ¢) cumpler(F) < c.

Este teorema fue una conjetura de Hadwiger y Debrunndign[17], y fue
probada hast&992 por Alon y Kleitman [15]. A pesar de que la conjetura suena
bastante natural, como hemos visto la prueba usa todo baju phra atacar y
resolver el problema.

La desventaja del problema de existencia para el nimererderacion para fa-
milias con estas propiedades es que la cotas que da soroasitas. Por ejemplo,
para la propieda4, 3) en el plano el nUmero de perforacion que da es superior
a200. Este es el primer caso no trivial y la conjetura actual es3gmentos son
suficientes para intersectar a toda la familia.

Cabe notar que para este problema en especifico lo mejoredue podido pro-
bar es qud 3 puntos son suficientes [3]. De hecho, en general resulta ifigy d
obtener cotas buenas para el nUmero de perforacion dédsmon este tipo de
propiedades. Cuando las familias son de algln tipo edp#eiaonvexos (por
ejemplo cajas, copias homotéticas de un triangulo, etsi.hay avances de este
estilo [6].

Todos los casos no triviales siguen siendo problemas abieln los siguientes
capitulos se va a desarrollar teoria para sacar cotaspararos de perforacion
de familias con una propiedad semejante a la propiégad.



Capitulo 2

Gr aficas de convexos

Debido al teorema de Helly, para ver las propiedades deseteidon de una fa-
milia de convexos ef? basta checar lagl + 1)-adas de convexos. Debido a esto
es natural definir las siguientes hipergraficas:

Definicion 9 Dada una familiaF de convexos e? definimos la hipergafica
G+1(F) asociada aF como una hipergafica con un @rtice por cada convexo
de F y tal que los @rticeswvy,vs, ..., v4.1 fOrman una arista si y @o si sus
convexos correspondient&s§, Ko, ..., K4, tienen intersecéin vaga.

Definicion 10 Diremos que unad + 1)-hipergraficaG es de convexos si existe
una familiaF de convexos eR tal queG4*1(F) es isomorfa &.

A primera vista parece mas natural definir las hiperariséaa(d+ 1)-adas que se
intersectan. El considerar el complemento de estas hifergs se hace debido
a que los trabajos de Lovasz con la graficas de Knesseranwstue este tipo
de ideas funcionaban mejor. Con la siguiente proposicida svidente por qué
trabajar con estas hipergraficas es conveniente.

Notemos que ser una grafica de convexos es una propiedatithese El teo-
rema de Helly puede entonces reescribirse de la siguientenarauna familia
finita de convexos- enR¢ tiene interseccion no vacia si y so6lo si su hipergrafica
de convexos no tiene aristas. Con esto ya se puede dar ur@etéeion combi-
natoria del nUmero de perforacion de una familia, es decir

Proposicion 5 Si F es una familia de convexos &4 entonces
(F) = x(GT(F))

Dondeyx (G4+1(F)) denota el imero cronatico de la hipergafica.

15
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Esto sucede ya que el nUmero cromatico de la hipergradieh minimo nUmero
de colores que se necesitan para colorear los vérticesgtaflea de tal manera
que los vertices de cualquier color sean independientsto $& traduce por el
teorema de Helly en tener un punto en comin, por lo que natacglenimero de
perforacion de la familia.

Esto nos permite separar el problema de encontrar el nudeeperforacion en
dos partes. La geométrica, que consiste en ver en quéisignias condiciones
de F al traducirlas a su hipergrafica de convexos. Y la combiretque consiste
en encontrar el nUumero cromatico de la hipergréafica spoediente.

Con esto en mente, hay que analizar cuales son las propgedadalefinen una
hipergréafica de convexos. Cuandle- 1, la grafica esta asociada a una familia de
intervalos.

Proposicion 6 (Caracterizacibn parad = 1) Una gréfica finitaGG es de convexos
si y Plo si hay una numeraon de sus érticesvy, o, v3, . . ., v, de tal manera
que siv; y v; son adyacentesdy/ < j entoncesy, y v; son adyacentes para todo
1<k <.

Demostracbn
Supongamos qué&' es graficas de convexos. S#asu familia de convexos en
la linea. Vamos a ordenar los convex@s, K, ..., K, segln su punto que se

encuentra mas a la izquierda empezando con el que lo tiaseanid derecha.

Notemos que sk; N K; = @y j > 7 eso quiere decir que el punto de la derecha

de K; esta alaizquierda del punto a la izquierda@geEntonces sucede lo mismo

con cadak, tal quek < i.

SiG cumple la condicion, para cag@onsideremos(j) = min{i < j | v; no es adyacentea}.
Ahora a cadg asignémosle el intervale-j, —A(j)]. Estos intervalos claramente

tienen una grafica de convexos isomorfd.a OJ

En trabajos anteriores se ha trabajado con la grafica deséct@on para inter-
valos, la cual es el complemento de la que aqui mencionafaetas graficas
también tienen una caracterizacion clasica, la cu@sia que acabamos de pre-
sentar.

Usando esta caracterizacion, se puede ver que el nUmeerfideacion de famil-
ias de intervalos se puede calcular de manera mucho mabasensaber

Proposicion 7 Dada una gaficaG de convexos, s€g () el nimero de @rtices
de su subgafica completa i&s grande. Entonces se cumple que

Mas &lin, la grafica es perfecta.
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Demostracbn

Es claro qué:(G) < x(G), vamos a probar por induccion solirg=) que

k(G) > x(G). Sik(G) = 1, entonces la grafica no tiene aristas, por lo que
x(G) = 1. Supongemos ahora que sabemos la desigualdad para todasdasy
de convexodd conk(H) < ny seaG una grafica de convexos tal qie’) =

n + 1. Consideremos la numeracion v,, . . ., v; de los vértices dé& como en

la proposicion 6. Sed el conjunto de vértices adyacentes;ay B el conjunto

de vértices no adyacentesa(consideremos que, esta enB y no enA). Con
esto tenemos qué y B son graficas de convexos y gied) < n. Ademas, por

la caracterizacion, entre los vértices Beno puede haber aristas, o tendriamos
vértices adyacentesia. Por lo tanto tenemos queG) = x(AU B) < x(A) +
X(B) < k(A) + 1 < k(G), que es lo que queriamos.

Notemos que como ser una grafica de convexos es una propiedsatitaria, esto
se cumple para todas las subgraficas inducidas,dgie es la definicion de que
G sea perfecta. O

Corolario 1 Si F es una familia de al menos convexos en laihea con la
propiedad(p, ¢), entoncesr(F) <p—q+ 1.

Demostracbn

Si nos fijamos eids la grafica de convexos dE, entonces la condiciofp, q) dice
que de cada vertices hay un conjunto dede ellos que es independiente. Debido
a esto, no puede haber una subgrafica complepa-de + 2 vértices. Entonces

p—q+12>k(G)=x(G)=mn(F)

0
Al trabajar con familias de convexos &1 es de mucha ayuda saber si kiagdas
de ellos que tienen interseccion vacia. Este tipo denméoidon se pierde en las
hipergraficas de convexos, ya que so6lo nos da informaaibre lagd + 1)-adas.
Sin embargo, se le puede dar la vuelta al problema para podener que hay
d-adas de convexos gque no se intersectan.
El siguiente lema va a ser muy (til en la demostracion dessgitados principales
de la siguiente seccion.

Lema 1 (Separacdn ded convexos)SeaF una familia de convexos égr’. Ex-
iste una familia”’ de convexos eR‘ tal que

e GU1(F') es una subgifica inducida de5 ! (F),
o 7(F) <7(F')+1

e En 7’ hayd convexos que no se intersectan.
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Demostracbn
Sabemos que existe una direccidoen donde todas lagintersecciones tienen
un Unico punto minimo [4]. Seal, K, ..., K, aquellos convexos tales que

Su interseccion es minima y s@asu puntov-direccionalmente minimo. Sea
H = {z|v-x < v-p}. Delamisma manera que en la prueba de Helly col-
oreado, si hay un convexfi,, tal que K, K, ..., K., tienen interseccion
no vacia entonceg esta enkK,,,. Se sabe que para cualesquiéra 1 con-
vexos enR? que se intersectan, su minimedireccional es el minimo de la in-
terseccion de algunas de ellos. Ahora consideremos’ = {TTNH | T €
F,pnoestaed}U{K;NH |1 <i<d}. Porloanterior, si+1 de los convexos
de F que usamos para construiit se intersectaban, el puntedireccionalmente
minimo de su interseccion no puede gepor lo que esta efl. Entonces e’

se intersectan. S+ 1 de los convexos dé’ se intersectan, entonces los que les
corresponden e también se intersectan. Con e§t6t! (F') es una subgréafica
inducida deG4*!(F). Notemos que e’ los convexody; N H conl < i < d no

se intersectan. Si alag.F’) puntos necesarios para perforar a todos los convexos
de 7' le agregamop entonces hemos perforado a todos los convexds.de [

Notemos que en la prueba anterior para cubrir a los convex@ssiblo es nece-
sario intersectar a todos los convexod@e\H | 7' € F,pno esta efi’} y agregar

p, por lo que en e’ ya no nos interesa intersectar a tbsonvexos que sepa-
ramos. Como las propiedades que hemos tratado se tradueetadiente a las
graficas de convexos, entoncesrscumple alguna de estas (como una propiedad
(p, q)), entoncesF’ también la tiene. Esto sera esencial en la siguientetsecci



Capitulo 3
La propiedad (p, q),

Definicion 11 Diremos que una familia de convexos Rf tiene la propiedad
(p, q), Si para cadgp convexos de ellos hayg-adas que se intersectan.

3.1 Familias balanceadas

Con la definicion anterior, lo que conociamos como la mdad(p, ¢) ahora va
a ser la propiedadp, q);. Como ya sabemos que la propiedadq); implica
una cota superior en el numero de perforacion de la fapatiara queremos usar
esta propiedad para encontar buenas cotas en el nUmerofol@gén. Primero
veamos qué sucede si la familia tiene una propiégag) . un poco mas ordenada.

Definicion 12 Diremos que una familia de convexos Bf tiene la propiedad
(p, q), que ess-balanceada si para cadaconvexos de ellos hayg-adas que se
intersectan y cada convexo a@€in al menos de lasg-adas.

Otra manera de pensar en esta condicibn es que para cadwexos de la fa-
milia se pueden encontrarpuntos tales que cada punto esta en al meram-
vexos y cada convexo contiene al merake los puntos. Resulta que este tipo de
propiedades nos da mucha informacion sobre la estrucausplaracion de los
convexos.

Proposicion 8 SeaF una familia de al menog convexos efk? con la propiedad
(p, q)q que eqd — 1)-balanceada. Entonces cualesquidra 1 convexos dé se
intersectan.

Demostracbn
Consideremos cualesquieta- 1 convexosk, K, ..., K4 1 y agreguémos su-
ficientes convexos dé& para tenep. Como.F tiene una propiedath, ¢); que

19
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es(d — 1)-balanceada, cada uno de I&s esta en al menas — 1 de lasg-adas.
Con esto cada uno de Ids; no esta en a lo mas una de lgadas. Como hay
g-adas, debe haber al menos una de ellas que contenga a tedgs por lo que
se intersectan. O

Ya con esto tenemos casi toda la informacion que necesstaara obtener cotas
para nUmeros de perforacion, pero hace falta un resutiagi®s demostracion es
topologica. Los detalles de la demostracion exceden bgetigos de esta tesis,
pero mostramos un esbozo de dicha demostracion.

Proposicion 9 Si se tienen convexos, A1, As,..., Ay enR%conl < A < d

gue no se intersectan, hay un espacio &f de dimeng$ind — )\ tal que para todo
convexoK que tal que todas las-adas formadas poK y A — 1 de losA; tienen
un punto de intersectn, se cumple qu& intersecta dl.

Demostracbn

Podemos suponer que para cada 0,1,2,...,A N,xA; no es vacio, ya que
si esto no es cierto, por vacuidad pdfacualquierll de la dimensibn adecuada
funciona. Vamos a probar por induccion sorgueU) A; tiene la homologia de
S*1, la esfera de dimension— 1. Si\ = 1 entonceq 4y, 4; } son dos conjuntos
convexos disjuntos y por lo tantd, U A, tiene la homologia d&°. Supong-
amos que la afirmacion es verdadera hastal y probémosla para. El espacio
A = UtA; es estrellado ya que cadg es convexo Y11 4; no es vacio. Entonces
UpA; es la unidn de dos espacios contraibléy, A, cuya interseccion es; B,
dondeB; = A; N Ay. Notemos que lo$3; cumplen la condicion para — 1 por

lo que su union tiene el tipo de homologiaSfe 2. Entonces, por la sucesion de
Mayer-Vietories, el tipo de homologia de A; se puede calcular a partir de los
tipos de homologiadd, Ay AN Ay, que es lo mismo que si en uia- 1-esfera
tomamos dos hemisferios y su interseccion.

Ahora podemos probar la proposicion para cuande: d. ComoU¢A; tiene

el tipo de homologia d&¢ tenemos qu&?\ U A, tiene exactamente dos com-
ponentes, una de ellas acotada. Hea {v,} dondev, es cualquier punto en
la componente acotada &\ U$ A;. Para cada = 0,1,...,d tomemosa; en
N,2A; N K. Notemos quday, . . ., a,} €stan en posicion general, ya que si no,
por el lema de Radon, todos Ids se intersectan.

SeaA la envolvente convexa de les y notemos que la fronterdA C UZA;.
SeanC; = A; N A. Entonces),.;C; no es vacio peroiC; si lo es. Con esto
UdC; también tiene el tipo de homologia 8&! y esta contenido engA;. Con
esto la componente acotadal®®\, U7 A; esta contenida en el interior de por
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lo quew, esta enk, que es lo que queriamos.

Para terminar de probar el lema ahora supongamos gue. Sabemos que hay
un subespacio linedl deR¢ de dimensior\ con la propiedad que 8i: R? — I’

es la proyeccion ortogonal entoncesr(A;) sigue siendo vacia [18]. Entonces,
paral’ podemos hacer los mismo que en el parrafo anterior. Con leayoun
puntov, enI’ como pide la proposicibn. Como hay al menos un puntdden
cadan;;A; entonces hay un punto @¢X’) en cadan;;m(A;). Entonces), esta
enw(K). Si consideramoH = 7 ~!(v,), obtenemos lo que queriamos. O

Para el caso en que= d — 1 tenemos quél es una linea y nos vamos a referir a
ella comof.

Con estas dos proposiciones podemos probar el siguienge lem

Lema 2 Searp, ¢, d enteros positivos tales que> ¢ > dyqd > p(d — 1) + 1.
SeaF una familia de al menog convexos eiR? con la propiedadp, ¢); que es
(d —1)-balanceada y hay convexods, K, ..., K; enF que no se intersectan,
entonces

T(F\{K1, Ky, ..., K4}) <dlp—q—1)+1

Demostracbn
Para empezar, podemos trazar una liheamo en la proposicion 9. Si consider-
amosK, K, ..., Ky y cualequiera otrop — d convexos, hayl g-adas de ellos

gue tienen interseccion no vacia. Notemos que éadssta en al menas— 1 de
lasg-adas, pero como las; no se intersectan, entonces por cada uno de ellos hay
exactamente una de lasadas que no lo contiene. Sean s, ..., x4 puntos en
cada una de lag-adas ordenados de tal manera que para Gadaesta en todos

los K; exceptok;.

Notemos que hay al mengs parejag K, z;) dondek es alguno de los convexos

y z; esta en. Cadak puede tener d — 1 de lasz; o tenerlas a todas. Entonces
tenemos que hay al mengs — p(d — 1) de ellos que deben tener a todasaas
Ninguno de losK; puede ser alguno de los convexos que cumplan esto. Todos
estos convexos compartén;, zo, ..., x4), €l cual por la proposicion 9 tiene un
punto en comin coh

Entonces los convexos dE distintos de losK; al intersectarse cofatienen la
propiedadp —d, qd —p(d —1)). Comogd — p(d — 1) > 2, pueden ser perforados
poralomasp —d) — (¢gd —p(d—1))+1=d(p—q— 1)+ 1 puntos. O

El lema anterior puede extenderse a un teorema general.
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Teorema 1 Seary, ¢, d enteros positivos tales qwe> ¢ > dyqd > p(d—1)+1.
Si F es una familia de al mengsconvexos efR? con una propiedadp, ), que
es(d — 1)-balanceada, entonces

m(F)<dlp—q—1)+2

Demostracbn

Como la familia tiene al menos convexos, el conjunto de lakadas que se

intersectan no es vacio. Por lo tanto podemos sega@mvexos como en el lema
1 y obtener una familigF” con la propiedadp, q); que es(d — 1)-balanceada.

Entonces tenemos dos casos:

e En 7’ hay al meno® convexos.
e En 7" hay menos de convexos.

En el primer caso, usando el lema anteri¢’) < d(p — ¢ — 1) + 1, al
agregarle el punto de la separacion obtenemosrqég < d(p — g — 1) + 2.

En el segundo caso, consideremosonvexos deF que contengan a todos
los convexos que se usaron para fornfér Entre ellos hay al menos una
ada que se intersecta. Si esada contiene a los convexos que Erformaban
a Ky, K,,..., K, entonces no puede contener a ninun otro convexo de los que
formaban parte d&’. Con esto hay a lo mgs— ¢ de estos convexos, y como
los demas tenian un punto en coman, toda la familia puelderse con a lo mas
p—q+1<dlp—q—1)+ 2 puntos. Si a lg-ada le falta al menos uno de los
convexos que se convertian en Igsde 7', entonces de los convexos @& que
no eran losk; le faltan alo mag — ¢ — 1. Si ponemos un punto por cada uno
de éstos, el punto de interseccion deada y el punto que se necesitaba para
la reduccion, obtenemos de nuevo gtipuede perforarse toda usando a lo mas
p—q+1<d(p-q—1)+2puntos. O

Notemos que si = 1, este teorema se convierte en la cota que se conocia para la
propiedadp, ¢) en lalinea. Notemos también que la hipotedis- p(d—1)-+1 no

es tan fuerte. Esto es porque, si consideramos cualquididaon una propiedad
(p,q)a que es(d — 1)-balanceada, se tiene qué > p(d — 1). Para ver esto, da-
dosp convexos, basta contar las parejasH ), dondeH es una de lag-adas y

k es un convexo déf. Por la condicion, hayd parejas en total, pero por ser

(d — 1)-balanceada, hay al menp@g! — 1) parejas.

Corolario 2 Seanp > d + 1 enteros positivos. Se& una familia de al menog
convexos eiR? con la propiedadp, p — 1),. Entoncesr(F) < 2.
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Demostracibn

Dados cualesquienaconvexos, a cadg — 1)-ada le hace falta exactamente un
convexo. Por lo tanto cada convexo esta en al méned de las(p — 1)-adas.
Ademas, com@ > d-+1, tenemos qué—1)d > p(d—1)+1. Con esto tenemos
las hipoteis del Teorema 1, por lo guérF) < 2. O

En el corolario que acabamos de probar, si usathes2 y p = 4, obtenemos
que una familia en el plano con la propied@d3), se puede perforar con a lo
mas2 puntos, un punto menos que en la conjetura para la familiasgano con
la propiedad 4, 3);.

3.2 Familias no balanceadas

Usando la mismas idea puede demostrarse un teorema nodmdansemejante
al teorema 1. Como aqui no vamos a tener la condicion dexdmldo que se
va a usar para demostrar el teorema es la condicion de see suficientemente
grande.

De la misma manera que con el teorema 1, primero buscamosnadend
convexos gue no se intersectan.

Lema 3 Seanp, q,r,d, k enteros positivos talesque > ¢ > dy2 < k <
q + 1 — d. Supongamos que:

p—d—k )
(q+1fdfk p—d p—d p—d p
———(d—1 —d -
" G ( )< k ) <Q+1—d) (q—d> " <q>
Si F es una familia de al mengsconvexos eiR¢ con la propiedadp, ¢), y hay
un conjuntoA ded convexos d& que no se intersectan, entonces

m(F\A) <p—-d—-Fk+1
Demostracibn

Consideremod3 cualquier conjunto de — d convexos deF\ A. Consideremos
también las parejagk, S) tales quekR C A, S C B, Rtiened — 1 elementos \5
tienek elementos. Vamos a probar que haydital que todas las parejas en las
que esta formah + d — 1 convexos que se intersectan.

Si eso no sucede, entonces hay al meﬁ’gé) de esas parejas que tienen in-
terseccion vacia. Sabemos que cualqgada deF que contenga a todd no
tiene punto de interseccion. Por lo tanto tague si tienen son parte de las otras
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(*) - (S:Z) posibles.
Nos interesan lag-adas que tienen exactametite 1 elementos del y tienen un
punto en comin. De las primera hfa%ﬁ;fd) y de las segundas haypor lo que
de las que nos interesan hay al menos:

NN

Cada una de estas gendfd, ) de las parejagR, S) que tienen un punto en
comUn, pero las estamos contando a lo r@ﬁﬁ;fk) veces.
Entonces el nUmero de parejas posible es al menos:

e, 1)+ (0 - ) iy (3

Como sabemos que el numero de parejas posiblels{pgé), al escribir la de-
sigualdad y despejar obtenemos que la condiciobn contradice la hipbtesis-origi
nal.

Por lo tanto hay urb, como queriamos originalmente. Podemos trazar una recta
¢ como en la proposicion 9 respecto a los convexod dEntoncesi.S, cumple

que tiene un punto eh Con esto tenemos que\ A tiene la propiedadp — d, k)

en/, por lo que tiene numero de perforacion alo masd — k + 1. O

Usando este lema obtenemos también un teorema general.

Teorema 2 Seanp, q, r, d, k enteros positivos tales que> ¢ > dy2 < k <
q + 1 — d. Supongamos que

> () (1) (7))

Si F es una familia de al mengsconvexos efiR?¢ con la propiedadp, ¢), en-
tonces
T(F)<p—d—Fk+2.

Demostracbn
La demostracion es analoga a la del teorema 1, pero usafetna3 en vez del
lema2. OJ

Cuandok = ¢ + 1 — d, obtenemos un corolario muy elegante.

Corolario 3 Seanp, ¢, d, r enteros positivos tales que> ¢ > dy
r> (fl’) — (f;ﬁ:j) SiF es una familia de convexos &1 con la propiedadp, q),
entonces

T(F)<p—q+1.



Capitulo 4

NUmeros de cubrimiento para otros
teoremas

4.1 Algunos ejemplos

Las ideas de nUmero de perforacion y de propiegad) tienen sentido para
cualquier teorema tipo Helly. Cuando hablamos del nUumerpetforacion de
una familiaF de convexos, nos referimos al minimo nimero de conjuntagie
podemos partir & de tal manera que los convexos de cada parte tengan inter-
seccion no vacia. En la propiedad ¢) nos referimos a que de cagaonvexos
hay ¢ que tienen interseccion no vacia. Esto es porque “terierseccion no
vacia” es una propiedad que tiene un teorema tipo Hellyajjosnte el teorema

de Helly).

Definicion 13 Dada una propiedad) que tenga un teorema de Helly y una fa-
milia F de conjuntos, diremos que elimero de cubrimiento dé respecto a la
propiedady es el ninimo Mimeron tal que F se puede partir en conjuntos que
cumplan cada uno la propiedad Nos referiremos a estdimero comor, (F).

Definicion 14 Dada una propiedad’ que tenga un teorema de Helly, denotare-
mos porH (¢) al nimero involucrado en la hitesis de su teorema.

Definicion 15 Dada una propiedad) que tenga un teorema de Helly y una fa-
milia F de conjuntos, diremos qug tiene la propiedad(p, ¢) respecto a la
propiedady si de cadap conjuntos deF hay al menos ung-ada que tenga
la propiedady.

Con esto surge naturalmente querer generalizar la coajdaiHardwiger y De-
brunner. Dada una propiedadcon un teorema tipo Helly tal qud () = A,

25
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¢sera cierto que toda propiedadq) respecto a) conp > ¢ > X implica una
cota superior en el nUmero de cubrimiento respeet® a

Resulta que ésto es falso, ya que en wdapergrafica podemos consideray
como “ser un conjunto independiente de vértices”. En este el nUmero de per-
foracion respecto &, resulta ser el nUmero cromatico de la grafica en cuestion
Como una cota sobre el tamafio del clan mas grande de ungraifiea no implica
una cota sobre su numero cromatico, este contraejempioioa.

Definicion 16 Dada una propiedad> con teorema de Helly y, ¢ enteros tales
quep > q > H(v), diremos quec(v,p,q) es el ninimo entero tal que la
propiedad(p, ¢) respecto a) en una familiaF implica quer, (F) < c¢(¢,p, q).
Si no hay una cota finita, definimeg), p, ¢) comooc.

Nos interesa encontrar las tern@as p, q) tales quec(y, p, q) < co. Se pueden
encontrar muchas si usamos la propiedaccomo en el contraejemplo anterior.

Proposicion 10 Sea) un entero positivo. Para cualquier propiedadtal que
H(y) = A, setiene que(y, p, q) < c(¥x,p, q).

Demostracbn

Supongamos primero queVv,, p, q) < co. SeaF una familia de conjuntos con
la propiedad(p, ¢) respecto a. Consideremos una-hipergraficaG,(F) con
un vértice por cada conjunto d&. Dados)\ veértices de&&,,(F) diremos que for-
man una hiperarista si y solo si sus conjuntos correspoteieno cumplen la
propiedady). Por el teorema tipo Helly, sabemos g&diene numero de cubrim-
iento respecto & menor o igual & siy solo six(G,(F)) < n. Pero la propiedad
(p, q) respecto a enF se traduce a que para cualesquiekertices dei, (F)
hay ¢ de ellos que forman un conjunto independiente. Por la bgi$tenemos
quex(Gy(F)) < (¥, p,q), que es lo que queriamos. O

Notemos que si) es “tener interseccidn no vacia”, entonces la hipercaajue
usamos en la demostracion es justamente la hipergrafivexa de la familiar.
Como con esa propiedad si es cierta la conjetura de HardWigierunner, lo que
podemos deducir es que la hipergrafica convexas si scambagtarticulares. Con

la Gltima proposicion en mente, basta encontrar una pakejenteros positivos
(p,q) tal quec(W,,p,q) < oo para obtener toda una serie de teoremas de ese
estilo.

Proposicion 11 SeaG una A-hipergrafica con al meno8\ veértices. Si de cada
2\ vértices deGG hay 2\ — 1 de ellos que forman un conjunto independiente,
entonces hay vertices deG tales que al quitarlos nos queda una hipéafica
independiente y(G) < 3.
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Demostracbn

Si no hay aristas e ya acabamos. Si hay al menos una aristasebconjunto

de vértices que la forman. Considerenidsualquier conjunto de vértices dis-
tintos a los ded. En A U B hay un vértice tal que al quitarlo, los demas forman
un conjunto independiente. Combforma una arista, ese vértice debe estar en
A. En particular,B no forma arista, por lo qué'\ A es una gréafica independi-
ente. Ademas, al mends— 1 vértices ded estan contenidos en un conjunto de
A vértices que no forman arista. Si para cualquier elecd®B son los mismo

A — 1, entonces(G) < 2. Sino, entonces hay dos no-aristas que cubren todos
los vértices ded, con lo quey(G) < 3.

De este teorema se deduce una serie de corolarios para tsdeptemas tipo
Helly que hemos mencionado

Corolario 4 (Con Helly) SiF es una familia de al men@sl + 2 convexos eiR?
con la propiedad2d + 2,2d + 1), entoncesr(F) < 3y con la excepéin ded + 1
convexos todos se intersectan

En este caso, s es “tener interseccion no vacia’, tenemos ¢l@) = d + 1,
con lo que obtenemos lo que queriamos.

Corolario 5 (Con Caratheodory) SeanF es una familia de al menaa/ + 2
puntos eR? y » € R?. Si de cad&d + 2 puntos deF hay2d + 1 de ellos tales
quex no esé en su envolvente convexa, entonese puede partir eA conjuntos
Ay, Ay, Astal quex ¢ (Ay) U (Ay) U (A;3) y hayd + 1 puntos tales: no esé en
la envolvente convexa del resto

En este caso, 8i es“contener a en la envolvente convexa”, tenemos dqiig)) =
d + 1, con lo que obtenemos lo que queriamos.

Corolario 6 (Con posicion convexa) Si F es una familia de al mend&] + 2
puntos enR? tal que para cualesquierad + 4 puntos hay2d + 3 de ellos que
estin en posidn convexa. Entonces con la excépoded + 2 puntos todos eah
en posicbn convexa y se puede parfif en3 conjuntos tal que cada uno é@sen
posicbn convexa.

En este caso, si es “estar en posicion convexa”, sabemos #l@) = d + 2,
con lo que obtenemos lo que queriamos.

Corolario 7 (Con Krirchberger) SeaF un conjunto de al mendxl + 4 puntos
rojos y azules efR?. Si de cad&d + 4 puntos deF hay uno tal que de los otros
2d + 3 los puntos rojos se pueden separar de los puntos azules guparplano,
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entonces con la excefei ded + 2 puntos se pueden separar los puntos rojos
de los puntos azules por medio de un hiperplan® ge puede serparar eh
conjuntos tales que en cada uno los puntos rojos se puedanesafe los puntos
azules por medio de un hiperplano.

En este caso 3 es “los puntos rojos y los puntos azules se separan”, sabemos
queH (¢) = d + 2, con lo que obtenemos lo que queriamos.

4.2 Paracolinealidad

En el resto de la seccion una propiedadk) para un conjunto de puntos &
quiere decir que para cualesquierae ellos hayt que son colineales. Primero
veamos que con colinealidad, la propiedadk) implica una cota al numero de
cubrimiento.

Proposicion 12 SeanF una familia de puntos eR? yn > k > 3 enteros. SiF
tiene la propiedadn, k), entonces hay"%*?) lineas que cubren Z.

Demostracbn

Notemos que la propieddd, k) implica una propieda@h — k + 3, 3). Si no hay

n — k + 2 puntos en posicion general, tenemos una propiédadk + 2, 3), por

lo que por un argumento inductivo hemos acabado (ya qué3an todos son
colineales). Sitenemos— k + 2 puntos en posicion general, cualquier otro debe
estar en alguna de Iié";“) lineas que definen esas- k + 2 puntos, que es lo
gue queriamos.

Usando esto, es posible dar un teorema fuerte sobre el nloeecubrimiento
para esta propiedad

Teorema 3 Para cualesquiera, k enteros positivos con > k£ > 3 existen en-
terosa,, i, 3. tales que siF es una familia de al menas, ;. puntos erR? con
la propiedad(n, k), entonces podemos quitar a Icaexy, , puntos deF de tal

manera que hay;";| — 1 lineas cubriendo al resto.

Demostracbn Vamos a probar qus,., = max{ (" 5*%) [("5H) + k — 2] +
L,n} Yy ani = Buk1,6 — 1 funcionan. Vamos a dejar fijoy probar el teorema
por induccion sobre. Sin < k, como no se puede dar la propiedadk) si hay
suficientes puntos, el teorema es cierton St k todos los puntos son colineales,
por lo que el teorema también es cierto. Supongamos quers bastan — 1.
Como tenemos la propiedéd, k) entonces los puntos d€ se pueden cubrir con

(""5*?) lineas. Como tenemas, , puntos, hay al menog* ¥™') + & — 1 en
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alguna de estas lineas. Llamémokke esa linea. Si fuera dehay menos de
Bn-k+1,6 PUNtOS, quitando esos hemos acabado. Si no, conideremesquiara
n —k + 1 puntos fuera dé Esos puntos defineff ") lineas, por lo que pode-
mos encontrar al mends— 1 puntos deF enl que no estén en ninguna de esas
lineas. Agregando esés- 1 puntos a los que teniamos, tenemgsintos. Como
no hay dos puntos de los originales colineales con los puptesgregamos de
entre losn — k+ 1 puntos fuera dé hayk que son colineales. Es decir, los puntos
de F que no estan ehtienen una propiedath — k + 1, k). Como fuera dé
habia al menos,,_;1 x puntos, por induccion podemos quitar a lo mgsy. 1 «
puntos y lo demas estéa cubierto pﬁ@lﬁ—}”} —1 = [;"4]—2lineas. Agregando

[ y notando quey,,_;11x < a, Obtenemos lo que queriamos.

Una aplicacion directa de polos y polares da un teorembgmgara nimeros
de perforacion para conjuntos de rectas.

Corolario 8 Dados enteros positivgs > ¢ > 3 existen enterog, ,, «, , tales
que siL es una familia de al mena$,,, rectas enR? con la propiedad(p, q),
entonces con la excefoei dea, , rectas,m (L) < [ 5] — 1.
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