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Introduccién

Dentro de la década de los sesenta del siglo XX, S. E. Dickson desarrollé un importante concepto matematico que
permitié dar un giro muy original al estudio de las categorias de modulos sobre un anillo: el concepto de Teorias de Torsion.
El impulso logrado por esta novedad se centr6 principalmente en las teorias de torsion hereditarias a las que varios
matematicos de calidad reconocida dedicaron una gran cantidad de trabajos.

La presente tesis tiene como tema central el estudio del articulo "Clases Propias Asociadas a Teorias de Torsion"
publicado en 1987 por los investigadores Dr. Francisco Raggi y Dr. José Rios.

La primera parte es una discusion de las teorias de torsion a partir de la definicion de Dickson. Se discuten en este capitulo
las formas equivalentes de definir las teorias de torsion, asi como algunas teorias asociadas del concepto (prerradicales,
prerradicales idempotentes, prerradicales exactos izquierdos, radicales exactos izquierdos y teorias de torsion de Jans).

En el segundo capitulo se introduce el concepto de clase propia y se discuten algunas de sus propiedades. También se
desarrollan los conceptos de inyectividad relativa, clases propias inyectivamente saturadas y finalmente clases propias con
suficientes inyectivos o suficientes proyectivos.

En el ultimo capitulo, se estudia la manera en que las teorias de torsion hereditarias inducen clases propias que
resultan en general clases propias con suficientes inyectivos y se termina con un ejemplo de una teoria de torsion hereditaria,
cuya clase de torsion no tiene suficientes proyectivos.



Teorias de Torsion

Teorias de Torsion y Prerradicales

1.1 Definicion

Una Teoria de Torsion (T, F) es un par de clases no vacias de R-modulos tales que:
1. Hom(T,F)=0paratodaT € T yparatoda F' € F

2. Si M pertenece a R-mod es tal que Hom(M, F') = 0 para toda F' € F entonces M € 7.
3. Si N pertenece a R — Mod es tal que Hom(T, N) = 0 paratoda T € 7 entonces N € F.

Si (7, F) es una teoria de torsion, 7 es la clase de Torsion y F la clase Libre de Torsion.
1.2 Definicion

Un prerradical en R es un funtor 7 : R — Mod — R — Mod tal que:
1. 7(M)< M paratodo M € R— Mod.

2. Paracada f : M — N, el siguiente diagrama es conmutativo:

T(M) — M
! Ly
7(N) <= N

1.3  Definicion

. Un prerradical 7 es idempotente si 7 - 7 (M) = 7 (7 (M)) =7 (M).
. Un prerradical 7 es radical si (7 : 7) = 7 es decir paratoda M (7 :7)(M) =7 (M).

° Un prerradical 7 es exacto izquierdo si para toda sucesion exacta:

0N —->M-—=N"=0

la sucesion 0 — 7 (N') — 7 (M) — 7 (N"') es exacta.

Todo prerradical 7 tiene la propiedad 7 (®&M;) = & (T M;)



CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION

1.4  Proposicion
Sea C una clase en R — Mod. C es una clase de Torsion para una teoria de torsion si y solo si, C es cerrada bajo cocientes,
sumas directas y extensiones.
Demostracion.
=]
Sea F C R — Mod tal que (C, F) es teoria de torsion.
a) Sea {M,;} C C. Demostraremos que EPMZ ecC.

Sea FFe F

H M;,F |2 ||Hom (M;F)=0
om(@ ) U om ( )
Por lo que &M; € C.

I

b)Sean M € R — Mody N C M tal que M € C. Por demostrar que M/N € C.

Sea F' € F considere la sucesion

0—-N—-M-—M/N—-O0

la cual induce la siguiente sucesion exacta.

0 — Hom(M/N,F) — Hom (M, F) — Hom (N, F)
Como M € C entonces Hom (M, F') = 0 por lo que Hom (M /N, F) = 0y por tanto M /N € C.

¢)Sea 0 — M’ LM % M - 0 exacta con M',M" €C. Sea F € F que induce la sucesion exacta

0 — Hom(M",F) % Hom (M, F) &5 Hom (M', F)

Im f, C Hom (M', F) = 0 puesto que M’ € C. Entonces Nuc f. = Hom (M, F) = Nuc f, =Img, =0
Por lo tanto, Hom (M, F) =0
<]

SeaF ={N € R— Mod|Hom (C,N) =0VC € C}
Afirmamos que (C,F) es una teoria de torsion.
a) Hom (C,F)=0vC eC,F e F
b)Sea N € R — Mod tal que Hom (C,N)VC €C, N € F
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION

¢) Sea M tal que Hom (M, F) =0V F' € F. Por demostrar que M € C.

Sea K =X {N C M|N € C}. Notamos que K € C.

Por demostrar que M /K € F.

SiCeCy fe Hom(C,M/K) entonces Im f = H/K € C. Consideremos la siguiente sucesion:

O—)K—>H—>H/K—>O

Como C' es cerrado bajo extensiones tenemos que H € C. Por lo tanto H C K. Porlo que 0 = H/K = Im f. Por tanto
f =0, lo cual implica que Hom (M, M/K) = 0 entonces M /K = 0 entonces M = K € C.

1.5 Proposicion

Sea C una clase en R — Mod. C es una clase Libre de Torsion para una teoria de torsion si y solo si, C es cerrada bajo
submodulos, productos y extensiones.

Demostracion.
=]

Sea7 C R — Mod tal que (7,C) es una teoria de torsion.
a) Sean{N;} CCyTeT

Hom <T, HNZ) = [[Hom (T, Ni) =0
)i I
Por lo que [[Ni € C.
T

b) Sean N € CyH CN.SiT €7 lainclusion H C N induce

0— Hom (T,H) — Hom (T, N) exacta.
Dado que N € C entonces Hom (T, N) = 0, de aqui Hom (T, H) = 0 por lo que H € C.

c) SeaO—>N’LN£>N”—>OexactayN’,N” eC.

Tomemos T € 7 entonces la sucesion

0 — Hom (T,N") L Hom (T, N) % Hom (T, N"') es exacta.
Como Hom (T, N') =0 = Hom (T, N") tenemos que Hom (T, N) = 0, por lo que N € C.
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION 4

=]
SeaT ={M € R— Mod|Hom (M,C)=0VC € C}
Afirmamos que (7, C) es una teoria de torsion.
a) Hom (T,C)=0vVTeTyVCeC.
b) SiM € R— Modestal que Hom (M,C) =0VYC € C entonces M € 7.
¢) SeaN € R— Mod tal que Hom (T, N) = 0VT € T. Por demostrar que N € C.

Sea K =N{N'C N|IN/N"e€(C}.K #(pues0 € C= N € K. Por demostrar que K € 7.
Consideremos C € Cy f : K — C un morfismo tal que Im f € C y sea W = Nuc f. Entonces Im f = K/Nuc f =2 K/W.

0—-K/W—-N/W—-N/K—0

K/W eCyN/K € Cpues NJK — [[ N/N'.Porlo que N/Nuc f € C. Porlo tanto W C Ky K C W entonces K = W.
Deaqui f =0y K € 7. Dado que Hom (K, N) =0y como K C N ycomo K C N entonces K =0y N € C. Por lo tanto
(7,C) es una teoria de torsion.

[ |
1.6 Lema

Sea T unradical, M € R — Mody N < M, si N < 7M entonces (M) /N =1 (M/N).
Demostracion.

C| Consideremos el siguiente diagrama:

0—- NZ M BHmM/N =0
Tiv T i1
N— M —h>7'(M/N)

como Nuc 7h = N entonces (7M) /N C 7 (M/N) . Notemos que esto es cierto para todo prerradical.

2| Consideremos el siguiente diagrama:

0— (tM)/N— M/N L M/M) = 0

i1 Ti
T(M/N) :f) T(M/TM) =10

como fi = i7f = 0 entonces 7 (M/N) C Nuc f = (tM) /N.
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION

1.7  Proposicion

Sea 7 un radical y definimos 7, = {M|rM = M} . Entonces 7, es una clase de torsion.
Demostracion.
a) 7, es cerrado bajo cocientes.

Sean M € 7, y N un submddulo de M. Consideremos el diagrama conmutativo:

M L M/N =0
Tine Tint/n
M=7M — 71(M/N)
Tg

gt,, es epimorfismo, asi que 7 (M/N) = M/N.
b) 7, es cerrado bajo sumas directas.

Sea {M;} tal que M; € T Vi. Entonces:

T(®M,;) = @1 (M;) = eM;
por lo tanto M; € 7.
¢) 7. es cerrado bajo extensiones.

Sean N, M/N € 7.. Entonces N = 7N C TMy M/N = 7(M/N) = 7(M) /N (por el lema 1.6). Por lo tanto
T(M)=M.

Por a), b) y ¢ ) 7 es una clase de torsion. B

1.8 Proposicion

Sea 7 un prerradical idempotente y definimos 7, = {N|7N = 0}. F. es una clase libre de torsion, i.e. es cerrado bajo
submodulos, productos directos y extensiones.

Demostracion.

a) F. es cerrado bajo submodulos. Sea M € F,. y M’ un submddulo de M. Consideremos el siguiente diagrama:

0—- M - M

T 7
™' — TM =0

como 7M’' C 7M = 0, entonces TM’ = 0.

b)  F: es cerrado bajo producto directo. Sea {M; },; tal que 7M; = {0} para toda i.

[Tz 2 g
il
y consideramos 7 (HM1> P rM;. Seam; €T (HM1> entonces 7p; (x;) = x; € TM; = 0.
i€l i€l

¢) F; es cerrado bajo extensiones.

Consideremos la sucesion 0 — M’ -5 M 5 M" — 0 y supongamos que TM' =0y 7M" = 0.
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION

0—- M L M B M S0
T T

™ — TM"
P

como 7M" = 0 entonces 7p = 0 por lo que 7TM C Nucp = M' = vM C M'. Como M = rtrM C 7M' = {0} .
Entonces es cerrado bajo extensiones.

1.9  Proposicion

Sea (7, F) una teoria de torsion y definimos 7M = > {K < M : K € T }. Entonces 7 es un radical idempotente.
Demostracion.

Sean M, N € R — Mod
i) SeaM J, N. Por demostrar que f (TM) C TN.

£ (M) :f(Z{KgM:KeT}) <Y f(K)
f(K) €T pues T es cerrado bajo cocientes. Por lo que f (M) =>_ f(K) CTN.

Observacion:
Si K<M,KeT=K<7M.
ii)
T(M/TM) =Y {K/TM:(K/TM)eT,K <M} =0
por lo que 7 es radical.
iii)
T(TM)=r1 (Z{K <TM:K ¢ T})

como 7M € T entonces 7 (TM) = 7M.

1.10  Proposicion

Sea (7, F) una teoria de torsion y definimos 7TM = N{N < M : M/N € F} . Entonces 7 es un radical idempotente.
Demostracion.

Sean M, N € R — Mod.
i) Sea N ERSYS Por demostrar que f (TIN) C 7 M

fON)=f(N{K<N:N/KeF})=nf{K<N:N/KeF})CtM
pues F es cerrado bajo submoddulos.

ii) 7 es idempotente pues
T(tM)=nNn({K<tM:(M)/KeF})=17M
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION 7

iii) 7 esradical ya que

T(M/TM)=n{K <M/tM:(M/TM)/K € F} =0

1.11  Proposicion

Sea (7, F.) una teoria de torsion en R — Mod. Sean o y 7 los radicales idempotentes asociados a 7 y a F, respectivamente,
entonces o = 7.

Demostracion.
C] Sabemos que para todo M en R — Mod
o(M)={N<M:NeT} y 1tM)=n{N<M:M/NecF}

Sea N un submddulo de M tal que M /N € F, y consideremos el epimorfismo

M % M/N — 0

Como o es idempotente entonces o (M) estd en 7. p(o(M)) = 0. Entonces o(M) C Nuc p(M) = N C 7(M).
Porlo que o(M) C 7(M) y por tanto 0 < 7.

D] Sea F € Fryg:7(M)— F unmorfismo.

Img=7(M)/Nucg CF € F,.
Consideremos la siguiente sucesion exacta:

0—7(M)/Nucg — M/Nucg — M/T(M) — 0

como 7(M/TM) = 0 ya que 7 es radical, entonces M /7(M) € F,. 7(M/Nuc g) = 0 pues M/Nuc g estd en F.
Porel lema 1.6 7(M/Nuc g) C 7(M)/Nuc g = 0 entonces TM = Nuc g. Porloque g =0y 7(M) € T,asiTM C oM.

Porlotantor =c. A

1.12 Lema

Sea 7 un prerradical. Entonces 7 es exacto izquierdo si y solo si VN < M tenemos que 7IN = N N 7M.
Demostracion.

= | Consideremos el siguiente diagrama con la sucesion exacta

1=
=

0 — N M M/N — 0
T, T T

0 - N L v & T(M/N)
como 7N C N N 1M, basta demostrar que N N 7M C 7N.

Sea x € N N 7M, entonces gex = 0, como el diagrama conmuta tenemos que igz = giz = 0 entonces
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION 8

€ Nucg=1Imf=7N.Porloque NN7M C 7N.

<« | Consideremos el siguiente diagrama
0 — N ER M 5 M/N — 0
[E b Ti
0 - N L v % T(M/N)
tenemos que igf = 0 lo cual implica que gf = 0. Sea z € 7M tal que z € Nuc g. Entonces ig (x) = giz = 0 por lo que
iz € Nuc g = Im f. Entonces, existe y € N tal que f (y) = iz porloque z € NN7M = 7N. Por lo tanto 7 es exacto
izquierdo.

1.13  Definicion

Si N es un submoédulo de My si 7 es una teoria de torsion entonces:
. Nest—densoen M si M/N € T,.

2. Nest—puroen M si M/N € F..

Modulos T-inyectivos 'y T — proyectivos

1.14  Definicion

Un R — mdédulo E es T — inyectivo si para cualquier submédulo 7 — denso M’ de cualquier R — mdédulo izquierdo M y
cualquier homomorfismo f de M’ en E, f puede ser extendido a un homomorfismo de M en E, es decir:

FE FE
Al = 'R
0 — M — M 0 — M — M

I, denotara la clase de los modulos 7 — inyectivos.

Si M € R — Mod, entonces la capsula inyectiva de M en R — M od sera denotada por EM.

1.15 Observacion

Para cada teoria de torsién 7 y para cada M € R — M od, tenemos una capsula inyectiva relativa de M respecto a 7, denotada
por E. M que esta dada por el submoddulo de EM tal que

E,M/M % 7(EM/M)
E. M eslacapsula 7 — inyectiva de M.
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION 9

1.16 Definicion

Un R—médulo P es T —proyectivo si para cualquier epimorfismo g : M — M" donde M" € T, y cualquier homomorfismo
f de M" en P, existe un homomorfismo de M en P, es decir:

M S M — 0 M S M — 0
Tr — Nl
P P

1.17 Lema

Sea 7 radical idempotente entonces 7 es exacto izquierdo si y solo si para todo M € R— Mod tenemos que TM = M N7EM.
Demostracion.
=] Es claro del lema 1.12.

<—|Sea N < M.Como N < EN,M < EM,™M = MNTEM,TN = NN7T7EN y EN < EM tenemos que
EM>~FEN®FE = 1tEM =27EN ©TE'.

Notemos que NNTM = NN(MNTEM)X NN (TEN ®7E) < (NNTEN)® (NNTE')=7Npues NNTE' = 0.
|

Teorias de Torsion Hereditarias

1.18 Definicion

Sea (7, F,) una teoria de torsion. Se dice que (7, F,) es una teoria de torsion hereditaria si T, es cerrada bajo submodulos.

1.19  Proposicion

Sea (7, F;) una teoria de torsion. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1) (7, F.) es hereditaria
2) F. es cerrada bajo capsulas inyectivas

3) 1 es exacto izquierdo.
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION 10

Demostracion.
2)=1)]Sean M € T,, N< My f:N— K, K € F,. Pordemostrar que f = 0.

Como EK es inyectivo, existe f : M — EK que extiende a f. Por 2), EK € F, porlo que f = 0, de este modo
f=0yporlotanto N € 7.

1)=3)]SeaM € R— Mod. TM < M NTEM.
Yaque M NTEM < tEM € 7T, por 1) setieneque M NTEM C 7,. Dedonde M N"TEM C 7M.

Portanto TM = M NTEM.
3)=2)] Sea N € F,.Entonces 0 = 7N = NN7EN.Como N C EN tenemos que TEN = 0.

1.20  Proposicion

Dadas dos Teorias de Torsion (7., F.), (75, F,) y T, o sus radicales idempotentes asociados respectivamete, las siguientes
tres condiciones son equivalentes:

i) 7. <7,.
i) F, <F.
iii) 7<o0.
Demostracion.

i) = ii)] Sea N € F,, entonces, para todo M € 7, tenemos que Hom (M,N) = 0.
En particular, para todo M € 7 tenemos que Hom (M, N) = 0 pues 7, < 7, porloque N € F, y F, < F-.

ii) = iii)| Tenemos que TM = N{N <M : M/N e F;} yoM =nN{N <M : M/N € F,} como M/N € F, =
M/N € F, entonces TM < oM, porloque T < 0.

ii)=1)] Sean7, = {M:TM=M}yT, ={M:0M=M}.SeaM € 7T,. Como TM < oM y TM = M entonces
M < oM. Dado que c M < M, se tiene que cM = M por lo que M € 7. Porlo que 7, < 7.

[ |
1.21  Definicion

Dadas dos Teorias de Torsion (7, F, ), (75, F.) y T, o sus radicales idempotentes asociados, diremos que (7, F,) < (75, Fs)
si se cumplen las condiciones equivalentes anteriores.

En adelante se identificara a cada radical exacto izquierdo 7 con la teoria de torsion hereditaria (7, F;).
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CAPITULO 1. TEORIAS DE TORSION 11

1.22  Definicion
Un filtro de Gabriel L de un anillo R es una coleccion no vacia de ideales izquierdos tal que:

i) SiTeLyreR,entonces(I:7r)€L
ii) SiI € Ly Jesunideal izquierdo tal que (J : r) € L para todo r € I, entonces J € L.

Si (7, F) es una teoria de torsion hereditaria, la coleccion de ideales izquierdos {I : R/I € T} es un filtro de Gabriel.

R — tors denotara la reticula completa de todas las teorias de torsion hereditarias en la categoria R — Mod.

Sea 7 un radical exacto izquierdo, denotaremos con 7, F,, L, la clase de torsion, la clase libre de torsion vy el filtro
de Gabriel asociados a 7, respectivamente. El menor elemento { € R — tors corresponde a 7 = {0}, el mayor elemento x
de R — tors sera caracterizado por F, = {0}.

Si C es una clase de R — mddulos izquierdos, entonces, x(C) denotara el mayor elemento de R — tors respecto del cual
todos los modulos de C son libres de torsion y £(C) denotara el menor elemento de R — tors relativo al cual todos los modulos

de C son de torsion.

Un elemento 7 € R — tors se dice que es TTF si la clase 7. es cerrada bajo productos directos.
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Clases Propias

Médules £ —inyectivos y médules E—proyectivos

2.1 Definicion

Una clase propia sobre R — Mod es una familia £ de sucesiones exactas cortas de R — mddulos izquierdos, tales que si
denotamos por M (E) los monomorfismos de las sucesiones de £ y por P (&) los epimorfismos de las sucesiones de &,
entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. Todas las sucesiones exactas que se escinden estan en &.

2. Sifi fa e M(E) y fafi estadefinida, entonces faf; € M(E).

3. Si f1, f2 son monomorfismos tales que f»f1 estd definiday fof1 € M(E), entonces f1 € M(E).
4. Sigy,92 € P(E)y g291 esta definida; entonces gog1 € P(E).

5. Si g1,92 son epimorfismos tales que gog; esta definida 'y gog1 € P(E), entonces g2 € P(E).

2.2  Definicion

Sea £ una clase propia sobre R — Mod, un R — médulo izquierdo es:

e & — inyectivo si es un inyectivo relativo respecto a las sucesiones de £.

e & — proyectivo si es un proyectivo relativo respecto a las sucesiones de £.

2.3  Definicion

Si £ es una clase propia, £ tiene suficientes proyectivos si para todo R — mddulo izquierdo M, existe un miembro de &,

0—K—P—M-—70
donde P es un modulo £ — proyectivo.

Analogamente, £ tiene suficientes inyectivos si para cada R — mddulo izquierdo M, existe un miembro de &£,

0O—M—F—C—0

tal que E es un modulo £ — tnyectivo.

13
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Sea 7 un elemento de R — tors y sea &, la familia de todas las sucesiones exactas cortas 0 — M’ — M — M" — 0
de R — médulos izquierdos, tales que para todo moédulo E 7 — inyectivo, cualquier homomorfismo de M’ en E, puede ser
extendido a un homomorfismo de M en E.

Entonces, todas las sucesiones exactas 0 — M’ — M — M" — 0 tales que M € 7, estanen £7.

2.4 Proposicion

ET es una clase propia.
Demostracion

1. Sea0 — M’ L M % M” — 0 una sucesién exacta que se escinde. Sea E' 7 — inyectivoy h : M' — E
un homomorfismo, como la sucesion se escinde, existe f' : M — M’'. Seak : M — FE donde k = ho fel
homomorfismo buscado.

2. Sean fi, fo € M(E;) y supongamos que f>f; estd definida, sea F 7 — inyectivoy hy : M’ — E, como
fi € M(E;) entonces se puede extender a un morfismo hy : M — E, puesto que fo € M(E;), hy puede ser
extendido a un morfismo h : K — F , por lo que fof1 € M(E).

3. Sean f; : M — M, f5 : M — K monomorfismos tales que fof3 € M(E), sea E T — inyectivoy hy : M — E,
como f1fo € M(E;) puede ser extendido a hy : K — E, como M < K entonces podemos tomar h = ha|py : M — E.

4, Sean0 — K, 4 M, L M, — 0..(1)y0 — Ky ER M, LA Ms3 — 0...(2) en &; que inducen el siguiente diagrama
conmutativo:

K,
1

0 — K, L wm % M, — 0
i/ | Lk

Ky <% My 5 My
Im N\ lp s

M2 A KQ — E 0
J T
1
0

comonl : K1 — Ey (1) € & entonces existe p : My — E 'y como (%) conmuta, se tiene que pf = nly que hl = f,
de este modo phl = nl = (ph —n)l = 0, por lo que existe s : M3 — E, dado que (*) es conmutativo tenemos que
skjm = ph —n...(3)

Sear : Ko — FE, (la cual existe porque (2) € &;).

0 — K1 5 K5 B Ky — 0
Notemos que rm = ph — n...(4) pues phen | conmuta y notemos también que
E

gh = jmpues gh : K5 — Ms, jm : K5 — M 5y (%) es conmutativo.

De (3) y (4) se tiene que rm = skjm como m es epimorfismo, se puede cancelar por la derecha y tenemos que r = skj.

Tenemos que skg : M1 — Eyp: My — Eporloquep—sg: My — E.

De aqui, (p — skg) h = ph — sgh = ph — skjm = ph — rm = ph — (ph — n) = n.
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5. Consideremos el diagrama ().

Seanr : Ko — Eyrm : K3 — E, entonces existe p : M; — E tal que ph = rm. Por lo que pf = phl = rml = 0.
Entonces existe u : My — E tal que ug = p. De aqui jm = gh = ujm = ugh = ph = rm. Por lo tanto uj = 7.

Observacion

Los modulos 7 — inyectivos coinciden con los médulos £7 — inyectivos ya que por definicion, todo 7 — inyectivo
es £T — inyectivo. Reciprocamente, si E es un mdédulo £7 — inyectivo, entonces E es 7 — inyectivo para todas las
sucesiones exactas cortas de £7, en particular para aquellas donde M € 7 'por lo que F es 7 — inyectivo.
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Clases Propias Inducidas por las Teorias de Torsion.

Capsulas £ — inyectivas
3.1 Definicion

Sea &£ una clase propia de R — Mod y sea M un R — mdédulo izquierdo. Una capsula £ — inyectiva para M es un par
(E¢ M, f) tal que:

1. Eg¢M esun R — mdédulo izquierdo £ — inyectivoy f : M —Eg M es un monomorfismo esencial que pertenece a M(E);

2.  Siel siguiente diagrama conmuta

y g es un monomorfismo, entonces g pertenece a M(E).

Si M tiene una capsula £ — inyectiva, ésta es unica salvo isomorfismo.

3.2 Teorema

Sea £ una clase propia en R — M od, son equivalentes:

1) Exister € R—torstalque &, = €£.

2)

a. Todo M € R — Mod, tiene una capsula £ —inyectiva.

b. SiM € R— Mod,E¢M es su capsula £ — inyectiva, entonces todas las sucesiones exactas
0— N — N — EgM/M — 0 pertenecen a £.

Demostracion
1) = 2) Dado 7 € R — tors tenemos una capsula inyectiva relativa de M respecto a 7, sea F.- M como se sefiald en la
observacion 1.15.

2) = 1) Consideremos las siguientes teorias de torsion

o = x{EM/EcM|M € R— Mod} y
p = E{E¢M/M|M € R— Mod}
donde E¢ M es la capsula £ — inyectiva de M.

Si M € R— Mod es & — inyectivo entonces, EM /M € F, yasi M € I,. Por otro lado, si M € I, tenemos que la
siguiente sucesion se escinde:
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0—-M—Es:M —EcM/M — 0
yaque EeM/M € 7,y como M C EgM se tiene que M = EgM y asi M es £—inyectivo.

Si llamamos I¢ a la clase de los modulos E-inyectivos, entonces

Ip clIesClI,
por lo que

E, CECE,
Probemos ahora que £, C &, .
Sean N,M € R— Mody f € Homp (EcM/M,EN/E¢N).

Suponemos f # 0. Por la definicion de capsula & — inyectiva podemos suponer que f es un monomorfismo, puesto que si
Nuc f = K/M, donde M — K —EgM, entonces f induce el monomorfismo f : (EecM/M) /(K/M) —-EN/E¢N y por
el tercer teorema de isomorfismo (EgM /M) / (K/M) 2 E¢M/K =E¢K/K.

Consideremos el siguiente diagrama

0 - EeEN - P — EM/M — 0

| In Ly
0 - EeN — EN — EN/EeN — 0
g

Donde g es la proyeccion canodnica y P es el producto fibrado de f y g.
Ya que h es monomorfismo se tiene que E¢ IV es escencial en P.

Por hipotesis tenemos que 0 —EgN — P — E¢M /M — 0 pertenece a &; por lo que la sucesion se escinde y dado que
Eg¢N C Pentonces P =Eg¢N y EgM/M = 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto p < o;ie. £, C &,.

Por lo que £, = £ = &, que es lo que queriamos demostrar.

3.3 Definicion

SeaT € R — tors, 7+

1. Tnrt=¢

es el pseudocomplemento de 7 si:

J‘:

2. Sitt <oyonT=E¢entonces T = 0.

Como en R —tors 7N (U{o;},) = U {7 N o;}, el pseudocomplemento es Gnico y 7 satisface:

SiTNo = ¢entonces o < 7+,

3.4 Afirmacion

t=x{Se€eR-Simp: 7S =S5}
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Demostracion
Seac=x{Se€R—Simp:7S=>5}

1)Sea S € R — Simp, entonces 75 = {g

SiTS =0, entonces S € 7, porloque S ¢ 7, No.
SiTS = S, entonces S ¢ 7, por lo que S ¢ T, No.
Tenemos entonces que TN o = ¢

2) Supongamos que 7 N p = &, sea S tal que 7.5 = S entonces (1 N p) S = 0, si pS = S tendriamos que (T N p) S = S, lo
cual es una contradiccion por lo que pS = 0, de este modo p < ¢

De 1)y 2) se tiene que 0 = 7. W

Modulos 7 — co (libres de torsion)

3.5 Definicion
SeaTen R—torsysea M en R— Mod, M es un modulo 7 — co(libre de torsion) si Hompg (M, N) = 0 paratodo N € 7.

La clase de modulos 7 — co(libres de torsién) es cerrada bajo cocientes, extensiones y sumas directas arbitrarias.

Sea M € R — Mod denotaremos con C; (M) al mayor submddulo de M 7 — co(libre de torsién). Entonces C (M)
estd contenido en todo submoddulo 7 — denso de M y si T es una teoria de torsion TTF, entonces C; (M) es 7 — denso en M
y Cr (M)=n{M'C M : M est— densoen M}

C'- (—) es un radical idempotente, pero no necesariamente es exacto izquierdo. Cuando 7. es cerrado bajo capsulas

inyectivas, entonces C, (—) es el radical de torsion asociado a 7.

Para cada sucesion exacta corta

0—MLamsm o

podemos considerar el diagrama (*):

0 - MLprhco (u=o (1)
1'11\/1/ lk lz
0 — M’7M—>M”—>O )
g

donde i es la inclusion natural y P es el producto fibrado de 7 y g.

3.6 Proposicion

Si la sucesion (2) pertenece a &, entonces la sucesion (1) se escinde.
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Demostracion.
Como k es un monomorfismo, tenemos que kj € M(E.). Entonces (1) estd en &;.

Consideremos el diagrama

0 - MLprphco () —o
b N\
0 — M 7ET M — E.M'/M" — 0
g
el morfismo i existe porque (1) estd en £, y F, v es un modulo 7 — inyectivo. Asi obtenemos un morfismo &k tal que el
diagrama conmuta.
Como C. (M") es T — co(libre de torsién) y ELM /M’ es de 7 — torsién entonces k = 0y Imi C M.

Por lo que (1) se escinde. B

3.7 Teorema

En el diagrama (* ) los siguientes enunciados son equivalentes.
a) Si (1) se escinde, entonces (2) pertenece a £
b) Paratoda N € R — Mod tal que C, (N) = 0, cada sucesion exacta 0 — K — L — N — 0 pertenece a &;.
Demostracion.
a) =b)

Sea0 - K — L — N — 0 una sucesion exacta corta con C (V) = 0. Para esta sucesion la sucesion (1)
correspondiente es 0 — K — K — 0 — 0 la cual se escinde. Por (a), la sucesion 0 — K — L — N — 0 pertenece a &;.

b) = a)

. .. ., f g ., . .
Consideremos la siguiente sucesion exacta 0 — M’ = M = M" — 0 su sucesion correspondiente, se escinde.

0
i
o - M L P LKoo - o
| Lk bi
0o — M ? M ? M — 0

=
~
O — T —
—
“U
N
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Como M/k (P) = M"/C. (M"), debemos tener que C. (M/k (P)) = 0, porlo que k € M (&;) y kj € M (E;) pues (1) se
escinde. De este modo f = kj € M (£;), lo cual implica que (2) € &;.

3.8 Proposicion

SeaT € R — torsy sea N un R-modulo izquierdo 7 — co(libre de torsién). Entonces N es 7 — proyectivo.

Demostracion.

Sea0 — M’ — M — M"” — 0un miembro de &, yseat : N — M" un morfismo. Como N es 7 — co(libre de torsién),
tenemos Im¢ — C. (M").

N LImt
N Lir
i h
0o - M L P = C. (M) — 0
g/
l bk i
0 - M — M — M" — 0
f g

Por la proposicién 3.6, tenemos que hay un morfismo g’ : C; (M") — P tal que hg’ = 1¢_(p); entonces kg't es el
morfismo que necesitamos. H

Clases propias con suficientes proyectivos

39 Lema

SeaT € R—torsysea{P,}, C R— Mod. Entonces &P, es T — proyectivo siy solo si, P, es T — proyectivo Vz € X.
X

Demostracion.

—| Sean P = @P,, f : P, - M"yg: M — M" un epimorfismo, donde M" es de 7 — torsién. Como P es
X
T — proyectivo, existe h : P — M talque fop, =goh

P =2 p
ol Ly
M — M’/

g
Consideremos g o h o i, = f o p, o4, = f. De donde P, es proyectivo.
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<] Seag: M — M" un epimorfismo

P, = p
fo b Ly
M — M//
g

Como P, es T — proyectivo, existe f, : P, — M talque foi, =go f,. Existe h: P — M talque hoi, = f, Vo € X
por la propiedad universal de la suma directa. Tenemos que go hoi, = go f, = f oi,, entonces gh = f, por lo que P es
T — proyectivo.

3.10 Teorema

Sea 7 € R — tors tal que cualquier sucesion exacta0 — N’ — N — N’ — 0con C, (N"”) =0estden &, .

Entonces los siguientes enunciados se cumplen:

1. &, tiene suficientes proyectivos.

2. SiP e R-— ModesTt— proyectivoy Ct (P) = 0, entonces P es proyectivo.

Demostracion:

1) Sea M € R — Mod y consideramos la sucesion exacta 0 — K — Py — M/C. (M) — 0 con Py un R — mddulo
proyectivo izquierdo, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

— N— O
— N+ o

0> C.(M)S C.(MyaeP, % Py -0

1 Ly M Lr
0— Cr,(M)— M -  M/C. (M) —0

7 g

| |
0 0

Donde h esta dada por el hecho de que Py es proyectivo y f es el morfismo inducido por iy h. C.- (M) ® Py es un médulo
T — proyectivo por la proposicion 3.8 y el lema 3.9, por lo que s6lo tenemos que probarque 0 — L — C, (M)®Py — M — 0
pertenece a &, . Para esto usaremos el teorema 3.7.

Consideremos el diagrama correspondiente:

0 - 1 L P L c. (M) — 0
| Lk /i Li
0 - L —- C.(M)aeh 7 M —- 0

Seai : Cr (M) — C; (M) @ Py la inclusion natural. Entonces fi’ = 4. Hay un morfismo ¢ : C; (M) — P tal que
pq = lc, () puesto que P es el producto fibrado. Esto significa que 0 — L — P — C (M) — 0 se escinde, por lo que


Héctor Núñez Alonso
Line


CAPITULO 3. CLASES PROPIAS INDUCIDAS POR LAS TEORIAS DE TORSION 23

tenemos que 0 — L — C, (M) @ Py 7 M — 0 pertenece a &

2) Sea P un R — médulo izquierdo 7 — proyectivo con C; (P) = 0. Entonces, por hipdtesis, todas las sucesiones exactas
0 — N’ — N — P — 0 pertenecen a £,. Como P es T — proyectivo, estas sucesiones se escinden. Tomamos una de estas
sucesiones con [V proyectivo para obtener P proyectivo.

3.11 Teorema

SeaT € R—torsysea[r] = {0 € R—tors|l; =1,}.Sea o € [7] tal que o es TTF. Entonces &, tiene suficientes
proyectivos.

Demostracion:

Como I, = I, supongamos que existe o € [7] tal que o es TTF. Puesto que C,, (M) es el menor submddulo o — denso de
M entonces C, (M) = 0siysolosi M € 7,. Por 1) del teorema 3.10 £, = &, y tiene suficientes proyectivos.

3.12 Lema
SeaT € R—torsy P € R— Mod. Entonces P es T — proyectivo si y so6lo si para todo diagrama

P
Ly
Q N Q// N 0
g

con g € P (&;) exactay @ un mdédulo 7 — inyectivo, hay un morfismo h : P — @ tal que gh = f.
Demostracion:

ad

Si P es T — proyectivo entonces existe h : P — @ tal que gh = f.

]

Seang: M — M" € P(€;), K = Nucgy E.M lacapsula T — inyectiva de M. Entonces podemos considerar el siguiente
diagrama

P
| N
0—- K 5 M- % M’ =0
[ b L
0— K 7 E. M ? E.M/K —0

Sea f: P — M"yseaxz € P. Suponemos que f(z) =t € M" entk(f(z)) = k(t) = z € E;M/K. Como ¢’

es epimorfismo, entonces existe y € F.M tal que ¢’ (y) = z por 10 que y = I (y). Por otro lado, por hipétesis existe

h: P — E.M tal que hg' = kf; por lo que ¢'h () = k (f (z)) = z de aqui, hay un elemento u € E, M tal que ¢’ (u) = z,
asi u = I (u). Consideremos y — u = ¢'l (y —u) = ¢’ (y —u) = 0. Por lo tanto, (y —u) € Nucg' = K = Nucg
Entonces y — u = 0 = y = u. Por lo tanto existe f : P — M tal que f g = f.
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3.13 Ciriterio de Baer

(@ es inyectivo si y solo si para todo ideal izquierdo I de R, f : [ — @, existe g : R — Q tal que g|, = f.

3.14 Proposicion (Criterio de Baer Relativo)

Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Q@ es T —inyectivo.

ii) Paratodo f:] — Q,conl € L, existeg: R — Qtalqueg|, = f
Demostracion:

i)=ii)| Si I € L, entonces la sucesion

0-I5RLR/II—0 €,
por lo tanto se cumple ii).

ii)=1)| Sea
0O - M —- M — M' — 0

£l
Q

SeaF={(N,g): MCNCMyg:N — Qtal que g|ps» = f}
§ # ¢ pues (M', f) € §. Definimos (N, g) < (N',¢') siNC N'yd'|n =g.

§ es parcialmente ordenado y satisface las hipdtesis del lema de Zorn. Por lo que § tiene maximos. Sea (S, g) un
maéximo de §, tenemos que M’ C S C Myg:S — Qtal que g|p = f.

Afirmamos que S = M.
Suponemos que S # M. Seam € M \ S entonces S & S + Rm

Sea I = (S:m) como M/M' = M" € T, entonces M/S € T, ya que M/S es cociente de M/M’, por lo tanto
I=(5:M)eL,.

Sear € I, definimos h : I — @ como h (r) = g (rm) . h es mofismo.
Por ii) existe b : R — @ tal que h|; = h.
Seag: S+ Rm — Q el morfismo definido como G (s + am) = g (s) + h(a).

Mostremos ahora que g estd bien definido. Sea s + am = s’ +a'm € S+ Rmentonces s — s’ = (¢’ —a)m € S

por lo que (a/ — a) € I entonces g (s — ') = g((a' —a)m) =h(a’ —a) = h(a’ —a) = h(a') — h(a)
de donde g (s) + h(a) =g (s') +h(a’).

Por lo que g esté bien definido y extiende a g. Por lo tanto g extiende a f.

Es decir (S + Rm,g) € §y (S,9) < (S + Rm,g) lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto S = M y Q es 7 — proyectivo.
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3.15 Lema

Sea 7 € R — tors tal que L tiene solamente ideales proyectivos izquierdos, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. Laclase I es cerrada bajo epimorfismos.

2. Laclase de mdédulos 7 — proyectivos es cerrada bajo submodulos 7 — densos.

Demostracion:

1.Seal € L, yseank : Q — Q" un epimorfismoy h : I — (" morfismo. Entonces tenemos el siguiente diagrama:

i

1 — R
hl ™\ lg
0 — Q@ — @

donde i : I — R es lainclusion natural y f : I — @) existe por ser I — proyectivo. Por el criterio de Baer existe g : R — Q)
tal que g|; = f. Por lo que kgi = h. Por lo tanto Q" es T — inyectivo.

2. Sea P un modulo 7 — proyectivo y sea P’ un submodulo de P tal que P/P’ € 7.; consideremos un epimorfismo
k:Q— Q"yseaf: P — Q. Porl)siQ esT — inyectivo entonces Q"'es 7 — inyectivo y como P es T — proyectivo
tenemos el siguiente diagrama:

P = P
fl h/ lg
0 = Q@ <« @

Por el lema 3.12 existe h : P — Q" tal que kg = h, por lo que f = hi. Por lo tanto P’ es 7 — proyectivo. R
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Ejemplo

Ahora daremos un ejemplo de una teoria de torsion 7 tal que £, no tiene suficientes proyectivos.

Sea T = x (Z,) en Z — mod. Supongamos que hay una sucesion exacta

0-KLpPshQoo
que pertenece a £, con P 7 — proyectivo.
Existe h: P — E.Ktalque hf =i: K — E. K.
Sean N = Nuchyk: E;K — E.K/K laproyeccion.

Entonces NN f(K) =0y N @ f (K) = Nuc kh. De este modo, P/ (N & f (K)) es isomorfo a un submddulo de
E.K/K € T;.Porloque N @ f (K) es 7 — denso en P. Por los lemas 3.15 y 3.9 tenemos que N es 7 — proyectivo.
Notemos que N # 0, de otro modo Q = P/ f (K) € 7T..

Como N N f(K) = 0, entonces hay un monomorfismo j = g|y : N — Q. Sea C = Q/Imj. Como N es
T — proyectivo, entonces C' # 0. El morfismo g : P — Q induce ¢’ : P/N — C'y como g (f (K)) = 0, tenemos que
g (N& f(K))/N)=0. Asi tenemos un epimorfismo ¢” : P/ (N & f (K)) — C, lo que muestra que C' € 7.

N
SN
O—>K1>P i>(@—>O
g’\ /
C

Ahora, como N # 0y hay un morfismo j : N — Q, entonces tenemos un cociente 0 # N/L € 7.
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Considere un epimorfismo Z(X) % N/L, el cual debe estar en P (£,). Como N es T — proyectivo, hay un morfismo
0#a:N — Z%) talque un = p: N — N/L es la proyeccién candnica.

N

zX) % N/L

Notemos que Im @ =2 Z(Y) para algin conjunto Y; por lo que el epimorfismo N — Ima se escinde, por lo que N
contiene un sumando directo libre. El hecho de haya un monomorfismo j : N — Q implica N = Z. Por lo que

C=rC=r(Q/Imj) #Q/Imj
lo cual es una contradiccion.

Por lo que £7 no tiene suficientes proyectivos. ll
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