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Introducción

Dentro de la década de los sesenta del siglo XX, S. E. Dickson desarrolló un importante concepto matemático que
permitió dar un giro muy original al estudio de las categorías de módulos sobre un anillo: el concepto de Teorías de Torsión.
El impulso logrado por esta novedad se centró principalmente en las teorías de torsión hereditarias a las que varios
matemáticos de calidad reconocida dedicaron una gran cantidad de trabajos.

La presente tesis tiene como tema central el estudio del artículo "Clases Propias Asociadas a Teorías de Torsión"
publicado en 1987 por los investigadores Dr. Francisco Raggi y Dr. José Ríos.

La primera parte es una discusión de las teorías de torsión a partir de la de�nición de Dickson. Se discuten en este capítulo
las formas equivalentes de de�nir las teorías de torsión, así como algunas teorías asociadas del concepto (prerradicales,
prerradicales idempotentes, prerradicales exactos izquierdos, radicales exactos izquierdos y teorías de torsión de Jans).

En el segundo capítulo se introduce el concepto de clase propia y se discuten algunas de sus propiedades. También se
desarrollan los conceptos de inyectividad relativa, clases propias inyectivamente saturadas y �nalmente clases propias con
su�cientes inyectivos o su�cientes proyectivos.

En el último capítulo, se estudia la manera en que las teorías de torsión hereditarias inducen clases propias que
resultan en general clases propias con su�cientes inyectivos y se termina con un ejemplo de una teoría de torsión hereditaria,
cuya clase de torsión no tiene su�cientes proyectivos.
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1
Teorías de Torsión

Teorías de Torsión y Prerradicales

1.1 De�nición

Una Teoria de Torsión (T ;F) es un par de clases no vacías de R-módulos tales que:
1. Hom(T; F ) = 0 para toda T 2 T y para toda F 2 F

2. SiM pertenece a R-mod es tal que Hom(M;F ) = 0 para toda F 2 F entoncesM 2 T .

3. Si N pertenece a R�Mod es tal que Hom(T;N) = 0 para toda T 2 T entonces N 2 F .

Si (T ;F) es una teoría de torsión, T es la clase de Torsión y F la clase Libre de Torsión.

1.2 De�nición

Un prerradical en R es un funtor � : R�Mod! R�Mod tal que:
1. � (M) �M para todoM 2 R�Mod:

2. Para cada f :M ! N; el siguiente diagrama es conmutativo:

� (M) ,! M
# #f

� (N) ,! N

1.3 De�nición

� Un prerradical � es idempotente si � � � (M) = � (� (M)) = � (M) :

� Un prerradical � es radical si (� : �) = � es decir para todaM (� : �)(M) = � (M) :

� Un prerradical � es exacto izquierdo si para toda sucesión exacta:

0! N 0 !M ! N 00 ! 0

la sucesión 0! � (N 0)! � (M)! � (N 00) es exacta.

Todo prerradical � tiene la propiedad � (�Mi) �= � (�Mi)
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1.4 Proposición

Sea C una clase en R �Mod. C es una clase de Torsión para una teoría de torsión si y sólo si, C es cerrada bajo cocientes,
sumas directas y extensiones.

Demostración.

=)c

Sea F � R�Mod tal que (C;F) es teoría de torsión.

a) Sea fMig � C: Demostraremos que �
I
Mi 2 C:

Sea F 2 F

Hom

�
�
I
Mi; F

�
�=
Y
I

Hom (Mi; F ) = 0

Por lo que �
I
Mi 2 C.

b) SeanM 2 R�Mod y N �M tal queM 2 C. Por demostrar que M=N 2 C:

Sea F 2 F considere la sucesión

0! N !M !M=N ! 0

la cual induce la siguiente sucesión exacta.

0! Hom(M=N;F )! Hom (M;F )! Hom (N;F )

ComoM 2 C entonces Hom (M;F ) = 0 por lo que Hom (M=N;F ) = 0 y por tantoM=N 2 C.

c) Sea 0!M 0 f!M
g!M 00 ! 0 exacta conM 0;M 00 2 C. Sea F 2 F que induce la sucesión exacta

0! Hom(M 00; F )
g�! Hom (M;F )

f�! Hom (M 0; F )

Im f� � Hom (M 0; F ) = 0 puesto queM 0 2 C. Entonces Nuc f� = Hom (M;F ) =) Nuc f� = Im g� = 0

Por lo tanto, Hom (M;F ) = 0

(c

Sea F = fN 2 R�ModjHom (C;N) = 0 8C 2 Cg

A�rmamos que (C,F) es una teoría de torsión.

a) Hom (C;F ) = 0 8C 2 C, F 2 F

b) Sea N 2 R�Mod tal que Hom (C;N) 8 C 2 C; N 2 F

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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c) SeaM tal que Hom (M;F ) = 0 8 F 2 F . Por demostrar queM 2 C.

SeaK = � fN �M jN 2 Cg : Notamos queK 2 C.

Por demostrar queM=K 2 F .

Si C 2 C y f 2 Hom(C;M=K) entonces Im f = H=K 2 C. Consideremos la siguiente sucesión:

0! K ! H ! H=K ! 0

Como C es cerrado bajo extensiones tenemos que H 2 C. Por lo tanto H � K: Por lo que 0 = H=K = Im f . Por tanto
f = 0; lo cual implica que Hom (M;M=K) = 0 entoncesM=K = 0 entoncesM = K 2 C.

�

1.5 Proposición

Sea C una clase en R �Mod. C es una clase Libre de Torsión para una teoría de torsión si y sólo si, C es cerrada bajo
submódulos, productos y extensiones.

Demostración.

)c

Sea T � R�Mod tal que (T ; C) es una teoría de torsión.
a) Sean fNig � C y T 2 T

Hom

 
T;
Y
I

Ni

!
�=
Y
I

Hom (T;Ni) = 0

Por lo que
Q
I

Ni 2 C.

b) Sean N 2 C y H � N: Si T 2 T la inclusión H � N induce

0! Hom (T;H)! Hom (T;N) exacta.
Dado que N 2 C entonces Hom (T;N) = 0; de aquí Hom (T;H) = 0 por lo que H 2 C:

c) Sea 0! N 0 f! N
g! N 00 ! 0 exacta y N 0; N 00 2 C:

Tomemos T 2 T entonces la sucesión

0! Hom (T;N 0)
f�! Hom (T;N)

g�! Hom (T;N 00) es exacta.

Como Hom (T;N 0) = 0 = Hom (T;N 00) tenemos que Hom (T;N) = 0, por lo que N 2 C:

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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(c

Sea T = fM 2 R�ModjHom (M;C) = 0 8C 2 Cg

A�rmamos que (T ; C) es una teoría de torsión.
a) Hom (T;C) = 0 8T 2 T y 8C 2 C:
b) SiM 2 R�Mod es tal que Hom (M;C) = 0 8C 2 C entoncesM 2 T :
c) Sea N 2 R�Mod tal que Hom (T;N) = 0 8T 2 T : Por demostrar que N 2 C:

SeaK = \fN 0 � N jN=N 0 2 Cg : K 6= ; pues 0 2 C ) N 2 K: Por demostrar queK 2 T :

Consideremos C 2 C y f : K ! C un mor�smo tal que Im f 2 C y seaW = Nuc f: Entonces Im f �= K=Nuc f �= K=W:

0! K=W ! N=W ! N=K ! 0

K=W 2 C y N=K 2 C pues N=K ,!
Q
N=N 0: Por lo que N=Nuc f 2 C: Por lo tantoW � K yK �W entoncesK =W:

De aquí f = 0 yK 2 T : Dado que Hom (K;N) = 0 y comoK � N y comoK � N entoncesK = 0 y N 2 C: Por lo tanto
(T ; C) es una teoría de torsión.

�

1.6 Lema

Sea � un radical,M 2 R�Mod y N �M; si N � �M entonces (�M) =N = � (M=N) :

Demostración.

�c Consideremos el siguiente diagrama:

0! N
g! M

h!M=N ! 0
"1N "i i "
N ! �M !

�h
� (M=N)

como Nuc �h = N entonces (�M) =N � � (M=N) : Notemos que esto es cierto para todo prerradical.

�c Consideremos el siguiente diagrama:

0! (�M) =N ! M=N
f! M= (�M) ! 0

i " "i
� (M=N) !

�f
� (M=�M) = 0

como fi = i�f = 0 entonces � (M=N) � Nuc f = (�M) =N:

�

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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1.7 Proposición

Sea � un radical y de�nimos T� = fM j�M =Mg : Entonces T� es una clase de torsión.

Demostración.
a) T� es cerrado bajo cocientes.
SeanM 2 T� y N un submódulo deM: Consideremos el diagrama conmutativo:

M
g! M=N ! 0

"iM "iM=N

M = �M !
�g

� (M=N)

gi
M
es epimor�smo, así que � (M=N) =M=N:

b) T� es cerrado bajo sumas directas.
Sea fMig tal queMi 2 T� 8i: Entonces:

� (�Mi) �= �� (Mi) �= �Mi

por lo tanto �Mi 2 T� :
c) T� es cerrado bajo extensiones.

Sean N;M=N 2 T� : Entonces N = �N � �M y M=N = � (M=N) = � (M) =N (por el lema 1.6). Por lo tanto
� (M) =M:

Por a), b) y c ) T� es una clase de torsión. �

1.8 Proposición

Sea � un prerradical idempotente y de�nimos F� = fN j�N = 0g. F� es una clase libre de torsión, i.e. es cerrado bajo
submódulos, productos directos y extensiones.

Demostración.
a) F� es cerrado bajo submódulos. SeaM 2 F� yM 0 un submódulo deM: Consideremos el siguiente diagrama:

0! M 0 ! M
" "
�M 0 ! �M = 0

como �M 0 � �M = 0, entonces �M 0 = 0:

b) F� es cerrado bajo producto directo. Sea fMigi2I tal que �Mi = f0g para toda i:Y
i2I
Mi

pj!Mj

y consideramos �
�Q
i2I
Mi

�
pj! �Mj . Sea xi 2 �

�Q
i2I
Mi

�
entonces �pj (xi) = xj 2 �Mj = 0:

c) F� es cerrado bajo extensiones.
Consideremos la sucesión 0!M 0 i!M

p!M 00 ! 0 y supongamos que �M 0 = 0 y �M 00 = 0:

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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0! M 0 i! M
p! M 00 ! 0

" "
�M !

�p
�M 00

como �M 00 = 0 entonces �p = 0 por lo que �M � Nuc p = M 0 =) �M � M 0: Como �M = ��M � �M 0 = f0g :
Entonces es cerrado bajo extensiones.

�

1.9 Proposición

Sea (T ;F) una teoría de torsión y de�nimos �M =
P
fK �M : K 2 T g. Entonces � es un radical idempotente.

Demostración.

SeanM;N 2 R�Mod
i) SeaM f! N: Por demostrar que f (�M) � �N:

f (�M) = f
�X

fK �M : K 2 T g
�
�
X

f (K)

f (K) 2 T pues T es cerrado bajo cocientes. Por lo que f (�M) =
P
f (K) � �N .

Observación:
Si K �M; K 2 T ) K � �M:

ii)
� (M=�M) =

X
fK=�M : (K=�M) 2 T ;K �Mg = 0

por lo que � es radical.
iii)

� (�M) = �
�X

fK � �M : K 2 T g
�

como �M 2 T entonces � (�M) = �M:

�

1.10 Proposición

Sea (T ;F) una teoría de torsión y de�nimos �M = \fN �M :M=N 2 Fg : Entonces � es un radical idempotente.

Demostración.

SeanM;N 2 R�Mod:
i) Sea N f!M: Por demostrar que f (�N) � �M

f (�N) = f (\fK � N : N=K 2 Fg) = \f (fK � N : N=K 2 Fg) � �M
pues F es cerrado bajo submódulos.

ii) � es idempotente pues
� (�M) = \ (fK � �M : (�M) =K 2 Fg) = �M

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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iii) � es radical ya que

� (M=�M) = \fK �M=�M : (M=�M) =K 2 Fg = 0

�

1.11 Proposición

Sea (T� ;F� ) una teoría de torsión en R�Mod. Sean � y � los radicales idempotentes asociados a T� y a F� respectivamente,
entonces � = � .

Demostración.

�c Sabemos que para todoM en R�Mod

�(M) =
P
fN �M : N 2 T�g y �(M) = \fN �M :M=N 2 F�g

Sea N un submódulo deM tal queM=N 2 F� y consideremos el epimor�smo

M
p! M=N ! 0

Como � es idempotente entonces �(M) está en T� . p(�(M)) = 0. Entonces �(M) � Nuc p(M) = N � �(M).
Por lo que �(M) � �(M) y por tanto � � � .

�c Sea F 2 F� y g : �(M)! F un mor�smo.

Im g = �(M)=Nuc g � F 2 F� :
Consideremos la siguiente sucesión exacta:

0! �(M)=Nuc g !M=Nuc g !M=�(M)! 0

como �(M=�M) = 0 ya que � es radical, entonces M=�(M) 2 F� . �(M=Nuc g) = 0 pues M=Nuc g está en F� :
Por el lema 1.6 �(M=Nuc g) � �(M)=Nuc g = 0 entonces �M = Nuc g. Por lo que g = 0 y �(M) 2 T , así �M � �M .

Por lo tanto � = �. �

1.12 Lema

Sea � un prerradical. Entonces � es exacto izquierdo si y sólo sí 8N �M tenemos que �N = N \ �M:

Demostración.

)c Consideremos el siguiente diagrama con la sucesión exacta

0 ! N
f! M

g! M=N ! 0
"� "� "�

0 ! �N
f! �M

g! � (M=N)

como �N � N \ �M; basta demostrar que N \ �M � �N:

Sea x 2 N \ �M; entonces g�x = 0; como el diagrama conmuta tenemos que igx = gix = 0 entonces

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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x 2 Nuc g = Im f = �N: Por lo que N \ �M � �N:

(c Consideremos el siguiente diagrama

0 ! N
f! M

g! M=N ! 0
"i "i "i

0 ! �N
f! �M

g! � (M=N)

tenemos que igf = 0 lo cual implica que gf = 0: Sea x 2 �M tal que x 2 Nuc g: Entonces ig (x) = gix = 0 por lo que
ix 2 Nuc g = Im f: Entonces, existe y 2 N tal que f (y) = ix por lo que x 2 N \ �M = �N . Por lo tanto � es exacto
izquierdo.

�

1.13 De�nición

Si N es un submódulo deM y si � es una teoría de torsión entonces:
1. N es � � denso enM siM=N 2 T� :

2. N es � � puro enM siM=N 2 F� :

Módulos � -inyectivos y � � proyectivos

1.14 De�nición

Un R �m�odulo E es � � inyectivo si para cualquier submódulo � � denso M 0 de cualquier R �m�odulo izquierdoM y
cualquier homomor�smo f deM 0 en E; f puede ser extendido a un homomor�smo deM en E, es decir:

E E

f " =) f " -
0 7�! M 0 �! M 0 7�! M 0 �! M

I� denotará la clase de los módulos � � inyectivos:

SiM 2 R�Mod, entonces la cápsula inyectiva deM en R�Mod será denotada por EM:

1.15 Observación

Para cada teoría de torsión � y para cadaM 2 R�Mod, tenemos una cápsula inyectiva relativa deM respecto a � ; denotada
por E�M que está dada por el submódulo de EM tal que

E�M=M �= �(EM=M)

E�M es la cápsula � � inyectiva deM:

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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1.16 De�nición

UnR�m�odulo P es ��proyectivo si para cualquier epimor�smo g :M !M 00; dondeM 00 2 T� y cualquier homomor�smo
f deM 00 en P; existe un homomor�smo deM en P , es decir:

M
g7�! M 00 �! 0 M

g7�! M 00 �! 0
"f =) - f "
P P

1.17 Lema

Sea � radical idempotente entonces � es exacto izquierdo sí y sólo sí para todoM 2 R�Mod tenemos que �M =M \ �EM:

Demostración.

=)c Es claro del lema 1.12.

(=c Sea N � M: Como N � EN; M � EM; �M = M \ �EM; �N = N \ �EN y EN � EM tenemos que
EM �= EN � E0 =) �EM �= �EN � �E0:

Notemos que N \ �M = N \ (M \ �EM) �= N \ (�EN � �E0) � (N \ �EN)� (N \ �E0) = �N pues N \ �E0 = 0:

�

Teorías de Torsión Hereditarias

1.18 De�nición

Sea (T� ;F� ) una teoría de torsión. Se dice que (T� ;F� ) es una teoría de torsión hereditaria si T� es cerrada bajo submódulos.

1.19 Proposición

Sea (T� ;F� ) una teoría de torsión. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1) (T� ;F� ) es hereditaria
2) F� es cerrada bajo cápsulas inyectivas
3) � es exacto izquierdo.

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN

Hector
Line
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Demostración.

2)) 1)c SeanM 2 T� , N �M y f : N ! K; K 2 F� : Por demostrar que f = 0:

Como EK es inyectivo, existe f : M ! EK que extiende a f: Por 2), EK 2 F� por lo que f = 0; de este modo
f = 0 y por lo tanto N 2 T� :

1)) 3)c SeaM 2 R�Mod: �M �M \ �EM:

Ya queM \ �EM � �EM 2 T� por 1) se tiene queM \ �EM � T� . De dondeM \ �EM � �M:

Por tanto �M =M \ �EM:

3)) 2)c Sea N 2 F� :Entonces 0 = �N = N \ �EN: Como N �
e
EN tenemos que �EN = 0:

�

1.20 Proposición

Dadas dos Teorías de Torsión (T� ;F� ), (T�;F�) y � ; � sus radicales idempotentes asociados respectivamete, las siguientes
tres condiciones son equivalentes:
i) T� � T�:
ii) F� � F� :
iii) � � �:

Demostración.

i) ) ii)c Sea N 2 F�; entonces, para todo M 2 T� tenemos que Hom (M;N) = 0:
En particular, para todoM 2 T� tenemos que Hom (M;N) = 0 pues T� � T� por lo que N 2 F� y F� � F� :

ii) ) iii)c Tenemos que �M = \fN �M :M=N 2 F�g y �M = \fN �M :M=N 2 F�g como M=N 2 F� )
M=N 2 F� entonces �M � �M , por lo que � � �:

iii)) i)c Sean T� = fM : �M =Mg y T� = fM : �M =Mg : SeaM 2 T� : Como �M � �M y �M = M entonces
M � �M: Dado que �M �M; se tiene que �M =M por lo queM 2 T�: Por lo que T� � T�:

�

1.21 De�nición

Dadas dos Teorías de Torsión (T� ;F� ), (T�;F�) y � ; � sus radicales idempotentes asociados, diremos que (T� ;F� ) � (T�;F�)
si se cumplen las condiciones equivalentes anteriores.

En adelante se identi�cará a cada radical exacto izquierdo � con la teoría de torsión hereditaria (T� ;F� ).

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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1.22 De�nición

Un �ltro de Gabriel L de un anillo R es una colección no vacía de ideales izquierdos tal que:
i) Si I 2 L y r 2 R; entonces (I : r) 2 L
ii) Si I 2 L y J es un ideal izquierdo tal que (J : r) 2 L para todo r 2 I; entonces J 2 L:

Si (T ;F) es una teoria de torsión hereditaria, la colección de ideales izquierdos fI : R=I 2 T g es un �ltro de Gabriel.

R� tors denotará la retícula completa de todas las teorías de torsión hereditarias en la categoría R�Mod.

Sea � un radical exacto izquierdo, denotaremos con T� ; F� ; L� la clase de torsión, la clase libre de torsión y el �ltro
de Gabriel asociados a � ; respectivamente. El menor elemento � 2 R � tors corresponde a T� = f0g, el mayor elemento �
de R� tors será caracterizado por F� = f0g:

Si C es una clase de R �m�odulos izquierdos, entonces, �(C) denotará el mayor elemento de R � tors respecto del cual
todos los módulos de C son libres de torsión y �(C) denotará el menor elemento de R� tors relativo al cual todos los módulos
de C son de torsión.

Un elemento � 2 R� tors se dice que es TTF si la clase T� es cerrada bajo productos directos.

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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2
Clases Propias

Módulos E�inyectivos y módulos E�proyectivos

2.1 De�nición

Una clase propia sobre R �Mod es una familia E de sucesiones exactas cortas de R �m�odulos izquierdos, tales que si
denotamos porM(E) los monomor�smos de las sucesiones de E y por P(E) los epimor�smos de las sucesiones de E ;
entonces se cumplen las siguientes condiciones:
1. Todas las sucesiones exactas que se escinden están en E :

2. Si f1;f2 2M(E) y f2f1 está de�nida, entonces f2f1 2M(E):

3. Si f1;f2 son monomor�smos tales que f2f1 está de�nida y f2f1 2M(E); entonces f1 2M(E):

4. Si g1;g2 2 P(E) y g2g1 está de�nida; entonces g2g1 2 P(E):

5. Si g1;g2 son epimor�smos tales que g2g1 está de�nida y g2g1 2 P(E); entonces g2 2 P(E):

2.2 De�nición

Sea E una clase propia sobre R�Mod, un R�m�odulo izquierdo es:
� E � inyectivo si es un inyectivo relativo respecto a las sucesiones de E .

� E � proyectivo si es un proyectivo relativo respecto a las sucesiones de E :

2.3 De�nición

Si E es una clase propia, E tiene su�cientes proyectivos si para todo R�m�odulo izquierdoM; existe un miembro de E ;

0 �! K �! P �!M �! 0

donde P es un módulo E � proyectivo:

Análogamente, E tiene su�cientes inyectivos si para cada R�m�odulo izquierdoM; existe un miembro de E ,

0 �!M �! E �! C �! 0

tal que E es un módulo E � inyectivo:



14

Sea � un elemento de R � tors y sea E� la familia de todas las sucesiones exactas cortas 0 ! M 0 ! M ! M 00 ! 0
de R �m�odulos izquierdos, tales que para todo módulo E � � inyectivo; cualquier homomor�smo deM 0 en E; puede ser
extendido a un homomor�smo deM en E:

Entonces, todas las sucesiones exactas 0!M 0 !M !M 00 ! 0 tales queM 00 2 T� están en E� :

2.4 Proposición

E� es una clase propia.

Demostración
1. Sea 0 ! M 0 f! M

g! M 00 ! 0 una sucesión exacta que se escinde. Sea E � � inyectivo y h : M 0 ! E
un homomor�smo, como la sucesión se escinde, existe f 0 : M ! M 0. Sea k : M ! E donde k = h � f 0 el
homomor�smo buscado.
2. Sean f1; f2 2 M(E� ) y supongamos que f2f1 está de�nida, sea E � � inyectivo y h1 : M 0 ! E, como
f1 2 M(E� ) entonces se puede extender a un mor�smo h2 : M ! E; puesto que f2 2 M(E� ); h2 puede ser
extendido a un mor�smo h : K ! E , por lo que f2f1 2M(E):
3. Sean f1 : M 0 ! M; f2 : M ! K monomor�smos tales que f2f1 2 M(E); sea E � � inyectivo y h1 : M 0 ! E,
como f1f2 2M(E� ) puede ser extendido a h2 : K ! E, comoM � K entonces podemos tomar h = h2jM :M ! E:

4. Sean 0 ! K1
f! M1

g!M2 ! 0:::(1) y 0 ! K2
j! M2

k! M3 ! 0:::(2) en E� que inducen el siguiente diagrama
conmutativo:

K2

#j
0 ! K1

f! M1
g! M2 ! 0

# l k #k
K3

h
,! M1

i! M3

#m &n #p .s #
M2  

j
K2 !

r
E 0

#
0

como nl : K1 ! E y (1) 2 E� entonces existe p : M1 ! E y como (�) conmuta, se tiene que pf = nl y que hl = f;
de este modo phl = nl =) (ph� n) l = 0, por lo que existe s : M3 ! E; dado que (�) es conmutativo tenemos que
skjm = ph� n::: (3)
Sea r : K2 ! E; (la cual existe porque (2) 2 E� ).

Notemos que rm = ph � n:::(4) pues
0 ! K1

l! K3
m! K2 ! 0

ph�n # .r

E

conmuta y notemos también que

gh = jm pues gh : K3 !M2; jm : K3 !M 2 y (�) es conmutativo.
De (3) y (4) se tiene que rm = skjm comom es epimor�smo, se puede cancelar por la derecha y tenemos que r = skj:
Tenemos que skg :M1 ! E y p :M1 ! E por lo que p� sg :M1 ! E:

De aquí, (p� skg)h = ph� sgh = ph� skjm = ph� rm = ph� (ph� n) = n:

CAPÍTULO 2.     CLASES PROPIAS

Hector
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5. Consideremos el diagrama (�) :
Sean r : K2 ! E y rm : K3 ! E; entonces existe p : M1 ! E tal que ph = rm. Por lo que pf = phl = rml = 0:

Entonces existe u :M2 ! E tal que ug = p: De aquí jm = gh) ujm = ugh = ph = rm: Por lo tanto uj = r:

�

Observación

Los módulos � � inyectivos coinciden con los módulos E� � inyectivos ya que por de�nición, todo � � inyectivo
es E� � inyectivo: Recíprocamente, si E es un módulo E� � inyectivo, entonces E es � � inyectivo para todas las
sucesiones exactas cortas de E� ; en particular para aquellas dondeM 00 2 T� ´por lo que E es � � inyectivo:

CAPÍTULO 1.     TEORÍAS DE TORSIÓN
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3
Clases Propias Inducidas por las Teorías de Torsión.

Cápsulas E � inyectivas

3.1 De�nición

Sea E una clase propia de R �Mod y sea M un R �m�odulo izquierdo. Una cápsula E � inyectiva para M es un par
(EEM;f) tal que:
1. EEM es un R�m�odulo izquierdo E � inyectivo y f :M !EEM es un monomor�smo esencial que pertenece aM(E);

2. Si el siguiente diagrama conmuta

M
f�! EEM

& %g

K

y g es un monomor�smo, entonces g pertenece aM(E):

SiM tiene una cápsula E � inyectiva; ésta es única salvo isomor�smo.

3.2 Teorema

Sea E una clase propia en R�Mod, son equivalentes:
1) Existe � 2 R� tors tal que E� = E .
2)
a. TodoM 2 R�Mod; tiene una cápsula E�inyectiva:
b. SiM 2 R�Mod; EEM es su cápsula E � inyectiva; entonces todas las sucesiones exactas
0! N 0 ! N ! EEM=M ! 0 pertenecen a E .
Demostración

1) =) 2) Dado � 2 R � tors tenemos una cápsula inyectiva relativa de M respecto a � ; sea E�M como se señaló en la
observación 1.15.

2) =) 1) Consideremos las siguientes teorías de torsión

� = � fEM=EEM jM 2 R�Modg y
� = � fEEM=M jM 2 R�Modg

donde EEM es la cápsula E � inyectiva deM:

SiM 2 R �Mod es E � inyectivo entonces, EM=M 2 F� y asíM 2 I�: Por otro lado, siM 2 I�; tenemos que la
siguiente sucesión se escinde:
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0!M ! EEM ! EEM=M ! 0

ya que EEM=M 2 T� y comoM �
e
EEM se tiene queM = EEM y asíM es E�inyectivo:

Si llamamos IE a la clase de los módulos E-inyectivos; entonces

I� � IE � I�
por lo que

E� � E � E�
Probemos ahora que E� � E�:

Sean N;M 2 R�Mod y f 2 HomR (EEM=M;EN=EEN) :

Suponemos f 6= 0: Por la de�nición de cápsula E � inyectiva podemos suponer que f es un monomor�smo, puesto que si
Nuc f = K=M; dondeM ,! K ,!EEM; entonces f induce el monomor�smo f : (EEM=M) = (K=M)!EN=EEN y por
el tercer teorema de isomor�smo (EEM=M) = (K=M) �= EEM=K =EEK=K:

Consideremos el siguiente diagrama

0 ! EEN ! P ! EEM=M ! 0
k #h # f

0 ! EEN ! EN !
g

EN=EEN ! 0

Donde g es la proyección canónica y P es el producto �brado de f y g.

Ya que h es monomor�smo se tiene que EEN es escencial en P:

Por hipótesis tenemos que 0 �!EEN �! P ! EEM=M ! 0 pertenece a E ; por lo que la sucesión se escinde y dado que
EEN �

e
P entonces P =EEN y EEM=M = 0; lo cual es una contradicción. Por lo tanto � � �; i.e. E� � E� .

Por lo que E� = E = E� que es lo que queríamos demostrar.

�

3.3 De�nición

Sea � 2 R� tors, �? es el pseudocomplemento de � si:
1. � \ �? = �:

2. Si �? � � y � \ � = � entonces �? = �:

Como en R� tors � \ ([f�igI) = [I f� \ �ig, el pseudocomplemento es único y �
? satisface:

Si � \ � = � entonces � � �?:

3.4 A�rmación

�? = � fS 2 R� Simp : �S = Sg

CAPÍTULO 3.    CLASES PROPIAS INDUCIDAS POR LAS TEORÍAS DE TORSIÓN
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Demostración

Sea � = � fS 2 R� Simp : �S = Sg.

1) Sea S 2 R� Simp; entonces �S =
�
S
0

Si �S = 0; entonces S 2 T� por lo que S =2 T � \�.

Si �S = S; entonces S =2 T� por lo que S =2 T� \�:

Tenemos entonces que � \ � = �

2) Supongamos que � \ � = �; sea S tal que �S = S entonces (� \ �)S = 0, si �S = S tendríamos que (� \ �)S = S; lo
cual es una contradicción por lo que �S = 0; de este modo � � �

De 1) y 2) se tiene que � = �?: �

Módulos � � co (libres de torsi�on)

3.5 De�nición

Sea � en R� tors y seaM en R�Mod; M es un módulo � � co(libre de torsi�on) siHomR (M;N) = 0 para todoN 2 T� :

La clase de módulos � � co(libres de torsi�on) es cerrada bajo cocientes, extensiones y sumas directas arbitrarias.

SeaM 2 R �Mod denotaremos con C� (M) al mayor submódulo deM � � co(libre de torsi�on). Entonces C� (M)
está contenido en todo submódulo � � denso deM y si � es una teoría de torsión TTF, entonces C� (M) es � � denso enM
y C� (M) = \fM 0 �M :M 0 es � � denso enMg

C� (�) es un radical idempotente, pero no necesariamente es exacto izquierdo. Cuando T� es cerrado bajo cápsulas
inyectivas, entonces C� (�) es el radical de torsión asociado a �?:

Para cada sucesión exacta corta

0!M 0 f!M
g!M 00 ! 0

podemos considerar el diagrama (*):

0 ! M 0 j! P
h! C� (M

00)! 0 (1)
#1M0 #k #i

0 ! M 0 !
f
M !

g
M 00 ! 0 (2)

donde i es la inclusión natural y P es el producto �brado de i y g:

3.6 Proposición

Si la sucesión (2) pertenece a E� ; entonces la sucesión (1) se escinde.

CAPÍTULO 3.    CLASES PROPIAS INDUCIDAS POR LAS TEORÍAS DE TORSIÓN
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Demostración.

Como k es un monomor�smo, tenemos que kj 2M(E� ): Entonces (1) está en E� :

Consideremos el diagrama

0 ! M 0 j! P
h! C� (M

00)! 0

k # i &k

0 ! M 0 !
f
E� M

0 !
g

E�M
0=M 0 ! 0

el mor�smo i existe porque (1) está en E� y E�M 0 es un módulo � � inyectivo: Así obtenemos un mor�smo k tal que el
diagrama conmuta.

Como C� (M 00) es � � co(libre de torsi�on) y E0�M=M 0 es de � � torsi�on entonces k = 0 y Im i �M 0.

Por lo que (1) se escinde. �

3.7 Teorema

En el diagrama (* ) los siguientes enunciados son equivalentes.

a) Si (1) se escinde, entonces (2) pertenece a E� .

b) Para toda N 2 R�Mod tal que C� (N) = 0; cada sucesión exacta 0! K ! L! N ! 0 pertenece a E� :

Demostración.

a) =) b)

Sea 0 ! K ! L ! N ! 0 una sucesión exacta corta con C� (N) = 0: Para esta sucesión la sucesión (1)
correspondiente es 0! K ! K ! 0! 0 la cual se escinde. Por (a), la sucesión 0! K ! L! N ! 0 pertenece a E� :

b) =) a)

Consideremos la siguiente sucesión exacta 0!M 0 f!M
g!M 00 ! 0 su sucesión correspondiente, se escinde.

0
#

0 ! M 0 j! P
h! C� (M

00) ! 0
k #k #i

0 ! M 0 !
f

M !
g

M 00 ! 0

#
M=k (P )
#
0

CAPÍTULO 3.    CLASES PROPIAS INDUCIDAS POR LAS TEORÍAS DE TORSIÓN
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ComoM=k (P ) �=M 00=C� (M
00), debemos tener que C� (M=k (P )) = 0; por lo que k 2M (E� ) y kj 2M (E� ) pues (1) se

escinde. De este modo f = kj 2M (E� ), lo cual implica que (2) 2 E� :

�

3.8 Proposición

Sea � 2 R� tors y sea N un R-módulo izquierdo � � co(libre de torsi�on): Entonces N es � � proyectivo:

Demostración.

Sea 0 ! M 0 ! M ! M 00 ! 0 un miembro de E� y sea t : N ! M 00 un mor�smo. Como N es � � co(libre de torsi�on);
tenemos Im t ,!

i0
C� (M

00) :

N
t! Im t

t & #i0
0 ! M 0 j! P

h�
g0

C� (M
00) ! 0

k #k #i
0 ! M 0 !

f
M !

g
M 00 ! 0

Por la proposición 3.6, tenemos que hay un mor�smo g0 : C� (M 00) ! P tal que hg0 = 1C� (M 00); entonces kg0t es el
mor�smo que necesitamos. �

Clases propias con su�cientes proyectivos

3.9 Lema

Sea � 2 R� tors y sea fPxgX � R�Mod: Entonces �
X
Px es � � proyectivo si y sólo si, Pa es � � proyectivo 8x 2 X:

Demostración.

=)c Sean P = �
X
Px, f : Px ! M 00 y g : M ! M 00 un epimor�smo, donde M 00 es de � � torsi�on. Como P es

� � proyectivo; existe h : P !M tal que f � px = g � h

P
px

ix

Px

h # #f
M !

g
M 00

Consideremos g � h � ix = f � px � ix = f: De donde Px es proyectivo.

CAPÍTULO 3.    CLASES PROPIAS INDUCIDAS POR LAS TEORÍAS DE TORSIÓN
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(=c Sea g :M !M 00 un epimor�smo

Px
px�
ix

P

fx # #f
M !

g
M 00

Como Px es � � proyectivo, existe fx : Px ! M tal que f � ix = g � fx: Existe h : P ! M tal que h � ix = fx 8x 2 X
por la propiedad universal de la suma directa. Tenemos que g � h � ix = g � fx = f � ix, entonces gh = f , por lo que P es
� � proyectivo:

�

3.10 Teorema

Sea � 2 R� tors tal que cualquier sucesión exacta 0! N 0 ! N ! N 00 ! 0 con C� (N 00) = 0 está en E� :

Entonces los siguientes enunciados se cumplen:
1. E� tiene su�cientes proyectivos.

2. Si P 2 R�Mod es � � proyectivo y C� (P ) = 0; entonces P es proyectivo.

Demostración:

1) Sea M 2 R �Mod y consideramos la sucesión exacta 0 ! K ! P0 ! M=C� (M) ! 0 con P0 un R �m�odulo
proyectivo izquierdo, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0
#
L
#

0
#
K
#

0! C� (M)
i0! C� (M)� P0

u! P0 ! 0
# #f h . #r

0! C� (M)!
i

M !
g

M=C� (M) ! 0

#
0

#
0

Donde h está dada por el hecho de que P0 es proyectivo y f es el mor�smo inducido por i y h: C� (M)�P0 es un módulo
��proyectivo por la proposición 3.8 y el lema 3.9, por lo que sólo tenemos que probar que 0! L! C� (M)�P0 !M ! 0
pertenece a E� : Para esto usaremos el teorema 3.7.

Consideremos el diagrama correspondiente:

0 ! L
j! P

p! C� (M) ! 0
k #k .i0 #i

0 ! L ! C� (M)� P0 !
f

M ! 0

Sea i0 : C� (M) ! C� (M) � P0 la inclusión natural. Entonces fi0 = i: Hay un mor�smo q : C� (M) ! P tal que
pq = 1C� (M) puesto que P es el producto �brado. Esto signi�ca que 0 ! L ! P ! C� (M) ! 0 se escinde, por lo que
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tenemos que 0! L! C� (M)� P0 !
f
M ! 0 pertenece a E� :

2) Sea P un R �m�odulo izquierdo � � proyectivo con C� (P ) = 0: Entonces, por hipótesis, todas las sucesiones exactas
0 ! N 0 ! N ! P ! 0 pertenecen a E� : Como P es � � proyectivo; estas sucesiones se escinden. Tomamos una de estas
sucesiones con N proyectivo para obtener P proyectivo.

�

3.11 Teorema

Sea � 2 R � tors y sea [� ] = f� 2 R� torsjI� = I�g : Sea � 2 [� ] tal que � es TTF. Entonces E� tiene su�cientes
proyectivos.

Demostración:

Como I� = I�; supongamos que existe � 2 [� ] tal que � es TTF. Puesto que C� (M) es el menor submódulo � � denso de
M ; entonces C� (M) = 0 si y sólo siM 2 T�: Por 1) del teorema 3.10 E� = E� y tiene su�cientes proyectivos.

3.12 Lema

Sea � 2 R� tors y P 2 R�Mod. Entonces P es � � proyectivo si y sólo si para todo diagrama

P
#f

Q !
g

Q00 ! 0

con g 2 P (E� ) exacta y Q un módulo � � inyectivo; hay un mor�smo h : P ! Q tal que gh = f:

Demostración:

=)c

Si P es � � proyectivo entonces existe h : P ! Q tal que gh = f:

(=c

Sean g :M !M 00 2 P (E� ),K = Nuc g y E�M la cápsula � � inyectiva deM: Entonces podemos considerar el siguiente
diagrama

P
j &f

0! K
i! M � g! M 00 ! 0

k #l # #k
0! K !

j
E� M !

g0
E�M=K ! 0

Sea f : P ! M 00 y sea x 2 P . Suponemos que f (x) = t 2 M 00; ent k (f (x)) = k (t) = z 2 E�M=K: Como g0
es epimor�smo, entonces existe y 2 E�M tal que g0 (y) = z por lo que y = l (y) : Por otro lado, por hipótesis existe
h : P ! E�M tal que hg0 = kf ; por lo que g0h (x) = k (f (x)) = z de aquí, hay un elemento u 2 E�M tal que g0 (u) = z;
así u = l (u) : Consideremos y � u =) g0l (y � u) = g0 (y � u) = 0: Por lo tanto, (y � u) 2 Nuc g0 = K = Nuc g
Entonces y � u = 0 =) y = u: Por lo tanto existe f : P !M tal que f g = f:

�
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3.13 Criterio de Baer

Q es inyectivo si y sólo si para todo ideal izquierdo I de R, f : I ! Q; existe g : R! Q tal que gj
I
= f:

3.14 Proposición (Criterio de Baer Relativo)

Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) Q es � � inyectivo:
ii) Para todo f : I ! Q; con I 2 L� ; existe g : R! Q tal que gj

I
= f:

Demostración:

i))ii)c Si I 2 L� entonces la sucesión

0! I
i! R

j! R=I ! 0 2 E�
por lo tanto se cumple ii).

ii))i)c Sea
0 ! M 0 ! M ! M 00 ! 0

f #
Q

Sea F = f(N; g) :M 0 � N �M y g : N ! Q tal que gjM 0 = fg

F 6= � pues (M 0; f) 2 F: De�nimos (N; g) � (N 0; g0) si N � N 0 y g0jN = g:

F es parcialmente ordenado y satisface las hipótesis del lema de Zorn. Por lo que F tiene máximos. Sea (S; g) un
máximo de F, tenemos queM 0 � S �M y g : S ! Q tal que gjM 0 = f:

A�rmamos que S =M:

Suponemos que S 6=M: Seam 2M n S entonces S  S +Rm

Sea I = (S : m) como M=M 0 �= M 00 2 T� entonces M=S 2 T� ya que M=S es cociente de M=M 0; por lo tanto
I = (S :M) 2 L� :

Sea r 2 I; de�nimos h : I ! Q como h (r) = g (rm) : h es mo�smo.

Por ii) existe h : R! Q tal que hjI = h:

Sea g : S +Rm! Q el mor�smo de�nido como g (s+ am) = g (s) + h (a) :

Mostremos ahora que g está bien de�nido. Sea s + am = s0 + a0m 2 S + Rm entonces s � s0 = (a0 � a)m 2 S
por lo que (a0 � a) 2 I entonces g (s� s0) = g ((a0 � a)m) = h (a0 � a) = h (a0 � a) = h (a0)� h (a)

de donde g (s) + h (a) = g (s0) + h (a0) :

Por lo que g está bien de�nido y extiende a g: Por lo tanto g extiende a f:

Es decir (S +Rm; g) 2 F y (S; g) < (S +Rm; g) lo cual es una contradicción.

Por lo tanto S =M y Q es � � proyectivo:

�
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3.15 Lema

Sea � 2 R� tors tal que L� tiene solamente ideales proyectivos izquierdos, entonces se cumplen las siguientes condiciones:
1. La clase I� es cerrada bajo epimor�smos.

2. La clase de módulos � � proyectivos es cerrada bajo submódulos � � densos:
Demostración:

1. Sea I 2 L� y sean k : Q! Q00 un epimor�smo y h : I ! Q00 mor�smo. Entonces tenemos el siguiente diagrama:

I
i
,! R

h # & f #g
0  Q00  

k
Q

donde i : I ! R es la inclusión natural y f : I ! Q existe por ser I � proyectivo. Por el criterio de Baer existe g : R! Q
tal que gjI = f: Por lo que kgi = h: Por lo tanto Q00 es � � inyectivo:

2. Sea P un módulo � � proyectivo y sea P 0 un submódulo de P tal que P=P 0 2 T� ; consideremos un epimor�smo
k : Q ! Q00 y sea f : P 0 ! Q00: Por 1) si Q es � � inyectivo entonces Q00es � � inyectivo y como P es � � proyectivo
tenemos el siguiente diagrama:

P 0
i
,! P

f # h . #g
0  Q00  

k
Q

Por el lema 3.12 existe h : P ! Q00 tal que kg = h; por lo que f = hi: Por lo tanto P 0 es � � proyectivo: �
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Ejemplo

Ahora daremos un ejemplo de una teoría de torsión � tal que E� no tiene su�cientes proyectivos.

Sea � = � (Zp) en Z�mod: Supongamos que hay una sucesión exacta

0! K
f! P

g! Q! 0

que pertenece a E� con P � � proyectivo:

Existe h : P ! E�K tal que hf = i : K ! E�K:

Sean N = Nuc h y k : E�K ! E�K=K la proyección.

N
#

0 ! K
f! P

g! Q ! 0
#i h .

E�K !
k

E�K=K

Entonces N \ f (K) = 0 y N � f (K) = Nuc kh: De este modo, P= (N � f (K)) es isomorfo a un submódulo de
E�K=K 2 T� : Por lo que N � f (K) es � � denso en P: Por los lemas 3.15 y 3.9 tenemos que N es � � proyectivo:
Notemos que N 6= 0; de otro modo Q �= P=f (K) 2 T� :

Como N \ f (K) = 0; entonces hay un monomor�smo j = gjN : N ! Q: Sea C = Q= Im j: Como N es
� � proyectivo; entonces C 6= 0: El mor�smo g : P ! Q induce g0 : P=N ! C y como g (f (K)) = 0; tenemos que
g0 ((N � f (K)) =N) = 0: Así tenemos un epimor�smo g00 : P= (N � f (K))! C; lo que muestra que C 2 T� :

N
. j &

0 ! K
f! P

g! Q ! 0

g0 & .
C

Ahora, como N 6= 0 y hay un mor�smo j : N ! Q; entonces tenemos un cociente 0 6= N=L 2 T� :
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Considere un epimor�smo Z(X) u! N=L; el cual debe estar en P (E� ) : Como N es � � proyectivo; hay un mor�smo
0 6= _

u : N ! Z(X) tal que u _u = p : N ! N=L es la proyección canónica.

N
_
u .
Z(X) u! N=L

Notemos que Im _
u �= Z(Y ) para algún conjunto Y ; por lo que el epimor�smo N ! Im

_
u se escinde, por lo que N

contiene un sumando directo libre. El hecho de haya un monomor�smo j : N ! Q implica N �= Z: Por lo que

C = �C = � (Q= Im j) 6= Q= Im j

lo cual es una contradicción.

Por lo que E� no tiene su�cientes proyectivos. �
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