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Introducción

La dimensión, derivado de nuestro entendimiento del espacio físico, es
uno de los más interesantes conceptos matemáticos.Durante el siglo XIX y
a principios del siglo XX, diversos matemáticos generalizaron el concepto y
probaron su signi�cado.

Sin embargo esto llevó al intento de resolver problemas más complejos.
Surgieron preguntas como ¾En qué sentido era la dimensión un invariante
geométrico? ¾Podría la dimensión de un espacio y la dimensión de su imagen
ser diferente bajo algún mapeo?

Brouwer estaba fascinado por el problema de invarianza dimensional. ¾Era
posible, para ello, que existiese una función contínua uno a uno, de un domi-
nio de dimensión m a un dominio de dimensión n, tal que m 6= n? Brouwer
buscó la respuesta. En uno de sus artículos publicó una prueba general de
la invarianza dimensional, usando dos novedosos conceptos: el de mapeo en-
tre variedades y el grado de un mapeo. Brouwer inicialmente desarrolló el
concepto de grado de un mapeo para una generalización n-dimensional del
teorema de singularidad para campos vectoriales sobre esferas y el teorema
del punto �jo para mapeos de esferas.

Sin embargo unos años antes en 1878, la publicación de Cantor �Contri-
bución a la teoría de variedades� ( �Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre �
) había encontrado una a solución del problema, pero sólo para dimensiones
bajas.

De igual forma se intentó generalizar el resultado a ecuaciones diferen-
ciales no lineales de orden superior. Esto se analizó con ayuda del trabajo
analítico realizado por Kronecker, en 1869, acerca del índice de sistemas de

iii
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funciones de Rn. Dicho trabajo tenía un sentido topológico, ya que la ca-
racterística de Kronecker, como lo probó W.Dyck, podía ser expresada en
términos puramente topológicos.

El presente trabajo se avoca al estudio comparativo de diferentes versio-
nes de la idea de grado topológico en las categorías diferenciable y topológica.

En el primer capítulo llevamos el concepto de homotopía de curvas al
Teorema de Deformación para de�nir el Indice y demostrar por medio de
la variable compleja que es un número entero. Hecho lo anterior se de�nen
espacios cubrientes y levantamientos de curvas para abandonar por comple-
to la teoría de la variable compleja y de�nir el grado usando herramientas
topológicas más que del análisis complejo.

El segundo capítulo toma su atención en generalizar el concepto de grado
para mapeos entre esferas.

En el capítulo cuarto, nos referiremos a las formas diferenciales y la in-
tegración en variedades para dar la forma de volumen de la esfera y así
relacionar la fórmula de grado a través de la integral de Kronecker. De este
modo llegamos a la comparación del grado con el índice y así homologar los
primeros capítulos con algunos comentarios histórico, que abarcaremos en el
último capítulo, a la luz de las ideas de Kronecker.



Capítulo 1

Indice y Grado

Contar el número de veces que una función enrolla su dominio sobre su
contradominio, ha sido de interés no sólo para la topología. Disciplinas como
la variable compleja y el problema general de solución de ecuaciones también
han hecho un delicado análisis al respecto. Existe una fórmula útil que nos
dice cuántas veces gira una curva cerrada γ alrededor de un punto dado z0. A
este número le llamaremos índice y se de�nirá a la luz de la variable compleja
vía una integral. Veremos como dicho índice es un invariante homotópico y
vía levantamientos dejaremos las integrales para de�nir topológicamente el
índice como un caso particular de la noción grado.

1.1. Indice en Variable Compleja

1.1.1 De�nición. Sean X y Y espacios topológicos, A ⊆ X y sea I = [0, 1].
Decimos que dos funciones continuas f, g : X → Y , tales que f(x) = g(x)
∀x ∈ A son homotópicas relativas a A si existe una función continua:

H : X × I → Y

tal que,
H(x, 0) = f(x) ∀x ∈ X

H(x, 1) = g(x) ∀x ∈ X

H(x, t) = f(x) ∀x ∈ A, ∀t ∈ I

1



2 CAPÍTULO 1. INDICE Y GRADO

Entonces H es una homotopía de f a g relativa al conjunto A. Denotamos
esto como f ' g(relA).

En el caso A = ∅ diremos que H es una homotopía libre y denotamos
esto como f ' g.

Diremos que {Hi}i∈I es una familia de funciones de X en Y parametri-
zada por t, tal que Ht : X → Y donde Ht(x) = H(x, t) t ∈ I.

Nos referiremos al campo complejo como C y llamaremos región a cual-
quier conjunto abierto y conexo de G ⊆ C, y a las funciones continuas de
[0, 1] a C las llamaremos curvas.

Sean γ0 : [0, 1] → G y γ1 : [0, 1] → G dos curvas continuas de z0 a z1

en G. Decimos que γ0 es homotópica con extremos �jos a γ1 en G, tal que
γ0 ' γ1(rel{0, 1}).

Figura 1.1: Homotopía con extremos �jos
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Las curvas pueden variar, torcerse o cruzarse sobre sí mismas o con res-
pecto de la otra. Consideremos γs(t) = H(s, t), donde cada γs es una curva
continua de z0 a z1 en A. La curva inicial es γ0 y corresponde al lado izquierdo
del cuadrado unitario. La curva �nal es γ1 y corresponde al lado derecho del
cuadrado. Todo el lado inferior va a z0, así como el lado superior va a z1. Las
curvas γs son una familia de curvas intermedias que cambian continuamente.

1.1.2 De�nición. Sean γ0 : [0, 1]→ G y γ1 : [0, 1]→ G dos curvas cerradas
continuas en G. Decimos que γ0 y γ1 son homotópicas como curvas cerradas
en G si existe una función continua H : [0, 1]× [0, 1]→ G de γ0 a γ1, tal que
H(0, t) = H(1, t) para 0 6 t 6 1.

Si consideramos γs(t) = H(s, t), entonces cada γs es una curva continua
en [0, 1].

Figura 1.2: Homotopía de curvas cerradas

Podemos parametrizar, a modo de ejemplo, el círculo unitario como γ0(t) =
cos t+ i sen t y la elipse x2/4+y2 = 1 como γ1(t) = 2 cos t+ i sen t. Estas cur-
vas son homotópicas como curvas cerradas en el anillo A = {z | 1

2
< |z| < 3}.
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Es posible considerar la homotopía H(s, t) = (1 + s) cos t+ i sen t.

1.1.3 De�nición. Sea γ : [a, b]→ G una curva y a = a0 < a1 < ... < an = b
una partición �nita de [a, b]. Decimos que γ es una curva suave por tramos
en G si γ′(t) existe en cada subintervalo abierto (ai, ai+1) y es continua en
(ai, ai+1).

1.1.4 De�nición. Sean f : G→ C una función continua y γ : [a, b]→ G
una curva suave por tramos. De�nimos la integral de f a lo largo de γ como:∫

γ

f =

∫
γ

f(z)dz =
n−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

f(γ(t)γ′(t))dt.

1.1.5 Teorema. Teorema de Deformación Sea f una función analítica
en un conjunto abierto G, y γ0 y γ1 curvas cerradas suaves por tramos en
Véase [6, p.152]

Si γ0 ' γ1(rel{0, 1}). Entonces∫
γ0

f =

∫
γ1

f

Si γ0 ' γ1. Entonces ∫
γ0

f =

∫
γ1

f

1.1.6 Corolario. Sea γ : [a, b]→ C\z0 y ϕ : [α, β]→ [a, b] un homeomor�s-
mo creciente, es decir ϕ es diferenciable, tal que ϕ′ ≥ 0, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b,
entonces

∫
γ
f =

∫
γ◦ϕ f.

1.1.7 De�nición. Sea γ una curva cerrada en G y z0 ∈ G un punto que no
está en γ. Entonces de�nimos el índice de γ con respecto de z0,como:

I(γ, z0) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − z0
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Por el corolario anterior, podemos inferir que el índice es un invariante
bajo parametrización.

Figura 1.3: Ejemplos de Índice de una curva alrededor de un punto

1.1.8 Ejemplo. Sea γ el círculo de radio r, con centro en z0 ∈ C y sea
n ∈ Z. Entonces ∫

γ

(z − z0)n =

{
0 si n 6= -1
2πi si n =-1

Demostración:

Sea n ≥ 0 . Entonces

(z − z0)n =
d

dz

1

n+ 1
(z − z0)n+1

de donde ∫
γ

(z − z0)n · dz = 0

El caso n 6 −2 es análogo al anterior.

Ahora si n = −1 consideramos la parametrización γ(t) = reit + z0 con
0 6 t 6 2π. De donde γ′(t) = rieit. Entonces∫

γ

1

z − z0

dz =

∫ 2π

0

1

(reit + z0)− z0

ireitdt =

∫ 2π

0

idt = 2πi = n
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Por lo tanto
n = I(γ, z0)

.

1.1.9 Teorema. Teorema del Indice Sea γ : [a, b] → C \ {z0} una curva
cerrada (C1 por tramos). Entonces I(γ, z0) es un entero.

Demostración:

Sea

g(t) =

∫ t

a

γ′(s)
γ(s)−z0ds

Entonces, en puntos donde la integral es continua, el teorema fundamental
del cálculo nos da

g′(t) = γ′(t)
γ(t)−z0

De esta forma se tiene

d
dt
e−g(t)[γ(t)− z0] = 0

en puntos donde g′(t) existe, y por tanto e−g(t)[γ(t) − z0] es constante por
tramos en [a, b]. Este valor constante es

e−g(a)[γ(a)− z0]

Así e−g(b)[γ(b) − z0] = e−g(a)[γ(a) − z0]. Pero γ(b) = γ(a), de modo que
e−g(b) = e−g(a). Por otra parte, g(a) = 0; así que e−g(b) = 1.
Por lo tanto, g(b) = 2πni con n ∈ Z. .

1.2. Espacios Cubrientes

1.2.1 De�nición. Sean X, Y espacios conexos. Un mapeo cubriente sobre
un espacio topológico X es una función contínua p : Y → X, tal que cada
punto x ∈ X tiene una vecindad abierta U que satisface:

p−1(U) es la unión ajena de abiertos Vj ⊆ Y , j ∈ J donde J es algún
conjunto no vacío de índices.
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Para cada j ∈ J , la restricción p|Vj : Vj → U es un homeomor�smo.

Decimos que X es la base del cubrimiento y Y es el espacio cubriente.

Para cada punto x en la base, la imagen inversa de x en U es un espacio
discreto llamado �bra sobre x tal que p es suprayectiva.

1.2.2 De�nición. Sea p : Y → X un mapeo cubriente. Si f : W → X es
una función continua entonces un levantamiento de f es una función continua
f̃ : W → Y tal que p ◦ f̃ = f .

1.2.3 Teorema. Levantamiento de curvas Sea p : Y → X un mapeo cu-
briente tal que p(y0) = x0. Entonces cualquier curva γ : I → X que comienza
en x0 tiene un levantamiento único a una curva γ̃ en Y que comienza en y0.

1.2.4 Proposición. Para cualquier f : S1 → S1 existe una única ϕ : I → R
tal que ϕ(0) = 0 y f(1) = 1. Entonces f(α) = ϕ̂(α), α ∈ S1.

I

ϕ′

��

ϕ
// R

e2πit

��

S1
f

// S1

Demostración:

Si ϕ : I → R entonces f(e2πit) = e2πiϕ(t) y ϕ(0) = 0.

Sea z = reiθ ∈ C, tal que r > 0 y −π < θ < π, donde log(z) = ln(r) + iθ
y sea q : i→ S1, tal que q(t) = f(e2πit).

De�namos el inverso de q. Como I es compacto, q es uniformemente
contínua. Tomemos 0 = t0 < t1 < ... < tk = 1, partición de I, tal que
|q(t)− q(tj)| < 2 si t ∈ [tj, tj+1] y j = 0, 1, ..., k − 1. Entonces q(t) 6= −q(tj),
de aquí que q(t) · −q(tj)−1 6= −1, por tanto log(q(t)) · q(tj)−1 está bien de�-
nido. Entonces
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ϕ(t) = 1
2πi

(log( q(t1)
q(t0)

) + ...+ log(
q(tj)

q(tj−1)
)

t ∈ [tj, tj+1]
En consecuencia ϕ está bien de�nida, es contínua y toma valores reales.

Además q(t0) = q(0) = 1, entonces e2πiϕ(t) = q(t)
q(t0)

= q(t) = f(e2πit).

Ahora veamos que es única. Sea ϕ, ψ : (I, 0) → (R, 0), tal que ϕ̂ = ψ̂ :
S1 → S1 donde e2πiϕ(t) = e2πiψ(t), entonces ϕ(t)− ψ(t) ∈ Z, t ∈ I.

Ahora como I → Z, tal que t → ψ(t) − ϕ(t) es contínua, I conexo y Z
discreto, entonces la función es constante y, como ψ(0)− ϕ(0) = 0− 0;
ψ = ϕ. Y e2πit es el cubriente de S1.

1.2.5 Observación. Sea p : Y → X un mapeo cubriente. Entonces ∀x ∈ X
los conjuntos p−1(x) tienen la misma cardinalidad.

1.2.6 Teorema. Levantamiento de Homotopías Sea W un espacio to-
pológico y p : Y → X un mapeo cubriente. Entonces toda homotopía F :
W × I → X con F (w, 0) = f(w), w ∈ W puede ser levantada a una ho-
motopía F̃ : W × I → Y con F̃ (w, 0) = f̃(z), donde f̃ : W → Y es el
levantamiento de f .

1.2.7 Teorema. Sea p : Y → X un mapeo cubriente tal que p(y0) = x0.
Sean γ y ϕ dos curvas de x0 a x1 en X tal que γ ' ϕ rel{0, 1} donde γ̃
y ϕ̃ son sus respectivos levantamientos en Y que empiezan en y0. Entonces
γ̃ ' ϕ̃ rel{0, 1} y las dos curvas γ̃yϕ̃ terminan en el mismo punto.

Demostración:

Sea p : Y → X una aplicación cubriente y supongamos que p(y0) = x0.
Sean γ y ϕ dos curvas en X de x0 a x1; sean γ̃ y ϕ̃ sus respectivos levantamien-
tos a curvas en Y que empiezan en y0. Si γ y ϕ son equivalentes (homotópicos
relativamente a {0, 1}), entonces γ̃ y ϕ̃ son equivalentes. En particular, γ̃ y
ϕ̃ terminan en el mismo punto.

Si p : C → C \ {0} es un mapeo tal que p(z) = ez donde z = x + iy.
Entonces p es un mapeo cubriente.
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1.2.8 Ejemplo. Consideremos p : R → S1, tal que p(y) = e2πiy entonces
p(y) es el cubriente de S1.

Demostración:

Sea U = S1\{1}, entonces p−1(U) = R\Z. Como R\Z =
∐

n∈Z(n, n+1) y
por ser p un homeomor�smo se tiene que para cada n la restricción p|(n,n+1) →
U es un homeomor�smo. Ahora, sea U cualquier abierto tal que U está conte-
nido S1, entonces p−1(U) =

∐
n∈Z Ũn y p|Ũn : Ũn → U es un homeomor�smo.

Así para toda vecindad de 1 ∈ S1 está cubierta por p.

Por lo tanto la exponencial es una mapeo cubriente donde su �bra es equi-
valente a Z.

1.2.9 Corolario. Sean γ : [a, b] → C \ {0} y ζ0 ∈ C tal que eζ0 = γ(a).
Entonces existe una única γ̃ : [a, b]→ C tal que γ(t) = eγ̃(t), ∀t ∈ [a, b].

C

γ̃

||xxxxxxxxxxxxxxxxxxx

exp

��

[a, b] γ
// C \ {0}

1.2.10 Teorema. Sea γ : I → C \ {0} cerrada y sea γ̃ : I → C su levanta-
miento. Entonces

1

2πi

∫
γ

1

z
dz =

1

2πi
(γ̃(1)− γ̃(0))

.

Demostración:
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Sean δ : I → C\{z0} función contínua y exp : C→ C tal que exp−1(w0) =
ζ0 + 2πin, donde eζ0 = w0. Es decir, si ew0 = ew1 entonces w0 − w1 ∈ 2πin,
n ∈ Z.

Podemos escribir γ(t) = δ(t) + z0, tal que γ(t)− z0 = eγ̃(t).

Por lo tanto γ′(t) = γ̃′(t)e(̃γ)t

2πiI(γ, z0) =

∫ b

a

γ′(t)
γ(t)−z0ds =

∫ b

a

g̃′(t)dt = g̃|ba

y g̃(b)− g̃(a) ∈ Z. .

1.3. Grado e Invarianza Homotópica

1.3.1 Lema. Sea H : f → g una homotopía relativa a G. Entonces la
familia de funciones Ht : X → Y es una relación de equivalencia, tal que
f ' g(relG).

Al conjunto de clases de equivalencia le denotamos como X/ ∼.
1.3.2 De�nición. Sean γ ∼ ϕ(rel{0, 1}) dos curvas cerradas en X. Y sea
F : I × I → X una función tal que:

F (t, 0) = γ(t)

F (t, 1) = ϕ(t)

para t ∈ I y

F (0, s) = γ(0) = ϕ(0)

F (1, s) = γ(1) = ϕ(1)

para s ∈ I.

Entonces γ ∼ ϕ forman una relación de equivalencia.

Denotemos como [γ] a la clase de equivalencia.

Sea X = {γ : S1 → S1|γ es contínua }. Entonces denotamos como
X/ ∼= [S1, S1] al conjunto de clases de equivalencia del círculo en el círculo.
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1.3.3 De�nición. Sean f : S1 → S1 y S1 orientado y subdividido en puntos
z1, ..., zn, zn+1 = z1 para i = 1, ..., n. Llamamos αi al arco más pequeño que se
de�ne de f(zi) a f(zi+1), tal que la imagen de f no tiene puntos antipodales,
i.e, el diámetro, denotado como δ, es < 1.

Además decimos que αi es positivo si va en sentido opuesto a las ma-
necillas del reloj y negativo en el caso contrario. Denotaremos como p(ζ) al
número de αi en sentido positivo, y n(ζ) al número de αi en sentido negativo,
donde ζ ∈ S1 es diferente de cualquier f(zi).

1.3.4 De�nición. Sea ζ ∈ S1, distinto de f(zi). De�nimos al grado como la
diferencia en p(ζ)− n(ζ) de f . Y lo denotamos como deg.

1.3.5 Lema. El grado no depende de ζ o de la subdivisión de z1, ...., zn.

En particular, para cada n ∈ Z, el mapeo z → zn tiene grado n.

Por otro lado observemos que si p : R → S1 es una aplicación cubriente
y γ ∈ S1 una curva cerrada que comienza en x0 y γ̃ su levantamiento tal
que γ̃(1) ∈ p−1. Entonces el grado de γ, deg (γ), es el número n ∈ Z, tal que
γ̃(1) = n.

1.3.6 Teorema. Sea f : X → Y una función entre conjuntos donde ∀x1, x2 ∈
X, x1 ∼ x2 tal que f(x1) = f(x2). Entonces existe una única f̂ : X/ ∼→ Y
y el diagrama conmuta:

X

Π

��

f
// Y

X/ ∼

f̂

>>||||||||||||||||||||||||||

Es decir f = f̂ ◦ Π

1.3.7 Proposición. Sea X = {γ : S1 → S1|γ ∈ C0} y sea f : X → Z
donde ∀x1, x2 ∈ X, x1 ∼ x2 tal que f(x1) = f(x2). Entonces existe una
única f̂ : X/ ∼→ Z y el siguiente diagrama conmuta.
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X

Π

��

deg
// Z

[S1, S1]

Deg

==|||||||||||||||||||||||||||

Es decir deg(f) es un invariante homotópico.

1.3.8 Proposición. Si f ' g : S1 → S1, entonces deg(f) = deg(g).

Demostración:

Sean H : S1× I → S1 una homotopía tal que H(α, 0) = f(t) y H(α, 1) =
g(t), y fj : S1 → S1, en donde fj(t) = H(t, s). Sabemos por el teorema 1.2.6
que existe ϕj : I → R única, en la que ϕj(0) = 0, ϕ(1) = n ∈ Z.

Tomemos h : I × I → S1, donde h(s, t) = fj(e
2πit) sabemos que es uni-

formemente continua. Elegimos una partición de I de tal manera que

|h(s, t) − h(s, ti)| < 2 si s ∈ I, t ∈ [ti, ti+1] y i = 0, 1, ..., k − 1 Tomamos
hj : t→ h(s, t), con s ∈ I y t ∈ [ti, ti+1], y de�nimos ϕj como:

ϕj(t) = 1
2πi

(log(h(s,t1)
h(s,t0)

) + ...+ log(
h(s,tj)

h(s,tj−1)
+ log( h(s,t

h(s,ti)
))

Por lo tanto, ϕj(t) es continua en s y en t. En particular, la función
s → ϕj(1) es continua y, como ϕj(1) ∈ Z, es constante. Ahora, f(α) = f(1)
y g(α) = g(1).
Por lo tanto, deg(f) = ϕ0(1) = ϕ1(1) = deg(g). .

1.3.9 Teorema. La función [S1, S1] → Z, tal que [f ] → deg(f), está bien
de�nida y es biyectiva. Es decir, se tiene que
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a) Si n ∈ Z, la función gn : S1 → S1, donde gn(α) = αn, es tal que
deg(gn)=n.

b) Sean f, g : S1 → S1, entonces f ' g si y sólo si deg(f) = deg(g).

Demostración:
a) Como gn(e2πit) = e(2πint), entonces gn(α) = ϕ̂n, de donde deg(f) =

ϕn(1) = n

b) Ya sabemos que f ' g, entonces deg(f) = deg(g). Ahora si, deg(f) =
deg(g) = n, entonces f(α) = f(1) ◦ ϕ̂(α) y g(α) = g(1) ◦ γ̂(α), de manera
que estas composiciones son homotópicas a IdS1 , donde ϕ(0) = 0 = γ(0) y
ϕ(1) = n = γ(1). Y, como ya sabemos que ϕ ' ϕn ' γ, por lo tanto tenemos
que f ' ϕ̂ ' ϕ̂n ' γ̂ ' g. .

1.3.10 Observación. Cada clase de curva cerrada en S1 se caracteriza por
el número de vueltas que le da a S1. Es decir el Índice es un invariante
homotópico que se factoriza a través de las clases de quivalencia.

X

f

��

I // Z

X/ ∼

Ĩ

==||||||||||||||||||

1.4. Indice y Grado

Por lo visto en la primera sección sabemos que el índice se calcula como
una integral. El grado de f : S1 → S1 se calculó con base en levantamientos.
De allí que la correspondencia f → γ induce una biyección de X/ ∼ en
[S1, S1]. Lo cual nos ayudará a la comparación entre el cálculo del Indice y
el Grado.
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1.4.1 Teorema. Sea p : [0, 1] → S1 tal que p(α) = e2πα donde deg(ϕ) =
ϕ̃(1)− ϕ̃(0), entonces deg(ϕ) = I(γ, 0).

X/ ∼

��

Ĩ // Z

[S1, S1]

Deg

=={{{{{{{{{{{{{{{{{{{

Demostración:
Con un cambio de parámetro σ lineal vimos que

I(t ◦ γ ◦ σ, 0) = I(t ◦ γ, 0)

donde
t ◦ γ ◦ σ : [0, 1]→ S1

y
γ : [0, 1]→ [a, b].

Tal que, vía la exponencial γ = ϕ y σ = ϕ ◦ e2πi(0), tenemos que

deg(ϕ) = I(γ, 0).

.



Capítulo 2

Grado en Sn

2.1. Grado para mapeos en la esfera

Considerando a la esfera como Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}, la genera-
lización del grado de f : Sn → Sn para n > 1 se sigue de la de�nición de
grado para S1. Sin embargo, los preliminares requieren de algunos conceptos
del álgebra que analizaremos en el presente capítulo.

2.1.1 De�nición. Sea A en Rn un conjunto cualquiera. La envolvente con-
vexa H(A) es la intersección de todos los conjuntos convexos que contienen
a A.

2.1.2 De�nición. Sea A = {p0, ..., pn+1} un conjunto de (n + 2) puntos en
Rn+1. La envolvente convexa de A es llamada el (n+1)-simplejo geométrico
generado por A y se denota como σ = (p0, ..., pn+1).

Si p1 − p0, p2 − p1, ..., pn+1 − p0 son linealmente independientes, entonces
se dice que el simplejo σ es no degenerado.

Es fácil ver que

σ = {λ0p0 + ...+ λn+1pn+1| 0 6 λi 6 1 ,
∑

λi = 1}.

Si q0, ...qk+1 ⊆ {p0, ..., pn+1}. Entonces el simplejo (q0, ..., qk+1) es una cara
de (p0, ...pn+1).

15
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Figura 2.1: Simplejo estándar de dimensión 2

2.1.3 Lema. Sea (x1
i , ˙̇̇,x

n+1
i ) coordenadas de pi. Entonces el simplejo σ =

(p0, ..., pn+1) es no degenerado si y solamente si

det(p0....pn+1) =

∣∣∣∣∣∣
x1

0, . . . , xn+1
0 , 1

. . . . . .
x1
n+1, . . . , xn+1

n+1, 1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Geométricamente esto quiere decir que σ es no degenerado si y sólo si
tiene volumen distinto de cero. Dicho de otro modo, los n + 2 vértices del
simplejo no están contenidos en un n− hiperplano.

2.1.4 De�nición. Un (n+1)-simplejo orientado es un (n+1)-simplejo geo-
métrico junto con un orden total de�nido de sus vértices. El simplejo σ =
(p0, · · ·, pn+1) con sus vértices orientados, p1 < · · · < pn+1 se denota como
[σ] = [p0, p1, ..., pn+1].
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Figura 2.2: 2-simplejo orientado

El signo de un simplejo orientado [p0, p1, ..., pn+1] es el signo de det =
(p0, ...., pn+1). Un simplejo degenerado tiene signo cero. Una permutación
par de los vértices de [σ] no cambia su signo.

2.1.5 Lema. Sean [σ] = [p0, p1, ..., pn+1] y [σ′] = [p′0, p1, ..., pn+1] dos (n)-
simplejos no degenerados, con (p1, ...., pn+1) como cara común y sea L el
n-hiperplano que contiene esta cara. Entonces p0, p

′
0 están del mismo lado de

L si y sólo si [σ] y [σ′] tienen el mismo signo.

Demostración:

Como λp0 + (1 − λ)p′0, 0 6 λ 6 1, es una linea recta que une a p0 y p′0,
sólo necesitamos remarcar que

det[λp0 + (1 − λ)p0, p1, .., pn+1] = λdetσ + (1 − λ)detσ′. Entonces los
valores de [detσ, detσ′] están en R1.

det(q, p1, ..., pn+1) = 0 si y sólo si q ∈ L.
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2.1.6 De�nición. Sea Sn la n-esfera y p0, ....pn un conjunto de n+1 puntos
en Sn con diámetro < 1 donde su envolvente convexa no contiene al origen
0. Entonces el n-simplejo esférico es la proyección desde el origen en Sn del
simplejo σ = (p0, p1, ..., pn) . Denotaremos como s al simplejo esférico.

Decimos que s es degenerado si y sólo si (n+1) vértices están en un n-
hyperplano que pasa por el origen, esto es, si y sólo si el (n+1)-simplejo
(p0, ...., pn, 0) ∈ Rn+1 es degenerado.

De la misma manera que antes un n-simplejo esférico ordenado es un
n-simplejo esférico junto con un ordenamiento de�nido de sus vértices.

El signo del n-simplejo esférico ordenado [p0, ..., pn] se de�ne como el signo
del (n+1)-simplejo ordenado [p0, ..., pn, 0] en Rn+1.

2.1.7 De�nición. Una triangulación de Sn es una descomposición de Sn

en un número �nito de n-simplejos esféricos que no se traslapan y son no
degenerados, tal que cada (n-1)-cara de un n-simplejo es la cara común de
exactamente dos n-simplejos.

Figura 2.3: simplejo esférico en S2

2.1.8 De�nición. Sean Sn y Σn dos n-esferas y T una triangulación de
Sn. Un mapeo propio de vértices ϕ : T → Σn es un mapeo con la siguien-
te propiedad: Si (p0, ...., pn) son vértices de un simplejo de T , el conjunto
{ϕ(p0), ...., ϕ(pn)} ⊆ Σn tiene diámetro < 1.
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Así tenemos que a cada simplejo σ ∈ T le corresponde un único simplejo
ϕ(σ) en Σn. Entonces el n-simplejo esférico ordenado [σ] = [p0, ..., pn] se co-
rresponde con el n-simplejo esférico ordenado ϕ([σ]) = [ϕ(p0), ..., ϕ(pn)] en
Σn.

Aunque el ordenamiento de [σ] determina el de ϕ[σ], el signo de [σ] puede
ser diferente al de ϕ[σ].

2.1.9 Ejemplo. Supongamos que ϕ es el mapeo antipodal. Si [σ] = [p0, ..., pn],
entonces ϕ[σ] = [−p0, ...,−pn] es tal que

det(ϕ[σ]) =

∣∣∣∣∣∣
−x1

0, . . . , −xn+1
0 , 1

−x1
n, . . . , −xn+1

n , 1
0, . . . , 0, 1

∣∣∣∣∣∣ = (−1)n+1det[σ]

Notemos que la familia de conjuntos {ϕ(σ)|σ ∈ T} no necesariamente
forman una triangulación de Σn, puede haber simplejos traslapados y dege-
nerados.

2.1.10 De�nición. Sean T una triangulación de Sn de tal manera que todo
n-simplejo de T esté ordenado positivamente. Sea ϕ : T → Σn un mapeo
propio de vértices y sea ξ ∈ ϕ(σ) un elemento que no pertenece a la frontera
de ningún ϕ(σ). De�nimos al número positivo de ϕ[σ] como

p(ξ, T, ϕ) = #{σ ∈ T |ϕ[σ] es positivo y ξ ∈ ϕ(σ)}

y al número negativo de ϕ[σ] como

n(ξ, T, ϕ) = #{σ ∈ T |ϕ[σ] es negativo y ξ ∈ ϕ(σ)}

2.1.11 Lema. Sean T una triangulación de Sn con todos sus n-simplejos
orientados positivamente y ϕ : T → Σn un mapeo propio de vértices. Enton-
ces

D(ξ, T, ϕ) = p(ξ, T, ϕ)− n(ξ, T, ϕ)

es el mismo número para toda ξ ∈ Σn que no está en la frontera de ningún
ϕ(σ).
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Demostración:

Supongamos que ϕ(τ) es no degenerado. Sea ζ ∈ Σn un punto que no está
en la frontera de ningún ϕ(σ). Consideremos una curva suave que une a dos
puntos ξ y ζ en Σn, tal que no cruza ninguna cara de dimensión < (n − 1)
de ningún ϕ(σ), y ξ se mueve a ζ a lo largo de la curva. Entonces D(ξ, T, ϕ)
puede cambiar solamente cuando ξ cruza una (n − 1)-cara de algún ϕ(σ).
Observemos que cada(n−1)-simplejo (p1, ..., pn) en T correspondiente a esta
cara es la cara común a exactamente dos n-simplejos, σ = (p0, p1, ..., pn) y
σ′ = (p0, p1, ..., pn) en T y, además [σ] y [σ′] son de signo opuesto porque T
es una triangulación. Ahora consideremos a L el hiperplano expandido por
0 y la cara ϕ(p1), · · ·, ϕ(pn) es cruzada por ξ; el argumento depende de la
posición de ϕ(p0) y ϕ(p′0) en L.

Si ϕ(p0) y ϕ(p′0) están del mismo lado de L. Entonces ξ deja a ϕ(σ) y
ϕ(σ′) cruzar L. Por el lema 2.1.6, ϕ[σ] y ϕ[σ′] tienen el mismo signo.
Sin embargo, el signo de cada ϕ[σ] es determinado por los simplejos
positivos de T , de aquí que en este caso ξ pierde (o gana) un simplejo
positivo y uno negativo, por lo que D(ξ, T, ϕ) no sufre ningún cambio.

Si ϕ(p0) y ϕ(p′0) están en lados opuestos de L. Entonces ξ deja ϕ(σ) y
entra ϕ(σ′). Siguiendo la misma lógica que en el inciso anterior, ξ inter-
cambia un simplejo de un signo por otro del mismo signo. Nuevamente
D(ξ, T, ϕ) no sufre ningún cambio.

Por lo tanto D(ξ, T, ϕ) = D(ζ, T, ϕ).

Ahora consideremos el caso en que hay ϕ(σ) degenerados. Fijamos ξ y ζ
y sean ε > 0 y ϕ′ : T → Σn un mapeo propio de vértices tal que:

ϕ′(σ) es no degenerado y |ϕ(p)− ϕ′(p)| < ε para cada vértice p ∈ T .

Para cualquier ϕ(σ) no degenerado, ϕ[σ] y ϕ′[σ] tienen el mismo signo.

ξ (respecto a ζ) están en el interior de ϕ′(σ) si y sólo si están en el
interior de ϕ(σ).
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En cualquier caso se tiene que

D(ξ, T, ϕ) = D(ξ, T, ϕ′) = D(ζ, T, ϕ′)

= D(ζ, T, ϕ)

.
Notemos que el resultado de la demostración anterior para el caso donde

hay ϕ(σ) degenerados se puede generalizar al siguiente lema.

2.1.12 Lema. Sean T, ϕ, ξ como en 2.1.11. Entonces existe ε > 0 tal que
para cualquier mapeo propio de vértices ϕ′ : T → Σn con |ϕ(p) − ϕ′(p)| < ε
para todo vértice p se satisface:

D(ξ, T, ϕ) = D(ξ, T, ϕ′)

De ahora en adelante el valor D(ξ, T, ϕ) será denotado simplemente por
D(T, ϕ).

2.1.13 Observación. Sea f : Sn → Σn una función continua. Como Sn es
compacta podemos encontrar una triangulación T de S tal que δf(σ) < 1
para cada σ ∈ T .

Si ahora reemplazamos a f por el mapeo propio de vértices ϕf : T → Σn

tal que ϕf (p) = f(p) para cada vértice p de T , tenemos el siguiente lema.

2.1.14 Lema. El número D(T, ϕf ) es independiente de la triangulación T
de Sn, siempre que el mapeo asociado ϕf sea un mapeo propio de vértices.

Demostración:

Sean T y T ′ dos triangulaciones; y ϕf y ϕ′f los mapeos propios de vér-
tices asociados. Supongamos que T, T ′ tienen en común una triagualción
T�.Entonces basta con mostrar queD(ϕf , T ) yD(ϕ′f , T

′) son iguales aD(ϕ′′f , T
′′).

Esto se obtiene por repetición, si se muestra que introduciendo un nuevo vér-
tice a T, este no altera el valor. Esto es fácil de obtener ya que podemos
calcular D(T, ϕf ) en un punto de Σn y deja ϕ(σ) sin cambios por lo que
D(ϕf , T ) y D(ϕ′f , T

′) son iguales a D(ϕ′′f , T
′′) .

2.1.15 De�nición. El valor de D(T, ϕf ), que sólo depende de f , se llama
grado de f y se denota como D(f).
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2.1.16 Teorema. Sea n ≥ 0. Si f, g : Sn → Σn son homotópicas, entonces
D(f) = D(g).

Demostración:

Es claro que se cumple para n = 0. Consideremos n ≥ 1. SeaH : Sn×I →
Σn una homotopía de f y sea H(x, t) = ft(x). Como Sn × I es compac-
to, el mapeo H es uniformemente continua y además existe δ > 0 tal que
d(x, x′) < δ; por tanto |ft(x)− ft(x′)| < 1 para cada t ∈ I. Entonces hay una
triangulación simple en T de Sn tal que δft(σ) < 1 para toda σ ∈ T y t ∈ I.

Ahora sea t0 y �jemos ξ ∈ Σn. Por el Lema 2.1.13, dado que ε > 0 para
el cual cualquier ε-variación en los vérices ϕft0 (p), no genera ningún cambio
en D(ξ, T, ϕft0). Por continuidad uniforme existe δ(ε) > 0 tal que

|t− t0| < δ ⇒ |ft(x)− ft0(x)| < ε

para cada x ∈ Sn. De donde tenemos D(ft) = D(ft0) para toda |t− t0| < δ.

Es decir, que el valor entero de la función D(ft) es contínua en cada punto
t0 ∈ I y además D(ft) es constante en I. .

2.1.17 Teorema. L.E.J.Brouwer El mapeo identidad Id : Sn → Sn no es
homotópicamente nulo.

Demostración:
Sea f : Sn → Sn un mapeo constante. Con lo visto hasta ahora sabemos
que al calcular D(ξ, T, ϕf ) en un punto ξ que no está en la imagen entonces
D(0) = 0 y D(Id) = 1 . Además por el teorema 2.1.16 el mapeo identidad
no puede ser homotópicamente nulo .

2.1.18 De�nición. Sea A un subespacio de X, r : X → A es un retracto
tal que r|A = 1A, donde r es una función contínua y biyectiva.

El Teorema de Brouwer es equivalente al siguiente corolario:

2.1.19 Corolario. No existe mapeo continuo f : Bn+1 → Sn que deje los
puntos de la frontera �jos. Esto es Sn no es un retracto de Bn+1.
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2.2. Mapeos entre esferas de distinta dimensión

La teoría de grado se de�ne con base en el desarrollo de los mapeos de Sn

en Sn, con n ≥ 1, donde existen in�nitas clases de homotopías de mapeos en
la esfera Sn, es decir la cardinalidad de [Sn, Sn] es in�nito numerable. Ahora
consideraremos los mapeos de Sk en Sn para k 6= n.

El número de clases de homotopía de mapeos de Sk → Sn para k > n ≥ 1
no es conocido, salvo algunas excepciones. El cálculo requiere de métodos más
avanzados, por lo que no se tocará este tema en el presente trabajo. Sin em-
bargo, para el caso especí�co cuando n = 1, se sabe que todos los mapeos
Sk → S1 son homotópicamente nulos.

Analizaremos, pues, el caso en que k < n. Y antes, estableceremos el
hecho general que f : Sk → Sn continua (k, n arbitrarios) es siempre homo-
tópico a un mapeo lineal a pedazos.

2.2.1 De�nición. Sean q0, ..., qn+1 puntos no necesariamente distintos, en
un espacio vectorial V . Sea σ = (p0, ..., pn+1) un simplejo no degenerado en
Rn+1. De�nimos al mapeo baricéntrico de σ en (q0, ...qn+1) del siguiente modo:
Para cada x ∈ σ existen números reales λ0, ..., λn+1 únicas tales que

0 6 λk con k = 0, ..., n+ 1.

Σn+1
k=0λk = 1.

x = Σn+1
k=0λkpk.

Por lo tanto la correspondencia

x = Σn+1
k=0λkpk → x = Σn+1

k=0λkqk

está bien de�nida y es claramente continua.

Consideremos f : Sk → Sn continua y sea T una triangulación de Sk

tal que δf(σ) < 1 para cada k-simplejo σ ∈ T . Sea ϕf : T → Sn el mapeo
propio de vértices asociado; extendemos ϕf a λf : Sk → Sn mapeando cada
k-simplejo esférico σ ∈ T baricéntricamente en ϕf (σ). La función λf es con-
tinua pues para cada (k-1)-cara común a dos k − simplejos; λf es continua.
Entonces λf es llamada T-aproximación lineal de f .
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2.2.2 De�nición. Sea λ : Sk → Sn mapeo continuo, que mapea cada sim-
plejo de una triangulación de Sk baricéntricamente a su imagen es llamado
mapeo lineal a pedazos.

2.2.3 Lema. Sea X un espacio topológico y f, g : X → Sn dos mapeos tales
que para cada x ∈ X, f(x) y g(x) no son antipodales, entonces f ' g.

2.2.4 Lema. Sea f : Sk → Sn continuo. Entonces f ' λf para cada T-
aproximación lineal de λf a f .

Demostración:

Por el lema anterior, basta demostrar que f(x) y λf (x) no son antipodales.
Sea x ∈ σ = (p0, ..., pk) tal que σ ∈ T . Como f(pi) = λf (pi) para i = 0, ..., k
y δf(σ) < 1, entonces λf (pi) está contenida en la bola B(λ(p0), 1), y ya
que la bola es convexa, debe contener la envolvente convexa de λf (pi) y, en
consecuencia, a λf (σ). Por lo tanto d(λf (x), λf (p0)) < 1. Entonces

d(f(x), λf (x)) 6 d((f(x), f(p0)) + d(λf (p0), λf (x))) < 2

Los puntos f(x), λf (x) no son antipodales. .

2.2.5 Teorema. Sea k < n. Entonces cada f : Sk → Sn es homotópicamente
nula.

Demostración:

Sea λf : Sk → Sn una T-aproximación lineal de f. Dado que λf es li-
neal a pedazos y k < n se tiene que λf (Sk) es �nito y Sn−1 ⊆ Sn; entonces
λf (S

k) 6= Sn y, por el lema anterior λf ' 0. .

2.2.6 De�nición. f : Sn → Sk es un mapeo antipodal si f(−x) = −f(x)
para toda x ∈ Sn.

Podemos tomar como ejemplo a la función identidad y a la función f :
Sn → Sn, donde f(x) = −x,ambos son anitpodales y mandan a cada par de
puntos antipodales en un par de puntos antipodales.

2.2.7 Teorema. de K. Borsuk Sean n ≥ 0 y f : Sn → Sn un mapeo
antipodal. Entonces D(f) es par y f no es homotópicamente nula.Véase [2,
pp.347-349]
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2.2.8 Teorema. El Teorema antipodal de Borsuk Las siguientes tres
a�rmaciones son equivalentes:

No hay mapeos antipodales f : Sn → Sn−1.

Cada mapeo continuo f : Sn → Rn manda al menos un par de puntos
antipodales al mismo punto.

En cada familia de (n + 1) cubiertas cerradas de Sn al menos una
cubierta debe contener un par de puntos antipodales.

2.2.9 Teorema. Rn no es homeomorfo a Rm para cualquier m 6= n.

Demostración:

Sea n > m y sea h : Rn → Rm continua. Como n− 1 ≥ m, sabemos que
h|Sn−1 : Sn−1 → Rm ⊆ Rn−1 envía un par de puntos antipodales a el mismo
punto, entonces h no puede ser bijectiva. .

2.3. Grado y Homotopía

Los mapeos homotópicos tienen el mismo grado. Ahora veamos que el
inverso de esta proposición también se cumple.

2.3.1 Lema. Sea A un subconjunto, propio, cerrado en Sn. Entonces existe
un homeomor�smo H : Sn → Sn tal que H ' 1 y H(A) está en el interior
de Sn+ = {x ∈ Sn xn+1 ≥ 0} y H−1 ' 1.

Demostración:

Podemos asumir que el polo sur p− no está en A. Sea S una vecindad
esférica sin frontera de p− en CA. Para cada x ∈ Fr(S), sea p+xp− el arco,
una geodésica que une p+ con p− que pasa por x, y sea sx el punto de
intersección con el ecuador en Sn−1. Si de�nimos H por el mapeo lineal de
cada p+x en p+sx y xp− lineal en sxp−. Entonces H es el homeomor�smo
que buscábamos .
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2.3.2 Lema. Sea n ≥ 2 y f : Sn → Σn. Entonces existe g ' f y δ ∈ Σn tal
que g−1(δ) es vacío o es un punto.

Demostración:

Dado f lineal a pedazos, y δ ∈ Σn que no está en la frontera de f(σ);
entonces f−1(δ) es un número �nito de puntos p = p1, p2, ...pk, donde toda pi
está en el interior de Sn+. De igual forma podemos elaborar f = f ◦H−1.

Como Sn+ ∈ Rn, podemos tomar L ⊆ Sn+ como el conjunto de las (k − 1)
curvas que unen a p = p1 con cada p2, ..., pk. Dado que n ≥ 2, el conjunto
compacto f(L) 6= Σn. Entonces existe U vecindad sin frontera tal que L ⊆
U(ε) ⊆ Sn+ y f(U) 6= Σn. De donde tenemos que

f : (Sn;U)→ (Σn; Σn
+)

Ahora consideremos ϕ−1(δ) = L y µ : Sn → I tal que µ(x) = ε−1min[d(x, L), ε],
y de�nimos a ϕ(x) como sigue

ϕ(x) = µ(x)f(x)+(1−µ(x))δ
|µ(x)f(x)+(1−µ(x))δ|

De aquí que ϕ es contínua y homotópica a f , ya que éstas funciones nunca
son antipodales. Notemos ahora que si (x ∈ L), entonces (ϕ(x), δ); de igual
forma si ϕ(x) = δ, entonces f(x) = δ o µ = 0. En ambos casos x ∈ L,
entonces ϕ−1(δ) = L.

Veamos ahora que hay un homeomor�smo h : (Sn, L) → (Sn, p) que es
homeomorfo a Sn − L en Sn − p. De�nimos h como sigue

h = xµ(x)+(1−µ(x))p
|xµ(x)+(1−µ(x))p|

Entonces h es continua y h ' 1. Además, como L consiste en un número
�nito de líneas rectas", entonces µ es monótona no decreciente en cada línea
desde p. Entonces h|Sn−L es un homeomor�smo.

Como h : Sn → Sn es biyectiva, entonces ϕh−1 es continua y es simple-
mente valuada. Si H : h ' 1, entonces (ϕh−1 ◦ H) muestra que ϕh−1 ' ϕ.
Por lo tanto, como (ϕ−1)−1(δ) = hϕ−1(δ) = p, entonces ϕh−1 ' f . .
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2.3.3 De�nición. Sea el intervalo [−1, 1] tal que para cada espacio topoló-
gico X, la suspensión SX de X es el espacio cociente X × [−1, 1]/R, donde
R es la relación de equivalencia (x, 1) ∼ (x′, 1), (x,−1) para toda x, x′ ∈ X.

Sm × [−1, 1]

Π

��

f
// Sm+1

zzttttttttttttttttttttt

SSm

Figura 2.4: Suspensión de Sn

2.3.4 Lema. Sea n ≥ 2 y sea f : Sn → Σn. Entonces existe una función
continua g : Sn−1 → Sn−1 tal que f ' Sg.

Demostración:

Sea δ+ el polo norte de Σn y consideremos f−1(δ) = �, f ' 0. Su-
pongamos, ahora que f−1(δ) = p+, por lo que es no vacío y consideremos
las vecindades esféricas sin frontera D ⊃ p+,∆+ ⊃ δ+,∆− ⊃ δ− tal que
f(D) ⊆ Σn −∆− y f(CD) ⊆ Σn −∆+.

Ahora sea s : Sn → Sn un homeomor�smo tal que Fr(D) = Sn−1.
Sea también τ : Σn → Σn una deformación que mueve a Σn − δ+ − δ− tal
que Fr(∆+) = Fr(∆−) = Σn−1; entonces g′ = τ ◦ f ◦ s−1 ' f y también
g′(Sn+) ⊆ Σ+

n , g
′(Sn− ⊆ Σn

−). Por lo tanto, como g = g′|Sn−1 : Sn−1 → Sn−1,
entonces para cada x ∈ Sn tenemos que |g′(x)− Sg(x)| < 2.
De donde g′ ' Sg .

2.3.5 Teorema. H. Hopf Sea n ≥ 1 dos mapeos de Sn en si mismos son
homotópicos si y sólo si tienen el mismo grado.
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Demostración:

Para el caso n = 1 tenemos que, f : S1 → S1 es un T-mapeo lineal y
S1 parametrizado y orientado , f es un mapeo continuo, lineal a pedazos y
F : R1 → R1, tal que F (x + 1) − F (x) = D, para toda x donde D ∈ Z in-
dependiente de x. Sabemos que D = D(f), ahora consideremos G : S1 → S1

de�nida por G(x) = D(x); entonces H(x, t) = tF (x) + (1 − t)G(x) es una
homotopía de F en G y, como H(x + 1, t) − H(x, t) = D para cada t, el
mapeo H representa una homotopía de f en g.

Ahora por inducción, asumimos que el teorema es válido para n − 1 y
probamos que se cumpla para n.

Sea f1, f2 : S. → Σn con el mismo valor de grado. Por el lema anterior
podemos asumir que fi = Sgi(i = 1, 2) para gi : Sn−1 → Sn−1. Ahora sea
fi|Sn+ : Sn+ → Σn

+ un mapeo regular, de modo que Dr(fi|Sn+) = D(fi); por ello
sabemos que D(gi) = D(fi). Por hipótesis de inducción g1 ' g2, usando tal
homotopía se tiene que Sg1 ' Sg2.

.

En particular el mapeo [f ]→ D(f) de [Sn, Sn] en Z es una biyección. Un
mapeo Sn → Sn de grado k se puede obtener suspendiendo (k − 1) veces el
mapeo f : S1 → S1 dado por z → zk.



28 CAPÍTULO 2. GRADO EN SN
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Capítulo 3

El número de Arrollamiento

La imagen inversa de un valor regular de una función suave f : M → N
es una subvariedad de M . De�niremos el grado de una función a partir de
la suma alternada de la imagen inversa de un punto, ahora en variedades
diferenciales. Y así estableceremos la independencia de la teoría de grado y
la elección de dicho punto.

3.1. Variedades Diferenciales

3.1.1 De�nición. Sea U ⊆ Rn un conjunto abierto; y sea f : U → Rm

una función. Llamaremos a f suave si tiene derivadas parciales continuas de
todos los órdenes.

3.1.2 De�nición. Sean U ⊆ Rn abierto; x ∈ U y sea f : U → Rm una
función suave. De�nimos la derivada de f para cualquier vector h ∈ Rn, en
la dirección de h, evaluada en el punto x, como

dfx(h) = ĺım
t→0

f(x+th)−f(x)
t

.

De este modo la correspondencia h→ dfx(h) es lineal.

3.1.3 De�nición. Sea x ∈ X, X ⊆ Rn un subc y V ⊆ Rn una vecindad de
x; y sean g : V → Rm y f : X → Rm funciones suaves, tal que f |V ∩X = g|V .
Entonces g extiende localmente a f alrededor de x.

29
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3.1.4 De�nición. Sean U y X subconjuntos en Rn y f : X → Rn, g : U →
Rm funciones. Entonces f es suave si se puede extender localmente a g.

3.1.5 De�nición. Sea f : X → Y una biyección suave entre subconjuntos
de espacios euclidianos. Entonces f es un difeomor�smo si la función inversa
f−1 : X → Y es suave. Véase Apéndice

En este caso diremos que X y Y son difeomorfos.

3.1.6 De�nición. Sean V ⊆ Rm abierto y U ⊆ Rn una vecindad abierta de
x ∈ X,X ⊆ Rn. Si φ : U → V es un difeomor�smo entonces X es localmente
euclidiano a Rn al rededor de x.

En general si X es localmente euclidiana a Rn para toda x ∈ X le llama-
remos Mvariedad y dimM denotará la dimensión.

3.1.7 De�nición. Sean U y V vecindades en Rn y U vecindad de x ∈M ,M
variedad. Entonces el difeomor�smo φ : U → V es un sistema de coordenadas
o carta y a φ−1 parametrización.

Si φ = (x1, ..., xk) las k funciones suaves son funciones coordenadas.

Dicho lo anterior podemos rede�nir el concepto de variedad del siguiente
modo:

3.1.8 De�nición. Sea Hi : Ui → Vi un homeomor�smo para algún abierto
Vi contenido en Rn. Llamamos variedad a M si esta se puede cubrir con una
colección de cartas {(Ui, Hi)} tales que {Ui} es una cubierta de M .

3.1.9 De�nición. Sea M un subconjunto de Rn de dimM = k, es una
variedad con frontera, si cada x ∈M posee una vecindad U difeomorfa a un
conjunto abierto en Hk, donde Hk es el semiespacio superior en Rn.
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Figura 3.1: Variedad con frontera

La frontera de M se denota como ∂M , consta de aquellos puntos que
pertenecen a la imagen de la frontera de Hk bajo alguna parametrización
local. Su complemento es el interior de M, Int(M). Entonces Int(M) =
M − ∂M .

3.1.10 Proposición. Sean M variedad con frontera y N variedad sin fron-
tera. Entonces el producto entre ambas es una variedad con frontera

∂(M ×N) = M × ∂N

3.1.11 De�nición. Sean M y Z variedades en Rn y Z ⊆M , entonces Z es
una subvariedad de M .

3.1.12 De�nición. Sea M ⊆ Rn una variedad de dimensión k, de�nimos su
espacio tangente Tx(M) en un punto x ∈ M como la imagen de la derivada
de cualquier parametrización local en torno de x.
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Figura 3.2: Espacio Tangente

3.1.13 Proposición. Sea M ⊆ Rm variedad.Entonces Tx(M) está bien de-
�nido.

Demostración:
Sean U y V ∈ Rn y sean; φ : U → M y ϕ : V → M cartas con ϕ(0) = x.
Supongamos U y V tal que φ(U) = ϕ(V ). Entonces la función h = ϕ−1 ◦
φ : U → V es un difeomor�smo. Escribimos φ como ϕ ◦ h y derivamos:
dφ0 = dϕ0 ◦ dh0. Entonces dφ0 está contenida en la imagen de dϕ0. De igual
forma si ahora escribimos a ϕ como φ ◦ h, tenemos que dφ0(Rn) = ϕ0(Rn) y
Tx(M) es el mismo para cualquier carta.

3.1.14 De�nición. Sea f : M → N una función entre dos variedades con
frontera, de�nimos la derivada en cualquier punto x ∈ M como la función
lineal dfx : Tx(M)→ Tf(x)(N).

3.1.15 De�nición. Sea f : M → N una función suave entre variedades.
Decimos que y ∈ N es un valor regular de f si dfx : Tx(M) → Ty(N)
suprayectiva en cada punto x ∈ f−1(y) tal que f(x) = y.

Un punto y ∈ N que no sea un valor regular de f es un valor crítico.

3.1.16 De�nición. Sea dfx : Tx(M) → Ty(N) suprayectiva. Entonces f es
una sumersión en x.
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La sumersión canónica es la proyección de Rk sobre Rl para k ≥ l en la
cual (a1, ..., ak)→ (a1, ..., al). Como en el caso de las inmersiones, toda sumer-
sión es localmente canónica, salvo difeomor�smo. El Teorema de sumersión
local precisa esta observación. Véase [4, I,p.26]

3.1.17 Teorema. de la Imagen Inversa. Si y es un valor regular de f :
M → N , entonces la imagen inversa f−1 es una subvariedad de M con
dim f−1(y) = dimM − dimN .

Demostración:
Sea y un valor regular. Entonces las soluciones de la ecuación f(x) = y forman
un subconjunto de M ; es decir, están en la imagen inversa f−1(y).Para ver
que dicho subconjunto forma una subvariedad consideremos tres casos:

Cuando dimM > dimN , la regularidad de y implica que f es una
sumersión en cada punto de la imagen inversa x ∈ f−1; en este caso
podemos elegir coordenadas locales en torno de x y de y de modo que:

f(x1, ..., xk) = (x1, ..., xl)

y y corresponde a (0, ..., 0). Así cerca de x el conjunto, f−1(y) es jus-
tamente el conjunto de puntos (0, ...., 0, xl+1, ..., xk). Más precisamente,
sea B la vecindad de x en la cual está de�nido el sistema de coorde-
nadas (x1, .., xk). Entonces f−1(y) ∩ B es el conjunto de puntos donde
x1 = 0, ..., xl = 0. Por lo tanto, las funciones xk+1, ..., xl forman un siste-
ma de coordenadas sobre el conjunto f−1(y)∩B que es un subconjunto
de f−1(y).

Cuando dimM = dimN tenemos que f es un difeomor�smo local en
cada punto de imagen inversa. Es decir, existe una vecindad U de y en
N tal que f−1(U) es una unión ajena B1 ∪ ... ∪ BN donde Bi es una
vecindad abierta de xi y f transforma cada Bi de manera difeomorfa
sobre U .

Cuando dimM < dimN , entonces cada punto en f(M) es un valor
crítico, y los valores regulares son aquellos que no son alcanzados por
f . Entonces los puntos críticos forman un subconjunto en M .

3.1.18 Teorema. de Sard. Si f : M → N es cualquier función suave entre
variedades. Entonces casi todo punto de N es un valor regular de f .
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3.2. Orientación

3.2.1 De�nición. Sean V un espacio vectorial de dimensión �nita, β =
v1, ..., vk y β′ = v′1, ..., v

′
k bases ordenadas de V y A : V → V un isomor�smo

lineal tal que β′ = Aβ. Decimos que β y β′ están orientadas de manera
equivalente si el determinante de la transformación lineal A es positivo.(Para
un análisis de Espacios Vectoriales véase [7, II,p.19]).

Tenemos una relación de equivalencia que divide al conjunto de las bases
ordenadas para V en dos clases.

El signo dado, de manera arbitraria, a una base ordenada β es su orien-
tación, de modo que β tiene orientación positiva o negativa de acuerdo a la
clase de equivalencia a la que pertenece.

Al agregar de manera arbitraria un signo positivo a los elementos de la
clase de equivalencia y uno negativo al resto de los elementos de V esta ad-
quiere una orientación. De tal forma que una orientación de V es positiva o
negativa según el signo de su base β.

3.2.2 Observación. Sea A : V → W un isomor�smo entre espacios vecto-
riales, y sean β y β′ bases ordenadas en V que pertecen a la misma clase de
equivalencia y las bases ordenadas Aβ y Aβ′ en W pertenecen, de igual for-
ma, a la misma clase de equivalencia. Entonces si V y W están orientados,
A preserva o invierte la orientación.

3.2.3 Lema. Sea V = V1⊕ V2 la suma directa entre espacios vectoriales. La
orientación de cualquiera de dos de estos espacios induce una orientación de
suma directa sobre el tercero.

3.2.4 De�nición. Sea h : U → M una parametrización local en torno a
cada punto x ∈ M y sea dhu : Rk → Th(u)(M) que preserva orientación
en cada punto u del dominio U ⊆ Hk.Entonces dicha parametrización es
una elección suave de orientaciones y h es una función que preserva orienta-
ción. (Se supone de manera implícita que la orientación en Rk es la canónica).

3.2.5 De�nición. Sea M una variedad con frontera. Una orientación de
M es una elección suave de orientaciones para todos los espacios tangentes
Tx(M).
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3.2.6 De�nición. Sea M y N variedades orientadas y una de ellas sin fron-
tera entonces M ×N tiene una orientación producto tal que en cada punto
(x, y) ∈M ×N se tiene

Tx,y(M ×N) = Tx(M)× Ty(N)

3.2.7 De�nición. Sea dfx : Tx(M) → Ty(N) un isomor�smo. Si el isomor-
�smo preserva orientación entonces x ∈ M tendrá un +1 asignado y −1 en
el caso contrario. Y el + o − denota el signo de la orientación.

3.2.8 Lema. Sean α = v1, ...., vk y β = w1, ....wl bases ordenadas para
Tx(M) y para Ty(N) respectivamente y sea (α × 0, 0 × β) la base ordenada
(v1, 0), ..., (vk, 0), (0, w1), ..., (0, wl) de Tx(M) × Ty(N). Entonces la orienta-
ción sobre Tx(M)× Ty(N) es

signo(α× 0, 0× β) = signo(α)signo(β)

3.2.9 Corolario. Una orientación de M induce una orientación frontera
sobre ∂M .

3.3. Grado y Número de Arrollamiento

3.3.1 Observación. Sea f : M → N una transformación suave arbitraria
entre variedades orientadas de la misma dimensión y x ∈M tal que f(x) = y
es un valor regular. Por el Teorema de la Imagen Inversa f (−1)(y) es una
subvariedad de M tal que

dim f−1(y) = dimM − dimN

.

3.3.2 Corolario. Sea f : M → N una función suave entre variedades orien-
tadas y y0 ∈ N valor regular. Entonces |f−1({y0})| = # �nito de puntos.

Sea f : M → N una función suave entre variedades orientadas tal que
cumplen con el Teorema de la Imagen Inversa. Entonces el grado es la suma
orientada de los puntos |f−1({y0})| = Σx∈f−1({y0})signo(x).

3.3.3 De�nición. Sean M variedad compacta, conexa, sin frontera y orien-
tada; N variedad sin frontera y orientada, y f : M → N una función suave
tal que f(x) = y y y ∈ N es un valor regular. De�nimos el grado de f como
la suma alternada de puntos en la imagen inversa de f .
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3.3.4 De�nición. Sea M una variedad compacta, orientada, de dimensión
n y sea f : M → Rn+1 una transformación suave. De�nimos el número de
arrollamiento de f en torno de un punto z ∈ Rn+1 − f(M) como el número
de veces en que el vector unitario u : M → Sn−1 indica la dirección de z a
f(x) tal que

u(x) = f(x)−z
|f(x)−z|

y lo denotamos como W (f, z).

3.4. Teorema de Hopf

3.4.1 De�nición. Sean f, g : M → N transformaciones homotópicas entre
variedades y sea H : M × [0, 1]→ N la homotopía entre dichas transforma-
ciones tal que:

H(p, t) = f(p)

H(t, p) = g(p)

t ∈ [0, 1] con p→ H(p, t) difeomor�smo para cada t, entonces f es isotópica
a g.

Dos difeomor�smos son isotópicos si se pueden unir por medio de una
isotopía.

3.4.2 Lema. de isotopía Sean y, z puntos de una variedad N conexa, existe
un difeomor�smo h : M → N tal que h(y) = z y h es isotópico a la identidad.
Véase [4, pp.194 y 195]

3.4.3 Corolario. Sea N una variedad conexa de dimensión mayor que 1, y
sean y1, ..., yn y z1, ..., zn dos conjuntos de puntos distintos en N . Entonces
existe un difeomor�smo h : N → N isotópico a la identidad, con

h(y1) = z1, ..., h(yn) = zn

3.4.4 Proposición. Sean U un conjunto abierto de Rn, f : U → Rn una
función suave y x un punto regular, con f(x) = z. Sea B una bola cerrada
su�cientemente pequeña con centro en x, y de�namos ∂f : ∂B → Rn la
restricción de f a la frontera de B. Entonces W (∂f, z) = +1 si f preserva
la orientación en x y W (∂f, z) = −1 si f invierte la orientación en x.
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Demostración:
Sean x = 0 y A = df0. Por la regularidad, A es biyectiva. Entonces f(0) = 0,
podemos escribir f(z) = Az+ ε(z) tal que ε(z)/|z| → 0 cuando x→ 0. Como
la función lineal A es un isomor�smo, la imagen de la bola unitaria bajo A
contiene cierta bola cerrada de radio c > 0. Po linealidad podemos elegir c
tal que |Az| > c|z| para toda z ∈ Rk. Ahora elegimos el radio de la bola B
su�cientemente pequeño tal que

|ε(z)|
|z| < c

2

en B.

De�namos
ft(z) = Az + tε(z).

Como
|ft(z)− z| ≥ |(A)z| − t|ε(z)| > 1

2
c|z|

para 0 6 t 6 1 la transformación

Ft(z) = ft(z)−z
|ft(z)−z|

de�ne una homotopía ∂B → Rk.

Consideremos H : ∂B → Rk una homotopía que preserva orientación.
Entonces Ht una homotopía que consta de isomor�smos lineales, tales que
H0 = H y H1 es igual a la identidad. Si H invierte la orientación, entonces
consideremos H1 re�exión

H1(x1, x2, ..., xk) = (−x1, x2, ..., xk)

Al aplicar esto a H = A, obtenemos una homotopía de F0 con z →
H1z/|H1z|. En las dos posibilidades para H1 se preserva la norma, tal que
|H1z| = |z| = r, el radio de B. Así, si A preserva la orientación, F0 es
homotópica al difeomor�smo canónico que preserva orientación, z → z/r, de
∂B → Rn, de modo que W (F0, z) = 1. Si A invierte orientación, entonces H0

es homotópica al mismo difeomor�smo seguido de la re�exión que invierte la
orientación en Rn, de modo que W (F0) = −1.

3.4.5 Proposición. Sean B una bola cerrada en Rn, f : B → Rn una
función suave, y z un valor regular de f sin preimágenes sobre la esfera de la
frontera ∂B, y sea ∂f : ∂B → Rn. Entonces el número de imágenes inversas
de z es igual al número de arrollamiento W (∂f, z).
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Demostración:
W (∂f, z) es el grado en ∂B de la función F dada por

z → f(z)−z
|f(z)−z|

Pero en ∂F es igual a la función F1 dada por

z → f1(z)−z
|f1(z)−z|

Ahora, sean z1, ..., zn los puntos de la imagen inversa de f y sea Bi en torno
de zi, tal que sean ajenas entre sí y con respecto de ∂B. Entonces F1 se
extiende a

B
′
= B − ∪n1=1Int(Bi)

de modeo que su grado como función ∂B
′ → Rn es igual a cero. Pero como

∂B
′
= ∂B − ∪ni=1∂Bi

Este grado es igual a su grado en ∂B, menos sus grados en ∂Bi. Por lo tanto,
el grado de Fi en ∂Bi es W (f, z).

3.4.6 Proposición. Sean B una bola cerrada en Rn y f : Rn \ Int (B)→ Y
cualquier función suave de�nida fuera de la bola abierta Int (B). Entonces si
la restricción ∂f : ∂B → Y es homotópica a una constante, podemos extender
a f a una función suave en todo Rn a Y .

Demostración:
Sea B centrada en 0, y sea gt : ∂B → Y una homotopía tal que g1 = ∂f y g0

es constante. Entonces una extensión de f a B está dada por f(tx) = ft(x),
con x ∈ ∂B y t ∈ [0, 1].

3.4.7 Proposición. Cualquier función suave f : Sn → Sn con grado cero es
homotópica a una transformación constante.

Demostración:
Sea f una función no suprayectiva y sea f : S1 → S1 con deg(f) = 0. Consi-
deremos B una bola cerrada en Rn+1 y φ : B → Sn entonces f(Sn) ⊆ φ(B).
Y sea H(x, t) = φ(1− t)φ−1(f(x)) + t0) la homotopía buscada.
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3.4.8 Lema. SeanM una variedad compacta con frontera, y f : δM → Rn+1

una función suave arbitraria. Entonces f se puede extender a toda la variedad
M .

3.4.9 Teorema. de extensión Sean M una variedad compacta, conexa,
orientada, de dimensión n + 1, con frontera, y f : δM → Sn una función
suave. Entonces f se extiende a una transformación de�nida globalmente
F : M → Sn, con δF = f .

3.4.10 Teorema. de Hopf Dos funciones de una variedad M compacta,
conexa, orientada, de dimensión n a Sn son homotópicas si y sólo si tienen
el mismo grado.
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Capítulo 4

Grado y Kronecker

Sea F : M → Rn+1 \ 0 una función suave, y sea M una variedad compac-
ta y orientada. La integral de F relaciona los conceptos de grado e índice.
Para ello describiremos como toda subvariedad de un espacio euclidano es
una variedad riemaniana de manera natural; y toda variedad riemanianna
orientada admite de manera natural asociarle su forma de volumen. También
desarrollaremos y de�niremos los conceptos de formas diferenciales e integra-
ción en variedades y así obtener la integral de Kronecker. Observando que de
igual forma el grado es un invariante homotópico.

4.1. Formas Diferenciales

4.1.1 De�nición. Álgebra tensorial Sea V un espacio vectorial sobre R de
dimensión n. Un p-tensor en V es una función p-lineal α : V × .....× V︸ ︷︷ ︸

p−veces

→ R.

El conjunto Jp(V ) = {α : V × ... × V → R | α es p − tensor} adquiere
estructura de espacio vectorial sobre R, con las siguientes operaciones:

(α + β)(u1, ..., up) = α(u1, ..., up) + β(u1, ..., up)

(cα)(u1, ..., up) = cα(u1, ..., up)

Sean α ∈ Jp(V ) y β ∈ Jq(V ). De�nimos el producto tensorial de α y β
como la función:

α⊗ β : V × ...× V︸ ︷︷ ︸
p−veces

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
q−veces

→ R

41
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dada por:

(α⊗ β)(u1, ..., up, v1, ..., vq) = α(u1, ..., up) · β(v1, ..., vq)

Es claro que α⊗ β ∈ Jp+q(V ). Es fácil ver que el producto es asociativo.

En lo sucesivo, denotaremos como V ∗ al dual del espacio vectorial V .

4.1.2 Lema. Sea φ1, ...φk una base dual del espacio dual de V . Entonces los
p− tensores

{φi1 ⊗ · · · ⊗ φip : 1 6 i1, ..., ip 6 k}

forman una base de Jp(V ). Por lo tanto, dim Jp(V ∗) = kp.Véase [4, p. 154]

4.1.3 Observación.
⊕∞

p=0 J
p(V ∗) es un álgebra graduada.

4.1.4 De�nición. Álgebra Alternante Sea V espacio vectorial de dimen-
sión n. Un p-tensor α es alternante si para cada 1 6 i < j 6 p se cumple
que

α(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vp) = −α(v1, ..., vj, ..., vi, ..., vp)

Observemos que Λp(V ∗) = {α : V × ...×V → R | α es p-tensor alternan-
te} es un subespacio vectorial de Jp(V ).

Sea Sp el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1, 2, ....., p} bajo
composición. Recordemos que signσ es +1 si la permutación σ es par y −1
si es impar. De�nimos a la función

Alt : Jk(V )→ Λp(V ∗)

como

Alt(α)(v1, ...., vp) =
1

p!

∑
σ∈Sp

signσα(v1σ(1), ..., vpσ(p))

El operador alternante Alt tiene las siguientes propiedades Véase [4, pp.
155 y 156]:

Si α ∈ Jp(V ) entonces Alt(α) ∈ Λp(V ∗).

Si β ∈ Λ(V ∗) entonces Alt(β) = β.
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Si α ∈ Jp(V ) entonces Alt(Alt(α)) = Alt(α)

Sean α ∈ Λp(V ∗) y β ∈ Λq(V ∗). De�nimos el producto exterior

α ∧ β ∈ Λ(p+q)(V ∗)

como

α ∧ β =
(p+ q)!

p!q!
Alt(α⊗ β).

De este modo
⊕∞

0 Λp(V ∗) es un álgebra graduada.

4.1.5 Lema. Sea {φ1, ...φk} una base para V ∗ entonces

{φi = φi1 ∧ · · ∧φip} : 1 6 i1 < · · · < ip 6 k

es una base para Λp(V ∗) de donde

dim Λp(V ∗) =

(
k
p

)
k!

p!(k − p)!

Véase [4, pp. 158]

Entonces sean V un espacio vectorial de dimensión n y dim Λp =

(
n

p

)
.

Tenemos

dim Λn−p =

(
n

n− p

)
Observemos que (

n

p

)
=

(
n

n− p

)
Por lo tanto Λp y Λn−p son isomorfos.

4.1.6 De�nición. Sea V espacio vectorial de dimensión n con un producto
interior < α, β >; y sean λ = α1 ∧ · · · ∧ αp, µ = β1 ∧ · · · ∧ βp. De�nimos el
producto interior inducido en Λp(V ) como

(λ, µ) = | < αi, βj >i,j |



44 CAPÍTULO 4. GRADO Y KRONECKER

El producto interior está bien de�nido ya que | < αi, βj >i,j | es una
función multilinear alternante.Véase [3, p.14]

4.1.7 De�nición. Sea V un espacio vectorial orientado de dimensión n con
el producto interior < α, β > y sea λ ∈ Λp(V ). De�nimos el operador estrella
? como la transformación lineal

? : Λp(V )→ Λn−p(V )

µ 7→ λ ∧ µ
Véase [3, p.15]

4.1.8 De�nición. Sea M una variedad. De�nimos una p-forma en M como
la función

ω : M → Λp(M) =
⋃
x∈M

• Λp[Tx(M)]

tal que
ω(x) ∈ Λp[Tx(M)] ∀x ∈M

Al espacio de p-formas enM lo denotamos como Λp(M). Esto sin peligro
de confusión con Λp(V ).

Las p-formas se suman puntualmente. Sean ω1 y ω2 dos p-formas. Enton-
ces:

(ω1 + ω2)(x) = ω1(x) + ω2(x)

(αω)(x) = α(ω(x))

Una (q+p)-forma ω1 ∧ ω2 está dada por

(ω1 ∧ ω2)(x) = ω1(x) ∧ ω2(x)

Observemos que la anticonmutatividad ω1 ∧ ω2 = (−1)pqω1 ∧ ω2 resulta
de la ecuación análoga en cada punto.

4.1.9 De�nición. Sean U ⊆ Rk y V ⊆ Rl subconjuntos abiertos y f : V →
U suave. Consideremos (x1, ...., xk) y (y1, ...., yl) para denotar las coordenadas
canónicas de Rn y Rl respectivamente. Entonces

dfy =

(
∂fi
∂yj

(y)

)
donde f = (f1, ..., fk).
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4.1.10 Observación. Para cada sucesión de índices creciente I = (i1 <
· · · < ip). Se tiene que

dxI = (dxi1 ∧ · · · ∧ dxip)

es una p-forma en Rk.

4.1.11 De�nición. Sea f : M → N una función suave entre variedades,
x ∈M . Entonces la derivada dfx la de�nimos como:

dfx : Tx(M)→ Ty(N)

4.1.12 De�nición. Sea M variedad y sea x ∈M tal que para cada x existe
un conjunto abierto U ⊆ Rk y sea φ : M → R una función suave. Entonces
de�nimos la diferencial de φ como

dφx : Tx(M)→ R

x 7→ φx

Lo anterior nos de�ne una 1-forma dφ enM y las 0-formas son funciones
reales arbitrarias en M .

4.1.13 Observación. Sean U ⊆ M un subconjunto abierto de M , φ : U →
Rn una carta y φ = (φ1, φ2, ..., φk). Entonces

{∂φj|x : TxM → Rn}

es la la base dual de
{{ ∂

∂xi
}|x}ni=1

Notemos que dφx = (dφ1(x), ..., dφk(x)) es isomor�smo de Tx(M) ∼= Rn.

4.1.14 Lema. Sean x ∈ U y φ : U → Rn una carta, I = (i1, ..., ip) sucesión.
Entonces

dφI = dφi1(x) ∧ dφi2(x) ∧ · · · ∧ dφip(x)

es base de
Λp[Tx(M)∗]

y
Λp[Tx(M)∗] = Λp(Rn)
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4.1.15 De�nición. Sea φ una carta y f = (f1, f2, ..., fk), donde cada fi es
una función suave en Uy l = (i1, ..., ip). Entonces

ω(x) =
∑
l

fl(x)dφl(x)

Diremos que una p − forma ω es suave si para cualquier carta φ, cada
función coe�ciente f : U → R en su desarrollo

∑
I fI(x)dφI(x) es suave.

4.1.16 De�nición. Sea T : V → W una función entre espacios vectoriales
de R .De�nimos el pull-back como la función lineal

T ∗ : Jp(W )→ Jq(V )

α 7→ T ∗(α)

tal que
T ∗(α)(u1, ..., up) = α(T (u1), ..., T (up))

Nota Aún cuando la expresión pull-back no es castellana, nos permitire-
mos conservarla.

Propiedades Sea α ∈ Λ(V ∗) y sea S : E → V función entre espacios
vectoriales. Entonces se tiene:

T ∗(α) ∈ Λk(V ∗).

(T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗.

(Id)∗ = Id.

4.1.17 De�nición. Sean f : M → N función suave entre variedades, ω(y) ∈
Ty(N) un p-tensor alternante y (dfx)

∗ transformación dual. De�nimos el pull-
back del p-tensor alternante como:

f ∗ω(x) = (dfx)
∗ω(f(x))

Notemos que la transformación dual de (dfy)
∗ es la matriz transpuesta.

Entonces:

f ∗dxi =
l∑
j=i

∂fi
∂yj

dyj = dfi

donde f = (f1, ..., fl), y cada fi es una función suave.
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4.1.18 De�nición. Sea f ∗ω(x) un p-tensor alternante en Tx(M). De�nimos
a f ∗ω como la forma inducida de ω bajo f .

Entonces el pull-back de ω es

f ∗(ω) =
l∑

j=1

(f ∗j )dfl

donde ω =
∑

j fjdxj es una forma arbitraria en U ⊆ Rk.

4.1.19 De�nición. Sea φ : U →M una carta y φ∗ω es una forma suave en
U ⊆ Rn abierto. Entonces ω es suave en M .

4.1.20 Observación. Sean φi : Ui →M una colección de cartas y M varie-
dad, tal que

⋃
i φi(Ui) = M , y sea φ∗iω una forma suave en U . Entonces ω es

suave.

4.1.21 Proposición. Sean f : M → N un difeomor�smo entre variedades
orientadas de dimensión k y i1, i2, ..., ik una permutación en σk. Entonces
ω = dx1 ∧ ... ∧ dxk es la forma de volumen de N.

Demostración:

ω = dx1 ∧ ... ∧ dxk

=
k∑

i1=1

· · ·
k∑

ik=1

δx1

δyi1
· · · δxk

δyik
dyi1 ∧ · · ∧dyik .

=
∑
i∈σn

δx1

δyi1
· · · δxk

δyik
(−1)idy1 ∧ · · ∧dyk.

Por lo tanto

= det

(
δxj
δyi

)∣∣∣∣n
i,j=1

dy1 ∧ · · · ∧ dyk

4.1.22 Teorema. del Determinante Sea T : V → V un isomor�smo lineal
entre espacios vectoriales y sea α ∈ Λk(V ) y dimV = k. Entonces

T ∗α = (detT )α
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Notemos que en particular, si α1, ..., αk ∈ Λk(V ∗). Entonces

T ∗α1 ∧ ... ∧ T ∗αk = (detT )α1 ∧ ... ∧ αk
Véase [4, p.160].

4.2. Integración en Variedades

4.2.1 De�nición. Sean U ⊆ Rk abierto y ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk una k-forma
en U . De�nimos el soporte de ω como

sop ω = {x ∈ U : ωx 6= 0} = {x ∈ U : f(x) 6= 0} ⊆ Rn.

4.2.2 De�nición. Sea f una función integrable en el abierto U ⊆ Rn y
ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk una k-forma con soporte compacto en U . Entonces ω
es integrable y ∫

U

ω =

∫
U

fdx1 · · · dxk

4.2.3 Teorema. de cambio de variable en Rk Sean f : V → U un
difeomor�smo entre conjuntos abiertos de Rk y ω una k − forma integrable
en U que preserva orientación . Entonces∫

U

ω =

∫
V

f ∗ω.

Si f invierte orientación entonces∫
U

ω = −
∫
V

f ∗ω.

Véase [4, p.166].

4.2.4 De�nición. Sea M una variedad orientada de dimensión k y ω una
k-forma sobre M. De�nimos el soporte de ω en M como

sop ω = {x ∈M : ωx 6= 0}

4.2.5 De�nición. Sean U ⊆ Rk, W ⊆ M abierto. Y sean sop ω ⊆ W y
h : U → W un difeomor�smo. Entonces el pull-back h∗ω es una k − forma
suave de soporte compacto en U integrable y de�nimos su integral como∫

M

ω =

∫
U

h∗ω
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4.2.6 Observación. Sean f : V → U y g : V → W otra parametrización de
W y sea f = h−1 ◦ g difeomor�smo que preserva orientación. Entonces∫

U

h∗ω =

∫
V

f ∗h∗ω =

∫
V

g∗ω.

4.2.7 Proposición. Sea ω una k-forma suave en la variedad orientada M ,
y {V1 ∪ ... ∪ Vk} una colección de cartas que forman una cubierta abierta
de M y sea {ρ1, ...ρk} una partición de la unidad subordinada a la cubierta
{V1, ..., Vk. Entonces ρiω es una k-forma sobre M donde

sop ρiω ⊆ sop ρi ⊆ Vi, ∀i = 1, ...n

ω =
k∑
i=1

ρiω

De�nimos ∫
M

ω =
k∑
i=1

∫
M

ρiω

Demostración:

Sea {Ṽ1 ∪ ... ∪ Ṽk} otra cubierta abierta para M y {ρ̃1, ...ρ̃n} una partición
de la unidad subordinada a esta cubierta de M .

Como
∑n

i=1 ρiω(x) = 1 =
∑k

j=1 ρ̃iω(x), tenemos que

∫
M

ρiω =
k∑
j=1

∫
M

ρ̃jρiω.

Similarmente para cada j ∫
M

ρjω =
n∑
i=1

∫
M

ρiρ̃jω.

Entonces

n∑
i=1

∫
M

ρiω =
n∑
i=1

k∑
j=1

∫
M

ρ̃jρiω =
k∑
j=1

n∑
i=1

∫
M

ρiρ̃jω =
k∑
j=1

∫
M

ρ̃jω.
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Por lo tanto,
∫
M
ω no depende de la partición de la unidad ni de la cubierta

dada.

Observemos que ω →
∫
M
ω cumple con las propiedades de linealidad.

Sean ω y η n-formas en M de soporte compacto y a ∈ R. Entonces∫
M

ω + η =

∫
M

ω +

∫
M

η

∫
M

aω = a

∫
M

ω

Usando el Teorema de Cambio de Varialbe daremos una generalización
del mismo, para mostrar que la interación se comporta de manera adecuada
al cambiar de dominio.

4.2.8 Teorema. Sean ω ∈ M una k-forma suave con soporte compacto y
f : M → N un difeomor�smo que preserva orientación entre variedades de
la misma dimensión. Entonces∫

M

ω =

∫
N

f ∗ω

Véase [4, p.168]

4.2.9 De�nición. Sea f : M → N una función suave entre variedades de
dimensión k y dV = dx1 ∧ · · · ∧ dxk la forma de volumen de N . Entonces∫

M

f =

∫
M

fdV

4.2.10 Teorema. de Stokes Sea ω una k − forma en M . Entonces∫
∂M

ω =

∫
M

dω

Veáse [3, pp.64-66]

La principal aplicación del teorema de Stokes es la siguiente fórmula que
usaremos para establecer su versión local en torno de valores regulares en el
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teorema del mismo nombre, el cual relaciona la operación analítica de inte-
gración con el comportamiento topológico de las transformaciones.

Fórmula de grado Sea f : M → N una función entre variedades com-
pactas y orientadas de dimensión k y sea ω una k − forma en N entonces∫

M

f ∗ω = deg(f)

∫
N

ω

4.2.11 Teorema. Fórmula de Grado Sea f : M → N función entre
variedades compactas orientadas de dimensión k y y ∈ M un valor regular
y sea U una vecindad de y. Entonces∫

M

f ∗ω = deg(f)

∫
N

ω

es válido para cada k−forma ω con soporte en U . Veáse [4, pp.194-196].

4.2.12 Proposición. Sea p(z) = zm+a1z
m−1+...+am un polinomio complejo

y Ω una región en el plano sin raices en su frontera. Entonces el número de
raíces de p en Ω, incluyendo multiplicidades, está dado por

1

2π

∫
∂Ω

d arg p(z)

4.2.13 Proposición. Sean γ una curva cerrada suave en R2 \ {0} y ω una
1− forma cerrada en R2 \ {0}. Entonces∮

γ

ω = W (γ, 0)

∫
S1

ω

4.3. La forma de volumen en Sn

4.3.1 De�nición. Sean X, Y campos vectoriales en una variedad suave M
de dimensión n. De�nimos a αp como tensor métrico tal que

αp : TpM × TpM → R

es una familia de�nida positiva de productos interiores y satisface las propie-
dades de espacio Métrico [Véase Apéndice] y

p 7→ αp(X(p), Y (p))

asigna a cada punto x, y ∈M a un número real no negativo.
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Esto nos da una base de los vectores tangentes a cada punto de M . En-
tonces

αi,j(p) =

〈(
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂xj

)
p

〉
y <,> representa el producto interior.

De la misma forma, la métrica tensorial puede ser escrita en términos de
la base dual dx1, ....dxn:〈

n∑
i

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
n∑
j=i

bj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

〉
p

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aibj

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

〉
x

=
n∑

i,j=1

aigijbj

Si las funciones gij son suaves entonces a la métrica descrita se le llama
métrica de Riemman

4.3.2 De�nición. Una variedad de Riemman es una pareja (M,α) que con-
siste de una variedad M y α un tensor métrico.

4.3.3 Proposición. Sea (M,α) una variedad de Riemann. Entonces

det

[(〈
∂

∂xi
|p,

∂

∂xi
|p
〉)k

i,j=1

]1/2

dx1|p ∧ · · · ∧ dxk|p

de�ne una forma de volumen dV en M .

Demostración:

Sean {e1, ..., en} una base ortonormal orientada en Rn, {v1, ..., vn} una
base de V , V un espacio vectorial en M variedad de Riemman; y sea T :
V → V , tal que T (ej) 7→ vj. Entonces

vj =
n∑
i=1

〈ei, vj〉 ei
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Observemos que

| detT | =
√

detT tT

=

√
det(

∑
k

〈ek, vi〉 〈ek, vj〉)

=
√

det(〈vi, vj〉)

Entonces

e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n = (detT )v∗1 · · · ∧v∗n
=

√
det(〈vi, vj〉)v∗1 ∧ · · · ∧ v∗n

Y {
vj =

∂

∂xj

∣∣∣∣
x

}n
j=1

Sea U ⊆M y (U, φ = (φ1, ..., φn)) carta alrededor de x. Entonces

e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n =

√
det

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

∂

∂xj

∣∣∣∣
x

〉
x

dx1 ∧ · · ·dxn

Por lo tanto

x 7→ e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n
está bien de�nida y es una forma de volumen dV en M y e∗1∧ · · ·∧ e∗n|x ∈

Λn(TxM) es única .

4.3.4 De�nición. Sea ι : Mn ↪→ Rn+1 una hipersuper�cie es decir una su-
per�ce de Riemman de dimensión n. Entonces (ι∗, α) es la métrica de Riem-
man naturalmente inducida por su posición en Rn+1. Por lo tanto si p ∈ M
entonces

TpM = {v ∈ Rn+1| 〈µp, v〉 = 0}
donde µp es el vector unitario perpendicular a M en p.

Por lo tanto

〈ι∗, α〉p (v, w) = 〈dιv, dιw〉ι(p)
= 〈v, w〉
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4.3.5 Teorema. SeaM una hipersuper�cie de Rieman en Rn+1 y µp el vector
normal a M en p. Entonces

dVM |p(v1, ..., nn) = det(µp, v1, ..., vn)

4.3.6 Proposición. Sean f : Mn → Rn+1 \ {0}, M una variedad de Riem-
man y ϕ = (x1, ..., xn) una carta de M . Entonces (r◦f)∗(dVSn) = σ la forma
de volumen inducida en M .

4.3.7 De�nición. Sean f : M → N un difeomor�smo entre variedades
de dimensión k, (N,α) una variedad de Riemann y sea dV(N,α) la forma de
volumen inducida en N . Entonces se de�ne

dV(M,f∗α) = f ∗(dV(N,α))

4.3.8 Proposición. Sea ω = dx1 · · · dxn la forma de volumen en Rn y sea
r2 =

∑
x2
i . Entonces la forma de volumen Vn de la bola unitaria es

Vn =

∫
r61

ω

4.3.9 Observación. Sea σ′ una n-forma de volumen de dimensión n en la
esfera unitaria Sn = {x|r = 1} y sea

An =

∫
Sn
σ

Donde A1 = 2π,A2 = 4π y V1 = 2, V2 = π, V3 = 4
3
π. Observemos que

Vn =

∫ 1

0

rn−1An−1dr =
1

n
An−1

Evaluando la integral se tiene que

Vn =

∫ 1

−1

(1− x2)(n−1)/2Vn−1dx

Cosideremos

Jn =

∫ 1

−1

(1− x2)(n−1)/2dx
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Entonces
= Vn−1Jn

Integrando por partes obtenemos

Jn =

∫ 1

−1

x(2x)(
n− 1

2
)(1− x2)(n−3)/2dx = (n− 1)(−Jn + Jn−2)

Jn =
n− 1

n
Jn−2

Por lo tanto

Vn =
πn/2

Γ
(
n
2

+ 1
)

4.3.10 Observación. Sea rdr =
∑
xidxi una 1-forma en Rn+1. Entonces

?rdr =
∑

(−1)i−1xidx1 · · · d̂xi · · · dxn+1

es una n forma en Rn+1 y σ′ = c?rdr es una n-forma en Sn con c constante.

4.3.11 Observación. Sea c = 1, σ′ = rdr un elemento de volumen de
dimensión n en Sn.Entonces

d(?rdr) =
∑

(−1)i−1dxidx1 · · · d̂xi · · · dxn+1 = (n+ 1)ω

Entonces

An =

∫
Sn
σ′ = c

∫
Sn
?rdr = c

∫
r61

d(?rdr) = c

∫
r61

nω = cnVn = cAn

Por lo tanto

σ = ?rdr =
n∑
i=1

(−1)i−1xidx1 · · · d̂xi · · · dxn+1

de�ne una n forma σ en Rn+1 y dσ = (n + 1)ω. Si tomamos σ en Sn

entonces σ′ es una n-forma de Sn.

4.3.12 Proposición. Sea π : Rn+1 \ {0} → Sn tal que π(x) = x
||x|| . Entonces

r∗σ′ de�ne una (n+1)-forma en Rn+1 \ {0}.
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4.3.13 De�nición. Sea r : Rn+1 \ {0} → Sn una función tal que r(x) =
x/||x||. Entonces de�nimos la forma de volumen de Sn como:

σ =
n+1∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1|Sn

4.4. La integral de Kronecker

4.4.1 Proposición. Sea Σ ⊆ Rn+1 una n-variedad de Riemman cerrada y
orientada; y f : Σ→ Sn una función contínua. Entonces deg( f

||f ||) está dado
en términos de una integral.

Demostración:

Sea π(x) = x
||x|| y δ = deg(π)∫

Σ

τ =

∫
Σ

π∗σ′ =

∫
π(Σ)

σ′ = δ

∫
Sn

= δAn

Entonces

δ =
1

An

∫
σ

τ

El grado de f está dado por la integral múltiple de N y su frontera .

4.4.2 De�nición. Sea F : M → Rn+1 \ {0} una función y M una variedad
compacta y orientada de�nimos a la integral de Kronecker K(F ) como:

K(F ) = (volSn)−1

∫
M

||F (x)||n+1det(F (x), ∂F
∂x1

(x), ..., ∂F
∂xn

)dx

en términos de formas diferenciales tenemos

K(F ) = (volSn)−1

∫
M

(π ◦ F )∗σ

4.4.3 Teorema. La integral de Kronecker Sea M una variedad cerrada
y orientada y f : Mn → Rn+1 \ {0} una función suave. Entonces el número
de veces que M gira al rededor del origen W(f,0) es

1

An

∫
M

f ∗τ,
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la Integral de Kronecker K(F )

Demostración:

Sea
g = π ◦ f : Mn → Sn

g(M) = (deg g)Sn + ∂M

entonces ∫
M

g∗σ′ =

∫
gM

σ′

= (deg g)

∫
Sn
σ′

= An(deg g)

1

An

∫
M

g∗σ
′
= deg g

pero

g∗σ′ = (f ∗ ◦ π∗)σ′ = f ∗τ

de donde

deg g =
1

An

∫
M

f ∗τ

La integral de Kronecker de�ne el número de giros que f realiza alrededor
del origen y W (f, 0) = deg(π) .

4.4.4 Lema. Sea f : Mn → Nn una función entre variedades de dimensión
n y dV la forma de volumen en N . Entonces

∫
N
dV = 1 y degf =

∫
M
f ∗dV
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Demostración:

Sabemos que f(M) = (degf)N + ∂M . Entonces

∫
M

f ∗dV =

∫
fM

dV = (degf)

∫
N

dV = degf

.

4.4.5 Proposición. Sea F : S1 → R2\{0} = C\{0} y sea γ = r◦F◦ϕ−1 =
F
||F || ◦ ϕ

−1. Entonces K(F ) = I(γ)

Demostración:

Consideremos el caso n = 1 con M = S1. Entonces K(F ) se calcula como
sigue

K(F ) = 1
2π

∫
1

‖F (θ)‖2 |F (θ), δF
δt
|dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

|γ(t), γ′(t)| dt

= 1
2π

∫ 2π

0

|γ1(t)γ′1(t)|dt

Entonces :

K(F ) = 1
2π

∫ 2π

0

γ1(t)γ′2(t)− γ′1(t)γ2(t)dt

= 1
2π

∫ 2π

0

γ−1(t) · γ′(t)dt

Ahora veamos que
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I(γ) = 1
2πi

∫
γ

dz
z

= 1
2πi

∫ 2π

0

γ′(t)
γ(t)

dt

= 1
2πi

∫ 2π

0

(γ1(t)− γ2(t)i)(γ′1(t) + iγ′2(t)dt

= 1
2πi

∫ 2π

0

γ1(t)γ′1(t) + γ2(t)γ′2(t) + 1
2πi
dt

∫ 2π

0

γ1(t)γ′2(t)− γ2(t)γ′1(t)dt

= 1
2πi

∫ 2π

0

γ · γ′dt+ 1
2π

∫ 2π

0

γ−1 · γ′dt

= 1
2πi

∫ 2π

0

d
dt
||γ||2dt+K(F )

= 1
2πi
||γ||2|2π0 +K(F )

= 1
2πi

(||γ(2π)||2 − ||γ(0)||2) +K(F )

= 0 +K(F )

= K(F )

.

4.4.6 Teorema. El invariante de Hopf Sea f : S2n−1 → Sn y f ∗σn =
dωn−1. Entonces ∫

S2n−1

ωn−1 ∧ f ∗ωn

es un número entero. Véase [3, p.79]
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Capítulo 5

Algunos comentarios históricos

La noción topológica de grado, deg(f), de una función continua f : M →
N , donde M y N son variedades orientadas, compactas y conexas; puede re-
montarse a L.E.J Brouwer (1881-1966). Una idea relacionada es la del número
de arrollamiento, W (f, 0) de una función continua f : M → Rn+1 \ {0} tal
que; W (f, 0) = deg(f/||f ||). Sin embargo, aún antes del trabajo de Brouwer,
para el caso diferenciable este concepto fue conocido como "La característica
de Kronecker" o "La integral de Kronecker" de una función f .

En Marzo de 1910 Brouwer informó a Hilbert que había llegado a una
solución parcial del problema de la invariancia dimensional, directamente re-
lacionada a la distinción topológica entre esferas de dimensión par e impar y
sus transformaciones.

El artículo "Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl" presentado por
Brouwer incluía el nuevo concepto de "grado de un mapeo". Brouwer inicial-
mente desarrolló el concepto de grado para la generalización n-dimensional
del teorema de singularidad para campos vectoriales en esferas y el teorema
del punto �jo para mapeos de esferas.

5.1. Teorema de Brouwer

La teoría del punto Fijo, comenzó a formar parte integral de la topolo-
gía con Poincaré en 1880. El mostró que la solución a algunos problemas
analíticos, podrían ser estudiados de�niendo un conjunto X y una función

61
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f : X → X de tal forma que las soluciones corresponden a los puntos �jos
de la función f , esto es los puntos x ∈ X tal que f(x) = x.

El Teorema del punto �jo de Brouwer, para mapeos continuos de la bola
unitaria cerrada de dimensión n, fue de los primeros teoremas en la Topología
Algebráica y es la base más general para el Teorema del Punto �jo.

5.1.1 Proposición. Sean f : [−1, 1] → [−1, 1] y g : [−1, 1] → R funciones,
tal que g(x) = x− f(x). Entonces g(−1) 6 0 y g(1) ≥ 0. Si g(−1) o g(1) es
igual a 0, entonces f tiene un punto �jo.

Esto coincide para la bola unitaria de dimensión 1 en el desarrollo del
Teorema del punto �jo.

5.1.2 Teorema. del Valor Intermedio. Sea g : [−1, 1] → R una función
tal que g(−1) 6 0 y g(1) ≥ 0. Entonces g(c) = 0 para alguna c, tal que
−1 < c < 1.

5.1.3 Teorema. de punto �jo de Brouwer Sea Bn la bola unitaria en
Rn y sea f : Bn → Bn una función. Entonces f(x) = x para algún x ∈ Bn.

Demostración:
Sea f sin puntos �jos y sea g : Bn → δBn una retracción. Como f(x) 6= x,
los dos puntos x y f(x) determinan una recta. Entonces sea g(x) el punto
donde el segmento de recta que parte de f(x) y pasa por x toca a la frontera.

Si x ∈ δBn. Entonces g(x) = x. Así, g : Bn → δBn es la identidad
en δBn. Como x está en el segmento de recta entre f(x) y g(x), podemos
escribir al vector g(x) − f(x) como t veces el vector x − f(x), donde t ≥ 1.
Así, g(x) = tx+ (1− t)f(x). Si t depende de manera suave de x, entonces g
es suave. Calculamos el producto punto a ambos lados de esta fórmula.
Como |g(x)| = 1 obtenemos

t2|x− f(x)|2 + 2tf(x) · [x− f(x)] + |f(x)|2 − 1 = 0

Este polinomio cuadrático tiene una raíz única positiva.( También tiene
una raíz con t 6 0, correspondiente al punto donde la recta de x a f(x) toca
a la frontera.) Ahora basta sustituir en la fórmula cuadrática para obtener
una expresión de t en términos de funciones suaves de x. .
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5.2. Teorema del punto �jo de Lefschetz

Lefschetz estudió la teoría de intersección entre variedades y de 1923 a
1925 publicó sus investigaciones sobre mapeos contínuos entre variedades, y
sus puntos �jos.

Lefschetz relacionó el estudio del mapeo f : X → X con la teoría de
intersección y la grá�ca. Si f es una función que asocia cada punto x ∈ X a
un subconjunto de X. Entonces la grá�ca de f se de�ne como:

5.2.1 De�nición. La grá�ca de una transformación f : X → X es el sub-
conjunto de�nido por

graf(f) = {(x, y) ∈ X ×X| y = f(x)}

Entonces x es un punto �jo si (x, f(x)) ∈ X ×X pertenece a la intersec-
ción de la grá�ca de f con la diagonal ∆. La grá�ca es una subvariedad de
X ×X.

5.2.2 De�nición. Sea W una variedad con frontera y orientada y sean M y
N suvariedades orientadas tal que dimM+dimN = dimW . Si a cada punto
en la intersección de M y N , se le asigna un signo positivo o negativo, según
su orientación. Entonces de�nimos como el número de Lefschetz L(f) a la
suma aritmética de dichos puntos .

Dicho número coincide con el índice de Kronecker. Lefschetz se interesó
en extender dicho número para funciones diferenciables de espacios euclidia-
nos y así obtener una herramienta para el estudio de funciones continuas en
variedades.

De manera que el conteo de los puntos comunes: I(∆, graf(f)) se llama
el número de Lefschetz global de f , y se denota L(f).

Puede haber un número in�nito de puntos �jos, donde la transformación
identidad nos sirve como ejemplo. En el caso en que los puntos �jos de f
formen un conjunto �nito, entonces L(f) se puede calcular directamente en
términos del comportamiento local de f alrededor de sus puntos �jos.
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5.2.3 Teorema. suave de punto �jo de Lefschetz Sea M una variedad
compacta y orientada y sea f : M →M una transformación suave. Si L(f) 6=
0, entonces f tiene un punto �jo.

Demostración:
Si f no tiene puntos �jos, entonces ∆ y graf(f) son ajenos, por lo que son
transversales. De donde

L(f) = I(∆, graf(f)) = 0

.

5.2.4 Corolario. L(f) es invariante bajo homotopia.

El teorema del punto �jo de Lefschetz generaliza el Teorema del punto
�jo de Brouwer. Consideremos M = Sn. Entonces

L(f) = 1 + (−1)n(deg(f))

5.3. Característica de Kronecker

En esta sección vamos a reformular el Teorema de Kronecker, con base
en su sistema regular de funciones.

5.3.1 De�nición. Sea F : Rn+1 → Rn+2 \ {0} una función. De�nimos a la
familia de funciones F = (F0, ..., Fn+1), con n ≥ 1 como un sistema regular
de funciones con las siguientes propiedades:

0 ∈ Fi(Rn+1) con 0 6 i 6 n+ 1.

F−1
i (0) es compacta con 0 6 i 6 n+ 1.

0 ∈ R es un valor regular de Fi con 0 6 i 6 n + 1, es decir, Fi(x) = 0
entonces dFi(x) es inyectiva.

0 ∈ Rn+1 es un valor regular para el mapeo

(F0, ..., F̂i, ..., Fn+1) : Rn+1 → Rn+1

con 0 6 i, j 6 n+ 1 y i 6= j.
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0 ∈ Rn es un valor regular para el mapeo

(F0, ..., F̂i, ...., F̂j, .., Fn+1) : Rn+1 → Rn

con 0 6 i, j 6 n+ 1 y i 6= j.

5.3.2 Teorema. Clasi�cación de Variedades de dimensión uno. Toda
variedad compacta, conexa, de dimensión uno y con frontera, es difeomorfa
a [0, 1] o S1 y es además la unión ajena de un número �nito de componentes
conexa.

5.3.3 Corolario. Sea F : Rn+1 → Rn+2\0 una función en el sistema regular
de funciones F = (F0, ..., Fn+1). Entonces

F ({i, j}) = (F0, ..., F̂i, ..., F̂j, ..., Fn+1)−1(0)

con 0 6 i, j 6 n+ 1 es una 1-variedad compacta. Y sólo un número �nito de
componentes de F ({i, j}) es homeomorfa a S1.

5.3.4 Observación. Sea F ({i, j}) una 1−variedad que intersecta transver-
salmente a F−1

i (0) o F−1
j (0) n-variedades. Entonces

Tp(F ({i, j}))⊕ Tp(F−1
i (0)) = TpRn+1

con p ∈ F ({i, j}) ∩ F−1
i (0) o

Tq(F ({i, j}))⊕ Tq(F−1
j (0)) = TqRn+1

con q ∈ F ({i, j}) ∩ F−1
j (0) Respectivamente. Entonces F ({i, j}) ∩ F−1

i (0) y
F (i, j) ∩ F−1

j (0) contienen un número �nito de puntos orientados.

5.3.5 De�nición. Sea F = (F0, ..., Fn+1) un sistema de funciones regulares
y 0 6 i, j 6 n+ 1, i 6= j.

Un punto e ∈ F (i, j) ∩ F−1
i (0) es un punto de entrada de F (i, j) en

{x ∈ Rn+1/Fj(x) · Fi(x) < 0} y E(i, j) es el conjunto de puntos de
entrada de F (i, j)

Sea a ∈ F (i, j) ∩ F−1
i (0) es un punto de salida de F (i, j) fuera de

{x ∈ Rn+1/Fj(x) · Fi(x) < 0} y A(i, j) es el conjunto de puntos de
salida de F (i, j)
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5.3.6 De�nición. Característica de Kronecker. Sea F = (F0, ..., Fn+1)
un sistema regular de funciones y sea

#E(i, j)−#A(i, j)

el número de los puntos de intersección, un número entero independiente de
la elección de los índices. Entonces de�nimos al entero

χ(F0, ..., Fn+1) = 1/2(#E(i, j)−#A(i, j))

como la característica de Kronecker de un sistema regular de funciones.

5.3.7 De�nición. f : V → W un isomor�smo lineal entre espacios vecto-
riales �nitos de dimensión real orientados. Entonces defnimos el sign de f
como

signf =

{
+1 f preserva orientación
−1 f revierte orientación

5.3.8 Observación. Sea F = (F0, ..., Fn+1) un sistema regular de funciones
y para 0 6 j 6 n+ 1. Entonces

χ(F0, ..., Fn+1) =
∑

(F0,...,F̂j ,...Fn+1)(x)=0

(−1)jsignd(F0, ..., F̂j, ...Fn+1)(x)

con Fj(x) < 0

= −
∑

(F0,...,F̂j ,...Fn+1)(x)=0

(−1)jsignd(F0, ..., F̂j, ...Fn+1)(x)

con Fj(x) > 0

5.3.9 Teorema. La Integral de Kronecker. Sea F = (F0, ..., Fn+1) un
sistema de regular de funciones y 0 6 i, j 6 n+ 1, i 6= j; y sea Φij la función

Φij : F (i, j)→ R2 − {0}

x 7→ (Fi(x), Fj(x))

Entonces
χ(F0, ..., Fn+1) = w(Φi,j, 0)

donde w es el número de arrollamiento de Φij alrededor del origen.
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5.3.10 Corolario. Sea f : M → N una función entre variedades orientadas
y y ∈ N es un valor regular para f(f−1(y) 6= �), tal que la orientación
de la variedad f−1(y) es la orientación preimagen. Entonces de�nimos la
característica de Kronecker como:

χ(F0, ..., Fn+1) = (−1)j(volSn)−1

∫
F−1
j (0)

(r ◦ (F0, ..., F̂j, ..., Fn+1))
∗
σ

para cada 0 6 j 6 n + 1 además asumimos que {x ∈ Rn+1 : Fj(x) 6 0}
o bien {x ∈ Rn+1 : Fj(x) ≥ 0} es compacta y F−1

j (0) es orientada por la
orientación de la preimagen.

5.4. Teorema fundamental del álgebra

Una versión general del teorema de existencia de Kronecker nos ayuda a
dar una prueba para el teorema fundamental del álgebra.

Reformularemos el teorema de existencia de Kronecker en R2 de la si-
guiente manera:

5.4.1 Teorema. Sea F = (F0, F1, F2) : R2 → R3 un sistema regular de
funciones tal que F−1

0 (0) es conexa. Dada una orientación de F−1
0 (0) y sea la

intersección de puntos {p1, ..., ps, ps+1} = F ({1, 2})∩F−1
1 (0) donde los índices

corresponden con la orientación. Y los puntos p1, ..., ps se corresponden como
sigue:

l(pj) =

{
1(−1) Si F2(pj) > 0 y j es par o impar
−1(1) Si F2(pj) < 0 y j es par o impar

1 6 j 6 s

Entonces
∑s

j=1 l(pj) 6= 0 implica que el mapeo

(F1, F2) : R2 → R2

tiene un cero en {x ∈ R2 : F0(x) < 0} y también en {x ∈ R2 : F0(x) > 0}
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Demostración:

Consideremos

|χ(F0, F1, F2)| = |#E(1, 2)−#A(1, 2)| = ||
s∑
j=1

l(pj)

Y esbocemos una de las pruebas de Gauss para el teorema fundamental del
álgebra:

Sea
P : C→ C, P (z) = zn + a1z

n−1 + ...+ an−1z + an

(an 6= 0) un polinomio con coe�cientes en los complejos. Separamos P en su
parte real e imaginaria, es decir, P (z) = U(z) + iT (z), obtenemos funciones
contínuas T y U tal que los conjuntos U−1(0), T−1 intersectan a S1 (con cen-
tro en el origen y radio su�cientemente largo) transversalmente en 2n puntos,

Figura 5.1: Curvas Silberg
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A cada punto en la intersección p ∈ U−1(0) ∩ S el mapeo U |S cam-
bia el signo, donde el signo de T |S es constante (6= 0) en una vecindad
lo su�cientemenste pequeña de p. Etiquetando los puntos de intersección
p1, ..., p2n =: U−1(0) ∩ S como en el capítulo anterior (F1 = U, F2 = T ) es
fácil ver que |

∑2n
j=1 l(pj)| = 2n.

Figura 5.2: Curvas Silberg

Ahora la existencia de una raíz de P se sigue del siguiente argumento:
Cada componente de x ∈ R2 : U(x) < 0 o x ∈ R2 : U(x) > 0 intersecta a la
esfera S en uno, dos, o más segmentos abiertos (pjpj+1) según su forma

Más aún pj ∈ U−1(0)∩ S con índice j impar debe ser conexo por U−1(0)
con un punto pĵ ∈ U−1(0) ∩ S con índice ĵ par.

Puesto que el signo de T en un punto pj con índice impar es diferente de
el signo de T en un punto pĵ con un índice par; existe entonces n ceros de P ,
donde no necesariamente todos son distintos. .

Observemos que |Σ2n
j=1l(pj)| = 2n describe el hecho que el polinomio P |S
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se enrrolla n veces alrededor del origen. (Σ2n
j=1l(pj)) puede ser interpretado

como el número de intersección de P (S) con 0× R

Desde el punto de vista de la integral de Kronecker, en el caso 1-dimensional,
esto es exactamente la representación del número de arrollamiento para la
teoría de funciones complejas.

5.5. El número de Gauss y la integral de Kro-

necker

Entre las diversas relaciones que existen de la integral de Kronecker con
la teoría de grado; encontramos un caso especial de aplicación al teorema de
Gauss acerca del �ujo a través de una super�cie.

5.5.1 De�nición. Sea υ(x) = (x − x0)/||x − x0||3 ∈ R3 el campo eléctrico
con un punto cargado 1 en x0. Entonces el �ujo de υ a través de S ⊆ R3 una
super�cie cerrada se de�ne como:

flujo de S =

∫
S

〈υ,N〉 ds =

∫
S

(r ◦ (i− x0))∗σ

Donde N es la normal exterior y ds es el area de la super�ce.

Ahora considerando el Teorema de Gauss acerca del �ujo que dice; que
el �ujo de υ a través de S es igual a 4π o desaparece conforme el punto x0 se
encuentre en S. A la luz de nuestro trabajo, podemos observar que la integral
describe el �ujo que corresponde exactamente a la integral de Kronecker de
la inclusión ι : S → R3 \ {x0} 4π veces:∫

s

〈υ,N〉 ds =

∫
S

(r ◦ (i− x0))∗σ

5.5.2 De�nición. Sea f, g : [0, 1]→ R3 dos mapeos continuos tal que f(s) 6=
g(t) para toda s, t ∈ [0, 1]. Entonces el número de Gauss de f y g se de�ne
como:

enlace(f, g) = −(4π)−1

∫ 1

0

∫ 1

0

||f(s)−g(s)||−3det(f(s)−g(t), ˙f(s), ˙g(t))dsdt
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Dicho número corresponde exactamente con el número de arrollamiento
del mapeo F : S1×S1 → R3 \ {0}, F (x, y) = ˜f(x)− ˜g(x) donde f̃ y g̃ corres-
ponden a los mapeos f y g via exp(2πiλ), y la integral describe el número
enlace de Gauss corresponde exactamente a la integral de Kronecker K(F ).

Este número tiene una interpretación electrodinámica donde: Si f y g
son curvas parametrizadas en M y N , respectivamente, entonces el campo
magnético de x ∈M es estable debido a la corriente eléctrica por unidad que
�uye alrededor de N y se describe por:

G(x) = −(4π)−1

∫
N

(y−x)×dy
||x−y||3

De aquí se sigue que enlace(f, g) =
∫
M
G(x)dx corresponde al trabajo

realizado por el campo magnético en una unidad del polo magnético el cual
realiza un circuito de M .

5.6. La cadena de Sturm y la integral de Kro-

necker

La integral de Kronecker esta inspirada en el intento por generalizar el
teoremea de Sturm:

5.6.1 Teorema. Sean p1 y p2 dos polinomios reales distintos de cero, tal que
deg(p1) > deg(p2). Sean a < b números reales tal que p1(a)p1(b) 6= 0 y las
raíces de p1 en (a, b) son simples. Además sean p3, ..., pn polinomios tal que

p1 = q2p2 − p3, p2 = q3p3 − p4, ..., pn−1 = qnpn

Usando el algoritmo de Euclides para algunos polinomios q2, ..., qn tene-
mos que; si pn(x) 6= 0 para x ∈ [a, b] entonces

#{x ∈ (a, b) : p1(x) = 0 y p′1(x)p2(x) > 0}
− #{x ∈ (a, b) : p1(x) = 0 y p′1(x)p2(x) < 0}

= V (p1(a), ..., pn(a))− V (p1(b), ..., pn(b))
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Donde V indica el número de variaciones del signo en la cadena p1, ..., pn.

El teorema anterior se relaciona con la característica de Kronecker de la
siguiente manera:

Sean Fi : R2 → R(i = 0, 1, 2) los mapeos tal que

F1(x, y) = p1(x)− y, F2(x, y) = p2(x)− y y F0(x, y) = y

Pensemos en F = (F0, F1, F2) como un sistema de funciones regulares F̃ ;
es decir encontremos un cubo K ⊆ R2 el cual contiene todas las interseccio-
nes de los puntos F−1

1 (0)∩F−1
2 (0), F−1

0 ∩F−1
2 (0) y F−1

0 (0)∩F−1
1 (0), si ahora

reemplazamos F−1
i (0) K(i = 0, 1, 2) por curvas tal que F̃−1

i (0) son curvas
que se enrollan con i = 0, 1, 2, .. y tal que F |K = ˜F |K .

Esto se puede hacer de tal manera que cuando por una parte degp1 o
degp2 es par, no se encuentra en la intersección de la nueva curva F̃−1

1 (0)
o F̃−1

2 (0) con el eje x. Por otra parte en el caso en el que degp1 o degp2 es
impar, entonces se considera sólo un punto adicional de intersección con el
eje x. Entonces

V (p1(−∞), ..., pn(−∞))− V (p1(∞), ..., pn(∞)) ={
E(1, 2)− A(1, 2) = 2χ(F0, F1, F2) degp1 es par

E(1, 2)− A(1, 2) = 2χ(F0, F1, F2)± 1 degp1 es impar

5.7. Gauss-Bonet

El teorema Gauss-Bonnet para una variedad M compacta riemanniana
de dimensión 2 nos dice que:∫

M

Kdv = 2πχ(M)

donde K es la curva Gausiana de una super�cie M , dv es el área de M , y
χ(M) es el número de Euler de M . De la de�nición de curvatura Gausiana
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se sigue que en el caso donde M es una hipersuper�cie en R3 la forma dife-
rencial de Kdv se iguala a g∗σ, donde g : M → S2 es el mapeo Gausiano y
σ es la forma de volumen en S2.

Más aún, en el caso del teorema de Gauss-Bonnet puede ser formulado
como el número de arrollamiento que en el caso del mapeo de Gauss se lla-
mará curvatura integra.

La generalización de este teorema es otra forma de ejempli�car la apli-
cación de la característica de Kronecker. En este caso el estudio se basa en
un sistema de fuciones (F0, F01, ..., F0n), donde F0 : Rn → R es un mapeo
continuo tal que F−1

0 ((−∞, 0]) es compacto, 0 ∈ R es un valor regular para
F0 y F0i = δF0/δxi. Aquí la característica de Kronecker de (F0, F01, ..., F0n)
nos da la siguiente integral de Kronecker:

χ(F0, F01, ..., F0n) = (volSn−1)−1

∫
M

r ◦ (F01, ..., F0n)∗σ

con M = δF−1
0 ((−∞, 0]).

El mapeo r ◦ (F01, ..., F0n) puede ser interpretado como el (n − 1) −
dimensional mapeo de Gauss g : M → Sn−1, y otra vez hay un mapeo
K : M → R tal que Kdv = (r ◦ (F01, ..., F0n))∗σ.

La curvatura 2− dimensional del teorema de Gauss, tiene una generali-
zación natural para dimensiones mayores (para hipersuper�cies); la función
K tiene una representación K = k1, ..., kn−1, donde la ki es la curvatura
principal. Para el caso donde 0 ∈ Rn es un valor regular para (F01, ..., F0n)
entonces la curvatura integra de M = ∂F−1

0 ((−∞, 0]) se sigue de:

(volSn−1)−1

∫
M

Kdv = (volSn−1)−1
∫
M
r ◦ (F01, ..., F0n)∗σ

=
∑

(F01,...,F0n)(x)=0 signd(F01, ..., F0n)(x)

F0(x) < 0.

El concepto anterior está de igual forma relacionado con el trabajo de
Poincaré acerca de los puntos de equilibrio para una ecuación diferencial
ordinaria:

dx
dt

= X, dy
dt

= Y , dz
dt

= Z, donde X, Y, Z son polinomios de x, y, z.
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La super�cie F−1
0 (0) donde (F0 : R3 → R, 0 ∈ R) es un valor regular para

F0 y que no toca a el campo vectorial, induce:

∂F0

∂x
·X + ∂y

∂t
Y + ∂F0

∂z
· Z 6= 0 ∈ F−1

0 (0)

Entonces la característica χ(F0, X, Y, Z) estrictamente hablando:

(volS2)−1

∫
F−1
0 (0)

(r ◦ (X, Y, Z))∗σ

es igual a la característica χ(F0, F01, F02, F03) en el caso < 0, y para el
caso > 0 es igual a la característica χ(F0,−F01,−F02,−F03).

La prueba de Poincaré se re�ere a la invarianza homotópica del número
de arrollamiento, que prueba la invarianza homotópica de la característica
de Kronecker. Consecuentemente, si F−1

0 (0) es una super�cie que no toca al
campo vectorial, entonces χ(F0, F01, F02, F03) 6= 0 implica la existencia de un
punto de equilibrio.

Los cálculos de Poincaré para χ(F0, F01, F02, F03) en el caso que F−1
0 (0)

es una super�cie 0 o 1; entonces podemos dar la fórmula general de Gauss-
Bonnet :

Si F−1
0 (0) es una super�cie p

χ(F0, F01, F02, F03) = 1− p

= (1
2
)χ(F−1

0 (0)).



Apéndice

Espacio Métrico

5.7.1 De�nición. Sea X un conjunto. Una función d : X ×X → R
se llama métrica si d satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo x, y ∈ X, d(x, y) ≥ 0.

2. Para todo x, y ∈ X, d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

3. Para todo x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x);

4. Para todo x, y, z ∈ X,

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).

El conjuntoX con una métrica �ja d se llama espacio métrico.Formalmente,
un espacio métrico es una pareja ordenada (X, d), donde X es un con-
junto y d es una métrica en X Para cualesquiera dos puntos x y y de
X, el número real d(x, y) se llama distancia entre x y y.

Espacio Topológico Sea (E, T ) E un conjunto de puntos provisto de
una topología T , i.e, una colección de subconjuntos de E que satisface
las siguientes propiedades:

1. ∅ ∈ T , E ∈ T .
2. Si (O1 ∈ T,O2 ∈ T ) entonces (O1 ∩ O2) ∈ T Es cerrado bajo

intersecciones �nitas.

3. Para toda i ∈ I y Oi ∈ T entonces Ui∈TO2 ∈ T Es cerrado bajo
uniones arbitrarias o bien para toda S ⊆ T , UO∈SO ∈ T .

5.7.2 De�nición. Sean X, Y dos espacios topológicos, A ⊆ X cerrado
y f : A → Y contínua. Entonces F : X → Y tal que F |A= f es una
extensión de f sobre X relativa a Y .

75



76 CAPÍTULO 5. ALGUNOS COMENTARIOS HISTÓRICOS

5.7.3 De�nición. Sean x ∈ X y U un conjunto abierto. Llamamos a
V vecindad de x tal que x ∈ U y U ⊆ V .

Observemos que si U es abierto, U es vecindad de cualquier punto en
U .

5.7.4 De�nición. Un espacio Y es Hausdor� si dados cualesquiera
p 6= q en Y sus vecindades U(p), V (q) son tal que U ∩ V = 0.

5.7.5 De�nición. Sea Y un espacio de Hausdor�. Entonces Y es nor-
mal si para cada par de conjuntos cerrados disjuntos tienen vecindades
disjuntas.

5.7.6 De�nición. Un espacio topológico T se llama compacto , cuando
cualquier cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimiento �nito.

5.7.7 Observación. La propiedad de compacidad la tienen todos todos
los subconjuntos cerrados acotados de un espacio euclídeo de cualquier
dimensión �nita.

Véase [5, p.104]

5.7.8 Teorema. Sea {V1, ...Vn} una cubierta abierta de M y sean
f1, ...fn : M → R funciones diferenciables tal que:

• 0 6 fi(x) 6 1,∀x ∈M y ∀i = 1, ..., n.

• sop fi ⊆ Vi, ∀i = 1, ..., n.

•
∑n

i=1 pi(x) = 1, ∀ x ∈M

Entonces fi, ...fn son una partición de la Unidad.

Véase [4, p.52]

Propiedades de la función Exponencial.

1. ez =
∑n=0
∞

zn

n!
existe y es analítica en C.

2. ez = ex+iy = ex(cos y + i sen y).

3. ez+w = ezew para toda z, w ∈ C.
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4. ez es periódica, caulquier periodo de ez tiene la forma 2πni, n
entero.

5. Si x es real, entonces ex > 1 cuando x > 0, y ex < 1 cuando x < 0.
Toda franja horizontal de ancho 2π se mapea biyectivamente a
C \ {0}.

6. ez nunca es 0. Su imagen es C \ {0}.
7. E : R→ S1 tal que E(θ) = eiθ es el cubriente universal.

8. d
dz
ez = ez.

9. log ez = log |ez| + i arg ez, donde log z es la inversa de ez tal que
para cualquier rama de log z tenemos que elog z = z.

10. e2πi/2 = i, eπi = −1, e3πi/2 = −i, e2πi = 1.

11. ez = 1 si y sólo si z = 2nπi para algún entero n (positivo, negativo
o 0).
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Glosario

S1 circunferencia.
Sn esfera de grado n.
C complejos.
Z enteros.
R reales.
H(A) envolvente convexo.
σn n-simplejo.
[σn] simplejo orientado.
H : X × I → Y homotopía.
γ curva.
I(γ, z0) índice de γ.
f̃ levantamiento.
p mapeo cubriente.
X/ ∼ conjunto de clases de equivalencia.
[γ] clase de equivalencia.
αi arco en S1.
p(ζ) número en sentido positivo, de αi.
n(ζ) número en sentido negativo de αi.
deg grado.
T triangulación.
p(ξ, T, ϕ) número positivo de ϕ.
n(ξ, T, ϕ) número negativode ϕ.
D(ξ, T, ϕ) suma aritmética de p y n.
Id mapero identidad.
r : X → A retracto.
B bola.
p+ polo norte.
p− polo sur.

79
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SX suspensión de X.
M,N variedades.
∂M frontera de M.
Int(M) interior de M.
Tx espacio tangente.
Hn semiespacio superior de Rn.
V,W espacio vectorial.
W (f, x) número de arrollamiento.
V ∗ dual de V.
Λp p-tensor alternante.
Alt alternante.
ω(x) p-forma.
Λp(M) espacio de p-formas en M.
sopω soporte.
K(F ) integral de Kronecker.
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