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“Pero ser incompleto y saberlo es también senal del pensamiento, y
justamente es ese pensamiento por el que vale la pena morir”
Th. W. Adorno y M. Horkherimer, Dialéctica de la Ilustracion

“Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen, nicht das Besitzen
sondern das Erwerben, nicht das Da-Seyn, sondern das Hinkommen, was

den gréssten Genuss gewdhrt.”
Carl Friedrich Gauss

A mis padres Bertha y Jesus.
A mis abuelos y a mis hermanos.
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Introduccion

La dimension, derivado de nuestro entendimiento del espacio fisico, es
uno de los méas interesantes conceptos matematicos.Durante el siglo XIX y
a principios del siglo XX, diversos matematicos generalizaron el concepto y
probaron su significado.

Sin embargo esto llevo al intento de resolver problemas méas complejos.
Surgieron preguntas como ;En qué sentido era la dimensiéon un invariante
geométrico? ;jPodria la dimension de un espacio y la dimension de su imagen
ser diferente bajo algiin mapeo?

Brouwer estaba fascinado por el problema de invarianza dimensional. ;Era
posible, para ello, que existiese una funcién continua uno a uno, de un domi-
nio de dimensiéon m a un dominio de dimensioén n, tal que m # n? Brouwer
busco la respuesta. En uno de sus articulos publico una prueba general de
la invarianza dimensional, usando dos novedosos conceptos: el de mapeo en-
tre variedades y el grado de un mapeo. Brouwer inicialmente desarroll6 el
concepto de grado de un mapeo para una generalizacion n-dimensional del
teorema de singularidad para campos vectoriales sobre esferas y el teorema
del punto fijo para mapeos de esferas.

Sin embargo unos anos antes en 1878, la publicacion de Cantor “Contri-
bucion a la teoria de variedades” ( “Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre ”
) habia encontrado una a soluciéon del problema, pero sélo para dimensiones
bajas.

De igual forma se intent6 generalizar el resultado a ecuaciones diferen-
ciales no lineales de orden superior. Esto se analiz6 con ayuda del trabajo

analitico realizado por Kronecker, en 1869, acerca del indice de sistemas de
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v INDICE GENERAL

funciones de R™. Dicho trabajo tenfa un sentido topologico, ya que la ca-
racteristica de Kronecker, como lo prob6 W.Dyck, podia ser expresada en
términos puramente topologicos.

El presente trabajo se avoca al estudio comparativo de diferentes versio-
nes de la idea de grado topologico en las categorias diferenciable y topoldgica.

En el primer capitulo llevamos el concepto de homotopia de curvas al
Teorema de Deformacion para definir el Indice y demostrar por medio de
la variable compleja que es un ntimero entero. Hecho lo anterior se definen
espacios cubrientes y levantamientos de curvas para abandonar por comple-
to la teorfa de la variable compleja y definir el grado usando herramientas
topologicas mas que del anélisis complejo.

El segundo capitulo toma su atencién en generalizar el concepto de grado
para mapeos entre esferas.

En el capitulo cuarto, nos referiremos a las formas diferenciales y la in-
tegracion en variedades para dar la forma de volumen de la esfera y asi
relacionar la formula de grado a través de la integral de Kronecker. De este
modo llegamos a la comparaciéon del grado con el indice y asi homologar los
primeros capitulos con algunos comentarios historico, que abarcaremos en el
ultimo capitulo, a la luz de las ideas de Kronecker.



Capitulo 1

Indice y Grado

Contar el nimero de veces que una funcion enrolla su dominio sobre su
contradominio, ha sido de interés no s6lo para la topologia. Disciplinas como
la variable compleja y el problema general de solucion de ecuaciones también
han hecho un delicado anélisis al respecto. Existe una férmula util que nos
dice cuantas veces gira una curva cerrada v alrededor de un punto dado zy. A
este nimero le llamaremos indice y se definird a la luz de la variable compleja
via una integral. Veremos como dicho indice es un invariante homotépico y
via levantamientos dejaremos las integrales para definir topolégicamente el
indice como un caso particular de la nocién grado.

1.1. Indice en Variable Compleja

1.1.1 Definicién. Sean X y Y espacios topologicos, A C X y sea [ = [0, 1].
Decimos que dos funciones continuas f,g : X — Y, tales que f(z) = g(z)
Vo € A son homotdpicas relativas a A si existe una funcién continua:

H: XxI-=Y

tal que,
H(z,0) = f(z) VexelX

H(z,1)=g(z) VreX
) VeeAvtel
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Entonces H es una homotopia de f a g relativa al conjunto A. Denotamos
esto como f ~ g(rel A).

En el caso A = () diremos que H es una homotopia libre y denotamos
esto como f ~ g.

Diremos que {H;};cr es una familia de funciones de X en Y parametri-
zada por t, tal que H; : X — Y donde Hy(x) = H(x,t) t € I.

Nos referiremos al campo complejo como C y llamaremos region a cual-
quier conjunto abierto y conexo de G C C, y a las funciones continuas de
[0,1] a C las llamaremos curvas.

Sean vy : [0,1] — Gy 71 : [0,1] — G dos curvas continuas de 2y a 2,
en G. Decimos que 7o es homotdpica con extremos fijos a v en G, tal que

Yo =~ 1 (rel{0,1}).

Figura 1.1: Homotopia con extremos fijos
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Las curvas pueden variar, torcerse o cruzarse sobre s{ mismas o con res-
pecto de la otra. Consideremos ~,(t) = H(s,t), donde cada ;s es una curva
continua de 2y a z; en A. La curva inicial es g y corresponde al lado izquierdo
del cuadrado unitario. La curva final es 7, y corresponde al lado derecho del
cuadrado. Todo el lado inferior va a zg, asi como el lado superior va a z;. Las
curvas 7, son una familia de curvas intermedias que cambian continuamente.

1.1.2 Definicién. Sean v : [0,1] = Gy 71 : [0,1] — G dos curvas cerradas
continuas en GG. Decimos que 7y v 71 son homotdpicas como curvas cerradas
en G si existe una funcion continua H : [0,1] x [0,1] — G de vy a v, tal que
H(0,t) = H(1,t) para 0 <t < 1.

Si consideramos 75(t) = H(s,t), entonces cada 7, es una curva continua
en [0, 1].

Figura 1.2: Homotopia de curvas cerradas

Podemos parametrizar, a modo de ejemplo, el circulo unitario como vy (t) =
cost+isent y la elipse 2%/4+y* = 1 como 7, (t) = 2cost +isent. Estas cur-
vas son homotopicas como curvas cerradas en el anillo A = {z | 5 < |2| < 3}.
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Es posible considerar la homotopia H(s,t) = (1 4 s) cost + isent.

1.1.3 Definicién. Sea v : [a,b] - Gunacurvaya=ap < a; < .. <a, =0
una particion finita de [a,b]. Decimos que 7 es una curva suave por tramos
en G si 7/(t) existe en cada subintervalo abierto (a;,a;+1) y es continua en

(aia ai+1)-

1.1.4 Definicién. Sean [ : G — C una funcion continua y v : [a,b] — G
una curva suave por tramos. Definimos la integral de f a lo largo de v como:

[ 1= [ = Z [ rewy o

1.1.5 Teorema. Teorema de Deformacion Sea f una funcion analitica

en un conjunto abierto G, y vy y 71 curvas cerradas suaves por tramos en
Véase [6, p.152]

» 5Py~ 7 (rel{0, 1}). Entonces

[7=1
[o=1

1.1.6 Corolario. Sea 7y : [a,b] = C\ z0 y ¢ : [, 5] = [a, b] un homeomorfis-
mo creciente, es decir ¢ es diferenciable, tal que ¢’ >0, p(a) = a, () = b,

entonces f,yf = f'yow f.

1.1.7 Definicién. Sea v una curva cerrada en G y 25 € G un punto que no
estd en 7. Entonces definimos el indice de v con respecto de zy,como:

1 dz
T(y,20) = —— /
i

» Siyy >~ . Entonces

2mi )., 2z — 2o
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Por el corolario anterior, podemos inferir que el indice es un invariante
bajo parametrizacion.

o
' Indice=1

Indice=-1 Indice=2

Figura 1.3: Ejemplos de Indice de una curva alrededor de un punto

1.1.8 Ejemplo. Sea v el circulo de radio r, con centro en zg € C y sea
n € Z. Entonces
n_ |0 sin#-1
/(Z_ZO) _{ i sin -1
v
DEMOSTRACION:

Sea n > 0 . Entonces

d 1
o n_ o n+1
(2 = 20) dzn+1 (2 = 20)
de donde
/(z—zo)"-dz:()
v
El caso n < —2 es anédlogo al anterior.
Ahora si n = —1 consideramos la parametrizacion v(t) = re® + 2y con

0 < t < 27. De donde +/(t) = rie. Entonces

1 27 1 ) 27
/ dz = / - irettdt = / dt =2mi =n
v 2= 20 o (reft+ zp) — 2z 0
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Por lo tanto
n = 1(77 Zo)
.

1.1.9 Teorema. Teorema del Indice Sea 7 : [a,b] = C\ {20} una curva
cerrada (C' por tramos). Entonces I(7,2) es un entero.

Demostraciéon:

Sea

t
o) = [ s
Entonces, en puntos donde la integral es continua, el teorema fundamental
del calculo nos da

g/ (t) - 'Y(’:)(j)zo

De esta forma se tiene
Le90y(t) - 2] = 0

en puntos donde ¢'(t) existe, y por tanto e 9®[y(t) — 2] es constante por
tramos en [a, b]. Este valor constante es

e “[y(a) — 2]

Asi e 9O [y(b) — z0] = e 9 [y(a) — z). Pero v(b) = v(a), de modo que
e~ = ¢79(@) Por otra parte, g(a) = 0; asi que e 9®) = 1.
Por lo tanto, g(b) = 2wni con n € Z. .

1.2. Espacios Cubrientes

1.2.1 Definicién. Sean X,Y espacios conexos. Un mapeo cubriente sobre
un espacio topologico X es una funciéon continua p : ¥ — X, tal que cada
punto x € X tiene una vecindad abierta U que satisface:

» p~}(U) es la union ajena de abiertos V; C Y, j € J donde J es algin
conjunto no vacio de indices.
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» Para cada j € J, la restriccion Ply, - V; = U es un homeomorfismo.
Decimos que X es la base del cubrimiento y Y es el espacio cubriente.

Para cada punto z en la base, la imagen inversa de x en U es un espacio
discreto llamado fibra sobre x tal que p es suprayectiva.

1.2.2 Definicién. Sea p : Y — X un mapeo cubriente. Si f : W — X es
una funcién continua entonces un levantamiento de f es una funciéon continua

f:W =Y talquepo f=f.

1.2.3 Teorema. Levantamiento de curvas Sea p: Y — X un mapeo cu-
briente tal que p(yo) = xo. Entonces cualquier curva vy : I — X que comienza
en xg tiene un levantamiento inico a una curva y en'Y que comienza en .

1.2.4 Proposiciéon. Para cualquier f : S* — S! existe una tnica ¢ : [ — R
tal que p(0) =0y f(1) = 1. Entonces f(a) = ¢(a),a € S*.

®
[—R
(P/ e2mit

Sl s

Demostracioén:
Si ¢ : I — R entonces f(e?™) = 2% y o(0) = 0.

Sea z =re? € C, tal que r > 0y —7 < 6 < 7, donde log(z) = In(r) + i0
y sea ¢ :i — S1, tal que q(t) = f(627rit)'

Definamos el inverso de ¢. Como I es compacto, ¢ es uniformemente
continua. Tomemos 0 = ty) < t; < ... < t, = 1, particiéon de I, tal que
lg(t) —q(t;)| <2siteftj,tjm]yj=0,1,...,k— 1. Entonces ¢(t) # —q(t;),
de aqui que q(t) - —q(t;)~" # —1, por tanto log(q(t)) - q(t;)~* esta bien defi-
nido. Entonces
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t.
P(t) = 75 (log(X4) + ... + log(54%)

t €t tj]

En consecuencia ¢ estd bien definida, es continua y toma valores reales.
Ademas q(ty) = q(0) = 1, entonces e>™#(t) = % = q(t) = f(e*™).

Ahora veamos que es tnica. Sea ¢, : (I,0) — (R,0), tal que ¢ = e
St — S' donde 2™t = 2mW(®) entonces ¢(t) —Y(t) € Z, tel.

Ahora como I — Z, tal que t — 1(t) — ¢(t) es continua, I conexo y Z
discreto, entonces la funciéon es constante y, como ¥ (0) — ¢(0) =0 — 0;
1 = @. Y e*™ es el cubriente de S?. O

1.2.5 Observacion. Sea p: Y — X un mapeo cubriente. Entonces Vr € X
los conjuntos p~'(z) tienen la misma cardinalidad.

1.2.6 Teorema. Levantamiento de Homotopias Sea W un espacio to-
pologico y p : Y — X un mapeo cubriente. Entonces toda homotopia F :
W xI— X con F(w,0) = f(w), w € W puede ser levantada a una ho-
motopia F : W x I = Y con F(w,0) = f(z), donde f : W — Y es el
levantamiento de f.

1.2.7 Teorema. Sea p : Y — X un mapeo cubriente tal que p(yo) = .
Sean v y ¢ dos curvas de xy a x; en X tal que v ~ ¢ rel{0,1} donde ¥
Yy @ son sus respectivos levantamientos en Y que empiezan en yy. Entonces
v~ ¢ rel{0,1} y las dos curvas Yy terminan en el mismo punto.

Demostraciéon:

Sea p : Y — X una aplicacion cubriente y supongamos que p(yo) = Zo.
Sean vy ¢ dos curvas en X de x( a z1; sean 7y y ( sus respectivos levantamien-
tos a curvas en Y que empiezan en . Si -y y ¢ son equivalentes (homotopicos
relativamente a {0, 1}), entonces 4 y ¢ son equivalentes. En particular, 5 y
¢ terminan en el mismo punto. O]

Sip:C — C\ {0} es un mapeo tal que p(z) = e* donde z = = + iy.
Entonces p es un mapeo cubriente.
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1.2.8 Ejemplo. Consideremos p : R — S, tal que p(y) = e*™¥ entonces
p(y) es el cubriente de S*.

Demostracidn:

Sea U = S"\{1}, entonces p~'(U) = R\Z. Como R\Z =[], .,(n,n+1)y
por ser p un homeomorfismo se tiene que para cada n la restriccion p|gny1) —
U es un homeomorfismo. Ahora, sea U cualquier abierto tal que U esté conte-
nido S, entonces p~'(U) = [1,c Un ¥ ply, : Uy — U es un homeomorfismo.
Asi para toda vecindad de 1 € S! esta cubierta por p.

Por lo tanto la exponencial es una mapeo cubriente donde su fibra es equi-

valente a Z.
O

1.2.9 Corolario. Sean 7y : [a,b] = C\ {0} y (o € C tal que e = (a).
Entonces existe una tinica 7 : [a,b] — C tal que y(t) = &7, Vt € [a, b].

exp

[a,b] ————C\ {0}

1.2.10 Teorema. Sea v : I — C\ {0} cerrada y sea 7 : I — C su levanta-

miento. Entonces . . .
— | —=dz = —(~(1) —~(0
i ], 20 = 35000 = 30)

Demostracion:
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Sean § : [ — C\{z} funcion continua y exp : C — C tal que exp~ (wy) =
Co + 2min, donde e = wy. Es decir, si e = ™! entonces wy — w, € 27in,
n e z.

Podemos escribir y(t) = d(t) + 2, tal que y(t) — zo = €7,

Por lo tanto +/(t) = 7/(t)e™?

b b
amil(20) = [ s = [ gl =3y

a

y 9(b) = gla) €Z. 0.

1.3. Grado e Invarianza Homoté6pica

1.3.1 Lema. Sea H : f — g una homotopia relativa a G. Entonces la
familia de funciones H; : X — Y es una relacion de equivalencia, tal que

f ~g(relG).
Al conjunto de clases de equivalencia le denotamos como X/ ~.

1.3.2 Definicién. Sean v ~ ¢(rel{0,1}) dos curvas cerradas en X. Y sea
F I x I — X una funcién tal que:

F(t,0) =~(t)
F(t,1) = (1)
parately
F(0,s) =~(0) = ¢(0)
F(1,5) =~(1) = ¢(1)
para s € [.

Entonces v ~ ¢ forman una relacion de equivalencia.

Denotemos como [y] a la clase de equivalencia.

Sea X = {7y : S' — S'v es continua }. Entonces denotamos como
X/ ~=[S1, 5" al conjunto de clases de equivalencia del circulo en el circulo.
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1.3.3 Definicién. Sean f : S' — S'y S! orientado y subdividido en puntos
21y ey Zny Zne1 = 21 para ¢ = 1,...,n. Llamamos «a; al arco mas pequeno que se
define de f(z;) a f(zi11), tal que la imagen de f no tiene puntos antipodales,
i.e, el diAmetro, denotado como 9, es < 1.

Ademaés decimos que «; es positivo si va en sentido opuesto a las ma-
necillas del reloj y negativo en el caso contrario. Denotaremos como p(() al
namero de «; en sentido positivo, y n(¢) al ntimero de «; en sentido negativo,
donde ¢ € S! es diferente de cualquier f(z;).

1.3.4 Definicion. Sea ¢ € S', distinto de f(z;). Definimos al grado como la
diferencia en p(¢) — n(¢) de f. Y lo denotamos como deg.

1.3.5 Lema. Fl grado no depende de o de la subdivision de zq, ...., 2.

En particular, para cada n € Z, el mapeo z — 2" tiene grado n.

Por otro lado observemos que si p : R — S! es una aplicacién cubriente
y v € S! una curva cerrada que comienza en xy y 7 su levantamiento tal
que (1) € p~'. Entonces el grado de v, deg (), es el ntimero n € Z, tal que
7(1) = n.

1.3.6 Teorema. Sea f : X — Y una funcion entre conjuntos donde Vrq,xy €
X, x1 ~ xo tal que f(z1) = f(x2). Entonces eriste una inica f: X/ ~—Y
y el diagrama conmuta:

X/~
Es decir f = foll

1.3.7 Proposicion. Sea X = {y : S' = S|y €e C'} ysea f: X — Z
donde Vxi,12 € X, 11 ~ 1z tal que f(x1) = f(x2). Entonces existe una
unica f : X/ ~— Z y el siguiente diagrama conmuta.
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X deg 7
11
Deg
[S*, 5]

Es decir deg(f) es un invariante homotopico.
1.3.8 Proposicién. Si f ~ g: S' — S, entonces deg(f) = deg(g).

Demostracion:

Sean H : S' x I — S! una homotopia tal que H(«a,0) = f(t) y H(a,1) =
g(t),y fi : S* — S* en donde f;(t) = H(t,s). Sabemos por el teorema 1.2.6
que existe ¢; : I — R tnica, en la que ¢;(0) =0, ¢(1) =n € Z.

Tomemos h : [ x I — S, donde h(s,t) = f;(e*mit) sabemos que es uni-
formemente continua. Elegimos una particion de I de tal manera que

|h(s,t) — h(s,t;))] <2sise€l, t€t,ti1] yi=0,1,...,k — 1 Tomamos

h;:t— h(s,t),conselytelt;tii], y definimos ¢, como:

h(s, h(s,t; h(s,
pi(t) = ﬁ(log(hﬁsi;%) ot 10g<h(s(,tji)1) T log(h(i,tf)))

Por lo tanto, ¢;(t) es continua en s y en t. En particular, la funcion
s — ;(1) es continua y, como ¢;(1) € Z, es constante. Ahora, f(a) = f(1)
y 9(a) = g(1).
Por lo tanto, deg(f) = ¢vo(1) = p1(1) = deg(g). .

1.3.9 Teorema. La funcion [S',SY| — Z, tal que [f] — deg(f), estd bien
definida y es biyectiva. Fs decir, se tiene que
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a) Sin € Z, la funcion g, : S* — S, donde g,(a) = o, es tal que
deg(g,)=n.

b) Sean f,g:S' — S, entonces f ~ g si y sdlo si deg(f) = deg(g).

Demostracion:
a) Como gy,(e
‘Pn(l) =n

2mit) = e(2mnt) entonces gn(a) = @, de donde deg(f) =

b) Ya sabemos que f ~ g, entonces deg(f) = deg(g). Ahora si, deg(f) =
deg(g) = n, entonces f(a) = f(1) o p(a) v g(a) = g(1) o §(«), de manera
que estas composiciones son homotopicas a Idgi, donde ¢(0) =0 = ~v(0) y
©(1) =n =~(1). Y, como ya sabemos que ¢ ~ ¢, =~ v, por lo tanto tenemos

que f~p~p, ~9~g. .

1.3.10 Observacioén. Cada clase de curva cerrada en S' se caracteriza por
el nimero de vueltas que le da a S'. Es decir el Indice es un invariante
homotdpico que se factoriza a través de las clases de quivalencia.

1.4. Indice y Grado

Por lo visto en la primera seccion sabemos que el indice se calcula como
una integral. El grado de f : S — S! se calculé con base en levantamientos.
De alli que la correspondencia f — 7 induce una biyeccién de X/ ~ en
[S1,S'. Lo cual nos ayudard a la comparacion entre el calculo del Indice y
el Grado.
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1.4.1 Teorema. Sea p : [0,1] — St tal que p(a) = €™ donde deg(p) =

o(1) — ¢(0), entonces deg(p) = 1(7,0).

X/N%Z

[, 5]

Demostracion:
Con un cambio de pardmetro o lineal vimos que

I(toyoo,0)=1I(to~,0)
donde
toyoo:[0,1] — S

v :10,1] — [a, b].

Tal que, via la exponencial v = ¢ y 0 = ¢ 0 270

deg(yp) = I(7,0).

, tenemos que



Capitulo 2

Grado en S™

2.1. Grado para mapeos en la esfera

Considerando a la esfera como S™ = {z € R"™ | ||z| = 1}, la genera-
lizacion del grado de f : S™ — S™ para n > 1 se sigue de la definicion de
grado para S'. Sin embargo, los preliminares requieren de algunos conceptos
del algebra que analizaremos en el presente capitulo.

2.1.1 Definicién. Sea A en R” un conjunto cualquiera. La envolvente con-
vera H(A) es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen
a A.

2.1.2 Definicion. Sea A = {py, ..., pns1} un conjunto de (n + 2) puntos en
R™"1. La envolvente convexa de A es llamada el (n+1)-simplejo geométrico
generado por A y se denota como o = (pg, ..., Dnt1)-

Si p1 — po, P2 — P1, -+ Prr1 — Po son linealmente independientes, entonces
se dice que el simplejo o es no degenerado.

Es facil ver que

o={Aopo+ ..+ Ang1Papa| 0< A< 1 ’Z)‘izl}'

Siqo, --Gr+1 € {pos ..., Pnt1}- Entonces el simplejo (qo, ..., gx+1) €s una cara
de (po, ---Pnt1)-

15
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\)

ou

Figura 2.1: Simplejo estandar de dimension 2

2.1.3 Lema. Sea (x},:;x?“) coordenadas de p;. Entonces el simplejo o =

(Poy -y Dns1) €S no degenerado si y solamente si

1 n+1
Ty, .- STy, 1
det(po...pns1) = | .. ... # 0.
1 n+1
Tpigy -0 5Tyl

Geométricamente esto quiere decir que o es no degenerado si y sélo si
tiene volumen distinto de cero. Dicho de otro modo, los n + 2 vértices del
simplejo no estan contenidos en un n — hiperplano.

2.1.4 Definicién. Un (n+1)-simplejo orientado es un (n+1)-simplejo geo-
métrico junto con un orden total definido de sus vértices. El simplejo o =
(o, + s Pny1) con sus vértices orientados, p; < - -+ < pp41 se denota como

[U] = [p()vplv "')pn—‘rl]'
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Figura 2.2: 2-simplejo orientado

El signo de un simplejo orientado [pg, p1, ..., Pnt1] es el signo de det =
(Poy -y Pnt1). Un simplejo degenerado tiene signo cero. Una permutacion
par de los vértices de [o] no cambia su signo.

2.1.5 Lema. Sean [o] = [po,p1, .-, Pni1] ¥ [0'] = [Phs D1,y Put1] dos (n)-
simplejos no degenerados, con (py,....,Pnt1) como cara comin y sea L el
n-hiperplano que contiene esta cara. Entonces po, pjy estdn del mismo lado de
L si y sdlo si [o] y [0] tienen el mismo signo.

Demostracion:

Como Apg + (1 — A)pf, 0 < A < 1, es una linea recta que une a py y pp,
solo necesitamos remarcar que

» det[Apo + (1 — N)po, p1, - Pur1] = Adeto + (1 — N)deto’. Entonces los
valores de [deto, deto’] estan en R!.

= det(q,p1, .., Pnr1) =0siysolosiqge L.
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2.1.6 Definicién. Sea S™ la n-esfera y py, ....p, un conjunto de n+1 puntos
en S™ con didmetro < 1 donde su envolvente convexa no contiene al origen
0. Entonces el n-simplejo esférico es la proyeccion desde el origen en S™ del
simplejo o = (po, p1, ..., Pn) - Denotaremos como s al simplejo esférico.

Decimos que s es degenerado si y solo si (n+1) vértices estan en un n-
hyperplano que pasa por el origen, esto es, si y sblo si el (n+1)-simplejo
(Po, - Pn, 0) € R™! es degenerado.

De la misma manera que antes un n-simplejo esférico ordenado es un
n-simplejo esférico junto con un ordenamiento definido de sus vértices.

El signo del n-simplejo esférico ordenado [po, ..., p,| se define como el signo
del (n-+1)-simplejo ordenado [po, ..., pn, 0] en R,

2.1.7 Definicién. Una triangulacion de S™ es una descomposicion de S™
en un namero finito de n-simplejos esféricos que no se traslapan y son no
degenerados, tal que cada (n-1)-cara de un n-simplejo es la cara comin de
exactamente dos n-simplejos.

Figura 2.3: simplejo esférico en S?

2.1.8 Definicién. Sean S™ y X" dos n-esferas y 7' una triangulacion de
S™. Un mapeo propio de vértices ¢ : T — X" es un mapeo con la siguien-
te propiedad: Si (po,....,p,) son vértices de un simplejo de T, el conjunto
{¢(po), --.s; o(pn)} C X" tiene didmetro < 1.
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Asi tenemos que a cada simplejo o € T' le corresponde un tnico simplejo
(o) en ™. Entonces el n-simplejo esférico ordenado [o] = [po, ..., Dn] se co-
rresponde con el n-simplejo esférico ordenado ¢([o]) = [¢(po), ..., ¢(pn)] en
DI

Aunque el ordenamiento de [o] determina el de p[o], el signo de [o] puede
ser diferente al de @[o].

2.1.9 Ejemplo. Supongamos que @ es el mapeo antipodal. Si [o] = [po, ..., pnl,

entonces plo] = [—po, ..., —pn] es tal que
TR |
det(plo]) = | =z}, ..., —apth 1| = (=1)""det[o]
0, ... 0.1

Notemos que la familia de conjuntos {p(o)|lc € T} no necesariamente
forman una triangulacion de ", puede haber simplejos traslapados y dege-
nerados.

2.1.10 Definicién. Sean T una triangulacién de S™ de tal manera que todo
n-simplejo de T esté ordenado positivamente. Sea ¢ : T" — X" un mapeo
propio de vértices y sea £ € ¢(0) un elemento que no pertenece a la frontera
de ningin (o). Definimos al numero positivo de ¢[o]| como

p(&, T, p) =#{o € T|p|o] es positivo y £ € p(o)}

y al nimero negativo de p[o] como

n(&,T,p) = #{0 € Tlglo] es negativo y € € p(0)}

2.1.11 Lema. Sean T una triangulacion de S™ con todos sus n-simplejos
orientados positivamente y ¢ : T — X" un mapeo propio de vértices. FEnton-
ces

D(gu T7 90) = p(éa T7 90) - n(gv T7 (,0)

es el mismo numero para toda & € X" que no estd en la frontera de ningin
p(o).
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Demostracion:

Supongamos que ¢(7) es no degenerado. Sea ( € ¥ un punto que no esta
en la frontera de ningiin ¢(0). Consideremos una curva suave que une a dos
puntos £ y ¢ en X", tal que no cruza ninguna cara de dimension < (n — 1)
de ningtn ¢(0), y £ se mueve a ¢ a lo largo de la curva. Entonces D(&, T, )
puede cambiar solamente cuando £ cruza una (n — 1)-cara de algtn (o).
Observemos que cada(n — 1)-simplejo (py, ..., p,) en T correspondiente a esta
cara es la cara comin a exactamente dos n-simplejos, o = (po, p1, ..., Pn) ¥
o' = (po,p1,---,Pn) en Ty, ademés [o] y [0'] son de signo opuesto porque T'
es una triangulacion. Ahora consideremos a L el hiperplano expandido por
0y la cara ¢(p1),- - -, @(pn) es cruzada por &; el argumento depende de la

posicion de ¢(po) ¥ ¢(pp) en L.

» Si (po) v ¢(pp) estan del mismo lado de L. Entonces & deja a p(0) y
@(0’) cruzar L. Por el lema 2.1.6, p[o] y ¢[o’] tienen el mismo signo.
Sin embargo, el signo de cada ¢[o] es determinado por los simplejos
positivos de T, de aqui que en este caso £ pierde (o gana) un simplejo
positivo y uno negativo, por lo que D(&, T, ¢) no sufre ningin cambio.

» Si p(po) y @(py) estan en lados opuestos de L. Entonces & deja p(o) y
entra p(o’). Siguiendo la misma légica que en el inciso anterior, £ inter-
cambia un simplejo de un signo por otro del mismo signo. Nuevamente
D(&,T, ) no sufre ningin cambio.

Por lo tanto D(§,T,¢) = D((, T, ).

Ahora consideremos el caso en que hay ¢(o) degenerados. Fijamos £ y ¢
ysean € > 0y ¢ : T — 3™ un mapeo propio de vértices tal que:

» ¢'(0) es no degenerado y |p(p) — ¢'(p)| < € para cada vértice p € T'.
» Para cualquier ¢(0) no degenerado, plo]| y ¢'[o] tienen el mismo signo.

» ¢ (respecto a () estan en el interior de /(o) si y sélo si estan en el
interior de ¢(0).
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En cualquier caso se tiene que
D(E,T, ) =D& T,¢') = D(C,T,¢)

= D((,T,)

.
Notemos que el resultado de la demostracion anterior para el caso donde
hay (o) degenerados se puede generalizar al siguiente lema.

2.1.12 Lema. Sean T, p,& como en 2.1.11. Entonces existe € > 0 tal que
para cualquier mapeo propio de vértices ¢’ : T — X" con |p(p) — ¢'(p)] < €
para todo vértice p se satisface:

D(,T,p) =D, T, ')

De ahora en adelante el valor D(§, T, ) serd denotado simplemente por
D(T, ).

2.1.13 Observacién. Sea [ : S™ — X" una funcion continua. Como S™ es
compacta podemos encontrar una triangulacion T de S tal que 0f(c) < 1
para cada o € T

Si ahora reemplazamos a f por el mapeo propio de vértices ¢y : 7" — X"
tal que ¢¢(p) = f(p) para cada vértice p de T, tenemos el siguiente lema.

2.1.14 Lema. El nimero D(T, ¢¢) es independiente de la triangulacion T
de S™, siempre que el mapeo asociado @y sea un mapeo propio de vértices.

Demostracion:

Sean T'y 1" dos triangulaciones; y ¢ y ap’f los mapeos propios de vér-
tices asociados. Supongamos que T,7T" tienen en comin una triagualcion
T”.Entonces basta con mostrar que D(py, T') y D(¢;, T') son iguales a D (o7, T").
Esto se obtiene por repeticion, si se muestra que introduciendo un nuevo vér-
tice a T, este no altera el valor. Esto es facil de obtener ya que podemos
calcular D(T, ¢¢) en un punto de X" y deja ¢(o) sin cambios por lo que
D(ps,T)y D(¢, T') son iguales a D(¢%,T") .

2.1.15 Definicion. El valor de D(T, ¢¢), que solo depende de f, se llama
grado de fy se denota como D(f).
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2.1.16 Teorema. Sean > 0. 5i f,g : S™ — X" son homotdpicas, entonces
D(f) = D(g).

Demostracion:

Es claro que se cumple para n = 0. Consideremosn > 1. Sea H : S"xI —
Y™ una homotopia de f y sea H(x,t) = fi(z). Como S™ x I es compac-
to, el mapeo H es uniformemente continua y ademés existe 6 > 0 tal que
d(x,z") < 9; por tanto | fi(z) — fi(2")| < 1 para cada t € I. Entonces hay una
triangulacion simple en 7" de S™ tal que 0 f;(0) < 1 paratodac e Tyt e I.

Ahora sea ty y fijemos £ € X", Por el Lema 2.1.13, dado que € > 0 para
el cual cualquier e-variacion en los vérices ¢y, (p), no genera ningtin cambio
en D(E, T, ¢y,0). Por continuidad uniforme existe §(e) > 0 tal que

[t —tol <= |fi(x) — fu(z)| <€
para cada x € S™. De donde tenemos D(f;) = D(fio) para toda |t —to| < 0.

Es decir, que el valor entero de la funcion D(f;) es continua en cada punto
to € I y ademas D(f;) es constante en I. 0.

2.1.17 Teorema. L.E.J.Brouwer FEl mapeo identidad Id : S™ — S™ no es
homotopicamente nulo.

Demostracion:

Sea f : S™ — S™ un mapeo constante. Con lo visto hasta ahora sabemos
que al calcular D(, T, ¢s) en un punto £ que no esta en la imagen entonces
D(0) =0y D(Id) = 1. Ademas por el teorema 2.1.16 el mapeo identidad
no puede ser homotopicamente nulo (1.

2.1.18 Definicién. Sea A un subespacio de X, r : X — A es un retracto
tal que 7|4 = 14, donde r es una funcion continua y biyectiva.

El Teorema de Brouwer es equivalente al siguiente corolario:

2.1.19 Corolario. No eziste mapeo continuo f : B"t1 — S™ que deje los
puntos de la frontera fijos. Esto es S™ no es un retracto de B,
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2.2. Mapeos entre esferas de distinta dimensiéon

La teoria de grado se define con base en el desarrollo de los mapeos de S™
en S™, con n > 1, donde existen infinitas clases de homotopias de mapeos en
la esfera S™, es decir la cardinalidad de [S™, S™] es infinito numerable. Ahora
consideraremos los mapeos de S* en S™ para k # n.

El nimero de clases de homotopia de mapeos de S* — S™ para k > n > 1
no es conocido, salvo algunas excepciones. El calculo requiere de métodos mas
avanzados, por lo que no se tocara este tema en el presente trabajo. Sin em-
bargo, para el caso especifico cuando n = 1, se sabe que todos los mapeos
Sk — S son homotépicamente nulos.

Analizaremos, pues, el caso en que k£ < n. Y antes, estableceremos el
hecho general que f : S¥ — S™ continua (k, n arbitrarios) es siempre homo-
topico a un mapeo lineal a pedazos.

2.2.1 Definicién. Sean q,...,q,+1 puntos no necesariamente distintos, en
un espacio vectorial V. Sea 0 = (py, ..., pns1) un simplejo no degenerado en
R"™*1. Definimos al mapeo baricéntrico de o en (qq, ...qny1) del siguiente modo:
Para cada x € o existen niimeros reales A, ..., A, 11 Unicas tales que

= 0< Ay con k=0,....,n+ 1.
= PN =1
= ZZi(l)/\kpk

Por lo tanto la correspondencia

=S e — @ = S\

estd bien definida y es claramente continua.

Consideremos f : S¥ — S™ continua y sea T una triangulacion de S*
tal que 0f(0) < 1 para cada k-simplejo o € T. Sea ¢y : T'— S™ el mapeo
propio de vértices asociado; extendemos ¢y a Ay : Sk — S™ mapeando cada
k-simplejo esférico o € T' baricéntricamente en ¢¢(o). La funcién As es con-
tinua pues para cada (k-1)-cara comun a dos k — simplejos; A\s es continua.
Entonces As es llamada T-aprozimacion lineal de f.
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2.2.2 Definicién. Sea A : S¥ — S™ mapeo continuo, que mapea cada sim-
plejo de una triangulacion de S* baricéntricamente a su imagen es llamado
mapeo lineal a pedazos.

2.2.3 Lema. Sea X un espacio topoldgico y f,g: X — S™ dos mapeos tales
que para cada x € X, f(x) y g(x) no son antipodales, entonces f ~ g.

2.2.4 Lema. Sea f : S*¥ — S" continuo. Entonces f ~ X\; para cada T-
aprozimacion lineal de Ay a f.

Demostracion:

Por el lema anterior, basta demostrar que f(x) y As(z) no son antipodales.
Sea x € 0 = (po, ..., px) tal que o € T. Como f(p;) = A¢(pi) para i =0,....k
y 0f(c) < 1, entonces Af(p;) esta contenida en la bola B(A(pp), 1), y ya
que la bola es convexa, debe contener la envolvente convexa de A¢(p;) vy, en
consecuencia, a A¢(0). Por lo tanto d(As(z), Af(po)) < 1. Entonces

d(f(x), Ap(x)) < d((f(2), f(po)) + d(As(po), Ap())) < 2

Los puntos f(x), Af(x) no son antipodales. O.

2.2.5 Teorema. Sea k < n. Entonces cada f : S¥ — S™ es homotdpicamente
nula.

Demostracion:

Sea Af : S* — S™ una T-aproximacion lineal de f. Dado que )\; es li-
neal a pedazos y k < n se tiene que A;(S*) es finito y S"~! C S™; entonces
A (S*) #£ S™ y, por el lema anterior Ay ~ 0. .

2.2.6 Definicién. f : S® — S* es un mapeo antipodal si f(—x) = —f(x)
para toda x € S™.

Podemos tomar como ejemplo a la funcion identidad y a la funcion f :
S™ — S™ donde f(x) = —x,ambos son anitpodales y mandan a cada par de
puntos antipodales en un par de puntos antipodales.

2.2.7 Teorema. de K. Borsuk Sean n > 0 y f : S — S™ un mapeo
antipodal. Entonces D(f) es par y f no es homotdpicamente nula.Véase [2,

pp.347-349]
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2.2.8 Teorema. EIl Teorema antipodal de Borsuk Las siguientes tres
afirmaciones son equivalentes:

= No hay mapeos antipodales f : S™ — S"~L,

s Cada mapeo continuo f : S™ — R™ manda al menos un par de puntos
antipodales al mismo punto.

» En cada familia de (n + 1) cubiertas cerradas de S™ al menos una
cubierta debe contener un par de puntos antipodales.

2.2.9 Teorema. R" no es homeomorfo a R™ para cualquier m # n.

Demostracion:

Sean >m y sea h:R" — R™ continua. Como n — 1 > m, sabemos que
h|S™—1: 871 — R™ C R™! envia un par de puntos antipodales a el mismo
punto, entonces h no puede ser bijectiva. .

2.3. Grado y Homotopia

Los mapeos homotopicos tienen el mismo grado. Ahora veamos que el
inverso de esta proposicion también se cumple.

2.3.1 Lema. Sea A un subconjunto, propto, cerrado en S™. Entonces existe
un homeomorfismo H : S™ — S™ tal que H ~ 1 y H(A) estd en el interior
de ST ={x € S" wp41 >0} y H ' 1.

Demostracion:

Podemos asumir que el polo sur p_ no estd en A. Sea S una vecindad
esférica sin frontera de p_ en C'A. Para cada z € Fr(S), sea p,ap_ el arco,
una geodésica que une p, con p_ que pasa por x, vy sea S, el punto de
interseccion con el ecuador en S™~!. Si definimos H por el mapeo lineal de
cada pyx en pys, y xp_ lineal en s,p_. Entonces H es el homeomorfismo
que buscabamos 1.
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2.3.2 Lema. Sean >2y f:S" = X". Entonces existe g ~ f y 6 € X" tal
que g~ (8) es vacio o es un punto.

Demostracion:

Dado f lineal a pedazos, y 0 € X" que no esta en la frontera de f(o);
entonces f~1(d) es un ntiimero finito de puntos p = p1, pa, ...px, donde toda p;
estd en el interior de S%. De igual forma podemos elaborar f = fo H™'.

Como S € R", podemos tomar L C S? como el conjunto de las (k — 1)
curvas que unen a p = p; con cada ps,...,pr. Dado que n > 2, el conjunto
compacto f(L) # X". Entonces existe U vecindad sin frontera tal que L C
Ui € S"y f(U) # 5" De donde tenemos que

f(8%U) = (8% X0)

Ahora consideremos ¢~ !(6) = Ly p : S™ — I tal que p(z) = ¢ 'min[d(x, L), €,
y definimos a () como sigue

@) f(@)+(1—p(x))d
P(T) = L@ T

De aqui que ¢ es continua y homotdpica a f, ya que éstas funciones nunca
son antipodales. Notemos ahora que si (z € L), entonces (¢(z),d); de igual
forma si ¢(x) = ¢, entonces f(z) = 6 o p = 0. En ambos casos x € L,
entonces ¢~ () = L.

Veamos ahora que hay un homeomorfismo h : (S™, L) — (S™,p) que es
homeomorfo a S™ — L en S™ — p. Definimos h como sigue

= @) +(—p@)p
lzp(z)+(1—p(z))pl
Entonces h es continua y h ~ 1. Ademéas, como L consiste en un nimero
finito de lineas rectas", entonces p es mondtona no decreciente en cada linea
desde p. Entonces h|sn_ 1 es un homeomorfismo.

Como h : S™ — S™ es biyectiva, entonces ph™! es continua y es simple-
mente valuada. Si H : h ~ 1, entonces (ph~! o H) muestra que ph™! ~ .
Por lo tanto, como (p~1)71(§) = hep~1(d) = p, entonces ph™! ~ f. .



2.3. GRADO Y HOMOTOPIA 27

2.3.3 Definicion. Sea el intervalo [—1, 1] tal que para cada espacio topolo-
gico X, la suspension SX de X es el espacio cociente X x [—1,1]/R, donde
R es la relacion de equivalencia (z,1) ~ (2/,1), (z, —1) para toda z,2" € X.

S x [~1,1] —L s gm+1

SSsm

Figura 2.4: Suspension de S™

2.3.4 Lema. Sean > 2 y sea [ : S™ — X". Entonces eziste una funcion
continua g : S" ! — 8" tal que f ~ Sy.

Demostracion:

Sea 0, el polo norte de X" y consideremos f~1(0) = @, f ~ 0. Su-
pongamos, ahora que f~1(6) = p,, por lo que es no vacio y consideremos
las vecindades esféricas sin frontera D D p,, A, D 6., A_ D §_ tal que

f(D)CEr—A_y f(CD) C X" — A,

Ahora sea s : S — S™ un homeomorfismo tal que Fr(D) = S" L.
Sea también 7 : X" — X" una deformacion que mueve a X" — d, — d_ tal
que Fr(Ay) = Fr(A_) = X! entonces ¢ = 70 fos ! ~ fy también
g(S%) C B, ¢(S™ C ¥). Por lo tanto, como g = ¢'[gn-1 : S"71 — S
entonces para cada x € S™ tenemos que |¢'(x) — Sg(x)| < 2.

De donde ¢’ ~ Sg .

2.3.5 Teorema. H. Hopf Sea n > 1 dos mapeos de S™ en si mismos son
homotopicos si y solo si tienen el mismo grado.
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Demostracion:

Para el caso n = 1 tenemos que, f : S* — S' es un T-mapeo lineal y
S parametrizado y orientado , f es un mapeo continuo, lineal a pedazos y
F :R' = R, tal que F(x + 1) — F(x) = D, para toda x donde D € Z in-
dependiente de z. Sabemos que D = D(f), ahora consideremos G : S* — S!
definida por G(z) = D(z); entonces H(z,t) = tF(z) + (1 — t)G(z) es una
homotopia de F' en G y, como H(x + 1,t) — H(x,t) = D para cada t, el
mapeo H representa una homotopia de f en g.

Ahora por induccién, asumimos que el teorema es valido paran — 1 y
probamos que se cumpla para n.

Sea f1, fa 1 S. — X" con el mismo valor de grado. Por el lema anterior
podemos asumir que f; = Sg;(i = 1,2) para g; : S"! — S""!. Ahora sea
filsy + S% — X1 un mapeo regular, de modo que D,(fi|s») = D(f;); por ello
sabemos que D(g;) = D(f;). Por hipotesis de induccion g; ~ go, usando tal
homotopia se tiene que Sg; ~ Sgs.

(N

En particular el mapeo [f] — D(f) de [S™, S™] en Z es una biyeccion. Un
mapeo S — S™ de grado k se puede obtener suspendiendo (k — 1) veces el
mapeo f:S' — S' dado por z — zF.
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Capitulo 3

El niimero de Arrollamiento

La imagen inversa de un valor regular de una funcion suave f : M — N
es una subvariedad de M. Definiremos el grado de una funciéon a partir de
la suma alternada de la imagen inversa de un punto, ahora en variedades
diferenciales. Y asi estableceremos la independencia de la teoria de grado y
la eleccion de dicho punto.

3.1. Variedades Diferenciales

3.1.1 Definiciéon. Sea U C R"™ un conjunto abierto; y sea f : U — R™
una funcion. Llamaremos a f suave si tiene derivadas parciales continuas de
todos los 6rdenes.

3.1.2 Definicién. Sean U C R” abierto; x € U y sea f : U — R™ una
funcién suave. Definimos la derivada de f para cualquier vector h € R", en
la direcciéon de h, evaluada en el punto x, como

df,(h) = lim f(ertf;)*f(fE)

t—0

De este modo la correspondencia h — df,(h) es lineal.

3.1.3 Definicién. Sea xz € X, X C R” un subc y V C R” una vecindad de
ryysean g: V — R™y f: X — R™ funciones suaves, tal que flynx = g|v.
Entonces g exztiende localmente a f alrededor de .

29
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3.1.4 Definicién. Sean U y X subconjuntosen Ry f: X - R", ¢g:U —
R™ funciones. Entonces f es suave si se puede extender localmente a g.

3.1.5 Definicién. Sea f : X — Y una biyeccién suave entre subconjuntos
de espacios euclidianos. Entonces f es un difeomorfismo si la funcion inversa
f71: X =Y es suave. Véase Apéndice

En este caso diremos que X y Y son difeomorfos.

3.1.6 Definicién. Sean V C R™ abierto y U C R™ una vecindad abierta de
re X, X CR".Si¢:U — V es un difeomorfismo entonces X es localmente
euclidiano a R™ al rededor de z.

En general si X es localmente euclidiana a R™ para toda x € X le llama-
remos Muwariedad y dim M denotara la dimension.

3.1.7 Definicién. Sean U y V vecindades en R" y U vecindad de x € M, M
variedad. Entonces el difeomorfismo ¢ : U — V es un sistema de coordenadas
o carta y a ¢~ parametrizacion.

Si ¢ = (x1,...,xx) las k funciones suaves son funciones coordenadas.

Dicho lo anterior podemos redefinir el concepto de variedad del siguiente
modo:

3.1.8 Definicién. Sea H; : U; — V; un homeomorfismo para algin abierto
V; contenido en R". Llamamos variedad a M si esta se puede cubrir con una
coleccion de cartas {(U;, H;)} tales que {U;} es una cubierta de M.

3.1.9 Definicién. Sea M un subconjunto de R™ de dim M = k, es una
variedad con frontera, si cada x € M posee una vecindad U difeomorfa a un
conjunto abierto en H*, donde H* es el semiespacio superior en R”.
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Figura 3.1: Variedad con frontera

La frontera de M se denota como OM, consta de aquellos puntos que
pertenecen a la imagen de la frontera de H* bajo alguna parametrizacion
local. Su complemento es el interior de M, Int(M). Entonces Int(M) =
M — OM.

3.1.10 Proposiciéon. Sean M wvariedad con frontera y N variedad sin fron-
tera. Entonces el producto entre ambas es una variedad con frontera

O(M x N)=M x ON

3.1.11 Definicién. Sean M y Z variedades en R" y Z C M, entonces Z es
una subvariedad de M.

3.1.12 Definicién. Sea M C R" una variedad de dimensiéon k, definimos su
espacio tangente T,(M) en un punto x € M como la imagen de la derivada
de cualquier parametrizacion local en torno de =x.
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r, W

Figura 3.2: Espacio Tangente

3.1.13 Proposicién. Sea M C R™ variedad. Entonces T,,(M) estd bien de-
finido.

Demostracién:

Sean Uy V € R"ysean; ¢ : U — My ¢ : V — M cartas con ¢(0) = x.
Supongamos U y V tal que ¢(U) = (V). Entonces la funcion h = ¢! o
¢ : U — V es un difeomorfismo. Escribimos ¢ como ¢ o h y derivamos:
dog = dpg o dhg. Entonces dg, estd contenida en la imagen de dpy. De igual
forma si ahora escribimos a ¢ como ¢ o h, tenemos que dpy(R") = ¢o(R™) y
T.(M) es el mismo para cualquier carta. O

3.1.14 Definicién. Sea f : M — N una funcién entre dos variedades con

frontera, definimos la derivada en cualquier punto x € M como la funcion
lineal df, : T, (M) — Ty (N).

3.1.15 Definicién. Sea f : M — N una funciéon suave entre variedades.
Decimos que y € N es un walor regular de f si df, : T,(M) — T,(N)
suprayectiva en cada punto z € f~'(y) tal que f(z) =y.

Un punto y € N que no sea un valor regular de f es un wvalor critico.

3.1.16 Definicioén. Sea df, : T,(M) — T,(NN) suprayectiva. Entonces f es
una sumersion en i.
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La sumersion candnica es la proyeccion de R* sobre R! para k > [ en la
cual (ay, ...,ax) — (a1, ..., a;). Como en el caso de las inmersiones, toda sumer-
sion es localmente canoénica, salvo difeomorfismo. El Teorema de sumersion
local precisa esta observacion. Véase [4, [,p.20]

3.1.17 Teorema. de la Imagen Inversa. 5i y es un valor regular de f :
M — N, entonces la imagen inversa f~' es una subvariedad de M con

dim f~!(y) = dim M — dim N.

Demostracion:

Sea y un valor regular. Entonces las soluciones de la ecuacion f(x) = y forman
un subconjunto de M; es decir, estédn en la imagen inversa f~!(y).Para ver
que dicho subconjunto forma una subvariedad consideremos tres casos:

= Cuando dim M > dim N, la regularidad de y implica que f es una
sumersion en cada punto de la imagen inversa z € f~!; en este caso
podemos elegir coordenadas locales en torno de z y de y de modo que:

flx, o xg) = (21, .0 1)

y y corresponde a (0, ...,0). Asi cerca de z el conjunto, f~!(y) es jus-
tamente el conjunto de puntos (0, ....,0, x;11, ..., T ). Mas precisamente,
sea B la vecindad de z en la cual estd definido el sistema de coorde-
nadas (71, .., 7). Entonces f~!(y) N B es el conjunto de puntos donde
x1 =0, ...,2; = 0. Por lo tanto, las funciones x,1, ..., x; forman un siste-
ma de coordenadas sobre el conjunto f~!(y) N B que es un subconjunto

de f~'(y).

= Cuando dim M = dim N tenemos que f es un difeomorfismo local en
cada punto de imagen inversa. Fs decir, existe una vecindad U de y en
N tal que f~1(U) es una unién ajena B; U...U By donde B; es una
vecindad abierta de x; y f transforma cada B; de manera difeomorfa
sobre U.

» Cuando dim M < dim N, entonces cada punto en f(M) es un valor
critico, y los valores regulares son aquellos que no son alcanzados por
f. Entonces los puntos criticos forman un subconjunto en M.

3.1.18 Teorema. de Sard. Si f : M — N es cualquier funcion suave entre
variedades. Entonces casi todo punto de N es un valor reqular de f.
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3.2. Orientacion

3.2.1 Definicién. Sean V un espacio vectorial de dimension finita, § =
U1y, Uk ¥ B =11, ..., v, bases ordenadas de V' 'y A:V — V un isomorfismo
lineal tal que 8 = ApB. Decimos que [y ' estan orientadas de manera
equivalente si el determinante de la transformacion lineal A es positivo.(Para
un analisis de Espacios Vectoriales véase |7, I1,p.19]).

Tenemos una relaciéon de equivalencia que divide al conjunto de las bases
ordenadas para V' en dos clases.

El signo dado, de manera arbitraria, a una base ordenada (3 es su orien-
tacion, de modo que [ tiene orientacion positiva o negativa de acuerdo a la
clase de equivalencia a la que pertenece.

Al agregar de manera arbitraria un signo positivo a los elementos de la
clase de equivalencia y uno negativo al resto de los elementos de V' esta ad-
quiere una orientacion. De tal forma que una orientacion de V es positiva o
negativa segun el signo de su base .

3.2.2 Observacion. Sea A : V — W un isomorfismo entre espacios vecto-
riales, y sean [ y ' bases ordenadas en V' que pertecen a la misma clase de
equivalencia y las bases ordenadas AB y AP’ en W pertenecen, de igual for-
ma, a la misma clase de equivalencia. Entonces si V y W estdn orientados,
A preserva o invierte la orientacion.

3.2.3 Lema. Sea V = V] &V, la suma directa entre espacios vectoriales. La
orientacion de cualquiera de dos de estos espacios induce una orientacion de
suma directa sobre el tercero.

3.2.4 Definicion. Sea h : U — M una parametrizacion local en torno a
cada punto € M y sea dh, : R¥ — T, (M) que preserva orientacion
en cada punto u del dominio U C H* Entonces dicha parametrizacion es
una eleccion suave de ortentaciones y h es una funcion que preserva orienta-
cion. (Se supone de manera implicita que la orientacion en R” es la canonica).

3.2.5 Definicién. Sea M una variedad con frontera. Una orientacion de

M es una eleccion suave de orientaciones para todos los espacios tangentes
T.(M).
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3.2.6 Definicién. Sea M y N variedades orientadas y una de ellas sin fron-
tera entonces M X N tiene una orientacion producto tal que en cada punto
(x,y) € M x N se tiene

Typy(M x N)=T,(M) x T,(N)

3.2.7 Definicién. Sea df, : T,(M) — T,(N) un isomorfismo. Si el isomor-
fismo preserva orientacion entonces x € M tendrd un +1 asignado y —1 en
el caso contrario. Y el + o — denota el signo de la orientacion.

3.2.8 Lema. Sean o = vy,....,v0, y B = wq,....w; bases ordenadas para
T,(M) y para T,(N) respectivamente y sea (o x 0,0 x ) la base ordenada
(v1,0), ..., (vg, 0), (0, wy), ..., (0,w;) de T, (M) x T,,(N). Entonces la orienta-
cion sobre T,,(M) x T,(N) es

signo(a x 0,0 x B) = signo(a)signo(f)

3.2.9 Corolario. Una orientacion de M induce una orientacion frontera
sobre OM.

3.3. Grado y Numero de Arrollamiento

3.3.1 Observacién. Sea f : M — N una transformacion suave arbitraria
entre variedades orientadas de la misma dimension y x € M tal que f(x) =y
es un valor regular. Por el Teorema de la Imagen Inversa fCY(y) es una
subvariedad de M tal que

dim f~'(y) = dim M — dim N

3.3.2 Corolario. Sea f : M — N una funcion suave entre variedades orien-
tadas y yo € N wvalor regular. Entonces |f~*({yo})| = # finito de puntos.

Sea f : M — N una funciéon suave entre variedades orientadas tal que
cumplen con el Teorema de la Imagen Inversa. Entonces el grado es la suma
orientada de los puntos |f~'({vo})| = Zues—1(yop) Signo(x).

3.3.3 Definicién. Sean M variedad compacta, conexa, sin frontera y orien-
tada; N variedad sin frontera y orientada, y f : M — N una funcién suave
tal que f(z) =y y y € N es un valor regular. Definimos el grado de f como
la suma alternada de puntos en la imagen inversa de f.
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3.3.4 Definicién. Sea M una variedad compacta, orientada, de dimensiéon
nysea f: M — R"! una transformacion suave. Definimos el nimero de
arrollamiento de f en torno de un punto z € R"* — f(M) como el nimero
de veces en que el vector unitario u : M — S™ ! indica la direccion de z a

f(x) tal que

y lo denotamos como W (f, z).

3.4. Teorema de Hopf

3.4.1 Definicién. Sean f,g : M — N transformaciones homotépicas entre
variedades y sea H : M x [0,1] — N la homotopia entre dichas transforma-
ciones tal que:

H(p,t) = f(p)
H(t,p) = g(p)

t € [0,1] con p — H(p,t) difeomorfismo para cada t, entonces f es isotopica
ag.

Dos difeomorfismos son isotdpicos si se pueden unir por medio de una
isotopia.

3.4.2 Lema. de isotopia Sean y, z puntos de una variedad N conezxa, existe
un difeomorfismo h : M — N tal que h(y) = z y h es isotdpico a la identidad.
Véase [4, pp.194 y 195]

3.4.3 Corolario. Sea N una variedad conezxa de dimension mayor que 1, y
SEAN Y1y s Yn Y 21, -, Zn d0S conjuntos de puntos distintos en N. Entonces
existe un difeomorfismo h : N — N isotdpico a la identidad, con

h(yl) = 215 h(yn) = Zn

3.4.4 Proposiciéon. Sean U un conjunto abierto de R™, f : U — R"™ una
funcion suave y x un punto regular, con f(xr) = z. Sea B una bola cerrada
suficientemente pequenia con centro en x, y definamos Of : 0B — R" la
restriccion de f a la frontera de B. Entonces W(0f,z) = +1 si [ preserva
la orientacion en x y W(0f,z) = —1 si f invierte la orientacion en x.
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Demostracion:

Sean z = 0y A = dfy. Por la regularidad, A es biyectiva. Entonces f(0) = 0,
podemos escribir f(z) = Az +¢€(z) tal que €(z)/|z| — 0 cuando z — 0. Como
la funcién lineal A es un isomorfismo, la imagen de la bola unitaria bajo A
contiene cierta bola cerrada de radio ¢ > 0. Po linealidad podemos elegir ¢
tal que |Az| > c|z| para toda z € R*. Ahora elegimos el radio de la bola B
suficientemente pequeno tal que

e(2)] c
S 2
en B.
Definamos
fi(z) = Az + te(z).
Como

|fi(2) = 2| = [(A)z] = tle(2)] > 3clz]

para 0 <t < 1 la transformacion

define una homotopia 0B — R*.

Consideremos H : 0B — R* una homotopia que preserva orientacion.
Entonces H; una homotopia que consta de isomorfismos lineales, tales que
Hy = H y H; es igual a la identidad. Si H invierte la orientacion, entonces
consideremos H; reflexion

Hi(xy,z9, ..., xp) = (=21, Toy ..y )

Al aplicar esto a H = A, obtenemos una homotopia de Fy con z —
H,z/|Hyz|. En las dos posibilidades para H; se preserva la norma, tal que
|H1z| = |z| = r, el radio de B. Asi, si A preserva la orientacion, Fy es
homotopica al difeomorfismo canonico que preserva orientacion, z — z/r, de
0B — R", de modo que W (Fp, z) = 1. Si A invierte orientacion, entonces H,
es homotopica al mismo difeomorfismo seguido de la reflexion que invierte la
orientacion en R™, de modo que W (Fp) = —1. O

3.4.5 Proposicion. Sean B una bola cerrada en R™, f : B — R"™ una
funcion suave, y z un valor reqular de f sin preimdgenes sobre la esfera de la
frontera OB, y sea Of : 0B — R™. Entonces el nimero de imdgenes inversas
de z es igual al nuimero de arrollamiento W(0f, z).
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Demostracién:
W(0f, z) es el grado en B de la funcion F dada por

f(z)=2
|f(2)==]

z—

Pero en OF es igual a la funcion F; dada por

fi(z)—=

27 Thi—]

Ahora, sean zi, ..., z, los puntos de la imagen inversa de f y sea B; en torno
de z;, tal que sean ajenas entre si y con respecto de 0B. Entonces F} se
extiende a

B =B —-U!_Int(B;)

de modeo que su grado como funcién 9B" — R” es igual a cero. Pero como
OB = 0B — U 0B,

Este grado es igual a su grado en 0B, menos sus grados en 0B;. Por lo tanto,
el grado de F; en 0B; es W(f, z). O

3.4.6 Proposicion. Sean B una bola cerrada en R" y f : R"\ Int (B) - Y
cualquier funcion suave definida fuera de la bola abierta Int (B). Entonces si
la restriccion Of : 0B —'Y es homotdpica a una constante, podemos extender
a f a una funcion suave en todo R™ a'Y.

Demostracion:

Sea B centrada en 0, y sea g; : B — Y una homotopia tal que g1 = df v go
es constante. Entonces una extension de f a B esta dada por f(tx) = fi(x),
conx € 0By tel0,1]. O

3.4.7 Proposicion. Cualquier funcion suave f : S™ — S™ con grado cero es
homotdpica a una transformacidn constante.

Demostracién:

Sea f una funcion no suprayectiva y sea f : S' — S* con deg(f) = 0. Consi-
deremos B una bola cerrada en R"™! y ¢ : B — S™ entonces f(S™) C ¢(B).
Y sea H(x,t) = ¢(1 —t)¢o1(f(z)) + t0) la homotopia buscada. O
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3.4.8 Lema. Sean M una variedad compacta con frontera, y f : 6M — R*T!

una funcion suave arbitraria. Entonces f se puede extender a toda la variedad
M.

3.4.9 Teorema. de extensiéon Sean M wuna variedad compacta, conexa,
orientada, de dimension n + 1, con frontera, y f : M — S™ una funcion

suave. Entonces f se extiende a una transformacion definida globalmente
F:M— S" condF = f.

3.4.10 Teorema. de Hopf Dos funciones de una variedad M compacta,
conexa, orientada, de dimension n a S™ son homotopicas si y solo si tienen
el mismo grado.
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Capitulo 4

Grado y Kronecker

Sea F': M — R™*1\ 0 una funcion suave, y sea M una variedad compac-
ta y orientada. La integral de F' relaciona los conceptos de grado e indice.
Para ello describiremos como toda subvariedad de un espacio euclidano es
una variedad riemaniana de manera natural; y toda variedad riemanianna
orientada admite de manera natural asociarle su forma de volumen. También
desarrollaremos y definiremos los conceptos de formas diferenciales e integra-
cion en variedades y asi obtener la integral de Kronecker. Observando que de
igual forma el grado es un invariante homotopico.

4.1. Formas Diferenciales

4.1.1 Definicién. Algebra tensorial Sea V un espacio vectorial sobre R de
dimension n. Un p-tensor en V es una funcién p-lineal oo : V' x ... xV —=R.
N————

p—uveces

El conjunto JP(V) ={a:V x ... xV — R | a es p — tensor} adquiere
estructura de espacio vectorial sobre R, con las siguientes operaciones:

(o + B)(ury ..o, up) = (g, ..., up) + Blug, ..., up)
(ca)(uy, ..., up) = ca(uy, ..., up)

Sean a € JP(V) y p € JYV). Definimos el producto tensorial de av 'y
como la funcién:

a@B:Vx. . xVxVx..xV =R

VvV Vv
p—veces q—veces

41
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dada por:

(@ B)(ut, .o, Up, U1, .oy Ug) = (Ug, ..., Up) - B1, .. )

Es claro que a ® € JPT(V). Es facil ver que el producto es asociativo.

En lo sucesivo, denotaremos como V* al dual del espacio vectorial V.

4.1.2 Lema. Sea ¢1,...¢r una base dual del espacio dual de V. Entonces los
p — tensores

{pn @ @ bip: 1 iy enyip < b}
forman una base de JP(V'). Por lo tanto, dim JP(V*) = kP.Véase [4, p. 154]

4.1.3 Observacion. P~ J?(V*) es un dlgebra graduada.

4.1.4 Definicién. Algebra Alternante Sea V espacio vectorial de dimen-
sion n. Un p-ftensor a es alternante si para cada 1 < ¢ < j < p se cumple
que

A(V1, ey Uiy oy Ujy oy Up) = — (V1 oy Ujy oo, Uy ey Up)

Observemos que AP(V*) = {a: V x..xV — R | a es p-tensor alternan-

te} es un subespacio vectorial de JP(V').

Sea S, el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1,2,....., p} bajo
composicion. Recordemos que signo es +1 si la permutaciéon o es par y —1
si es impar. Definimos a la funcién

Alt 0 JH(V) — AP(V*)

como )
Alt(a)(vy, ..oy vp) = o Z Sign o (Vi(1); -+ Upo(p))

T oES)

El operador alternante Alt tiene las siguientes propiedades Véase [4, pp.
155 y 156]:

» Sia € JP(V) entonces Alt(a) € AP(V*).
» Si 5 € A(V*) entonces Alt(S) = 5.
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= Si € JP(V) entonces Alt(Alt(a)) = Alt(a)
Sean v € AP(V*) y p € AY(V*). Definimos el producto exterior
aAf e APy

como

aAﬁ:Oﬁ?ﬂAma®m.
plg!

De este modo @,° A?(V*) es un élgebra graduada.

4.1.5 Lema. Sea {¢1,...¢r} una base para V* entonces
{di=0di ANy} 1<y <o <ip <k

es una base para AP(V*) de donde

k k!
dim AP(V*) = _
) (P)ﬂ%—m!
Véase [4, pp. 158]

. . . ., . n
Entonces sean V' un espacio vectorial de dimensiéon n y dim A? = ( )

p
dmarr = (")
n—p

() =(.2)

Por lo tanto A? y A"7P son isomorfos.

Tenemos

Observemos que

4.1.6 Definicidén. Sea V espacio vectorial de dimensién n con un producto
interior < a, 8 >;ysean A =a; A--- Aay, it =1 A+ - A B, Definimos el
producto interior inducido en AP(V') como

M) =] <y, B>
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El producto interior esti bien definido ya que | < a4, 5; >;; | es una
funcion multilinear alternante.Véase |3, p.14|

4.1.7 Definicidén. Sea V un espacio vectorial orientado de dimensién n con
el producto interior < «, 5 >y sea A € AP(V'). Definimos el operador estrella
* como la transformacion lineal

o AP(V) = A"P(V)

= AN L
Véase |3, p.15]

4.1.8 Definicién. Sea M una variedad. Definimos una p-forma en M como
la funcién
w: M — AP(M) = (o] A?[T,,(M)]
zeM
tal que
w(z) € AP[T,(M)] YreM

Al espacio de p-formas en M lo denotamos como AP(M). Esto sin peligro
de confusiéon con AP(V).

Las p-formas se suman puntualmente. Sean wy y wo dos p-formas. Enton-
ces:
(w1 +wa)(z) = wi(2) + wa(z)

(aw)(z) = a(w(z))

Una (q+p)-forma w; A ws esta dada por

(w1 Awa)(x) = wy(z) Aws(x)

Observemos que la anticonmutatividad wy A wy = (—1)Pw; A wy resulta
de la ecuacion anéaloga en cada punto.

4.1.9 Definicién. Sean U C R* y V C R! subconjuntos abiertos y f: V —
U suave. Consideremos (1, ...., xx) ¥ (Y1, ..., y;) para denotar las coordenadas
canodnicas de R” y R! respectivamente. Entonces

df, = (2; w)

donde f = (f1, ..., fx)-
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4.1.10 Observacion. Para cada sucesion de indices creciente I = (i3 <
- <ip). Se tiene que

drp = (dw;, N\ -- Ndx;,)
es una p-forma en R”.

4.1.11 Definicién. Sea f : M — N una funcién suave entre variedades,
x € M. Entonces la derivada df, la definimos como:

4.1.12 Definicién. Sea M variedad y sea x € M tal que para cada z existe
un conjunto abierto U C R* y sea ¢ : M — R una funcion suave. Entonces
definimos la diferencial de ¢ como

do, : T,(M) - R
T Oy

Lo anterior nos define una 1-forma d¢ en M y las 0-formas son funciones
reales arbitrarias en M.

4.1.13 Observacion. Sean U C M un subconjunto abierto de M, ¢ : U —
R™ una carta y ¢ = (¢1, G2, ..., &r). Entonces

{0¢;], : T,M — R"}

es la la base dual de

{z et
Notemos que d¢, = (d¢y(z), ..., dog(z)) es isomorfismo de T, (M) = R™.

4.1.14 Lema. Seanz € U y ¢ : U — R" una carta, I = (iy,...,1,) sucesion.
Entonces

do; = doi, () N dgi,(z) A - -+ A dg;, ()

es base de
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4.1.15 Definicidn. Sea ¢ una carta 'y f = (f1, fa, ..., fx), donde cada f; es
una funcion suave en Uy | = (i1, ..., i,). Entonces

Z fi(w)dy(w

Diremos que una p — forma w es suave si para cualquier carta ¢, cada
funcion coeficiente f : U — R en su desarrollo ), fi(x)d¢;(x) es suave.

4.1.16 Definicién. Sea T : V — W una funcién entre espacios vectoriales
de R .Definimos el pull-back como la funcioén lineal

T JPW) = JYV)
a— T (a)

tal que
T*(a)(ug, ..oy up) = a(T(uy), ..., T(uyp))

Nota Aun cuando la expresion pull-back no es castellana, nos permitire-
mos conservarla.

Propiedades Sea a € A(V*) y sea S : E — V funcion entre espacios
vectoriales. Entonces se tiene:

» T*(a) € AR(V*).
= (To8) =S oT"
- (Id)* = Id.
4.1.17 Definicién. Sean f : M — N funcion suave entre variedades, w(y) €

T,(N) un p-tensor alternante y (df,)* transformacién dual. Definimos el pull-

back del p-tensor alternante como:

fro(z) = (dfs)"w(f(x))
Notemos que la transformacion dual de (df,)* es la matriz transpuesta.
Entonces:

Frdai — gf’ = df

] =i

donde f = (fi,..., fi), y cada f; es una funcion suave.
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4.1.18 Definicion. Sea f*w(x) un p-tensor alternante en T,,(M ). Definimos
a f*w como la forma inducida de w bajo f.

Entonces el pull-back de w es

l

Few) =Y _(f)df

j=1
donde w = } . fjdx; es una forma arbitraria en U C Rk

4.1.19 Definicion. Sea ¢ : U — M una carta y ¢*w es una forma suave en
U C R"™ abierto. Entonces w es suave en M.

4.1.20 Observacion. Sean ¢; : U; — M una coleccion de cartas y M varie-
dad, tal que |, ¢;(U;) = M, y sea ¢jw una forma suave en U. Entonces w es
suave.

4.1.21 Proposicién. Sean f: M — N un difeomorfismo entre variedades
orientadas de dimension k y i1,1s,...,1% una permutacion en o®. Entonces
w=dx; N..Ndzx es la forma de volumen de N.

Demostracion:

w=dxri N..Ndx

Por lo tanto

]

4.1.22 Teorema. del Determinante Sea T : V — V un isomorfismo lineal
entre espacios vectoriales y sea o € A¥(V) y dimV = k. Entonces

T o = (detT)«
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Notemos que en particular, si ay, ..., € A¥(V*). Entonces

T a1 A . NT o = (detT)ag A ... A oy
Véase |4, p.160].

4.2. Integraciéon en Variedades

4.2.1 Definicién. Sean U C R* abierto y w = fdx; A--- Adzy, una k-forma
en U. Definimos el soporte de w como

sopw={relU :w, #0}={xelU: f(z)#0} CR"

4.2.2 Definicién. Sea f una funcion integrable en el abierto U C R" y
w = fdxy A\ --- N\dx una k-forma con soporte compacto en U. Entonces w

es integrable y
/w:/fdx1-~~dxk
U U

4.2.3 Teorema. de cambio de variable en R* Sean f : V — U un
difeomorfismo entre conjuntos abiertos de R* y w una k — forma integrable
en U que preserva orientacion . Entonces

[ L

Si f invierte orientacion entonces
/w: —/ ffw.
U 1%
Véase [4, p.166].

4.2.4 Definicién. Sea M una variedad orientada de dimensiéon k£ y w una
k-forma sobre M. Definimos el soporte de w en M como

sop w={r e M :w, #0}

4.2.5 Definicién. Sean U C R¥, W C M abierto. Y sean sopw C W y
h : U — W un difeomorfismo. Entonces el pull-back h*w es una k — forma
suave de soporte compacto en U integrable y definimos su integral como

/w:/h*w
M U
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4.2.6 Observacion. Sean f:V = U y g: V — W otra parametrizacion de
W y sea f = h~!o g difeomorfismo que preserva orientacion. Entonces

/h*w:/f*h*w:/g*w.
U v v

4.2.7 Proposiciéon. Sea w una k-forma suave en la variedad orientada M,
y {V1 U ...UVi} una coleccion de cartas que forman una cubierta abierta
de M y sea {p1,...por} una particion de la unidad subordinada a la cubierta
{1, ..., Vk. Entonces p;w es una k-forma sobre M donde

sop piw Csopp; CV;y YVo=1,..n

k
w = g piw
i=1

Definimos
k

o5

i=1

DEMO~STRACI(’)1§:
Sea {Vi U ... UV, } otra cubierta abierta para M y {p1,...0,} una particion
de la unidad subordinada a esta cubierta de M.

Como > pw(z)=1= Z;Ll piw(x), tenemos que

pPiw = /ﬁ'ﬂzw
fyre =2 ),

J=1

Similarmente para cada j

oo = /mﬁw-
/M] > [ i

Entonces

n k

g/meZZZ/M/BWZii/Mmﬁjw=g/Mﬁjw.

i=1 j=1 j=1 i=1
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Por lo tanto, wa no depende de la particion de la unidad ni de la cubierta
dada. O

Observemos que w — [ 4,y w cumple con las propiedades de linealidad.

Sean w y n n-formas en M de soporte compacto y a € R. Entonces

/w+n:/w+/n
M M M
/aw:a/w
M M

Usando el Teorema de Cambio de Varialbe daremos una generalizacion
del mismo, para mostrar que la interaciéon se comporta de manera adecuada
al cambiar de dominio.

4.2.8 Teorema. Sean w € M una k-forma suave con soporte compacto y
f: M — N un difeomorfismo que preserva orientacion entre variedades de
la misma dimension. Entonces

i fr

4.2.9 Definicién. Sea f : M — N una funcién suave entre variedades de
dimension k 'y dV = dxy A - - - ANdxy la forma de volumen de N. Entonces

=L

4.2.10 Teorema. de Stokes Sea w una k — forma en M. Entonces

/ w:/dw
oM M

La principal aplicacion del teorema de Stokes es la siguiente formula que
usaremos para establecer su version local en torno de valores regulares en el

Véase [4, p.168|

Vedse [3, pp.64-66]
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teorema del mismo nombre, el cual relaciona la operacion analitica de inte-
gracion con el comportamiento topologico de las transformaciones.

Foéormula de grado Sea f : M — N una funcién entre variedades com-
pactas y orientadas de dimension k y sea w una k — forma en N entonces

[ rro=deth) [ o

4.2.11 Teorema. Férmula de Grado Sea f : M — N funcion entre
variedades compactas orientadas de dimension k y y € M un valor reqular
y sea U una vecindad de y. Entonces

fro=deglf) [ w

M N
es valido para cada k— forma w con soporte en U. Vedse [4, pp.194-196].

4.2.12 Proposicién. Sea p(z) = 2™+a12™ 1 +...4a,, un polinomio complejo
y  una region en el plano sin raices en su frontera. Entonces el niumero de
raices de p en ), incluyendo multiplicidades, estd dado por

1

- | dagp(z)
21 a0

4.2.13 Proposicion. Sean v una curva cerrada suave en R*\ {0} y w una
1 — forma cerrada en R?*\ {0}. Entonces

jgw:W(’y,O)/Slw

4.3. La forma de volumen en S"

4.3.1 Definiciéon. Sean X,Y campos vectoriales en una variedad suave M
de dimensioén n. Definimos a oy, como tensor métrico tal que

a, : T,M x T,M — R

es una familia definida positiva de productos interiores y satisface las propie-
dades de espacio Métrico [Véase Apéndice| y

p = op(X(p),Y(p))

asigna a cada punto x,y € M a un namero real no negativo.
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Esto nos da una base de los vectores tangentes a cada punto de M. En-

tonces
;j(p) = <(aii>p’ (3%'))

y <, > representa el producto interior.

De la misma forma, la métrica tensorial puede ser escrita en términos de
la base dual dzq, ....dx,:

9,
(el 2oaml) - SRl )
=1 =1 j=1 p x
= Zaigijbj
ij=1

Si las funciones g;; son suaves entonces a la métrica descrita se le llama
métrica de Riemman

4.3.2 Definicion. Una variedad de Riemman es una pareja (M, ) que con-
siste de una variedad M y « un tensor métrico.

4.3.3 Proposicion. Sea (M, «) una variedad de Riemann. Entonces

o o k 1/2
det [(<a—xi‘pa 8_%‘17>>ij:1] day|p A -+ - A dagl,

),

define una forma de volumen dV en M.
DEMOSTRACION:
Sean {ey,...,e,} una base ortonormal orientada en R", {v,...,v,} una

base de V', V un espacio vectorial en M variedad de Riemman; y sea T :
V — V, tal que T'(e;) — v;. Entonces

n
vj = Z (ei,v;)e
i=1
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Observemos que

|detT| = VdetTtT

€k7 (% <6k7 Uj>)

I
Q

i

det({v;, v

Entonces

esN---Ne, = (detT)v] -+ Av)

n n

= y/det({vi,v;))vi A--- Av;

{U._ 0 }"
’ al'] rz/ j=1

SeaUC My (U¢=(é1,...,0n)) carta alrededor de z. Entonces
efN--Ney = \/det<8i

* *
r—eN---Ne,

9
8xj =

> dzi N - - -dz,

Por lo tanto

esta bien definida y es una forma de volumen dV en M y ef \---Nef|, €
A™(T, M) es unica .

4.3.4 Definicién. Sea ¢ : M"™ — R"! una hipersuperficie es decir una su-
perfice de Riemman de dimension n. Entonces (¢*, @) es la métrica de Riem-
man naturalmente inducida por su posicién en R™"*1. Por lo tanto si p € M

entonces
T,M = {v € R"™""| (1, v) = 0}

donde p, es el vector unitario perpendicular a M en p.

Por lo tanto

(), (vw) = (dw,dww),,

= <U’w>
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4.3.5 Teorema. Sea M una hipersuperficie de Rieman en R™*" y u, el vector
normal a M en p. Entonces

AVir|p(v1, ..oy ny) = det (i, V1, .., Up)

4.3.6 Proposicion. Sean f: M™ — R"™'\ {0}, M una variedad de Riem-
man y ¢ = (x1, ..., x,) una carta de M. Entonces (ro f)*(dVsn) = o la forma
de volumen inducida en M.

4.3.7 Definicién. Sean f : M — N un difeomorfismo entre variedades
de dimensién k, (N, «) una variedad de Riemann y sea dV{y,) la forma de
volumen inducida en N. Entonces se define

dVv(]VI,f*oa) - f*(d‘/(N,a))

4.3.8 Proposiciéon. Sea w = dxy - - - dx,, la forma de volumen en R™ y sea
r? =3 x?. Entonces la forma de volumen V,, de la bola unitaria es

Vn:/ w
r<1

4.3.9 Observacion. Sea o’ una n-forma de volumen de dimension n en la
esfera unitaria S™ = {x|r = 1} y sea

An:/a

Donde A1 =21, Ay =4n y Vi =2, Vo =m, V3 = %71’. Observemos que

! 1
V., = / rrA, dr = —A, 4
0 n

Evaluando la integral se tiene que

1
V, = / (1-— x2)(”_1)/2vn_1dx

1

Cosideremos
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Entonces
= Vn—1 Jn

Integrando por partes obtenemos

I = /_ $(2$)(n ; 1)(1 — 223 20g = (n — 1)(=J, + Ju_s)

1

—1
Jn - n Jn—2
Por lo tanto
yoo T
I'(2+1)

4.3.10 Observacion. Sea rdr =Y z;dx; una 1-forma en R™™'. Entonces
*rdr = Z(—l)i_lxidxl cody Az, 41

es una n forma en R"™ y o’ = cxrdr es una n-forma en S™ con ¢ constante.

4.3.11 Observacion. Sea ¢ = 1, ¢’ = rdr un elemento de volumen de
dimension n en S™.Entonces

d(*rdr) = Z(—l)i_ldxidxl coedy - dipy = (n+ 1w

Entonces

An:/ J':c/ *TdT‘:C/ d(*rdr):c/ nw = cnV, = cA,
n n r<l r<l

Por lo tanto

n

o = *rdr = Z(—l)i_lxidxl coeday dr,.1

=1

define una n forma o en R"™ y do = (n + 1)w. Si tomamos o en S™
entonces o' es una n-forma de S™.

4.3.12 Proposicién. Seq m: R"™\ {0} — S" tal que w(x) = Ty Entonces
r*o’ define una (n+1)-forma en R™\ {0}.
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4.3.13 Definicién. Sea r : R""\ {0} — S™ una funcion tal que r(z) =
z/||z||. Entonces definimos la forma de volumen de S™ como:

n+1
o= Z(_l)”lxidfﬁl Ao Adzg A AdTp|sn
=1

4.4. La integral de Kronecker

4.4.1 Proposicién. Sea ¥ C R"™! yna n-variedad de Riemman cerrada y
orientada; y f : X — S™ una funcion continua. Entonces deg(ﬁ) estd dado
en términos de una integral.

DEMOSTRACION:
Sea m(x) = LYoo= deg(m)

/T:/W*a':/ 0/26/ = 0A,
s s () sn
5:Ain/a7'

El grado de f esta dado por la integral multiple de N y su frontera 1.

Entonces

4.4.2 Definicién. Sea F': M — R™\ {0} una funcién y M una variedad
compacta y orientada definimos a la integral de Kronecker K (F') como:

K(F) = (volS™)7! /M ||F(z)||" M det(F(x), 25 (), ..., %)daz

) Oz

en términos de formas diferenciales tenemos

K(F)= (VOlSn)_l/ (mo F)*o
M
4.4.3 Teorema. La integral de Kronecker Sea M una variedad cerrada
y orientada y f : M"™ — R\ {0} una funcion suave. Entonces el nimero
de veces que M gira al rededor del origen W(f,0) es

1 *
A_n/]\;f’r’
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la Integral de Kronecker K (F')

DEMOSTRACION:
Sea
g=mof: M"—S"
9(M) = (deg g)S™ + OM
entonces
[so=][ ¢
M gM
(deg g)/ o
n(deg g)
! =d
A, g o = €g g
pero
g'o'=(ffor")o = f*r
de donde

La integral de Kronecker define el nimero de giros que f realiza alrededor
del origen y W(f,0) = deg(m) .

4.4.4 Lema. Sea f : M™ — N™ una funcion entre variedades de dimension
n y dV la forma de volumen en N. Entonces [, dV =1 ydegf = [,, f*dV
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DEMOSTRACION:
Sabemos que f(M) = (degf)N + OM. Entonces

/Mf*dV:/fMdV:(degf)/NdV:degf

4.4.5 Proposicion. Sea F : St — R*\{0} = C\{0} ysea y=roFop =

ﬁ o~ Entonces K(F) = I(v)

DEMOSTRACION:
Consideremos el caso n = 1 con M = S'. Entonces K(F) se calcula como
sigue

K(F) = i/;]F(Q) 5| 46

2r [ JF@)7 s
27

=L [ ).y @) dt
027r

= 5 i |1 (8) ()| dt

Entonces :

Ahora veamos que
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I(y) ==& [ &=L edOp

2mi z 2mi ~(t)
¥ 0
2

— L | n0) = D) + ()t

=ﬁ(}ww%@+w@%m+ﬁﬁlﬁmw%@—w@%@ﬁ

2 2
=L 7~7’dt—|—%/ y Ay dt
0 0
2w

sk [ P+ K ()
0

= ol IP[6™ + K (F)

= 5 (I @M = (17 ()I) + K (F)
=0+ K(F)

= K(F)

4.4.6 Teorema. El invariante de Hopf Sea f : S** ! — S" y f*o, =

dw,,_1. Entonces
*
/ W1 N ffwy,
Sanl

es un numero entero. Véase [3, p.79]
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Capitulo 5

Algunos comentarios histéricos

La nocion topologica de grado, deg(f), de una funcion continua f : M —
N, donde M y N son variedades orientadas, compactas y conexas; puede re-
montarse a L.E.J Brouwer (1881-1966). Una idea relacionada es la del nimero
de arrollamiento, W (f,0) de una funcion continua f : M — R*™1\ {0} tal
que; W(f,0) = deg(f/||f]]). Sin embargo, atin antes del trabajo de Brouwer,
para el caso diferenciable este concepto fue conocido como "La caracteristica
de Kronecker" o "La integral de Kronecker” de una funciéon f.

En Marzo de 1910 Brouwer informé a Hilbert que habia llegado a una
solucion parcial del problema de la invariancia dimensional, directamente re-
lacionada a la distinciéon topologica entre esferas de dimensiéon par e impar y
sus transformaciones.

El articulo "Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl" presentado por
Brouwer inclufa el nuevo concepto de "grado de un mapeo". Brouwer inicial-
mente desarrolld el concepto de grado para la generalizacién n-dimensional
del teorema de singularidad para campos vectoriales en esferas y el teorema
del punto fijo para mapeos de esferas.

5.1. Teorema de Brouwer
La teoria del punto Fijo, comenz6 a formar parte integral de la topolo-
gia con Poincaré en 1880. El mostr6 que la soluciéon a algunos problemas

analiticos, podrian ser estudiados definiendo un conjunto X y una funcion

61
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f X — X de tal forma que las soluciones corresponden a los puntos fijos
de la funcion f, esto es los puntos x € X tal que f(z) = x.

El Teorema del punto fijo de Brouwer, para mapeos continuos de la bola
unitaria cerrada de dimension n, fue de los primeros teoremas en la Topologia
Algebraica y es la base méas general para el Teorema del Punto fijo.

5.1.1 Proposicion. Sean f:[-1,1] — [-1,1] y g : [-1,1] — R funciones,

tal que g(z) = x — f(x). Entonces g(—1) <0y g ( ) >0. St g(—1) 0 g(1) es
wgual a 0, entonces f tiene un punto fijo.

Esto coincide para la bola unitaria de dimension 1 en el desarrollo del
Teorema del punto fijo.

5.1.2 Teorema. del Valor Intermedio. Sea g : [—1,1] — R una funcién
tal que g(—1) < 0 y g(1) > 0. Entonces g(c) = 0 para alguna c, tal que
—1l<e<1.

5.1.3 Teorema. de punto fijo de Brouwer Sea B" la bola unitaria en
R™ y sea f: B"™ — B"™ una funcion. Entonces f(x) = x para algin z € B™.

Demostracién:
Sea f sin puntos fijos y sea g : B" — §B™ una retracciéon. Como f(x) # z,
los dos puntos x y f(x) determinan una recta. Entonces sea g(x) el punto
donde el segmento de recta que parte de f(x) y pasa por x toca a la frontera.
Si x € dB™. Entonces g(x) = z. Asi, g : B" — JB" es la identidad
en dB™. Como z estd en el segmento de recta entre f(z) y g(z), podemos
escribir al vector g(x) — f(z) como t veces el vector x — f(z), donde ¢ > 1.
Asi, g(x) =tz + (1 —t) f(x). Si t depende de manera suave de x, entonces g
es suave. Calculamos el producto punto a ambos lados de esta formula.
Como |g(x)| = 1 obtenemos

Clo = f@)] +2tf(x) - [o = fl@)] + | f(@)]* = 1=0

Este polinomio cuadrético tiene una raiz unica positiva.( También tiene
una raiz con ¢t < 0, correspondiente al punto donde la recta de x a f(z) toca
a la frontera.) Ahora basta sustituir en la formula cuadratica para obtener
una expresion de t en términos de funciones suaves de x. .
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5.2. Teorema del punto fijo de Lefschetz

Lefschetz estudio la teoria de interseccion entre variedades y de 1923 a
1925 publicé sus investigaciones sobre mapeos continuos entre variedades, y
sus puntos fijos.

Lefschetz relacion6 el estudio del mapeo f : X — X con la teoria de
interseccion y la grdfica. Si f es una funcion que asocia cada punto x € X a
un subconjunto de X. Entonces la grdfica de f se define como:

5.2.1 Definicién. La grdfica de una transformacion f : X — X es el sub-
conjunto definido por

graf(f) = {(z,y) € X x X[y = f(z)}

Entonces x es un punto fijo si (z, f(x)) € X x X pertenece a la intersec-
cion de la grafica de f con la diagonal A. La grafica es una subvariedad de
X x X.

5.2.2 Definicién. Sea W una variedad con frontera y orientada y sean M y
N suvariedades orientadas tal que dim M +dim N = dim W. Si a cada punto
en la interseccion de M y N, se le asigna un signo positivo o negativo, segin
su orientacion. Entonces definimos como el nimero de Lefschetz L(f) a la
suma aritmética de dichos puntos .

Dicho nimero coincide con el indice de Kronecker. Lefschetz se intereso
en extender dicho nimero para funciones diferenciables de espacios euclidia-
nos y asi obtener una herramienta para el estudio de funciones continuas en
variedades.

De manera que el conteo de los puntos comunes: I(A, graf(f)) se llama
el nimero de Lefschetz global de f,y se denota L(f).

Puede haber un ntimero infinito de puntos fijos, donde la transformacion
identidad nos sirve como ejemplo. En el caso en que los puntos fijos de f
formen un conjunto finito, entonces L(f) se puede calcular directamente en
términos del comportamiento local de f alrededor de sus puntos fijos.
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5.2.3 Teorema. suave de punto fijo de Lefschetz Sea M una variedad
compacta y orientada y sea f : M — M una transformacion suave. Si L(f) #
0, entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion:
Si f no tiene puntos fijos, entonces A y graf(f) son ajenos, por lo que son
transversales. De donde

L(f) = I(A, graf(f)) =0

5.2.4 Corolario. L(f) es invariante bajo homotopia.

El teorema del punto fijo de Lefschetz generaliza el Teorema del punto
fijo de Brouwer. Consideremos M = S™. Entonces

L(f) = 1+ (=1)"(deg(/))

5.3. Caracteristica de Kronecker

En esta seccion vamos a reformular el Teorema de Kronecker, con base
en su sistema regular de funciones.

5.3.1 Definicion. Sea F : R"* — R"*2\ {0} una funcion. Definimos a la
familia de funciones F' = (Fy, ..., Fj,41), con n > 1 como un sistema regular
de funciones con las siguientes propiedades:

s 0€ F(R"™) con 0 <i<n+ 1.
. E‘l(O) es compacta con 0 < i< n+ 1.

= 0 € R es un valor regular de F; con 0 < i < n+ 1, es decir, Fi(z) =0
entonces dF;(x) es inyectiva.

» 0 € R*"™! es un valor regular para el mapeo

(Fo, ooy Fyy ooy Frpyy) : R™TE R

con0< i, < n+1yi#j.
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= ) € R"” es un valor regular para el mapeo

A

(Fo, ..., Fi, ....,ﬁ’j, o Fop) R S RT
con0<i,j<n+1yi#j.

5.3.2 Teorema. Clasificacién de Variedades de dimensién uno. Toda
variedad compacta, conexa, de dimension uno y con frontera, es difeomorfa
a [0,1] 0 S* y es ademds la unién ajena de un nimero finito de componentes
conexa.

5.3.3 Corolario. Sea F : R"™ — R"2\ 0 una funcién en el sistema reqular
de funciones F = (Fy, ..., F,11). Entonces

A

F({i,j}) = (Fo, ... Eyy o) Fy, oy Fou)7H(0)

con 0 < 1,7 < n+1 esuna 1-variedad compacta. Y sélo un nimero finito de
componentes de F({i,j}) es homeomorfa a S*.

5.3.4 Observacion. Sea F({i,j}) una 1 —variedad que intersecta transver-
salmente a F;1(0) o Fj_l(O) n-variedades. Entonces

T,(F({i,j})) & T,(F,'(0)) = T,R™*!
conp € F({i,j}) N F(0) o
T,(F({i,j})) ® Ty(F;'(0)) = T,R™!

con g € F({i,j}) N F;*(0) Respectivamente. Entonces F({i,j}) N FH0) y
F(@i,j)N Fj’l(O) contienen un numero finito de puntos orientados.

5.3.5 Definicion. Sea F' = (Fy,..., F,, ;1) un sistema de funciones regulares
yO<uj<n+li#j.

= Un punto e € F(i,7) N F;1(0) es un punto de entrada de F(i,j) en
{z € R"/Fj(z) - Fi(z) < 0} y E(i,J) es el conjunto de puntos de
entrada de F(i,7)

= Sea a € F(i,j) N F;1(0) es un punto de salida de F(i,j) fuera de
{z € R"™/Fj(x) - Fi(z) < 0} y A(4,7) es el conjunto de puntos de
salida de F'(i,7)
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5.3.6 Definicién. Caracteristica de Kronecker. Sea ' = (Fy, ..., Fj,11)
un sistema regular de funciones y sea

el nimero de los puntos de interseccién, un nimero entero independiente de
la eleccion de los indices. Entonces definimos al entero

como la caracteristica de Kronecker de un sistema regular de funciones.

5.3.7 Definicién. f : V — W un isomorfismo lineal entre espacios vecto-
riales finitos de dimensiéon real orientados. Entonces defnimos el sign de f
como

+1 f preserva orientacion
—1 f revierte orientacion

signf = {

5.3.8 Observacién. Seqa F' = (Fy, ..., F,11) un sistema reqular de funciones
y para 0 < 7 <n+ 1. Entonces

~

X(Fpy ooy Fst) = S (W signd(Fy, .., Fy, . Fop) ()

con Fj(z) <0

- — Z (—1) signd(Fy, ..., Fj, o Fo) ()

(FO ..... Fj,...Fn+1)($):0

con Fj(x) >0

5.3.9 Teorema. La Integral de Kronecker. Sea F' = (Fy,..., Fj,y1) un
sistema de regular de funciones y 0 < 1,5 <n+1,7 # j; y sea ®;; la funcion

Oy : F(i,5) — R* = {0}
z = (Fi(x), Fj(x))
Entonces
X(FO, ceey Fn+1) = w(CDi,j, O)

donde w es el niumero de arrollamiento de ®;; alrededor del origen.
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5.3.10 Corolario. Sea f : M — N una funcion entre variedades orientadas
yy € N es un valor reqular para f(f~'(y) # @), tal que la orientacion
de la variedad f~'(y) es la orientacion preimagen. Entonces definimos la
caracteristica de Kronecker como:

*

N(Foy ey Fay1) = (=1) (vol §™) / (r o (Foy s By oy Faa)) 0

FiH(0)

para cada 0 < j < n+ 1 ademds asumimos que {x € R"*! : F;(x) < 0}
0 bien {xr € R"™ : F;(x) > 0} es compacta y Fj_l(()) es orientada por la
orientacion de la preimagen.

5.4. Teorema fundamental del algebra

Una version general del teorema de existencia de Kronecker nos ayuda a
dar una prueba para el teorema fundamental del algebra.

Reformularemos el teorema de existencia de Kronecker en R? de la si-
guiente manera:

5.4.1 Teorema. Sea F = (Fy, F, Fy) : R? — R3 un sistema regular de
funciones tal que F, *(0) es conexa. Dada una orientacion de I, '(0) y sea la
interseccion de puntos {py, ..., ps; ps11} = F({1,21)NF1(0) donde los indices
corresponden con la orientacion. Y los puntos py, ..., ps se corresponden como
sigue:

I(p;) = 1(—1) Si Fy(pj) >0y j es par o impar
Pi) = —1(1) Si Fy(pj) <0y j es par o impar

I<j<s
Entonces Z§=1 l(pj) # 0 implica que el mapeo
(Fy, Fy) : R? — R?

tiene un cero en {x € R?*: Fy(z) < 0} y también en {x € R? : Fy(z) > 0}



68 CAPITULO 5. ALGUNOS COMENTARIOS HISTORICOS

Demostracion:

Counsideremos
X(Fo, Fy, Fo)| = [#E(1,2) — #A(1,2)] = || Y _ I(p;)
j=1

Y esbocemos una de las pruebas de Gauss para el teorema fundamental del
algebra:
Sea
P:C—C PR =2"+a2" "+ .. +a,12+a,

(an # 0) un polinomio con coeficientes en los complejos. Separamos P en su
parte real e imaginaria, es decir, P(z) = U(z) + i¢T(z), obtenemos funciones
continuas T'y U tal que los conjuntos U~*(0), 77! intersectan a S (con cen-
tro en el origen y radio suficientemente largo) transversalmente en 2n puntos,

—_— : U=Y0)

Figura 5.1: Curvas Silberg
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A cada punto en la interseccion p € U~'(0) NS el mapeo Ul|s cam-
bia el signo, donde el signo de T'|s es constante (# 0) en una vecindad
lo suficientemenste pequena de p. Etiquetando los puntos de interseccion
D1y, P2n = U71(0) NS como en el capitulo anterior (Fy = U, F, = T) es
facil ver que | Z?Zl l(p;)| = 2n.

Figura 5.2: Curvas Silberg

Ahora la existencia de una raiz de P se sigue del siguiente argumento:
Cada componente de x € R?: U(x) <0 o z € R?*: U(z) > 0 intersecta a la
esfera S en uno, dos, o mas segmentos abiertos (p;p;+1) segin su forma

Mas ain p; € U~1(0) N S con indice j impar debe ser conexo por U~1(0)
con un punto p; € U~'(0) NS con indice j par.

Puesto que el signo de T en un punto p; con indice impar es diferente de
el signo de 7" en un punto p; con un indice par; existe entonces n ceros de P,

donde no necesariamente todos son distintos. .

Observemos que |X3",1(p;)| = 2n describe el hecho que el polinomio P|g
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se enrrolla n veces alrededor del origen. (¥3%,1(p;)) puede ser interpretado
como el nimero de interseccién de P(S) con 0 x R

Desde el punto de vista de la integral de Kronecker, en el caso 1-dimensional,
esto es exactamente la representacion del nimero de arrollamiento para la
teoria de funciones complejas.

5.5. El ntimero de Gauss y la integral de Kro-
necker

Entre las diversas relaciones que existen de la integral de Kronecker con
la teoria de grado; encontramos un caso especial de aplicacion al teorema de
Gauss acerca del flujo a través de una superficie.

5.5.1 Definicién. Sea v(x) = (z — x0)/||z — xo||> € R? el campo eléctrico
con un punto cargado 1 en xq. Entonces el flujo de v a través de S C R3 una
superficie cerrada se define como:

flujodeSz/(v,N>ds:/S(ro(i—:vo))*a

s
Donde N es la normal exterior y ds es el area de la superfice.

Ahora considerando el Teorema de Gauss acerca del flujo que dice; que
el flujo de v a través de S es igual a 47 o desaparece conforme el punto xg se
encuentre en S. A la luz de nuestro trabajo, podemos observar que la integral
describe el flujo que corresponde exactamente a la integral de Kronecker de
la inclusion ¢ : S — R3\ {zg} 47 veces:

/S<U,N> ds — /S(ro (i — m))o

5.5.2 Definicion. Sea f, g : [0,1] — R3 dos mapeos continuos tal que f(s) #
g(t) para toda s,t € [0,1]. Entonces el nimero de Gauss de f 'y g se define
CoOmo:

enlace(f,g) = —(4m)"" / / 1£(5) = g()[|>det(f(s) — g(t). F(s). g(t))dsdt
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Dicho nimero corresponde exactamente con el nimero de arrollamiento
del mapeo F : S' x §' — R3\ {0}, F(z,y) = f(z) — g(z) donde f y § corres-
ponden a los mapeos f y g via exp(2mi)), y la integral describe el nimero
enlace de Gauss corresponde exactamente a la integral de Kronecker K (F).

Este nimero tiene una interpretacion electrodinamica donde: Si f y g
son curvas parametrizadas en M y N, respectivamente, entonces el campo
magnético de x € M es estable debido a la corriente eléctrica por unidad que
fluye alrededor de N y se describe por:

Gla) = —am) " [ Yo

De aqui se sigue que enlace(f,g) = [,,G v G(x)dx corresponde al trabajo
realizado por el campo magnético en una unldad del polo magnético el cual
realiza un circuito de M.

5.6. La cadena de Sturm y la integral de Kro-
necker

La integral de Kronecker esta inspirada en el intento por generalizar el
teoremea de Sturm:

5.6.1 Teorema. Sean py y ps dos polinomios reales distintos de cero, tal que
deg(p1) > deg(pa). Sean a < b nimeros reales tal que pi(a)p;(b) # 0 y las
raices de py en (a,b) son simples. Ademds sean ps, ..., p, polinomios tal que

P1 = q2Pp2 — P3,P2 = q3P3 — P4y -y Pn—1 = nPn

Usando el algoritmo de Euclides para algunos polinomios qs, ..., q, tene-
mos que; si pp(z) # 0 para x € [a,b] entonces

#{z € (a,b) : pi(z) =
— #{zre(a,b) pi(z) =
= V(pl((l>,~--7pn<a))
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Donde V' indica el numero de variaciones del signo en la cadena py, ..., py.

El teorema anterior se relaciona con la caracteristica de Kronecker de la
siguiente manera:

Sean F; : R* — R(i = 0,1,2) los mapeos tal que

Fi(z,y) =p(z) —y, Fo(z,y) =pa(x) —yy Fo(z,y) =y

Pensemos en F' = (Fy, F1, F3) como un sistema de funciones regulares F’;
es decir encontremos un cubo K C R? el cual contiene todas las interseccio-
nes de los puntos F; ' (0) N E, 1 (0), Fy "N E;H(0) y FyH(0) N EF1(0), si ahora
reemplazamos F;"1(0) K (i = 0,1,2) por curvas tal que £, 1(0) son curvas
que se enrollan con i = 0,1,2, .. y tal que F|x = F~\K

Esto se puede hacer de tal manera que cuando por una parte degp; o
degp, es par, no se encuentra en la interseccion de la nueva curva Fy1(0)
0 FQ_l(O) con el eje x. Por otra parte en el caso en el que degp; o degpy es
impar, entonces se considera sélo un punto adicional de interseccién con el
eje x. Entonces

=

P1(—00), .oy pn(—00)) — V(p1(00), ..., pn(00)) =
1,2) = 2,(Fo, F1, I%) degp; es par

5.7. Gauss-Bonet

El teorema Gauss-Bonnet para una variedad M compacta riemanniana
de dimensién 2 nos dice que:

Kdv =2mnx(M)
M

donde K es la curva Gausiana de una superficie M, dv es el area de M, y
X(M) es el nuimero de Euler de M. De la definicién de curvatura Gausiana
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se sigue que en el caso donde M es una hipersuperficie en R? la forma dife-
rencial de Kdv se iguala a g*o, donde g : M — S? es el mapeo Gausiano y
o es la forma de volumen en S2.

Mas atn, en el caso del teorema de Gauss-Bonnet puede ser formulado
como el nimero de arrollamiento que en el caso del mapeo de Gauss se lla-
mara curvatura integra.

La generalizacion de este teorema es otra forma de ejemplificar la apli-
cacion de la caracteristica de Kronecker. En este caso el estudio se basa en
un sistema de fuciones (Fy, Fpq, ..., Fon), donde Fy : R™ — R es un mapeo
continuo tal que F; '((—o00,0]) es compacto, 0 € R es un valor regular para
Fyy Fy; = Fy/0x;. Aqui la caracteristica de Kronecker de (Fy, For, ..., Fo,)
nos da la siguiente integral de Kronecker:

X(F();FOl; ey FOn) = (VO] Snl)l/ ro (Fgl, ...,Fon)*O'
M
con M = §F;*((—o0,0)).

El mapeo r o (Foy, ..., Fon) puede ser interpretado como el (n — 1) —
dimensional mapeo de Gauss g : M — S" !, y otra vez hay un mapeo
K : M — R tal que Kdv = (r o (Fpy, ..., Fon))*o.

La curvatura 2 — dimensional del teorema de Gauss, tiene una generali-
zacion natural para dimensiones mayores (para hipersuperficies); la funcion
K tiene una representacion K = kq,...,k,_q1, donde la k; es la curvatura
principal. Para el caso donde 0 € R"™ es un valor regular para (Fyi, ..., Fo,)
entonces la curvatura integra de M = 0F; '((—o0,0]) se sigue de:

(VOI Snl)l/ Kdv = (VOI Sn—l)—l fM’f’ o (F017 ceey Fon)*O'
M

= Z(F()l,...,Fon)(:r):O signd(Fo, ..., Fop)(x)

El concepto anterior estd de igual forma relacionado con el trabajo de
Poincaré acerca de los puntos de equilibrio para una ecuacién diferencial
ordinaria:

dr __ dy __ dz __ 3 1
G =X, 5 =Y, 7 =2 donde XY, Z son polinomios de x,y, z.
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La superficie F; '(0) donde (Fp : R* — R,0 € R) es un valor regular para
Fy v que no toca a el campo vectorial, induce:
o X+ %y +80.740€e FH(0)
Entonces la caracteristica x(Fp, X, Y, Z) estrictamente hablando:
(vol §2)1 / (ro(X,Y.Z)) 0
Fy '(0)
es igual a la caracteristica x(Fo, Fo1, Fo2, Fo3) en el caso < 0, y para el

caso > 0 es igual a la caracteristica x(Fy, —Fo1, —Fo2, —Fo3).

La prueba de Poincaré se refiere a la invarianza homotoépica del ntmero
de arrollamiento, que prueba la invarianza homotépica de la caracteristica
de Kronecker. Consecuentemente, si Fo_l(O) es una superficie que no toca al
campo vectorial, entonces x(Fo, Fo1, Foz, Foz) # 0 implica la existencia de un
punto de equilibrio.

Los calculos de Poincaré para x(Fy, Foi, Foz, Fos) en el caso que Fy *(0)

es una superficie 0 o 1; entonces podemos dar la formula general de Gauss-
Bonnet:

Si F;1(0) es una superficie p
X(Fo, Fou, Foo, Foz) =1 —p

= (3)x(F5 '(0)).



Apéndice

= Espacio Métrico

5.7.1 Definicién. Sea X un conjunto. Una funciéon d : X x X — R
se llama métrica si d satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo z,y € X, d(x,y) > 0.

2. Para todo x,y € X, d(z,y) =0siy sblosiz=y.
3. Para todo x,y € X, d(z,y) = d(y, z);

4. Para todo x,y,z € X,

d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2).

El conjunto X con una métrica fija d se llama espacio métrico.Formalmente,
un espacio métrico es una pareja ordenada (X, d), donde X es un con-
junto y d es una métrica en X Para cualesquiera dos puntos x vy y de
X, el namero real d(z,y) se llama distancia entre x y y.

= Espacio Topologico Sea (E,T) E un conjunto de puntos provisto de
una topologia 7', i.e, una coleccién de subconjuntos de E que satisface
las siguientes propiedades:

1.0eT,EcT.

2. Si (O € T,Oy € T) entonces (O; N O2) € T Es cerrado bajo
intersecciones finitas.

3. Para toda i € I y O; € T entonces U;c7Oy € T Es cerrado bajo
uniones arbitrarias o bien para toda S C T, UpesO € T.

5.7.2 Definicién. Sean X, Y dos espacios topologicos, A C X cerrado
y f: A — Y continua. Entonces F' : X — Y tal que F' |4= f es una
extension de f sobre X relativa a Y.

75
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5.7.3 Definicién. Sean x € X y U un conjunto abierto. Llamamos a
V vecindad de x tal que x e Uy U C V.

Observemos que si U es abierto, U es vecindad de cualquier punto en
U.

5.7.4 Definicién. Un espacio Y es Hausdorff si dados cualesquiera
p#q enY sus vecindades U(p),V(q) son tal que UNV = 0.

5.7.5 Definiciéon. Sea Y un espacio de Hausdorff. Entonces Y es nor-
mal si para cada par de conjuntos cerrados disjuntos tienen vecindades
disjuntas.

5.7.6 Definicién. Un espacio topologico T' se llama compacto , cuando
cualquier cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimiento finito.

5.7.7 Observacion. La propiedad de compacidad la tienen todos todos
los subconjuntos cerrados acotados de un espacio euclideo de cualquier
dimension finita.

Véase |5, p.104]

5.7.8 Teorema. Sea {Vi,..V,} una cubierta abierta de M y sean
fi, - fn: M — R funciones diferenciables tal que:

e 0 filz) K1VzeMyV,=1,...,n.
esopf, CV,V,=1,...,n.
e > pi(r)=1V zeM

Entonces f;,...f, son una particiéon de la Unidad.

Véase |4, p.52]

» Propiedades de la funcién Exponencial.

=0 »n . L.
1. e =3 """ % existe y es analitica en C.

2. €* = " = e%(cosy + iseny).

3. €TV = ¢%e¥ para toda z,w € C.
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10.
11.

© »® N>

e* es periddica, caulquier periodo de e® tiene la forma 27ni, n
entero.

Si x es real, entonces e* > 1 cuando z > 0,y e* < 1 cuando x < 0.
Toda franja horizontal de ancho 27 se mapea biyectivamente a

C\ {0}.
e* nunca es 0. Su imagen es C\ {0}.

E R — S! tal que E() = ¢? es el cubriente universal.

d_ z _ ,z
et =e”
loge* = log |e*| + i arge®, donde log z es la inversa de e* tal que
para cualquier rama de log z tenemos que €!°8% = z.

627ri/2 — i7 et — _]_7 6371'2'/2 — —i, e2m — 1.

e* = 1siy solo si z = 2nmi para algin entero n (positivo, negativo

0 0).
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mapeo cubriente.

conjunto de clases de equivalencia.
clase de equivalencia.

arco en S

nimero en sentido positivo, de «;.
nimero en sentido negativo de «;.
grado.

triangulacion.

nimero positivo de .

ntmero negativode .

suma aritmética de p y n.
mapero identidad.

retracto.

bola.

polo norte.

polo sur.
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SX

M, N
oM
Int(M)

H?’L
v, W
W(f,z)

AP

Alt
w(z)
AP(M)
sop w
K(F)

CAPITULO 5. ALGUNOS COMENTARIOS HISTORICOS

suspension de X.
variedades.

frontera de M.

interior de M.

espacio tangente.
semiespacio superior de R".
espacio vectorial.

nimero de arrollamiento.
dual de V.

p-tensor alternante.
alternante.

p-forma.

espacio de p-formas en M.
soporte.

integral de Kronecker.
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