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EL PROBLEMA DE ONDAS DE AGUA EN PROFUNDIDAD
VARIABLE BAJO EL REGIMEN DE BOUSSINESQ.

PEDRO ACEVES SANCHEZ.

Resumen

En este trabajo se describird la deducciéon de dos tipos de sistemas de ecuaciones aproximadas
para el problema de ondas de agua en profundidad variable bajo el régimen de escala de ondas largas.
Para ello comenzaremos planteando el problema de ondas de agua en su formulacién Hamiltoniana
usando el operador de Dirichlet-Neumann. La deduccién de estas aproximaciones se basa en el trabajo
de W. Craig et al. [6] sobre la aproximacién del operador de Dirichlet-Neumann para el Laplaciano
en el dominio ocupado por el fluido. En la deduccién del primer sistema de ecuacines usamos el
desarrollo del operador de Dirichlet-Neumann en potencias de la topografia y posteriormente usamos
un anilisis dimensional. Cabe mencionar que éste es un sistema de ecuaciones tipo Boussinesq, el cual
no habia sido dado antes. Para la segunda aproximacién suponemos que el fondo depende tanto de una
variable larga como de una variable lenta. Luego hacemos una expansién del operador de Dirichlet-
Neumann en potencias del parametro pequefio que resulta de las suposiciones de escalamiento del
problema y aplicamos la teoria de operadores Pseudo-Diferenciales. Por tltimo, usamos la estructura
Hamiltoniana del sistema y aplicamos los lemas de separacién de escala dados en W. Craig et al. [6].

1. Introduccidn.

El estudio de la propagacién de ondas de agua a través de un fondo rugoso ha sido objeto de estudio
por varios anos, debido a su gran importancia en la ingenieria costera. Las ondas de agua en las costas
tienen una gran complejidad debido a cambios en el fondo, los cuales producen cambios locales de la
velocidad de la onda con los subsecuentes efectos de refleccién, refraccién y difraccién. Aunado a esto,
los efectos nolineales debido a la interaccion onda-onda y onda-fondo, juegan un papel importante. En
los ultimos afios, el problema de la propagacién de ondas de agua recobré mas importancia debido al
desastre provocado por el tsunami de Sumatra en el 2004. Debido a este suceso se vi6 en la necesidad de
tener mejores modelos para describir este tipo de fenémenos con el propésito de reducir la cantidad de
danos provocados por estos.

Figura 1: Interaccion de ondas en la playa.

En este trabajo analizaremos el problema de ondas de agua en un canal con profundidad variable.
Para tal efecto, comenzamos planteando el problema de ondas de agua en la formulacién Hamiltoniana
dada por V. I. Zakharov [24] en 1968, desde el punto de vista introducido por W. Craig y C. Sulem [8] en



1993 usando el operador de Dirichlet-Neumann. Siguiendo el trabajo de W. Craig et al. [6], describimos
la deducciéon de dos sistemas de ecuaciones bajo el régimen de Boussinesq, i.e. usando la suposicion
de que la longitud de onda es grande en comparacién con otras escalas de longitud en el problema. El
primer sistema lo obtenemos usando un desarrollo del operador de Dirichlet-Neumann en potencias de la
profundidad variable y finalmente usamos argumentos dimensionales. Cabe mencionar que este sistema
de ecuaciones no habia sido dada antes. En el segundo método de aproximacién suponemos que el fondo
depende tanto de una escala lenta, X = ez para ¢ < 1, como de una escala larga, x. Este sistema
de ecuaciones es deducido de una forma sistemaéatica usando la teoria de perturbacién de Hamiltonianos
tal como es presentada por W. Craig y M. Groves [5], la teorfa de operadores Pseudo-Diferenciales
aplicados a funciones multiescala y la estructura Hamiltoniana del sistema, en donde la escala rapida es
promediada en el Hamiltoniano. En esta teoria se supone que la amplitud del fondo puede ser de orden
O(1). Cabe mencionar que éste sistema de ecuaciones es una extensién de los resultados de R. Rosales y
G. Papanicolaou [22].

También obtenemos la aproximacion lineal, la cual nos da una correccién de la velocidad de propa-
gacion de ondas de agua cuando el medio es no rugoso y horizontal. Esta predice que la velocidad de la
onda sera menor cuando el fondo es irregular, lo cual era de esperarse debido a la interacciéon de la onda
con el fondo.

2. Planteamiento del Problema.

Consideremos un fluido incompresible, irrotacional e inviscido, i.e. ideal, con una frontera libre en
una regién del plano. Este estard acotado por debajo, por la grifica de la funcién —h + B(x), en donde
B € CHR) y h € RT, y por arriba estara acotado, en el tiempo t > 0, por la grifica de la funcién n(z,t),
en donde n € C*(R x RY), ver figura (2).
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Figura 2

El dominio del fluido estara dado por

D:(6,n) ={(z,y) :x e R,—h + ((z) <y < n(x,t)},
en donde el fluido en reposo corresponderd a n = 0.

Haremos un estudio de este fluido desde el punto de vista de la formulaciéon Euleriana. En esta
formulacién se busca la velocidad u, la presién p y la densidad del fluido p, como funciones de (z,y) € Dy,
parat >0, i.e. u, py p dependen de un punto (x,y) en el espacio y de un tiempo ¢, sin hacer referencia
a un punto especifico en el fluido.

Ademas de las hipétesis que hemos impuesto sobre el fluido supondremos que la tnica fuerza externa
que actia sobre él es la fuerza de la gravedad, la presion en la superficie del fluido es constante y
consideraremos que no existe tension superficial.



Debido a que el fluido es incompresible y homogéneo tendremos que p(x,y,t) = constante para todo
(z,y) € D¢ y para todo t > 0, por lo tanto

V-u=0. (1)
Ahora, como el fluido es irrotacional, tendremos que
V Au=0. (2)

Debido a que el fluido es inviscido, que la fuerza externa que actia sobre él es conservativa (la fuerza
de la gravedad) y que la densidad es una funcién constante, podemos aplicar el Teorema de Kelvin (ver
[2]), el cual nos dice que si comenzamos con un fluido irrotacional, entonces la evolucién del fluido no
generara vorticidad. Por lo tanto tendremos que

VAu=0 en 9, paratodot >0,

lo cual implica que para todo t > 0, suponiendo que D;(8,7) es simplemente conexo para t > 0, existe
una funcién ¢ : ®; — R (la cual es tnica salvo la suma de una constante), tal que

u=Ve enD,. (3)
Ahora, de (1) y (3), obtenemos la ecuacién de Laplace,
Vip=0 en®. (4)

La frontera libre debera satisfacer dos condiciones,

1. Como estamos condiserando un fluido gravitacional, esto implica que la fuerza sobre el fluido es
f=—gé, = —V(gz). Ademds, como la presién sobre la superficie libre es constante, tenemos que
la ecuacién de Bernoulli, consultar [10], sobre la superficie libre toma la forma,

1
Op + §|V<P|2 +gn =0, (5)

la cual se conoce como condicién dindmica.

2. Todo punto que se encuentre sobre la superficie libre debera permanecer sobre ella para todo tiempo
t >0, i.e. todos los puntos en la superficie libre (z,y) € R?, cumplen que y — n(x,t) = 0 para todo
t > 0. Esto implica que

0 = S-ul)
= §—(0um)T — Om
= ay‘P - (a$ )(8190) - 81577 eny = 77(%75)’ (6)

a esta ecuacion se le conoce como condicién cinemdtica.

En la frontera del fondo del fluido {y = —h + B(x)}, la velocidad de éste satisface la condicién de
Neumann « - N(8) = 0, la cual queda expresada en términos del potencial ¢ como

Vp - N(B) =0,

en donde N(3) = (1 + [0.8|?)(0.8, —1)) es la normal unitaria exterior.
Reuniendo lo anterior, llegamos a las Fcuaciones de las Ondas de un fluido ideal bajo la fuerza de la
gravedad,



V2p(z,y) =0  paratodo (z,y) € Di(5,n) (7)
de B _
aﬁ—O en y=—h+ G(x) (8)
Oy — (0:1)(0zp) —Om =0 en y=mn(x,t) 9)
1
O + §\V¢|2 +gn=0 en y=n(zt) (10)

a las ecuaciones (9) y (10) se les conoce como Ecuaciones de Bdsicas de Ondas de Agua para un fluido
potencial. Ahora, solo hace falta dar condiciones iniciales para completar el problema, es decir, dada una
perturbacién inicial n(-,0) € C1(R), y ¢(-,0) € C1(Dy), queremos encontrar para todo t > 0, n(x,t) para
todo z € R, y ¢(z,y,t) para todo (z,y) € D, que satisfagan (7)-(10). A éste problema se le conoce como
problema de Cauchy-Poisson, consultar [17]. Cabe mencionar que éste problema es nolineal, lo cual se
debe a las ecuaciones (9) y (10). Definamos la siguiente funcién &(z,t) = p(z,n(z,t),t), la cual es el valor
del potencial en la frontera libre al tiempo t.

Es importante notar que si resolvemos las ecuaciones (9) y (10), bajo las condiciones iniciales 7(-,0) €
CL(R) y £(-,0) € C1(R), entonces el sistema de ecuaciones (7)-(10) queda resuelto debido a que para cada
tiempo ¢t > 0 obtendriamos un problema de Laplace con condicién de Dirichlet, o(x,n(z,t),t) = £(z,t),
en la frontera superior y con condicién de Neumann, /07 = 0, en la frontera rigida (consultar [3]), i.e.,
¢ queda determinado de forma unica en 9.

3. Ecuaciones Candnicas de Hamilton para el problema de on-
das de agua.

En el afio de 1968, V. E. Zakharov [24] plante el sistema de las Ecuaciones de Ondas de Agua, (9) y
(10), en una formulacién Hamiltoniana, en donde las variables canénicas son n(x) y £(z)). Haremos uso
de esta formulacién desde el punto de vista del trabajo realizado por W. Craig y C. Sulem [8]. Con tal
motivo introduciremos el operador de Dirichlet-Neumann.

Definicién 3.1. Operador de Dirichlet-Neumann. Consideremos el dominio ® = {(z,y) € R? : —h +
B(x) <y < n(x)}, en donde B,n € C*(R), y denotemos por 7 a la normal exterior en 0D. Consideremos
la funcion ¢ : ® — R que es solucion del problema

Vip(z,y) =0 para (r,y) €D,
o(x,n(x)) = &(x) para x € R, (11)
gg (z,—h+B(z)) =0 para x € R.

Entonces, el operador de Dirichlet-Neumann se define como
(G(B,mE)(x) = (1 + (Dun(2))*) /2 V(@ n(x)) - N(n(x)),
en donde N(n(x)) = (14 (0yn(x))?) "1 /2(=0,n,1), con x € R.

La expresién (1+(9,1)/?) es un factor para que G(f3, n) sea autoadjunto en cierto dominio, consultar
[4]. A continuacién enunciaremos algunas propiedades del operador de Dirichlet-Neumann,

Proposicién 3.2. El operador G(8,n) satisface lo siguiente:
1. G(B,n) es positivo semidefinido.
2. G(B,n) es autoadjunto en cierto dominio S.
3. G(B,n) es un operador continuo de H'(S) a L?(S).
4. El operador G(B,m) : HL(S) — L?(S) es analitico en una bola B,.(0) C C(S), para r > 0.

Demostracion. Consultar [4]. O



3.1. Ecuaciones Basicas de Ondas de Agua en términos de 1 y €.

A continuacién demostraremos la siguiente,

Proposicién 3.3. Las Ecuaciones Bdsicas de Ondas de Agua (9) y (10), se pueden expresar como la
siguiente ecuacion de evolucion,

n = G(B,n), (12)
& = M(Ei(G(ﬁ,n)€)2+2nx£mG(ﬂm)£>gn (13)

Demostracion. Despejando n; de (9), obtenemos

n = Oyp— (021)(0zp)
= Vop- (—6957’], 1)
_ . (_830777 1)
= VO Tr @ T O)
= (1+(@m)*)"*Ve- N(n)

= G(ﬂﬂﬂf, (14)

con lo cual hemos probado la igualdad (12).
Ahora procederemos a demostrar la igualdad (13), para ello tomemos la derivada parcial de £ con
respecto a x y despejemos 0.,

1/2

Do = &a — (Oyp) (0am). (15)
Usando la definicién de G(3,n) y la relacién (15), obtenemos

G(B,mE = Oyp — 0xp0un
= 0Oy — (& — Oyp0:n)0zn

(16)
de lo cual obtenemos que
G(B, )€ + (02€)(0xm)
Oy = 17
T @ 1
y
G(B,n)€ + (02€)(0zn)
Orp =&y — - 18
p=¢ 1+ (0u)? 1 (18)
Ahora diferenciando a £ con respecto a t y utilizando la ecuacién de Bernoulli
& = oyt
1
Pyt = 5 (wi + wf,) —gn. (19)

Sustituyendo las ecuaciones (14), (17) y (18), en (19), obtenemos



& = Nﬁl(Gf =+ gxnx)Gf - ;{gi - 2N71(G§ + gmnz)fxnx

+NT2(GE + Eme)’nZ + N72(GE+ famz)Q} —gn

1
= FN” 1{ GE + &oma)® (1+n3)£2} —gn
_ %N 1{ 2 4 26,1, GE — 52} (20)
endonde N =1+n?y G¢ = G(8,1)¢.

Ahora calculemos la energia total del fluido en el tiempo ¢ y la denotaremos por E;, suponiendo que
p = 1. La cual estard dada por la suma de la energia potencial U mas la energia cinética K,

E = K+U
n(x)

= // |u| dyder// gydydx
htA(x) 2 h+A(x)
n(x) 2 _ 2

[ eataa [ (e e, o
h+B(z) 2 2 2
n(x) 2

= // |Vg0| dydx+g/mdx—05. (22)
h+8(x) 2 2

Definamos las siguiente curvas en R?, T'y = {(z,y) € R? : y = n(z,t)} y T2 = {(z,y) € R? : y =
—h + B(x)}. Aplicando el Teorema de la Divergencia, obtenemos que

n(x)
/ / *IVsD\ dydx
h+ﬁ(1) 2

1 1
// gOV2<pdV—|—/ —pVp-ndS + / —pVp-ndS
h+8(x) Ty 2 Ty 2

=0, ya que ¢ es armonica. =0, por la condicién de Neumann.

1
/ —pVp-ndS
I 2
1 .
/ 2<<pV<p-n) V14 n2dz
R (z.y)=(z,n(z))

— [ 56GB.meda, (23)
R

Siguiendo al trabajo de V. E. Zakharov, propondremos como Hamiltoniano del problema de ondas de
agua a

K

1
H=; / (ﬁG(ﬁ,n)ﬁ +gn2)dx~ (24)
En 1968 V. E. Zakharov demostro el siguiente,

Teorema 3.4. Las ecuaciones (9) y (10) son equivalentes al siguiente sistema Hamiltoniano

a7 = 0 I onH
\e) -1 o SeH )
en donde H estd dado por (24).

Demostracion. Consultar [24]. O



4. Expansion del Operador G(3,n) en Potencias de 7.

Nuestro principal objetivo es encontrar expresiones para la solucién del problema (11). Para ello
nos enfocaremos en hacer un desarrollo asint6tico del operador G(8,7n) cuando la forma del fondo
no es constante. Supondremos que ((z) es de orden O(1) mientras que el perfil de la superficie n(z)
serd pequeno, esto con el motivo de poder aplicar el resultado de [3] para expandir G(3,7) en potencias
de n. Con tal motivo comenzaremos con el caso n(x) = 0. Posteriormente, cuando tengamos un perfil no
constante usaremos un método perturbativo.

Comenzaremos encontrando una solucién del problema (11), expresado por medio del dato de frontera
o(x,0) = £(x) en la superficie libre {y = 0}. Primero, en el caso en el que el fondo es plano {y = —h,z € R}
obtenemos, gracias al lema (A.1) del apéndice, que la solucién estd dada formalmente por el siguiente
multiplicador de Fourier

p(a,y) = / / eik-ww’)COiS?gS(ﬁ (Zk};)k)f(x’)dx’dk - Cosgésﬁ(zgiwi(x). (25)

Ahora, cuando la topografia del fondo es no trivial, propondremos como ansatz a la expresién (25) més
un término correctivo dado por la siguiente férmula,

cosh((y + h)D)
= =7 h(yD)(L . 2
plo,y) = S By € + senh(uD) (L(A)E) (x) (26)
Es importante notar que el primer término de (26) satisface la condicién de frontera homogénea de
Neumann en {y = —h}, mientras que el segundo término satisface la condicién homogénea de Dirichlet

en y = 0. El operador L(f3), el cual actiia sobre los datos en la frontera libre £(x), se escoge de tal forma
que la expresién (26) es una solucién del problema (11) tomando n(z) = 0.

Ahora desarrollaremos al operador G(3,7) en potencias de 7, uniformemente en 3. Consideremos la
familia de funciones harménicas elementales en el dominio del fluido D;(8,7),

We"’” +f Z e senh (py) L(B)e* (p)dp (27)

Debido a la definicién del operador de Dirichlet-Neumann tenemos que

(Pk(l'7y) =

G(B,mer(x,n(x)) = (Oypr — (0em)zr)|,_, (28)
Ahora, como

oo

G(Bm) =D G'(B,m), (29)

=0

en donde G! es homogéneo de orden [ en 7, consultar [18], y notando que

_ Slnh(k(h + y)) ikx /OO ipT . /\zkr
Dyspr = N B cosh(py) L(B3)e* (p)dp (30)
y
Orpr = ikw etk 4 /00 ip eipzsenh(py)L(/ﬂ)Q”(p)dp (31)
vk cosh(hk) o ’

obtenemos, sustituyendo (27), (29), (30) y (31) en (28), lo siguiente

{ iGl(ﬁ ) } { Wk - /Z ¢i"senh(pn) L(B)e** <p>dp}



- kw etk +/ p eP? cosh(pn)L@z(p)dp
cosh(hk) o

. cosh(k(h +n))

+ (92m) <zk cosh (ih) et 4 [ ooip ei’””senh(pn)LWm(p)dp)-

(32)

Expandiendo senh(k(h + 1)) y cosh(k(h + 1)) alrededor de n = 0, el lado derecho de (32) toma la forma

k(tanh(kh) Z %(kn)V_F Z Vll(kn)u>cikx

v>0 par v>1 impar
e . 1 —
v (X Lo )Ll
> v>0 par
—(0z1m) {zk cosh(hy)e™*™ + ik tanh(hk) ( Z a(pn)”)ei]”
v>1 impar v
e )G (33

v>1 impar

Ahora expandiendo senh(k(h +1n)) y cosh(k(h +n)) alrededor de n = 0, el lado izquierdo de (32) es igual
a

{iGl(@n)}{( > (k:,)y +tanh(kh) > (k:!)y>eikx
=0

v>0 par ’ v>1 impar
+/_o; em( 3 W)L(E)e\ik“(p)dp}. (34)

v>1 impar

Reuniendo todos lo términos de érden O(n°) de (32) y usando (33) y (34),

G°(B,m) € = ktanh(kh)e’t® +/ p eiprW“x(p)dp, (35)
lo cual implica que
G°(3,n) e** = D tanh(kD)e™*® + D(L(B)e™*®). (36)

Reuniendo todos lo términos de érden O(n') de (32) y usando (33) y (34),

k(nk) e — (9,n)ik ™
G°(8,n)k tanh(kh)n e*t®

oo

46 (Bn) [ e on) LB ()
+GH (B, m)e™,
despejando G*(f3,m) y reordenando,
GH(B,m)e™ = nk*e™® + (Dn)ke’™™ — G°(8,7)(nG° (B, n)e’™), (37)

por lo que

G (8,m)e’™ = D(nDe™) — G°(8,m)(nG° (B, m)e™). (38)



» 1

Consideremos una funcién f “bien portada” *, entonces

(G°(B,n) f)(=)
ZGO(ﬁ,n)(M/eimf(P)dp)
o) 1)/2/f °(8,m)eP*dp
= m / f(p) <ptanh(hp)e"m + / wemL(ﬁ)e\im(w)dw) dp
1

~ o | e o)+ i [ Fo) (D@ )
= (Dtanb(AD))(f(x)) + e 1)/2/f ( Z;Dr))dp

— (D tn(nD)) () + D (20) s [ i) )

= (Dtanh(hD))(f(x)) + D(L(B) f(x))
= (Dtanh(hD) 4+ D(L(83)))(f(z)). (39)
De igual forma, usando (37) podemos demostrar que
(GH(B,m) f)(x) = (D(nD) — G*(nG"))(f()). (40)

Es importante mencionar que debido a la forma de las expresiones (39) y (40), podemos obtener una
férmula de recurrencia para G'(3,7). Cambiando Go(n) por G°(3,7) en la férmula de recurrencia para
G(n) en [8], obtenemos que G!(3,n) satisface la misma férmula de recurrencia que Gy(7).

Debido a que () es de orden O(1), el operador L(3) no es en general expandible en potencias de 3,
sin embargo, podemos expresarlo de forma implicita.

Proposicién 4.1. El operador L(8) puede ser escrito en la forma implicita

L(B) = —=B(B)A(B), (41)

en donde los operadores A(B) y B(B) estdn definidos por
AB) = /_ h e'*sinh(B(x)k)sech(hk)E (k)dk, (42)
cB) = [ " 6 cosh((—h + A(a) )ER)d, (43)

y B(B)=CB)~"

Demostracion. Comencemos con la condicién de frontera

Ve-N(B) =0  eny(z)=—h+p(z).

Ahora, notemos que los términos que no contienen a L(3) en 0y¢ — (0,3)05¢ = 0 son,
(Dsenh((y + h)D)sech(hD) — i(9,3)D cosh((y + h)D) sech(hD))ﬂy:*thﬁ

:/eikl(senh( (x)k) — (i/k)0 (senh(ﬁ(sc)k)))ksech(hk)g(k) dk

= —i0y /e“mc senh(B(z)k) sech(hk)E(k) dk = DA(B)E. (44)

LConsideraremos una funcién continua e integrable f tal que f € L' para aplicar el Teorema de la Transformada Inversa
de Fourier, consultar [13].



Por otro lado, los términos que contienen a L(3) en 9y — (955)0z¢ = 0 son,

(D cosh(hD)L(8) — i(2.5)D sent(yD)L(B) ) ly=—n+5
= /e““”(senh(ﬁ(x)k:) - (i/k’)agg(senh(ﬁ(x)k‘)))k:sech(hk‘)g(k:) dk
— [ e (cosh((~h+ B(a))b) — (0, 3(a)) sinh(~h + () ) JEL(BIE ) dk

_ / oike ( cosh(hk)(cosh(B(x)k) — i(8.8(z)k) senh(5(z)k))
—senh(hk)(senh(5(z)k) — i(9.B(x)k) cosh(ﬁ(a:)k))) kL(B)E(k) dk
= DC(B)L(B)E. (45)

Ahora, sumando las ecuaciones (44) y (45), obtenemos

D(AB)E+CBLEB)E) =0,
por lo tanto

AP)E+CB)LBE=c  conceR,

pero como A(B) + C(B)L(B) es un operador lineal, se tiene que ¢ = 0 . Lo cual implica, debido al lema
(A.2) del apéndice A, que L(8) = —B(B)A(f).
O

Observemos que el operador L(3) es lineal. Existen varias formas de obtener expresiones explicitas
aproximadas para el operador L(f),

1. L(p) aplicado a funciones ¢ de la forma &(z) = £(X) 6 £(z) = £(z,X), en donde X =ex y e < 1,
usando analisis multiescala, consultar §7.

2. Expandiendo L(() en potencias de 3, lo cual serd hecho en la siguiente seccién.

5. Expansién del Operador L(/3) en potencias de (.

Se supondra que

L(B) =) L;(B), (46)
3=0
en donde L;(3) es el término homogéneo en 3 de 6rden j. Para calcular explicitamente los términos L;(3)
haremos uso de la condicién de Neumann en y = —h + 5(x),
(ay@ - ({91/339590)(%, —h+ 6) =0, (47)

y haremos expansiones en potencias de 3. Comencemos con la expresién (26) y calculemos sus derivadas
parciales,

B . akwcosh((y + h)k)
32790(x5y) - /Zkek W

i(DW)ﬁ(ﬂ + i(Dsenh(yD)) (L(8))& (), (48)

£(k)dk + / ik e senh (yk) L(B8)€ (k)dk
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Oyp(z,y) = /eikmkWé(k)kor/eikzkcosh(yk)ljﬁ\)f(k)dk

- i(DW)&(m) +i(Dcosh(yD)) (L(B))& (). (49)

Ahora hagamos la expansién formal en serie de Taylor de los siguientes operadores,

Dsenh((h 4 9)D)lye s = 3. LoD
v >1 impar
D eosh(hy)D)yeris = Y D
v>0 par
alrededor del 0 y
D o ﬂu v+1 BV v+1
senh(yD)|y=—n1p = — Z — D" “senh(hD) + Z — D" cosh(hD)
v>0 par v v>1 impar v
D cosh(yD)ly=——ntp = Y ﬁ—'D”“cosh(hD)f > E'D”“senh(hD)
v vl

v>0 par v>1 impar

alrededor de —hD. Es impotante notar que el operador D no actia en . Sustituyendo (48) y (49) en
(47), y usando los desarrollos en serie de Taylor anteriores obtenemos

Z %sech(hD)Duﬂ+ Z %D”Hcosh(hD)(L(ﬁ))— Z %D”Hsenh(hD)(L(ﬁ))

v>1 impar v>0 par v>1 impar
< > —sech (hD)D* T+ Y ﬁ—'D”“ cosh(hD)(L(B))
v>0 par v>1 impar v:
-y 5|D”+1senh(hD)(L(ﬁ))) = 0. (50)
v>0 par v

Reuniendo los términos de érden 3%, tenemos
Ly =0.
Reuniendo los términos de érden 3!,
Bsech(hD)D? + D cosh(hD)Ly(3) 4 (DB)(D sech(hD)) =

y notando que

D(BDsech(hD)) = (DB)(Dsech(hD)) + 8D*sech(hD),

tenemos que,

L1(B) = —sech(hD)(Bsech(hD)D)

Mas aun, podemos obtener férmulas de recurrencia para j. Comencemos suponiendo que j es impar

j—1 v Jj—2 v
L; = —sech(hD) <ﬂsech(hD)D + Z ﬂ—D” cosh(hD)L;_, — Z ﬂ—D”senh(hD)L >7 (51)
J v=2, par ! v=2, impar !
por otro lado para j par,
Jj—2 B j—2 g
L; = sech(hD)( ; —D" cosh(hD)L;_, — 12 ” — D"senh(hD)L;_ ) (52)
v=2, par v=1, impar

11



6. Deduccién de la Ecuacién de Boussinesq para un Canal de
Profundidad Variable Mediante la Expansién del Operador

L(B).

En el problema de ondas de agua en dos dimensiones con profundidad variable, se presentan tres
pardmetros de escala adimensionales, o = a/h, § = (h/1)? y v = b/h, en donde a es una amplitud tipica,
[ es la longitud de onda caracteristica, h es la profundidad media y b es la altura tipica del fondo, ver
figura (3).

Figura 3

Consideremos las siguientes variables: z* posicién, t* tiempo, £* potencial, n* desplazamiento hor-
izontal del fluido y §* la altura del fondo. Definamos las siguientes constantes ¢y = v/gh y T = [/cp.
Ahora, consideremos las siguientes variables adimensionales, consultar [21],

r= = , = = ==, 53
T Uy "0 3 glalco y B=5 (53)

Entonces tendremos las siguientes identidades en términos de las variables adimensionales,

1 1 3
Danb(0) = o (To. ~5(30r) +...)
1 1 1

3
= —hd3 — %a;& + ...

hio, B3,
_ﬁaw - 3?8‘,1: + e
1 1

E( — 002 — 30°0 + 0(53)). (54)

DL, (3%) = —Dsech(hD)(ﬂ*sech(hD)D)
b 1 1
= 72(3«: +500; + 0(62)) (5(@5 + 5007 + 0(52)))
= 20,60, + 2550,00% + +2550260 + O0(8%). (55)
12 T x 12 2 x T 12 2 o o

Mas ain, se puede demostrar usando las férmulas de recurrencia (51) y (52) que
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2(’)(5), para v > 2. (56)

DLV(ﬂ) = 2

Por lo tanto,

G'(B* ") = Dtanh(hD)+DL(ﬁ)
= Dtanh(hD) + ZDL

- %( — 502 — 5528;‘ + 0(53)) + l%(amﬁaw +0(9)), (57)

G'(B* %) = Dn*D—G°(B" 0" )" G°(B*,n")
1 b
l2azna {h ( — 802 — 260} + (9(53)) + 5 (axﬂam n 0(5))}

b
xn{h< 502 7528;"4—(9(53))+Z3(8168I+O(5))}. (58)
Ahora, por la ecuacién (12)
l
apm = G
l
= ZG (3% ¢
_7_2_274 39& 3 3 21\ gla
- h( 602 — 6% 20} + 05 )) £+ - (a B0y + 6= 868 4o 59280, 4+ 0 )) ol

la2 gcla 1 (00,€) — {h ( — 002 + 0(62)) + l—2<8zﬁaz + 5531535 n 556;9;6870 n 0(52))}
a5 (- 802+ 06%) 226 + 5 (0,00, + 550,50 + 530460, + O(5%)) 22,

de lo cual tenemos que

m o= (—02— %ai +O@)) + (0,50, + 6%@683 n 6%856835 +O() )€~ ad, (n2,€)
—ad92(nd2€) + a0(8°) + ayO(6?) + ay?80, (BI2(B0:€)) + ay*O(5°),

reordenando

n = ( .y~ éaa;‘ + 78, (88,) — aaz(naﬁ))g +0(8%) + O(78) + O(ad) + O(as).  (59)

Por otro lado, de la ecuacién (13),

* _ _; * \2 * kY ek 2 . % w o vex ) N
S T E e <(£z*) (G(B*,1*)E")? + 205 5. G(B" "€ > a1
= 5 (1= 0 + 0029 (€ — (GOB" 1)) + 2026 G(8" )" ) = )
= LG LG IEN o )
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en términos de las nuevas variables,

& = —n— %a(amg)Q + O(5%) + O(18) + O(ad) + O(ard). (61)

Bajo el régimen de escala de Boussinesq, i.e. a ~ v ~ § ~ ¢, para ¢ < 1, las ecuaciones (59) y (61),
toman la forma

o= (=8 0t +<u(90,) — cDunn)) (62)

& = —n-5e(0:6)

2

(63)

Notemos que las ecuaciones (62) y (63) tienen la siguiente estructura Hamiltoniana
g (n\_ (0 1 o, H
‘Ne) -1 0)\ sn
1

==z /n2 + (1 Yen— 55) (amg)Q - %gn(agg)de

en donde

2

Derivando la ecuacién (63) con respecto a 9, y haciendo el cambio de variable u = 9,.&, las ecuaciones
(62) v (63), toman la siguiente forma,

n = —0: ((1 —ef+ 677)u) - %E@iu (64)
up = —0,m — eudyu, (65)
0
n\ _ 0 -0, n+ su?
8t<u>_ (ax 0 >((1sﬂ+an)u+§aa§u ' (66)

El Hamiltoniano del sistema (66) estd dado por

~ 1 1
H .= 3 /(1 —eB+enu? +n? — gg(azu)zdxa

con la estructura simpléctica dada por el operador

~ 0 -0,
J':<az 0 )
AN 0 -0, o H .
u —0y 0 SuH

Observacion 6.1. FEl operador J es simpléctico debido a que la forma bilineal asociada a éste definida
de la siguiente forma

es decir,

(F,G}; = / 6F - J6Gdu,

es un corchete de Poisson, i.e. satisface las siguientes dos propiedades,
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i.- {F,G}57=—{G, F}j para todos los funcionales F' y G, ya que
0 -0
/((5(n7u)F) ( 781 0 ) ((5(n’u)G> dzx

FN\ (0 -0, 5,G
fCae) (S ) (36 )

= —/[5,7F8I5UG+5UF8I577G] dx

{FvG}j

= /[5UG81577F +0,G0,6,F]dx aplicando integracion por partes,

T
~ 6,G 0 8, \ [ 6,F
- JGE) (o) (k)
= 7{G7F}7
i.- Identidad de Jacobi, {{F,G}5,H}57+{{H,F}; G};+{{G,H}3 F}5 para todo funcional F, G y

H. FEsta igualdad se cumple debido a que J es antisimétrica-adjunta y no depende de las variables
dindamicas.

para un andlisis mds detallado consultar [20].

7. Escalas Miltiples y Homogenizacién en el Régimen de Boussi-
nesq para un Canal de Profundidad Variable.

Implementaremos el régimen de escala para ondas largas dado por M. J. Boussinesq, a ~ = ¢ < 1,
suponiendo que (3 puede variar también en una escala lenta, i.e. 8 = B(x,ex), ademds escalaremos de la
siguiente forma,

X =ex, e€(X), &9'(X)=rn(x). (67)
Introduciendo estas transformaciones en el Hamiltoniano (24),

H €)= 52 [ €060 20). % (e0) (co)da + 5 [ et (e,

y haciendo el cambio de variable X = ez, obtenemos

H €)= 5 [ € 0GB X), 2/ () (0AX + 5 [ (X)X, (68)

Siguiendo el trabajo de W. Craig et al. [6] comenzaremos usando el escalamiento (67) y el Hamiltoniano
(68). Posteriormente haremos una expansién de G(f3,7n) en potencias de e, con ello obtendremos una
aproximacién del operador G(3,7n). Luego utilizaremos los lemas de escalas multiples (B.2) y (B.3), para
aproximar el Hamiltoniano H por un Hamiltoniano que dependera sélo de la variable X = ex.

Usando el desarrollo de G(f3,7) en términos homogéneos de 7 y sustituyendo en (68),

H(,§) = %s/5’(X)(Go(5(w,X),6277’(X)) + G (B(x, X), %' (X))
+O(a5))§’(X)dX+%/5377’2(X)dX

- L / ¢ (X)( Dtanh(hD) + DL(3)
Go

+D(nD) — Go(e* (X)Go) +O(£%)) ¢ (X)dX + % / e3n?(X)dX.

G
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Hemos usado que G,, = O(e®), para todo n > 2.
Ahora enfocaremos nuestra atencién en obtener aproximaciones de los operadores Gy y G1, que
aparecen en la ecuacién (69). Definamos b(z,ex) = 3(z,ex) —h. Los operadores A(3) y B(3) que aparecen

en la férmula implicita (41) de L(3) se pueden aproximar de la siguiente forma, suponiendo que & = £(X)
en donde X = ez,

A(B)E(X)
= (smh( ( D sech(hD))f(X)

/2/ e'*1)7 sinh(B(w)e L)sech(he L)§(L)d L

S =D/2 /e EL)"’”{sﬂ 5335(;5)%3 + 0(54)}{1 - SQ%hQLQ + 0(54)}§(L)dL
(27) (n 0/2 /e { 2h25($)L3 + 53%5($)3L3 + 0(54)}E(L)dL
= ef(z)DxE(X) —¢ §h25($)D§<§(X) + 63%5(33)3193’(5()() +0(e"). (70)
De forma similar se calcula C(/3). Observemos que ya que B(f3) es el inverso de C () y B(8) actuara sobre

una funcién que depende tanto de x como de X, entonces usando la parte (i) del Teorema (B.1),
tendremos lo siguiente

c(s

~—

= cosh(bD)
osh(b(D, +eDx))

1
= cosh(bD,,) + eb(x) sinh(bD,)Dx + 52§b2 cosh(bD,) D%

1
+536bssinh(me)D§( +0(e). (71)

Ahora, usando la identidad 1/(1 — ) = 1 +x + 2% + 23 + O(2*) para |z| < 1, y de la férmula (71), la
inversa de C'(f3) estard dada por

B(B) = c@)!
= B()(ﬂ) - EBo(,B)b Slnh(sz)Bo(ﬂ)DX
—%EQBO (B)b* cosh(bD,,) By () D%

+£2By(B)bsenh(bD,.)By(8)bsenh(bD, ) By(3) D%

—<8 2 Bo( )b senh(D.) Bo(9)D

+£8 %Bo (B)bsenh(bD,,)By(B)b? cosh(bD,)By(3)D%

+&3 %Bo (8)b? cosh(bD, ) By(3)bsenh(bD,)By(3)D%

—e3By(B)bsenh(bD,)By(6)bsenh(bD,,)
x Bo(B)bsenh(bD,)By(8)D% + O(*), (72)

en donde By(8) = cosh(bD,), el cual actia sobre funciones de la variable x. Usando las ecuaciones (70)
y (72), obtenemos
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e(Bo(B)) (BDx) — € (Bo(B)bsenh(bD,)BoDx)(BDx)

—e? % (Bo(B)b? cosh(bD,)Bo(3)D%) (BDx )
51

eI (Bol(9)) (°D%) — £ 32 (Bol5)) (5D%)

—53% (Bo(B)b? cosh(bD,) D% Bo(B)) (BDx)
+¢%(Bo(B)bsenh(bD, ) Bo(8)bsenh(bD,)Bo(8)D% ) (8Dx)

_54é (Bo(B)bsenh(bD,)Bo(B8)Dx ) (3°D%)

+€4% h?(Bo(B)bsenh(bD,) By (8)Dx) (D% )

—5‘% (Bo(B)b? senh(bD,) Bo(B)D% ) (BDx)

+54%(Bo(ﬂ)bsenh(be)Bo(ﬂ)bQ cosh(bD,) Bo(8)D%) (8Dx)

+e4%(30(,3)b2 cosh(bD,)Bo(3)bsenh(bD,)By(3) D% ) (BDx)
—e*(Bo(B)bsenh(bD,)By(3)bsenh(bD,)
x By (B)bsenh(bD,)By(3)D% ) (8Dx) + O(°), (73)

de lo cual se concluye como actiia el operador DL(8) = —D(B(B)A(3)) sobre funciones de la forma

§(z) = {(ex),
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DL = -D(BA)(A®))

(
= —<Du(Bo(A))(8Dx) — =" Dx (Bo(8)) (8Dx)
+&2 D, (Bo(B)bsenh(bD,)Bo(3)Dx) (BDx)

— éD (Bo(3)) (°D%) + £° 5h e (Bo(9)) (5D%)

+? ,D (Bo(8)b cosh(bD,) D% Bo()) (BD-)

—€ D (Bo(B)bsenh(bD.) Bo(8)bsenh(bD,) Bo(8) D% ) (BDx)
+&Dx (Bo(B)bsenh(bD,)Bo(3)Dx) (8Dx)

LD (Bo(9) (D) + 5D (Bo(5) (4D%)

et <D, (Bo(B)bsenb(bD,) Bo(8)Dx) (5°D%)

+€4%DX (Bo(B)b? cosh(bD,) D% Bo(B)) (BDx )
—54%h2Dx (Bo(B)bsenh(bDy)Bo(8)Dx ) (3D%)

+54éDm (Bo(B)b® senh(bD,,) Bo(8) D% ) (BDx)

—€ %D (Bo(B)bsenh(bD,)By(B)b* cosh(bD,)Bo(3)D% ) (8Dx)

_e %D (Bo(ﬁ)b2 Cosh(sz)BO(ﬂ)bSenh(be)BO(ﬁ)Di) (ﬂDX)

—&*Dx (Bo(B)bsenh(bD,) By (8)bsenh(bD,)By(8)D% ) (BDx)
+e*D, (Bo(B)bsenh(bD,) By (3)bsenh(bD,,)
x Bo(B)bsenh(bD,)By(3)D% ) (BDx) + O(°), (74)

Por otro lado, usando (74), obtenemos

Dtanh(hD)(nDL(8) = D tanh(hD)(*y
= (D, +eDx)tanh
= —&*D3 tanh(hD,)Bo(f

+e* D2 tanh(h D, ) Bo(8)bsenh(bD,,) x
x (n'(X)Dx Bo(B)3Dx)
—&*D, tanh(hD,) (1 (X)Dx Bo(3)8Dx )
—e*hD2sech(hD,)*Dx Bo(3)B(n' (X)Dx)
—&*D, tanh(hD,)Dx By(3)8(n'(X)Dx) + O(&°

—~

X)DL(B)
h(Dx +eDx))(e*' (X)DL(J)

Bo(8)B(n'(X)Dx)
06)b

\/\_/VVA

(75)

Ahora haremos el desarrollo de DL(3) cuando actiia en funciones £(z) = £(x, X), en donde X = ez,

A(B) senh(8D,, + eBDx)sech(hD, +5hDX)

= {senh BD,) + ecosh(8D,)BDx + O(e }{sech BD,)
—ehsech(hD,) tanh(hD,)Dx + O(g%)}

= sinh(8D,)sech(hD;) — ehsenh(8D,)sech(hD,) tanh(hD,)Dx

+& cosh(BD,)3Dxsech(hD,) + O(£?),
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entonces,

= By(B)(sinh(BD,)sech(hD,))
—ehBy(B) (senh(BD, )sech(hD,) tanh(hD,)Dx)
+eBy(8)( cosh(BD,)Bsech(hD;)Dx)
—&(Bo(B)bsenh(bD,)By(B)Dx ) ( sinh(8D;)sech(hD,)) + O(e?),

por lo tanto,

D(L(3)) = —D,Bo(B)(sinh(8D,)sech(hDy,))

+ehDy By () (senh(8D,)sech(hD,) tanh(hDy)Dx)

—eDy By () ( cosh(BD,)Bsech(hD;)Dx)

+eD, (Bo(B)bsenh(bD,)By(8)Dx ) ( sinh(8D,)sech(hD,))

—eDx By(3)(sinh(B8D,)sech(hD,)) + O(£?) (76)

DL(B)(nDL(B)) = DL(B)(e*n'(X)DL(B))
= &°D,By(B)(sinh(BD,)sech(hD,))(DyBo( X)DX)
+¢&* D, Bo(B) (senh(8D, )sech(hDy,)) (Bo(8)81 (X )D% )
—&*D, By (B) (senh(8D, )sech(hD,))
x (D Bo(B)bsenh(bD,) Bo(8)3n' (X) D)
—&*hD, By (B) (senh(8D, )sech(hD,) tanh(hD,))
x (D Dx Bo(8)8n'(X)Dx)
+¢&* D, Bo(B) (cosh(8D,)Bsech(hDy)) (Do Dx Bo(3)Bn (X)Dx )
—&* D, By()bsenh(bD,) By (B) (senh(BD, )sech(hD,))
X (D Dx Bo(B)n'(X)BDx)
+e*Dx By(B) (senh(BD,)sech(hD,))
x (Bo(8)n'(X)Dx) + O(%). (77)

Por 1ltimo, notemos que

DL(3)(nD tanh(hD))
— DL(B) (szn’(X)(sDX(ehDX) + 0(53)))
= —c*hD,By(B)(sinh(8D,)sech(hD,)) (7' (X)D%) + O(e°). (78)

Ahora, ya que hemos obtenenido desarrollos en potencias de ¢ de los operadores Gg y G1, primero
calcularemos las ecuaciones lineales en el régimen de Boussinesq, para ello sustituiremos las ecuaciones

(74), (75), (76) y (77) en (69),

H o= L [ 2D (388 ) (Dr () s + )

—£%(1 — Dy Bo(B)bsenh(bD,))¢ (ex) (Dx Bo(8)BDxE (X)) | x=ea
+e3he' (X)D% &' (X)dX + O(e?), (79)
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Notemos que la ecuacién (79) contiene dos términos con derivadas totales con respecto al operador D,
por lo que aplicando el lema de separacion de escalas (B.2) obtenemos que estos dos términos tienen un
promedio igual a 0, por lo tanto

1
H =5 [ Sa(0) = (b + (X)) (Dx€ X + O, (50)
en donde ¢; = —By(3)5. Ahora quitemos las primas ' y definamos el Hamiltoniano H,, como el resultado

de descartar los términos de orden O(g*) en (80), por lo tanto

6H, 4

oy T 9

§H, .
T —&30x ((h + e1(X))u).

Observemos que el escalamiento (67) nos produce un cambio en la estructura simpléctica J = ¢3.J', en

donde
0 I
(%)

consultar [7]; haciendo un escalamiento en el tiempo #' = &3¢ y quitando la prima
ecuaciones de movimiento

", obtenemos las

om = —ox((h+e)u)
Ou = —goxm,
6
n _ O —83; 577Hl
o()= (% o) (o)
con
H = %/(thél)Uz + gn*dX,

en donde hemos hecho el cambio de variable u = 0x&. Observemos que en esta aproximacion lineal, el
coeficiente ¢; depende de X y representa la correcion al problema con profundidad constante h, lo cual
nos indica que la velocidad de propagacién serd menor que en el caso cuando el fondo es liso, ya que
¢ < 0.

Ahora reteniendo términos hasta érden O(¢®) en el Hamiltoniano, obtenemos

H = %/525’(X)Dx(Bo(ﬁ)ﬁDxé’(X))+62h£’(X>D§<§’(X)+€29n’2(X)

+e3¢/(X) Dx (Bo(#)bsenh(bDy) Dx Bo(B)) (BDx €/ (X))
3
~et g ()DL (X) + < LR (X) D (Bol5) (5D%E (X))

—e € (X)Dx (Bo(9) (DR € (X)) + €4 (X)Dx (1 (X) Dx€/(X)
4S8 (X) D (Bo( )17 cosh(bD) D3 Bo(9)) (5Dx€ (X))

—*¢/(X) D (Bo(8)bsenh(bD,) Dx Bo(8)bsenh(5D,) Dx Bo(8) ) (8Dx € (X))

%€/ (X) Dx (Bo(8) senh(8D.) Dy sech(hD,.) ) ( Bo(8)80'(X) Dx€'(X) ) aX
+&(X)D,F(z, X,e)dX + O(°). (81)
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en donde D, F(x,X,¢e) es la suma de todos los términos que son la derivada total con respecto a D,.
Aplicando los lemas de separacién de escalas (B.2) y (B.3), y notando que el tltimo término dentro de
la integral de (81) es una derivada total con respecto a D,, tenemos lo siguiente

H = %/83977’2(?() —&*(h+ & (X)) (Dx€'(X))? = e'ea(X)(Dx¢'(X))? - £%63(X) (Dx€'(X))?
+e®(ea(X) + %hg)(Dxﬁ’(X))Dicﬁ’(X) —e%e5(X) (D€' (X))*
—%(1 + (X)) (X)(Dx€'(X))?dX + O(e°), (82)
en donde
Coy = Bo(ﬁ)b senh(bDw)DX (Bo(ﬁ)ﬁ) — %Dx(BQ(ﬁ)b senh(bDI)Bo(ﬁ)), (83)
s = BB cosh(bD,) D% (Bo(3))

+Dx{Bo(3)bsenh(bDy))Bo(3)bsenh(bD, ) Dx (Bo(83)5)

~ 5 Dx (Bo(B)¥ cosh(bD.)) Dx (Bo(9)5)
D (Bo(@)bsenh(bD.)) Bof 5)psenb (D) Bo(3)

+Bo(B)bsenh(bD,)By(B)bsenh(bD,,)Dx (Bo(5)3)} (84)

Lo 1 3 1 2
cy = _ih 30(5)5-1—630(5)5 —530(5)5 B, (85)
s = Bo(B)bsenh(bDy)Bo(B)bsenh(bD,)Bo(8)6, (86)
c¢ = —DBo(B)senh(8D,)D, sech(hD,)By(3)5, (87)

en donde las ecuaciones (83) y (84) son obtenidas mediante integracién por partes de la siguiente forma.
El término ¢y proviene del octavo término de la ecuacién para DL(() de la siguiente forma,

[ € 00D (Ba(@)bsenb(6D.) Dx Ba(5) (5D (X)X
_ / (Dx € (X))(Bo(B)bsenh(bD,) Dx Bo(B)(BDx € (X)))dX

=~ [(Dx€/CO)(Bal@bsent(bD, (D (X)) Dx (Bal)9)
HBo(HHDKE ()X
—— [(Dx€/ 002 (Bo(9)bsenb(6D.) (Dx (Ba(5)5)4X

~ [ (DX X)) (DR () (Bal9bsenh(bD,) (D (Bo()9)dX
=~ [(Dx¢ (X (Ba(Mbsenb(bD,) (D (Ba(5)5)AX

—5 [ (Dx(Dx€ (X)) Bo(Mbsenb(vD,) (D (Bo(3)5)X
=~ [(Dx€/ 00 (Bo(8)bsenh 6D, (Dx (Bo(6))dX

+5 [ (DxEX)PDic(Bo(B)bsenb(bD,) (D (Bo(3) )X,
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El término c3 se deduce de forma similar.
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento dadas por esta aproximacién son

on = —0x((M(X)+e*(1+cg)nu) — 20% ((5h® + &4 + &5)0xu), }

dou = —goxn— Le2ax((1+ esnsd), (89)

en donde la profundidad efectiva del fondo estd dada por h(X) = h+ ¢1 + €t + 265 + 2e%(9% 1) y en
donde los términos ¢; dependen de X, para 2 <17 < 6.

8. Conclusiones.

En este trabajo hemos deducido dos aproximaciones para el problema de ondas de agua con fondo
variable bajo el régimen de Boussinesq. La deduccion de estas aproximaciones se basa en el trabajo de
W. Craig et al. [6] sobre la aproximacién del operador de Dirichlet-Neumann para el Laplaciano en el
dominio ocupado por el dominio. Para ello planteamos el problema en su formulacién Hamiltoniana dada
por Zakharov y convenientemente reformulada a través del operador de Dirichlet-Neumann por W. Craig
y C. Sulem [8]. La primera aproximacién la obtuvimos haciendo la adimensionalisacién de las Ecuaciones
Bésicas de Ondas de Agua, obteniendo ciertos pardmetros caracteristicos del problema, y posteriormente
hicimos uso de la expansién de Taylor del operador de Dirichlet-Neumann. La segunda aproximacion
la hicimos usando un procedimiento sistemético dado por W. Craig y M. Groves [5], quienes usan la
teoria de perturbacién de Hamiltonianos con un parametro pequeno. En la deduccién de esta ecuacién
suponemos que el fondo varia tanto en una escala larga como en una escala corta. Debido a ello, usamos
la teoria de Homogenizaciéon y encontramos los coeficientes efectivos para este problema, por lo que el
problema es homogenizable. Ademés de estas dos aproximaciones, obtuvimos una aproximacién lineal
bajo la condicién de que el fondo depende de dos escalas. Esta ecuacién nos predice que la velocidad de
la onda se verd disminuida, esto era de esperarse debido a la interacciéon que se presenta entre la onda
y el fondo rugoso. Es importante senalar que se pueden obtener aproximaciones de mayor exactitud con
relativa facilidad, debido a la férmula iterativa dada esencialmente por W. Craig y C. Sulem [8], para
obtener términos de mayor grado en el operador de Dirichlet-Neumann, aunado con el procedimiento
sistemético dado por W. Craig y M. Groves [5].

El primer sistema de ecuaciones presenta una ventaja sobre el segundo desde el punto de vista de la
implementacién computacional. La forma de los coeficientes del segundo sistema sugiere el uso de una
combinaciéon de un método Pseudo-Espectral con un método de diferencias finitas. Sin embargo, para
aplicar el método Pseudo-Espectral es necesario estudiar el espectro de ciertos operadores que no estan
dados en forma explicita. Mientras que para el primer sistema, se puede usar un método Pseudo-Espectral,
el cual presenta una pequena complicaciéon debido a los términos no lineales, aunque no lo llevamos acabo.
Empero, serd el tema de un trabajo futuro.

A. Resultados Miscelaneos.

Lema A.1. La solucion del problema

V2p(z,y) =0 para t R y —h <y <0, (90)
o(z,0) = &(x) para x € R, (91)
oy (z,—h) =0 para x € R, (92)

estd dada formalmente por el multiplicador de Fourier

o(x,y) = W&(w)

Demostracion. Este es un problema eliptico con condiciones de frontera tipo Dirichlet-Neumann que se
puede resolver usando el método de la transformada de Fourier.
Supongamos que ¢ es una solucién del problema anterior, entonces
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1 < ~ TWIT
Plo9) = <= / e, (93)

como (93) debe satisfacer (90), tenemos que

Vip(z,y) \/ﬂ/ ((M) - wQsﬁ(w,y))dw =0,

lo cual implica que

d2¢)(wa ) 2
Tz w p(w,y) =0,
resolviendo obtenemos que
P(w,y) = A(w) sinh(wy) + B(w) cosh(wy). (94)
Entonces sustituyendo (94) en (93), y usando (91),

Pla0) = | st 0 = g)

lo cual se cumple si y sélo si G(w,0) = &(x). Por lo tanto, B(w) = £(x).
Ahora, de forma similar, de acuerdo a la condicién (92),

y(x,—h) <py w, —h)e™*dw = 0,
\/27‘(‘

lo cual implica que

@y (wa _h) =
Por lo tanto, usando (94)
@y(w, —h) = A(w)w cosh(wh) — &(w)wsinh(wh) =
De lo cual se desprende que
A(w) = €(x) tanh(wh).
Sustituyendo en (93), se llega a que

x, = ) tanh(wh)senh(wy) + ¢ cosh(wy) )™ *dw
o) m/( (wh)sent(uy) + Ecoshun)
iwx COSh(w(h + y)) A
= _— _— d
Vor /_OO ¢ cosh(wh) §l@)dw
_ cosh((h +y)D)
B cosh(hD) £@). (95)
con lo cual queda demostrado el lema.
O
Lema A.2. El operador inverso B(f3) de C(8) dado por (43) esta bien definido.
Demostracion. Consideremos el siguiente problema
Viu=0, u(z,0)=¢=x), 0dyu(z,0)=0. (96)

en el semi-espacio {y < 0}.
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De forma anéloga a la demostracién dada en (A.1), la solucién del problema (96) estd dada for-
malmente por la expresién u(z,y) = cosh(yD)&(x), y la traza del operador cosh(hD)&(x) en la curva
y = —h+ ((z) estd dada por C(B)¢(x) = u(x, —h+ B(z)). Empero, para definir B(8) = C(3)~!, tenemos
que considerar el problema alterno

Viw = 0, para(z,y) € D(5,0),
Oz w(x,0) 0,
w(z, —h+p(x) = ((2),

el cual tiene una solucién unica y su traza en y = 0 estd bien definida. De hecho,

B(B)((x) = C(B)'¢(x) = w(z,0).

B. Analisis de funciones multiescala.

Con el propésito de justificar la expansién multiescala del problema de ondas de agua, haremos un
analisis breve de desarrollos asintéticos de operadores Pseudodiferenciales aplicados a funciones multi-
escala. Estos resultados fueron obtenidos por W. Craig et al. en [6]. Para una anélisis més detallado,
consultar [1], [9] 6 [19].

Dado un pardmetro ¢ € RT, una funcién multiescala es una funcién suave u(x, X) : R2»=1 — C, en
donde z € R* !, X € R" ! y X = ez es la variable espacial que describe variaciones largas. A esta clase
de funciones las denotaremos por u(z,ex) o por u(x, X)|x—cqz-

Usaremos la siguiente notacién, D, = (1/i)0, y Dx = (1/i)0x. Definamos formalmente el operador
m(D,) como

(D)) = Gy [ e m) fa)ak. (07)

en donde m € C®°(R"~1). A m(D,) se le llama multiplicador de Fourier y a m(k) se le conoce como el
simbolo de éste . Ademas, supondremos que el simbolo m(k) es de 6rden p, es decir, para todo a € N*~1
y K ¢ R*~! compacto, existe C, > 0 tal que

Orm(k)| < Ca(1+ [K[?)@1eDr2, (98)
A continuacién expondremos varios resultados que nos seran de ayuda en este trabajo.

Teorema B.1. Consideremos un multiplicador de Fourier m(k) de drden p

i.- Supongamos que f(X) es una funcién suave de la variable lenta X. Entonces

m(Dy)f(ex) = (m(eDx f))(ex)
> égla‘al?m(o)(D%f)(X)lx:m + O+,

lal<q
(99)
it.- Supongamos que f(x,X) es una funcion multiescala suave. Entonces
1
(D) f(,2) = 3 el (@ m) (D) D f (2, X) [—er + O, (100)
laj<q
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Demostracion. Es claro que (i) es consecuencia de (ii), sin embargo, demostraremos cada apartado por
separado para obtener claridad en la demostracién. Comencemos definiendo g(z) = f(ex) y notemos que

i) = Gy [ ¢ el

1 —iw-K
= (27T)<"1)/2/e f(ew)dw
1 Qs 1
T @2mmh2 / SR AR,

1 (kK
- 5"—1f<5)'

dQ

Por lo tanto,

(DS er) = s [ e mf () spak
1
= (2m) (=172

. ol )
- (W%w / e’””( > - opm(0)K" +Rq)f<K)dK,

/ K2 (e K) f(K)dK

(101)
en donde R, es el residuo de érden ¢ de la expansién en serie de Taylor de m(k) alrededor del 0. La

expresion (101) es equivalente a la ecuacién (99), teniendo en cuenta que R, = O(g911).
Ahora demostreremos la parte (i7). Comencemos definiendo F(x) = f(z,ez) y notemos que

1 iX-z iL-x £
f(z,ex) = flz,X)|xmea = W//w el v f(A\, L)AXAL.
Por lo tanto, el multiplicador de Fourier esta dado por

m(Dy) f(z,ex)

1
27T"1

— 27r“ 1//(3 @2 (k) f (2, ea’)d' dk
_ 27r _ 1//6 (2=, // N LX'| By D)dAdLda' dk
— Qﬂ)n - / / / ek T ( / i0Fel=k)" g0/ f(X, L)dAdLdk
_ QW)ln : //(/ k) S\ +eL — k)dk)f()\,L)dAdL
1
)

= @ 1// iOFeL) @ (X + eL) f(A, L)AL, (102)

em k)dk

I
\

en donde 0(:) es la distribucién de Dirac y hemos usado la féormula [, , g(x)d(x)dz = g(0), consultar
[25] pdg. 161. Debido a que m es suave, tenemos que
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m(D,) f(z,ex)
) / / e Tt @) (X 4+ e L) f(A, L)dAL

1

2 )n // i\-x zL (ex) Z |a\Laf(A’L)dAdL+Rq+1
s .

la|<q

L,
Z iy D)l D% f(2, X)|xzeo + Rgt1-
oo

Debido a la condicién (98) y teniendo en cuenta que R 41 = O(£7F!), obtenemos (100).
O

Llamaremos red a un subconjunto I' de R™ de la forma {Aa : para todo a € Z"} en donde A es una
matriz no singular. Esta red tiene una red reciproca I, generada por la matriz 2m(A7)~1. Denotare-
mos por R”/T" al dominio fundamental generado por el grupo I' y por |R™/T"| a la medida del dominio
fundamental.

Lema B.2. Consideremos una funcién continua g : R"1 — C tal que g(x + ) = g(x), para todo
v €T, en donde T C R"! es una red, y una funcion f € L*(R"~1)(C>®(R""1). Entonces, para todo
N tenemos

/ o(0) flex)dz = / 9(2) F(X) | x—eadz
Rn—1 Rr—1

(eM), (103)

Il

QI
5§\ i

[y

—

<

S~—

en donde

1

— g(x)dx.
R Jgos )

g:

El lema (B.2) implica que la escala corta representada por x en g(x) y la escala larga X = ex representada
en f(X) son asintGticamente separadas.

Demostracion. Comencemos definiendo h = f, y notemos lo siguiente

/ g(a)h(ex)da

Il
S
/7~
o8
~
=
S

™
jH
L
o
g

|
S
3
~—
S|
z
~
V]
@,
.
olg
~—
>
NajY
—
>
s
o
>
N———
g‘
~—
™
I
_
[oN
g

Como g(x) es periédica sobre el dominio fundamental T?~! = R"~1 /T, consultar [14] pag. 178,

Z Cngn - ﬁ

kel

26



en donde I es la red reciproca de T,

(27)n—1

e =\ et Y §n=\T”*1|’”2/ e g (x)da.
o] -

Entonces

—
=
m
3
E>
>
o
=
I

/ ( > engnd(eK — n)> hEK)dK

reT’

> [ ME)engnd(eK — k)dE
rel”

1 Y.
en—1 Z C»,JL(I:)QH

KeTY

Dado que f € L*(R* 1) C®(R"1), se tiene que |h(K)| = O((1 + |K|*)~N/2), para todo N, consultar
[16] pdg. 25, por lo tanto,

/g(sK)B(K)dK = Enl_l 3 cnh<’;)gn

— g [ FOOAX +O()

sustituyendo h = f se obtiene (103).

Cuando la funcién g depende de = y de ex, se obtiene el siguiente

Lema B.3. Consideremos una funcion continua g(x,ex) periddica en la variable x con respecto a la red
I' C R"L. Entonces para cualquier funcién f € LY RN C>®(R"Y) y para todo N > 1, se cumple
que

1
[ swenfende= [ 0700554 + 0N, (104)
Rn—1 Rn—1
en donde
9(X) = (2. X)d
g = Ton_1/7 g\, €.
|R™=1/T| Jrn-1,p
Demostracion. Consultar [6] pags. 850 y 851. O
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