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Introduccion

El estudio de ecuaciones diferenciales de la forma
a(z,y) dy® +2b (x,y) dydx + a (z,y) da? =0,

con a,b y ¢ funciones continuas ha sido motivado por la geometria diferencial de superficies. Este tipo
de ecuaciones son llamadas ecuaciones diferenciales cuadrdticas o binarias, también son conocidas como
formas diferenciales cuadrdticas. Tales ecuaciones forman parte de una familia més grande de ecuaciones:
las ecuaciones diferenciales implicitas.

FEn una superficie diferenciable genérica, casi todos sus puntos tienen asociadas dos curvaturas prin-
cipales, que corresponden a los valores maximo y minimo de la curvatura normal. Direcciones principales
son las direcciones dadas por los vectores propios de la matriz asociada a la diferencial de la aplicacion
de Gauss (Ver [10]). En un punto umbilico la curvatura normal es constante; en consecuencia, las di-
recciones principales no estan determinadas. Las curvas integrales del campo de direcciones (bivaluado)
determinado por las direcciones principales son llamadas lineas de curvatura.

La curvatura gaussiana K es definida como el determinante de la diferencial de la aplicacién de Gauss.
Todo punto de una superficie diferenciable puede ser clasificado en eliptico, hiperbélico 6 parabdlico de
acuerdo a que la curvatura gaussiana en tal punto sea positiva, negativa o cero respectivamente. Si,
ademas, la diferencial de la aplicacién de Gauss en un punto de una superficie es idénticamente cero, el
punto es llamado umbilico plano.

En un punto hiperbdlico, las curvaturas principales tienen signos opuestos, por lo tanto existen dos
direcciones, llamadas direcciones asintéticas, en las cuales la curvatura normal es cero. En un punto
parabolico las direcciones asintoticas coinciden y en un punto eliptico no hay tales direcciones. Asi, en
la parte de la superficie que contiene a los conjuntos de puntos hiperbdlico y de puntos parabdlicos
esta definido un campo de direcciones bivaluado. Las curvas integrales de este campo de direcciones son
llamadas lineas asintdticas.

Las ecuaciones diferenciales de lineas de curvatura y las ecuaciones diferenciales de lineas asintoticas
son ejemplos de ecuaciones diferenciales cuadraticas.

En diversos trabajos, como los de Darboux (1896), Frost (1890), Cayley (1870), Gullstrand (1904),
Sotomayor y Teillo (1982), Sotomayor y Gutierrez (1991), Bruce y Fidal (1989), se dan modelos locales
del comportamiento de las lineas de curvatura cerca de un punto umbilico. La clasificacién es atribuida
a Darboux y los nombres a Hannay (Berry y Hannay (1977) [3]) ver figura 1.

VII
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LEMON MONSTAR STAR

Figura 1: Formas normales caso a=-c

Este trabajo esta basado en el articulo “On binary differential equations” de J. W. Bruce y F. Tari [7]
en el cual se obtiene una clasificacién topolégica local de las curvas solucion de una ecuacion diferencial
binaria en puntos en los que la funcién b — ac tiene una singularidad de Morse.

En el capitulo 1 se definen dos relaciones de equivalencia en ciertos espacios de funciones. Las clases
de equivalencia son los k—jets, con k € N y gérmenes de funciones, respectivamente. Un espacio de
gran utilidad también es definido: el espacio de I1-jets. En la seccién 1.2 continuamos con un estudio
breve de ecuaciones implicitas F' (z,y,p) = 0, éste incluye el método de Lie (ver [8]) el cual consiste en
reemplazar la ecuacion diferencial por el sistema

F(z,y,p) =
dy — pdxr =

0,
0

Tal sistema produce un campo de direcciones tangente a la superficie M = F~!(0), definido por la
ecuaciéon F' (z,y,p) = 0, e inducido por la 1-forma diferencial o« = dy — pdzx.

En un punto singular regular (ver pagina 4) de la ecuacién implicita F' (x, y, p) = 0, la forma normal
de la ecuacién F (z,y,p) = 0 es la ecuacién p? — x = 0. Este teorema (el cual es enunciado sin prueba
en la seccién 1.2) fue mostrado por D. Lak (Ver [1]).

En el Capitulo 2, se consideran ecuaciones diferenciales cuadraticas binarias (a lo largo del texto las
nombraremos ecuaciones diferenciales binarias) en las cuales las funciones a, b, ¢ son diferenciables y se
anulan en el origen.

En el conjunto de puntos (z,y) que satisfacen b? (x,y) — a (z,y)c(z,y) > 0, la ecuacion diferen-
cial binaria define un campo de direccciones bivaluado, el cual puede ser extendido a la frontera de
este conjunto. Entonces podemos considerar M C R? x RP! el conjunto de puntos (z,y,p), tal que
b2 (x,y) —a(z,y)c(z,y) > 0y pes una direccién determinada por la ecuacién diferencial. Bajo ciertas
condiciones M es una superficie diferenciable y la proyeccién candnica con dominio M y contradominio
el conjunto {(x, y): 0? (z,y) —a(z,y)c(z,y) > 0} , es una aplicacién cubriente con dos hojas. El campo
de direccciones bivaluado se levanta a un campo vectorial univaluado £, tangente a M. Genéricamente,
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este campo vectorial tiene en {(0,0)} x RP! uno o tres puntos singulares, los cuales son de tipo nodo o
silla.

Mediante difeomorfismos lineales primero (seccién 2.2) y después por difeomorfismos formales (sec-
cién 2.3) se muestra que es posible llevar una ecuacién diferencial binaria a una preforma normal en las
que las funciones a y ¢ s6lo dependen de la variable y, mientras que la funcién b es una serie de poten-
cias formal. Hechos estos cambios de coordenadas, se estudian dos familias de ecuaciones diferenciales
binarias, una de ellas satisface a = —c mientras que la otra cumple que a = c.

La clasificacién topoldgica local de las curvas solucién de la familia a = —c es hecha en [5], los
modelos locales coinciden con los de la figura 1.

En [12], se prueba que si una ecuacién diferencial binaria puede ser escrita en la forma
(ar2 + agy + N1 (2,9)) dy? + (b1 + by + N2 (2, y)) dedy + (crz + coy + N3 (2, y)) da® = 0,
con N; (z,y) = O(;r2 —|—y2) ,1=1,2,3y tal que

b% —4da1c; > 0,
(b% — 4(1161) (b% — 4(1262) — (blbg — 262(11 — 261(12)2 > 0,

entonces en cualquier sistema de coordenas local del plano, la ecuacién diferencial tiene esta propiedad.

En este trabajo, se explica la clasificacién topoldgica local de las curvas integrales de ecuaciones
diferenciales binarias que satisfacen la desigualdad

(b% — 4(1161) (b% — 4(1262) — (blbg — 262(11 — 261(12)2 < 0,

y que ademads satisfacen la condicion ¢; = 0.

En ecuaciones diferenciales binarias con estas condiciones, algunos de los cambios de coordenas
lineales propuestos en la seccién 2.2 preservan la topologia local de las curvas integrales. La condicion
c1 = 0, serd estrictamente necesaria hasta la seccion 2.5, donde se expone el teorema de clasificacion
topoldgica local de las curvas integrales. Modelos locales para ecuaciones diferenciales con las condiciones

mencionadas, se muestran en la figura 2.9.

En el capitulo 3 se obtienen formas normales topoldgicas de la forma diferencial cuadrética que
define las direcciones asintoticas de una superficie diferenciable en la vecindad de un punto umbilico
plano. La configuracién de las lineas asintéticas en un punto umbilico plano, el caso b) del corolario de
la pagina 58, fue conjeturado por David Mond en su tesis doctoral, Liverpool University 1982, p 167.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Jets de funciones y gérmenes de funciones

Definicion. Sean fi, fo : A — B funciones diferenciables, con A C R™, B C R™ conjuntos abiertos.
Sea k > 0 un ntmero entero. Decimos que las funciones f1 y fo son tangentes de orden k ¢ k—tangentes
en un punto xg de A si para cada nimero entero j tal que 0 < 7 < k, se satisface que

o M@ = £ @) _

=50 o~ ol

Se sigue de la definicién que si f1 y fo son k-tangentes en xg, entonces f1 (z9) = fo (zo) .

Ejemplo 1 Sea f:I C R — R una funcién para la cual existen todas las derivadas de orden menor
o igual que k en I. Sea zg € I 'y g(z) = ag + a1 (& — xo) + - - - + ax (x — 20)" el polinomio de Taylor

de grado k para f en xg. Las funciones f y ¢ son funciones k-tangentes en xg, esto es debido a que
f@)=g(x) _

g —o (z—0)"

Ejemplo 2 Las funciones f (z,y) =0y g (z,y) = 1—/1 — (22 + y?) son funciones tangentes de orden
1 en (0,0). La afirmacién es cierta pues

Iim 1—+/1—(224+92)=0
(z,9)—(0,0) ( v°) Y

S Y/ el LR
lim =0.
(z,y)—(0,0) Va4 y?

Observacion. La relacion de k-tangencia es una relacién de equivalencia.

Demostracién. La relacion es claramente reflexiva y simétrica. Para ver que la relacién es transitiva
usaremos la desigualdad del tridngulo. Sean f1,fo v f3 : A — B funciones tales que f; y f2 son
k-tangentes en x, fo y f3 son k-tangentes en x. Si 0 < j < k, entonces

1@ - h@I o M@ =@, @ =@l _

0 < lim . < , ,
2=20 |2 — 2ol 2220l — 2ol 2220 ||z — o

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Por lo tanto, f1 y f3 son k-tangentes en x. ®

Definicion. Sea f: A — B una funcion diferenciable con A C R", B C R™ conjuntos abiertos. El jet
de orden k (0 el k-jet) de f en un punto x € A es la clase de funciones k-tangentes a f en x, denotada
por JF (f) = {f A— B‘ fes k-tangente a f en x } .

La eleccién de coordenadas en A y B en vecindades de los puntos = y f (z), respectivamente,
relacionan un k—jet de f en puntos cercanos a x con los coeficientes del polinomio de Taylor de la
funcién f de grado menor o igual que k.

Consideremos los siguientes ejemplos de jets:

Ejemplo 3 ElO-jetde f: A— Benx € A, con A, B C R, es la pareja (x,y) cony = f (x). El 1-jet
de f en x esta determinado por la eleccién del valor y de la funcién en z y el valor p de su derivada
en z, es decir, estd dado por la terna ordenada (x,y,p) donde p = g—g. Al espacio tridimensional con
coordenadas (z,y, p) se le llama el espacio de 1-jets de funciones y = f (x).

Definicion. Sean A C R", B C R™ y Q4,09 C A vecindades de xg € A. Dos funciones f; : Q — B
v fa : Qo — B, definen el mismo germen en xq si existe 2 C A una vecindad de xg tal que para todo

z €, fi(z) = f2(2)

Cabe hacer notar que 2 en la definicién anterior puede ser una vecindad de zy contenida en la
interseccion de las vecindades Q1 y Q.

Observacién. La relacién de definir el mismo germen en un punto xg es una relacion de equivalencia

en el espacio de funciones definidas en alguna vecindad de zg.

Demostracién. La relacién es reflexiva, sean fi; : 0 — B una funcién y  una vecindad de x,
entonces fi(x) = f1(x),Vx € Q. La relacién es simétrica pues si f1 : Q3 — By fo : Q9 — B
definen el mismo germen en xg entonces f1(xz) = f2(x),Vx en una vecindad Q de xg, se sigue que
fo(x) = f1(x),Va € Q. Por lo tanto fy : Q1 — By f1 : Q2 — B estan relacionadas.

Sean f1 : Q1 — B, fo : Qo — By f3: Q3 — B funciones con xg € ;,7 = 1,2, 3. Tales que
f1 estd relacionada con fy y fo esté relacionada con fs. Esto es, fi () = fa(x),Vx € Qy folz) =

fa(x),Vx € Q. Se sigue que f1(z) = f3(x),Vx € QN Q. Por lo que la relacién es transitiva. En
consecuencia la relacién es de equivalencia. m

El germen de una funcion f : Q — B en xg es la clase de equivalencia de funciones definidas en
una vecindad de xg que forman el mismo germen con f. A esta clase de equivalencia la denotaremos por

f : (QwTO) - (B,f(l‘o)) .

Si la clase de equivalencia f : (2, zg) — (B, f (z9)), es tal que todo representante es un homeo-
morfismo, diremos que f : (Q,xz9) — (B, f (z9)) es un germen de homeomorfismos.



ECUACIONES DIFERENCIALES IMPLICITAS 3
1.2. Ecuaciones diferenciales implicitas.

FEn esta seccién consideraremos ecuaciones diferenciales implicitas de la forma

F(x7y7p):07

donde F' es una funcion de valores reales y p = g—z. En el espacio de 1-jets la ecuacién F' = 0 describe,

en general, una superficie M. Supondremos en este apartado que la superficie M es diferenciable, en el
capitulo siguiente serdn impuestas condiciones sobre F, con las cuales M = F~!(0) es una superficie
diferenciable. Ahora construiremos en la superficie M un campo tangente de direcciones.

Definicién. Sea (x,y,p) un punto en el espacio de 1-jets. El plano de contacto en (x,y, p) consiste de
todos aquellos vectores anclados en el punto (z,y, p) que anulan la 1-forma diferencial w = dy — pdzx.

El plano de contacto para un punto (zg, yo, po) es el plano vertical, que contiene una recta paralela al
eje p, cuya interseccién con el plano {(x,y)} es una recta de pendiente py. En coordenadas cartesianas,
estd dado por la ecuacién 0 =y — pozx + (poxo — Yo) -

Todo punto en el espacio de 1-jets tiene asociado su plano de contacto. Al conjunto de todos los
planos de contacto le llamamos estructura de contacto.

La estructura de contacto define sobre M = F~! (0) un campo de direcciones tangente de la siguiente
manera. En cada punto (z,y,p) € M la interseccién del plano tangente a M en (z,y,p) con el plano de
contacto en tal punto es no vacia. Si en el punto (z,y,p) € M la interseccién de los planos es una recta,
entonces a (x,y,p) se le asigna esta recta tangente. Si en el punto (x,y,p) los dos planos coinciden,
decimos que el campo de direcciones tangente tiene una singularidad en (x,y,p), pues no es posible
asignarle a (z,y, p) una tnica recta tangente.

Definicién. Las curvas integrales de la ecuacion F (x,y,p) = 0 son las curvas integrales del campo de
direcciones tangente a M obtenido con la estructura de contacto.

Ademss de las singularidades del campo de direcciones tangente a M existen otros puntos especiales:
éstos son los puntos criticos de la proyeccién 7 : M — R? definida por 7 (z,y,p) = (z, ). El conjunto
de puntos criticos de w son los puntos de M en los que el plano tangente es vertical.

En particular, en cada singularidad del campo de direcciones tangente a M, el plano tangente es
vertical, pues coincide con el plano de contacto. Asi, las singularidades del campo de direcciones tangente
a M estan todas en el conjunto de puntos criticos de la proyeccion .

Figura 1.1: Campo de direcciones tangente a M.
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Dado que los vectores (—p, 1,0) y (Fy, Fy, F},) son normales al plano de contacto y al plano tangente
a M en (z,y,p) respectivamente, el producto vectorial de este par de vectores nos da condiciones con
las cuales localizar las singularidades del campo de direcciones tangente a M. El producto vectorial de
este par de vectores se anula si y solo si

Fy(z,y,p)=0 vy (Fe+pky)(z,y,p)=0.
Y en este caso, el plano de contacto y el plano tangente a M en el punto (z,y,p) coinciden.

Observacién. En general, en una superficie diferenciable M, existe al menos un punto (z,y,p) € M
tal que el plano tangente 7, , ) M y el plano de contacto en (z,y,p) se intersectan transversalmente.
Més atn, todos los puntos en una vecindad de (x,y, p) tienen la misma propiedad.

Definicién. Decimos que (z,y,p) es un punto singular de la ecuacion F (z,y,p) = 0 si (x,y,p) es
un punto critico de la proyeccién m : M — R2. Al conjunto de valores criticos de la proyeccién
7+ M — R? le llamaremos la curva discriminante de la ecuacién F (z,y,p) = 0. Si (z,y,p) € M no es
un punto critico de 7 entonces (z,y, p) serd llamado un punto regular de M.

Los puntos regulares de M son aquellos en los que el plano tangente no es vertical. Por el teorema de
la funcion implicita la proyeccion 7 es un difeomorfismo local en cada punto regular de M. Por lo tanto,
en un punto regular, M es representada por la grafica de una funcién diferenciable, p = v (z,y) . Esta
funcién tiene asociada la ecuacion diferencial g—g = v (z,y). En el plano {(z,y)} la ecuacién diferencial

. . , . d
define un campo de direcciones, éste es dado por la ecuacion ﬁ = p.

Por construccién, en un punto (zg, yo, po) € M el plano de contacto es proyectado sobre el plano
{(z,y)} en una recta de pendiente py, esto es, en la recta definida por la ecuacion diferencial g—z = (z,y)
en el punto (xg,yp). Por lo tanto, en una vecindad de un punto regular (xg,yo,po) € M, el campo
de direcciones tangente sobre M es llevado, mediante la proyeccion 7, en el campo de direcciones que
determina la ecuacion diferencial g—g = v (z,y). De esto se tiene como consecuencia el siguiente resultado.

Teorema 1 En una vecindad de un punto regular (o, yo,po) € M, la proyeccion 7 lleva las curvas
integrales de la ecuacion F (x,y,p) = 0 en las curvas integrales de la ecuacion diferencial g—z = (z,y)
definida en una vecindad de (o, y0) = 7 (20, Yo, Po) -

De manera global las proyecciones de las curvas integrales de la ecuacién F'(x,y,p) = 0 no nece-
sariamente son curvas integrales de algin campo de direcciones en el plano {(z,y)}, ya que algunas
proyecciones pueden tener cuspides sobre el discriminante de la ecuacién F (z,y, p) = 0.

Ejemplo 4 Sea F (z,y,p) = p?> — z. Entonces la superficie M = {(x,y,p) cp? = x} es un cilindro
parabdlico, en este caso, la curva discriminante de la ecuacién p?> —z = 0 es el eje y. Como en las
coordenadas (z,y) la proyeccién lleva dos puntos distintos del cilindro parabdlico en un solo punto del
plano {(z,y)}, entonces es conveniente considerar el sistema local de coordenadas (y, p) para encontrar
una expresion de las curvas integrales sobre F (z,y,p) = p?> — 2 = 0. Una condicién para que un vector
(dx, dy, dp) anclado en el punto (z,y,p) € M pertenezca al campo de direcciones sobre M es que sea
tangente a M, esto es,
0 = (dz, dy,dp) - VF = —dx + 2pdp.
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También debe pertenecer al plano de contacto:
dy = pdx.

Consecuentemente, en coordenadas (y,p), las curvas integrales sobre p?> — 2 = 0 son obtenidas de las
siguientes igualdades
dy = pdx = 2p*dp.

Por lo tanto, las expresiones y+c = [dy = [ 2p%dp = %p?’, x = p? describen a las curvas integrales sobre
p? —x = 0. Las proyecciones de estas curvas integrales al plano {(z,y)} son las parabolas semictibicas:

n _23_2<%>3_2
Y c-3p—3x —3;13

3
2 .

a4
Ao pap;
C Y

y

X M T
% '
X

Figura 1.2: Curvas integrales del cilindro parabdlico.

Por el teorema de la funcién implicita, los puntos singulares de la ecuacién F' (z,y,p) = 0 son los
que satisfacen simultdneamente las ecuaciones:

F(z,yp)=0 vy  5F(x,yp) =0

Genéricamente, el conjunto de puntos singulares de la ecuacién F (x,y,p) = 0, al ser la interseccién
de dos superficies en el espacio de 1-jets, forma una curva la cual llamaremos criminante de la ecuacién
F (z,y,p) = 0. Esta curva es diferenciable en una vecindad de cada uno de los puntos en los que la
diferencial de la funcién

‘If(.l‘,y,p): (F(x,y,p),agpF(x,y,p))

tiene rango maximo, en este caso rango igual a 2.

Definicién. Un punto (z,y,p) en el criminante es llamado tangente a su plano de contacto, si la recta
tangente a la curva criminante en (z,y, p) estd contenida en el plano de contacto del punto (z,y,p).

En particular, si la recta tangente a la curva criminante en un punto (x, y, p) es paralela a la direccién
p, entonces (x, y, p) es tangente a su plano de contacto. Nétese también, que las singularidades del campo
de direcciones obtenido por medio de la estructura de contacto son tangentes a su plano de contacto.

Definicién. Sea (x,y,p) un punto singular de la ecuacién F (z,y,p) = 0. Decimos que (z,y,p) es un
punto singular regular, si la diferencial de la funcién ¥ tiene rango méximo en (z,y, p) y este punto no
es tangente a su plano de contacto.
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Observacién. Para una ecuacién diferencial implicita genérica, casi todos los puntos singulares son
regulares: los puntos singulares de la ecuacién F (z,y,p) = 0 que no son regulares son aislados.

Definicion. Dos ecuaciones diferenciales implicitas son equivalentes si existe un difeomorfismo del
plano {(z,y)} que lleva una ecuacién en la otra.

Se omite la prueba del siguiente teorema y su corolario, éstas pueden ser consultadas en [1] (pag
27-29).

Teorema 2 Sea (xq, Yo, po) un punto singular regular de la ecuacion F (x,y,p) = 0. Entonces existe
un difeomorfismo de una vecindad del punto (xo,yo) en el plano {(z,y)} en una vecindad del origen del
plano {(X,Y)} que transforma la ecuacion F (x,y,p) =0 a una de la forma P* = X, donde P = dX

Corolario. Si (g, y0,p0) es un punto singular reqular de la ecuacion F (x,y,p) = 0, entonces existe
una vecindad de (xo,yo, po) en donde la familia de curvas integrales de la ecuacion F (z,y,p) = 0 es
llevada en la familia de pardbolas semicibicas y = z? +c.

Por el teorema, existe un difeomorfismo en la vecindad de cada punto singular regular, que lleva las
curvas integrales de una ecuacién F (z,y,p) = 0 en las curvas integrales de la ecuacién p? = z. Como
se ha visto en el ejemplo 4, las curvas 1ntegrales del cilindro parabdlico se proyectan al plano {(z,y)}
en la familia de parabolas semictbicas y = 2 +c.

1.3. El discriminante de polinomios ctubicos.

En esta seccién consideraremos polinomios con coeficientes reales moénicos de tercer grado en una
variable:
P(z) = 2® + az® + bx +c.

Mediante la traslacién f (z) =  — a (transformacién de Tschirnhaus ver [6]), el polinomio P (z)
es transformado a un polinomio de la forma 23 + Az + B :

(Pof) = (m_ga)la(%ga)ﬁb(%ga)+c

1
= —a®— Zd%r— ba—l—x +bx +c

1 2
_ 3 _ 2,2 _ =
= x —|—< 3(1 —|—b)x—|—<27a ba—l—c)

Proposicién 3 La transformacion de Tschirnhaus deja invariante el miumero de raices reales y su
multiplicidad.

Demostracién. Sea ¢ € R una rafz del polinomio 23 + az? + bz + ¢. Entonces, ¢ = ¢ + %a es una raiz
real del polinomio (P o f) (x). Esto pues,

1\?* 1 1 2
<t+§a) —|—<—§a2—|—b) <t+§a) + (2—7a3——ba—|—c> =t +at’ +bt+c=0.
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Inversamente si s es una raiz real del polinomio (P o f) (z), entonces s = s — %a es una raiz real de
P (z). Por lo tanto, el nimero de raices reales se mantiene fijo.

Una raiz ¢t de un polinomio con coeficientes reales g () no nulo, es de multiplicidad n € N si y sélo si
g® () =0,¥i€ {0,1,...,n—1} y g (t) # 0. Por lo tanto, usando este resultado se tiene que t € R es
una raiz de P (z) de multiplicidad 1(6 2, 6 3) siy s6losit =t + %a es una raiz del polinomio (P o f) (z)
de multiplicidad 1(6 2, 6 3 ). Esto se debe a que se cumplen las siguientes igualdades:

d 1\? 1, ) d
%(Pof)(%) = 3<t—|—§a> +<—§a —|—b>:3t +2at +b=——P(t),
j—;(Pof)@ = 6<t—|—%a>:6t—|—2a:j—;P(t),

43 K

@(Pof)(i) = 6=-3P(1).

El conjunto de polinomios del tipo 2® + Az + B tiene una correspondencia biunivoca con el conjunto
de puntos (A, B) del plano R2. Al polinomio #* + Az + B se le asocia el punto (A, B) . Inversamente,
al punto (C, D) en el plano se le asocia el polinomio 2® + Cz + D.

Por la correspondencia entre polinomios y puntos del plano, podemos caracterizar al conjunto de
polinomios de la forma 2% + Az + B que tienen al menos una rafz con multiplicidad mayor a 1, de la

siguiente manera:
A= {(A,B) ER2’t3—|—At—|—B:O,3t2—|—A:0, para algunatER}.

Observacién. El conjunto A es una parabola semicibica. Esta curva divide al plano {(4, B)} en dos
subconjuntos abiertos y disjuntos. Uno de los subconjuntos corresponde al conjunto de polinomios que
tienen una raiz real y dos complejas. El segundo corresponde al conjunto de polinomios que tienen tres
raices reales distintas.

Demostracién. En efecto, de la condicién 3224+ A = 0, se obtiene A = —3x2. Al sustituir este valor en
la condicién x® + Az + B = 0, obtenemos que B = 2z3. Las igualdades obtenidas para A y B implican
que B? = 42% y A3 = —2725. Por lo tanto, se sigue la relacién BTQ =26 = _A—237. Equivalentemente,
obtenemos

4A% +27B% = 0.

La funcién f : R?> — R definida por f (A, B) = 4A3 4 2782 es continua, en consecuencia, los conjuntos

F71((0,00)) {(A,B) e R?|44% + 27B% > 0},
fH((=00,0)) = {(A,B) € R*|44° +27B* <0},

son abiertos y disjuntos. m

Al conjunto A se le conoce como el discriminante de los polinomios cibicos

A={(A B) e R*|44% +27B* = 0} .
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conjugadas

Figura 1.3: Discriminante de polinomios ctibicos

De la definicién de A, un punto (A, B) € A si y sélo si el polinomio #* + At + B tiene al menos una raiz

de multiplicidad mayor que uno. Si un punto (A, B) pertenece a la regién del plano

{(A,B) e R?|4A® +27B* > 0},

entonces el polinomio 3 4+ At + B tiene dos raices complejas conjugadas y s6lo una raiz real. Por tltimo,

si el punto (A, B) pertenece a la regién del plano:

{(A,B) e R?|4A% + 27B* < 0},

entonces el polinomio t3 + At + B tiene tres raices reales distintas.



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales binarias

2.1. La doble cubierta asociada a una ecuacion diferencial binaria

A lo largo de este texto consideraremos ecuaciones diferenciales binarias (6 cuadrdticas) de la forma
a(z,y)dy? + 2b(z,y) dydz + ¢ (z,y) dz® = 0, (2.1)

en la que las funciones a, b y ¢ son diferenciables, real valuadas, definidas en una vecindad V C R? del
origen y con a (0,0) =0 (0,0) = ¢ (0,0) = 0.

Definicién. A una funcién tal que a cada ¢ € V C R? le asigna un punto [rq : r9] € RP! le llamamos
campo de direcciones en el conjunto V. En este caso decimos que la recta que pasa por el punto g € V
con vector de direccién (r1,r3) (6 cualquiera de sus miultiplos) pertenece al campo de direcciones.
Usualmente expresamos un campo de direcciones mediante una ecuacién de la forma:

d dx

Y
T(l‘,y)%—FS(l‘,y)% :07 (22)

lo que significa que al punto (z,y) = ¢ le asociamos la recta que pasa por ¢ € U con vector de direccién
(T (JZ‘, y) y =S (JZ‘, y)) .

De manera breve escribiremos la ecuacion (2.2) como r (z,y) dy + s (x,y) dx = 0.

Lema 1 Una ecuacion diferencial binaria de la forma (2.1) define dos campos de direcciones en el
conjunto U = { (z,y) € V|b* (z,y) — a(z,y)c(z,y) > 0}.

Demostracién. Supongamos primero que a (z,y) = 0 en el punto (z,y) € U. Entonces la ecuacién
(2.1) es de la siguiente forma:
dz (2b (x,y)dy + ¢ (x,y)dx) = 0.

Asi, dz = 0 define una direccién en (z,y). Como b? (z,y) = b (z,y) — a(z,y) c(z,y) > 0 entonces
b(x,y) # 0, por lo tanto, la expresién 2b (z,y) dy + ¢ (x,y) de = 0 define la segunda direccién en (z,y) .

Notemos que si a (z,y) # 0y de = 0 en el punto (x,y) € U, entonces en este punto se satisface
a(x,y)dy* =0, lo que implica que en (x,y) la otra direccién es dy = 0.

9
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Ahora supongamos que a (z,y) # 0y dx # 0 en (x,y) € U. Por lo tanto, tenemos de (2.1) que

2

dy dy
2 _
dx (a(x,y)w—|—2b(x,y)%—|—c(x,y)> =0.

Sea p = g—z. Como dx # 0, entonces la ecuacién anterior se satisface si y sélo si:
a(z,y)p* +2b(z,y)p+c(z,y) = 0. (23)
Las soluciones a la ecuacién cuadratica (2.3) estdn dadas por:

p="2 =2 (b V2 —ac).
X a

Por lo tanto, en puntos (x,y) tales que a (z,y) # 0, los campos de direcciones definidos por la
ecuacién (2.1) son:

a(@,y)dy+ (b(@,y) + VP (@,y) —a(wy)c@y)de = 0,

a(way)dy+<b(337y)—\/bQ(x,y)—a(x,y)c(x,y)> dr = 0.

Definicién. Sea a (z,y)dy? + 2b(z,y) dydz + ¢ (z,y) dr?> = 0 una ecuacién diferencial binaria. Con-
sidérese la funcion A : V C R? — R definida por A (z,y) = b (z,y) — a (z,y) ¢ (z,y) . El conjunto de
puntos (z,y) € V tales que A (z,y) = 0 es llamado el discriminante de la ecuacion diferencial binaria.

Asi definido, el discriminante de una ecuacion diferencial binaria, forma una curva con una singula-
ridad en (0, 0) (es decir, la funcién A (z,y) y sus derivadas parciales %, %;’y) se anulan en (0,0)).

En algunos casos, el discriminante consiste inicamente de un punto.

Definicién. Decimos que un punto (z,y) € V es un punto singular de la ecuacion diferencial binaria
(2.1)sia(z,y)=b(z,y)=c(z,y)=0.

Obsérvese que los puntos singulares de una ecuacion diferencial binaria pertenecen al discriminante.
En estos puntos, toda direccién (dz, dy) satisface trivialmente la ecuacién (2.1).

Proposicién 4 Los campos de direcciones definidos en U por una ecuacion diferencial binaria pueden
ser extendidos al conjunto {(33, y) € VIV (z,y) —a(z,y)c(z,y) > 0} . Mas aiin, los campos de direc-
ciones se extienden de tal forma que coinciden en el discriminante A (z,y) = 0.

Demostracién. Un punto singular de una ecuacién diferencial binaria es también un punto singular
de los campos de direcciones. Por lo tanto, basta ver que cada punto del discriminante que no es un
punto singular de la ecuacion diferencial binaria tiene una tnica direccion definida.

Sea (z0,y0) un punto en la curva discriminante, el cual no es un punto singular de una ecuacién
diferencial binaria. Si {(2y,yn)},en € U es una sucesién convergente a (xo, o) , entonces las dos direc-
ciones definidas en cada punto de la sucesién {(xn, yn)},cn convergen a la misma direccién en (o, yo) :
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0 = lim (a (T yn) dy + (b (Tn, Yn) £ \/b2 (Tny Yn) — a (Tn, Yn) € (T, yﬂ)) dw)

n—oQ

= a(xo,yo) dy + b (wo,y0) dx.

A la pareja de campos de direcciones definidos en {(x,y) c V| (z,y) —a(z,y)c(z,y) > 0} le
llamamos campo de direcciones bivaluado.

Observacién. En el conjunto de puntos (z,y) € V tales que A (z,y) < 0 no hay direcciones reales
definidas por una ecuacién diferencial binaria, ya que en este caso las soluciones de la ecuacién (2.3)
son complejas.

Considérese una ecuacién diferencial binaria de la forma (2.1) y un sistema de coordenadas en RP!.
Sea M el subconjunto de R? x RP! definido de la siguiente manera:

—

M = {((z,y),|o: 1] € R? x RP! ia(ﬂ?ay)OZQ+Qb($,y)aﬁ+c($,y)ﬁ2:0}.

Si algun punto (z,y) € V es un punto singular de una ecuacién diferencial binaria (esto es, a, b, ¢ se
anulan en (z,y) ), entonces M contiene a {(z,y)} x RP!. En particular {(0,0)} x RP* C M.

Por el lema 1, para cada pareja (z,y) € U, hay dos direcciones [oq B1], [z : Ba] € RP! tales que
((x,y),[oq : B1])) y ((z,y), [aa : (2]) pertenecen a M. Asi, el conjunto M constituye una doble cubierta
de U.

Llamaremos a M la doble cubierta de la ecuacion diferencial binaria (2.1).

Tomando p = d ,dx # 0 se elige una carta afin de la recta proyectiva RP!. Entonces, en el espacio
de 1-jets definimos la funcién diferenciable

F(z,y,p) = a(z,y)p* +2b(z,y)p+c(z,y).
La ecuacién implicita F' (x,y, p) = 0 define el conjunto

M:{((way)ap)€R2XR:ap2—|-pr—|—c:0}.

Ap AI’
| Mo |
M
|
: e 4
e : 'r N
X /_ H
‘ y
/ 3 :
o< -~ '
‘/x A(x,y)=0 / x N ‘4A(x,y)=O

Figura 2.1: Localmente, M es una superficie en el espacio de 1-jets.
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Si bien M es un subconjunto de R? x RP!, de manera local lo podemos considerar como una superficie
en R? (Ver figura 2.1). De manera similar a M, si (z,y) € U, existen p; # ps € R tales que (z,y,p;) €
M,i = 1,2. En cambio, si (x,y) es un punto en el discriminante que no es un punto singular de la
ecuacién diferencial binaria, entonces existe un unico p € R tal que (x,y,p) € M. Si (z,y) es un punto
singular de la ecuacién diferencial binaria, se tiene que {(z,y)} x R C M.

Definicion. Sea f: R™ — R una funcién diferenciable. Decimos que xg € R" es una singularidad de
tipo Morse de f si xg es un punto critico de f no degenerado.

En particular, si f : R?> — R, decimos que f tiene una singularidad de tipo Morse en (g, o) si y
sélo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. % (@o,50) = a—f (w0, yo) = 0,
82f 82
2. a?w - 8z8y ) $an0 7é 0.

La condicién 2 es equivalente a que la matriz

( *f(x0,y0)  82f(20,%0) )
D= Ox? Oyox

9% f(zo,y0)  9f(x0.y0)
0zdy 0y?

sea no singular. Como la matriz D es simétrica, entonces tiene valores propios reales. Si ambos valores

propios son positivos, entonces (xg,yo) es un punto minimo de f; si ambos son negativos entonces
(z0,y0) es un punto mdximo de f y si un valor es positivo y el restante negativo, entonces (xq, yo) es
un punto silla de f.

Sean a1 = (%a(0,0), ag = 8%(1(0,0), by = (%6(0,0), by = 8%b(O,O), = (%C(0,0) y c2 =
9 (0,0), los coeficientes del polinomio de Taylor de primer grado para las funciones a,b y ¢. En el
resto de este texto supondremos que las funciones a, b y ¢ estan dadas de la siguiente forma: a (x,y) =
a1z + azy + O (2),b (z,y) = b1z + boy + O (2) y ¢ (z,y) = c1z + coy + O (2).

Proposicién 5 La superficie M es diferenciable en una vecindad de {(0,0)} x R si y sdlo si la funcion
A(x,y) = b (z,y) —a(z,y) c(x,y) tiene una singularidad de tipo Morse en (0,0).

Demostracién. Los puntos (z,y,p) en los cuales M no es una superficie diferenciable son aquéllos
que satisfacen F, (z,y,p) = Fy (z,y,p) = F, (z,y,p) = 0, pues en este caso la diferencial de F' no es
suprayectiva y en consecuencia 0 no es un valor regular de F.

Como a (0,0) = b(0,0) = 0, entonces todo punto en {(0,0)} x R anula a F, (z,y,p) = 2pa (z,y) +
2b (z,y). Se sigue que M no es una superficie diferenciable en algin punto de {(0,0)} x R si y sélo si
las expresiones

Fp (0,0,p) = ap® +2bip+ cy,

Fy(0,0,p) = agp® + 2bop + ca,
se anulan simultdneamente para algin p. Si consideramos las expresiones F;, (0,0,p) y F, (0,0, p) como
polinomios en p, entonces estos polinomios tienen una raiz comun si y sélo si el resultante R se anula,

C1 2()1 al 0
R— 0 C1 2()1 al
C2 2()2 a9 0

0 C2 2()2 a9
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El determinante R es igual a cero si y sélo si

(I%C% — 2a1ascico + (I%C% — 4a1bobrcy + 4(11()%61 + 4(12()%62 — 4agb1bocy = 0.

FEsta expresion es equivalente a la siguiente

(a162 - a201)2 —4 (a162 — agbl) (b162 — bgcl) =0. (2.4)

Por otro lado, la expansién en serie de Taylor de orden 2 de la funcién A (x,y) es

b2 — ac= (b% — alcl) 2%+ (2b1by — coa1 — cra2) xy + (b% — a262) v+ 0 (2). (2.5)

La parte cuadratica de b —ac es degenerada si y sélo si la matriz A de derivadas parciales de segundo
orden es singular.

A= ( 2 (b% — alcl) (2()1()2 — Co0a1 — Clag)
( .

2()1()2 — CoQ1 — Clag) 2 (b% — (IQCQ)
Mediante un calculo directo podemos ver que el determinante de A es

4 (b% — a1c1) (b% — (IQCQ) — (2()1()2 — Co0Q1 — cla2)2
= —a%cg + 2a1asc1c0 — (I%C% + 4a1b1bocy — 4(11()%61 — 4(12()%62 + 4asbibocy
= - (a162 — a202)2 +4 (a162 — agbl) (b162 — bgcl) . (2.6)

Por lo tanto, el determinante de A se anula si y sélo si
(a162 — a201)2 —4 (a162 — agbl) (b162 — bgcl) = 0.

De (2.4) y (2.6) tenemos que R = 0 si y s6lo si det A = 0. En consecuencia la funcién A tiene una
singularidad de Morse en el origen si y s6lo si M es diferenciable en {(0,0)} x R. Asi, usando el teorema
de la funcién implicita, M es diferenciable en una vecindad de {(0,0)} x R. =

En el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas son los pardmetros a;, b;, ¢;, i € {1,2}, el
conjunto de puntos que satisface (2.4) es un conjunto de medida cero. Asi, génericamente, dada una
ecuacién diferencial binaria, ésta define una superficie diferenciable M y en tal caso la funcién A tiene
una singularidad de Morse en el origen. En lo siguiente, supondremos que la ecuacién (2.1) satisface
que la funcién A tiene una singularidad de Morse en el origen.

Proposicién 6 La proyeccion m : M — R? definida por 7 (z,y,p) = (x,y), es localmente un difeo-
morfismo en puntos (x,y,p) € M tales que A (mw (x,y,p)) # 0.

Demostracién. Consideremos dos casos:

a) En puntos (2/,v/,p") € M tales que F, (2',y',p') # 0, el teorema de la funcién implicita nos
asegura que existe una vecindad V C R? de (z',%) y una funcién diferenciable g : V' — R? tal
que F (x,y,g(x,y)) = 0 para todo (z,y) € V. En estas condiciones, la funcién g es localmente la
inversa de 7|y, , siendo W un abierto en M tal que (2/,y/,p’) € W. Como las funciones g y Id|y,
son diferenciables y go |y, = Id|y, , entonces 7 es una funcién diferenciable en W, y por lo tanto,
un difeomorfismo local en puntos de M que satisfacen que F), # 0.
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b) En los puntos tales que F, (z,y,p) = 0, el plano tangente T, M a la superficie M en el punto g =
(0, Y0, po) es el conjunto T,M = {(z,y,p)| VF (q) - (* — 20,y — yo,p — po) = 0} . Si F},(q) =0, el
vector w = (0,0,p —po) € T,M. Si ademds o (t) = (a1 (), a2 (t), a3 (t)) es una curva en M, esto
es, a(I) € M, con I = (—e¢,€) la cual satisface que «(0) = ¢, (0) = w, entonces la diferencial
dmg : TyM — Tw(q)R2 de m en ¢ cumple que

d
dmg (w) =d(moa)= - (a1(t),02(t)) =(0,0).
t t=0
Esto demuestra que w # 0 estd en el ker (dm,). Por lo tanto, dmy no es un isomorfismo y en
consecuencia m no es un difeomorfismo local.

La proyecciéon 7 : M — R? no es un difeomorfismo local en puntos (x,y,p) € M que satisfacen
F = F, = 0. Tales puntos se proyectan mediante 7 en puntos del discriminante A (z,y) = 0. Asi, el
discriminante A (x,y) = 0 contiene al conjunto de valores criticos de la proyeccién 7 (Ver definicién en
la pagina 4)
Observacién. Si tomamos la carta afin de la recta proyectiva RP!, ¢ = ’j—;, con dy # 0, entonces se
define la funcién G (z,y,q) = c(x,y)¢*> + 2b(z,y) ¢+ a(z,y), y se tienen resultados semejantes a los
dados en las proposiciones 5 y 6 :

Proposicién 7 La superficie N = G~1(0) es diferenciable en una vecindad de {(0,0)} x R si y sdlo si
la funcion A (z,y) = b* (z,y) — a(z,y) c(z,y) tiene una singularidad de tipo Morse en (0,0).

Proposicién 8 La proyeccion @ : N — R? definida por 7 (x,y,q) = (z,y), es localmente un difeo-
morfismo en puntos (x,y,q) € M tales que A (7 (x,y,q)) # 0.

La prueba para cada una de éstas proposiciones es andloga a la demostracion de las proposiciones 5
y 6, respectivamente.

Lema 2 Supongamos que el origen es una singularidad de tipo Morse de la funcion A. Entonces (0,0)
tiene una vecindad en la que el inico punto singular de la ecuacion diferencial binaria (2.1) es (0,0).

Demostracién. Supongamos que existe una sucesion {(zn,¥n)},cy de puntos singulares de una
ecuacién diferencial binaria la cual converge al origen. Para cada n € N, se tiene que a (z,,y,) =
b(n, yn) = ¢(n,yn) = 0. Por lo tanto, las derivadas parciales de A se anulan en todos los puntos de
la sucesion:

A, (wm yn) = (bez — AgzC — (ICI) (xm yn) =0,
Ay (zp,yn) = (20by — ayc — acy) (xp, yn) = 0.

Se concluye que para cada n € N, (x,, y,) es un punto critico de la funcién A. Entonces tenemos una
sucesion de puntos criticos de la funcién A la cual se acumula en el origen. Esto es una contradiccion,
pues el origen es una singularidad de Morse de A y por lo tanto es una singularidad aislada. m
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Como consecuencia del lema podemos suponer que el origen es el Unico punto singular de una
ecuacién diferencial binaria en una vecindad del origen.

Se ha mencionado que en general el discriminante A (z,y) = 0 es una curva con una singularidad
en el origen. Debido a que la funcién A tiene en el origen una singularidad de Morse, como punto de la
curva, el origen es una singularidad que puede ser sélo de dos tipos. Para ver esto, usaremos la teoria
de contacto con rectas.

Definicién. Sean v : I = [a,b] — R™ una curva regular y g : R” — R una funcién diferenciable.
Decimos que vy g~ (0) = {x € R" : g (x) = 0} tienen contacto de orden k en un punto p =~ (to) ,to € I
si la funcién G (t) = (go~)(t) satisface G (to) = GV (tg) = GP (ty) = --- = GFD(ty) =0y
G™ (tg) # 0.

Estamos interesados en el caso que la curva regular 7 sea una recta que pasa por un puntox € g~ (0)
con g : R?> — R diferenciable. De esta forma, el orden de contacto entre v y g~! (0) es mayor o igual
que 1.

Definicién. Sea x € ¢! (0), diremos que x tiene multiplicidad | sobre g—'(0) si se cumplen las
condiciones siguientes:

1. Si~ es cualquier recta que pasa por x tal que vy g~!(0) tienen orden de contacto k, entonces
I <k.

2. Existe una recta 7 que pasa por x tal que 7 y g~* (0) tienen orden de contacto I.

Definicién. Sea x € ¢g~!(0) un punto de multiplicidad I. Una recta tangente a g='(0) en x es una
recta que pasa por x tal que el orden de contacto con ¢! (0) es mayor o igual que [ + 1.

Obsérvese que un conjunto g_1 (0) puede tener més de una recta tangente en un punto x.

Ahora podemos saber cudles son los tipos de singularidades que tiene la curva discriminante. En el
contexto anterior A toma el papel de g y A~!(0) es la curva discriminante de una ecuacién diferencial

binaria.
Sea v, : R — R? dada por v,, (t) = (t,mt) ,m € R, una parametrizacién de una recta de pendiente
m, la cual pasa por el origen. Sea G : R — R, dada por G (t) = (A o~,,) (). De (2.5) se sigue que
G (t) = (b% — alcl) t2 + (2()1()2 — Coa] — Clag) mt2 + (b% — (IQCQ) m2t2 + 0O (tg) .

Sit = 0 se tiene que 7, (0) = (0,0) por lo que se satisface G (0) = (Ao~,,) (0) = A(0,0) = 0. De
manera similar podemos ver que la funcién G'(t) se anula en ¢ = 0. Esto pues:

G’(t) =2 (b% — alcl) t+ 2 (2()1()2 — Coa] — Clag) mt + 2 (b% — (IQCQ) m2t + O (t2) .

Asi, para todo m € R, la recta 7, (t) tiene un orden de contacto igual a uno con A~!(0). De esto
tenemos que la multiplicidad de (0, 0) sobre A~! (0) es igual a 1. Asi que, A~! (0) tiene al menos una
recta tangente en el origen si existe una recta que tiene orden de contacto con A~! (0) mayor o igual a
dos.



16 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS

Como

G(Q) (t) =2 (b% — alcl) + 2 (2()1()2 — CoQ] — Clag) m + 2 (b% — (IQCQ) m? + 0 (t) .

Si (b% — a262) # 0, entonces la igualdad G(2) (0) = 0 se satisface si y s6lo si existe m € R tal que

0=2 (b% — alcl) + 2 (2()1()2 — C2a] — Clag) m + 2 (b% — (IQCQ) m2. (27)

Como se ha supuesto que la funcion A tiene una singularidad de Morse en el origen, entonces la
expresién (2.6) es distinta de cero. En consecuencia, la ecuacién cuadratica (2.7) tiene dos soluciones
distintas.

Es necesario considerar también el orden de contacto de la recta «y (t) = (0,¢) . En este caso:
G (t) (Aoy)(t) = (b5 —ager) £ + O (£°),
G(t) = 203 —ase)t+0 (),
GA(t) = 2 (b} —axe) +O(1).

Ent=0,G(t)=0=G(t).Si2 (b3 — asca) # 0, entonces la ecuacién (2.7) es efectivamente de grado 2
y no hay cambio en las conclusiones obtenidas. Si 2 (b% — a262) = 0, entonces (2.7) es de grado 1 y las
rectas tangentes son v (t) = (0,t) y ym, (t) = (¢, mot) con mg solucién de

0=2 (b% — alcl) + 2 (2()1()2 — C2a] — Clag) m.

En cualquier caso, si (2.6) es menor a cero, entonces existen dos rectas v, (t), Vm, (t) que tienen
orden de contacto con A (z,y) = 0 mayor o igual que dos. Como las rectas Y, (t) v Ym, (t) con
A (x,y) = 0 tienen orden de contacto mayor a la multiplicidad de (0,0), entonces ambas son rectas
tangentes al discriminante A (x,y) =0 en (0,0).

Si el conjunto A~! (0) tiene dos rectas tangentes distintas en el origen, entonces decimos que el
discriminante A (z,y) = 0 tiene un nodo en el origen. En este caso, en una vecindad del origen el
discriminante consiste dos curvas que se cruzan (Ver figura 2.2(a)).

Si (2.6) es mayor a cero, entonces no hay raices reales de la ecuacién cuadrética (2.7). Podemos
pensar que A (x,y) = 0 tiene dos rectas tangentes complejas en (0,0). En este caso, decimos que el

discriminante A (z,y) = 0 es un punto aislado, esto es, el origen es una componente conexa de la curva
A (z,y) =0 (Ver figura 2.2(b)).

Lema 3 Si el discriminante de una ecuacion diferencial binaria es un punto aislado en una vecindad
del origen, entonces 11 (A (x,y) = 0) = {(0,0)} x R. Si el discriminante tiene un nodo en el origen
entonces w1 (A (x,y) = 0) consiste de {(0,0)} x R junto con dos curvas que intersecan a {(0,0)} x R
en dos puntos.

Demostracién. Recordemos que 7 (z,y,p) = (0,0) si y sélo si z =y = 0, por lo que 7! ({(0,0)}) =
{(0,0,p)} ={(0,0)} xR.

Si la curva A (z,y) = 0 es un nodo en el origen, se tienen dos rectas tangentes distintas en (0,0),
entonces el discriminante A (z,y) = 0 en una vecindad del origen consta de dos ramas las cuales se
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.\ A0 'y A0)
b*-ac<0 b-ac>0 b*-ac>0 b*-ac<0
(@) (b)

Figura 2.2: Tipos de singularidades en el origen de la curva discriminante.

y 4 Pl (A(xy)=0)
A
P
\\\/ )

X

2N
1

i x

Limite de las direcciones del La imagen inversa de A=0 bajo

campo bivaluado sobre el la funcion .

discriminante.

Figura 2.3: Discriminante tipo nodo y su imagen inversa.

intersectan transversalmente en (0,0). Si 01 () es una de estas ramas entonces existe una direccién
[dz : dy] € RP! la cual es el limite cuando t tiende a 0 de las direcciones definidas por la ecuacién
diferencial (2.1) a lo largo de d; () .

Supongamos que la recta y = mt es la recta tangente a 01 (t) en ¢ = 0. Analizaremos el com-
portamiento de las direcciones definidas por (2.1) en la recta y = mgt, pues ésta nos da una buena
aproximacién del comportamiento de las direcciones definidas por (2.1) en d; (¢) si t — 0. Las direc-
ciones definidas en A (x,y) = 0 estan dadas por

bty bty + O (Il y)lP)
p= a(x,y) - 2\’
W ey +0 (@ y)P)

Luego, si ¥, (t) = (t,m1t) entonces

bmyy bt bt =0 (|| )])

PO Ymy (t) = = - .
1 a(t7 ’I?’th) ait + aomat +0 <||(x,y)||2>
bit + byt + O <||(x,y)||2> _—
Por lo tanto, th’mop 0 Yy () = — lim _ bt b

Oart+aymt+0 ([ yP) 0t e

Se sigue que, [dx : dy] = [a1 + agmy : — (b1 + bamy)] es la direccién limite en (0,0).

De manera similar podemos ver que la direccién [dz : dy] = [a1 + agma : — (b1 + bamg)] es el limite
cuando ¢ tiende a 0 de las direcciones definidas por la ecuacién diferencial (2.1) a lo largo de d9 (t), la
segunda rama de A (z,y) = 0 en una vecindad de (0,0). m
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2.1.1. El campo vectorial tangente a la superficie M.

Definicion. Supdngase que la superficie M es diferenciable. A un campo vectorial ¢ tangente a M le
llamamos levantamiento de la ecuacion (2.1), o levantamiento del campo bivaluado determinado por la
ecuacion diferencial binaria si d7T|(I7y7p) (v) es una recta de pendiente p en el punto (z,y), para todo
punto (z,y,p) € M y para todo vector v € £

Proposicién 9 El campo vectorial

0 0 0
f—Fp%+pr8_y_(Fr+pr)a_p

es un levantamiento del campo de direcciones bivaluado en una vecindad del origen.

Demostracién. El vector (Fj, pF,, — (F, + pF),)) es claramente tangente a M en (x,y,p) pues

(Fp,pEp, —Fy — pFy) - (Fy, Fy, F,) = 0.

La diferencial de 7 en (z,y,p) transforma al vector (Fy,pFy,, — (Fy + pF,)) en el vector (Fy,,pF,)
anclado en (z,y) y este ultimo genera una recta de pendiente p en el punto (z,y). =

Proposicién 10 El campo wvectorial & en M tiene genéricamente uno o tres puntos singulares en
{(0,0)} x R, los cuales son del tipo nodo o silla.

Demostracién. Los puntos singulares de £ en M son aquellos puntos (z, y, p) que satisfacen cada una
de las tres igualdades siguientes: F' (z,y,p) = 0, F}, (z,y,p) = 0, (Fy + pF) (x,y,p) = 0.

Se ha notado que el sistema F (z,y,p) = F,(z,y,p) = 0, se satisface en la imagen inversa del
discriminante b% (z,y) — a (z,y) ¢ (z,y) = 0. Por lo tanto, los puntos singulares del campo & en M se
proyectan bajo 7 en puntos del conjunto A (z,y) = 0. Consideraremos primero los puntos singulares &
que estan en la fibra {(0,0)} x R.

Como F'(0,0,p) = 0 = F,(0,0,p), los puntos singulares de £ en {(0,0)} x R estan dados por la
ecuacion
0 = FLE (0,0,p)+pr (0,0,]9)
asp® + (2b2 + a1) p* + (2b1 + c2) p + 1
= ¢(p).

El conjunto discriminante de los polinomios ctibicos ¢ (p) , formado por los polinomios con una raiz
real repetida, es un conjunto de medida cero en el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas
son los pardmetros a;, b;, ¢;, i € {1,2}. Genéricamente, un polinomio ¢ (p) tiene una raiz real o bien tres
raices reales distintas.

En lo siguiente, vamos a considerar ecuaciones diferenciales binarias tales que el polinomio ¢ (p)
tiene una o tres raices reales distintas.

Sea p1 una raiz de ¢, entonces ¢ (p1) = (F + p1Fy) (0,0,p1) = 0. Afirmamos que Fy (0,0,p1) # 0.
Si suponemos que Fy, (0,0, p1) = 0, entonces Fy (0,0,p1) = 0. En este caso M no es diferenciable segin
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se mostrd en la proposicién 5 de esta seccién. Podemos asumir que Fy, (0,0,p1) # 0. Entonces, por el
teorema de la funcién implicita, M es localmente la grafica de una funcién diferenciable y = g (x, p) tal
que F (x,g(xz,p),p) =0y sus derivadas parciales cumplen

Fo+Fy(9:) =0 'y Fy(gp) +F,=0. (2.8)

Consideremos la proyeccién del campo de direcciones £ en M sobre el plano (x,p). Denotemos el
nuevo campo definido en el plano xp como 5 En un punto (0, p1) escribimos al campo de direcciones :S
por

0

§=[onr+ar (o) +0 (I )IP)] -+ [Br+ 20— ) + 0 (I )] op

Podemos calcular los coeficientes aq, ag, 81 y B2 de la siguiente manera:

En (0, p1) se cumplen las siguientes igualdades por ser é‘ la proyeccion del campo £ = Fpa% + pra% —
(Fy + pF, y) {%

F, = aw+as(p—p)+0 (I )l?).
~(Fa+pF) = i+ —p)+0 ()l
Al calcular las derivadas parciales en (0, p;) en ambas ecuaciones, obtenemos

For (0,p1) = an, Fop (0,p1) = ag,
— (Fia + pEy,) (0, p1) = B, — (Fup +pFyp) (0,p1) = o

Nétese que F), = Fy, (x, g (x,p),p), luego, al derivarla implicitamente en (0, p1) obtenemos que

a1 = (sz + prgr)|(07p1) )
ay = (Fpygp + Fpp)|(0,p1) :
De manera analoga,
0
B = _% (Fr ‘|’pr) 1) = Fgy + Fzygr ‘|’p(Fyygz + Fzy)|(07p1) )
»P1
0
B = “ap (Fr +pEy) 090 = Faygp + Fop + Fy +p (Fyp + Fyygp) g ) -
»P1

Notemos que g, (0,p1) = p1 ya que (Fy + pFy) (0,p1) = ¢ (p1) = 0= (Fy + (92) Fy) (0, p1) ver (2.8).

Como ¢ (0, p1) = 0 entonces tenemos que Fj, (0, p1) = F}, (0,9 (0,p1),p1) = 0, de (2.8) se obtiene que
0= (Fy(9p) + Fp) (0,p1) = (Fygp) (0,p1) . Como consecuencia de F, (0,p1) = Fy (0,0, p1) # 0 se cample
que g, (0,p1) = 0.

Debido a que 0 = (Fp)|(07p1) tenemos que

o
- (Zr
! <8p p)

0
= o (Fp (z,9(,p),p)) = (pr9p+Fpp)|(07p1)-
(0,p1) p (0,p1)
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Como g, (0,p1) = 0, entonces Fy, (0,p1) = 0. Por lo tanto ap = (Fpygp + Fpp)|(0 pry =0 Podemos ahora
simplificar las expresiones para a1, s y (2 con ayuda de la expresion

F(z,y,p) = (@mz+agy+--)p* +2 b1z +boy + - )p+ (crx + oy +---).

Por lo tanto se consigue que en (0, p1),

a1 = 2(aopi+ (b2 +a1)p1+b1),
Of2 - 07
B = —{3azpi +2(2bs + a1)p1 + (c2 4 2b1)} = —¢ (p1) .

Br B2

Como ag = 0 tenemos que los eigenvalores de la parte lineal de E son

La matriz (al a2> es la correspondiente a la parte lineal de E en (0,p1) .

ar = o1 (p1) =2 (azp? + (b2 +a1) pr + by) (2.9)
B2 = —¢' (p1)

Como p; no es raiz repetida de ¢ entonces ¢’ (p1) # 0.

Los polinomios a1 y ¢ tienen un factor en comtn si y sélo si su resultante se anula, como el valor de
este determinante es un polinomio en las variables a;, b;, ¢;, 7 € {1, 2}, entonces, genéricamente, oy y ¢ no
tienen raices comunes. En el resto del texto supondremos que oy (p1) # 0. Por lo tanto, topolégicamente
los ceros de é‘ son nodos o sillas dependiendo del signo de a1 y G2. ®

Observacién. Genéricamente, los puntos singulares de & son aislados. Mds atn, en el caso que
A (z,y) = 0 es un nodo los puntos singulares de £ no se acumulan en puntos sobre {(0,0)} x R.

Demostracién. Como se ha supuesto que los eigenvalores a; y 2 son distintos de cero, entonces los
puntos singulares en {(0,0)} x R son aislados.

Notemos que un punto singular (z,y, p) de £ se proyecta en un punto (x,y) sobre el discriminante.
Asi, para una ecuacién diferencial binaria, tal que A (z,y) = 0 es un punto aislado, en una vecindad de
{(0,0)} x R, el campo vectorial £ sélo tiene puntos singulares sobre {(0,0)} x R.

Si para una ecuacién diferencial binaria el discriminante es un nodo y (x,y, p) es un punto singular
de & con (x,y) # (0,0), entonces la recta tangente al discriminante en (z,y) coincide con la direccién
del campo bivaluado en el punto (z,y). También sabemos que las direcciones del campo bivaluado en
una rama del discriminante convergen a una direccién en (0,0) (ver la prueba del lema 3).

Si {(zn, Yn, Pn es una sucesion de puntos singulares del campo vectorial & que tienen un punto
neN
de acumulacion (0,0, pg) en {(0,0)} x RP! (podemos pensar que esta sucesién se proyecta sélo en una
de las ramas del discriminante), entonces la sucesién de espacios tangentes {T (@nsymopn) M }n oy converge
a T0,0,p0)M. Y como (Zn, Yn, Pn) €s un punto singular de £, entonces Tz yn,pn)M interseca al plano
{(z,y)} en una recta de pendiente p,, para cada n € N. En consecuecia T{g,,) M interseca al plano
{(z,y)} en una recta de pendiente py. Esto implica que (0,0, pg) es un punto singular de &.
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Como (0, 0, pg) es un punto singular de £ y pg es la pendiente de una recta tangente al discriminante
en (0,0), entonces deben satisfacerse simultaneamente las igualdades:

0 = agpj+ (2b2 +a1) pg + (261 + c2) po +c1 = ¢ (po) ,
0 = 2 (b% — (IQCQ) p(2) + 2 (2()1()2 — C2Q1 — Clag)po + 2 (b% — alcl) .

Este caso no es genérico, pues la condicién para que estos polinomios tengan una raiz comtn determina
un subespacio de medida cero en el espacio determinado por los pardmetros a;, b;, ¢;, i € {1,2}. m

Observacién. Se puede suponer que para una ecuacién diferencial binaria, el campo vectorial &
definido sobre M tiene tinicamente singularidades en {(0,0)} x R. Si esto no es asi, podemos restringir
el estudio de una ecuacién diferencial en una vecindad lo suficientemente pequena del origen de R? tal
que el campo & tiene tnicamente singularidades en {(0,0)} x R. Esto es posible pues genéricamente los
puntos singulares de ¢ no se acumulan en {(0,0)} x R.

Nota 1 Genéricamente, el polinomio ¢ (p) = asp® + (2by + a1) p? + (2b1 + c2) p + ¢1 no tiene a cero
como raiz, pues ¢; = 0, determina en el espacio real de seis dimensiones a;, b;, ¢;,7 € {1,2} un conjunto
de medida cero.

Si se elige la carta de la recta proyectiva con dy # 0, entonces para la superficie N = G~ (0) donde
G (z,9,q) = c(x,y)¢*> +2b(x,y) g+ a(x,y), el campo vectorial

0 0 0
=G,— G,— — (G Gy) —
¢ q8$+q qay ( +q y)aq

es un levantamiento del campo bivaluado.

Los puntos singulares de ( en la fibra {(0,0)} x R, son del tipo nodo y/6 silla y estdn dados por las
raices del polinomio

(G2 +4Gy) (0,0,q) = a1+2big+c1q” + 4 (az + 2boq + ch2)
coq® + (2b3 + 1) @+ (ag +2b1) ¢ + a1
= ¢(q)

Genéricamente, ¢ (¢) no tiene a ¢ = 0 como raiz.

Nota 2 En M , se tiene un campo vectorial tangente E, este campo vectorial coincide con £ en la carta
coordenada de M con dx # 0. El nimero y el tipo topolédgico de los puntos singulares del campo vectorial
¢ coincide con los del campo £.
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2.2. Formas normales de ecuaciones diferenciales binarias lineales.

En esta seccion, el objetivo es mostrar que existe un cambio de coordenadas lineal con el cual una
ecuacién diferencial binaria puede ser transformada a una en la que las funciones a (z,y) vy ¢ (z,y) sélo
dependen de la segunda variable. Los cambios de coordenadas transforman términos de grado k de una
ecuacion en términos de grado mayor o igual que k, en particular los términos lineales de una ecuacion
diferencial binaria seran transformados bajo un difeomorfismo lineal en términos lineales. Por lo tanto,
es suficiente analizar los coeficientes lineales de una ecuacién diferencial binaria en los dos sistemas
coordenados, antes y después de realizar cambios de coordenadas.

Sean JF (a), JF (b) y JF (b) los jets de orden k en el punto z de las funciones a, b y ¢ respectivamente.
Decimos que la ecuacién diferencial J¥ (a) dy? + JF (b) dydz + TF (¢) dx? = 0 es el jet de orden k de la
ecuacion diferencial binaria (2.1) en el punto z.

Para las funciones a, b y c los respectivos 1-jets son ‘7&)70) (a) = a1z + agy, ‘7&)70) (2b) = 2 (byz + bay)
y ‘7&)70) (¢) = c1x + oy, por lo que el 1-jet de la ecuacién (2.1) es la ecuacion diferencial binaria lineal
(a1 + agy) dy? + 2 (biz + boy) dedy + (c1x + coy) dz? = 0.

Proposicién 11 Supongamos que el polinomio ¢ (p) no tiene raices repetidas, y que los polinomios
a1 (p) y ¢ (p) no tienen raices comunes, entonces el 1-jet de la ecuacion diferencial binaria 2.1 puede
ser transformado en alguna de las siguientes formas normales

ydy? + 2 (b1x + boy) dydx — yda® =
ydy? + 2 (byz + boy) dydx + yda? =

9

0
0.

Demostracion. Consideraremos una ecuacién diferencial binaria en la que las funciones a, b, ¢ son
lineales:
(a1 + azy) dy? + 2 (bix + boy) dady + (c12 + coy) da? = 0. (2.10)

Escribimos la ecuacién 2.10 en forma matricial (a lo largo de esta seccién, para simplificar los célculos,
consideraremos una ecuacién diferencial binaria lineal en su forma matricial).

1 b a da’
(;r y) R 2dzxdy | =0.
C2 bg a9 dy2

Considérese un difeomorfismo lineal en el plano R?,

(2)-CO0)

La composicién del difeomorfismo con la ecuacién diferencial binaria 2.10 nos da una nueva ecuacion
diferencial binaria lineal K : AdY?+2BdXdY +CdX? =0,enlacual A= A X +AY, B =B X+ByY
y C = C1 X 4+ CyY. La forma matricial de K es

C, B, A dx?
K;(X Y) LB A oaxay | =o.
Cy By A Jv?
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Ahora vamos a determinar los coeficientes A;, B;, C;.
Primero, encontremos las expresiones de las formas cuadraticas dz2, 2dxdy y dy? en las coordenadas
(X,Y):
de? = (adX + BdY)? = o?dX? + 2a3dXdY + BdY?,
2dzdy = 2(adX + BdY) (vdX +6dY) = 2aydX? + 2 (ad + $v)dXdY + 285dY?,

dy? = (ydX +6dY)? = ~42dX? + 2y0dXdY + 62dY?.
En forma matricial:
dx? a? af 32 dx?
2dxdy | = | 2oy «@d + By 2060 2dXdY
dy? 72 27 52 dy?

Por lo tanto, la ecuacién 2.10 en las coordenadas (X, Y") tiene la expresion:
b a? af 32 dx?
o c a
(X Y) (ﬁ Z) ( L 1) 207 ad+ By 285 | | 2dxdy | =o.
c a
2 e 2 ~6 52 dy?

Asi, los coeficientes de la ecuacién K son:

Ay = 62 (aar + vag) + 288 (aby + o) + 2 (aey + ye2),

Ay = ap8® + 36 (2ba + a1) + 576 (2b1 + c2) + 18,

By = vd(aar +yaz) + (ad +78) (ab1 +vb2) + af (ac1 + vye2),
By = ~0(Bay + daz) + (ad +~v3) (Bb1 + dba) + af (Ber + dea)
C1 = 7Pag +~2%a (a1 + 2bo) + oy (2by + ¢2) + 3¢y,

Cy = 7*(Bay 4 8az) + 20y (Bby + 6ba) + o (Ber + bcy) -

Recordemos que los puntos singulares del campo & sobre {(0,0)} x RP! estdan dados por la rafces

del polinomio ¢ (p) = azp® + (2by + a1) p? + (2b1 + c2) p + 1. Supongamos 3 # 0, si tomamos p = %

entonces se puede reescribir a los coeficientes
Ay = ¢ <%> y CGi=a%(3).

Sip; es unaraiz de ¢ (p) , elegimos v = apy y entonces la transformacion (x, y) = (aX +08Y, ap X + (5Y>
hace que C; = 0. Tomando a v = ap; no podemos elegir § = Bp1, pues en este caso la transformaciéon
(z,y) = <aX +aY, ap1X + Bp1Y ) no es un cambio de coordenadas ya que la matriz J es singular.

(> B
J_<ap1 ﬁm)’

Con v = ap1, las expresiones para Ay y Csy se vuelven

A1 = (6 (a1 +pias) + 285 (b + piba) + B (c1 + pica))
Oy = o ((p%al +2p1b1 + 1) B+ (p%az + 2p1ba + ¢2) 6) .
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Caso 1 Veamos que en general, Co # 0.

Supongamos que Co = 0. El coeficiente puede ser reescrito de la siguiente forma:
= O£2 (/8FI (07 Ovpl) + 5Fy (07 Ovpl)) .

Como M es diferenciable, F, y F, no se anulan simultdneamente. Supongamos primero que Fy, (0,0, p1) #

0, entonces
_/8FI (07 07 pl)
0= 0,0 = — .
ﬁ < y ( pl)) Fy (07 Oapl)

La transformacién (z,y) = (aX +3Y, ap1 X —

Y) tiene jacobiano nulo: = (aﬁF + ap1fFy) =

—%qb (p1) = 0, y por lo tanto no es un dlfeomorﬁsmo.

Si F, (0,0,p1) = 0 entonces 0 = a?BF; (0,0,p1) = Cy. Como se ha supuesto 8 # 0, necesariamente
a = 0, en este caso la transformacién (z,y) = (8Y,dY) no es un cambio de coordenadas.

Asi, el conjunto de ecuaciones diferenciales binarias tales que Cs = 0 es un conjunto de codimension
uno en el espacio de ecuaciones diferenciales binarias del tipo 2.10.

Caso 2 Mediante un cambio de coordenadas apropiado, haremos Ay = 0.

La ecuacion Ay = 0 se cumple si y sélo si

a (0% (a1 + prag) + 285 (b1 + p1ba) + B (e1 + pic2)) = 0. (2.11)

Notemos que la ecuacién (2.11) es homogénea en 3, § de grado 2. Al reemplazar § por 3p; obtenemos

A = « (52 ? (a1 + pras) + 26%p1 (b1 + p1ba) + 52 (1 + p1ca))
= af” (p} (a1 + praz) + 2p1 (by + p1b2) + (c1 + pic2))
= af® (az2p} + (a1 + 2b2) pT + (2b1 + c2) p1 + 1) = a3°¢ (p1) ,
de esto obtenemos que § = Bp; es solucién de afB%¢ (p) = 0. Como A; = 0 es una ecuacién homogénea

en 3,0 de grado 2 entonces o3¢ (py) tiene una segunda solucién, digamos § = A3. De la ecuacién (2.11)
obtenemos

5 =2 (b1 +pibe) £ \/(b1 + p1ba)? — 4 (a1 + prag) (¢1 + prc2)

B 2 (a1 + praz)

Si las soluciones coinciden, es decir, A = p1, entonces p; = % y de la ecuacién (2.11) se concluye que

p1 = — (b1 + p1b2) / (a1 + prag),

expresion equivalente a

1
a2p% + (al + b2)p1 + by = 5&1 (pl) =0.

De esto se sigue que a1 y ¢ tengan una raiz comun. Esta situacién no es genérica, por tanto, podemos
suponer que A # py. Obsérvese que definir § = A\J anula al coeficiente A;.
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Observacién. Noétese que A; = 0 tiene una raiz doble si y sélo si
(28 (b1 + p1b2))® — 45% (c1 + p1c2) (a1 + praz) = 0.
Esto es equivalente a

(b1 + p1b2)® — (1 + p1ca) (a1 + pras)
= (b3 — asea) pi + (2b1ba — arca — azer) p1 +bF — arer = 0

Al comparar esta expresion con la parte cuadratica (el 2-jet) de la funcién A = b%—4ac, geométricamente
significa que y = pyx es la recta tangente a una de las ramas del discriminante A (x, y) = 0 de la ecuacién
diferencial binaria en (0,0).

Hemos conseguido el cambio de coordenadas

z\ [a B X
(-2 2)(8)wren

con el cual obtenemos la siguiente ecuacién diferencial binaria

dX?

(X Y) 0 B 0 gixay | —o. (2.12)
Cy By A, dY?2

Caso 3 Podemos encontrar cambios de coordenadas con el cual los coeficientes As =1 y Cy = +£1.

Consideremos el cambio de coordenadas

X)) [a O T
Yy | \o ¢ y |’
aplicado a la ecuacion diferencial binaria 2.12 se obtienen los siguientes coeficientes
2.0 0
a 0 03100850 0 a2B 0
o = .
0 ¢ 02 B2 A2 0 0 (52 012(502 a52B2 (53A2

Necesitamos encontrar « y § tales que a?6Cy = (signo (6C3)) 1y 6345 = 1.

U igno(6C VA [V
Sea § = ( Y A2) , entonces a? = (Slgll(;oéQ 2)) — | |02|2| ya==+ | |Cgl2|'

Por lo tanto, dada la ecuacion diferencial binaria lineal 2.10 la composicién de los difeomorfismos

(Xa+v8, YBA+Xap) y( REFSY (3A2)—1y),

reduce 2.10 a una de las formas normales. m
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2.2.1. Analisis cualitativo de los puntos singulares del campo €.

Considere las ecuaciénes diferenciales binarias ydy?+2 (b + boy) dydz+ydz? = 0. En este apartado,
para cada una de estas formas normales, daremos una particién del plano {(b1,b2)} de acuerdo al tipo
de puntos singulares del campo vectorial £ definido en la superficie M.

-1 0 x| [ -z
0 1 y | Y ’
mantiene invariante el tipo de ecuacién diferencial binaria:

1 0 0 dx?
(;r ) L0V LO b O d;;l
Y9V o 1) 21 b 1 Y

0 0 1 dy?

dxz?

= (;r y) 0 br 0 dxdy
+1 —by 1 2 ’

Y

El cambio de coordenadas

de esto observamos que existe una simetria en la particion con respecto al eje by en el plano con
coordenadas (b1, bs) , pues el niimero y tipo topolégico de los puntos singulares del campo vectorial £ se
conserva tras haber hecho el cambio de coordenadas.

La Forma Normal Lineal

ydy? + 2 (byx + boy) dydx — ydx? = 0.

Las siguientes curvas son las separatrices asociadas al tipo de punto(s) singular(es) del campo vec-
torial ¢ correspondiente a la forma normal ydy? + 2 (b + bey) dydx — yda? = 0.

¢

1. La curva “ no Morse ” b; = 0.

Si b1 = 0, entonces la parte cuadratica de la funciéon A es degenerada. Esto implica que A no tiene
una singularidad de Morse en el origen.

2. Lascurvas2b1—1:0yb1:%(bg—l—l).

Para este tipo de ecuacién diferencial binaria el polinomio ¢ (p) tiene la siguiente forma
¢ (p) = p° + 2b2p” + (2b1 — 1) p.

Las rafces de ¢ (p) son 0, —by + /b3 — (2by — 1) — by y —by — /b3 — (2by — 1). Por lo tanto, si
201 —1=06b; = % (b% + 1) , entonces el polinomio ¢ (p) tiene una raiz doble.
3. La curva con raices comunes de oy (p) y ¢ (p) .
El eigenvalor «; para este tipo de ecuacién diferencial binaria es:
a1 (p) =2 (p* +bap+b1).

Si by = 0 entonces a; tiene a cero como raiz, por lo tanto, se tiene una situacién no genérica, pues
a1y ¢ (p) tienen una raiz comun.
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| | ]
I I

‘ ‘ 0/ bi

b2

3 puntos silla

1 punto silla
I

Figura 2.4: Particién del plano {(b1,b2)} determinado por ydy? + 2 (b1x + boy) dydx — ydx? = 0.

FEn el apéndice se puede encontrar un andlisis detallado de las siguientes afirmaciones, que corres-
ponden a la particion que ilustra la figura 2.4.

En el conjunto {(bl, bo) : % <by,b3—2b+1< 0} , el polinomio ¢ (p) = p> + 2bop? + (201 — 1) p,
tiene una tinica raiz real, p = 0. Las otras dos rafces son complejas conjugadas, pues b3 — (2b; — 1) < 0.
Como los valores propios correspondientes a la parte lineal del campo vectorial £ en el punto (0,0) son

a1 (0) = 2b1 > 0,
—¢(0) = —(201 —-1) <0,

entonces el punto singular del campo vectorial € es un punto silla. Como & es la proyeccién en el plano
{(z,p)} del campo &, entonces (0,0, 0) es topolégicamente un punto silla.

En el conjunto {(bl, bo) :0 < by, b3 —2b; +1> 0} , el polinomio ¢ (p) tiene tres raices reales distin-
tas, digamos p1, p2, p3, que corresponden a tres puntos singulares del campo &, éstos tienen dos posibles
configuraciones: silla, nodo, silla o bien, silla, silla, nodo respectivamente.

En el conjunto {(bl, bo) :by < 0,03 —2by + 1 > 0} , el polinomio ¢ (p) tiene tres raices reales distintas
que corresponden a tres puntos singulares del campo &. Topolégicamente, cada uno de ellos es un punto
singular de tipo silla.

Observacién. Si una ecuacion diferencial binaria es tal que a = —c, el origen es un punto aislado del
discriminante. En este caso, si el campo vectorial £ tiene s6lo un punto singular el cual es un punto
silla, entonces el origen es de tipo lemon. Si € tiene tres puntos singulares los cuales son tres puntos
sillas, entonces se tiene el caso star. El caso monstar se consigue si el campo & tiene dos puntos silla y
un nodo (Ver figura 2.5).
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MONSTAR

Figura 2.5: Modelos locales de la forma normal lineal ydy? + 2 (byz + boy) dydx — yda? = 0.

La Forma Normal Lineal

ydy® + 2 (byx + boy) dydx + ydaz* = 0.

Las curvas separatrices asociadas al tipo de punto(s) singulare(s) del campo de direcciones £ corres-
pondientes a la forma normal ydy? + 2 (byz + bay) dydz + ydz? = 0 son las siguientes:

1. La curva “ no Morse ” b; = 0.

2. Lascurvas2b1—|—1:0yb1:%(bg—l).

El polinomio ¢ (p) para este tipo de ecuacién diferencial binaria tiene la siguiente forma
¢ (p) = P’ + 2bap” + (2b1 + 1) p

Este polinomio tiene las raices 0, —by + /b3 — (2b1 + 1) — by y —ba — /b3 — (2b1 + 1). Por lo

tanto, si los coeficientes de ¢ (p) satisfacen las ecuaciones de la recta 2b; + 1 = 0 6 de la parabola
by = % (b% — 1) , entonces ¢ (p) tiene una raiz doble, que no es un caso genérico.

3. Las curvas by =0y by = £+by — 1.

El eigenvalor «; para este tipo de ecuacién diferencial binaria es:
_ 9,2
a1 (p) = 2p° + 2bop + 2b1.

Si by = 0, entonces p = 0 es una raiz comin de los polinomios a1 (p) v ¢ (p).

Sib; = £ by—1,entonces oy (p) =2p? +2bap+2by—2 vy ¢ (p)=p (p2 + 2bop + (£2bg — 1)) .
Por lo tanto, las raices de aq son F1, 1 —be. Mientras que ¢ (p) tiene las raices 0, —1 y 1 —2by. Asi,
en este caso, —1 es una rafz comun de los polinomios a1 (p) y ¢ (p), que no es un caso genérico.

FEn el apéndice se puede encontrar un andlisis detallado de las siguientes afirmaciones, que corres-
ponden a la partcién del plano {(b1, b2)} que ilustra la figura 2.6. Si los coeficientes by y ba de la forma
normal estan en los conjuntos

{(bl,bg):bl<—1,()220,()1<bg—1,bl<—bg—1},
y{(bl,bg):0<bl,6220,b%—2bl—1>0,bl>bg—1,bl>—bg—1},
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junto con sus simétricos con respecto al eje by, entonces el campo vectorial £ tiene tres puntos
singulares en {(0,0)} x RP'. Topol4gicamente, estos tres puntos singulares son sillas.

El campo vectorial £ tiene tres puntos singulares: dos de ellos son sillas y el tercero es un nodo si
los coeficientes by y by pertenecen a los conjuntos

1
{(bl,bg) :bl<0,b1#—§,b220,b1<b2—1,b1>—bg—l},
{(b1,b2) : 0 < by, by >0,b53—2b; —1>0,by > by —1,by > —by — 1},

junto con sus simétricos con respecto al eje by.

Si los coeficientes estan en el conjunto
{(b1,b2) : =1 < by < 0,by > by —1,by > —by — 1,b3 — 2b; — 1 > 0},

entonces ¢ tiene tres puntos singulares: dos de ellos son nodos y el tercero es un silla.

En el conjunto
1
{(bl,bg) tmg <bi< 0,b5—2b; — 1< o},
el polinomio ¢ (p) sélo tiene una raiz real, que corresponde a un punto singular tipo nodo del campo
vectorial &.

En el conjunto
{(b1,b2) : 0 < by, b3 —2b; —1 < 0},

el polinomio ¢ (p) sélo tiene una raiz real, que corresponde a un punto singular tipo silla del campo
vectorial &.

Tos

f231 punto nodo [ ] 2 puntos nodo y 1 silla

Figura 2.6: Particién del plano {(b1,b2)} determinado por ydy? + 2 (b1x + boy) dydx + ydx? = 0.



30 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS
2.3. Formas normales mediante difeomorfismos formales.

En la seccién anterior logramos llevar una ecuacién diferencial binaria (2.1) mediante cambios de
coordenadas lineales, en alguna de las siguientes formas reducidas:

(y+a(@y) dy? +2 (b + boy + b (2,9)) dyda + (y + E(@,y)) da® = 0, (213)

(y+a(z,y))dy* +2 (blx + boy —1—3(3:, y)) dydx + (—y + ¢ (z,y)) dz®> = 0. (2.14)

En este tipo de ecuaciones las funciones a, b y ¢ son diferenciables, sin términos constantes y sin términos
lineales.

El objetivo en esta seccién es demostrar, que bajo ciertas condiciones, las ecuaciones diferenciales
binarias (2.13) y (2.14) pueden ser transformadas formalmente en una ecuacién diferencial binaria tal
que a(x,y) =0y ¢(x,y) = 0. Para lograrlo, se usard el método de Poincaré que consiste en eliminar
sucesivamente los términos de grado mayor o igual que 2 en las funciones a y c.

Definicién. Sean D un dominio entero y {a; : i € N} una familia de elementos de D. Una serie de
o

potencias formal sobre D (o con coeficientes en D) es una suma infinita de la forma > a;z".
i=0

Noétese que el conjunto de series de potencias formales sobre D forma un dominio entero, el cual
contiene al anillo de polinomios con coeficientes en D.
Antes de enunciar la proposicién, introducimos la reduccién formal aniquilando los términos de grado
k = 2. Sean
Py =pi X2+ po XY +p3Y?  y Qo= qX?+ XY +gY?

polinomios homogéneos de grado 2. Consideremos la aplicacién Hy : R? — R? definida por
Hy (X,Y) = <X+P2, Y+Q2> .
El jacobiano de Hs en (0,0) es

o) o)
det (1 + a_XP2 8_XQ2 )

=1.
ain2 1+ ainz

(0,0)

— det 142p1 X +pY 21 X + @Y
©.0) peX +2p3Y 1+ X +2¢Y

Por lo tanto, Hy es un difeomorfismo en una vecindad de (0,0).

Es conveniente reescribir la funcién y + a (z,y) como y + a(x,y) = y + a2 (z,y) + O <||(;1?, y)||3>

donde as es la forma de grado dos en la expansion de Taylor de @ :
aa (z,y) = 0na® + agzy + agy®.

De manera semejante para +y + ¢ (x,y) = +y + & (x,y) + O <||(;1?, y)||3> con ¢ la forma de segundo

grado en la expansién de Taylor de ¢ (z,y) :
~ _ 2 2
S =¢1T7 + Gry + 3Y°.
Con esto obtenemos la ecuacién diferencial binaria

(v+ 2+ 0 (@ wI?)) dy? +2 (b1 + bay + b (@, y)) dyda + (£y + 5 + O (| yII°) ) da? = 0.
(2.15)
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Necesitamos encontrar un difeomorfismo del plano que lleve la ecuacién (2.15) en una de la forma
(Y +A(X,Y)dY? +2(b; X +bY + B(X,Y))dYdX + (£Y + C(X,Y))dX? =0,
donde las funciones A (X,Y) y C (X,Y) no tienen términos de grado menor o igual a 2.
Con el difeomorfismo Hs la ecuacién (2.15) se transforma en:
(Y + Qo+ +0 (I(X,V)IF)) (@Y +dQ2)* +2 (1 X +bsY + B(X,Y)d(Y +@Q2)d (X + Po) +

(FY £ Q2+ 3+ 0 (I(X.M)I)) (aX +dRy)* = 0.

Nos disponemos a calcular los términos de grado dos en la descomposicion en serie de potencias de
esta ultima ecuacion diferencial binaria.

Notemos que

(dY +dQs)? = (dY + 994X + 8Q2dy) -

dY? 4 2992dXdY + 29%2dY? + 2992922 ax dy + 997 dx? + 992°ay? =

(1 +25% + (5%) ) av? + (25% + 259 5% ) dXdy + (8Q2> x>,

Por lo tanto,
(Y + Qe+ +0 (XL Y)*)) (@Y +dQz)* (2.16)

2 2
(v + Qo+ 0 (1)) ((1+280+ (5)7) aven (SS90 axav+ (%) ax?).
De manera similar tenemos que:

d(Y +Q2)d(X + Py) = (dY +9%4x aQQdY) (dX + 9P 4+ 8P2dy>
= dXdY + GRdXdY + GpdY® + GRdx® + Qf*a—PdeQ + 922992 gy gy 1 —deYdX + 282 992 gy gx 4 282 9Q2 gy2

0X 90X oY 90X 0X 9Y oY 0Y
= (G + 9008 ) av2+ (1+ 9% + 9 5% + 9 %% + 5% ) dXdy + (5% + 5% 9% ) ax®.

Si denotamos por Slz<ap2+aiai> Sy = <1+3P2+%%+8£8&+%> ¥

S3 = (aQ? + %6)2(2 ‘?55) , obtenemos que:

(X 4+bY +B(X,Y)d(Y +Q2)d(X + P,) (2.17)
= (X +bY +b(X,Y)) (S1dY? + SodXdY + S3dX?)

Por ultimo,
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(dX + dPy)? = (dX + 92X 4 8P2dy> _
dx? + 92%0x2 + 298 ax? 4+ 29%aX ay + 222 2L ax dy + 92 qy>

9%ay? + (295 + 298 9% ) axay + (1+ 98 +29% ) ax?,

Por lo tanto,

(#Y £ Q@+ %+ 0 (X, MIF) ) (@X +dPy)* (2.18)
OP 0P, 0P, OP OP2 9P
o ~ 3 2 2 2 2 2 2 2 2
- (iYin —|—<2+O<||(X,Y)|| )) (ay dy ( v +25% ay>dXdY—|— <1+—8X +2—8X>dX )

Y entonces de las igualdades (2.16),(2.17) y (2.18) obtenemos:

Y+ A(X,Y) =
<Y+Q2 +a+ 0 <||(X, Y)||3>> (1 +2992 4 99, ) 2 (b1 X + oY + b (X,Y)) (ai;, + 8%%%) +
(iy+cz2+<2+o(||<x,y>|| ) (%)

le+b2Y+B(X7Y) =
(298 +22929%) (v + Qe + @+ 0 (XY ))

o] o]
(X + byY +b(X,Y)) (1 oy | 009z | 95092 | 3G, )

(iY £ Q2+ G+ 0 <||(X, Y)||3>> (2%1:2 208, %,;>

LY +C(X,Y) =
(Y +Q+@+0(IXIP)) (5%°) + X + by +0(X,7)) (5% + 5% 9% ) +
(=@ +a+0(IX ) (1+ 5% +25%).

De esto tltimo notamos que los nuevos términos Ay (X,Y) v Co (X,Y) de grado 2 de A(X,Y) y
C (X,Y) respectivamente, son:

Ay (X,Y) = Qo + Y2992 4 (b1 X + byY) (81’2) + @,
=1 X% +q, XY + Q3y2+4Q3y2+QQ2XY + X2b1pa+2Y 2bops+ (2b1p3 + bopa) XY +Qs
= (q1 + b1p2) X2 + (g2 + 2q2 + 2b1p3 + bapa) XY + (g3 + 43 + 2baps) Y2 + aiy

Co (X,Y) = iQ2+(iY)2aP2+(le+sz)( $)+%

=+ (1 X%+ XY + @3Y?) £ (2p2Y 2 + 4p1 XY) 42X 2b1q1+Y ?baga+ (b1gz + 2b2¢1) XY 43
= (£q1 +2b1q1) X2 £ (4p1 + b1g2 + 2baq1 £ q2) XY £ (g3 £ 2p2 + baq2) Y2 + &
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De las igualdades Az (X,Y) = 0 = C5(X,Y), obtenemos un sistema de 6 ecuaciones con seis
incognitas p;, q;, 7 = 1,2, 3. En forma matricial, el sistema es:

0 bl 0 1 0 0 P1 (05}
0 bg 2()1 0 3 0 ) (%)
0 0 2()2 0 0 5 pP3 . a3
0 0 0 +142b 0 ol a | |«
4 0 0 2by +1+2b; O qo )
0 =£2 0 0 bg 1 q3 <3

Notemos que la matriz de este sistema, a la cual llamaremos Ms, sélo depende de by y bs. Por lo tanto,
el determinante de M> es un polinomio en las variables by y bs. Genéricamente, la matriz Ms es no
singular y en tal caso podemos encontrar los polinomios P y Q2 que anulan los términos Ay y Co.

Una vez encontrados los polinomios P» y Q2, el difeomorfismo Hy (X,Y) = (X + P, Y + Q)2) lleva
una ecuacion diferencial binaria genérica a una de la forma

(Y +A(X,Y)dY? +2(b; X +bY + B(X,Y))dYdX + (£Y + C(X,Y))dX? =0,

donde las funciones A (X,Y) y C (X,Y) no tienen términos de grado menor o igual que dos.

Ahora abordaremos el caso general. De manera inductiva supondremos que el proceso se ha aplicado
a todos los términos de grado menor o igual que k — 1, con k > 2. Por lo tanto, tenemos una ecuacién
diferencial binaria tal que las funciones y + a y +y + ¢ se escriben de la siguiente forma

y+a=y+ar+0(|@y*)

y+e=+y+G+0 (@ yl),

donde oy, = Zﬁzoa@ka_ij y S = ijog@ka_j_le son polinomios homogéneos de grado k > 2.

Sean pp = Zé?zop@ka_ij Vv qx = Zé?zoq@ka_j_le polinomios homogéneos de grado k£ > 2.

Consideremos la aplicacion
Hp (X,Y) = (X + Pk, Y+Qk> ;

cuyo jacobiano en (0,0) es :

1+ ek 2%
det P 9
wPe 1+ 37

(0,0)
gt (T Sk _opig (k=) XF—i-lyJ NP G € .
ENIRTD G Ch 1+ 35 g (k— ) XFI-1yd 00) '

Por lo tanto, Hy, es un difeomorfismo en una vecindad de (0,0).
El difeomorfismo H}. transforma la ecuacién diferencial binaria

(y+ e+ @ I* ) dy? + 2 (br + by + b (2, ) dyda + (2y + G+ [|(,9)[) da® = 0,
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en la ecuacién :

(Y +A(X,Y)dY? +2 (01X +bY +B(X,Y))dYdX 4+ (£Y + C (X,Y))dX? =0,
donde las funciones A (X,Y) y C(X,Y) no tienen términos de grado k — 1 y los términos de grado k
son:

_ gy, I\ | ~
A = pp+2Y 50 + (X + b)) (ay + O,

_ Opr, g, N
Cr = £Qr+ (£2Y) X + (01 X + b2Y) (8—X) + Sk

Necesitamos que las ecuaciones A = 0 y Cj, = 0 se satisfagan simultaneamente. Esto determina un
sistema de (2k + 2) ecuaciones en las variables p; x, ¢i k. ¢ = 0, ..., k. La forma matricial de este sistema

dk Sk

La matriz My s6lo depende de by y bo, por lo tanto, el determinante de M} es un polinomio en las

€S

variables b; y be. Genéricamente, la matriz My es no singular, esto es debido a que el conjunto de
puntos (by,bg) en los cuales det (M) = 0, tiene medida cero en R?. Si M}, es no singular entonces
podemos encontrar los polinomios pg y ¢i que anulan a los polinomios Ay y C.

Definicién. A la pareja (b, be) le diremos resonante si existe un entero k > 2 tal que la matriz M}, es
singular. Si no existe un entero k con esta propiedad diremos que (b1, ba) es no resonante.

Proposicién 12 Si la pareja (b1, bs) es no resonante, la ecuacion diferencial binaria (2.1) puede ser
reducida por un difeomorfismo formal a una de las dos siguientes formas

ydy® + 2 (b1 + bay + b (2, y)) dyde — yda® = 0,
ydy? + 2 (byz + boy + b (z,y)) dydz + ydz® = 0,

donde b (x,y) es una serie de potencias formal sin términos lineales o constantes.

Demostracién. Podemos suponer que la ecuacion diferencial binaria ya esta en alguna de las formas
reducidas (2.13) 6 (2.14). Si la pareja (b1, b2) es no resonante, entonces para cada k > 2 la matriz My,
es invertible y por lo tanto, el sistema de ecuaciones lineales

dk Sk

tiene una solucién tnica. A la solucién (pg, qi), le corresponde el difeomorfismo Hy, el cual anula los
términos de grado k en las funciones a (x,y) y ¢ (z,y) .

Anulando sucesivamente los términos de grado 2, 3, . . ., k, obtenemos una sucesién de difeomorfismos
{H} cuyo producto estd en la clase de series de potencias formales, esto es, los términos de grado fijo
no cambian desde cierto paso en la reduccion. El limite de esta sucesién transforma formalmente a una
ecuacién diferencial binaria (2.1) en una de las formas del enunciado de la proposicién. ®
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Observacién. Los cambios de coordenadas Hy, k > 2 no alteran los coeficientes lineales de las ecua-
ciones diferenciales binarias (2.13) y (2.14). En consecuencia, el tipo de singularidad del discriminante
y el tipo topoldgico de los puntos singulares del campo vectorial £ se preserva bajo los cambios de
coordenadas formales propuestos en la proposicién 12.

2.4. Acciones de grupos.

En esta seccion consideraremos ecuaciones diferenciales binarias de los siguientes tipos:

a(x,y) dy® +2b (z,y)dxdy — a (z,y) de? = 0, (2.19)
a(x,y) dy® + 2b (z,y)dxdy + a (z,y) de? = 0, (2.20)

donde las funciones a y b son diferenciables y se anulan en el origen.

En la seccién anterior se mostré que mediante un difeomorfismo formal, toda ecuacién diferencial
binaria (2.1) salvo un conjunto de medida cero puede ser reducida a una del tipo (2.19) o a una del tipo
(2.20). Ahora nos preguntamos por los difeomorfismos que preservan cada tipo de ecuacién diferencial
binaria.

Proposicién 13 Sea ® (u,v) = (¢1 (u,v), ¢2 (u,v)) = (x,y) un difeomorfismo del plano R?. Si ®
satisface las igualdades (2.21) y (2.22), entonces ® preserva las ecuaciones diferenciales del tipo (2.19).

a1 \> (901> [0\ [dha\?

(%) *(%) - (%) *(%) ’ (2.21)
091 0¢2 091 0py

%%—FEW = 0. (2.22)

Demostracién. Sea ® : R%2,0 — R2,0, un difeomorfismo dado por ® (u,v) = (¢ (u,v), ¢2 (u,v)) =
(z,y). Si denotamos a la composicién (a o @) (u,v) = a (¢1 (u,v), P2 (u,v)) por ao P y a la composcién
(bo ®) (u,v) =b(p1 (u,v), P2 (u,v)) por bo @, entonces ¢ transforma la ecuacién del tipo (2.19) en la
siguiente:

(a0 @) ((dds (1,0)) = (do1 (u,0))°) +2 (b0 ®) (d (01 (u,v)) d (9 (uw,0)) = 0. (2:23)

Como d¢; = %‘z;i du + %‘fj dv,i € {1,2}, la ecuacién (2.23) es equivalente a la siguiente:

A2 2 \° [ 0d1 9p1 , \? 1 g1 d¢a I B
(ao®) ((Edu—l— Edv) — <Edu+ Edv) > + (2bo @) {(Edu—i— Edv)} {(Edu—i— Edv)} =0.

Ahora hay que calcular los productos y reagrupar los coeficientes. Hecho esto, se tiene la ecuacion
diferencial:

((ao@) ((%)2_ <%>2> +2(bo¢)%%> du?

O0¢1 02 | O¢1 02 O¢2 02 O¢1 O
#(2wen (GG + Gy B F2lae ) (G Gr - G ) ) duae

- ((aoq)) ((%)2— <%>2> —2(bo¢)%%> dv? =0.



36 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS

La hipétesis implica que se cumple la siguiente igualdad para cada (u,v) € U C R?
O\ 2 81\ 2 9br O b1\ 2 PYRY: 9s 8
con (5= (R)) rooem iz eon((32) - (32)) -room 5252

Por lo tanto, el difeomorfismo ® preserva ecuaciones diferenciales binarias del tipo (2.19) m

Observacién. Un difeomorfismo del plano ® : R?,0 — R2, 0, satisface simultdneamente (2.21) y

(2.22) si y solo si se cumplen

0¢1 _ _0¢ 0p1 3¢2

ou ov’ ov 8u

Demostracién. Supongamos ciertas las ecuaciones (2.21) y (2.22).

Caso 1 Supongamos que % = 0. Entonces de (2.22) tenemos que %%% = 0 lo cual implica 3 a¢1 =
o %‘ff = 0. Si sucede que %;1 0, el primer miembro de (2.21) es cero y entonces 0 =

ou

2
<%> + (%) . De aqui concluimos que ambos sumandos son cero, y se satisfacen trivialmente
las relaciones buscadas entre las derivadas parciales.

2
Caso 2 Supongamos % # 0. Entonces multiplicando la ecuacién (2.21) por (%) tenemos:

001\ [ (901\" | (961\\ _ (001" [ (992" | (02"
() ((%) *(W))‘(%) (5e) +(%))- e
De la ecuacién (2.22) tenemos que:

(%)2 (%)2 _
ou ou

Sustituyendo en el lado derecho de (2.24) se tiene que

() ()= (3)) - () (3
(

2 2 2 2
Como a¢1 #0 entonces(%) + (%) # (. Por lo tanto (%) — ai:f) = 0 y en consecuencia
0d1 _ 02

Al sustituir en la ecuacién (2.22) tenemos

0pa ([ 0p2 091\
v (iﬁu " 81))_0'
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De la igualdad (2.25) tenemos que % # 0. Por lo tanto:
O Op2
o _ o2
ov ou

Si identificamos R? con el plano complejo = +iy, entonces la segunda parte de la proposicién anterior
nos dice que el difeomorfismo ® es holomorfo pues satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, o bien
antiholomorfo.

Proposicién 14 Sea ® (u,v) = (¢1 (u,v), ¢2(u,v)) = (x,y) un difeomorfismo del plano R%. Si ®

satisface:
dp1\>  [dpa\? a1 \? (92>
@ﬁ)+<aﬁ @%)+<Eﬂv (2.26)
01 02 01 02

e ou o0 oe -V (2.27)

entonces ® preserva las ecuaciones del tipo (2.20).

Demostracién. Al hacer la sustitucién x = ¢1 (u,v),y = ¢2 (u,v) y mediante algunos célculos seme-
jantes a los realizados en el caso de una ecuacién del tipo (2.19) obtenemos que la ecuacién diferencial
binaria del tipo (2.20) es transformada en la siguiente:

D2\ 2 O¢1\ 2 0¢1 02 9
(” <E> ta <E> “bEE) du
n <2b <3¢1 0o n 0¢1 3(1’2) n 2a3¢2 0o n 2a3¢1 3(1’1) dudv

ou Ov ov Ou Bu v ou Ov

041\? | (0¢2\? 06102 5 _
" ((7) +o(52) +2bEE> =0
Una ecuacién diferencial binaria del tipo (2.20) es preservada por el difeomorfismo @ si las funciones

que multiplican a du® y dv? coinciden. Si ® es como en la hipétesis, entonces la siguiente igualdad se
satisface:

2 2 2 2
(o (3) +a(s) + 2o ) - (o () +a (%) +252% ).
Por lo tanto @ preserva las ecuaciones del tipo (2.19) m

Observacidén. Si ® satisface las igualdades (2.26) y (2.27) entonces se obtienen las ecuaciones de onda:

1 O’y D?py 0%y
ou?2  ow?’ ou?2  ow?’

En consecuencia, el difeomorfismo ® puede ser escrito en la forma:
O (u,v)=(a(u+v)+Bu—v),a(u+v)—F3u—0)).

Demostracién. Si @ satisface las ecuaciones (2.26) y (2.27) entonces obtenemos que:



38 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS

Necesitamos analizar ambos casos:
Si ‘%1 + 3 a¢2 =+ <8¢1 + 8¢2> , entonces % = % + % — %. Por lo tanto al sustituir en (2.27)
se tlene lo 51gu1ente:

<3¢1 092 3¢2) Opy 01 0¢y _ 0¢1 Oy n Op2 0o 02 Oda  0p1 Do

v + ov ou ) Ou ov v v Ou ov Ou ou Ou ov Ov
o = Bl B, (6 0006

v \ Ou v v ou ) Ou
0 — (9%2_002) (041 0O¢»
ou v v Ou )’
por lo que a¢2 = % 0 % = %.
O¢a _ 3(1’2 sy O¢1 __ 91 ;
Si 52 = 5.2, se obtiene (al sustituir en (2.27) ) que 5. = “5+. De este par de igualdades calculamos
las derivadas parciales de segundo orden con respecto a las dos variables para obtener:
gy D¢y 0Py ¢ 0?1 9’¢n
ouz  Oudv  Ov? 4 ouz  Oudv  Ow?’
Si % = %, se obtiene (al sustituir en %% — %‘f} %‘ff =0) que % = %. Es consecuencia

de ambas igualdades que:

gy 0% D¢y 0%y
ou?  Oudv 4 oudv — Ou?
P10y %P1 Py
o2 Ovdu 4 oudv  Ov?
y por tanto
gy 1 0Py o1 ¢y ¢

ouz  Oudv  Ow?’ 4 ouz  Oudv  Ow?
Esto concluye el analisis del primer caso.

Si se satisface a¢1 + 3 a¢2 = <8¢1 + 8¢2> entonces a¢1 = —% — % — %‘ZQ, al sustituir esta ultima

igualdad en (2.27) se tlene lo siguiente:

0 — (_% ~0¢p 3¢2) 0p2 0010902 091 0ps  Dp2 s Dp2 Odpa  Dp1 Dpo .

ov ov ou ) Ou v dv Qv Ou ov Ou ou Ou ov Ov
Op1 (Op2 092 Opa 092\ O
0= _8v<8u+8v)_<8v+8u>8u(:>
(062, 96\ (901, 96
0 = <8u+8v)<8v+8u>'

: Oda __ _ O¢a :
Por lo que se debe satisfacer 72 = —52, o bien, e = 5



ACCIONES DE GRUPOS 39

Supongamos primero que % = —%. Entonces al sustituir en %% — %% = 0 se obtiene que
% = —%i;. De esto que:
8o _ 8¢y &1 _ &1
Ou? dudv’ Ou? dudv’
D%py Dy o1 0%
o2 Ovou’ ovou  Ov?’
Por lo tanto
¢y PPa 9y ¢ ¢ ¢
ouz  Oudv  Ov?’ 4 ouz  Oudv  Ov?’
Ahora supongamos que % = —%. Entonces (al sustituir en %% - %% = 0 ) tenemos que
% = —%ii. Por lo que se tiene:
Ppo B 1 o1 B %o
ou?  Oudv 4 ou?  Oudv
D1 0% %Py 9%y

o2 Ovdu y dudv o2

y en consecuencia

Poy PP Pgo Popr P P
ou2  Oudv w2’ 4 ou2  Oudv O’

Hasta aqui, hemos mostrado que si se satisfacen las ecuaciones (2.26) y (2.27) entonces obtenemos las
ecuaciones de onda

¢ ¢ D¢y 0%

ou?2  ow?’ ou?2 v

Ahora consideremos el cambio de coordenadas £ = u+ v, = u — v, la composicién con el difeomor-
fismo @ tiene la formas:

P ((5 (uv U) » 1 (uv U))) = (¢1 (5 (uv U) » 1 (uv U)) ) ¢2 (5 (uv U) 1] (uv U))) )
usando la regla de la cadena obtenemos que las derivadas parciales de ¢1 (£ (u,v),n (u,v)) son
991 O¢1 06 | 0¢10n _ 0¢y N 01

Du 9 ou  onou o o
Odr _ 00106 04100 _ 041 06

v~ 9tov  opov 0t op’
siendo asi, las derivadas parciales de segundo orden son:

2 2 2 2
o1 3¢1+23¢1+3¢1

ou2 o€ ocon — on?’
o1 0P 232¢1 n O’
o2 02 ocon  on?’
de la primera ecuacién de onda %2521 — 8;:;1 = 0, obtenemos que —4222;7 = 0.
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La ecuacién —4222;7 = 0 se satisface si y sélo si 1 = a(£) + 3 (n), con «, 3 funciones diferenciables
de una variable. Si gzg;} = 0 entonces
&1
dn = ,
aean = €3]

integrando nuevamente tenemos que

//gzgéd”d&/al (€)dg = a (&) +B(n),

para algunas funciones a (&), 5 (n) diferenciables. Asi que

¢1 (f(uvv)an(uvv)) = a(u—l—v) +ﬁ(u_v)v
de manera analoga podemos ver que
¢2(£(uvv)an(uvv)) :'y(u—l—v) —|—(5(U—’U),

para algunas funciones 7 (§), 0 (n) diferenciables. Ahora nos ocupamos en probar que se cumplen las
igualdades a (u +v) =y (u+v) y 0 (u —v) = =0 (u—wv).

Las derivades parciales de ¢1 (€ (u,v),n (u,v)) y ¢2 (£ (u,v),n (u,v)), satisfacen que

9¢ Oa(u+wv 98 (u—wv
S (€ (w,v) m(u,v) = (ag ) . (877 )
99 Oy(u+v) 98 (u—wv
S (€ (u,v) n(w,v) = 7(85 ), (877 )
0¢ Oa (u+ v 98 (u—wv
8—1)1 (€ (u,v),n(u,v)) = (85 ) _ (817 )7
092 Oy (u+v) 98 (u—n)
v (5 (U,’U) 777(’&,’0)) = 85 877 '
bas fgualdades % B % Y % - % implican que %n_v) =0y %n_v) = ( respectivamente, por
lo tanto la matriz de Jacobi de @ : pature) Batuie
¢ B3
9y (u+tv) Ovy(u+v) )
¢ B3

%. Con esta hipotesis,

no es invertible, una contradiccién. Por lo tanto, podemos suponer que % =+

la ecuacion %% — %% = 0 se satisface si y solo si % = % y % = %. Entonces
do1 Oa(u+v)+86(u—v)_Oy(u—l—v)_ﬁé(u—v)_%
ou o€ on N o on - ov’
Ofr _ Oafutv) 0Bu—v) Oy(utv) 08(u—v) 02
ov o€ on N o on - ou’

con la suma de ambas igualdades se obtiene

da(u+wv)  Oy(u+w)

¢ e
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y con la diferencia de ambas igualdades se consigue
If(u—wv) 06 (u—w)
on on
Por lo tanto ¢2 (€ (u,v),n(u,v)) =v(u+v)+d(u—v) = a(ut+v) — B (u—v) y el difeomorfimo &
tiene la forma ® (u,v) = (a(u+v)+ G (u—v),a(u+v)—F(u—v)). =

Proposicién 15 FEl espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.19) tiene dimen-

sion cuatro y el grupo de transformaciones lineales que preservan este espacio contiene a un subgrupo
isomorfo a R* x SO (2).

Demostracién. Una ecuacion diferencial binaria lineal del tipo (2.19) tiene la forma
(a1 + asy) dy? + 2 (bix + boy) dady — (a1x + asy) da? = 0, (2.28)

entonces podemos identificar al espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.28) con
el espacio vectorial real de dimension 4

{(al, as, by, bg)| a;, b, € R, i € {1, 2}} .
Sea A ={A€eGL(2R)|AA" = A, A > 0} . Todo elemento A € A tiene una de las siguientes formas

o) o)

Haciendo uso de la observacion de la pagina 36 y la proposicién 13, se obtiene que los elementos de A
preservan el espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.28).

Definimos el homomorfismo

Q:R* xS0 ((2) — A, Q(p, A) = pA.

El cual estd bien definido ya que si A € SO (2) satisface que AA! = I, por lo tanto (1 A) (,uAt) = 2l
Asi tomando p? = \, se tiene que pA € A. La funcién  es monomorfismo pues si

(1, A1) # (2, A2) = Q ((p1, A2)) = p1 A # p2 Az = Q ((p2, A2) )

esto es debido a que la igualdad p;A; = psAs es equivalente a A} = ,ul_l,ugAg. Como det (47) = 1
y det (A3) = 1, entonces ,ul_lug = 1 con lo que concluimos que pu; = po y A1 = As, por lo que
(u1, A1) = (p2, A2). También se tiene que  es epimorfismo, pues si C' € A se satisface CC* = \I, para
algtim X > 0. Entonces A = Adet I = det CC* = (det C) (det C*) = (det C)2.

-1
Si det C' > 0, la matriz A = (\/X) C'y u = v/ satisfacen que
-1 -1
Q(M,A):Q<\/X,<\/X> c) :\/X(\/X) C=c.
-1
Si det C' < 0, la matriz A = — (\/X) C y u = —/X\ satisfacen

Q(u, A) = Q <—\/X,— (\/X)_lc) SV/Y (— (\/X)_l) c=cC.

Por lo tanto, 2 es isomorfismo. m
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Proposicién 16 FEl espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.20) tiene dimension
cuatro y el grupo de transformaciones lineales que preservan este espacio contiene a

(G o)

el cual es isomorfo a R* x G, donde

B cos (ix)  isen (ix) .
¢= { (—i sen (ix) cos (ix) ) ‘ © R} '

Demostracién. El espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.20) es identificado

con el espacio vectorial real de dimensién 4
{(al, a2, bl, bg)| a;, bi, S R,’i S {1, 2}} .
Por la proposicion 14, los elementos de H preservan el espacio de ecuaciones diferenciales binarias

lineales del tipo (2.20).

Dados dos nimeros a, b tales que a®> — b> = 1 entonces podemos encontrar = € R tal que a = cosix
y b = isenix, esto es debido a que cosiz = coshz y isenix = —sinh z. Siendo asi, veamos ahora que
podemos identificar al subgrupo H con el subgrupo de matrices:

B peos (ix)  pisen (ix)
K= { (,ui sen (ix) pcos (ix) )

b a2 b2 a .
a) € H, entonces 75 — -7z = 1. Escogemos = € R tal que \/ﬁ = COStx

u,xeR,u#O}-

Si la matriz (Z

b . . .z . . 9 o 2 2 . ) » o 2 2
——— — jseniz, también elegimos el signo sia®—b Ooelsigno” —”7 sia”—b 0.
y 207 ) g g + > g <

Entonces la siguiente relacién nos da la identificacién requerida,
( Sy b2)> cos (w:) isen (zx) _[a b '
isen(ix) cos (ix) b a
Definimos ¥ : R* x G — K, como
o) = [ A, cos (w:) isen (zx) . )\.cos (w:) i sen (zx) '
—isen (iz) cos (ir) Aisen (ixz) Acos (i)
Asi definido, ¥ es un morfismo de grupos. Para ver esto, sean A\, u € R* y M, N € G.

Como

MN = ( cos (ix)  isen (w:)) ( cos (iy)  isen (zy)) _ ( cos (ix +1y)  isen (ix + zy))

—isen (iz) cos (ir) —isen (iy) cos(iy) —isen (iz +1iy) cos (iz + iy)

isen (iz) cos (ix) isen (iy) cos (iy) isen (ix 4+ 1y) cos (iz + iy)

TN — ( cos (iz) isen (w:)) ( cos (iy) isen (zy)) _ ( cos (iz +1iy) isen (ix + zy)) '
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Entonces: ¥ (A, MN) = AuMN = AMuN = U (A, M)V (u, N), esto es:
o (AM’ ( cos (ixz +1iy)  isen(ix+ zy)) ) Y ( cos (ix +1y) isen (ix + zy))

—isen (ix +1iy) cos (ix + iy) isen (ix +1iy) cos (ix + iy)
B cos (ix)  isen(ix) cos (iy)  isen (iy)
=V (A’ (—i sen (ix) cos (iz) )) v (M’ (—i sen (iy) cos (iy) )) '

El morfismo ¥ es inyectivo, pues la igualdad W (A, M) = I se cumple si y sélo si Acos (ix) = 1,
Aisen (ix) = 0, esto es equivalente a que A\ =1y M = I.

De la definicién podemos ver que ¥ es epimorfismo:
Acos(ix) Aisen(ix)) ol e (iz)  isen(ix)
Misen (iz) Acos(iz) | "\ —isen (iz) cos(iz) '
Por lo tanto ¥ es isomorfismo. m

A una ecuacién diferencial binaria (@12 + agy) (dy? — dz?)+2 (biz + bay) dady la podemos identificar

ap a2

con la matriz A = <b1 by

) . Tomando en cuenta esta asignaciéon, podemos enunciar la siguiente
proposicion.

Proposicién 17 La transformacion A — C 2AC, con C € SO (2), es una accion de SO (2) en el
conjunto de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.19).

Demostracién. Todo elemento ® en SO (2) tiene la forma ® (u,v) = (ru — qu, qu + rv) con 72 +¢? = 1
y satisface las igualdades (2.21) y (2.22), por lo que ® preserva las ecuaciones diferenciales binarias
lineales del tipo (2.19).

Debido a que en forma matricial la ecuacién diferencial binaria en coordenadas (z,y) estd dada por

al a9 r
( dy?, 2dzdy, dz? ) b by ( ) —0,
—ay —az y

entonces al aplicar el difeomorfismo @, en las coordenadas (u,v) estd dada por:

20 P\ a1 a N
(dv2, 2dudwv, du2> —qr r?—¢* qr by ba ( q) ( ) =0,

T v
q2 —2qr r2 —a1 —as 4
si los nuevos coeficientes son:
Ay Ag r2 2qr q2 al as
”” J—
Bi By | =|—qr m™—¢* qr by b2 ( q)
T
—-A; —Ay ¢ —2qr r? —a; —ap ¢

Es solo un céalculo directo ver que se satisface la igualdad:

Ay Ay r? —q? 2qr ai a9 r —q
B By) \ —2qr r2—¢2 b1 b q r |’
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2

2_ 2

4 — 2qr —

Debido a que la matriz ( 5 4 9 4 2) es la inversa de (T q) , entonces la transformacion
—2qr r°—q q T

A+ C72AC esta bien definida y es una accién pues SO (2) es abeliano. m

Proposicién 18 Si la ecuacion (ayx + asy) (dy2 + da:2) + 2 (b1 + bay) dxdy es identificada con la ma-

) ar a .
triz A = (bl b2> , entonces tenemos una accion dada por A — B?>AB, tal que B € H.
1 02

Demostracién. Si B € H, entonces existen r,q¢ € R tal que B = (T q). Escribiendo @ (u,v) =
q r

(ru + qu, qu + rv) y sustituyendo en la ecuacién
(a1 + agy) (dy2) + 2 (b1x + boy) dxdy + (a1 + agy) (da:2) =0,

se obtiene la siguiente representacion matricial:
2 2

T 2qr q ap as r g "
(du2, 2dudwv, dv2> qgr ¢ +1r% qr b1 b ( )():

r v
q> 2qr r? ap as ¢

Si en coordenadas (u, v) los coeficientes de la ecuacién diferencial después de la transformacién son

A A r2 2qr ¢ ai as
r
By By|=\|qr @&+1r* qr by b2 ( q>7
2 2 q T
A Ay q 2r T a;  as

entonces, tenemos la siguiente relacién

Ay A\ r? 4+ ¢* 2qr ai as r q
B, By 2r  r?4+¢? b1 b q r)’

esto muestra que la accion estd bién definida, pues

2
roq\ _(¢F+rt 2gr
q r N 2qr @?+r2)
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2.5. Formas normales topolégicas.

Considere una ecuacioén diferencial binaria de la forma
a(x,y) dy® + 2b (z,y)dxdy + c(z,y) dz? =0, (2.29)

con a,b,c funciones diferenciables y con parte lineal no nula. Suponga que la curva discriminante
A(xz,y) = 0 es de tipo Morse nodo en una vecindad del origen y que el polinomio ¢ (p) no tiene
raices repetidas ni raices en comin con el polinomio a1 (p). Bajo estas hipétesis tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 19 Eziste un germen de homeomorfismo h : (RQ, 0) — (RQ, 0) que lleva las curvas integrales
de (2.29) en las curvas integrales de alguna de las formas normales

1 Silla ydy? + 2zdxdy + ydx® =0,
1 Nodo ydy? — sxdzdy + ydz? =0,
3 Sillas ydy? — dxdxdy + ydx® =0,
2 Sillas +1 Nodo  ydy? + 2 (y — z) dady + ydz? = 0,
1 Silla + 2 Nodos ydy? — %xdxdy + ydz? = 0.

En general, una ecuacién diferencial binaria (2.29) tal que el discriminante tiene un nodo en el origen

puede ser transformada a la pre-forma normal
ydy? + 2 (blx + by —1—3(3:, y)) dedy + ydz? = 0, (2.30)

para esta ecuacién, la funcién b(z,y) no tiene términos lineales ni constantes. El discriminante para
esta preforma normal es de tipo Morse nodo.

Se ha visto que tanto el discriminante como el niimero y tipo de puntos singulares del campo
vectorial £ s6lo dependen del 1-jet de las funciones a, b y ¢. En particular, para la ecuacién (2.30) éstos
sélo dependen de by y bs. Por lo tanto, tomando en cuenta lo hecho en el apartado 2.4.1 se tiene que
se puede clasificar una ecuacién diferencial binaria genérica (2.29) por medio de su discriminante, el
nimero de puntos singulares de su levantamiento & y el tipo topoldgico de éstos. La particién del plano
{(b1,b2)} exhibe las cinco posibilidades enunciadas si el discriminante tiene una singularidad de Morse
nodo en el origen.

Para completar la prueba del teorema resta probar que en una vecindad lo suficientemente pequena
del punto (0, 0), las curvas integrales de la ecuacién diferencial (2.30) pueden ser llevadas en las curvas
integrales de la ecuacién diferencial lineal

ydy? 4 2 (b + boy) dedy + ydx? = 0. (2.31)

Para esto, es suficiente probar que existe un homeomorfismo U entre M, la cubierta de la ecuacién
diferencial (2.30) y N, la cubierta de la ecuacién diferencial lineal (2.31), que lleve curvas integrales
del levantamiento de la ecuacién (2.30) en las curvas integrales del otro campo vectorial que es un
levantamiento de la ecuacion (2.31) y que sea compatible con la proyeccion m, es decir, dados dos puntos
01,2 € M, tales que 7 (q1) = 7 (q2) € R?, si T (1) =q'y T (q2) = q2, entonces 7 (q1) = 7 (¢g2) € R2.

~

Ahora se procede a construir el homeomofismo W.
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Con el significado habitual, sean

M = {(x,y,p)ER?’:F(x,y,p)zyp2+2<b1x+bzy+5(x,y)>p+y=0},

§ = F3+ Fg—(F + F)g
= Pa.ﬂ;‘ ppay x pyapa

los determinados por la ecuacién (2.30). Mientras que

N = {(z,y,p) €R®: T (z,y,p) = yp” + 2 (hrz + bay) p+y = 0},
0 0 0
9 = Tpo 4Ty — (Ty+pYy) —.

sean los determinados por la ecuacién diferencial binaria lineal (2.31).

Dada una ecuaciéon diferencial binaria tal que la curva discriminante A (z,y) = 0 es de tipo Morse
nodo, ademas del eje p, dos curvas contenidas en M son proyectadas por 7w en el discriminante de la
ecuacién diferencial. Cada una de estas curvas intersecta al eje p en un punto (Ver lema 3). A este par
de curvas les llamamos curvas plieque de la superficie M.

Si V C M es una vecindad del eje p, entonces las curvas pliegue dividen a V' en tres subconjuntos.
Uno de estos subconjuntos tiene en su interior al punto (0,0, 0), este subconjunto es el tinico acotado si
V estd definida en puntos (z, y, p) tales que (z,y) pertenece a una vecindad lo suficientemente pequena
de (0,0) y la interseccién de las curvas pliegue con V' estd contenida en la frontera de V. Se denota por
Qu a la cerradura en M de este subconjunto acotado. De manera similar, esto ocurre para una vecindad
del eje p, W C N. Siendo asi, los subconjuntos 2y y Qy son compactos.

Proposicién 20 FExiste un homeomorfismo ¢ : Qu—Qy que lleva las curvas integrales del campo
vectorial £|QM en las curvas integrales del campo vectorial 19|QN .

Para la demostracién de esta proposicién, necesitamos el siguiente material.

Observacién. (1) Dada una ecuacién diferencial binaria (2.29), en cada punto singular del campo
vectorial £ uno de los eigenvectores es paralelo al eje p.

(2) Debido a que F}, (0,0,p) = 0, en cada punto (0,0, p) que no es singular, el campo vectorial £ es
de la forma £ (0,0,p) = — (F; (0,0,p) + pF, (0,0, p)) 8%' Por lo tanto, el campo vectorial apunta en la
direcciéon del eje p en puntos no singulares del mismo.

(3) Para la ecuacién diferencial binaria (2.30), el nimero de puntos singulares de su levantamiento
&, coincide con el nimero de puntos singulares del levantamiento 1, pues para ambos campos vectoriales
el polinomio ¢ (p) = p> + 2bap + (201 + 1) p, determina la cantidad de puntos singulares en el eje p. La
cantidad y el tipo topoldgico de los puntos singulares de los dos campos solo depende de by y bs. De esta
dependencia, se tiene también que: un punto P = (0,0, p) € {(0,0)} x R es punto singular silla (nodo)
del campo & siy s6lo si P es punto singular silla (nodo) del campo 9.

Sean P1, P2y P3 € {(0,0)} x R tres puntos singulares del campo vectorial &, en el caso que ¢ tenga
un unico punto singular, podemos pensar que P; = Py = Ps, asi, se enuncia la siguiente afirmacién.
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Afirmacién 1 Para i = 1,2,3 existen vecindades A; C M y B; C N, ambas del punto singular P; =
(0,0,p;) y un homeomorfismo g; : A;, Pi— B;, Pi, que lleva las curvas integrales de & restringido a A;
en las curvas integrales de ¥ estringido a B;.

Demostracion. Como M y N son superficies diferenciables en los puntos del eje p, entonces la afirmacion
es consecuencia del teorema de Hartman-Grobman, pues P; es un punto singular del mismo tipo para
ambos campos vectoriales. ®

Afirmacién 2 Para cada punto P = (0,0,p) del conjunto {(0,0)} x R que no es singular del campo
vectorial £ existe una vecindad V CM de P = (0,0,p) y un difeomorfismo ® : V, P—V, P que lleva el
campo vectorial & en el campo vectorial constante € = 8%' Esto ocurre también para el campo vectorial
¥ tangente a N, por lo tanto, los campos vectoriales & y ¥ son localmente difeomorfos en cada punto
P =(0,0,p) no singular.

Demostracién. La existencia de los difeomorfismos es garantizada por el teorema de rectificaciéon de
campos vectoriales. m

Demostracién de la proposicién 20. El origen P; = (0,0,0) es un punto singular de £ y de ¢, por
lo tanto, en y y en Qy hay al menos un punto singular de & y de 9, respectivamente.

Por el momento, suponga que en {y hay sélo un punto singular del campo £. Ahora veamos que
el homeomorfismo g1 : Ay, P1— By, P1, se extiende a Qy. Como (ly es compacto, las curvas integrales
del campo &, definidas en Aj, pueden ser prolongadas a la frontera de Qy ( Ver [2] padg 304-305). En
particular, curvas integrales que intersectan a A; son prolongadas a los puntos pliegue que estdn en (.
Andlogamente, lo anterior se satisface en {Qy. Por la afirmacién 2, en puntos no singulares los campos
vectoriales son difeomorfos y se puede extender el homeomorfismo g; a todo Qy, de tal forma que las
curvas pliegue de ly C M van en las curvas pliegue de €ly C N.

Si en Qy hay mas de un punto singular del campo £, usamos los homeomorfismos g; : A;, P;i— B;, P;
definidos en los puntos singulares y para extenderlos a {2y usamos la afirmacion 2. ®

—

Ahora se debe extender el homeomorfismo v : Qy—— €y a un homeomorfismo entre 1% - M y W C N
vecindades de {(0,0)} x RP!, el nexo es la siguiente proposicion.

Proposicién 21 Para una ecuacion diferencial binaria (2.29) tal que a = ¢, existe una involucion

Ts;, en M= {((z,y),[a:8]) e RZx RP 1 a(z,y) o +2b(z,y) aB + a(z,y) B* =0}, definida por la

regla Iy; (v,y,[a: B]) = (z,y,[8: a]). Las curvas pliegue de M son el conjunto de puntos fijos de la

—

involucion Ly;. Esta involucion es diferenciable y deja invariante al conjunto {(0,0)} x RPY, mds ain,
lleva curvas integrales del campo vectorial & en curvas integrales del campo vectorial €.

Demostracién. Un punto (z,y, [ : 5]) € M est4 en una curva pliegue si y sélo si (z,y, [ : f]) es una
rafz de multiplicidad dos de la ecuacién a (z,y) a®+2b (z, y) aB+a (z,y) 3* = 0. Nétese que (z, y, [o : 3])
y (z,y,[B : a]) son ambas raices de esta ecuacidn, asi, (z,y, [ : 5]) € M esté en una curva pliegue si y
s6lo si It (v, y, [ : B]) = (z,y,[a: B]).

Como I% (x,y, o : B]) = (z,y, o : 5]), entonces I% es laidentidad en J\/Zy por lo tanto la involucién
I; es diferenciable. Es claro que Z7 ({(0,0)} x RP') = {(0,0)} x RP'.
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La involucién Z; intercambia en cada punto (z,y) las direcciones [a : 3] y [ : o, este intercambio
produce un intercambio de las rectas tangentes a M que estan en la direccion de £ en los puntos
(z,y,[a: B]) y (z,y,[B : a]) respectivamente, asi, Z1; lleva curvas integrales de § en curvas integrales &.
[ |

En ﬁ, el subconjunto €y contiene a una de las cubiertas del subconjunto del plano que satisface
A (xz,y) > 0 con (z,y) en una vecindad del origen y también contiene a las curvas pliegue. La otra
cubierta es llevada por la involucién en la cubierta contenida en y. En particular, las curvas integrales
del campo £ en el complemento de 2y son llevadas por la involucién I en las curvas integrales de £ en
Q.

Ahora podemos definir un homeomorfismo vV — W, con V C ﬁ, W C N vecindades de
{(0,0)} x RP!. Considere a 1 : Qy C M—Qy C N el homeomorfismo de la proposicién 20. Entonces se
define :

~

U(z,y,a:f]) =9 (z,y,|a:f]) st (x,y,|a:[]) € Qu,
\/I}(x,y, a:f]) =T0¢ oLy (x,y,la:f]) si(z,y,a:[]) ¢ Q.

Asi definido el homeomorfismo \/I}, éste lleva las curvas integrales del campo vectorial éA’ en las curvas
integrales del campo vectorial 1, deja invariante a {(0,0)} x RP! y lleva el conjunto de puntos pliegue
de M en el conjunto de puntos pliegue de f\f, mas aun:

Afirmacion 3 El homeomorfismo U:V — W induce un homeomorfismo del plano {(z,y)} el cual
lleva las curvas integrales de la ecuacion (2.30) en las curvas integrales de la ecuacion (2.31).

Demostracién. El homeomorfismo U es tal que si dados dos puntos (z,y, [a: f]), (z,y,[B: a]) € v
con VU (z,y, [a: B]) = (2, ¢, [0 : &/]), entonces ¥ (z,y, |8 : o]) = («/, ¢/, |8 : &/]). Por lo tanto, se define
h:R% 0 — R2 0 como h(z,y) = (¢/,7). m

Esto concluye la prueba del teorema.

2.5.1. Anadlisis geométrico en una vecindad del origen de R? de las curvas integrales
de una ecuacion diferencial binaria genérica con una singularidad de tipo
Morse nodo.

En este apartado, s6lo se consideran ecuaciones diferenciales binarias genéricas con una singularidad
de tipo Morse nodo. Se puede asumir que las ecuaciones diferenciales son dadas de tal forma que
a(x,y) = c(x,y) y mas ain, por el teorema 19 se puede suponer que las funciones a y b son lineales.

Para conocer el comportamiento locales de las curvas integrales del campo de direcciones bivaluado
nos auxiliaremos de la variedad

K ={((z,y),[6:7)) e R xRP' 1 a(,y) 5 +b(x,y)7 = 0}
y de la funcién T : M — K definida por

T((x,y).lo:8) = (@), [0>+ 6 : 200]).
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Note que la funcién T estd bien definida, pues para todo punto ((x,y),[a: 5]) € M , se satisface
(0 + 3%) a(z,y) + aB2b(z,y) = 0. A continuacién veremos algunas propiedades de estos objetos.

En coordenadas afines el conjunto K es descrito por K = {(z,y,p) eR3:a(z,y)p+b(z,y)=0}.
De manera andloga a la proposicién 5 se muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 22 Sila funcién A (z,y) = b% (z,y) — a® (z,y) tiene una singularidad de Morse entonces
K es una superficie diferenciable en una vecindad del eje p.

Demostracién. Sea G (z,y,p) = a(z,y)p+b(x,y), como G, (z,y,p) = a(z,y) se anula en el eje p, en-
tonces K no es una superficie diferenciable si las derivadas parciales G, y Gy se anulan simultdneamente
en algin punto (0,0, p),

Gr (0,0,]9) = aip+ blv
Gy (07 0,]9) = ap—+ b2'

Las derivadas parciales G, y G, se anulan simultaneamente en algin punto (0,0,p) si y sélo si
a1b2 — a2b1 =0.

Para una ecuacién diferencial binaria en la que a (z,y) = c(z,y), la funcién F estd dada por
F(z,y,p) = (p2 + 1) a(xz,y)+pb(x,y) y la ecuacién (2.4) es simplemente
—4 (b2a1 — a2b1)2 =0.

Asi, la condicién aiby — azb; = 0 es equivalente a que la funcién A (z,y) = b% (x,y) — a® (z, y) no tenga
una singularidad de Morse.

Observacién. Se puede considerar al conjunto K como la cerradura de la grafica de una funcion
p:R?\ {(0,0)} — RP!, donde para cada punto (x,y) # (0,0) se tiene que p (z,y) = [~b (z.y) : a (v.y)]
sia(x,y)d+b(x,y)y =0, es decir, a cada punto distinto del origen, p le asocia la direccién dada por
la recta a (z,y)d +b(z,y)y=0.

Si se considera el sistema de ecuaciones diferenciales

dx 2
= alwy) =az+ay+0 (@),
dy _ _ 2
L= by = b+ by + 0 (@ wl?).

entonces el campo de direcciones en el plano a (x,y)dy — b (x,y) dex = 0 determina la funcién p.

Si se supone que la funcién A (z,y) = b%(x,y) — a?(x,y) tiene una singularidad de Morse en el
origen, entonces ai1bs — asby # 0. En consecuencia la matriz asociada a la parte lineal del sistema tiene
determinante distinto de cero y, por lo tanto, sus valores propios son distintos de cero. Esto implica
que el origen es un punto singular no degenerado del sistema de ecuaciones diferenciales, es decir, el
origen es equivalente topolégicamente a un punto silla, a un nodo, a un foco o a un centro, si los valores
propios son reales con signo distintos, con signos iguales y/o valores iguales, complejos o imaginarios
puros, respectivamente. Notemos que el indice de cada uno de estos puntos singulares es 1 6 -1.

Ahora consideremos una recta en el plano {(z,y)} que pasa por el origen. Para cada punto de esta
recta distinto del origen una direccién del campo de direcciones a (z,y) dy—0b (z,y) dz = 0 le es asignado,
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si giramos continuamente la recta de 0 a 180 grados tomando como centro de rotacion al origen, entonces
se toman todas las direcciones del campo de direcciones y se lleva la recta en si misma, de manera que
puntos antipodas van en puntos antipodas. Asi, usando también que el indice de los puntos singulares
es £1 se sigue que p toma todos los valores en RP! e identifica las imagenes de puntos antipodas de la
recta. Por lo tanto se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 23 Si la funcién A (z,y) = b%(x,y) — a® (x,y) tiene una singularidad de Morse en el
origen, entonces K contiene una vecindad T' de {(0,0)} x RP! la cual es difeomorfa a una banda de
Mobius.

La funcién T : M — K tiene las siguientes propiedades:

Propiedad 1 Es diferenciable y el conjunto de puntos criticos de T' consiste de los puntos (x,y, [ : f]) €
M tal que A (z,y) =0, con (z,y) # (0,0) y de los puntos (0,0,[—1:1]),(0,0,[1:1]) € M.

FEn cartas coordenadas la funcion T tiene alguna de las siguientes representaciones locales

2q .
T(JT,Z/,(]) = (w,y, qu) S1 ﬁ # 07

1 2
T(J?,y,p) = (3773/7 —2|—p ) Sia;«éO.
p

De esta forma, la matriz de Jacobi de T es diagonal (en cualquiera de las dos representaciones locales).
Entonces, para conocer los puntos criticos de T es suficiente encontrar los puntos en los que se anulan

las derivadas parciales a% li‘éQ y a% (%) , pues los otros valores sobre la diagonal son 1. Notemos
que si (x,y) # (0,0) y 0 = A (z,y) = b* (z,y) — a® (x,y) , entonces q = ;lzgfy%) Asi, en el caso 3 # 0, se
tiene que
“bzy) |
o)t GEt) 1 e -Pay
g \1+¢? (@24 1) b))\ 2 2 Ta? (x,y) 4 b2 (z,y)
(Grap) +1

Si (z,y) = (0,0), entonces los puntos (0,0,[—1:1}),(0,0,[1:1]) € M en coordenadas afines son

(0,0,—1) y (0,0,1), en consecuencia a% (1_2;3]2) ((0,0,%1)) = 0. El caso a # 0 es andlogo.

Notemos que el conjunto de puntos criticos de T" se proyecta en las dos ramas del discriminante de la

ecuacion diferencial binaria, esto es, el conjunto de puntos criticos de T' coincide con las curvas pliegue
de M.

Propiedad 2 Para cada elemento (z,y,[0 : v]) en la imagen de T, existen a lo mds dos puntos en M
que son preimagen este elemento y existe solo un elemento en la preimagen de (x,y, [0 : v]) si y sdlo si
((z,y),[a: B]) es un punto critico de T.

La primera parte de esta propiedad es consecuencia de lo siguiente: si ((z,y), o : 3]) € M 10 es un
punto critico de T', entonces ((z,y),[5: a]) € M y se tiene

T((xvy)v[a:ﬁ]) = ((xvy)v [Oé2+ﬁ2 : 20‘6]) :T((w,y),[ﬁ : Oé])
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La segunda parte es debida a que en puntos del discriminante distintos del origen sélo hay una
direccién que satisface la ecuacién a (x,y) o + 2b (z,y) a8 + a (z,y) 42 = 0 y en consecuencia sélo hay
un unico punto ((z,y),[F: a]) € M.

Propiedad 3 La imagen de {(0,0)} x RP! bajo la funcién T es un subconjunto cerrado propio de
{(0,0)} xRP! C K, por lo tanto, T ({(0,0)} x RP) es homeomorfo a un intervalo cerrado. La frontera
0

de este intervalo son los puntos (0,0, [£1 : 1]).

Una forma de ver esto es analizando el comportamiento de la funcion f : R — R dada por

flzx) = 1+I2 La imagen de f es el intervalo cerrado [—1, 1]. Notemos ademds que 7' ((z,y),[0: 1]) =

((,y),[1:0]) =T ((z,y),[1:0]).

Figura 2.7: La funcién f (z) =

+ > determina el comportamiento de la funcién T

Observemos que si I' C M es una vecindad compacta de {(0,0)} x RP!, entonces T (T') es una
vecindad compacta de T ({(0, 0)} x RPI) . Por simplicidad podemos pensar que I' es tal que T (") es
homeomorfa a un rectdngulo de la forma [—t,#] x [-1,1] C R%.

Propiedad 4 Si P; = (0,0,p;),i = 1,2,3 son tres puntos singulares distintos del campo vectorial &,
entonces T (P1),T (P2) y T (Ps) son tres puntos distintos en T ({(0,0)} x RP').

En una carta afin de RP!, se tiene que T'(x,y, p) = (x, Y, %) . Dos puntos singulares del campo
vectorial & Py = (0,0,p1) y P2 = (0,0, p2), satisfacen T (P1) = T (P2) si y solo si 125;2 = 135’52,
1 2
equivalentemente 0 = —2p; (1 + p%) + 2po (1 + p%) =2(p1—p2) (p1p2 —1).

Si p1 — p2 = 0, entonces se satisface la equivalencia. Si por el contrario, p; — ps no es igual a cero,
entonces la igualdad 0 = (p1 — p2) (p1p2 — 1) se satisface si pyps — 1 = 0. Para una ecuacién diferencial
binaria tal que a = ¢, si p; ¥ po son raices del polinomio ¢ (p) = agp® + (2by + a1) p? + (2b1 + az) p + a1,
las cuales satisfacen pi1ps = 1, entonces se cumple la ecuacién 2.4 y en este caso el discriminante
A (z,y) = b%(x,y) —a® (z,y) no tiene una singularidad de tipo Morse, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, no es posible que p1ps = 1. En consecuencia los puntos T (P1),T (P2) y T (P3) son distintos
si Py, P2 y Ps son distintos.

Propiedad 5 La diferencial de T lleva al campo vectorial & en dos campos vectoriales sobre T (]\7)

estos dos campos vectoriales coinciden en la imagen de los puntos criticos de T. En el resto de T (M
los dos campos vectoriales se intersectan transversalmente.
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Como & = Fpg + pFy g, — (Fo +pFy) 5, donde F (z,y,p) = a(z,y)p* +2b(z,y)p + a(z,y),
entonces F, (x,y,p) = 2a (z,y)p + 2b(x,y) . Por lo tanto, F), (x,y,p) # F) (x, v, %) ,

dT' (€) (Fp (z,y,p) , pFp (z,y,p), — (Fx + pFy) (. y,p))
# dT'(§) (FP (wy%> . pEy (wy%> ,— (Fz + pFy) (a?y %)) :

Es cierto también que F), (x,y,p) y Fp (x,y, %) no son multiplos y por lo tanto, los dos campos
vectoriales se intersectan transversalmente.

Propiedad 6 En consecuencia, si P; es un punto singular del campo & entonces su imagen, T (P;),
es singular en solo uno de los dos campos vectoriales, el otro campo vectorial definido sobre T (]\7) es
diferenciable en T (P;) . Se sigue también que el conjunto T ({(0,0)} x RP') —{T (P1),T (P2),T (P3)}

es union de curvas integrales comunes a los dos campos vectoriales definidos en T (M

A
K

Figura 2.8: El campo vectorial E es llevado en un campo bivaluado en T’ (]\/4\ ) .

La aplicacién T lleva una vecindad de {(0,0)} x RP! C M en un subconjunto D = T (M) de
una banda de Mdbius, el cual estd acotado por la imagen de los puntos criticos de T'. La diferencial de
T lleva el campo vectorial E en un campo bivaluado sobre D. Estas propiedades nos dan informacion
topologlca del comportamlento de las curvas integrales del campo bivaluado sobre un subconjunto de
T(M). La proyeccién de K — R? determina los modelos locales de las curvas integrales de una
ecuacién diferencial tal que el discriminante es un nodo en el origen.

Observacién. El corolario de la pagina 6 y la observacién en la pagina 20 muestran que las curvas
integrales de una ecuacién diferencial binaria forman ctspides en puntos del discriminante A (x,y) = 0.

Observacién. Para la ecuacién (2.30) el punto (0, 0, 0) es singular del campo vectorial £. Si £ tiene tres
puntos singulares, los restantes se encuentran distribuidos a lo largo del eje p. Los modelos locales (figura
2.8) corresponden al caso en el que los dos puntos singulares distintos del origen se encuentran fuera
del intervalo [—1, 1] contenido en el eje p. Los puntos (0,0, £1) son particulares pues son la interseccién
del eje p con las curvas que se levantan de las ramas del discriminante de la ecuacién (2.30) (ver lema
3). La posicién de los puntos singulares con respecto a (0,0, £1) no es del todo relevante, pues se tiene
el siguiente lema:
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Lema 4 Sea
agydy® + 2 (b1 + boy) dedy + caydz® = 0, (2.32)

una ecuacion diferencial lineal tal que su campo vectorial asociado tiene tres puntos singulares. Entonces
existe un cambio de coordenadas lineal ® : R? — R? tal que la ecuacion diferencial lineal (2.32) es
enviada en la ecuacion diferencial lineal

Aoydy® + 2 (Byx 4 Bay) dzdy + Coyda® = 0. (2.33)

El campo vectorial § de la ecuacion (2.33) tiene tres puntos singulares, uno de ellos es el origen (0,0, 0)
y es el unico punto singular en el intervalo [—1,1] del eje p, en consecuencia, los dos restantes se
encuentran en el complemento del intervalo.

Demostracién. Considere un cambio lineal del plano real de la forma (x,y) = (ax, dy). La ecuacién
(2.32) es transformada, mediante este cambio de coordenadas a la ecuacién (2.33) donde los coeficientes

Ci By A1\ [ 0 a%b 0
02 B2 A2 N 012(562 a52bg (53(12 '

El polinomio ¢ (p) = agp® + 2bgp? + (2b1 + ¢2) p, asociado a la ecuacién (2.32), tiene las raices

satisfacen

1
p1 =0y p23= . (bz =+ \/bg — 2a9b1 — (IQCQ) )
2

Por otro lado, el polinomio ¢ (p) = pd (+(52a2p2 + 2a6bap + 202by + a262) , asociado a la ecuacién (2.33)
tiene las raices

(6
@1 =0y q3= —@ <b2 + \/b% — 2a9b1 — a262> .

Note que si las raices pa 3 de ¢ (p) son reales, entonces las raices de g2 3 de ¢ (p) son reales. Asi, si por
ejemplo 0 < p2 < 1, entonces §pa > 1, al tomar § =p2 y o > 1. Si —1 < pa < 0, entonces §pz < —1, al
tomar ) = —paya>1. m
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In IR
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Figura 2.9: Modelos locales de las curvas integrales de una ecuacién diferencial binaria con una singula-
ridad del tipo Morse Nodo.



Capitulo 3

Aplicaciones en geometria diferencial de
superficies

En este apartado consideraremos superficies diferenciables en el espacio euclideano R3.

Sea S una superficie en R3. Localmente S puede ser expresada como la grafica de una funcién
diferenciable. Para cada p € S podemos elegir un sistema de coordendas de R? tal que S es expresada
localmente como la grifica de una funcién f : U C R? — R y tal que el plano zy coincide con el plano
tangente T,,S a S en p. De esta forma decimos que la superficie es expresada en una carta de Monge.

En una carta de Monge, el origen de coordenadas de R? ha sido identificado con p, por lo que
f£(0,0)=0, f,(0,0) =0y f,(0,0) = 0. Bajo estas condiciones tenemos que

(Aa0® + 240y + Aray?) + 0 (|2, w)])

N | —

z:f(a?,y):

Cuando una superficie S es expresada como la grafica de una funcién diferenciable, su segunda forma
fundamental en una vecindad de p aplicada a un vector (dx, dy) € R? tiene la forma

foa (2, y) dz® + foy (2, y) dady + fyy (z,y) dy* = 0.

Esta expresion corresponde a la ecuacion diferencial que define las lineas asintdticas.

Si una superficie S est4 dada localmente como la grifica de la funcién diferenciable f : U C R? — R,
podemos obtener condiciones sobre la funcion f tal que el discriminante de la segunda forma fundamental
tenga un nodo en el origen, o bien, un punto aislado.

Supondremos que f puede representarse en serie de potencias en una vecindad del origen:

f(2,y) = = (A202? + 24012y + Asoy?) + Aso2® + Az12?y + Asozy® + Agsy® + - -

N | —

55
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Necesitamos conocer las derivadas parciales de primer y segundo orden de f :

0 1
%f (z,y) = 3 (24202 + 2A91y) + 3A302” + 24312y + Az2y® + -
0 1
8—yf (z,y) = 3 (24912 + 2A2y) + Az12? + 2A302y + 3A33y° + - -
82
@f (x,y) = Ago+6A30x+ 2451y +---
0?2 0?2
8y8xf(x’y) = ayaxf(ﬂ%y) = Ag1 + 24312+ 2A30y + - - -

82
8—y2f (x,y) = A +2A300+ 6A33y+ -+

FEn el estudio de las ecuaciones diferenciales binarias hemos considerado que las funciones que con-
forman los coeficientes de la ecuacion se anulan en el origen. Esta condicion implica que los coeficientes

cumplan la igualdad:
Agp = A1 = Agp =0

Esto significa que la funcién f en una vecindad del origen tiene la forma f (z,y) = C (x, y)+O <|| (z,y) ||3> ,
donde C (x,y) es el polinomio homogéneo de grado tres en dos variables:
C (z,y) = Asox® + Az12”y + Aspwy® + Asgy®.

. 2 2 2
Por lo tanto, si se toma a (z,y) = %f (z,y),b(x,y) = ({)‘{;ﬁf (x,y)y c(z,y) = %f (z,y), entonces la

ecuaciéon diferencial que define las lineas asintoticas es

(24320 + 6453y + O (@ w)I1?) ) dy? + 2 (24512 + 2430 + O (|| (@, )| ) dyd

n <6A30x Y245y + O <||(;1:, y)||2>> dz? = 0. (3.1)

Proposicién 24 La superficie M determinada por la ecuacion diferencial binaria (3.1) es diferenciable
en una vecindad de {(0,0)} x R siempre que el polinomio C (1,p) no tenga raices reales repetidas.

Demostracién. El polinomio
C (1,p) = Assp® + Agop® + Asip + Asp,

tiene raices reales repetidas si y sélo si el resultante de los polinomios C (1,p) y %C (1,p) (su derivada
con respecto a p ) se anula. Esto es, si y sélo si

Azz Azx Az Azp O
0  Asz Az Az Aso
3A33 2A39 Az 0 01|=0. (3.2)

Podemos ver que el valor del determiante (3.2) es:

Ass (2714%014%3 — 18A30A31 A30A33 + 4143014%2 + 414%11433 — A§1A§2) (33)
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Por otro lado, la superficie M determinada por la ecuacion (3.1) es diferenciable en una vecindad
del eje p, excepto en el caso en el que los coeficientes del polinomio C satisfacen la siguiente igualdad:

La ecuacién (3.4) no es mas que la ecuacién (2.4) reescrita con los coeficientes de la ecuacion
diferencial binaria (3.1). Tal como se ha probado en el caso general, el hecho de que la ecuacién (3.4)
se satisfaga es equivalente a que la funcién discriminante A = b? — ac tenga una singularidad de Morse
en el origen. Es s6lo un célculo ver que (3.4) es un miltiplo de (3.3). Por lo tanto, el polinomio C (1, p)
no tiene raices reales repetidas si y sélo si M es una superficie diferenciable en {(0,0)} x R. =

Proposicién 25 Los puntos singulares del campo vectorial & sobre {(0,0)} x RP! € M estdn dados
por los ceros del polinomio cibico C (1,p). Todos los puntos singulares del campo vectorial £ son sillas.

Demostracién. El polinomio ¢ asociado a la ecuacién diferencial binaria (3.1) satisface:

¢ (p) = 6A33p + (4Az0 +2A39) p® + (4431 + 2A431) p + 6439
= 6A33p” + 6A30p” + 6A31p + 6439
= 6C(1,p).

Por lo que las raices de ¢ son exactamente las raices de C' (1,p). Estas corresponden a los puntos
singulares del campo vectorial &.

Los valores propios de la parte lineal del campo E son

ar = 2(6A33p° + (2430 + 2432) p° + 2431) ,
Bo = —6(3As33p" + 2A30p° + A31) .
Observemos que a1 (p) = %qb’(p), por lo que (a1 (p)) (B2 (p)) = —% (¢ (p))* < 0, esto es, los puntos

singulares del campo vectorial £ son sillas. Como & es la proyeccién en el plano {(x,p)} del campo &,
entonces sus puntos singulares son del mismo tipo que los de £&. =

Para la funcién f, el 2-jet de la funcién discriminante A = (fzy)2 — (fyy) (fzz) es

(24312 + 2A32y)” — (64307 + 2431y) (24322 + 6 Az3y)
4.1‘214%1 — 12A30$2A32 + 4xyAsg1 Azo — 36 A30A331y — 12A33y2A31 + 4:{/214%2
= (414%1 - 12A30A32) .1‘2 + (4A31A32 - 36A30A33) Ty + (—12A33A31 + 414%2) y2.

Esta forma cuadrética es no degenerada si y sélo si

(4A31A32 — 36 A30433)° — 4 (A3 — 12430 A30) (—12A33A31 +4A4%,) # 0.

Esta expresion se cumple siempre que el polinomio C' (1, p) no tenga raices repetidas ( Ver 3.3 y 3.4).

Asi, la funcién discriminante A = ( fzy)2 — (fyy) (fzz) , tiene una singularidad de Morse en el origen,
por lo cual la curva A (z,y) = 0 es localmente un nodo, o bien un punto aislado.
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Corolario. FEn una vecindad de un punto umbilico plano el campo de direcciones asintoticas tiene una
de las siguientes formas topoldgicas:

a) ydy? — 2zdrdy — yda?® = 0,

b) ydy? — 2xdxdy + ydz? = 0.

Demostracién. Si el discriminante A (x,y) = 0 es un punto aislado, entonces se satisface
(4A31A32 — 36 A30433)" — 4 (4A3; — 12A30A30) (—12A33431 +44%,) < 0.
Esta desigualdad determina un subconjunto abierto y conexo en el espacio vectorial de dimension cuatro
R = {(A30, A31, Az, A33) : A3; € R, j =0,1,2,3}.

En este subconjunto, el polinomio C (1,p) tiene tres raices reales distintas, que corresponden a tres
puntos singulares del tipo silla. Asi, la ecuacién diferencial binaria (3.1) tiene la forma normal del inciso
a), el caso estar.

Si el discriminante A (z,y) = 0 es localmente un nodo en el origen entonces
(4A31A32 — 36 A30433)" — 4 (4A3; — 12A30A30) (—12A33431 +44%) > 0.

En el espacio vectorial de dimensiéon cuatro R, esta desigualdad determina un subconjunto abierto y
conexo en el que el polinomio C' (1, p) tiene sélo una raiz real. Por el teorema 19 y como el punto singular
es un punto silla se concluye que la ecuacién diferencial binaria (3.1) tiene la forma normal del inciso
b). m



Apéndice

En este apéndice, encontraremos los calculos que justifican las particiones del plano { (b1, b2)} dadas
en las figuras 2.4 y 2.6. Para hacer esto, consideraremos ecuaciones diferenciales binarias lineales de la
forma

ydy? + 2 (byz + byy) dydzx + ydz® = 0,

y calcularemos los signos de los valores propios de la matriz correspondiente a la parte lineal del campo
vectorial € en puntos (by, by) pertenecientes a cada una de las regiones limitada por las curvas separa-
trices.

Se ha mencionado en el apartado 2.4.1 que el cambio de coordenadas en el plano ® (z,y) = (—z,y)
mantiene invariante el tipo de ecuacién diferencial binaria lineal y que existe una simetria en el plano
{(b1,b2)} con respecto al eje by, el nimero y el tipo topolégico de puntos singulares del campo vectorial
& se conserva, por lo tanto, es suficiente considerar ecuaciones diferenciales binarias en las que by > 0y
realizar los célculos correspondientes en el semiplano superior {(by, be) : ba > 0} .

Parte 1

Las siguientes curvas son las separatrices del tipo de puntos singulares del campo vectorial € asociado
a la forma normal :
ydy? + 2 (b1 + bay) dydx — ydz? = 0. (5)

4

a) La curva “ no Morse ” by = 0.

b) Las curvas 2b1 —1=0y by = 5 (b3+1).

c¢) La curva con raices comunes de ay (p), ¢ (p) y by = 0.

Para la ecuacién diferencial (5) el polinomio
¢ (p) = p° +202p” + (2b1 — 1) p,

tiene las raices: p;y = —by — b% —201+1,p0 =0y p3s = —ba + \/b% — 2b1 + 1, los valores propios del
campo vectorial £ en un punto singular (0,0, p) son:

—¢' (p) = —(3p* +4byp+ (2b1 — 1)),
ar(p) = 2(p*+bap+b1).
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Si by > 0, entonces las raices del polinomio ¢ (p) tienen el siguiente orden p; < ps < ps3. El siguiente
paso es evaluar pi, p2 v p3 en los polinomios —¢’ (p) y aq (p) para obtener el signo de los valores propios
en cada punto singular pi, p2 y ps del campo vectorial &.

¢ () = —¢' (-bz — /b3 —2b1 + 1)

2
= — (3 <—bg—\/b%—2bl—|—1 + 4by <—bg— \/b%—2b1—|—1> —|—(2b1—1)>
= —2(b3 — 2by + 1) — 2b9\ /b3 — 2b1 + 1, (6)

(%} (pl) = o <—bg — b% —2b1 + 1)

—¢' (p2) = —¢'(0)=—(2b1 - 1), (8)
a1 (p2) = a1 (0) =2b. 9)

—¢' (p3) = —¢' (\/ b3 —2by + 1 — bz)
= - (3 <\/b%—2bl—|—1—bg> + 4by <\/b%—2bl—|—1—b2> —|—(2b1— 1))
= —2b3 +4by — 2+ 2bg\/b% — 201 + 1. (10)

2

Oél(pg) = a1 <\/b%—2bl—|—1—bg>
2
= 2((\/()3—251—1—1—()2) —|—bg<\/b%—2bl—|—1—b2>+bl>
= 203 — 2by +2 — 2by4 /b3 — 2b; + 1. (11)
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1. Anélisis en el conjunto {(b1,b2) : by < 0,be > 0}.

En este conjunto se satisfacen simultdneamente las desigualdades b3 —2b; +1 > 0y b3 —b; +1 > 0.

—¢' (p1) = —2(b5—2b1 +1) — 2byy /b —2b; +1 <0,
ai (p1) = 2(b5 — b1+ 1)+ 202y /b2 —2b; +1 > 0.

Por lo tanto, p; = —bs — \/b% — 2b1 4+ 1 es un punto silla.

En consecuencia,

~¢'(p2) = —¢'(0)=—(2b1—1)>0,
o1 (pg) = o (0) =2b1 < 0.

Asi, p2 = 0 es un punto silla.

—¢ (p3) = —203 + 4by — 2 4 2bgy /D3 — 2b; +1 < 0.

Como by > 0y b3 — 2by + 1 > 0, entonces la desigualdad —¢' (p3) < 0 se satisface si y sélo si

0 < 2bg\/b3 — 2b1 + 1 < 2b3 — 4by + 2,

2
equivalentemente, 0 < (2b§ —4b; + 2)2 — (262\/63 —2b1 + 1) , la cual se satisface

Se afirma

siy sélo si 0 < 1602 — 16b1b3 — 16by + 4b3 + 8b3 + 4 — (4b§ — 8b1b3 + 4b‘21) , que es equivalente a
0 < 16b7 — 8b1b3 — 16b1 + 4b3 + 4 = 4 (2by — 1) (—b3 + 2b; — 1), (12)

esta desigualdad se satisface, pues ambos factores dentro de los parentesis son negativos.

a1 (p3) = 2b% — 2by + 2 — 2094 /b3 — 2b1 + 1+ 2> 0.

Se satisface la desigualdad a; (p3) > 0 si y sélo si 202 — 2b; + 2 > 2b91/b3 — 2by + 1 > 0,

Se afirma

2
que es cierta si y sélo si (2b% —2b1 + 2)2 — (262\/63 — 2b1 + 1) > 0, la cual es equivalente a
4b7 — 8b1b3 — 8by + 4b3 + 8b3 + 4 — (4b3 — 8b1b3 + 4b3) > 0. (13)
Note que la desigualdad (13) se satisface pues:

4b7 — 8bybs — 8by + 4b3 + 8b3 + 4 — (4b3 — 8b1b3 + 4b3)
= 4(b]+b5—2b;+1) > 0.

Asf, p3 = —by + /b3 — 2b; + 1 es un punto silla.
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Anélisis en el conjunto {(bl, by): 0 < by < %, by > 0} .

Junto con las desigualdades 0 < b; < % y bo > 0, se satisfacen b% —2b14+1>0,y b% —b1+1>0.
El orden de las raices del polinomio ¢ (p) es: p1 < p2 < p3. Y se tiene que:

—¢' (p1) —2 (b3 — 2by + 1) — 2bgy /b3 — 2b1 + 1 < 0,
ai (p1) = 2(b5 — b1+ 1)+ 2021 /b2 —2by +1 > 0.
Asi, p1 = —bs — «/b% — 2b1 + 1 es un punto silla.

—¢'(0) = —(2b1-1) >0,
(%} (0) = 2b; > 0.

Asi, p2 = 0 es un nodo.

—¢' (p3) = —2b3 +4by — 2+ 2bgy /b3 —2b1 +1 < 0,
a1 (p3) = 2b3 —2b; +2 — 2bgy /b3 —2b; + 142> 0.

Esto es debido a que las desigualdades (12) y (13) se satisfacen tambien en el subconjunto del
plano {(bl,bg) 0< b < %,bg > 0} .

Asi p3 = \/b% —2by + 1 — by es un punto silla.
Andlisis en el conjunto {(b1,bo) : 3 < by, b3 —2b; +1 > 0,by > 0} .
Junto con las desigualdades 0 < 2b; — 1 y bs > 0, se satisfacen b% —2b1+1>0,y b% —bi+1>0.

El polinomio ¢ (p) tiene las rafces p; = —by — /b3 — 2b1 + 1, po = 0y p3 = /b3 — 2by + 1 — bo, el
orden de las raices es p; < p2 < p3. En consecuencia,

—¢' (p1) —2 (b3 — 2by + 1) — 2bg\ /b3 — 2b1 + 1 < 0,
ai(p1) = 2(b5 — b1+ 1)+ 20y /b2 —2by +1 > 0.
Asi, p1 = —bs — «/b% — 2b1 + 1 es un punto silla.

—¢'(0) = — (201 1) <0,
(%} (0) = 2b; > 0.

Asi, p2 = 0 es un punto silla.

qb/(pg) = 2(2b1—1)+2bg<—bg—|—\/b%—2bl—|—1>>0,
a1 (p3) = 203 —2b; +2 — 2bgy /b3 —2b; + 142> 0.
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Observe que Qb% —2b1+2>0y 262\/63 — 2b1 + 1 > 0. En consecuencia, a; (p3) > 0 se satisface
si sélo si 263 —2b1+2 > 262\/63 — 2b1 + 1, esta desigualdad es cierta si y sélo si

2
(203 — 201 + 2)2— (262\/63 —2b; + 1) > 0, que se cumple si y s6lo si 4b? —8b1b3 —8by +4b3+8b3+
4— (4b§ — 8103 + 4b‘21) > 0. La cual se satisface pues 4b% —8b; +4b3+4 = 4 (b% + b2 —2b; + 1) > 0.
Asi p3 = —by + «/b% — 2by + 1 es un nodo.
4. Anlisis en el conjunto {(by,bs) : & < b1,b3 —2b1 +1 < 0,by > 0} .
En este conjunto, el polinomio ¢ (p) = p* + 2bgp? + (2b1 — 1) p tiene tinicamente una raiz real, a

saber p = 0, las raices \/b% —2b14+1—byy —by — \/b% — 2b1 + 1 son complejas. Por lo tanto,

—-¢'(0) = —(201 1) <0,
(%} (0) = 2b; > 0.

Asi, ¢ (p) tiene sélo un punto singular el cual es un punto silla.

bs

Figura 1: Particién del plano {(b1,b2)}
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Las siguientes curvas son las separatrices del tipo de puntos singulares del campo vectorial ¢ asociado
a la forma normal

ydy? + 2 (b1 + bey) dydz + yda* = 0. (14)

¢

a) La curva “ no Morse ” b; = 0.
b) Las curvas 2b1 +1=0y by = 5 (b3 —1).

c) Las curvas by =0y by = +by — 1.

Para una ecuacién diferencial binaria del tipo (14), el polinomio
¢ (p) = p° + 2b2p” + (2b1 + 1) p,

tiene las raices p; = —by — b% —2b1—1,p0=0y p3 = —bas + \/b% — 2b; — 1. Los valores propios de la
parte lineal del campo vectorial € son:

—¢' (p) = — (3p* +4byp+ (2b1 + 1)) ,
o1 (p) 2 (p* + bap +b1) .

En cada una de las raices del polinomio ¢, los eigenvalores —¢' (p) v a1 (p) tienen las siguientes expre-
siones :

Enplz—bg—\/b%—2b1—1.
2
—¢/ (pl) = — (3 <—bg — b% — 2b; — 1) + 4by <—bg — \/b% — 2by — 1) + (2b1 + 1))

= 4by — 203 — 2b9\ /b3 — 2by — 1 +2

= 2(2b1+1)—2b2<b2—|—\/b%—2b1—1>.

2
Oél(pl) = 2((—()2—\/5%—2()1—1) —|—bg<—bg—\/b%—2bl—1>—|—bl>

= 203 — 2by + 2024 /b3 —2b; — 1 —2
= —2(()1—1—1)—1—2()2<b2—|—\/b%—2b1—1>.

En py = 0.

=¢'(0) = —(2b+1),
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En p3 = —by + \/b% — 201 — 1.
2
¢ (p3) = — (3 (w/bg — 2 —1— b2> + 4b, (Mb% — 2 —1— bg) + (26 + 1))

= 4by — 203 + 2b21 /b3 — 2by — 1 + 2

= 2(2by +1) + 2bo (—bg—i—\/b%—le—l).

2
Oél(pg) = 2((\/5%—2()1—1—()2) —|—bg< b%—?bl—l—l)g)—l—bl)
= 203 — 2by — 2bgy /b3 — 20y — 1 —2

= —2(b1—|—1)—2b2 (—bg—l— b%—?bl—l).

S
~

1
Nl

Figura 2: Particién del plano {(b1,b2)}
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Anélisis en el conjunto {(bl, bg) b < —1,b1 <by—1,b1 < —by — 1,02 > 0} .

En este caso —2b;—1 > 0 por lo que b3—2b;—1 > b2 > 0, equivalentemente /b3 —2by — 1 > by > 0.
En consecuencia se tiene que las raices del polinomio ¢ (p) tienen el siguiente orden p; < pa < ps.

Asi, 2by (bg + \/b% —2by — 1) > 0. Entonces para este conjunto se cumple que:

—qb/(pl) = 2(2b1+1)—2bg<bg—|—\/b%—2bl—1><0,
Oél(pl) = —2(()1—1—1)—1—2()2<bg—|—\/b%—2bl—1>>0.

Por lo tanto, p; es un punto silla.

—¢'(0) = —(2b1+1)>0,
(%} (0) = 2b; <O.

Por lo que p2 = 0 es un punto silla.

—¢ (p3) = —2b3 + 4by + 2 4 2bg( /b3 — 2b; — 1 < 0.
Note que —2b3 + 4b; + 2 < 0, pero 4 (2by + 1) (2b1 — b2+ 1) > 0 lo cual implica que
|—2b% + 4by + 2| > ‘2b2\/b§ —2b; — 1‘ = 2by4/b3 — 2b; — 1. De esto tenemos que —¢' (p3) < 0.
Para ver que se satisface ’4()1 — 263 + 2’ > ‘2()2«/()3 — 2b; — 1‘ , obtendremos la veracidad de la
2

desigualdad (4b1 — 202 + 2)2 — (262\/63 —2b; — 1) > 0, que se cumple si y sélamente si

Se afirma que

1602 — 8b1b2 + 16b; — 4b2 +4 = (15)
16b7 — 16b1b3 + 16b; + 4b3 — 8b3 + 4 — (4by — 4b3 — 8b1b3) > 0.

Pero debido a que 16b3 — 8b1b3 + 16b; — 4b3 + 4 = 4 (2b1 4 1) (2by — b3 + 1) > 0, se tiene que la
desigualdad es cierta.

Se afirma que
a1 (p3) = 2b3 — 2by — 2 — 2by4 /b3 — 2b1 — 1 > 0.

Como 2b3 —2b1 —2 > 0y 2bg1/b3 — 2b; — 1 > 0 entonces oy (p3) > 0 si y s6lo si (2b% —2by — 2)2 >
2
(262\/63 — 2by — 1) . Esta desigualdad es cierta si y solo si la siguiente desigualdad lo es

4b7 — 8b1bh + 8b1 + 4bs — 8b3 + 4 — (4by — 4b5 — 8bib3) = (16)
4(by —ba+1)(by+ba+1) > 0,

la cual se cumple pues by —by +1 <0y by +b2+1 <O0.

Asi, p3 es un punto silla.
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2.

Anélisis en el conjunto {(b1,bs) : by < 5+, by < by —1,by > —by — 1,03 > 0} .

En este caso —2b; — 1 > 0 por lo que b3 — 2b; — 1 > b2 > 0 6 equivalentemente Vb3 —2bp — 1>
by > 0. Se sigue que las raices de ¢ (p), tienen el siguiente orden p; < py < ps. En consecuencia se

—qb'(pl) = 2(2b1+1)—2bg<bg—|—\/b%—2bl—1><0,
a1 (p1) = 203 —2b; — 24 2bgy /b3 —2b; — 1> 0.

2
Para ver que aj (p1) > 0, veremos que se satisface: (2b§ — 2by — 2)2 < (262\/63 — 2by — 1) ,
desigualdad que se cumple si y sélo si

cumple que:

4b7 — 8byb3 + 8by + 4b3 — 8b3 + 4 — (4by — 4b3 — 8b1b3)
= 4(by—by+1)(b1+b2+1) <0,

la dltima desigualdad se satisface para la region del plano que se esta analizando.

Por lo tanto, p; es un punto silla.

—¢'(0) = —(2by+1) >0,
(%} (0) = 2b; <0O.

Asi, po = 0 es un punto silla.

—¢ (p3) = 4by — 203 + 2 + 2094 /b3 — 2by —1 <0 :

2
Como 4b; — 2b3 +2 < 0, entonces —¢' (p3) < 0 si sélo si (4b1 —2b2 + 2)2 > (262«/6% — 2by — 1)
La equivalencia se satisface ya que 4 (2by + 1) (2b1 — b3 + 1) > 0 (ver la igualdad (15)).

a1 (p3) = 2b3 — 2by — 2 — 2bg\ /b2 —2b; —1 < 0:

En el conjunto que se estd analizando, la expresion Qb% — 2by — 2 cambia de signo y mas aun,

Se afirma que

toma el valor cero, en puntos donde Qb% — 2b; — 2 > 0, probaremos que se satisface Qb% —

2
2b — 2 < 262\/63 — 2b; — 1. Para esto notemos que:(2b% — 2by — 2)2 — (262«/6% —2by — 1) =

4(by —ba+1)(by +b2+1) <0, (se deduce de las desigualdades que definen la regién), entonces
a1 (p3) <O0.

Asi, p3 es un nodo.

Anélisis en el conjunto {(by,bs) : =1 < by < F+,by > by — 1,by > —by — 1,b3 > 0} .

En este caso —2b; — 1 > 0, por lo que b3 — 2b; — 1 > b3 > 0 6 equivalentemente Vb3 —2bp — 1 >
by > 0. Por lo anterior, tenemos que las raices de ¢ (p), tienen el siguiente orden p; < ps < p3. Y
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para esta region del plano se cumple que:

—¢/ (pl) = 2 (2b1 + 1) + 2by <—bg — \/b% — 2by — 1) < 0,
a1 (p1) = 2b3—2b; —2+42byy /b3 —2b; —1<0:
En esta regién 2b3 — 2b; — 2 < 0, por lo tanto, a; (p1) < 0 si y sélo si

2
(263 — 26, — 2)° — (262\/63 b — 1) — 4 (b — by + 1) (b + by + 1) > 0.
La ultima desigualdad es cierta pues by — by +1 > 0,b1 + by + 1 > 0, se concluye que ay (p1) < 0.

Asi, p1 es un nodo.

—¢'(0) = —(2b1+1) >0,
(%} (0) = 2b; <O.

Asi, p2 = 0 es un punto silla.

—¢ (p3) = 4by — 203 + 2 + 2094 /b3 — 20y —1 <0 :

En este caso 4b1 — 263 + 2 es negativo, pero 4 (2b; + 1) (—b% + 2b1 + 1) > 0 lo cual implica que
2
(4b1 — 202 + 2)2 > (262«/6% — 2by — 1) . De esto tenemos que —¢' (p3) < 0.

a1 (p3) = 2b3 — 2by — 2 — 2bgy /b2 —2b; —1 < 0:

Como se satisface que 2b3 — 2b; — 2 < 0, entonces a; (p3) < 0 si y s6lo si

2
(2by — 202 +2)° — <2b2\/b§ b — 1) — 4 (b —by+1) (b1 + by + 1) > 0.

Asi, p3 es un nodo.

Anélisis en el conjunto {(by,ba) : 5+ < by < 0,01 < by —1,by > —by — 1,b3 > 0} .

En este caso —2b1—1 < 0 por lo que 0 < b§—2b1—1 < b% equivalentemente 0 < \/b% —2b1 — 1 < bs.
Por lo anterior, tenemos que las raices de ¢ (p) tienen el siguiente orden p; < p3 < po. Asi, se
cumple que:

—¢’<—b2—\/b§—2b1—1> = —2(b3 — 2b1 — 1) — 2b1 /b2 —2b; — 1 <0,
a1<—b2—w/b§—2b1—1> = 203 —2by — 2+ 2bgy /b —2by — 1> 0.

2
Pues (2b% —2by — 2)2 < (262«/6% —2by — 1) si y sélo si
) 2
(205 — 2b1 — 2)" — <2b2w/b§—2b1— 1) =4(by —by+1)(by +by+1) <0,
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Por lo tanto 263 — 2b; — 2’ < 2ng/b% —2by — 1, lo que muestra que a1 (p1) > 0.

Asi, p1 es un punto silla.

—¢'(0) = —(2b1+1) <0,
(%} (0) = 2b; <O.

Por lo que p3 = 0 es un nodo.

—¢' (w/b§—2b1—1—b2> = 4by — 203 + 2 4 2by /b3 —2b; — 1 >0 :

2
Como —2b3+4b;+2 < 0, entonces —¢' (p3) > 0siy sélo si (4b1 — 203 + 2)2 < (262\/63 — 201 — 1) ,
que se satisface pues 4 (2by + 1) (2b1 — b3 + 1) < 0.

o (Mb%—%l—l—bg) = 2b3 — 2b1 — 2 — 2bg\ /b3 —2b1 —1 <0 :

Variando los puntos (b1, b2) en el conjunto que estd siendo analizado, la expresiéon 2b3 — 2b; — 2,
cambia de signo y méds aun toma el valor cero. Como en este conjunto b3 — 2b; — 2 > 0, entonces

se afirma que se satisface |2b% —2b; — 2| < 2by\/b2 — 2by — 1.

2
Como (2b§ — 2by — 2)2 — (262\/63 —2by — 1) =4(by —by+1)(by+by+1) <0, (se deduce de
las desigualdades que definen la regién ) entonces oy (p3) < 0.

Asi, p3 es un punto silla.

5. Analisisen el conjunto {(bl, bg) : _Tl <b < 0, b1 > by — 1, b1 > —by — 1, by > 0, b% —2b; —1 > 0} .
En este caso —2b;y — 1 < 0 por lo que b% —2b; — 1< b% y también 0 < \/b% —2b; — 1 < bs.

Se concluye que las raices de ¢ (p) tienen el siguiente orden p; < ps < pa. Asi, se cumple que:

—¢’<—b2—\/b§—2b1—1> = —2(b5 — 201 —2) — 2byy /b3 — 2by — 1 <0,
a1<—b2—w/b§—2b1—1> = 203 —2by — 2+ 2bgy /b —2b; — 1 < 0.

2
Como (203 — 2b; — 2)° — <2b2\/b§ b — 1) —4(b—by+1) (bt byt 1)y
by —ba+1>0,by +by+ 1> 0, se tiene que ay (p1) < 0.

En consecuencia, p; es un nodo.

—¢'(0) = —(2b1+1) <0,
(%} (0) = 2b; <O.

Por lo que p2 = 0 es un nodo.
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—¢' (Mb%—%l—l—bg) = 4by — 203 + 2bg\ /b3 —2b1 —1+2 >0 :

Aqui 4b; — 2b3 +2 < 0, pero 4 (2b; + 1) (2b1 — b2+ 1) < 0, lo cual implica que

2
(4by — 203 + 2)2 < (262«/6% — 2by — 1) . De esto tenemos que —¢' (p3) > 0.

o (w/b§—2b1—1—b2> = 2b3 — 2by — 2bg\ /b3 —2b1 — 1 -2 <0 :

Como se satisface que Qb% -2 —2<0,y —2b2\/b§ — 2b; — 1 < 0 entonces a1 (p3) < 0.

Asi, p3 es un punto silla.
Anélisis en el conjunto {(bl, bo) : _71 <by <0,by>0,b3—2b —1< 0} .

En este conjunto el polinomio ¢ (p) tiene tnicamente una raiz real, p =0y

—¢'(0) = —(2b1+1) <0,
(%} (0) = 2b; <O.

Asi, el punto singular p = 0 es un nodo.
Anélisis en el conjunto {(bl, bo) 10 < by, by > 0,03 —2b; —1 < 0} .

El polinomio ¢ (p) tiene tinicamente una raiz real, p =0y

—¢'(0) = —(2b1+1) <0,
(%} (0) = 2b; > 0.

En consecuencia, el punto singular p = 0 es un punto silla.

Anélisis en el conjunto {(bl, bg) 0 < bl, by > 0, b% —2b; —1 > 0, b1 > by — 1, b1 > —by — 1} .

En este caso by > 0 por lo que b% -2 —1< b% 0 equivalentemente \/b% — 2b; — 1 < ba, se sigue
que las raices de ¢ (p) tienen el siguiente orden, p; < p3 < p2. Ademas, note que 2b3 —2b; —2 > 0.

—¢' (p1) = —2(b5—2b1 — 1) — 2by\/b3 —2by — 1 <0,
a1 (p1) = 2b3 —2b; — 24 2byy /b3 —2b; — 1> 0.

Asi, p1 es un punto silla.

Entonces:

—¢'(0) = —(2b1+1) <0,
(%} (0) = 2b; > 0.

Por lo que p2 = 0 es un punto silla.
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—W(M@—2h—1—@>=4h—2@+2+2@M@—2h—1>0:

Se satisface la desigualdad —2b3 + 4b; + 2 < 0, pero 4 (2by + 1) (2b; — b3 + 1) < 0 lo cual implica
2

que (4b; — 203 + 2)2 < (262\/63 —2by — 1) . De esto tenemos que —¢’ (p3) > 0.

(n(d@—2h—1—@>:2@—2h—2—2@M@—2h—1>0:

Aqui la expresién 2b2 —2b; —2 > 0 , probaremos que se satisface 2b3 —2b; —2 > 2b91/b3 — 2by — 1.

2
Como (2b§ — 2by — 2)2 - (262\/63 — 2by — 1) =4(by —by+1)(by+by+1) > 0. Se sigue que
a1 (p3) > 0.

Asi, p3 es un nodo.

9. Analisis en el conjunto {(bl, bg) 0 < bl, by > 0, b% —2b; —1 > 0, b1 < by — 1, b1 > —by — 1} .

En este caso —2by — 1 < 0 por lo que b% -2 —1< b% 6 equivalentemente \/b% —2b; — 1 < bo.
Por lo anterior, las raices de ¢ (p), tienen el siguiente orden p; < p3 < p2. Ademas, note que
263 — 2b; — 2 > 0. Entonces, se cumple:

—¢' (p1) = —2b3+4by +2 —2byy /b3 —2b1 — 1 <0,
a1 (p1) = 2b3 —2by — 24 2bgy /b3 —2b; — 1> 0.

Esto muestra que p; es un punto silla.

—¢'(0) = —(2b1+1) <0,
(%} (0) = 2b; > 0.

Por lo que p2 = 0 es un punto silla.

—¢<M@—2m—1—@>:4@—2@+2+2@M@—2m—1>0;

En este caso se satisface la desigualdad —2b3 + 4b; + 2 < 0, pero 4 (2b; + 1) (2b1 — b3+ 1) <0, lo
2
cual implica que (4b; — 2b3 + 2)2 < (262\/63 —2by — 1) . De esto tenemos que —¢’ (p3) > 0.

(n(d@—2h—1—@>:2@—2h—2—2@M@—2h—1<0:

Como se satisface que 2b3 — 2b; — 2 > 0 y también que 4 (b — by + 1) (b1 + ba + 1) < 0 entonces

2
@@—2m—2f—<%%w3—%y—g — 4 (b — by + 1) (b + by + 1) < 0.

Asi, p3 es un punto silla.
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10. Para concluir el andlisis, supéngase que ba = 0. Asi, el polinomio ¢ (p) = p* + (2by + 1) p tiene las

raices 0,/—2b; — 1 y —/—2b; — 1. Los eigenvalores de la parte lineal de el campo & son :

—¢' = —(3p*+(2b1 + 1))
ap = 2 (p2 +b1)

y en las raices de ¢ toman los siguientes valores.
2
— (— - ) ~- (3 (—\/—2b1—1> —|—(2b1+1)> — 4by + 2,
2
2 ((-x/—%l - 1) + b1> = 92, -2,

0) = —((2b1+1)) =-2b; —1,
0) = 2 (bl) = 2617

_ _<3 (m)mgbﬁl)) T
_ 2<<—m>2+b1> _ op, 2,

Q
=
|
| |
DO DO
S S
= =
|
— —
Il

Por lo tanto, se tiene que:

Hay tres raices distintas del polinomio ¢. Si by < —1, el tipo de los puntos singulares es silla, silla,
silla. O bien, si —1 < by < _71 se tiene nodo, silla, nodo.

Si _71 < b1 < 0 la Unica raiz de ¢ es 0 y se tiene un punto singular del tipo nodo. Si 0 < by, entonces
se tiene un punto singular del tipo silla.
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