
 
 

 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA  
                                 DE MÉXICO 
 

 FACULTAD DE CIENCIAS 

 

 

FORMAS NORMALES TOPOLÓGICAS DE 
ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

T               E               S                I               S 
 

 QUE  PARA  OBTENER  EL  TÍTULO  
DE: 

 
 MATEMATICO  

 P       R       E       S       E       N       T       A :  
  

MIGUEL ANGEL GUADARRAMA GARCIA 
 

 

 

 

 

  
 
 
 

DIRECTOR DE TESIS:  
ADRIANA ORTIZ RODRÍGUEZ 

2010 

 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



 



i

Hoja de datos del jurado.

1. Datos del alumno

Guadarrama
Garćıa
Miguel Angel

57 92 25 06

Universidad Nacional Autónoma de México
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Introducción

El estudio de ecuaciones diferenciales de la forma

a (x, y)dy2 + 2b (x, y) dydx+ a (x, y)dx2 = 0,

con a, b y c funciones continuas ha sido motivado por la geometŕıa diferencial de superficies. Este tipo
de ecuaciones son llamadas ecuaciones diferenciales cuadráticas o binarias, también son conocidas como
formas diferenciales cuadráticas. Tales ecuaciones forman parte de una familia más grande de ecuaciones:
las ecuaciones diferenciales impĺıcitas.

En una superficie diferenciable genérica, casi todos sus puntos tienen asociadas dos curvaturas prin-
cipales, que corresponden a los valores máximo y mı́nimo de la curvatura normal. Direcciones principales
son las direcciones dadas por los vectores propios de la matriz asociada a la diferencial de la aplicación
de Gauss (Ver [10]). En un punto umb́ılico la curvatura normal es constante; en consecuencia, las di-
recciones principales no están determinadas. Las curvas integrales del campo de direcciones (bivaluado)
determinado por las direcciones principales son llamadas ĺıneas de curvatura.

La curvatura gaussianaK es definida como el determinante de la diferencial de la aplicación de Gauss.
Todo punto de una superficie diferenciable puede ser clasificado en eĺıptico, hiperbólico ó parabólico de
acuerdo a que la curvatura gaussiana en tal punto sea positiva, negativa o cero respectivamente. Si,
además, la diferencial de la aplicación de Gauss en un punto de una superficie es idénticamente cero, el
punto es llamado umb́ılico plano.

En un punto hiperbólico, las curvaturas principales tienen signos opuestos, por lo tanto existen dos
direcciones, llamadas direcciones asintóticas, en las cuales la curvatura normal es cero. En un punto
parabólico las direcciones asintóticas coinciden y en un punto eĺıptico no hay tales direcciones. Aśı, en
la parte de la superficie que contiene a los conjuntos de puntos hiperbólico y de puntos parabólicos
está definido un campo de direcciones bivaluado. Las curvas integrales de este campo de direcciones son
llamadas ĺıneas asintóticas.

Las ecuaciones diferenciales de ĺıneas de curvatura y las ecuaciones diferenciales de ĺıneas aśıntoticas
son ejemplos de ecuaciones diferenciales cuadráticas.

En diversos trabajos, como los de Darboux (1896), Frost (1890), Cayley (1870), Gullstrand (1904),
Sotomayor y Teillo (1982), Sotomayor y Gutierrez (1991), Bruce y Fidal (1989), se dan modelos locales
del comportamiento de las ĺıneas de curvatura cerca de un punto umb́ılico. La clasificación es atribuida
a Darboux y los nombres a Hannay (Berry y Hannay (1977) [3]) ver figura 1.
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Figura 1: Formas normales caso a=-c

Este trabajo está basado en el art́ıculo “On binary differential equations” de J. W. Bruce y F. Tari [7]
en el cual se obtiene una clasificación topológica local de las curvas solución de una ecuación diferencial
binaria en puntos en los que la función b2 − ac tiene una singularidad de Morse.

En el caṕıtulo 1 se definen dos relaciones de equivalencia en ciertos espacios de funciones. Las clases
de equivalencia son los k−jets, con k ∈ N y gérmenes de funciones, respectivamente. Un espacio de
gran utilidad también es definido: el espacio de 1-jets. En la sección 1.2 continuamos con un estudio
breve de ecuaciones impĺıcitas F (x, y, p) = 0, éste incluye el método de Lie (ver [8]) el cual consiste en
reemplazar la ecuación diferencial por el sistema

F (x, y, p) = 0,

dy − pdx = 0.

Tal sistema produce un campo de direcciones tangente a la superficie M = F−1 (0) , definido por la
ecuación F (x, y, p) = 0, e inducido por la 1-forma diferencial α = dy − pdx.

En un punto singular regular (ver página 4) de la ecuación impĺıcita F (x, y, p) = 0, la forma normal
de la ecuación F (x, y, p) = 0 es la ecuación p2 − x = 0. Este teorema (el cual es enunciado sin prueba
en la sección 1.2) fue mostrado por D. Lak (Ver [1]).

En el Caṕıtulo 2, se consideran ecuaciones diferenciales cuadráticas binarias (a lo largo del texto las
nombraremos ecuaciones diferenciales binarias) en las cuales las funciones a, b, c son diferenciables y se
anulan en el origen.

En el conjunto de puntos (x, y) que satisfacen b2 (x, y) − a (x, y) c (x, y) > 0, la ecuacion diferen-
cial binaria define un campo de direccciones bivaluado, el cual puede ser extendido a la frontera de
este conjunto. Entonces podemos considerar M ⊆ R

2 × RP 1 el conjunto de puntos (x, y, p) , tal que
b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) ≥ 0 y p es una dirección determinada por la ecuación diferencial. Bajo ciertas
condiciones M es una superficie diferenciable y la proyección canónica con dominio M y contradominio
el conjunto

{
(x, y) : b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) > 0

}
, es una aplicación cubriente con dos hojas. El campo

de direccciones bivaluado se levanta a un campo vectorial univaluado ξ, tangente a M . Genéricamente,
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este campo vectorial tiene en {(0, 0)}×RP 1 uno o tres puntos singulares, los cuales son de tipo nodo o
silla.

Mediante difeomorfismos lineales primero (sección 2.2) y después por difeomorfismos formales (sec-
ción 2.3) se muestra que es posible llevar una ecuación diferencial binaria a una preforma normal en las
que las funciones a y c sólo dependen de la variable y, mientras que la función b es una serie de poten-
cias formal. Hechos estos cambios de coordenadas, se estudian dos familias de ecuaciones diferenciales
binarias, una de ellas satisface a = −c mientras que la otra cumple que a = c.

La clasificación topológica local de las curvas solución de la familia a = −c es hecha en [5], los
modelos locales coinciden con los de la figura 1.

En [12], se prueba que si una ecuación diferencial binaria puede ser escrita en la forma

(a1x+ a2y +N1 (x, y)) dy2 + (b1x+ b2y +N2 (x, y)) dxdy + (c1x+ c2y +N3 (x, y)) dx2 = 0,

con Ni (x, y) = O
(
x2 + y2

)
, i = 1, 2, 3 y tal que

b21 − 4a1c1 > 0,
(
b21 − 4a1c1

) (
b22 − 4a2c2

)− (b1b2 − 2c2a1 − 2c1a2)
2 > 0,

entonces en cualquier sistema de coordenas local del plano, la ecuación diferencial tiene esta propiedad.

En este trabajo, se explica la clasificación topológica local de las curvas integrales de ecuaciones
diferenciales binarias que satisfacen la desigualdad

(
b21 − 4a1c1

) (
b22 − 4a2c2

)− (b1b2 − 2c2a1 − 2c1a2)
2 < 0,

y que además satisfacen la condición c1 = 0.

En ecuaciones diferenciales binarias con estas condiciones, algunos de los cambios de coordenas
lineales propuestos en la sección 2.2 preservan la topoloǵıa local de las curvas integrales. La condición
c1 = 0, será estrictamente necesaria hasta la sección 2.5, donde se expone el teorema de clasificación
topológica local de las curvas integrales. Modelos locales para ecuaciones diferenciales con las condiciones
mencionadas, se muestran en la figura 2.9.

En el caṕıtulo 3 se obtienen formas normales topológicas de la forma diferencial cuadrática que
define las direcciones asintóticas de una superficie diferenciable en la vecindad de un punto umb́ılico
plano. La configuración de las ĺıneas asintóticas en un punto umb́ılico plano, el caso b) del corolario de
la página 58, fue conjeturado por David Mond en su tesis doctoral, Liverpool University 1982, p 167.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Jets de funciones y gérmenes de funciones

Definición. Sean f1, f2 : A −→ B funciones diferenciables, con A ⊆ R
n, B ⊆ R

m conjuntos abiertos.
Sea k ≥ 0 un número entero. Decimos que las funciones f1 y f2 son tangentes de orden k ó k−tangentes
en un punto x0 de A si para cada número entero j tal que 0 ≤ j ≤ k, se satisface que

ĺım
x→x0

‖f1 (x)− f2 (x)‖
‖x− x0‖j

= 0.

Se sigue de la definición que si f1 y f2 son k-tangentes en x0, entonces f1 (x0) = f2 (x0) .

Ejemplo 1 Sea f : I ⊂ R −→ R una función para la cual existen todas las derivadas de orden menor
o igual que k en I. Sea x0 ∈ I y g (x) = a0 + a1 (x− x0) + · · · + ak (x− x0)

k el polinomio de Taylor
de grado k para f en x0. Las funciones f y g son funciones k-tangentes en x0, esto es debido a que
ĺımx→x0

f(x)−g(x)

(x−x0)
k = 0.

Ejemplo 2 Las funciones f (x, y) ≡ 0 y g (x, y) = 1−√1 − (x2 + y2) son funciones tangentes de orden
1 en (0, 0). La afirmación es cierta pues

ĺım
(x,y)→(0,0)

1−
√

1 − (x2 + y2) = 0 y

ĺım
(x,y)→(0,0)

1−√1 − (x2 + y2)
√
x2 + y2

= 0.

Observación. La relación de k-tangencia es una relación de equivalencia.

Demostración. La relación es claramente reflexiva y simétrica. Para ver que la relación es transitiva
usaremos la desigualdad del triángulo. Sean f1, f2 y f3 : A −→ B funciones tales que f1 y f2 son
k-tangentes en x, f2 y f3 son k-tangentes en x. Si 0 ≤ j ≤ k, entonces

0 ≤ ĺım
x→x0

‖f1 (x)− f3 (x)‖
‖x− x0‖j

≤ ĺım
x→x0

‖f1 (x)− f2 (x)‖
‖x − x0‖j

+ ĺım
x→x0

‖f2 (x) − f3 (x)‖
‖x− x0‖j

= 0.

1



2 Caṕıtulo 1. Preliminares

Por lo tanto, f1 y f3 son k-tangentes en x.

Definición. Sea f : A −→ B una función diferenciable con A ⊆ R
n, B ⊆ R

m conjuntos abiertos. El jet
de orden k (ó el k-jet) de f en un punto x ∈ A es la clase de funciones k-tangentes a f en x, denotada
por J k

x (f) =
{
f̂ : A −→ B

∣∣
∣ f̂ es k-tangente a f en x

}
.

La elección de coordenadas en A y B en vecindades de los puntos x y f (x) , respectivamente,
relacionan un k−jet de f en puntos cercanos a x con los coeficientes del polinomio de Taylor de la
función f de grado menor o igual que k.

Consideremos los siguientes ejemplos de jets:

Ejemplo 3 El 0-jet de f : A −→ B en x ∈ A, con A,B ⊆ R, es la pareja (x, y) con y = f (x) . El 1-jet
de f en x está determinado por la elección del valor y de la función en x y el valor p de su derivada
en x, es decir, está dado por la terna ordenada (x, y, p) donde p = dy

dx . Al espacio tridimensional con
coordenadas (x, y, p) se le llama el espacio de 1-jets de funciones y = f (x) .

Definición. Sean A ⊆ R
n, B ⊆ R

m y Ω1,Ω2 ⊆ A vecindades de x0 ∈ A. Dos funciones f1 : Ω1 −→ B

y f2 : Ω2 −→ B, definen el mismo germen en x0 si existe Ω ⊆ A una vecindad de x0 tal que para todo
x ∈ Ω, f1 (x) = f2 (x).

Cabe hacer notar que Ω en la definición anterior puede ser una vecindad de x0 contenida en la
intersección de las vecindades Ω1 y Ω2.

Observación. La relación de definir el mismo germen en un punto x0 es una relación de equivalencia
en el espacio de funciones definidas en alguna vecindad de x0.

Demostración. La relación es reflexiva, sean f1 : Ω −→ B una función y Ω una vecindad de x0,

entonces f1 (x) = f1 (x) , ∀x ∈ Ω. La relación es simétrica pues si f1 : Ω1 −→ B y f2 : Ω2 −→ B

definen el mismo germen en x0 entonces f1 (x) = f2 (x) , ∀x en una vecindad Ω de x0, se sigue que
f2 (x) = f1 (x) , ∀x ∈ Ω. Por lo tanto f2 : Ω1 −→ B y f1 : Ω2 −→ B están relacionadas.

Sean f1 : Ω1 −→ B, f2 : Ω2 −→ B y f3 : Ω3 −→ B funciones con x0 ∈ Ωi, i = 1, 2, 3. Tales que
f1 está relacionada con f2 y f2 está relacionada con f3. Ésto es, f1 (x) = f2 (x) , ∀x ∈ Ω y f2 (x) =
f3 (x) , ∀x ∈ Ω̃. Se sigue que f1 (x) = f3 (x) , ∀x ∈ Ω ∩ Ω̃. Por lo que la relación es transitiva. En
consecuencia la relación es de equivalencia.

El germen de una función f : Ω −→ B en x0 es la clase de equivalencia de funciones definidas en
una vecindad de x0 que forman el mismo germen con f. A esta clase de equivalencia la denotaremos por

f : (Ω, x0) −→ (B, f (x0)) .

Si la clase de equivalencia f : (Ω, x0) −→ (B, f (x0)) , es tal que todo representante es un homeo-
morfismo, diremos que f : (Ω, x0) −→ (B, f (x0)) es un germen de homeomorfismos.
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1.2. Ecuaciones diferenciales impĺıcitas.

En esta sección consideraremos ecuaciones diferenciales impĺıcitas de la forma

F (x, y, p) = 0,

donde F es una función de valores reales y p = dy
dx . En el espacio de 1-jets la ecuación F = 0 describe,

en general, una superficie M. Supondremos en este apartado que la superficie M es diferenciable, en el
caṕıtulo siguiente serán impuestas condiciones sobre F, con las cuales M = F−1 (0) es una superficie
diferenciable. Ahora construiremos en la superficie M un campo tangente de direcciones.

Definición. Sea (x, y, p) un punto en el espacio de 1-jets. El plano de contacto en (x, y, p) consiste de
todos aquellos vectores anclados en el punto (x, y, p) que anulan la 1-forma diferencial ω = dy − pdx.

El plano de contacto para un punto (x0, y0, p0) es el plano vertical, que contiene una recta paralela al
eje p, cuya intersección con el plano {(x, y)} es una recta de pendiente p0. En coordenadas cartesianas,
está dado por la ecuación 0 = y − p0x+ (p0x0 − y0) .

Todo punto en el espacio de 1-jets tiene asociado su plano de contacto. Al conjunto de todos los
planos de contacto le llamamos estructura de contacto.

La estructura de contacto define sobre M = F−1 (0) un campo de direcciones tangente de la siguiente
manera. En cada punto (x, y, p) ∈M la intersección del plano tangente a M en (x, y, p) con el plano de
contacto en tal punto es no vaćıa. Si en el punto (x, y, p) ∈M la intersección de los planos es una recta,
entonces a (x, y, p) se le asigna esta recta tangente. Si en el punto (x, y, p) los dos planos coinciden,
decimos que el campo de direcciones tangente tiene una singularidad en (x, y, p) , pues no es posible
asignarle a (x, y, p) una única recta tangente.

Definición. Las curvas integrales de la ecuación F (x, y, p) = 0 son las curvas integrales del campo de
direcciones tangente a M obtenido con la estructura de contacto.

Además de las singularidades del campo de direcciones tangente a M existen otros puntos especiales:
éstos son los puntos cŕıticos de la proyección π : M −→ R

2 definida por π (x, y, p) = (x, y). El conjunto
de puntos cŕıticos de π son los puntos de M en los que el plano tangente es vertical.

En particular, en cada singularidad del campo de direcciones tangente a M, el plano tangente es
vertical, pues coincide con el plano de contacto. Aśı, las singularidades del campo de direcciones tangente
a M están todas en el conjunto de puntos cŕıticos de la proyección π.
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Figura 1.1: Campo de direcciones tangente a M .



4 Caṕıtulo 1. Preliminares

Dado que los vectores (−p, 1, 0) y (Fx, Fy, Fp) son normales al plano de contacto y al plano tangente
a M en (x, y, p) respectivamente, el producto vectorial de este par de vectores nos da condiciones con
las cuales localizar las singularidades del campo de direcciones tangente a M. El producto vectorial de
este par de vectores se anula si y sólo si

Fp (x, y, p) = 0 y (Fx + pFy) (x, y, p) = 0.

Y en este caso, el plano de contacto y el plano tangente a M en el punto (x, y, p) coinciden.

Observación. En general, en una superficie diferenciable M, existe al menos un punto (x, y, p) ∈ M

tal que el plano tangente T(x,y,p)M y el plano de contacto en (x, y, p) se intersectan transversalmente.
Más aún, todos los puntos en una vecindad de (x, y, p) tienen la misma propiedad.

Definición. Decimos que (x, y, p) es un punto singular de la ecuación F (x, y, p) = 0 si (x, y, p) es
un punto cŕıtico de la proyección π : M −→ R

2. Al conjunto de valores cŕıticos de la proyección
π : M −→ R

2 le llamaremos la curva discriminante de la ecuación F (x, y, p) = 0. Si (x, y, p) ∈M no es
un punto cŕıtico de π entonces (x, y, p) será llamado un punto regular de M.

Los puntos regulares de M son aquellos en los que el plano tangente no es vertical. Por el teorema de
la función impĺıcita la proyección π es un difeomorfismo local en cada punto regular de M. Por lo tanto,
en un punto regular, M es representada por la gráfica de una función diferenciable, p = v (x, y) . Esta
función tiene asociada la ecuación diferencial dy

dx = v (x, y). En el plano {(x, y)} la ecuación diferencial
define un campo de direcciones, éste es dado por la ecuación dy

dx = p.

Por construcción, en un punto (x0, y0, p0) ∈ M el plano de contacto es proyectado sobre el plano
{(x, y)} en una recta de pendiente p0, esto es, en la recta definida por la ecuación diferencial dy

dx = v (x, y)
en el punto (x0, y0) . Por lo tanto, en una vecindad de un punto regular (x0, y0, p0) ∈ M, el campo
de direcciones tangente sobre M es llevado, mediante la proyección π, en el campo de direcciones que
determina la ecuación diferencial dy

dx = v (x, y) . De esto se tiene como consecuencia el siguiente resultado.

Teorema 1 En una vecindad de un punto regular (x0, y0, p0) ∈ M, la proyección π lleva las curvas
integrales de la ecuación F (x, y, p) = 0 en las curvas integrales de la ecuación diferencial dy

dx = v (x, y)
definida en una vecindad de (x0, y0) = π (x0, y0, p0) .

De manera global las proyecciones de las curvas integrales de la ecuación F (x, y, p) = 0 no nece-
sariamente son curvas integrales de algún campo de direcciones en el plano {(x, y)} , ya que algunas
proyecciones pueden tener cúspides sobre el discriminante de la ecuación F (x, y, p) = 0.

Ejemplo 4 Sea F (x, y, p) = p2 − x. Entonces la superficie M =
{
(x, y, p) : p2 = x

}
es un cilindro

parabólico, en este caso, la curva discriminante de la ecuación p2 − x = 0 es el eje y. Como en las
coordenadas (x, y) la proyección lleva dos puntos distintos del cilindro parabólico en un solo punto del
plano {(x, y)} , entonces es conveniente considerar el sistema local de coordenadas (y, p) para encontrar
una expresión de las curvas integrales sobre F (x, y, p) = p2 − x = 0. Una condición para que un vector
(dx, dy, dp) anclado en el punto (x, y, p) ∈ M pertenezca al campo de direcciones sobre M es que sea
tangente a M, esto es,

0 = (dx, dy, dp) · ∇F = −dx+ 2pdp.
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También debe pertenecer al plano de contacto:

dy = pdx.

Consecuentemente, en coordenadas (y, p) , las curvas integrales sobre p2 − x = 0 son obtenidas de las
siguientes igualdades

dy = pdx = 2p2dp.

Por lo tanto, las expresiones y+c =
∫
dy =

∫
2p2dp = 2

3p
3, x = p2 describen a las curvas integrales sobre

p2 − x = 0. Las proyecciones de estas curvas integrales al plano {(x, y)} son las parábolas semicúbicas:

y + c =
2
3
p3 =

2
3

(
x

1
2

)3
=

2
3
x

3
2 .

�

�
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�
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Figura 1.2: Curvas integrales del cilindro parabólico.

Por el teorema de la función impĺıcita, los puntos singulares de la ecuación F (x, y, p) = 0 son los
que satisfacen simultáneamente las ecuaciones:

F (x, y, p) = 0 y ∂
∂pF (x, y, p) = 0.

Genéricamente, el conjunto de puntos singulares de la ecuación F (x, y, p) = 0, al ser la intersección
de dos superficies en el espacio de 1-jets, forma una curva la cual llamaremos criminante de la ecuación
F (x, y, p) = 0. Esta curva es diferenciable en una vecindad de cada uno de los puntos en los que la
diferencial de la función

Ψ (x, y, p) =
(
F (x, y, p) ,

∂

∂p
F (x, y, p)

)

tiene rango máximo, en este caso rango igual a 2.

Definición. Un punto (x, y, p) en el criminante es llamado tangente a su plano de contacto, si la recta
tangente a la curva criminante en (x, y, p) está contenida en el plano de contacto del punto (x, y, p) .

En particular, si la recta tangente a la curva criminante en un punto (x, y, p) es paralela a la dirección
p, entonces (x, y, p) es tangente a su plano de contacto. Nótese también, que las singularidades del campo
de direcciones obtenido por medio de la estructura de contacto son tangentes a su plano de contacto.

Definición. Sea (x, y, p) un punto singular de la ecuación F (x, y, p) = 0. Decimos que (x, y, p) es un
punto singular regular, si la diferencial de la función Ψ tiene rango máximo en (x, y, p) y este punto no
es tangente a su plano de contacto.
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Observación. Para una ecuación diferencial impĺıcita genérica, casi todos los puntos singulares son
regulares: los puntos singulares de la ecuación F (x, y, p) = 0 que no son regulares son aislados.

Definición. Dos ecuaciones diferenciales impĺıcitas son equivalentes si existe un difeomorfismo del
plano {(x, y)} que lleva una ecuación en la otra.

Se omite la prueba del siguiente teorema y su corolario, éstas pueden ser consultadas en [1] (pág
27-29).

Teorema 2 Sea (x0, y0, p0) un punto singular regular de la ecuación F (x, y, p) = 0. Entonces existe
un difeomorfismo de una vecindad del punto (x0, y0) en el plano {(x, y)} en una vecindad del origen del
plano {(X, Y )} que transforma la ecuación F (x, y, p) = 0 a una de la forma P 2 = X, donde P = dY

dX .

Corolario. Si (x0, y0, p0) es un punto singular regular de la ecuación F (x, y, p) = 0, entonces existe
una vecindad de (x0, y0, p0) en donde la familia de curvas integrales de la ecuación F (x, y, p) = 0 es
llevada en la familia de parábolas semicúbicas y = x

3
2 + c.

Por el teorema, existe un difeomorfismo en la vecindad de cada punto singular regular, que lleva las
curvas integrales de una ecuación F (x, y, p) = 0 en las curvas integrales de la ecuación p2 = x. Como
se ha visto en el ejemplo 4, las curvas integrales del cilindro parabólico se proyectan al plano {(x, y)}
en la familia de parábolas semicúbicas y = x

3
2 + c.

1.3. El discriminante de polinomios cúbicos.

En esta sección consideraremos polinomios con coeficientes reales mónicos de tercer grado en una
variable:

P (x) = x3 + ax2 + bx+ c.

Mediante la traslación f (x) = x − 1
3a (transformación de Tschirnhaus ver [6]), el polinomio P (x)

es transformado a un polinomio de la forma x3 + Ax+B :

(P ◦ f) (x) =
(
x− 1

3
a

)3

+ a

(
x− 1

3
a

)2

+ b

(
x− 1

3
a

)
+ c

=
2
27
a3 − 1

3
a2x− 1

3
ba+ x3 + bx+ c

= x3 +
(
−1

3
a2 + b

)
x+

(
2
27
a3 − 1

3
ba+ c

)
.

Proposición 3 La transformación de Tschirnhaus deja invariante el número de ráıces reales y su
multiplicidad.

Demostración. Sea t ∈ R una ráız del polinomio x3 + ax2 + bx+ c. Entonces, t̂ = t+ 1
3a es una ráız

real del polinomio (P ◦ f) (x) . Esto pues,

(
t+

1
3
a

)3

+
(
−1

3
a2 + b

)(
t+

1
3
a

)
+
(

2
27
a3 − 1

3
ba+ c

)
= t3 + at2 + bt+ c = 0.
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Inversamente si s es una ráız real del polinomio (P ◦ f) (x) , entonces s̃ = s− 1
3a es una ráız real de

P (x) . Por lo tanto, el número de ráıces reales se mantiene fijo.

Una ráız t de un polinomio con coeficientes reales g (x) no nulo, es de multiplicidad n ∈ N si y sólo si
g(i) (t) = 0, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} y g(n) (t) �= 0. Por lo tanto, usando este resultado se tiene que t ∈ R es
una ráız de P (x) de multiplicidad 1(ó 2, ó 3) si y sólo si t̂ = t+ 1

3a es una ráız del polinomio (P ◦ f) (x)
de multiplicidad 1(ó 2, ó 3 ). Esto se debe a que se cumplen las siguientes igualdades:

d

dx
(P ◦ f)

(
t̂
)

= 3
(
t+

1
3
a

)2

+
(
−1

3
a2 + b

)
= 3t2 + 2at+ b =

d

dx
P (t) ,

d2

dx2
(P ◦ f)

(
t̂
)

= 6
(
t+

1
3
a

)
= 6t+ 2a =

d2

dx2
P (t) ,

d3

dx3
(P ◦ f)

(
t̂
)

= 6 =
d3

dx3
P (t) .

El conjunto de polinomios del tipo x3 +Ax+B tiene una correspondencia biuńıvoca con el conjunto
de puntos (A,B) del plano R

2. Al polinomio x3 + Ax + B se le asocia el punto (A,B) . Inversamente,
al punto (C,D) en el plano se le asocia el polinomio x3 +Cx +D.

Por la correspondencia entre polinomios y puntos del plano, podemos caracterizar al conjunto de
polinomios de la forma x3 + Ax + B que tienen al menos una ráız con multiplicidad mayor a 1, de la
siguiente manera:

Λ =
{

(A,B) ∈ R
2
∣
∣ t3 + At+ B = 0, 3t2 +A = 0, para alguna t ∈ R

}
.

Observación. El conjunto Λ es una parábola semicúbica. Esta curva divide al plano {(A,B)} en dos
subconjuntos abiertos y disjuntos. Uno de los subconjuntos corresponde al conjunto de polinomios que
tienen una ráız real y dos complejas. El segundo corresponde al conjunto de polinomios que tienen tres
ráıces reales distintas.

Demostración. En efecto, de la condición 3x2 +A = 0, se obtiene A = −3x2. Al sustituir este valor en
la condición x3 +Ax+B = 0, obtenemos que B = 2x3. Las igualdades obtenidas para A y B implican
que B2 = 4x6 y A3 = −27x6. Por lo tanto, se sigue la relación B2

4 = x6 = A3

−27 . Equivalentemente,
obtenemos

4A3 + 27B2 = 0.

La función f : R
2 −→ R definida por f (A,B) = 4A3 +27B2 es continua, en consecuencia, los conjuntos

f−1 ((0,∞)) =
{

(A,B) ∈ R
2
∣∣ 4A3 + 27B2 > 0

}
,

f−1 ((−∞, 0)) =
{

(A,B) ∈ R
2
∣∣ 4A3 + 27B2 < 0

}
,

son abiertos y disjuntos.

Al conjunto Λ se le conoce como el discriminante de los polinomios cúbicos

Λ =
{

(A,B) ∈ R
2
∣
∣ 4A3 + 27B2 = 0

}
.
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Figura 1.3: Discriminante de polinomios cúbicos

De la definición de Λ, un punto (A,B) ∈ Λ si y sólo si el polinomio t3 +At+B tiene al menos una ráız
de multiplicidad mayor que uno. Si un punto (A,B) pertenece a la región del plano

{
(A,B) ∈ R

2
∣∣ 4A3 + 27B2 > 0

}
,

entonces el polinomio t3 +At+B tiene dos ráıces complejas conjugadas y sólo una ráız real. Por último,
si el punto (A,B) pertenece a la región del plano:

{
(A,B) ∈ R

2
∣∣ 4A3 + 27B2 < 0

}
,

entonces el polinomio t3 + At+ B tiene tres ráıces reales distintas.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones diferenciales binarias

2.1. La doble cubierta asociada a una ecuación diferencial binaria

A lo largo de este texto consideraremos ecuaciones diferenciales binarias (ó cuadráticas) de la forma

a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dydx+ c (x, y)dx2 = 0, (2.1)

en la que las funciones a, b y c son diferenciables, real valuadas, definidas en una vecindad V ⊆ R
2 del

origen y con a (0, 0) = b (0, 0) = c (0, 0) = 0.

Definición. A una función tal que a cada q ∈ V ⊆ R
2 le asigna un punto [r1 : r2] ∈ RP 1 le llamamos

campo de direcciones en el conjunto V. En este caso decimos que la recta que pasa por el punto q ∈ V

con vector de dirección (r1, r2) (ó cualquiera de sus múltiplos) pertenece al campo de direcciones.
Usualmente expresamos un campo de direcciones mediante una ecuación de la forma:

r (x, y)
dy

dt
+ s (x, y)

dx

dt
= 0, (2.2)

lo que significa que al punto (x, y) = q le asociamos la recta que pasa por q ∈ U con vector de dirección
(r (x, y) ,−s (x, y)) .

De manera breve escribiremos la ecuación (2.2) como r (x, y) dy + s (x, y) dx = 0.

Lema 1 Una ecuación diferencial binaria de la forma (2.1) define dos campos de direcciones en el
conjunto U =

{
(x, y) ∈ V | b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) > 0

}
.

Demostración. Supongamos primero que a (x, y) = 0 en el punto (x, y) ∈ U. Entonces la ecuación
(2.1) es de la siguiente forma:

dx (2b (x, y) dy + c (x, y)dx) = 0.

Aśı, dx = 0 define una dirección en (x, y) . Como b2 (x, y) = b2 (x, y) − a (x, y) c (x, y) > 0 entonces
b (x, y) �= 0, por lo tanto, la expresión 2b (x, y) dy+ c (x, y)dx = 0 define la segunda dirección en (x, y) .

Notemos que si a (x, y) �= 0 y dx = 0 en el punto (x, y) ∈ U, entonces en este punto se satisface
a (x, y) dy2 = 0, lo que implica que en (x, y) la otra dirección es dy = 0.

9
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Ahora supongamos que a (x, y) �= 0 y dx �= 0 en (x, y) ∈ U. Por lo tanto, tenemos de (2.1) que

dx2

(
a (x, y)

dy2

dx2
+ 2b (x, y)

dy

dx
+ c (x, y)

)
= 0.

Sea p = dy
dx . Como dx �= 0, entonces la ecuación anterior se satisface si y sólo si:

a (x, y)p2 + 2b (x, y)p+ c (x, y) = 0. (2.3)

Las soluciones a la ecuación cuadrática (2.3) están dadas por:

p =
dy

dx
= −1

a

(
b±

√
b2 − ac

)
.

Por lo tanto, en puntos (x, y) tales que a (x, y) �= 0, los campos de direcciones definidos por la
ecuación (2.1) son:

a (x, y)dy +
(
b (x, y) +

√
b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y)

)
dx = 0,

a (x, y)dy +
(
b (x, y)−

√
b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y)

)
dx = 0.

Definición. Sea a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dydx + c (x, y) dx2 = 0 una ecuación diferencial binaria. Con-
sidérese la función Δ : V ⊆ R

2 −→ R definida por Δ (x, y) = b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) . El conjunto de
puntos (x, y) ∈ V tales que Δ (x, y) = 0 es llamado el discriminante de la ecuación diferencial binaria.

Aśı definido, el discriminante de una ecuación diferencial binaria, forma una curva con una singula-
ridad en (0, 0) (es decir, la función Δ (x, y) y sus derivadas parciales ∂Δ(x,y)

∂x , ∂Δ(x,y)
∂y se anulan en (0, 0)).

En algunos casos, el discriminante consiste únicamente de un punto.

Definición. Decimos que un punto (x, y) ∈ V es un punto singular de la ecuación diferencial binaria
(2.1) si a (x, y) = b (x, y) = c (x, y) = 0.

Obsérvese que los puntos singulares de una ecuación diferencial binaria pertenecen al discriminante.
En estos puntos, toda dirección (dx, dy) satisface trivialmente la ecuación (2.1).

Proposición 4 Los campos de direcciones definidos en U por una ecuación diferencial binaria pueden
ser extendidos al conjunto

{
(x, y) ∈ V | b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) ≥ 0

}
. Mas aún, los campos de direc-

ciones se extienden de tal forma que coinciden en el discriminante Δ (x, y) = 0.

Demostración. Un punto singular de una ecuación diferencial binaria es también un punto singular
de los campos de direcciones. Por lo tanto, basta ver que cada punto del discriminante que no es un
punto singular de la ecuación diferencial binaria tiene una única dirección definida.

Sea (x0, y0) un punto en la curva discriminante, el cual no es un punto singular de una ecuación
diferencial binaria. Si {(xn, yn)}n∈N

⊆ U es una sucesión convergente a (x0, y0) , entonces las dos direc-
ciones definidas en cada punto de la sucesión {(xn, yn)}n∈N

convergen a la misma dirección en (x0, y0) :
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0 = ĺım
n→∞

(
a (xn, yn) dy +

(
b (xn, yn)±

√
b2 (xn, yn) − a (xn, yn) c (xn, yn)

)
dx
)

= a (x0, y0) dy + b (x0, y0) dx.

A la pareja de campos de direcciones definidos en
{

(x, y) ∈ V | b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) ≥ 0
}

le
llamamos campo de direcciones bivaluado.

Observación. En el conjunto de puntos (x, y) ∈ V tales que Δ (x, y) < 0 no hay direcciones reales
definidas por una ecuación diferencial binaria, ya que en este caso las soluciones de la ecuación (2.3)
son complejas.

Considérese una ecuación diferencial binaria de la forma (2.1) y un sistema de coordenadas en RP 1.

Sea M̂ el subconjunto de R
2 × RP 1 definido de la siguiente manera:

M̂ =
{
((x, y) , [α : β]) ∈ R

2 × RP 1 : a (x, y)α2 + 2b (x, y)αβ + c (x, y)β2 = 0
}
.

Si algún punto (x, y) ∈ V es un punto singular de una ecuación diferencial binaria (esto es, a, b, c se
anulan en (x, y) ), entonces M̂ contiene a {(x, y)} × RP 1. En particular {(0, 0)} × RP 1 ⊂ M̂.

Por el lema 1, para cada pareja (x, y) ∈ U, hay dos direcciones [α1 : β1] , [α2 : β2] ∈ RP 1 tales que
((x, y) , [α1 : β1]) y ((x, y) , [α2 : β2]) pertenecen a M̂. Aśı, el conjunto M̂ constituye una doble cubierta
de U .

Llamaremos a M̂ la doble cubierta de la ecuación diferencial binaria (2.1).

Tomando p = dy
dx , dx �= 0 se elige una carta af́ın de la recta proyectiva RP 1. Entonces, en el espacio

de 1-jets definimos la función diferenciable

F (x, y, p) = a (x, y)p2 + 2b (x, y)p+ c (x, y) .

La ecuación impĺıcita F (x, y, p) = 0 define el conjunto

M =
{
((x, y) , p) ∈ R

2 × R : ap2 + 2bp+ c = 0
}
.
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Figura 2.1: Localmente, M̂ es una superficie en el espacio de 1-jets.
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Si bien M es un subconjunto de R
2 ×RP 1, de manera local lo podemos considerar como una superficie

en R
3 (Ver figura 2.1). De manera similar a M̂ , si (x, y) ∈ U, existen p1 �= p2 ∈ R tales que (x, y, pi) ∈

M, i = 1, 2. En cambio, si (x, y) es un punto en el discriminante que no es un punto singular de la
ecuación diferencial binaria, entonces existe un único p ∈ R tal que (x, y, p) ∈ M. Si (x, y) es un punto
singular de la ecuación diferencial binaria, se tiene que {(x, y)} × R ⊂M .

Definición. Sea f : R
n −→ R una función diferenciable. Decimos que x0 ∈ R

n es una singularidad de
tipo Morse de f si x0 es un punto cŕıtico de f no degenerado.

En particular, si f : R
2 −→ R, decimos que f tiene una singularidad de tipo Morse en (x0, y0) si y

sólo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. ∂f
∂x (x0, y0) = 0, ∂f

∂y (x0, y0) = 0,

2.
(

∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 −

(
∂2f
∂x∂y

)2
)

(x0, y0) �= 0.

La condición 2 es equivalente a que la matŕız

D =

(
∂2f(x0,y0)

∂x2
∂2f(x0,y0)

∂y∂x
∂2f(x0,y0)

∂x∂y
∂2f(x0,y0)

∂y2

)

sea no singular. Como la matŕız D es simétrica, entonces tiene valores propios reales. Si ambos valores
propios son positivos, entonces (x0, y0) es un punto mı́nimo de f ; si ambos son negativos entonces
(x0, y0) es un punto máximo de f y si un valor es positivo y el restante negativo, entonces (x0, y0) es
un punto silla de f.

Sean a1 = ∂
∂xa (0, 0) , a2 = ∂

∂ya (0, 0) , b1 = ∂
∂xb (0, 0) , b2 = ∂

∂yb (0, 0) , c1 = ∂
∂xc (0, 0) y c2 =

∂
∂yc (0, 0) , los coeficientes del polinomio de Taylor de primer grado para las funciones a, b y c. En el
resto de este texto supondremos que las funciones a, b y c están dadas de la siguiente forma: a (x, y) =
a1x+ a2y +O (2) , b (x, y) = b1x+ b2y +O (2) y c (x, y) = c1x+ c2y +O (2).

Proposición 5 La superficie M es diferenciable en una vecindad de {(0, 0)}×R si y sólo si la función
Δ (x, y) = b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) tiene una singularidad de tipo Morse en (0, 0).

Demostración. Los puntos (x, y, p) en los cuales M no es una superficie diferenciable son aquéllos
que satisfacen Fx (x, y, p) = Fy (x, y, p) = Fp (x, y, p) = 0, pues en este caso la diferencial de F no es
suprayectiva y en consecuencia 0 no es un valor regular de F.

Como a (0, 0) = b (0, 0) = 0, entonces todo punto en {(0, 0)} × R anula a Fp (x, y, p) = 2pa (x, y) +
2b (x, y) . Se sigue que M no es una superficie diferenciable en algún punto de {(0, 0)} × R si y sólo si
las expresiones

Fx (0, 0, p) = a1p
2 + 2b1p+ c1,

Fy (0, 0, p) = a2p
2 + 2b2p+ c2,

se anulan simultáneamente para algún p. Si consideramos las expresiones Fx (0, 0, p) y Fy (0, 0, p) como
polinomios en p, entonces estos polinomios tienen una ráız común si y sólo si el resultante R se anula,

R =

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

c1 2b1 a1 0
0 c1 2b1 a1

c2 2b2 a2 0
0 c2 2b2 a2

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

.
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El determinante R es igual a cero si y sólo si

a2
1c

2
2 − 2a1a2c1c2 + a2

2c
2
1 − 4a1b2b1c2 + 4a1b

2
2c1 + 4a2b

2
1c2 − 4a2b1b2c1 = 0.

Esta expresión es equivalente a la siguiente

(a1c2 − a2c1)
2 − 4 (a1b2 − a2b1) (b1c2 − b2c1) = 0. (2.4)

Por otro lado, la expansión en serie de Taylor de orden 2 de la función Δ (x, y) es

b2 − ac =
(
b21 − a1c1

)
x2 + (2b1b2 − c2a1 − c1a2) xy +

(
b22 − a2c2

)
y2 + O (2) . (2.5)

La parte cuadrática de b2−ac es degenerada si y sólo si la matŕızA de derivadas parciales de segundo
orden es singular.

A =

(
2
(
b21 − a1c1

)
(2b1b2 − c2a1 − c1a2)

(2b1b2 − c2a1 − c1a2) 2
(
b22 − a2c2

)

)

.

Mediante un cálculo directo podemos ver que el determinante de A es

4
(
b21 − a1c1

) (
b22 − a2c2

)− (2b1b2 − c2a1 − c1a2)
2

= −a2
1c

2
2 + 2a1a2c1c2 − a2

2c
2
1 + 4a1b1b2c2 − 4a1b

2
2c1 − 4a2b

2
1c2 + 4a2b1b2c1

= − (a1c2 − a2c2)
2 + 4 (a1b2 − a2b1) (b1c2 − b2c1) . (2.6)

Por lo tanto, el determinante de A se anula si y sólo si

(a1c2 − a2c1)
2 − 4 (a1b2 − a2b1) (b1c2 − b2c1) = 0.

De (2.4) y (2.6) tenemos que R = 0 si y sólo si detA = 0. En consecuencia la función Δ tiene una
singularidad de Morse en el origen si y sólo si M es diferenciable en {(0, 0)}×R. Aśı, usando el teorema
de la función impĺıcita, M es diferenciable en una vecindad de {(0, 0)} × R.

En el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas son los parámetros ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} , el
conjunto de puntos que satisface (2.4) es un conjunto de medida cero. Aśı, génericamente, dada una
ecuación diferencial binaria, ésta define una superficie diferenciable M y en tal caso la función Δ tiene
una singularidad de Morse en el origen. En lo siguiente, supondremos que la ecuación (2.1) satisface
que la función Δ tiene una singularidad de Morse en el origen.

Proposición 6 La proyección π : M −→ R
2 definida por π (x, y, p) = (x, y) , es localmente un difeo-

morfismo en puntos (x, y, p) ∈M tales que Δ (π (x, y, p)) �= 0.

Demostración. Consideremos dos casos:

a) En puntos (x′, y′, p′) ∈ M tales que Fp (x′, y′, p′) �= 0, el teorema de la función impĺıcita nos
asegura que existe una vecindad V ⊆ R

2 de (x′, y′) y una función diferenciable g : V −→ R
2 tal

que F (x, y, g (x, y)) = 0 para todo (x, y) ∈ V. En estas condiciones, la función g es localmente la
inversa de π|W , siendo W un abierto en M tal que (x′, y′, p′) ∈W. Como las funciones g y Id|W
son diferenciables y g ◦ π|W = Id|W , entonces π es una función diferenciable en W, y por lo tanto,
un difeomorfismo local en puntos de M que satisfacen que Fp �= 0.
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b) En los puntos tales que Fp (x, y, p) = 0, el plano tangente TqM a la superficie M en el punto q =
(x0, y0, p0) es el conjunto TqM = {(x, y, p)| ∇F (q) · (x− x0, y − y0, p− p0) = 0} . Si Fp (q) = 0, el
vector w = (0, 0, p− p0) ∈ TqM. Si además α (t) = (α1 (t) , α2 (t) , α3 (t)) es una curva en M, esto
es, α (I) ⊆ M, con I = (−ε, ε) la cual satisface que α (0) = q, α′ (0) = w, entonces la diferencial
dπq : TqM −→ Tπ(q)R

2 de π en q cumple que

dπq (w) = d (π ◦ α) =
d

dt
(α1 (t) , α2 (t))

∣∣∣
∣
t=0

= (0, 0) .

Esto demuestra que w �= 0 está en el ker (dπq) . Por lo tanto, dπq no es un isomorfismo y en
consecuencia π no es un difeomorfismo local.

La proyección π : M −→ R
2 no es un difeomorfismo local en puntos (x, y, p) ∈ M que satisfacen

F = Fp = 0. Tales puntos se proyectan mediante π en puntos del discriminante Δ (x, y) = 0. Aśı, el
discriminante Δ (x, y) = 0 contiene al conjunto de valores cŕıticos de la proyección π (Ver definición en
la página 4)

Observación. Si tomamos la carta af́ın de la recta proyectiva RP 1, q = dx
dy , con dy �= 0, entonces se

define la función G (x, y, q) = c (x, y) q2 + 2b (x, y) q + a (x, y) , y se tienen resultados semejantes a los
dados en las proposiciones 5 y 6 :

Proposición 7 La superficie N = G−1 (0) es diferenciable en una vecindad de {(0, 0)}× R si y sólo si
la función Δ (x, y) = b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) tiene una singularidad de tipo Morse en (0, 0).

Proposición 8 La proyección π : N −→ R
2 definida por π (x, y, q) = (x, y) , es localmente un difeo-

morfismo en puntos (x, y, q) ∈M tales que Δ (π (x, y, q)) �= 0.

La prueba para cada una de éstas proposiciones es análoga a la demostración de las proposiciones 5
y 6, respectivamente.

Lema 2 Supongamos que el origen es una singularidad de tipo Morse de la función Δ. Entonces (0, 0)
tiene una vecindad en la que el único punto singular de la ecuación diferencial binaria (2.1) es (0, 0) .

Demostración. Supongamos que existe una sucesión {(xn, yn)}n∈N
de puntos singulares de una

ecuación diferencial binaria la cual converge al origen. Para cada n ∈ N, se tiene que a (xn, yn) =
b (xn, yn) = c (xn, yn) = 0. Por lo tanto, las derivadas parciales de Δ se anulan en todos los puntos de
la sucesión:

Δx (xn, yn) = (2bbx − axc− acx) (xn, yn) = 0,

Δy (xn, yn) = (2bby − ayc− acy) (xn, yn) = 0.

Se concluye que para cada n ∈ N, (xn, yn) es un punto cŕıtico de la función Δ. Entonces tenemos una
sucesión de puntos cŕıticos de la función Δ la cual se acumula en el origen. Esto es una contradicción,
pues el origen es una singularidad de Morse de Δ y por lo tanto es una singularidad aislada.
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Como consecuencia del lema podemos suponer que el origen es el único punto singular de una
ecuación diferencial binaria en una vecindad del origen.

Se ha mencionado que en general el discriminante Δ (x, y) = 0 es una curva con una singularidad
en el origen. Debido a que la función Δ tiene en el origen una singularidad de Morse, como punto de la
curva, el origen es una singularidad que puede ser sólo de dos tipos. Para ver esto, usaremos la teoŕıa
de contacto con rectas.

Definición. Sean γ : I = [a, b] −→ R
n una curva regular y g : R

n −→ R una función diferenciable.
Decimos que γ y g−1 (0) = {x ∈ R

n : g (x) = 0} tienen contacto de orden k en un punto p = γ (t0) , t0 ∈ I
si la función G (t) = (g ◦ γ) (t) satisface G (t0) = G(1) (t0) = G(2) (t0) = · · · = G(k−1) (t0) = 0 y
G(k) (t0) �= 0.

Estamos interesados en el caso que la curva regular γ sea una recta que pasa por un punto x ∈ g−1 (0)
con g : R

2 −→ R diferenciable. De esta forma, el orden de contacto entre γ y g−1 (0) es mayor o igual
que 1.

Definición. Sea x ∈ g−1 (0), diremos que x tiene multiplicidad l sobre g−1 (0) si se cumplen las
condiciones siguientes:

1. Si γ es cualquier recta que pasa por x tal que γ y g−1 (0) tienen orden de contacto k, entonces
l ≤ k.

2. Existe una recta γ̂ que pasa por x tal que γ̂ y g−1 (0) tienen orden de contacto l.

Definición. Sea x ∈ g−1 (0) un punto de multiplicidad l. Una recta tangente a g−1 (0) en x es una
recta que pasa por x tal que el orden de contacto con g−1 (0) es mayor o igual que l+ 1.

Obsérvese que un conjunto g−1 (0) puede tener más de una recta tangente en un punto x.

Ahora podemos saber cuáles son los tipos de singularidades que tiene la curva discriminante. En el
contexto anterior Δ toma el papel de g y Δ−1 (0) es la curva discriminante de una ecuación diferencial
binaria.

Sea γm : R −→ R
2 dada por γm (t) = (t, mt) , m ∈ R, una parametrización de una recta de pendiente

m, la cual pasa por el origen. Sea G : R −→ R, dada por G (t) = (Δ ◦ γm) (t) . De (2.5) se sigue que

G (t) =
(
b21 − a1c1

)
t2 + (2b1b2 − c2a1 − c1a2)mt2 +

(
b22 − a2c2

)
m2t2 +O

(
t3
)
.

Si t = 0 se tiene que γm (0) = (0, 0) por lo que se satisface G (0) = (Δ ◦ γm) (0) = Δ (0, 0) = 0. De
manera similar podemos ver que la función Ǵ (t) se anula en t = 0. Esto pues:

Ǵ (t) = 2
(
b21 − a1c1

)
t+ 2 (2b1b2 − c2a1 − c1a2)mt+ 2

(
b22 − a2c2

)
m2t+O

(
t2
)
.

Aśı, para todo m ∈ R, la recta γm (t) tiene un orden de contacto igual a uno con Δ−1 (0). De esto
tenemos que la multiplicidad de (0, 0) sobre Δ−1 (0) es igual a 1. Aśı que, Δ−1 (0) tiene al menos una
recta tangente en el origen si existe una recta que tiene orden de contacto con Δ−1 (0) mayor o igual a
dos.
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Como

G(2) (t) = 2
(
b21 − a1c1

)
+ 2 (2b1b2 − c2a1 − c1a2)m+ 2

(
b22 − a2c2

)
m2 +O (t) .

Si
(
b22 − a2c2

) �= 0, entonces la igualdad G(2) (0) = 0 se satisface si y sólo si existe m ∈ R tal que

0 = 2
(
b21 − a1c1

)
+ 2 (2b1b2 − c2a1 − c1a2)m+ 2

(
b22 − a2c2

)
m2. (2.7)

Como se ha supuesto que la función Δ tiene una singularidad de Morse en el origen, entonces la
expresión (2.6) es distinta de cero. En consecuencia, la ecuación cuadrática (2.7) tiene dos soluciones
distintas.

Es necesario considerar también el orden de contacto de la recta γ (t) = (0, t) . En este caso:

G (t) = (Δ ◦ γ) (t) =
(
b22 − a2c2

)
t2 +O

(
t3
)
,

Ǵ (t) = 2
(
b22 − a2c2

)
t+ O

(
t2
)
,

G(2) (t) = 2
(
b22 − a2c2

)
+ O (t) .

En t = 0, G (t) = 0 = Ǵ (t) . Si 2
(
b22 − a2c2

) �= 0, entonces la ecuación (2.7) es efectivamente de grado 2
y no hay cambio en las conclusiones obtenidas. Si 2

(
b22 − a2c2

)
= 0, entonces (2.7) es de grado 1 y las

rectas tangentes son γ (t) = (0, t) y γm0 (t) = (t, m0t) con m0 solución de

0 = 2
(
b21 − a1c1

)
+ 2 (2b1b2 − c2a1 − c1a2)m.

En cualquier caso, si (2.6) es menor a cero, entonces existen dos rectas γm1 (t) , γm2 (t) que tienen
orden de contacto con Δ (x, y) = 0 mayor o igual que dos. Como las rectas γm1 (t) y γm2 (t) con
Δ (x, y) = 0 tienen orden de contacto mayor a la multiplicidad de (0, 0), entonces ambas son rectas
tangentes al discriminante Δ (x, y) = 0 en (0, 0) .

Si el conjunto Δ−1 (0) tiene dos rectas tangentes distintas en el origen, entonces decimos que el
discriminante Δ (x, y) = 0 tiene un nodo en el origen. En este caso, en una vecindad del origen el
discriminante consiste dos curvas que se cruzan (Ver figura 2.2(a)).

Si (2.6) es mayor a cero, entonces no hay ráıces reales de la ecuación cuadrática (2.7). Podemos
pensar que Δ (x, y) = 0 tiene dos rectas tangentes complejas en (0, 0) . En este caso, decimos que el
discriminante Δ (x, y) = 0 es un punto aislado, esto es, el origen es una componente conexa de la curva
Δ (x, y) = 0 (Ver figura 2.2(b)).

Lema 3 Si el discriminante de una ecuación diferencial binaria es un punto aislado en una vecindad
del origen, entonces π−1 (Δ (x, y) = 0) = {(0, 0)} × R. Si el discriminante tiene un nodo en el origen
entonces π−1 (Δ (x, y) = 0) consiste de {(0, 0)} × R junto con dos curvas que intersecan a {(0, 0)} × R

en dos puntos.

Demostración. Recordemos que π (x, y, p) = (0, 0) si y sólo si x = y = 0, por lo que π−1 ({(0, 0)}) =
{(0, 0, p)} = {(0, 0)} × R.

Si la curva Δ (x, y) = 0 es un nodo en el origen, se tienen dos rectas tangentes distintas en (0, 0) ,
entonces el discriminante Δ (x, y) = 0 en una vecindad del origen consta de dos ramas las cuales se
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Figura 2.2: Tipos de singularidades en el origen de la curva discriminante.
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Figura 2.3: Discriminante tipo nodo y su imagen inversa.

intersectan transversalmente en (0, 0) . Si δ1 (t) es una de estas ramas entonces existe una dirección
[dx : dy] ∈ RP 1 la cual es el ĺımite cuando t tiende a 0 de las direcciones definidas por la ecuación
diferencial (2.1) a lo largo de δ1 (t) .

Supongamos que la recta y = m1t es la recta tangente a δ1 (t) en t = 0. Analizaremos el com-
portamiento de las direcciones definidas por (2.1) en la recta y = m1t, pues ésta nos da una buena
aproximación del comportamiento de las direcciones definidas por (2.1) en δ1 (t) si t −→ 0. Las direc-
ciones definidas en Δ (x, y) = 0 están dadas por

p =
−b (x, y)
a (x, y)

= −
b1x+ b2y + O

(
‖(x, y)‖2

)

a1x+ a2y +O
(
‖(x, y)‖2

) .

Luego, si γm1 (t) = (t, m1t) entonces

p ◦ γm1 (t) =
−b (t, m1t)
a (t, m1t)

= −
b1t+ b2m1t+ O

(
‖(x, y)‖2

)

a1t+ a2m1t+O
(
‖(x, y)‖2

) .

Por lo tanto, ĺım
t−→0

p ◦ γm1 (t) = − ĺım
t−→0

b1t+ b2m1t+O
(
‖(x, y)‖2

)

a1t+ a2m1t+ O
(
‖(x, y)‖2

) = − b1 + b2m1

a1 + a2m1
.

Se sigue que, [dx : dy] = [a1 + a2m1 : − (b1 + b2m1)] es la dirección ĺımite en (0, 0) .

De manera similar podemos ver que la dirección [dx : dy] = [a1 + a2m2 : − (b1 + b2m2)] es el ĺımite
cuando t tiende a 0 de las direcciones definidas por la ecuación diferencial (2.1) a lo largo de δ2 (t) , la
segunda rama de Δ (x, y) = 0 en una vecindad de (0, 0) .
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2.1.1. El campo vectorial tangente a la superficie M.

Definición. Supóngase que la superficie M es diferenciable. A un campo vectorial ξ tangente a M le
llamamos levantamiento de la ecuación (2.1), o levantamiento del campo bivaluado determinado por la
ecuación diferencial binaria si dπ|(x,y,p) (ν) es una recta de pendiente p en el punto (x, y) , para todo
punto (x, y, p) ∈M y para todo vector ν ∈ ξ

Proposición 9 El campo vectorial

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p

es un levantamiento del campo de direcciones bivaluado en una vecindad del origen.

Demostración. El vector (Fp, pFp,− (Fx + pFy)) es claramente tangente a M en (x, y, p) pues

(Fp, pFp,−Fx − pFy) · (Fx, Fy, Fp) = 0.

La diferencial de π en (x, y, p) transforma al vector (Fp, pFp,− (Fx + pFy)) en el vector (Fp, pFp)
anclado en (x, y) y este último genera una recta de pendiente p en el punto (x, y).

Proposición 10 El campo vectorial ξ en M tiene genéricamente uno o tres puntos singulares en
{(0, 0)} × R, los cuales son del tipo nodo o silla.

Demostración. Los puntos singulares de ξ en M son aquellos puntos (x, y, p) que satisfacen cada una
de las tres igualdades siguientes: F (x, y, p) = 0, Fp (x, y, p) = 0, (Fx + pFy) (x, y, p) = 0.

Se ha notado que el sistema F (x, y, p) = Fp (x, y, p) = 0, se satisface en la imagen inversa del
discriminante b2 (x, y) − a (x, y) c (x, y) = 0. Por lo tanto, los puntos singulares del campo ξ en M se
proyectan bajo π en puntos del conjunto Δ (x, y) = 0. Consideraremos primero los puntos singulares ξ
que están en la fibra {(0, 0)} × R.

Como F (0, 0, p) = 0 = Fp (0, 0, p) , los puntos singulares de ξ en {(0, 0)} × R están dados por la
ecuación

0 = Fx (0, 0, p) + pFy (0, 0, p)

= a2p
3 + (2b2 + a1) p2 + (2b1 + c2) p+ c1

= φ (p) .

El conjunto discriminante de los polinomios cúbicos φ (p) , formado por los polinomios con una ráız
real repetida, es un conjunto de medida cero en el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas
son los parámetros ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} . Genéricamente, un polinomio φ (p) tiene una ráız real o bien tres
ráıces reales distintas.

En lo siguiente, vamos a considerar ecuaciones diferenciales binarias tales que el polinomio φ (p)
tiene una o tres ráıces reales distintas.

Sea p1 una ráız de φ, entonces φ (p1) = (Fx + p1Fy) (0, 0, p1) = 0. Afirmamos que Fy (0, 0, p1) �= 0.
Si suponemos que Fy (0, 0, p1) = 0, entonces Fx (0, 0, p1) = 0. En este caso M no es diferenciable según
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se mostró en la proposición 5 de esta sección. Podemos asumir que Fy (0, 0, p1) �= 0. Entonces, por el
teorema de la función impĺıcita, M es localmente la gráfica de una función diferenciable y = g (x, p) tal
que F (x, g (x, p) , p) = 0 y sus derivadas parciales cumplen

Fx + Fy (gx) = 0 y Fy (gp) + Fp = 0. (2.8)

Consideremos la proyección del campo de direcciones ξ en M sobre el plano (x, p) . Denotemos el
nuevo campo definido en el plano xp como ξ̃. En un punto (0, p1) escribimos al campo de direcciones ξ̃
por

ξ̃ =
[
α1x+ α2 (p− p1) +O

(
‖(x, y)‖2

)] ∂

∂x
+
[
β1x+ β2 (p− p1) +O

(
‖(x, y)‖2

)] ∂

∂p
.

Podemos calcular los coeficientes α1, α2, β1 y β2 de la siguiente manera:

En (0, p1) se cumplen las siguientes igualdades por ser ξ̃ la proyección del campo ξ = Fp
∂
∂x +pFp

∂
∂y −

(Fx + pFy) ∂
∂p .

Fp = α1x + α2 (p− p1) +O
(
‖(x, y)‖2

)
,

− (Fx + pFy) = β1x+ β2 (p− p1) + O
(
‖(x, y)‖2

)
.

Al calcular las derivadas parciales en (0, p1) en ambas ecuaciones, obtenemos

Fpx (0, p1) = α1, Fpp (0, p1) = α2,

− (Fxx + pFyx) (0, p1) = β1, − (Fxp + pFyp) (0, p1) = β2.

Nótese que Fp = Fp (x, g (x, p) , p) , luego, al derivarla impĺıcitamente en (0, p1) obtenemos que

α1 = (Fpx + Fpygx)|(0,p1)
,

α2 = (Fpygp + Fpp)|(0,p1)
.

De manera análoga,

β1 = − ∂

∂x
(Fx + pFy)

∣∣
∣∣
(0,p1)

= Fxx + Fxygx + p (Fyygx + Fxy)|(0,p1)
,

β2 = − ∂

∂p
(Fx + pFy)

∣
∣∣∣
(0,p1)

= Fxygp + Fxp + Fy + p (Fyp + Fyygp)|(0,p1)
.

Notemos que gx (0, p1) = p1 ya que (Fx + pFy) (0, p1) = φ (p1) = 0 = (Fx + (gx)Fy) (0, p1) ver (2.8).

Como g (0, p1) = 0 entonces tenemos que Fp (0, p1) = Fp (0, g (0, p1) , p1) = 0, de (2.8) se obtiene que
0 = (Fy (gp) + Fp) (0, p1) = (Fygp) (0, p1) . Como consecuencia de Fy (0, p1) = Fy (0, 0, p1) �= 0 se cumple
que gp (0, p1) = 0.

Debido a que 0 = (Fp)|(0,p1)
tenemos que

0 =
(
∂

∂p
Fp

)∣∣∣∣
(0,p1)

=
∂

∂p
(Fp (x, g (x, p) , p))

∣
∣∣∣
(0,p1)

= (Fpygp + Fpp)|(0,p1)
.
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Como gp (0, p1) = 0, entonces Fpp (0, p1) = 0. Por lo tanto α2 = (Fpygp + Fpp)|(0,p1)
= 0. Podemos ahora

simplificar las expresiones para α1, α2 y β2 con ayuda de la expresión

F (x, y, p) = (a1x+ a2y + · · · ) p2 + 2 (b1x+ b2y + · · · ) p+ (c1x+ c2y + · · · ) .

Por lo tanto se consigue que en (0, p1) ,

α1 = 2
(
a2p

2
1 + (b2 + a1) p1 + b1

)
,

α2 = 0,

β2 = −{
3a2p

2
1 + 2 (2b2 + a1) p1 + (c2 + 2b1)

}
= −φ′ (p1) .

La matŕız

(
α1 α2

β1 β2

)

es la correspondiente a la parte lineal de ξ̃ en (0, p1) .

Como α2 = 0 tenemos que los eigenvalores de la parte lineal de ξ̃ son

α1 = α1 (p1) = 2
(
a2p

2
1 + (b2 + a1) p1 + b1

)
(2.9)

β2 = −φ′ (p1)

Como p1 no es ráız repetida de φ entonces φ′ (p1) �= 0.

Los polinomios α1 y φ tienen un factor en común si y sólo si su resultante se anula, como el valor de
este determinante es un polinomio en las variables ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} , entonces, genéricamente, α1 y φ no
tienen ráıces comunes. En el resto del texto supondremos que α1 (p1) �= 0. Por lo tanto, topológicamente
los ceros de ξ̃ son nodos o sillas dependiendo del signo de α1 y β2.

Observación. Genéricamente, los puntos singulares de ξ son aislados. Más aún, en el caso que
Δ (x, y) = 0 es un nodo los puntos singulares de ξ no se acumulan en puntos sobre {(0, 0)} × R.

Demostración. Como se ha supuesto que los eigenvalores α1 y β2 son distintos de cero, entonces los
puntos singulares en {(0, 0)} × R son aislados.

Notemos que un punto singular (x, y, p) de ξ se proyecta en un punto (x, y) sobre el discriminante.
Aśı, para una ecuación diferencial binaria, tal que Δ (x, y) = 0 es un punto aislado, en una vecindad de
{(0, 0)} × R, el campo vectorial ξ sólo tiene puntos singulares sobre {(0, 0)} × R.

Si para una ecuación diferencial binaria el discriminante es un nodo y (x, y, p) es un punto singular
de ξ con (x, y) �= (0, 0) , entonces la recta tangente al discriminante en (x, y) coincide con la dirección
del campo bivaluado en el punto (x, y). También sabemos que las direcciones del campo bivaluado en
una rama del discriminante convergen a una dirección en (0, 0) (ver la prueba del lema 3).

Si {(xn, yn, pn)}n∈N
es una sucesión de puntos singulares del campo vectorial ξ que tienen un punto

de acumulación (0, 0, p0) en {(0, 0)} × RP 1 (podemos pensar que esta sucesión se proyecta sólo en una
de las ramas del discriminante), entonces la sucesión de espacios tangentes

{
T(xn,yn,pn)M

}
n∈N

converge
a T(0,0,p0)M. Y como (xn, yn, pn) es un punto singular de ξ, entonces T(xn,yn,pn)M interseca al plano
{(x, y)} en una recta de pendiente pn, para cada n ∈ N. En consecuecia T(0,0,p0)M interseca al plano
{(x, y)} en una recta de pendiente p0. Esto implica que (0, 0, p0) es un punto singular de ξ.
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Como (0, 0, p0) es un punto singular de ξ y p0 es la pendiente de una recta tangente al discriminante
en (0, 0), entonces deben satisfacerse simultáneamente las igualdades:

0 = a2p
3
0 + (2b2 + a1) p2

0 + (2b1 + c2) p0 + c1 = φ (p0) ,

0 = 2
(
b22 − a2c2

)
p2
0 + 2 (2b1b2 − c2a1 − c1a2) p0 + 2

(
b21 − a1c1

)
.

Este caso no es genérico, pues la condición para que estos polinomios tengan una ráız común determina
un subespacio de medida cero en el espacio determinado por los parámetros ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} .

Observación. Se puede suponer que para una ecuación diferencial binaria, el campo vectorial ξ
definido sobre M tiene únicamente singularidades en {(0, 0)} × R. Si esto no es aśı, podemos restringir
el estudio de una ecuación diferencial en una vecindad lo suficientemente pequeña del origen de R

2 tal
que el campo ξ tiene únicamente singularidades en {(0, 0)}×R. Esto es posible pues genéricamente los
puntos singulares de ξ no se acumulan en {(0, 0)} × R.

Nota 1 Genéricamente, el polinomio φ (p) = a2p
3 + (2b2 + a1) p2 + (2b1 + c2) p + c1 no tiene a cero

como ráız, pues c1 = 0, determina en el espacio real de seis dimensiones ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} un conjunto
de medida cero.

Si se elige la carta de la recta proyectiva con dy �= 0, entonces para la superficie N = G−1 (0) donde
G (x, y, q) = c (x, y) q2 + 2b (x, y) q + a (x, y) , el campo vectorial

ζ = Gq
∂

∂x
+ qGq

∂

∂y
− (Gx + qGy)

∂

∂q

es un levantamiento del campo bivaluado.

Los puntos singulares de ζ en la fibra {(0, 0)} ×R, son del tipo nodo y/ó silla y están dados por las
ráıces del polinomio

(Gx + qGy) (0, 0, q) = a1 + 2b1q + c1q
2 + q

(
a2 + 2b2q + c2q

2
)

= c2q
3 + (2b2 + c1) q2 + (a2 + 2b1) q + a1

= φ (q)

Genéricamente, φ (q) no tiene a q = 0 como ráız.

Nota 2 En M̂, se tiene un campo vectorial tangente ξ̂, este campo vectorial coincide con ξ en la carta
coordenada de M̂ con dx �= 0. El número y el tipo topológico de los puntos singulares del campo vectorial
ξ̂ coincide con los del campo ξ.
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2.2. Formas normales de ecuaciones diferenciales binarias lineales.

En esta sección, el objetivo es mostrar que existe un cambio de coordenadas lineal con el cual una
ecuación diferencial binaria puede ser transformada a una en la que las funciones a (x, y) y c (x, y) sólo
dependen de la segunda variable. Los cambios de coordenadas transforman términos de grado k de una
ecuación en términos de grado mayor o igual que k, en particular los términos lineales de una ecuación
diferencial binaria serán transformados bajo un difeomorfismo lineal en términos lineales. Por lo tanto,
es suficiente analizar los coeficientes lineales de una ecuación diferencial binaria en los dos sistemas
coordenados, antes y después de realizar cambios de coordenadas.

Sean J k
z (a) ,J k

z (b) y J k
z (b) los jets de orden k en el punto z de las funciones a, b y c respectivamente.

Decimos que la ecuación diferencial J k
z (a) dy2 + J k

z (b) dydx+J k
z (c) dx2 = 0 es el jet de orden k de la

ecuación diferencial binaria (2.1) en el punto z.

Para las funciones a, b y c los respectivos 1-jets son J 1
(0,0) (a) = a1x+ a2y,J 1

(0,0) (2b) = 2 (b1x+ b2y)
y J 1

(0,0) (c) = c1x + c2y, por lo que el 1-jet de la ecuación (2.1) es la ecuación diferencial binaria lineal
(a1x+ a2y) dy2 + 2 (b1x+ b2y) dxdy + (c1x+ c2y) dx2 = 0.

Proposición 11 Supongamos que el polinomio φ (p) no tiene ráıces repetidas, y que los polinomios
α1 (p) y φ (p) no tienen ráıces comunes, entonces el 1-jet de la ecuación diferencial binaria 2.1 puede
ser transformado en alguna de las siguientes formas normales

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx− ydx2 = 0,

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx+ ydx2 = 0.

Demostración. Consideraremos una ecuación diferencial binaria en la que las funciones a, b, c son
lineales:

(a1x+ a2y) dy2 + 2 (b1x+ b2y) dxdy + (c1x+ c2y) dx2 = 0. (2.10)

Escribimos la ecuación 2.10 en forma matricial (a lo largo de esta sección, para simplificar los cálculos,
consideraremos una ecuación diferencial binaria lineal en su forma matricial).

(
x y

)
(
c1 b1 a1

c2 b2 a2

)⎛

⎜
⎝

dx2

2dxdy
dy2

⎞

⎟
⎠ = 0.

Considérese un difeomorfismo lineal en el plano R
2,

(
x

y

)

=

(
α β

γ δ

)(
X

Y

)

.

La composición del difeomorfismo con la ecuación diferencial binaria 2.10 nos da una nueva ecuación
diferencial binaria linealK : AdY 2+2BdXdY +CdX2 = 0, en la cual A = A1X+A2Y, B = B1X+B2Y

y C = C1X +C2Y . La forma matricial de K es

K :
(
X Y

)(C1 B1 A1

C2 B2 A2

)⎛

⎜
⎝

dX2

2dXdY
dY 2

⎞

⎟
⎠ = 0.
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Ahora vamos a determinar los coeficientes Ai, Bi, Ci.

Primero, encontremos las expresiones de las formas cuadráticas dx2, 2dxdy y dy2 en las coordenadas
(X, Y ) :

dx2 = (αdX + βdY )2 = α2dX2 + 2αβdXdY + βdY 2,

2dxdy = 2 (αdX + βdY ) (γdX + δdY ) = 2αγdX2 + 2 (αδ + βγ)dXdY + 2βδdY 2,

dy2 = (γdX + δdY )2 = γ2dX2 + 2γδdXdY + δ2dY 2.

En forma matricial: ⎛

⎜
⎝

dx2

2dxdy
dy2

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝
α2 αβ β2

2αγ αδ + βγ 2βδ
γ2 γδ δ2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

dX2

2dXdY
dY 2

⎞

⎟
⎠ .

Por lo tanto, la ecuación 2.10 en las coordenadas (X, Y ) tiene la expresión:

(
X Y

)
(
α γ

β δ

)(
c1 b1 a1

c2 b2 a2

)⎛

⎜
⎝
α2 αβ β2

2αγ αδ + βγ 2βδ
γ2 γδ δ2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

dX2

2dXdY
dY 2

⎞

⎟
⎠ = 0.

Aśı, los coeficientes de la ecuación K son:

A1 = δ2 (αa1 + γa2) + 2βδ (αb1 + γb2) + β2 (αc1 + γc2) ,

A2 = a2δ
3 + βδ2 (2b2 + a1) + β2δ (2b1 + c2) + c1β

3,

B1 = γδ (αa1 + γa2) + (αδ + γβ) (αb1 + γb2) + αβ (αc1 + γc2) ,

B2 = γδ (βa1 + δa2) + (αδ + γβ) (βb1 + δb2) + αβ (βc1 + δc2) ,

C1 = γ3a2 + γ2α (a1 + 2b2) + α2γ (2b1 + c2) + α3c1,

C2 = γ2 (βa1 + δa2) + 2αγ (βb1 + δb2) + α2 (βc1 + δc2) .

Recordemos que los puntos singulares del campo ξ sobre {(0, 0)} × RP 1 están dados por la ráıces
del polinomio φ (p) = a2p

3 + (2b2 + a1) p2 + (2b1 + c2) p + c1. Supongamos β �= 0, si tomamos p = δ
β

entonces se puede reescribir a los coeficientes

A2 = β3φ
(

δ
β

)
y C1 = α3φ

( γ
α

)
.

Si p1 es una ráız de φ (p) , elegimos γ = αp1 y entonces la transformación (x, y) =
(
αX + βY, αp1X + δY

)

hace que C1 = 0. Tomando a γ = αp1 no podemos elegir δ = βp1, pues en este caso la transformación
(x, y) =

(
αX + αY, αp1X + βp1Y

)
no es un cambio de coordenadas ya que la matriz J es singular.

J =

(
α β

αp1 βp1

)

.

Con γ = αp1, las expresiones para A1 y C2 se vuelven

A1 = α
(
δ2 (a1 + p1a2) + 2βδ (b1 + p1b2) + β2 (c1 + p1c2)

)
,

C2 = α2
((
p2
1a1 + 2p1b1 + c1

)
β +

(
p2
1a2 + 2p1b2 + c2

)
δ
)
.
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Caso 1 Veamos que en general, C2 �= 0.

Supongamos que C2 = 0. El coeficiente puede ser reescrito de la siguiente forma:

C2 = α2 (βFx (0, 0, p1) + δFy (0, 0, p1)) .

ComoM es diferenciable, Fx y Fy no se anulan simultáneamente. Supongamos primero que Fy (0, 0, p1) �=
0, entonces

δ = β

(−Fx

Fy
(0, 0, p1)

)
=

−βFx (0, 0, p1)
Fy (0, 0, p1)

.

La transformación (x, y) =
(
αX + βY, αp1X − βFx

Fy
Y
)

tiene jacobiano nulo: −1
Fy

(αβFx + αp1βFy) =

−αβ
Fy
φ (p1) = 0, y por lo tanto no es un difeomorfismo.

Si Fy (0, 0, p1) = 0 entonces 0 = α2βFx (0, 0, p1) = C2. Como se ha supuesto β �= 0, necesariamente
α = 0, en este caso la transformación (x, y) = (βY, δY ) no es un cambio de coordenadas.

Aśı, el conjunto de ecuaciones diferenciales binarias tales que C2 = 0 es un conjunto de codimensión
uno en el espacio de ecuaciones diferenciales binarias del tipo 2.10.

Caso 2 Mediante un cambio de coordenadas apropiado, haremos A1 = 0.

La ecuación A1 = 0 se cumple si y sólo si

α
(
δ2 (a1 + p1a2) + 2βδ (b1 + p1b2) + β2 (c1 + p1c2)

)
= 0. (2.11)

Notemos que la ecuación (2.11) es homogénea en β, δ de grado 2. Al reemplazar δ por βp1 obtenemos

A1 = α
(
β2p2

1 (a1 + p1a2) + 2β2p1 (b1 + p1b2) + β2 (c1 + p1c2)
)

= αβ2
(
p2
1 (a1 + p1a2) + 2p1 (b1 + p1b2) + (c1 + p1c2)

)

= αβ2
(
a2p

3
1 + (a1 + 2b2) p2

1 + (2b1 + c2) p1 + c1
)

= αβ2φ (p1) ,

de esto obtenemos que δ = βp1 es solución de αβ2φ (p) = 0. Como A1 = 0 es una ecuación homogénea
en β, δ de grado 2 entonces αβ2φ (p1) tiene una segunda solución, digamos δ = λβ. De la ecuación (2.11)
obtenemos

δ

β
=

−2 (b1 + p1b2) ±
√

(b1 + p1b2)
2 − 4 (a1 + p1a2) (c1 + p1c2)

2 (a1 + p1a2)
.

Si las soluciones coinciden, es decir, λ = p1, entonces p1 = δ
β y de la ecuación (2.11) se concluye que

p1 = − (b1 + p1b2) / (a1 + p1a2) ,

expresión equivalente a

a2p
2
1 + (a1 + b2) p1 + b1 =

1
2
α1 (p1) = 0.

De esto se sigue que α1 y φ tengan una ráız común. Esta situación no es genérica, por tanto, podemos
suponer que λ �= p1. Obsérvese que definir δ = λβ anula al coeficiente A1.
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Observación. Nótese que A1 = 0 tiene una ráız doble si y sólo si

(2β (b1 + p1b2))
2 − 4β2 (c1 + p1c2) (a1 + p1a2) = 0.

Esto es equivalente a

(b1 + p1b2)
2 − (c1 + p1c2) (a1 + p1a2)

=
(
b22 − a2c2

)
p2
1 + (2b1b2 − a1c2 − a2c1) p1 + b21 − a1c1 = 0

Al comparar esta expresión con la parte cuadrática (el 2-jet) de la función Δ = b2−4ac, geométricamente
significa que y = p1x es la recta tangente a una de las ramas del discriminante Δ (x, y) = 0 de la ecuación
diferencial binaria en (0, 0) .

Hemos conseguido el cambio de coordenadas
(
x

y

)

=

(
α β

αp1 λβ

)(
X

Y

)

, con λ �= p1,

con el cual obtenemos la siguiente ecuación diferencial binaria

(
X Y

)
(

0 B1 0
C2 B2 A2

)⎛

⎜
⎝

dX2

2dXdY
dY 2

⎞

⎟
⎠ = 0. (2.12)

Caso 3 Podemos encontrar cambios de coordenadas con el cual los coeficientes A2 = 1 y C2 = ±1.

Consideremos el cambio de coordenadas
(
X

Y

)

=

(
α 0
0 δ

)(
x

y

)

,

aplicado a la ecuación diferencial binaria 2.12 se obtienen los siguientes coeficientes

(
α 0
0 δ

)(
0 B1 0
C2 B2 A2

)⎛

⎜
⎝
α2 0 0
0 αδ 0
0 0 δ2

⎞

⎟
⎠ =

(
0 α2δB1 0

α2δC2 αδ2B2 δ3A2

)

.

Necesitamos encontrar α y δ tales que α2δC2 = (signo (δC2)) 1 y δ3A2 = 1.

Sea δ =
(

3
√
A2

)−1
, entonces α2 = (signo(δC2))

δC2
= | 3√A2|

|C2| y α = ±
√

| 3√A2|
|C2| .

Por lo tanto, dada la ecuación diferencial binaria lineal 2.10 la composición de los difeomorfismos

(
Xα+ Y β, Y βλ+Xαp1

)
y
(√

| 3√A2|
|C2| X,

(
3
√
A2

)−1
Y

)
,

reduce 2.10 a una de las formas normales.
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2.2.1. Análisis cualitativo de los puntos singulares del campo ξ.

Considere las ecuaciónes diferenciales binarias ydy2+2 (b1x+ b2y) dydx±ydx2 = 0. En este apartado,
para cada una de estas formas normales, daremos una partición del plano {(b1, b2)} de acuerdo al tipo
de puntos singulares del campo vectorial ξ definido en la superficie M.

El cambio de coordenadas (
−1 0
0 1

)(
x

y

)

=

(
−x
y

)

,

mantiene invariante el tipo de ecuación diferencial binaria:

(
x y

)(−1 0
0 1

)(
0 b1 0
±1 b2 1

)⎛

⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

dx2

dxdy

dy2

⎞

⎟
⎠

=
(
x y

)
(

0 b1 0
±1 −b2 1

)⎛

⎜
⎝

dx2

dxdy

dy2

⎞

⎟
⎠ ,

de esto observamos que existe una simetŕıa en la partición con respecto al eje b1 en el plano con
coordenadas (b1, b2) , pues el número y tipo topológico de los puntos singulares del campo vectorial ξ se
conserva tras haber hecho el cambio de coordenadas.

La Forma Normal Lineal

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx− ydx2 = 0.

Las siguientes curvas son las separatrices asociadas al tipo de punto(s) singular(es) del campo vec-
torial ξ correspondiente a la forma normal ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx− ydx2 = 0.

1. La curva “ no Morse ” b1 = 0.

Si b1 = 0, entonces la parte cuadrática de la función Δ es degenerada. Esto implica que Δ no tiene
una singularidad de Morse en el origen.

2. Las curvas 2b1 − 1 = 0 y b1 = 1
2

(
b22 + 1

)
.

Para este tipo de ecuación diferencial binaria el polinomio φ (p) tiene la siguiente forma

φ (p) = p3 + 2b2p2 + (2b1 − 1)p.

Las ráıces de φ (p) son 0,−b2 +
√
b22 − (2b1 − 1) − b2 y −b2 −

√
b22 − (2b1 − 1). Por lo tanto, si

2b1 − 1 = 0 ó b1 = 1
2

(
b22 + 1

)
, entonces el polinomio φ (p) tiene una ráız doble.

3. La curva con ráıces comunes de α1 (p) y φ (p) .

El eigenvalor α1 para este tipo de ecuación diferencial binaria es:

α1 (p) = 2
(
p2 + b2p+ b1

)
.

Si b1 = 0 entonces α1 tiene a cero como ráız, por lo tanto, se tiene una situación no genérica, pues
α1 y φ (p) tienen una ráız común.
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Figura 2.4: Partición del plano {(b1, b2)} determinado por ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx− ydx2 = 0.

En el apéndice se puede encontrar un análisis detallado de las siguientes afirmaciones, que corres-
ponden a la partición que ilustra la figura 2.4.

En el conjunto
{
(b1, b2) : 1

2 < b1, b
2
2 − 2b1 + 1 < 0

}
, el polinomio φ (p) = p3 + 2b2p2 + (2b1 − 1) p,

tiene una única ráız real, p = 0. Las otras dos ráıces son complejas conjugadas, pues b22 − (2b1 − 1) < 0.
Como los valores propios correspondientes a la parte lineal del campo vectorial ξ en el punto (0, 0) son

α1 (0) = 2b1 > 0,

−φ (0) = − (2b1 − 1) < 0,

entonces el punto singular del campo vectorial ξ es un punto silla. Como ξ es la proyección en el plano
{(x, p)} del campo ξ, entonces (0, 0, 0) es topológicamente un punto silla.

En el conjunto
{
(b1, b2) : 0 < b1, b

2
2 − 2b1 + 1 > 0

}
, el polinomio φ (p) tiene tres ráıces reales distin-

tas, digamos ρ1, ρ2, ρ3, que corresponden a tres puntos singulares del campo ξ, éstos tienen dos posibles
configuraciones: silla, nodo, silla o bien, silla, silla, nodo respectivamente.

En el conjunto
{
(b1, b2) : b1 < 0, b22 − 2b1 + 1 > 0

}
, el polinomio φ (p) tiene tres ráıces reales distintas

que corresponden a tres puntos singulares del campo ξ. Topológicamente, cada uno de ellos es un punto
singular de tipo silla.

Observación. Si una ecuación diferencial binaria es tal que a = −c, el origen es un punto aislado del
discriminante. En este caso, si el campo vectorial ξ tiene sólo un punto singular el cual es un punto
silla, entonces el origen es de tipo lemon. Si ξ tiene tres puntos singulares los cuales son tres puntos
sillas, entonces se tiene el caso star. El caso monstar se consigue si el campo ξ tiene dos puntos silla y
un nodo (Ver figura 2.5).
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Figura 2.5: Modelos locales de la forma normal lineal ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx− ydx2 = 0.

La Forma Normal Lineal

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx+ ydx2 = 0.

Las curvas separatrices asociadas al tipo de punto(s) singulare(s) del campo de direcciones ξ corres-
pondientes a la forma normal ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx+ ydx2 = 0 son las siguientes:

1. La curva “ no Morse ” b1 = 0.

2. Las curvas 2b1 + 1 = 0 y b1 = 1
2

(
b22 − 1

)
.

El polinomio φ (p) para este tipo de ecuación diferencial binaria tiene la siguiente forma

φ (p) = p3 + 2b2p2 + (2b1 + 1) p

Este polinomio tiene las ráıces 0,−b2 +
√
b22 − (2b1 + 1) − b2 y −b2 − √

b22 − (2b1 + 1). Por lo
tanto, si los coeficientes de φ (p) satisfacen las ecuaciones de la recta 2b1 + 1 = 0 ó de la parábola
b1 = 1

2

(
b22 − 1

)
, entonces φ (p) tiene una ráız doble, que no es un caso genérico.

3. Las curvas b1 = 0 y b1 = ±b2 − 1.

El eigenvalor α1 para este tipo de ecuación diferencial binaria es:

α1 (p) = 2p2 + 2b2p+ 2b1.

Si b1 = 0, entonces p = 0 es una ráız común de los polinomios α1 (p) y φ (p).

Si b1 = ± b2−1, entonces α1 (p) = 2p2 + 2b2p± 2b2 − 2 y φ (p) = p
(
p2 + 2b2p+ (±2b2 − 1)

)
.

Por lo tanto, las ráıces de α1 son ∓1, 1−b2. Mientras que φ (p) tiene las ráıces 0,−1 y 1−2b2. Aśı,
en este caso, −1 es una ráız común de los polinomios α1 (p) y φ (p), que no es un caso genérico.

En el apéndice se puede encontrar un análisis detallado de las siguientes afirmaciones, que corres-
ponden a la partción del plano {(b1, b2)} que ilustra la figura 2.6. Si los coeficientes b1 y b2 de la forma
normal están en los conjuntos

{(b1, b2) : b1 < −1, b2 ≥ 0, b1 < b2 − 1, b1 < −b2 − 1} ,
y
{
(b1, b2) : 0 < b1, b2 ≥ 0, b22 − 2b1 − 1 > 0, b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1

}
,
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junto con sus simétricos con respecto al eje b1, entonces el campo vectorial ξ tiene tres puntos
singulares en {(0, 0)} × RP 1. Topológicamente, estos tres puntos singulares son sillas.

El campo vectorial ξ tiene tres puntos singulares: dos de ellos son sillas y el tercero es un nodo si
los coeficientes b1 y b2 pertenecen a los conjuntos

{
(b1, b2) : b1 < 0, b1 �= −1

2
, b2 ≥ 0, b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1

}
,

{
(b1, b2) : 0 < b1, b2 ≥ 0, b22 − 2b1 − 1 > 0, b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1

}
,

junto con sus simétricos con respecto al eje b1.

Si los coeficientes están en el conjunto

{
(b1, b2) : −1 < b1 < 0, b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b22 − 2b1 − 1 > 0

}
,

entonces ξ tiene tres puntos singulares: dos de ellos son nodos y el tercero es un silla.

En el conjunto {
(b1, b2) : −1

2
< b1 < 0, b22 − 2b1 − 1 < 0

}
,

el polinomio φ (p) sólo tiene una ráız real, que corresponde a un punto singular tipo nodo del campo
vectorial ξ.

En el conjunto {
(b1, b2) : 0 < b1, b

2
2 − 2b1 − 1 < 0

}
,

el polinomio φ (p) sólo tiene una ráız real, que corresponde a un punto singular tipo silla del campo
vectorial ξ.
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Figura 2.6: Partición del plano {(b1, b2)} determinado por ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx+ ydx2 = 0.
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2.3. Formas normales mediante difeomorfismos formales.

En la sección anterior logramos llevar una ecuación diferencial binaria (2.1) mediante cambios de
coordenadas lineales, en alguna de las siguientes formas reducidas:

(y + ã (x, y)) dy2 + 2
(
b1x+ b2y + b̃ (x, y)

)
dydx+ (y + c̃ (x, y)) dx2 = 0, (2.13)

(y + ã (x, y)) dy2 + 2
(
b1x+ b2y + b̃ (x, y)

)
dydx+ (−y + c̃ (x, y)) dx2 = 0. (2.14)

En este tipo de ecuaciones las funciones ã, b̃ y c̃ son diferenciables, sin términos constantes y sin términos
lineales.

El objetivo en esta sección es demostrar, que bajo ciertas condiciones, las ecuaciones diferenciales
binarias (2.13) y (2.14) pueden ser transformadas formalmente en una ecuación diferencial binaria tal
que ã (x, y) ≡ 0 y c̃ (x, y) ≡ 0. Para lograrlo, se usará el método de Poincaré que consiste en eliminar
sucesivamente los términos de grado mayor o igual que 2 en las funciones a y c.

Definición. Sean D un dominio entero y {ai : i ∈ N} una familia de elementos de D. Una serie de

potencias formal sobre D (o con coeficientes en D ) es una suma infinita de la forma
∞∑

i=0
aix

i.

Nótese que el conjunto de series de potencias formales sobre D forma un dominio entero, el cual
contiene al anillo de polinomios con coeficientes en D.

Antes de enunciar la proposición, introducimos la reducción formal aniquilando los términos de grado
k = 2. Sean

P2 = p1X
2 + p2XY + p3Y

2 y Q2 = q1X
2 + q2XY + q3Y

2,

polinomios homogéneos de grado 2. Consideremos la aplicación H2 : R
2 −→ R

2 definida por

H2 (X, Y ) =
(
X + P2, Y +Q2

)
.

El jacobiano de H2 en (0, 0) es

det

(
1 + ∂

∂XP2
∂

∂XQ2
∂

∂Y P2 1 + ∂
∂Y Q2

)∣∣∣∣
∣
(0,0)

= det

(
1 + 2p1X + p2Y 2q1X + q2Y

p2X + 2p3Y 1 + q2X + 2q3Y

)∣∣∣∣
∣
(0,0)

= 1.

Por lo tanto, H2 es un difeomorfismo en una vecindad de (0, 0) .

Es conveniente reescribir la función y + ã (x, y) como y + ã (x, y) = y + α̂2 (x, y) + O
(
‖(x, y)‖3

)

donde α̂2 es la forma de grado dos en la expansión de Taylor de ã :

α̂2 (x, y) = α1x
2 + α2xy + α3y

2.

De manera semejante para ±y + c̃ (x, y) = ±y + ς̂2 (x, y) + O
(
‖(x, y)‖3

)
con ς̂2 la forma de segundo

grado en la expansión de Taylor de c̃ (x, y) :

ς̂2 = ς1x
2 + ς2xy + ς3y

2.

Con esto obtenemos la ecuación diferencial binaria
(
y + α̂2 +O

(
‖(x, y)‖3

))
dy2 + 2 (b1x+ b2y + b (x, y)) dydx+

(
±y + ς̂2 +O

(
‖(x, y)‖3

))
dx2 = 0.

(2.15)
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Necesitamos encontrar un difeomorfismo del plano que lleve la ecuación (2.15) en una de la forma

(Y +A (X, Y )) dY 2 + 2 (b1X + b2Y +B (X, Y )) dY dX + (±Y + C (X, Y )) dX2 = 0,

donde las funciones A (X, Y ) y C (X, Y ) no tienen términos de grado menor o igual a 2.

Con el difeomorfismo H2 la ecuación (2.15) se transforma en:

(
Y +Q2 + α̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))
(dY + dQ2)

2 + 2 (b1X + b2Y + B (X, Y )) d (Y +Q2) d (X + P2)+
(
±Y ±Q2 + ς̂2 +O

(
‖(X, Y )‖3

))
(dX + dP2)

2 = 0.

Nos disponemos a calcular los términos de grado dos en la descomposición en serie de potencias de
esta última ecuación diferencial binaria.

Notemos que

(dY + dQ2)
2 =

(
dY + ∂Q2

∂X dX + ∂Q2
∂Y dY

)2
=

dY 2 + 2∂Q2
∂X dXdY + 2∂Q2

∂Y dY 2 + 2∂Q2
∂Y

∂Q2
∂X dXdY + ∂Q2

∂X

2
dX2 + ∂Q2

∂Y

2
dY 2 =

(
1 + 2∂Q2

∂Y +
(

∂Q2
∂Y

)2
)
dY 2 +

(
2∂Q2

∂X + 2∂Q2
∂Y

∂Q2
∂X

)
dXdY +

(
∂Q2
∂X

)2
dX2.

Por lo tanto, (
Y +Q2 + α̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))
(dY + dQ2)2 (2.16)

=(
Y +Q2 + α̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))((
1 + 2∂Q2

∂Y +
(

∂Q2

∂Y

)2
)
dY 2+2

(
∂Q2

∂X +∂Q2

∂Y
∂Q2

∂X

)
dXdY+

(
∂Q2

∂X

)2
dX2

)
.

De manera similar tenemos que:

d (Y +Q2) d (X + P2) =
(
dY + ∂Q2

∂X dX + ∂Q2
∂Y dY

)(
dX + ∂P2

∂X dX + ∂P2
∂Y dY

)

= dXdY + ∂P2
∂X

dXdY + ∂P2
∂Y

dY 2 + ∂Q2
∂X

dX2 + ∂Q2
∂X

∂P2
∂X

dX2 + ∂P2
∂Y

∂Q2
∂X

dXdY + ∂Q2
∂Y

dY dX + ∂P2
∂X

∂Q2
∂Y

dY dX + ∂P2
∂Y

∂Q2
∂Y

dY 2

=
(

∂P2
∂Y + ∂P2

∂Y
∂Q2

∂Y

)
dY 2 +

(
1 + ∂P2

∂X + ∂P2
∂Y

∂Q2

∂X + ∂P2
∂X

∂Q2

∂Y + ∂Q2

∂Y

)
dXdY +

(
∂Q2

∂X + ∂Q2

∂X
∂P2
∂X

)
dX2.

Si denotamos por S1 =
(

∂P2
∂Y + ∂P2

∂Y
∂Q2
∂Y

)
, S2 =

(
1 + ∂P2

∂X + ∂P2
∂Y

∂Q2
∂X + ∂P2

∂X
∂Q2
∂Y + ∂Q2

∂Y

)
y

S3 =
(

∂Q2
∂X + ∂Q2

∂X
∂P2
∂X

)
, obtenemos que:

(b1X + b2Y +B (X, Y )) d (Y +Q2) d (X + P2) (2.17)

= (b1X + b2Y + b (X, Y ))
(
S1dY

2 + S2dXdY + S3dX
2
)

Por último,
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(dX + dP2)
2 =

(
dX + ∂P2

∂X dX + ∂P2
∂Y dY

)2
=

dX2 + ∂P2
∂X

2
dX2 + 2∂P2

∂X dX2 + 2∂P2
∂Y dXdY + 2∂P2

∂X
∂P2
∂Y dXdY + ∂P2

∂Y

2
dY 2

∂P2
∂Y

2
dY 2 +

(
2∂P2

∂Y + 2∂P2
∂X

∂P2
∂Y

)
dXdY +

(
1 + ∂P2

∂X

2
+ 2∂P2

∂X

)
dX2.

Por lo tanto,
(
±Y ±Q2 + ς̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))
(dX + dP2)2 (2.18)

=
(
±Y ±Q2 + ς̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))(∂P2

∂Y

2

dY 2 +
(

2
∂P2

∂Y
+ 2

∂P2

∂X

∂P2

∂Y

)
dXdY +

(
1 +

∂P2

∂X

2

+ 2
∂P2

∂X

)
dX2

)
.

Y entonces de las igualdades (2.16),(2.17) y (2.18) obtenemos:

Y + A (X, Y ) =
(
Y +Q2 + α̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))(
1 + 2∂Q2

∂Y + ∂Q2
∂Y

2
)

+ 2 (b1X + b2Y + b (X, Y ))
(

∂P2
∂Y + ∂P2

∂Y
∂Q2
∂Y

)
+

(
±Y +Q2 + ς̂2 +O

(
‖(X, Y )‖3

))(
∂P2
∂Y

2
)
,

b1X + b2Y +B (X, Y ) =
(
2∂Q2

∂X + 2∂Q2

∂Y
∂Q2

∂X

)(
Y +Q2 + α̂2 +O

(
‖(X, Y )‖3

))
+

(b1X + b2Y + b (X, Y ))
(
1 + ∂P2

∂X + ∂P2
∂Y

∂Q2

∂X + ∂P2
∂X

∂Q2

∂Y + ∂Q2

∂Y

)
+

(
±Y ±Q2 + ς̂2 +O

(
‖(X, Y )‖3

))(
2∂P2

∂Y + 2∂P2
∂X

∂P2
∂Y

)
,

y

±Y + C (X, Y ) =
(
Y +Q2 + α̂2 +O

(
‖(X, Y )‖3

))(
∂Q2
∂X

2
)

+ (b1X + b2Y + b (X, Y ))
(

∂Q2
∂X + ∂Q2

∂X
∂P2
∂X

)
+

(
±Y ±Q2 + ς̂2 + O

(
‖(X, Y )‖3

))(
1 + ∂P2

∂X

2
+ 2∂P2

∂X

)
.

De esto último notamos que los nuevos términos A2 (X, Y ) y C2 (X, Y ) de grado 2 de A (X, Y ) y
C (X, Y ) respectivamente, son:

A2 (X, Y ) = Q2 + Y 2∂Q2
∂Y + (b1X + b2Y )

(
∂P2
∂Y

)
+ α̂2

=q1X2+q2XY + q3Y
2+4q3Y 2+2q2XY +X2b1p2+2Y 2b2p3+ (2b1p3 + b2p2)XY+α̂2

= (q1 + b1p2)X2 + (q2 + 2q2 + 2b1p3 + b2p2)XY + (q3 + 4q3 + 2b2p3)Y 2 + α̂2

y

C2 (X, Y ) = ±Q2 + (±Y ) 2∂P2
∂X + (b1X + b2Y )

(
∂Q2
∂X

)
+ ς̂2

=± (
q1X

2 + q2XY + q3Y
2
)± (

2p2Y
2 + 4p1XY

)
+2X2b1q1+Y 2b2q2+ (b1q2 + 2b2q1)XY+ς̂2

= (±q1 + 2b1q1)X2 ± (4p1 + b1q2 + 2b2q1 ± q2)XY ± (q3 ± 2p2 + b2q2)Y 2 + ς̂2
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De las igualdades A2 (X, Y ) = 0 = C2 (X, Y ) , obtenemos un sistema de 6 ecuaciones con seis
incógnitas pi, qi, i = 1, 2, 3. En forma matricial, el sistema es:

⎛

⎜⎜
⎜⎜⎜
⎜⎜
⎝

0 b1 0 1 0 0
0 b2 2b1 0 3 0
0 0 2b2 0 0 5
0 0 0 ±1 + 2b1 0 0
4 0 0 2b2 ±1 + 2b1 0
0 ±2 0 0 b2 1

⎞

⎟⎟
⎟⎟⎟
⎟⎟
⎠

⎛

⎜⎜
⎜⎜⎜
⎜⎜
⎝

p1

p2

p3

q1
q2
q3

⎞

⎟⎟
⎟⎟⎟
⎟⎟
⎠

= −

⎛

⎜⎜
⎜⎜⎜
⎜⎜
⎝

α1

α2

α3

ς1
ς2
ς3

⎞

⎟⎟
⎟⎟⎟
⎟⎟
⎠

.

Notemos que la matriz de este sistema, a la cual llamaremos M2, sólo depende de b1 y b2. Por lo tanto,
el determinante de M2 es un polinomio en las variables b1 y b2. Genéricamente, la matriz M2 es no
singular y en tal caso podemos encontrar los polinomios P2 y Q2 que anulan los términos A2 y C2.

Una vez encontrados los polinomios P2 y Q2, el difeomorfismo H2 (X, Y ) = (X + P2, Y +Q2) lleva
una ecuación diferencial binaria genérica a una de la forma

(Y +A (X, Y )) dY 2 + 2 (b1X + b2Y +B (X, Y )) dY dX + (±Y + C (X, Y )) dX2 = 0,

donde las funciones A (X, Y ) y C (X, Y ) no tienen términos de grado menor o igual que dos.

Ahora abordaremos el caso general. De manera inductiva supondremos que el proceso se ha aplicado
a todos los términos de grado menor o igual que k − 1, con k > 2. Por lo tanto, tenemos una ecuación
diferencial binaria tal que las funciones y + a y ±y + c se escriben de la siguiente forma

y + a = y + α̂k +O
(
‖(x, y)‖k+1

)

y
±y + c = ±y + ς̂k +O

(
‖(x, y)‖k+1

)
,

donde α̂k = Σk
j=0ai,kX

k−jY j y ς̂k = Σk
j=0ςi,kX

k−j−1Y j son polinomios homogéneos de grado k > 2.

Sean pk = Σk
j=0pi,kX

k−jY j y qk = Σk
j=0qi,kX

k−j−1Y j polinomios homogéneos de grado k > 2.
Consideremos la aplicación

Hk (X, Y ) =
(
X + pk, Y + qk

)
,

cuyo jacobiano en (0, 0) es :

det

(
1 + ∂

∂X pk
∂

∂X qk
∂

∂Y pk 1 + ∂
∂Y qk

)∣∣
∣∣∣
(0,0)

= det

(
1 + Σk

j=0pi,j (k − j)Xk−j−1Y j Σk
j=0qi,jjX

k−j−1Y j

Σk
j=0pi,jjX

k−jY j−1 1 + Σk
j=0qi,j (k − j)Xk−j−1Y j

)∣∣∣∣
∣
(0,0)

= 1.

Por lo tanto, Hk es un difeomorfismo en una vecindad de (0, 0) .

El difeomorfismo Hk transforma la ecuación diferencial binaria
(
y + α̂k + ‖(x, y)‖k+1

)
dy2 + 2 (b1x+ b2y + b (x, y)) dydx+

(
±y + ς̂k + ‖(x, y)‖k+1

)
dx2 = 0,
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en la ecuación :

(Y +A (X, Y )) dY 2 + 2 (b1X + b2Y +B (X, Y )) dY dX + (±Y + C (X, Y )) dX2 = 0,

donde las funciones A (X, Y ) y C (X, Y ) no tienen términos de grado k − 1 y los términos de grado k
son:

Ak = +pk + 2Y
∂qk
∂Y

+ (b1X + b2Y )
(
∂pk

∂Y

)
+ α̂k,

Ck = ±Qk + (±2Y )
∂pk

∂X
+ (b1X + b2Y )

(
∂qk
∂X

)
+ ς̂k.

Necesitamos que las ecuaciones Ak = 0 y Ck = 0 se satisfagan simultáneamente. Esto determina un
sistema de (2k + 2) ecuaciones en las variables pi,k, qi,k, i = 0, . . . , k. La forma matricial de este sistema
es

Mk

(
pk

qk

)

= −
(
α̂k

ς̂k

)

.

La matriz Mk sólo depende de b1 y b2, por lo tanto, el determinante de Mk es un polinomio en las
variables b1 y b2. Genéricamente, la matriz Mk es no singular, esto es debido a que el conjunto de
puntos (b1, b2) en los cuales det (Mk) = 0, tiene medida cero en R

2. Si Mk es no singular entonces
podemos encontrar los polinomios pk y qk que anulan a los polinomios Ak y Ck.

Definición. A la pareja (b1, b2) le diremos resonante si existe un entero k ≥ 2 tal que la matriz Mk es
singular. Si no existe un entero k con esta propiedad diremos que (b1, b2) es no resonante.

Proposición 12 Si la pareja (b1, b2) es no resonante, la ecuación diferencial binaria (2.1) puede ser
reducida por un difeomorfismo formal a una de las dos siguientes formas

ydy2 + 2 (b1x+ b2y + b (x, y)) dydx− ydx2 = 0,

ydy2 + 2 (b1x+ b2y + b (x, y)) dydx+ ydx2 = 0,

donde b (x, y) es una serie de potencias formal sin términos lineales o constantes.

Demostración. Podemos suponer que la ecuación diferencial binaria ya está en alguna de las formas
reducidas (2.13) ó (2.14). Si la pareja (b1, b2) es no resonante, entonces para cada k ≥ 2 la matriz Mk

es invertible y por lo tanto, el sistema de ecuaciones lineales

Mk

(
pk

qk

)

= −
(
α̂k

ς̂k

)

tiene una solución única. A la solución (pk, qk) , le corresponde el difeomorfismo Hk, el cual anula los
términos de grado k en las funciones a (x, y) y c (x, y) .

Anulando sucesivamente los términos de grado 2, 3, . . . , k, obtenemos una sucesión de difeomorfismos
{Hk} cuyo producto está en la clase de series de potencias formales, esto es, los términos de grado fijo
no cambian desde cierto paso en la reducción. El ĺımite de esta sucesión transforma formalmente a una
ecuación diferencial binaria (2.1) en una de las formas del enunciado de la proposición.
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Observación. Los cambios de coordenadas Hk, k ≥ 2 no alteran los coeficientes lineales de las ecua-
ciones diferenciales binarias (2.13) y (2.14). En consecuencia, el tipo de singularidad del discriminante
y el tipo topológico de los puntos singulares del campo vectorial ξ se preserva bajo los cambios de
coordenadas formales propuestos en la proposición 12.

2.4. Acciones de grupos.

En esta sección consideraremos ecuaciones diferenciales binarias de los siguientes tipos:

a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dxdy − a (x, y) dx2 = 0, (2.19)

a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dxdy + a (x, y) dx2 = 0, (2.20)

donde las funciones a y b son diferenciables y se anulan en el origen.

En la sección anterior se mostró que mediante un difeomorfismo formal, toda ecuación diferencial
binaria (2.1) salvo un conjunto de medida cero puede ser reducida a una del tipo (2.19) o a una del tipo
(2.20). Ahora nos preguntamos por los difeomorfismos que preservan cada tipo de ecuación diferencial
binaria.

Proposición 13 Sea Φ (u, v) = (φ1 (u, v) , φ2 (u, v)) = (x, y) un difeomorfismo del plano R
2. Si Φ

satisface las igualdades (2.21) y (2.22), entonces Φ preserva las ecuaciones diferenciales del tipo (2.19).
(
∂φ1

∂u

)2

+
(
∂φ1

∂v

)2

=
(
∂φ2

∂u

)2

+
(
∂φ2

∂v

)2

, (2.21)

∂φ1

∂u

∂φ2

∂u
+
∂φ1

∂v

∂φ2

∂v
= 0. (2.22)

Demostración. Sea Φ : R
2, 0 −→ R

2, 0, un difeomorfismo dado por Φ (u, v) = (φ1 (u, v) , φ2 (u, v)) =
(x, y). Si denotamos a la composición (a ◦ Φ) (u, v) = a (φ1 (u, v) , φ2 (u, v)) por a ◦Φ y a la composción
(b ◦ Φ) (u, v) = b (φ1 (u, v) , φ2 (u, v)) por b ◦ Φ, entonces Φ transforma la ecuación del tipo (2.19) en la
siguiente:

(a ◦Φ)
(
(dφ2 (u, v))2 − (dφ1 (u, v))2

)
+ 2 (b ◦ Φ) (d (φ1 (u, v)) d (φ2 (u, v))) = 0. (2.23)

Como dφi = ∂φi
∂u du+ ∂φi

∂v dv, i ∈ {1, 2} , la ecuación (2.23) es equivalente a la siguiente:

(a ◦ Φ)

((
∂φ2

∂u
du +

∂φ2

∂v
dv

)2

−
(

∂φ1

∂u
du +

∂φ1

∂v
dv

)2
)

+ (2b ◦ Φ)

[(
∂φ1

∂u
du +

∂φ1

∂v
dv

)] [(
∂φ2

∂u
du +

∂φ2

∂v
dv

)]
= 0.

Ahora hay que calcular los productos y reagrupar los coeficientes. Hecho esto, se tiene la ecuación
diferencial:

(

(a ◦ Φ)

((
∂φ2

∂u

)2

−
(

∂φ1

∂u

)2
)

+ 2 (b ◦ Φ)
∂φ1

∂u

∂φ2

∂u

)

du2

+

(
2 (b ◦ Φ)

(
∂φ1

∂u

∂φ2

∂v
+

∂φ1

∂v

∂φ2

∂u

)
+ 2(a ◦ Φ)

(
∂φ2

∂u

∂φ2

∂v
− ∂φ1

∂u

∂φ1

∂v

))
dudv

−
(

(a ◦ Φ)

((
∂φ1

∂v

)2

−
(

∂φ2

∂v

)2
)

− 2 (b ◦ Φ)
∂φ2

∂v

∂φ1

∂v

)

dv2 = 0.
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La hipótesis implica que se cumple la siguiente igualdad para cada (u, v) ∈ U ⊂ R
2

(a ◦ Φ)

((
∂φ2

∂u

)2

−
(

∂φ1

∂u

)2
)

+ 2 (b ◦ Φ)
∂φ1

∂u

∂φ2

∂u
= (a ◦ Φ)

((
∂φ1

∂v

)2

−
(

∂φ2

∂v

)2
)

− 2 (b ◦ Φ)
∂φ2

∂v

∂φ1

∂v
.

Por lo tanto, el difeomorfismo Φ preserva ecuaciones diferenciales binarias del tipo (2.19)

Observación. Un difeomorfismo del plano Φ : R
2, 0 −→ R

2, 0, satisface simultáneamente (2.21) y
(2.22) si y sólo si se cumplen

∂φ1

∂u
= ∓∂φ2

∂v
,

∂φ1

∂v
= ±∂φ2

∂u
.

Demostración. Supongamos ciertas las ecuaciones (2.21) y (2.22).

Caso 1 Supongamos que ∂φ1
∂u = 0. Entonces de (2.22) tenemos que ∂φ1

∂v
∂φ2
∂v = 0 lo cual implica ∂φ1

∂v = 0
ó ∂φ2

∂v = 0. Si sucede que ∂φ1
∂v = 0, el primer miembro de (2.21) es cero y entonces 0 =

(
∂φ2
∂u

)2
+
(

∂φ2
∂v

)2
. De aqúı concluimos que ambos sumandos son cero, y se satisfacen trivialmente

las relaciones buscadas entre las derivadas parciales.

Caso 2 Supongamos ∂φ1
∂u �= 0. Entonces multiplicando la ecuación (2.21) por

(
∂φ1
∂u

)2
tenemos:

(
∂φ1

∂u

)2
((

∂φ1

∂u

)2

+
(
∂φ1

∂v

)2
)

=
(
∂φ1

∂u

)2
((

∂φ2

∂u

)2

+
(
∂φ2

∂v

)2
)

. (2.24)

De la ecuación (2.22) tenemos que:

(
∂φ1
∂u

)2 (
∂φ2
∂u

)2
=
(

∂φ1
∂v

)2 (
∂φ2
∂v

)2
.

Sustituyendo en el lado derecho de (2.24) se tiene que

(
∂φ1
∂u

)2
((

∂φ1
∂u

)2
+
(

∂φ1
∂v

)2
)

=
(

∂φ1
∂v

)2 (
∂φ2
∂v

)2
+
(

∂φ1
∂u

)2 (
∂φ2
∂v

)2

⇐⇒
(

∂φ1
∂u

)2
((

∂φ1
∂u

)2
+
(

∂φ1
∂v

)2
)

=
(

∂φ2
∂v

)2
((

∂φ1
∂v

)2
+
(

∂φ1
∂u

)2
)

⇐⇒
((

∂φ1
∂u

)2 −
(

∂φ2
∂v

)2
)((

∂φ1
∂v

)2
+
(

∂φ1
∂u

)2
)

= 0.

Como ∂φ1
∂u �= 0, entonces

(
∂φ1
∂v

)2
+
(

∂φ1
∂u

)2 �= 0. Por lo tanto
(

∂φ1
∂u

)2−
(

∂φ2
∂v

)2
= 0 y en consecuencia

∂φ1

∂u
= ±∂φ2

∂v
. (2.25)

Al sustituir en la ecuación (2.22) tenemos

∂φ2

∂v

(
±∂φ2

∂u
+
∂φ1

∂v

)
= 0.
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De la igualdad (2.25) tenemos que ∂φ2

∂v �= 0. Por lo tanto:

∂φ1

∂v
= ±∂φ2

∂u
.

Si identificamos R
2 con el plano complejo x+iy, entonces la segunda parte de la proposición anterior

nos dice que el difeomorfismo Φ es holomorfo pues satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, o bien
antiholomorfo.

Proposición 14 Sea Φ (u, v) = (φ1 (u, v) , φ2 (u, v)) = (x, y) un difeomorfismo del plano R
2. Si Φ

satisface:

(
∂φ1

∂u

)2

+
(
∂φ2

∂u

)2

=
(
∂φ1

∂v

)2

+
(
∂φ2

∂v

)2

, (2.26)

∂φ1

∂u

∂φ2

∂u
− ∂φ1

∂v

∂φ2

∂v
= 0, (2.27)

entonces Φ preserva las ecuaciones del tipo (2.20).

Demostración. Al hacer la sustitución x = φ1 (u, v) , y = φ2 (u, v) y mediante algunos cálculos seme-
jantes a los realizados en el caso de una ecuación del tipo (2.19) obtenemos que la ecuación diferencial
binaria del tipo (2.20) es transformada en la siguiente:

(

a

(
∂φ2

∂u

)2

+ a

(
∂φ1

∂u

)2

+ 2b
∂φ1

∂u

∂φ2

∂u

)

du2

+

(
2b

(
∂φ1

∂u

∂φ2

∂v
+

∂φ1

∂v

∂φ2

∂u

)
+ 2a

∂φ2

∂u

∂φ2

∂v
+ 2a

∂φ1

∂u

∂φ1

∂v

)
dudv

+

(

a

(
∂φ1

∂v

)2

+ a

(
∂φ2

∂v

)2

+ 2b
∂φ1

∂v

∂φ2

∂v

)

dv2 = 0.

Una ecuación diferencial binaria del tipo (2.20) es preservada por el difeomorfismo Φ si las funciones
que multiplican a du2 y dv2 coinciden. Si Φ es como en la hipótesis, entonces la siguiente igualdad se
satisface:

(
a
(

∂φ2

∂u

)2
+ a

(
∂φ1

∂u

)2
+ 2b∂φ1

∂u
∂φ2

∂u

)
=
(
a
(

∂φ1

∂v

)2
+ a

(
∂φ2

∂v

)2
+ 2b∂φ2

∂v
∂φ1

∂v

)
.

Por lo tanto Φ preserva las ecuaciones del tipo (2.19)

Observación. Si Φ satisface las igualdades (2.26) y (2.27) entonces se obtienen las ecuaciones de onda:

∂2φ1

∂u2
=
∂2φ1

∂v2
,

∂2φ2

∂u2
=
∂2φ2

∂v2
.

En consecuencia, el difeomorfismo Φ puede ser escrito en la forma:

Φ (u, v) = (α (u + v) + β (u− v) , α (u + v)− β (u− v)) .

Demostración. Si Φ satisface las ecuaciones (2.26) y (2.27) entonces obtenemos que:
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(
∂φ1

∂u

)2
+ 2∂φ1

∂u
∂φ2

∂u +
(

∂φ2

∂u

)2
=
(

∂φ1

∂v

)2
+ 2∂φ1

∂v
∂φ2

∂v +
(

∂φ2

∂v

)2

⇐⇒
(

∂φ1
∂u + ∂φ2

∂u

)2
=
(

∂φ1
∂v + ∂φ2

∂v

)2

⇐⇒ ∂φ1

∂u + ∂φ2

∂u = ±
(

∂φ1

∂v + ∂φ2

∂v

)
.

Necesitamos analizar ambos casos:

Si ∂φ1
∂u + ∂φ2

∂u = +
(

∂φ1
∂v + ∂φ2

∂v

)
, entonces ∂φ1

∂u = ∂φ1
∂v + ∂φ2

∂v − ∂φ2
∂u . Por lo tanto al sustituir en (2.27)

se tiene lo siguiente:

0 =
(
∂φ1

∂v
+
∂φ2

∂v
− ∂φ2

∂u

)
∂φ2

∂u
− ∂φ1

∂v

∂φ2

∂v
=
∂φ1

∂v

∂φ2

∂u
+
∂φ2

∂v

∂φ2

∂u
− ∂φ2

∂u

∂φ2

∂u
− ∂φ1

∂v

∂φ2

∂v
⇐⇒

0 =
∂φ1

∂v

(
∂φ2

∂u
− ∂φ2

∂v

)
+
(
∂φ2

∂v
− ∂φ2

∂u

)
∂φ2

∂u
⇐⇒

0 =
(
∂φ2

∂u
− ∂φ2

∂v

)(
∂φ1

∂v
− ∂φ2

∂u

)
,

por lo que ∂φ2
∂u = ∂φ2

∂v ó ∂φ1
∂v = ∂φ2

∂u .

Si ∂φ2
∂u = ∂φ2

∂v , se obtiene (al sustituir en (2.27) ) que ∂φ1
∂u = ∂φ1

∂v . De este par de igualdades calculamos
las derivadas parciales de segundo orden con respecto a las dos variables para obtener:

∂2φ2

∂u2
=
∂2φ2

∂u∂v
=
∂2φ2

∂v2
y

∂2φ1

∂u2
=
∂2φ1

∂u∂v
=
∂2φ1

∂v2
.

Si ∂φ1
∂v = ∂φ2

∂u , se obtiene (al sustituir en ∂φ1
∂u

∂φ2
∂u − ∂φ1

∂v
∂φ2
∂v = 0 ) que ∂φ1

∂u = ∂φ2
∂v . Es consecuencia

de ambas igualdades que:

∂2φ2

∂u2
=
∂2φ1

∂u∂v
y

∂2φ2

∂u∂v
=
∂2φ1

∂u2

∂2φ1

∂v2
=
∂2φ2

∂v∂u
y

∂2φ1

∂u∂v
=
∂2φ2

∂v2

y por tanto
∂2φ2

∂u2
=
∂2φ1

∂u∂v
=
∂2φ2

∂v2
, y

∂2φ1

∂u2
=
∂2φ2

∂u∂v
=
∂2φ1

∂v2
.

Esto concluye el análisis del primer caso.

Si se satisface ∂φ1
∂u + ∂φ2

∂u = −
(

∂φ1
∂v + ∂φ2

∂v

)
entonces ∂φ1

∂u = −∂φ1
∂v − ∂φ2

∂v − ∂φ2
∂u , al sustituir esta última

igualdad en (2.27) se tiene lo siguiente:

0 =
(
−∂φ1

∂v
− ∂φ2

∂v
− ∂φ2

∂u

)
∂φ2

∂u
− ∂φ1

∂v

∂φ2

∂v
= −∂φ1

∂v

∂φ2

∂u
− ∂φ2

∂v

∂φ2

∂u
− ∂φ2

∂u

∂φ2

∂u
− ∂φ1

∂v

∂φ2

∂v
⇐⇒

0 = −∂φ1

∂v

(
∂φ2

∂u
+
∂φ2

∂v

)
−
(
∂φ2

∂v
+
∂φ2

∂u

)
∂φ2

∂u
⇐⇒

0 =
(
∂φ2

∂u
+
∂φ2

∂v

)(
∂φ1

∂v
+
∂φ2

∂u

)
.

Por lo que se debe satisfacer ∂φ2

∂u = −∂φ2

∂v , o bien, ∂φ2

∂u = −∂φ1

∂v .
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Supongamos primero que ∂φ2

∂u = −∂φ2

∂v . Entonces al sustituir en ∂φ1

∂u
∂φ2

∂u − ∂φ1

∂v
∂φ2

∂v = 0 se obtiene que
∂φ1
∂u = −∂φ1

∂v . De esto que:

∂2φ2

∂u2
= − ∂2φ2

∂u∂v
,

∂2φ1

∂u2
= − ∂2φ1

∂u∂v
,

−∂
2φ2

∂v2
=
∂2φ2

∂v∂u
,

∂2φ1

∂v∂u
= −∂

2φ1

∂v2
.

Por lo tanto
∂2φ2

∂u2
= − ∂2φ2

∂u∂v
=
∂2φ2

∂v2
, y

∂2φ1

∂u2
= − ∂2φ1

∂u∂v
=
∂2φ1

∂v2
.

Ahora supongamos que ∂φ2
∂u = −∂φ1

∂v . Entonces (al sustituir en ∂φ1
∂u

∂φ2
∂u − ∂φ1

∂v
∂φ2
∂v = 0 ) tenemos que

∂φ1

∂u = −∂φ2

∂v . Por lo que se tiene:

∂2φ2

∂u2
= − ∂2φ1

∂u∂v
y

∂2φ1

∂u2
= − ∂2φ2

∂u∂v

−∂
2φ1

∂v2
=
∂2φ2

∂v∂u
y

∂2φ1

∂u∂v
= −∂

2φ2

∂v2

y en consecuencia

∂2φ2

∂u2
= − ∂2φ1

∂u∂v
=
∂2φ2

∂v2
, y

∂2φ1

∂u2
= − ∂2φ2

∂u∂v
=
∂2φ1

∂v2
.

Hasta aqúı, hemos mostrado que si se satisfacen las ecuaciones (2.26) y (2.27) entonces obtenemos las
ecuaciones de onda

∂2φ1

∂u2
=
∂2φ1

∂v2
,

∂2φ2

∂u2
=
∂2φ2

∂v2
.

Ahora consideremos el cambio de coordenadas ξ = u+ v, η = u− v, la composición con el difeomor-
fismo Φ tiene la forma:

Φ ((ξ (u, v) , η (u, v))) = (φ1 (ξ (u, v) , η (u, v)) , φ2 (ξ (u, v) , η (u, v))) ,

usando la regla de la cadena obtenemos que las derivadas parciales de φ1 (ξ (u, v) , η (u, v)) son

∂φ1

∂u
=

∂φ1

∂ξ

∂ξ

∂u
+
∂φ1

∂η

∂η

∂u
=
∂φ1

∂ξ
+
∂φ1

∂η
,

∂φ1

∂v
=

∂φ1

∂ξ

∂ξ

∂v
+
∂φ1

∂η

∂η

∂v
=
∂φ1

∂ξ
− ∂φ1

∂η
,

siendo aśı, las derivadas parciales de segundo orden son:

∂2φ1

∂u2
=

∂2φ1

∂ξ2
+ 2

∂2φ1

∂ξ∂η
+
∂2φ1

∂η2
,

∂2φ1

∂v2
=

∂2φ1

∂ξ2
− 2

∂2φ1

∂ξ∂η
+
∂2φ1

∂η2
,

de la primera ecuación de onda ∂2φ1

∂u2 − ∂2φ1

∂v2 = 0, obtenemos que −4∂2φ1

∂ξ∂η = 0.
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La ecuación −4∂2φ1
∂ξ∂η = 0 se satisface si y sólo si φ1 = α (ξ) + β (η) , con α, β funciones diferenciables

de una variable. Si ∂2φ1
∂ξ∂η = 0 entonces

∫
∂2φ1

∂ξ∂η
dη = α1 (ξ) ,

integrando nuevamente tenemos que
∫ ∫

∂2φ1

∂ξ∂η
dηdξ =

∫
α1 (ξ) dξ = α (ξ) + β (η) ,

para algunas funciones α (ξ) , β (η) diferenciables. Asi que

φ1 (ξ (u, v) , η (u, v)) = α (u+ v) + β (u− v) ,

de manera análoga podemos ver que

φ2 (ξ (u, v) , η (u, v)) = γ (u+ v) + δ (u− v) ,

para algunas funciones γ (ξ) , δ (η) diferenciables. Ahora nos ocupamos en probar que se cumplen las
igualdades α (u+ v) = γ (u+ v) y δ (u− v) = −β (u − v) .

Las derivades parciales de φ1 (ξ (u, v) , η (u, v)) y φ2 (ξ (u, v) , η (u, v)) , satisfacen que

∂φ1

∂u
(ξ (u, v) , η (u, v)) =

∂α (u+ v)
∂ξ

+
∂β (u − v)

∂η
,

∂φ2

∂u
(ξ (u, v) , η (u, v)) =

∂γ (u+ v)
∂ξ

+
∂δ (u− v)

∂η
,

∂φ1

∂v
(ξ (u, v) , η (u, v)) =

∂α (u+ v)
∂ξ

− ∂β (u − v)
∂η

,

∂φ2

∂v
(ξ (u, v) , η (u, v)) =

∂γ (u+ v)
∂ξ

− ∂δ (u− v)
∂η

.

Las igualdades ∂φ1
∂u = ∂φ1

∂v y ∂φ2
∂u = ∂φ2

∂v implican que ∂β(u−v)
∂η = 0 y ∂δ(u−v)

∂η = 0 respectivamente, por
lo tanto la matriz de Jacobi de Φ : (

∂α(u+v)
∂ξ

∂a(u+v)
∂ξ

∂γ(u+v)
∂ξ

∂γ(u+v)
∂ξ

)

,

no es invertible, una contradicción. Por lo tanto, podemos suponer que ∂φ1
∂u �= ∂φ1

∂v . Con esta hipótesis,
la ecuación ∂φ1

∂u
∂φ2
∂u − ∂φ1

∂v
∂φ2
∂v = 0 se satisface si y sólo si ∂φ1

∂u = ∂φ2
∂v y ∂φ1

∂v = ∂φ2
∂u . Entonces

∂φ1

∂u
=

∂α (u+ v)
∂ξ

+
∂β (u− v)

∂η
=
∂γ (u+ v)

∂ξ
− ∂δ (u− v)

∂η
=
∂φ2

∂v
,

∂φ1

∂v
=

∂α (u+ v)
∂ξ

− ∂β (u− v)
∂η

=
∂γ (u+ v)

∂ξ
+
∂δ (u− v)

∂η
=
∂φ2

∂u
,

con la suma de ambas igualdades se obtiene

∂α (u+ v)
∂ξ

=
∂γ (u+ v)

∂ξ
,



Acciones de grupos 41

y con la diferencia de ambas igualdades se consigue

∂β (u− v)
∂η

= −∂δ (u− v)
∂η

.

Por lo tanto φ2 (ξ (u, v) , η (u, v)) = γ (u+ v) + δ (u− v) = α (u+ v) − β (u− v) y el difeomorfimo Φ
tiene la forma Φ (u, v) = (α (u+ v) + β (u− v) , α (u+ v)− β (u− v)) .

Proposición 15 El espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.19) tiene dimen-
sión cuatro y el grupo de transformaciones lineales que preservan este espacio contiene a un subgrupo
isomorfo a R

∗ × SO (2) .

Demostración. Una ecuación diferencial binaria lineal del tipo (2.19) tiene la forma

(a1x+ a2y) dy2 + 2 (b1x+ b2y) dxdy − (a1x+ a2y) dx2 = 0, (2.28)

entonces podemos identificar al espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.28) con
el espacio vectorial real de dimensión 4

{(a1, a2, b1, b2)| ai, bi,∈ R, i ∈ {1, 2}} .

Sea A =
{
A ∈ GL (2,R)|AAt = λI, λ > 0

}
. Todo elemento A ∈ A tiene una de las siguientes formas

1)

(
s t

t −s

)

, 2)

(
s t

−t s

)

.

Haciendo uso de la observación de la página 36 y la proposición 13, se obtiene que los elementos de A
preservan el espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.28).

Definimos el homomorfismo

Ω : R
∗ × SO (2) −→ A, Ω (μ, A) = μA.

El cual está bien definido ya que si A ∈ SO (2) satisface que AAt = I, por lo tanto (μA)
(
μAt

)
= μ2I.

Aśı tomando μ2 = λ, se tiene que μA ∈ A. La función Ω es monomorfismo pues si

(μ1, A1) �= (μ2, A2) =⇒ Ω ((μ1, A2)) = μ1A1 �= μ2A2 = Ω ((μ2, A2) , )

esto es debido a que la igualdad μ1A1 = μ2A2 es equivalente a A1 = μ−1
1 μ2A2. Como det (A1) = 1

y det (A2) = 1, entonces μ−1
1 μ2 = 1 con lo que concluimos que μ1 = μ2 y A1 = A2, por lo que

(μ1, A1) = (μ2, A2). También se tiene que Ω es epimorfismo, pues si C ∈ A se satisface CCt = λI, para
algún λ > 0. Entonces λ = λ det I = detCCt = (detC)

(
detCt

)
= (detC)2 .

Si detC > 0, la matriz A =
(√

λ
)−1

C y μ =
√
λ satisfacen que

Ω (μ, A) = Ω
(√

λ ,
(√

λ
)−1

C

)
=

√
λ
(√

λ
)−1

C = C.

Si detC < 0, la matriz A = −
(√

λ
)−1

C y μ = −√
λ satisfacen

Ω (μ, A) = Ω
(
−
√
λ,−

(√
λ
)−1

C

)
= −

√
λ

(
−
(√

λ
)−1

)
C = C.

Por lo tanto, Ω es isomorfismo.
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Proposición 16 El espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.20) tiene dimensión
cuatro y el grupo de transformaciones lineales que preservan este espacio contiene a

H =

{(
a b

b a

)∣∣∣
∣∣
a2 − b2 �= 0

}

,

el cual es isomorfo a R
∗ ×G, donde

G =

{(
cos (ix) i sen (ix)

−i sen (ix) cos (ix)

)∣∣∣∣
∣
x ∈ R

}

.

Demostración. El espacio de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.20) es identificado
con el espacio vectorial real de dimensión 4

{(a1, a2, b1, b2)| ai, bi,∈ R, i ∈ {1, 2}} .

Por la proposición 14, los elementos de H preservan el espacio de ecuaciones diferenciales binarias
lineales del tipo (2.20).

Dados dos números a, b tales que a2 − b2 = 1 entonces podemos encontrar x ∈ R tal que a = cos ix
y b = i sen ix, esto es debido a que cos ix = coshx y i sen ix = − sinhx. Siendo aśı, veamos ahora que
podemos identificar al subgrupo H con el subgrupo de matrices:

K =

{(
μ cos (ix) μi sen (ix)
μi sen (ix) μ cos (ix)

)∣∣∣
∣∣
μ, x ∈ R, μ �= 0

}

.

Si la matriz

(
a b

b a

)

∈ H, entonces a2

a2−b2
− b2

a2−b2
= 1. Escogemos x ∈ R tal que a√

±(a2−b2)
= cos ix

y b√
±(a2−b2)

= i sen ix, también elegimos el signo ” + ” si a2 − b2 > 0 o el signo ” − ” si a2 − b2 < 0.

Entonces la siguiente relación nos da la identificación requerida,

(√
± (a2 − b2)

)
(

cos (ix) i sen (ix)
i sen (ix) cos (ix)

)

=

(
a b

b a

)

.

Definimos Ψ : R
∗ ×G −→ K, como

(λ,M) =

(

λ,

(
cos (ix) i sen (ix)

−i sen (ix) cos (ix)

))

�→
(
λ cos (ix) λi sen (ix)
λi sen(ix) λ cos (ix)

)

.

Aśı definido, Ψ es un morfismo de grupos. Para ver esto, sean λ, μ ∈ R
∗ y M,N ∈ G.

Como

MN =

(
cos (ix) i sen (ix)

−i sen (ix) cos (ix)

)(
cos (iy) i sen (iy)

−i sen (iy) cos (iy)

)

=

(
cos (ix+ iy) i sen (ix+ iy)

−i sen (ix+ iy) cos (ix+ iy)

)

y

MN =

(
cos (ix) i sen (ix)
i sen (ix) cos (ix)

)(
cos (iy) i sen (iy)
i sen (iy) cos (iy)

)

=

(
cos (ix+ iy) isen (ix+ iy)
isen (ix+ iy) cos (ix+ iy)

)

.
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Entonces: Ψ (λμ,MN ) = λμMN = λMμN = Ψ (λ,M)Ψ (μ,N ) , esto es:

Ψ

(

λμ,

(
cos (ix+ iy) i sen (ix+ iy)

−i sen (ix+ iy) cos (ix+ iy)

))

= λμ

(
cos (ix+ iy) i sen (ix+ iy)
i sen (ix+ iy) cos (ix+ iy)

)

= Ψ

(

λ,

(
cos (ix) i sen (ix)

−i sen (ix) cos (ix)

))

Ψ

(

μ,

(
cos (iy) i sen (iy)

−i sen (iy) cos (iy)

))

.

El morfismo Ψ es inyectivo, pues la igualdad Ψ (λ,M) = I se cumple si y sólo si λ cos (ix) = 1,
λi sen (ix) = 0, esto es equivalente a que λ = 1 y M = I.

De la definición podemos ver que Ψ es epimorfismo:
(
λ cos (ix) λi sen (ix)
λi sen(ix) λ cos (ix)

)

= Ψ

(

λ,

(
cos (ix) i sen (ix)

−i sen (ix) cos (ix)

))

.

Por lo tanto Ψ es isomorfismo.

A una ecuación diferencial binaria (a1x+ a2y)
(
dy2 − dx2

)
+2 (b1x+ b2y) dxdy la podemos identificar

con la matriz A =

(
a1 a2

b1 b2

)

. Tomando en cuenta esta asignación, podemos enunciar la siguiente

proposición.

Proposición 17 La transformación A �→ C−2AC, con C ∈ SO (2) , es una acción de SO (2) en el
conjunto de ecuaciones diferenciales binarias lineales del tipo (2.19).

Demostración. Todo elemento Φ en SO (2) tiene la forma Φ (u, v) = (ru− qv, qu+ rv) con r2+q2 = 1
y satisface las igualdades (2.21) y (2.22), por lo que Φ preserva las ecuaciones diferenciales binarias
lineales del tipo (2.19).

Debido a que en forma matricial la ecuación diferencial binaria en coordenadas (x, y) está dada por

(
dy2, 2dxdy, dx2

)
⎛

⎜
⎝
a1 a2

b1 b2
−a1 −a2

⎞

⎟
⎠

(
x

y

)

= 0,

entonces al aplicar el difeomorfismo Φ, en las coordenadas (u, v) está dada por:

(
dv2, 2dudv, du2

)
⎛

⎜
⎝
r2 2qr q2

−qr r2 − q2 qr

q2 −2qr r2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝
a1 a2

b1 b2
−a1 −a2

⎞

⎟
⎠

(
r −q
q r

)(
u

v

)

= 0,

si los nuevos coeficientes son:
⎛

⎜
⎝
A1 A2

B1 B2

−A1 −A2

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝
r2 2qr q2

−qr r2 − q2 qr

q2 −2qr r2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝
a1 a2

b1 b2
−a1 −a2

⎞

⎟
⎠

(
r −q
q r

)

Es sólo un cálculo directo ver que se satisface la igualdad:
(
A1 A2

B1 B2

)

=

(
r2 − q2 2qr
−2qr r2 − q2

)(
a1 a2

b1 b2

)(
r −q
q r

)

.
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Debido a que la matriz

(
r2 − q2 2qr
−2qr r2 − q2

)

es la inversa de

(
r −q
q r

)2

, entonces la transformación

A �→ C−2AC está bien definida y es una acción pues SO (2) es abeliano.

Proposición 18 Si la ecuación (a1x+ a2y)
(
dy2 + dx2

)
+2 (b1x+ b2y) dxdy es identificada con la ma-

triz A =

(
a1 a2

b1 b2

)

, entonces tenemos una acción dada por A �→ B2AB, tal que B ∈ H.

Demostración. Si B ∈ H, entonces existen r, q ∈ R tal que B =

(
r q

q r

)

. Escribiendo Φ (u, v) =

(ru+ qv, qu+ rv) y sustituyendo en la ecuación

(a1x+ a2y)
(
dy2

)
+ 2 (b1x+ b2y) dxdy + (a1x+ a2y)

(
dx2

)
= 0,

se obtiene la siguiente representación matricial:

(
du2, 2dudv, dv2

)
⎛

⎜
⎝
r2 2qr q2

qr q2 + r2 qr

q2 2qr r2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝
a1 a2

b1 b2
a1 a2

⎞

⎟
⎠

(
r q

q r

)(
u

v

)

= 0.

Si en coordenadas (u, v) los coeficientes de la ecuación diferencial después de la transformación son
⎛

⎜
⎝
A1 A2

B1 B2

A1 A2

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝
r2 2qr q2

qr q2 + r2 qr

q2 2qr r2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝
a1 a2

b1 b2
a1 a2

⎞

⎟
⎠

(
r q

q r

)

,

entonces, tenemos la siguiente relación
(
A1 A2

B1 B2

)

=

(
r2 + q2 2qr

2qr r2 + q2

)(
a1 a2

b1 b2

)(
r q

q r

)

,

esto muestra que la acción está bién definida, pues
(
r q

q r

)2

=

(
q2 + r2 2qr

2qr q2 + r2

)

.
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2.5. Formas normales topológicas.

Considere una ecuación diferencial binaria de la forma

a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dxdy + c (x, y)dx2 = 0, (2.29)

con a, b, c funciones diferenciables y con parte lineal no nula. Suponga que la curva discriminante
Δ (x, y) = 0 es de tipo Morse nodo en una vecindad del origen y que el polinomio φ (p) no tiene
ráıces repetidas ni ráıces en común con el polinomio α1 (p). Bajo estas hipótesis tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 19 Existe un germen de homeomorfismo h :
(
R

2, 0
) −→ (

R
2, 0

)
que lleva las curvas integrales

de (2.29) en las curvas integrales de alguna de las formas normales

1 Silla ydy2 + 2xdxdy + ydx2 = 0,
1 Nodo ydy2 − 1

2xdxdy + ydx2 = 0,
3 Sillas ydy2 − 4xdxdy + ydx2 = 0,
2 Sillas +1 Nodo ydy2 + 2 (y − x) dxdy + ydx2 = 0,
1 Silla + 2 Nodos ydy2 − 4

3xdxdy + ydx2 = 0.

En general, una ecuación diferencial binaria (2.29) tal que el discriminante tiene un nodo en el origen
puede ser transformada a la pre-forma normal

ydy2 + 2
(
b1x+ b2y + b̃ (x, y)

)
dxdy + ydx2 = 0, (2.30)

para esta ecuación, la función b̃ (x, y) no tiene términos lineales ni constantes. El discriminante para
esta preforma normal es de tipo Morse nodo.

Se ha visto que tanto el discriminante como el número y tipo de puntos singulares del campo
vectorial ξ sólo dependen del 1-jet de las funciones a, b y c. En particular, para la ecuación (2.30) éstos
sólo dependen de b1 y b2. Por lo tanto, tomando en cuenta lo hecho en el apartado 2.4.1 se tiene que
se puede clasificar una ecuación diferencial binaria genérica (2.29) por medio de su discriminante, el
número de puntos singulares de su levantamiento ξ y el tipo topológico de éstos. La partición del plano
{(b1, b2)} exhibe las cinco posibilidades enunciadas si el discriminante tiene una singularidad de Morse
nodo en el origen.

Para completar la prueba del teorema resta probar que en una vecindad lo suficientemente pequeña
del punto (0, 0), las curvas integrales de la ecuación diferencial (2.30) pueden ser llevadas en las curvas
integrales de la ecuación diferencial lineal

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dxdy + ydx2 = 0. (2.31)

Para esto, es suficiente probar que existe un homeomorfismo Ψ̂ entre M̂, la cubierta de la ecuación
diferencial (2.30) y N̂, la cubierta de la ecuación diferencial lineal (2.31), que lleve curvas integrales
del levantamiento de la ecuación (2.30) en las curvas integrales del otro campo vectorial que es un
levantamiento de la ecuación (2.31) y que sea compatible con la proyección π, es decir, dados dos puntos
q1, q2 ∈ M̂, tales que π (q1) = π (q2) ∈ R

2, si Ψ̂ (q1) = q1́ y Ψ̂ (q2) = q2́, entonces π (q1́) = π (q2́) ∈ R
2.

Ahora se procede a construir el homeomofismo Ψ̂.
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Con el significado habitual, sean

M =
{
(x, y, p) ∈ R

3 : � (x, y, p) = yp2 + 2
(
b1x+ b2y + b̃ (x, y)

)
p+ y = 0

}
,

ξ = �P
∂

∂x
+ p�p

∂

∂y
− (�x + p�y)

∂

∂p
,

los determinados por la ecuación (2.30). Mientras que

N =
{
(x, y, p) ∈ R

3 : Υ (x, y, p) = yp2 + 2 (b1x+ b2y) p+ y = 0
}
,

ϑ = ΥP
∂

∂x
+ pΥp

∂

∂y
− (Υx + pΥy)

∂

∂p
,

sean los determinados por la ecuación diferencial binaria lineal (2.31).

Dada una ecuación diferencial binaria tal que la curva discriminante Δ (x, y) = 0 es de tipo Morse
nodo, además del eje p, dos curvas contenidas en M son proyectadas por π en el discriminante de la
ecuación diferencial. Cada una de estas curvas intersecta al eje p en un punto (Ver lema 3). A este par
de curvas les llamamos curvas pliegue de la superficie M.

Si V ⊆ M es una vecindad del eje p, entonces las curvas pliegue dividen a V en tres subconjuntos.
Uno de estos subconjuntos tiene en su interior al punto (0, 0, 0) , este subconjunto es el único acotado si
V está definida en puntos (x, y, p) tales que (x, y) pertenece a una vecindad lo suficientemente pequeña
de (0, 0) y la intersección de las curvas pliegue con V está contenida en la frontera de V . Se denota por
ΩM a la cerradura en M de este subconjunto acotado. De manera similar, esto ocurre para una vecindad
del eje p, W ⊆ N. Siendo aśı, los subconjuntos ΩM y ΩN son compactos.

Proposición 20 Existe un homeomorfismo ψ : ΩM−→ΩN que lleva las curvas integrales del campo
vectorial ξ|ΩM

en las curvas integrales del campo vectorial ϑ|ΩN
.

Para la demostración de esta proposición, necesitamos el siguiente material.

Observación. (1) Dada una ecuación diferencial binaria (2.29), en cada punto singular del campo
vectorial ξ uno de los eigenvectores es paralelo al eje p.

(2) Debido a que Fp (0, 0, p) = 0, en cada punto (0, 0, p) que no es singular, el campo vectorial ξ es
de la forma ξ (0, 0, p) = − (Fx (0, 0, p)+ pFy (0, 0, p)) ∂

∂p . Por lo tanto, el campo vectorial apunta en la
dirección del eje p en puntos no singulares del mismo.

(3) Para la ecuación diferencial binaria (2.30), el número de puntos singulares de su levantamiento
ξ, coincide con el número de puntos singulares del levantamiento ϑ, pues para ambos campos vectoriales
el polinomio φ (p) = p3 + 2b2p + (2b1 + 1) p, determina la cantidad de puntos singulares en el eje p. La
cantidad y el tipo topológico de los puntos singulares de los dos campos sólo depende de b1 y b2. De esta
dependencia, se tiene también que: un punto P = (0, 0, p) ∈ {(0, 0)} × R es punto singular silla (nodo)
del campo ξ si y sólo si P es punto singular silla (nodo) del campo ϑ.

Sean P1,P2 y P3 ∈ {(0, 0)} × R tres puntos singulares del campo vectorial ξ, en el caso que ξ tenga
un único punto singular, podemos pensar que P1 = P2 = P3, aśı, se enuncia la siguiente afirmación.
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Afirmación 1 Para i = 1, 2, 3 existen vecindades Ai ⊆ M y Bi ⊆ N, ambas del punto singular Pi =
(0, 0, pi) y un homeomorfismo gi : Ai,Pi−→Bi,Pi, que lleva las curvas integrales de ξ restringido a Ai

en las curvas integrales de ϑ estringido a Bi.

Demostración. Como M y N son superficies diferenciables en los puntos del eje p, entonces la afirmación
es consecuencia del teorema de Hartman-Gröbman, pues Pi es un punto singular del mismo tipo para
ambos campos vectoriales.

Afirmación 2 Para cada punto P = (0, 0, p) del conjunto {(0, 0)} × R que no es singular del campo
vectorial ξ existe una vecindad V ⊆ M de P = (0, 0, p) y un difeomorfismo Φ : V , P−→V , P que lleva el
campo vectorial ξ en el campo vectorial constante ε = ∂

∂p . Esto ocurre también para el campo vectorial
ϑ tangente a N, por lo tanto, los campos vectoriales ξ y ϑ son localmente difeomorfos en cada punto
P = (0, 0, p) no singular.

Demostración. La existencia de los difeomorfismos es garantizada por el teorema de rectificación de
campos vectoriales.

Demostración de la proposición 20. El origen P1 = (0, 0, 0) es un punto singular de ξ y de ϑ, por
lo tanto, en ΩM y en ΩN hay al menos un punto singular de ξ y de ϑ, respectivamente.

Por el momento, suponga que en ΩM hay sólo un punto singular del campo ξ. Ahora veamos que
el homeomorfismo g1 : A1,P1−→B1,P1, se extiende a ΩM. Como ΩM es compacto, las curvas integrales
del campo ξ, definidas en A1, pueden ser prolongadas a la frontera de ΩM ( Ver [2] pág 304-305). En
particular, curvas integrales que intersectan a A1 son prolongadas a los puntos pliegue que están en ΩM.

Análogamente, lo anterior se satisface en ΩN. Por la afirmación 2, en puntos no singulares los campos
vectoriales son difeomorfos y se puede extender el homeomorfismo g1 a todo ΩM, de tal forma que las
curvas pliegue de ΩM ⊂ M van en las curvas pliegue de ΩN ⊆ N.

Si en ΩM hay más de un punto singular del campo ξ, usamos los homeomorfismos gi : Ai,Pi−→Bi,Pi

definidos en los puntos singulares y para extenderlos a ΩM usamos la afirmación 2.

Ahora se debe extender el homeomorfismo ψ : ΩM−→ΩN a un homeomorfismo entre V̂ ⊆ M̂ y Ŵ ⊆ N̂

vecindades de {(0, 0)} × RP 1, el nexo es la siguiente proposición.

Proposición 21 Para una ecuación diferencial binaria (2.29) tal que a = c, existe una involución
I

M̂
, en M̂ =

{
((x, y) , [α : β]) ∈ R

2 × RP 1 : a (x, y)α2 + 2b (x, y)αβ + a (x, y)β2 = 0
}
, definida por la

regla I
M̂

(x, y, [α : β]) = (x, y, [β : α]) . Las curvas pliegue de M̂ son el conjunto de puntos fijos de la
involución I

M̂
. Esta involución es diferenciable y deja invariante al conjunto {(0, 0)} × RP 1, más aún,

lleva curvas integrales del campo vectorial ξ en curvas integrales del campo vectorial ξ.

Demostración. Un punto (x, y, [α : β]) ∈ M̂ está en una curva pliegue si y sólo si (x, y, [α : β]) es una
ráız de multiplicidad dos de la ecuación a (x, y)α2+2b (x, y)αβ+a (x, y)β2 = 0. Nótese que (x, y, [α : β])
y (x, y, [β : α]) son ambas ráıces de esta ecuación, aśı, (x, y, [α : β]) ∈ M̂ está en una curva pliegue si y
sólo si I

M̂
(x, y, [α : β]) = (x, y, [α : β]) .

Como I2
M̂

(x, y, [α : β]) = (x, y, [α : β]) , entonces I2
M̂

es la identidad en M̂ y por lo tanto la involución
I

M̂
es diferenciable. Es claro que I

M̂

({(0, 0)} × RP 1
)

= {(0, 0)} × RP 1.
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La involución I
M̂

intercambia en cada punto (x, y) las direcciones [α : β] y [β : α] , este intercambio
produce un intercambio de las rectas tangentes a M̂ que están en la dirección de ξ en los puntos
(x, y, [α : β]) y (x, y, [β : α]) respectivamente, aśı, I

M̂
lleva curvas integrales de ξ en curvas integrales ξ.

En M̂, el subconjunto ΩM contiene a una de las cubiertas del subconjunto del plano que satisface
Δ (x, y) > 0 con (x, y) en una vecindad del origen y también contiene a las curvas pliegue. La otra
cubierta es llevada por la involución en la cubierta contenida en ΩM. En particular, las curvas integrales
del campo ξ en el complemento de ΩM son llevadas por la involución IM̂ en las curvas integrales de ξ en
ΩM.

Ahora podemos definir un homeomorfismo Ψ̂ : V̂ −→ Ŵ , con V̂ ⊆ M̂, Ŵ ⊆ N̂ vecindades de
{(0, 0)} × RP 1. Considere a ψ : ΩM ⊂ M̂−→ΩN ⊂ N̂ el homeomorfismo de la proposición 20. Entonces se
define :

Ψ̂ (x, y, [α : β]) = ψ (x, y, [α : β]) si (x, y, [α : β]) ∈ ΩM,

Ψ̂ (x, y, [α : β]) = IN̂ ◦ ψ ◦ IM̂ (x, y, [α : β]) si (x, y, [α : β]) /∈ ΩM.

Aśı definido el homeomorfismo Ψ̂, éste lleva las curvas integrales del campo vectorial ξ̂ en las curvas
integrales del campo vectorial ϑ̂, deja invariante a {(0, 0)} × RP 1 y lleva el conjunto de puntos pliegue
de M̂ en el conjunto de puntos pliegue de N̂, mas aún:

Afirmación 3 El homeomorfismo Ψ̂ : V̂ −→ Ŵ induce un homeomorfismo del plano {(x, y)} el cual
lleva las curvas integrales de la ecuación (2.30) en las curvas integrales de la ecuación (2.31).

Demostración. El homeomorfismo Ψ̂ es tal que si dados dos puntos (x, y, [α : β]) , (x, y, [β : α]) ∈ V̂

con Ψ̂ (x, y, [α : β]) = (x′, y′, [β′ : α′]) , entonces Ψ̂ (x, y, [β : α]) = (x′, y′, [β′ : α′]) . Por lo tanto, se define
h : R

2, 0 −→ R
2, 0 como h (x, y) = (x′, y′) .

Esto concluye la prueba del teorema.

2.5.1. Análisis geométrico en una vecindad del origen de R
2 de las curvas integrales

de una ecuación diferencial binaria genérica con una singularidad de tipo

Morse nodo.

En este apartado, sólo se consideran ecuaciones diferenciales binarias genéricas con una singularidad
de tipo Morse nodo. Se puede asumir que las ecuaciones diferenciales son dadas de tal forma que
a (x, y) = c (x, y) y más aún, por el teorema 19 se puede suponer que las funciones a y b son lineales.

Para conocer el comportamiento locales de las curvas integrales del campo de direcciones bivaluado
nos auxiliaremos de la variedad

K̂ =
{
((x, y) , [δ : γ]) ∈ R

2 × RP 1 : a (x, y) δ + b (x, y)γ = 0
}

y de la función T : M̂ −→ K̂ definida por

T ((x, y) , [α : β]) =
(
(x, y) ,

[
α2 + β2 : 2αβ

])
.
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Note que la función T está bien definida, pues para todo punto ((x, y) , [α : β]) ∈ M̂ , se satisface(
α2 + β2

)
a (x, y) + αβ2b (x, y) = 0. A continuación veremos algunas propiedades de estos objetos.

En coordenadas afines el conjunto K̂ es descrito por K =
{
(x, y, p) ∈ R

3 : a (x, y)p+ b (x, y) = 0
}
.

De manera análoga a la proposición 5 se muestra la siguiente proposición.

Proposición 22 Si la función Δ (x, y) = b2 (x, y)− a2 (x, y) tiene una singularidad de Morse entonces
K es una superficie diferenciable en una vecindad del eje p.

Demostración. Sea G (x, y, p) = a (x, y)p+b (x, y) , como Gp (x, y, p) = a (x, y) se anula en el eje p, en-
tonces K no es una superficie diferenciable si las derivadas parciales Gx y Gy se anulan simultáneamente
en algún punto (0, 0, p) ,

Gx (0,0, p) = a1p+ b1,

Gy (0, 0, p) = a2p+ b2.

Las derivadas parciales Gx y Gy se anulan simultáneamente en algún punto (0, 0, p) si y sólo si
a1b2 − a2b1 = 0.

Para una ecuación diferencial binaria en la que a (x, y) = c (x, y) , la función F está dada por
F (x, y, p) =

(
p2 + 1

)
a (x, y) + pb (x, y) y la ecuación (2.4) es simplemente

−4 (b2a1 − a2b1)
2 = 0.

Aśı, la condición a1b2 − a2b1 = 0 es equivalente a que la función Δ (x, y) = b2 (x, y)− a2 (x, y) no tenga
una singularidad de Morse.

Observación. Se puede considerar al conjunto K̂ como la cerradura de la gráfica de una función
ρ : R

2\ {(0, 0)} −→ RP 1, donde para cada punto (x, y) �= (0, 0) se tiene que ρ (x, y) = [−b (x.y) : a (x.y)]
si a (x, y) δ + b (x, y)γ = 0, es decir, a cada punto distinto del origen, ρ le asocia la dirección dada por
la recta a (x, y) δ + b (x, y) γ = 0.

Si se considera el sistema de ecuaciones diferenciales

dx

dt
= a (x, y) = a1x+ a2y +O

(
‖(x, y)‖2

)
,

dy

dx
= b (x, y) = b1x+ b2y +O

(
‖(x, y)‖2

)
,

entonces el campo de direcciones en el plano a (x, y)dy − b (x, y) dx = 0 determina la función ρ.

Si se supone que la función Δ (x, y) = b2 (x, y) − a2 (x, y) tiene una singularidad de Morse en el
origen, entonces a1b2 − a2b1 �= 0. En consecuencia la matriz asociada a la parte lineal del sistema tiene
determinante distinto de cero y, por lo tanto, sus valores propios son distintos de cero. Esto implica
que el origen es un punto singular no degenerado del sistema de ecuaciones diferenciales, es decir, el
origen es equivalente topológicamente a un punto silla, a un nodo, a un foco o a un centro, si los valores
propios son reales con signo distintos, con signos iguales y/o valores iguales, complejos o imaginarios
puros, respectivamente. Notemos que el ı́ndice de cada uno de estos puntos singulares es 1 ó -1.

Ahora consideremos una recta en el plano {(x, y)} que pasa por el origen. Para cada punto de esta
recta distinto del origen una dirección del campo de direcciones a (x, y) dy−b (x, y) dx = 0 le es asignado,
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si giramos continuamente la recta de 0 a 180 grados tomando como centro de rotación al origen, entonces
se toman todas las direcciones del campo de direcciones y se lleva la recta en śı misma, de manera que
puntos ant́ıpodas van en puntos ant́ıpodas. Aśı, usando también que el ı́ndice de los puntos singulares
es ±1 se sigue que ρ toma todos los valores en RP 1 e identifica las imagenes de puntos ant́ıpodas de la
recta. Por lo tanto se tiene la siguiente proposición:

Proposición 23 Si la función Δ (x, y) = b2 (x, y) − a2 (x, y) tiene una singularidad de Morse en el
origen, entonces K̂ contiene una vecindad Γ de {(0, 0)} × RP 1 la cual es difeomorfa a una banda de
Möbius.

La función T : M̂ −→ K̂ tiene las siguientes propiedades:

Propiedad 1 Es diferenciable y el conjunto de puntos cŕıticos de T consiste de los puntos (x, y, [α : β]) ∈
M̂ tal que Δ (x, y) = 0, con (x, y) �= (0, 0) y de los puntos (0, 0, [−1 : 1]) , (0, 0, [1 : 1]) ∈ M̂.

En cartas coordenadas la función T tiene alguna de las siguientes representaciones locales

T (x, y, q) =
(
x, y,

2q
1 + q2

)
si β �= 0,

T (x, y, p) =
(
x, y,

1 + p2

2p

)
si α �= 0.

De esta forma, la matriz de Jacobi de T es diagonal (en cualquiera de las dos representaciones locales).
Entonces, para conocer los puntos cŕıticos de T es suficiente encontrar los puntos en los que se anulan
las derivadas parciales ∂

∂q

(
2q

1+q2

)
y ∂

∂p

(
1+p2

2p

)
, pues los otros valores sobre la diagonal son 1. Notemos

que si (x, y) �= (0, 0) y 0 = Δ (x, y) = b2 (x, y)− a2 (x, y) , entonces q = −b(x,y)
a(x,y) . Aśı, en el caso β �= 0, se

tiene que

∂

∂q

(
2q

1 + q2

)
= −2

q2 − 1
(q2 + 1)2

= −2

(−b(x,y)
a(x,y)

)2
− 1

((−b(x,y)
a(x,y)

)2
+ 1

)2 = 2
a2 (x, y)− b2 (x, y)
a2 (x, y) + b2 (x, y)

= 0.

Si (x, y) = (0, 0) , entonces los puntos (0, 0, [−1 : 1]) , (0, 0, [1 : 1]) ∈ M̂ en coordenadas afines son
(0, 0,−1) y (0, 0, 1) , en consecuencia ∂

∂q

(
2q

1+q2

)
((0, 0,±1)) = 0. El caso α �= 0 es análogo.

Notemos que el conjunto de puntos cŕıticos de T se proyecta en las dos ramas del discriminante de la
ecuación diferencial binaria, esto es, el conjunto de puntos cŕıticos de T coincide con las curvas pliegue
de M̂.

Propiedad 2 Para cada elemento (x, y, [δ : γ]) en la imagen de T, existen a lo más dos puntos en M̂

que son preimagen este elemento y existe sólo un elemento en la preimagen de (x, y, [δ : γ]) si y sólo si
((x, y) , [α : β]) es un punto cŕıtico de T.

La primera parte de esta propiedad es consecuencia de lo siguiente: si ((x, y) , [α : β]) ∈ M̂ no es un
punto cŕıtico de T, entonces ((x, y) , [β : α]) ∈ M̂ y se tiene

T ((x, y) , [α : β]) =
(
(x, y) ,

[
α2 + β2 : 2αβ

])
= T ((x, y) , [β : α]) .
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La segunda parte es debida a que en puntos del discriminante distintos del origen sólo hay una
dirección que satisface la ecuación a (x, y)α2 + 2b (x, y)αβ + a (x, y)β2 = 0 y en consecuencia sólo hay
un único punto ((x, y) , [β : α]) ∈ M̂.

Propiedad 3 La imagen de {(0, 0)} × RP 1 bajo la función T es un subconjunto cerrado propio de
{(0, 0)}×RP 1 ⊂ K̂, por lo tanto, T

({(0, 0)} × RP 1
)

es homeomorfo a un intervalo cerrado. La frontera
de este intervalo son los puntos (0, 0, [±1 : 1]) .

Una forma de ver esto es analizando el comportamiento de la función f : R −→ R dada por
f (x) = 2x

1+x2 . La imagen de f es el intervalo cerrado [−1, 1] . Notemos además que T ((x, y) , [0 : 1]) =
((x, y) , [1 : 0]) = T ((x, y) , [1 : 0]) .

�

�

�����

�

��

��
����

Figura 2.7: La función f (x) = 2x
1+x2 determina el comportamiento de la función T.

Observemos que si Γ ⊆ M̂ es una vecindad compacta de {(0, 0)} × RP 1, entonces T (Γ) es una
vecindad compacta de T

({(0, 0)} × RP 1
)
. Por simplicidad podemos pensar que Γ es tal que T (Γ) es

homeomorfa a un rectángulo de la forma [−t, t] × [−1, 1] ⊆ R
2.

Propiedad 4 Si Pi = (0, 0, pi) , i = 1, 2, 3 son tres puntos singulares distintos del campo vectorial ξ,
entonces T (P1) , T (P2) y T (P3) son tres puntos distintos en T

({(0, 0)} × RP 1
)
.

En una carta afin de RP 1, se tiene que T (x, y, p) =
(
x, y, 2p

1+p2

)
. Dos puntos singulares del campo

vectorial ξ, P1 = (0, 0, p1) y P2 = (0, 0, p2) , satisfacen T (P1) = T (P2) si y sólo si 2p1

1+p2
1

= 2p2

1+p2
2
,

equivalentemente 0 = −2p1

(
1 + p2

2

)
+ 2p2

(
1 + p2

1

)
= 2 (p1 − p2) (p1p2 − 1) .

Si p1 − p2 = 0, entonces se satisface la equivalencia. Si por el contrario, p1 − p2 no es igual a cero,
entonces la igualdad 0 = (p1 − p2) (p1p2 − 1) se satisface si p1p2 − 1 = 0. Para una ecuación diferencial
binaria tal que a = c, si p1 y p2 son ráıces del polinomio φ (p) = a2p

3 + (2b2 + a1) p2 + (2b1 + a2) p+ a1,

las cuales satisfacen p1p2 = 1, entonces se cumple la ecuación 2.4 y en este caso el discriminante
Δ (x, y) = b2 (x, y)−a2 (x, y) no tiene una singularidad de tipo Morse, lo cual es una contradicción. Por
lo tanto, no es posible que p1p2 = 1. En consecuencia los puntos T (P1) , T (P2) y T (P3) son distintos
si P1,P2 y P3 son distintos.

Propiedad 5 La diferencial de T lleva al campo vectorial ξ en dos campos vectoriales sobre T
(
M̂
)

estos dos campos vectoriales coinciden en la imagen de los puntos cŕıticos de T. En el resto de T
(
M̂
)

los dos campos vectoriales se intersectan transversalmente.
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Como ξ = FP
∂
∂x + pFp

∂
∂y − (Fx + pFy) ∂

∂q , donde F (x, y, p) = a (x, y)p2 + 2b (x, y)p + a (x, y) ,

entonces Fp (x, y, p) = 2a (x, y)p+ 2b (x, y) . Por lo tanto, Fp (x, y, p) �= Fp

(
x, y, 1

p

)
,

dT (ξ) (FP (x, y, p) , pFp (x, y, p) ,− (Fx + pFy) (x, y, p))

�= dT (ξ)
(
FP

(
x, y,

1
p

)
, pFp

(
x, y,

1
p

)
,− (Fx + pFy)

(
x, y,

1
p

))
.

Es cierto también que Fp (x, y, p) y Fp

(
x, y, 1

p

)
no son múltiplos y por lo tanto, los dos campos

vectoriales se intersectan transversalmente.

Propiedad 6 En consecuencia, si Pi es un punto singular del campo ξ entonces su imagen, T (Pi) ,
es singular en sólo uno de los dos campos vectoriales, el otro campo vectorial definido sobre T

(
M̂
)

es

diferenciable en T (Pi) . Se sigue también que el conjunto T
({(0, 0)} × RP 1

)−{T (P1) , T (P2) , T (P3)}
es unión de curvas integrales comunes a los dos campos vectoriales definidos en T

(
M̂
)
.

�
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Figura 2.8: El campo vectorial ξ̂ es llevado en un campo bivaluado en T
(
M̂
)
.

La aplicación T lleva una vecindad de {(0, 0)} × RP 1 ⊆ M̂ en un subconjunto D = T
(
M̂
)

de
una banda de Móbius, el cual está acotado por la imagen de los puntos cŕıticos de T. La diferencial de
T lleva el campo vectorial ξ̂ en un campo bivaluado sobre D. Estas propiedades nos dan información
topológica del comportamiento de las curvas integrales del campo bivaluado sobre un subconjunto de
T
(
M̂
)
. La proyección de K̂ −→ R

2 determina los modelos locales de las curvas integrales de una
ecuación diferencial tal que el discriminante es un nodo en el origen.

Observación. El corolario de la página 6 y la observación en la página 20 muestran que las curvas
integrales de una ecuación diferencial binaria forman cúspides en puntos del discriminante Δ (x, y) = 0.

Observación. Para la ecuación (2.30) el punto (0, 0, 0) es singular del campo vectorial ξ. Si ξ tiene tres
puntos singulares, los restantes se encuentran distribuidos a lo largo del eje p. Los modelos locales (figura
2.8) corresponden al caso en el que los dos puntos singulares distintos del origen se encuentran fuera
del intervalo [−1, 1] contenido en el eje p. Los puntos (0, 0,±1) son particulares pues son la intersección
del eje p con las curvas que se levantan de las ramas del discriminante de la ecuación (2.30) (ver lema
3). La posición de los puntos singulares con respecto a (0, 0,±1) no es del todo relevante, pues se tiene
el siguiente lema:



Formas normales topológicas 53

Lema 4 Sea
a2ydy

2 + 2 (b1x+ b2y) dxdy + c2ydx
2 = 0, (2.32)

una ecuación diferencial lineal tal que su campo vectorial asociado tiene tres puntos singulares. Entonces
existe un cambio de coordenadas lineal Φ : R

2 −→ R
2 tal que la ecuación diferencial lineal (2.32) es

enviada en la ecuación diferencial lineal

A2ydy
2 + 2 (B1x+B2y) dxdy + C2ydx

2 = 0. (2.33)

El campo vectorial ξ de la ecuación (2.33) tiene tres puntos singulares, uno de ellos es el origen (0, 0, 0)
y es el único punto singular en el intervalo [−1, 1] del eje p, en consecuencia, los dos restantes se
encuentran en el complemento del intervalo.

Demostración. Considere un cambio lineal del plano real de la forma (x, y) = (αx, δy). La ecuación
(2.32) es transformada, mediante este cambio de coordenadas a la ecuación (2.33) donde los coeficientes
satisfacen (

C1 B1 A1

C2 B2 A2

)

=

(
0 α2δb1 0

α2δc2 αδ2b2 δ3a2

)

.

El polinomio φ (p) = a2p
3 + 2b2p2 + (2b1 + c2) p, asociado a la ecuación (2.32), tiene las ráıces

p1 = 0 y p2,3 = − 1
a2

(
b2 ±

√
b22 − 2a2b1 − a2c2

)
.

Por otro lado, el polinomio ϕ (p) = pδ
(
+δ2a2p

2 + 2αδb2p+ 2α2b1 + α2c2
)
, asociado a la ecuación (2.33)

tiene las ráıces

q1 = 0 y q2,3 = − α

δa2

(
b2 ±

√
b22 − 2a2b1 − a2c2

)
.

Note que si las ráıces p2,3 de φ (p) son reales, entonces las ráıces de q2,3 de ϕ (p) son reales. Aśı, si por
ejemplo 0 < p2 < 1, entonces α

δ p2 > 1, al tomar δ = p2 y α > 1. Si −1 < p2 < 0, entonces α
δ p2 < −1, al

tomar δ = −p2 y α > 1.
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Figura 2.9: Modelos locales de las curvas integrales de una ecuación diferencial binaria con una singula-
ridad del tipo Morse Nodo.
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Aplicaciones en geometŕıa diferencial de

superficies

En este apartado consideraremos superficies diferenciables en el espacio euclideano R
3.

Sea S una superficie en R
3. Localmente S puede ser expresada como la gráfica de una función

diferenciable. Para cada p ∈ S podemos elegir un sistema de coordendas de R
3 tal que S es expresada

localmente como la gráfica de una función f : U ⊆ R
2 −→ R y tal que el plano xy coincide con el plano

tangente TpS a S en p. De esta forma decimos que la superficie es expresada en una carta de Monge.

En una carta de Monge, el origen de coordenadas de R
3 ha sido identificado con p, por lo que

f (0, 0) = 0, fx (0, 0) = 0 y fy (0, 0) = 0. Bajo estas condiciones tenemos que

z = f (x, y) =
1
2
(
A20x

2 + 2A21xy + A22y
2
)

+O
(
‖(x, y)‖3

)
.

Cuando una superficie S es expresada como la gráfica de una función diferenciable, su segunda forma
fundamental en una vecindad de p aplicada a un vector (dx, dy) ∈ R

2 tiene la forma

fxx (x, y)dx2 + fxy (x, y)dxdy + fyy (x, y)dy2 = 0.

Esta expresión corresponde a la ecuación diferencial que define las ĺıneas asintóticas.

Si una superficie S está dada localmente como la gráfica de la función diferenciable f : U ⊆ R
2 −→ R,

podemos obtener condiciones sobre la función f tal que el discriminante de la segunda forma fundamental
tenga un nodo en el origen, o bien, un punto aislado.

Supondremos que f puede representarse en serie de potencias en una vecindad del origen:

f (x, y) =
1
2
(
A20x

2 + 2A21xy + A22y
2
)

+A30x
3 + A31x

2y +A32xy
2 +A33y

3 + · · ·

55
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Necesitamos conocer las derivadas parciales de primer y segundo orden de f :

∂

∂x
f (x, y) =

1
2

(2A20x+ 2A21y) + 3A30x
2 + 2A31xy +A32y

2 + · · ·
∂

∂y
f (x, y) =

1
2

(2A21x+ 2A22y) +A31x
2 + 2A32xy + 3A33y

2 + · · ·
∂2

∂x2
f (x, y) = A20 + 6A30x+ 2A31y + · · ·

∂2

∂y∂x
f (x, y) =

∂2

∂y∂x
f (x, y) = A21 + 2A31x+ 2A32y + · · ·

∂2

∂y2
f (x, y) = A22 + 2A32x+ 6A33y + · · ·

En el estudio de las ecuaciones diferenciales binarias hemos considerado que las funciones que con-
forman los coeficientes de la ecuación se anulan en el origen. Esta condición implica que los coeficientes
cumplan la igualdad:

A20 = A21 = A22 = 0

Esto significa que la función f en una vecindad del origen tiene la forma f (x, y) = C (x, y)+O
(
‖(x, y)‖3

)
,

donde C (x, y) es el polinomio homogéneo de grado tres en dos variables:

C (x, y) = A30x
3 + A31x

2y +A32xy
2 + A33y

3.

Por lo tanto, si se toma a (x, y) = ∂2

∂y2 f (x, y) , b (x, y) = ∂2

∂y∂xf (x, y) y c (x, y) = ∂2

∂x2f (x, y), entonces la
ecuación diferencial que define las ĺıneas asintóticas es
(
2A32x+ 6A33y + O

(
‖(x, y)‖2

))
dy2 + 2

(
2A31x+ 2A32y +O

(
‖(x, y)‖2

))
dydx

+
(
6A30x+ 2A31y + O

(
‖(x, y)‖2

))
dx2 = 0. (3.1)

Proposición 24 La superficie M determinada por la ecuación diferencial binaria (3.1) es diferenciable
en una vecindad de {(0, 0)} × R siempre que el polinomio C (1, p) no tenga ráıces reales repetidas.

Demostración. El polinomio

C (1, p) = A33p
3 + A32p

2 +A31p+A30,

tiene ráıces reales repetidas si y sólo si el resultante de los polinomios C (1, p) y d
dpC (1, p) (su derivada

con respecto a p ) se anula. Esto es, si y sólo si
∣
∣∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

A33 A32 A31 A30 0
0 A33 A32 A31 A30

3A33 2A32 A31 0 0
0 3A33 2A32 A31 0
0 0 3A33 2A32 A31

∣
∣∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

= 0. (3.2)

Podemos ver que el valor del determiante (3.2) es:

A33

(
27A2

30A
2
33 − 18A30A31A32A33 + 4A30A

3
32 + 4A3

31A33 − A2
31A

2
32

)
(3.3)
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Por otro lado, la superficie M determinada por la ecuacion (3.1) es diferenciable en una vecindad
del eje p, excepto en el caso en el que los coeficientes del polinomio C satisfacen la siguiente igualdad:

(2A312A32 − 6A306A33)
2 − 4 (2A322A32 − 2A316A33) (2A312A31 − 6A302A32) = 0 (3.4)

La ecuación (3.4) no es más que la ecuación (2.4) reescrita con los coeficientes de la ecuación
diferencial binaria (3.1). Tal como se ha probado en el caso general, el hecho de que la ecuación (3.4)
se satisfaga es equivalente a que la función discriminante Δ = b2 − ac tenga una singularidad de Morse
en el origen. Es sólo un cálculo ver que (3.4) es un múltiplo de (3.3). Por lo tanto, el polinomio C (1, p)
no tiene ráıces reales repetidas si y sólo si M es una superficie diferenciable en {(0, 0)} × R.

Proposición 25 Los puntos singulares del campo vectorial ξ sobre {(0, 0)} × RP 1 ⊂ M están dados
por los ceros del polinomio cúbico C (1, p) . Todos los puntos singulares del campo vectorial ξ son sillas.

Demostración. El polinomio φ asociado a la ecuación diferencial binaria (3.1) satisface:

φ (p) = 6A33p
3 + (4A32 + 2A32) p2 + (4A31 + 2A31) p+ 6A30

= 6A33p
3 + 6A32p

2 + 6A31p+ 6A30

= 6C (1, p) .

Por lo que las ráıces de φ son exactamente las ráıces de C (1, p) . Éstas corresponden a los puntos
singulares del campo vectorial ξ.

Los valores propios de la parte lineal del campo ξ̃ son

α1 = 2
(
6A33p

2 + (2A32 + 2A32) p2 + 2A31

)
,

β2 = −6
(
3A33p

2 + 2A32p
2 +A31

)
.

Observemos que α1 (p) = 2
3 φ́ (p) , por lo que (α1 (p)) (β2 (p)) = −2

3 (φ́ (p))2 < 0, esto es, los puntos
singulares del campo vectorial ξ̃ son sillas. Como ξ̃ es la proyección en el plano {(x, p)} del campo ξ,
entonces sus puntos singulares son del mismo tipo que los de ξ̃.

Para la función f, el 2-jet de la función discriminante Δ = (fxy)
2 − (fyy) (fxx) es

(2A31x+ 2A32y)
2 − (6A30x+ 2A31y) (2A32x+ 6A33y)

= 4x2A2
31 − 12A30x

2A32 + 4xyA31A32 − 36A30A33xy − 12A33y
2A31 + 4y2A2

32

=
(
4A2

31 − 12A30A32

)
x2 + (4A31A32 − 36A30A33) xy +

(−12A33A31 + 4A2
32

)
y2.

Esta forma cuadrática es no degenerada si y sólo si

(4A31A32 − 36A30A33)
2 − 4

(
4A2

31 − 12A30A32

) (−12A33A31 + 4A2
32

) �= 0.

Esta expresión se cumple siempre que el polinomio C (1, p) no tenga ráıces repetidas ( Ver 3.3 y 3.4).

Aśı, la función discriminante Δ = (fxy)
2 − (fyy) (fxx) , tiene una singularidad de Morse en el origen,

por lo cual la curva Δ (x, y) = 0 es localmente un nodo, o bien un punto aislado.
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Corolario. En una vecindad de un punto umb́ılico plano el campo de direcciones asintóticas tiene una
de las siguientes formas topológicas:

a) ydy2 − 2xdxdy − ydx2 = 0,
b) ydy2 − 2xdxdy + ydx2 = 0.

Demostración. Si el discriminante Δ (x, y) = 0 es un punto aislado, entonces se satisface

(4A31A32 − 36A30A33)
2 − 4

(
4A2

31 − 12A30A32

) (−12A33A31 + 4A2
32

)
< 0.

Esta desigualdad determina un subconjunto abierto y conexo en el espacio vectorial de dimensión cuatro

R = {(A30, A31, A32, A33) : A3j ∈ R, j = 0, 1, 2, 3} .

En este subconjunto, el polinomio C (1, p) tiene tres ráıces reales distintas, que corresponden a tres
puntos singulares del tipo silla. Aśı, la ecuación diferencial binaria (3.1) tiene la forma normal del inciso
a), el caso estar.

Si el discriminante Δ (x, y) = 0 es localmente un nodo en el origen entonces

(4A31A32 − 36A30A33)
2 − 4

(
4A2

31 − 12A30A32

) (−12A33A31 + 4A2
32

)
> 0.

En el espacio vectorial de dimensión cuatro R, esta desigualdad determina un subconjunto abierto y
conexo en el que el polinomio C (1, p) tiene sólo una ráız real. Por el teorema 19 y como el punto singular
es un punto silla se concluye que la ecuación diferencial binaria (3.1) tiene la forma normal del inciso
b).
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En este apéndice, encontraremos los cálculos que justifican las particiones del plano {(b1, b2)} dadas
en las figuras 2.4 y 2.6. Para hacer esto, consideraremos ecuaciones diferenciales binarias lineales de la
forma

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx± ydx2 = 0,

y calcularemos los signos de los valores propios de la matŕız correspondiente a la parte lineal del campo
vectorial ξ en puntos (b1, b2) pertenecientes a cada una de las regiones limitada por las curvas separa-
trices.

Se ha mencionado en el apartado 2.4.1 que el cambio de coordenadas en el plano Φ (x, y) = (−x, y)
mantiene invariante el tipo de ecuación diferencial binaria lineal y que existe una simetŕıa en el plano
{(b1, b2)} con respecto al eje b1, el número y el tipo topológico de puntos singulares del campo vectorial
ξ se conserva, por lo tanto, es suficiente considerar ecuaciones diferenciales binarias en las que b2 ≥ 0 y
realizar los cálculos correspondientes en el semiplano superior {(b1, b2) : b2 ≥ 0} .

Parte I

Las siguientes curvas son las separatrices del tipo de puntos singulares del campo vectorial ξ asociado
a la forma normal :

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx− ydx2 = 0. (5)

a) La curva “ no Morse ” b1 = 0.

b) Las curvas 2b1 − 1 = 0 y b1 = 1
2

(
b22 + 1

)
.

c) La curva con ráıces comunes de α1 (p) , φ (p) y b1 = 0.

Para la ecuación diferencial (5) el polinomio

φ (p) = p3 + 2b2p2 + (2b1 − 1) p,

tiene las ráıces: ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 + 1, ρ2 = 0 y ρ3 = −b2 +

√
b22 − 2b1 + 1, los valores propios del

campo vectorial ξ en un punto singular (0, 0, p) son:

−φ′ (p) = − (3p2 + 4b2p+ (2b1 − 1)
)
,

α1 (p) = 2
(
p2 + b2p+ b1

)
.
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Si b2 ≥ 0, entonces las raices del polinomio φ (p) tienen el siguiente orden ρ1 ≤ ρ2 ≤ ρ3. El siguiente
paso es evaluar ρ1, ρ2 y ρ3 en los polinomios −φ′ (p) y α1 (p) para obtener el signo de los valores propios
en cada punto singular ρ1, ρ2 y ρ3 del campo vectorial ξ.

−φ′ (ρ1) = −φ′
(
−b2 −

√
b22 − 2b1 + 1

)

= −
(

3
(
−b2 −

√
b22 − 2b1 + 1

)2

+ 4b2

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 + 1

)
+ (2b1 − 1)

)

= −2
(
b22 − 2b1 + 1

)− 2b2
√
b22 − 2b1 + 1, (6)

α1 (ρ1) = α1

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 + 1

)

= 2

((
−b2 −

√
b22 − 2b1 + 1

)2

+ b2

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 + 1

)
+ b1

)

= 2
(
b22 − b1 + 1

)
+ 2b2

√
b22 − 2b1 + 1. (7)

−φ′ (ρ2) = −φ′ (0) = − (2b1 − 1) , (8)

α1 (ρ2) = α1 (0) = 2b1. (9)

−φ′ (ρ3) = −φ′
(√

b22 − 2b1 + 1− b2

)

= −
(

3
(√

b22 − 2b1 + 1 − b2

)2

+ 4b2

(√
b22 − 2b1 + 1 − b2

)
+ (2b1 − 1)

)

= −2b22 + 4b1 − 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 + 1. (10)

α1 (ρ3) = α1

(√
b22 − 2b1 + 1 − b2

)

= 2

((√
b22 − 2b1 + 1− b2

)2

+ b2

(√
b22 − 2b1 + 1 − b2

)
+ b1

)

= 2b22 − 2b1 + 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 + 1. (11)
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1. Análisis en el conjunto {(b1, b2) : b1 < 0, b2 ≥ 0} .
En este conjunto se satisfacen simultáneamente las desigualdades b22−2b1 +1 > 0 y b22−b1 +1 > 0.
En consecuencia,

−φ′ (ρ1) = −2
(
b22 − 2b1 + 1

)− 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 < 0,

α1 (ρ1) = 2
(
b22 − b1 + 1

)
+ 2b2

√
b22 − 2b1 + 1 > 0.

Por lo tanto, ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 + 1 es un punto silla.

−φ′ (ρ2) = −φ′ (0) = − (2b1 − 1) > 0,

α1 (ρ2) = α1 (0) = 2b1 < 0.

Asi, ρ2 = 0 es un punto silla.

Se afirma
−φ′ (ρ3) = −2b22 + 4b1 − 2 + 2b2

√
b22 − 2b1 + 1 < 0.

Como b2 > 0 y b22 − 2b1 + 1 > 0, entonces la desigualdad −φ′ (ρ3) < 0 se satisface si y sólo si
0 < 2b2

√
b22 − 2b1 + 1 < 2b22 − 4b1 + 2,

equivalentemente, 0 <
(
2b22 − 4b1 + 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 + 1

)2
, la cual se satisface

si y sólo si 0 < 16b21 − 16b1b22 − 16b1 + 4b42 + 8b22 + 4− (4b22 − 8b1b22 + 4b42
)
, que es equivalente a

0 < 16b21 − 8b1b22 − 16b1 + 4b22 + 4 = 4 (2b1 − 1)
(−b22 + 2b1 − 1

)
, (12)

esta desigualdad se satisface, pues ambos factores dentro de los parentesis son negativos.

Se afirma
α1 (ρ3) = 2b22 − 2b1 + 2− 2b2

√
b22 − 2b1 + 1 + 2 > 0.

Se satisface la desigualdad α1 (ρ3) > 0 si y sólo si 2b22 − 2b1 + 2 > 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 > 0,

que es cierta si y sólo si
(
2b22 − 2b1 + 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 + 1

)2
> 0, la cual es equivalente a

4b21 − 8b1b22 − 8b1 + 4b42 + 8b22 + 4 − (4b22 − 8b1b22 + 4b42
)
> 0. (13)

Note que la desigualdad (13) se satisface pues:

4b21 − 8b1b22 − 8b1 + 4b42 + 8b22 + 4− (4b22 − 8b1b22 + 4b42
)

= 4
(
b21 + b22 − 2b1 + 1

)
> 0.

Aśı, ρ3 = −b2 +
√
b22 − 2b1 + 1 es un punto silla.
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2. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : 0 < b1 <

1
2 , b2 ≥ 0

}
.

Junto con las desigualdades 0 < b1 <
1
2 y b2 ≥ 0, se satisfacen b22 − 2b1 + 1 > 0, y b22 − b1 + 1 > 0.

El orden de las ráıces del polinomio φ (p) es: ρ1 < ρ2 < ρ3. Y se tiene que:

−φ′ (ρ1) = −2
(
b22 − 2b1 + 1

)− 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 < 0,

α1 (ρ1) = 2
(
b22 − b1 + 1

)
+ 2b2

√
b22 − 2b1 + 1 > 0.

Aśı, ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 + 1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 − 1) > 0,

α1 (0) = 2b1 > 0.

Aśı, ρ2 = 0 es un nodo.

−φ′ (ρ3) = −2b22 + 4b1 − 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 < 0,

α1 (ρ3) = 2b22 − 2b1 + 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 + 2 > 0.

Esto es debido a que las desigualdades (12) y (13) se satisfacen tambien en el subconjunto del
plano

{
(b1, b2) : 0 < b1 <

1
2 , b2 ≥ 0

}
.

Asi ρ3 =
√
b22 − 2b1 + 1 − b2 es un punto silla.

3. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : 1

2 < b1, b
2
2 − 2b1 + 1 > 0, b2 > 0

}
.

Junto con las desigualdades 0 < 2b1 − 1 y b2 ≥ 0, se satisfacen b22 − 2b1 + 1 > 0, y b22 − b1 + 1 > 0.

El polinomio φ (p) tiene las ráıces ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 + 1, ρ2 = 0 y ρ3 =

√
b22 − 2b1 + 1− b2, el

orden de las ráıces es ρ1 < ρ2 < ρ3. En consecuencia,

−φ′ (ρ1) = −2
(
b22 − 2b1 + 1

)− 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 < 0,

α1 (ρ1) = 2
(
b22 − b1 + 1

)
+ 2b2

√
b22 − 2b1 + 1 > 0.

Aśı, ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 + 1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 − 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 > 0.

Aśı, ρ2 = 0 es un punto silla.

φ′ (ρ3) = 2 (2b1 − 1) + 2b2

(
−b2 +

√
b22 − 2b1 + 1

)
> 0,

α1 (ρ3) = 2b22 − 2b1 + 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 + 2 > 0.
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Observe que 2b22 − 2b1 + 2 > 0 y 2b2
√
b22 − 2b1 + 1 > 0. En consecuencia, α1 (ρ3) > 0 se satisface

si sólo si 2b22 − 2b1 + 2 > 2b2
√
b22 − 2b1 + 1, esta desigualdad es cierta si y sólo si

(
2b22 − 2b1 + 2

)2−
(
2b2
√
b22 − 2b1 + 1

)2
> 0, que se cumple si y sólo si 4b21−8b1b22−8b1+4b42+8b22+

4−(4b22 − 8b1b22 + 4b42
)
> 0. La cual se satisface pues 4b21−8b1+4b22+4 = 4

(
b21 + b22 − 2b1 + 1

)
> 0.

Asi ρ3 = −b2 +
√
b22 − 2b1 + 1 es un nodo.

4. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : 1

2 < b1, b
2
2 − 2b1 + 1 < 0, b2 ≥ 0

}
.

En este conjunto, el polinomio φ (p) = p3 + 2b2p2 + (2b1 − 1) p tiene únicamente una ráız real, a
saber p = 0, las ráıces

√
b22 − 2b1 + 1 − b2 y −b2 −

√
b22 − 2b1 + 1 son complejas. Por lo tanto,

−φ′ (0) = − (2b1 − 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 > 0.

Aśı, φ (p) tiene sólo un punto singular el cual es un punto silla.

� �
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Figura 1: Partición del plano {(b1, b2)}
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Parte II

Las siguientes curvas son las separatrices del tipo de puntos singulares del campo vectorial ξ asociado
a la forma normal

ydy2 + 2 (b1x+ b2y) dydx+ ydx2 = 0. (14)

a) La curva “ no Morse ” b1 = 0.

b) Las curvas 2b1 + 1 = 0 y b1 = 1
2

(
b22 − 1

)
.

c) Las curvas b1 = 0 y b1 = ±b2 − 1.

Para una ecuación diferencial binaria del tipo (14), el polinomio

φ (p) = p3 + 2b2p2 + (2b1 + 1) p,

tiene las ráıces ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 − 1, ρ2 = 0 y ρ3 = −b2 +

√
b22 − 2b1 − 1. Los valores propios de la

parte lineal del campo vectorial ξ son:

−φ′ (p) = − (3p2 + 4b2p+ (2b1 + 1)
)
,

α1 (p) = 2
(
p2 + b2p+ b1

)
.

En cada una de las ráıces del polinomio φ, los eigenvalores −φ′ (p) y α1 (p) tienen las siguientes expre-
siones :

En ρ1 = −b2 −
√
b22 − 2b1 − 1.

−φ′ (ρ1) = −
(

3
(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)2

+ 4b2

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
+ (2b1 + 1)

)

= 4b1 − 2b22 − 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 + 2

= 2 (2b1 + 1)− 2b2

(
b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
.

α1 (ρ1) = 2

((
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)2

+ b2

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
+ b1

)

= 2b22 − 2b1 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 − 2

= −2 (b1 + 1) + 2b2

(
b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
.

En ρ2 = 0.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) ,

α1 (0) = 2b1.
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En ρ3 = −b2 +
√
b22 − 2b1 − 1.

−φ′ (ρ3) = −
(

3
(√

b22 − 2b1 − 1 − b2

)2

+ 4b2

(√
b22 − 2b1 − 1 − b2

)
+ (2b1 + 1)

)

= 4b1 − 2b22 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 + 2

= 2 (2b1 + 1) + 2b2

(
−b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
.

α1 (ρ3) = 2

((√
b22 − 2b1 − 1− b2

)2

+ b2

(√
b22 − 2b1 − 1 − b2

)
+ b1

)

= 2b22 − 2b1 − 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 − 2

= −2 (b1 + 1) − 2b2

(
−b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
.
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Figura 2: Partición del plano {(b1, b2)}
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1. Análisis en el conjunto {(b1, b2) : b1 < −1, b1 < b2 − 1, b1 < −b2 − 1, b2 > 0} .
En este caso −2b1−1 > 0 por lo que b22−2b1−1 > b22 > 0, equivalentemente

√
b22 − 2b1 − 1 > b2 > 0.

En consecuencia se tiene que las ráıces del polinomio φ (p) tienen el siguiente orden ρ1 < ρ2 < ρ3.

Aśı, 2b2
(
b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
> 0. Entonces para este conjunto se cumple que:

−φ′ (ρ1) = 2 (2b1 + 1)− 2b2

(
b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
< 0,

α1 (ρ1) = −2 (b1 + 1) + 2b2

(
b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
> 0.

Por lo tanto, ρ1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) > 0,

α1 (0) = 2b1 < 0.

Por lo que ρ2 = 0 es un punto silla.

Se afirma que

−φ′ (ρ3) = −2b22 + 4b1 + 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0.

Note que −2b22 + 4b1 + 2 < 0, pero 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
> 0 lo cual implica que

∣∣−2b22 + 4b1 + 2
∣∣ >

∣
∣∣2b2

√
b22 − 2b1 − 1

∣
∣∣ = 2b2

√
b22 − 2b1 − 1. De esto tenemos que −φ′ (ρ3) < 0.

Para ver que se satisface
∣
∣4b1 − 2b22 + 2

∣
∣ >

∣∣∣2b2
√
b22 − 2b1 − 1

∣∣∣ , obtendremos la veracidad de la

desigualdad
(
4b1 − 2b22 + 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
> 0, que se cumple si y sólamente si

16b21 − 8b1b22 + 16b1 − 4b22 + 4 = (15)

16b21 − 16b1b22 + 16b1 + 4b42 − 8b22 + 4 − (4b42 − 4b22 − 8b1b22
)

> 0.

Pero debido a que 16b21 − 8b1b22 + 16b1 − 4b22 + 4 = 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
> 0, se tiene que la

desigualdad es cierta.

Se afirma que

α1 (ρ3) = 2b22 − 2b1 − 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 > 0.

Como 2b22−2b1−2 > 0 y 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 > 0 entonces α1 (ρ3) > 0 si y sólo si

(
2b22 − 2b1 − 2

)2
>

(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
. Esta desigualdad es cierta si y sólo si la siguiente desigualdad lo es

4b21 − 8b1b22 + 8b1 + 4b42 − 8b22 + 4 − (4b42 − 4b22 − 8b1b22
)

= (16)

4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) > 0,

la cual se cumple pues b1 − b2 + 1 < 0 y b1 + b2 + 1 < 0.

Aśı, ρ3 es un punto silla.
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2. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : b1 < −1

2 , b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b2 > 0
}
.

En este caso −2b1 − 1 > 0 por lo que b22 − 2b1 − 1 > b22 > 0 ó equivalentemente
√
b22 − 2b1 − 1 >

b2 > 0. Se sigue que las ráıces de φ (p), tienen el siguiente orden ρ1 < ρ2 < ρ3. En consecuencia se
cumple que:

−φ′ (ρ1) = 2 (2b1 + 1) − 2b2

(
b2 +

√
b22 − 2b1 − 1

)
< 0,

α1 (ρ1) = 2b22 − 2b1 − 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 > 0.

Para ver que α1 (ρ1) > 0, veremos que se satisface:
(
2b22 − 2b1 − 2

)2
<
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
,

desigualdad que se cumple si y sólo si

4b21 − 8b1b22 + 8b1 + 4b42 − 8b22 + 4− (4b42 − 4b22 − 8b1b22
)

= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) < 0,

la última desigualdad se satisface para la región del plano que se está analizando.

Por lo tanto, ρ1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) > 0,

α1 (0) = 2b1 < 0.

Aśı, ρ2 = 0 es un punto silla.

−φ′ (ρ3) = 4b1 − 2b22 + 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

Como 4b1 − 2b22 + 2 < 0, entonces −φ′ (ρ3) < 0 si sólo si
(
4b1 − 2b22 + 2

)2
>
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
.

La equivalencia se satisface ya que 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
> 0 (ver la igualdad (15)).

Se afirma que

α1 (ρ3) = 2b22 − 2b1 − 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

En el conjunto que se está analizando, la expresión 2b22 − 2b1 − 2 cambia de signo y mas aún,
toma el valor cero, en puntos donde 2b22 − 2b1 − 2 > 0, probaremos que se satisface 2b22 −
2b1 − 2 < 2b2

√
b22 − 2b1 − 1. Para esto notemos que:

(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
=

4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) < 0, (se deduce de las desigualdades que definen la región), entonces
α1 (ρ3) < 0.

Aśı, ρ3 es un nodo.

3. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : −1 < b1 <

−1
2 , b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b2 > 0

}
.

En este caso −2b1 − 1 > 0, por lo que b22 − 2b1 − 1 > b22 > 0 ó equivalentemente
√
b22 − 2b1 − 1 >

b2 > 0. Por lo anterior, tenemos que las ráıces de φ (p), tienen el siguiente orden ρ1 < ρ2 < ρ3. Y



68 Apéndice

para esta región del plano se cumple que:

−φ′ (ρ1) = 2 (2b1 + 1) + 2b2

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
< 0,

α1 (ρ1) = 2b22 − 2b1 − 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

En esta región 2b22 − 2b1 − 2 < 0, por lo tanto, α1 (ρ1) < 0 si y sólo si
(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) > 0.

La última desigualdad es cierta pues b1 − b2 + 1 > 0, b1 + b2 + 1 > 0, se concluye que α1 (ρ1) < 0.

Aśı, ρ1 es un nodo.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) > 0,

α1 (0) = 2b1 < 0.

Aśı, ρ2 = 0 es un punto silla.

−φ′ (ρ3) = 4b1 − 2b22 + 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

En este caso 4b1 − 2b22 + 2 es negativo, pero 4 (2b1 + 1)
(−b22 + 2b1 + 1

)
> 0 lo cual implica que

(
4b1 − 2b22 + 2

)2
>
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
. De esto tenemos que −φ′ (ρ3) < 0.

α1 (ρ3) = 2b22 − 2b1 − 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

Como se satisface que 2b22 − 2b1 − 2 < 0, entonces α1 (ρ3) < 0 si y sólo si
(
2b1 − 2b22 + 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) > 0.

Aśı, ρ3 es un nodo.

4. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : −1

2 < b1 < 0, b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b2 > 0
}
.

En este caso −2b1−1 < 0 por lo que 0 < b22−2b1−1 < b22 equivalentemente 0 <
√
b22 − 2b1 − 1 < b2.

Por lo anterior, tenemos que las ráıces de φ (p) tienen el siguiente orden ρ1 < ρ3 < ρ2. Aśı, se
cumple que:

−φ′
(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
= −2

(
b22 − 2b1 − 1

)− 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0,

α1

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
= 2b22 − 2b1 − 2 + 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 > 0.

Pues
(
2b22 − 2b1 − 2

)2
<
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
si y sólo si

(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(

2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2

= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) < 0,
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Por lo tanto
∣
∣2b22 − 2b1 − 2

∣
∣ < 2b2

√
b22 − 2b1 − 1, lo que muestra que α1 (ρ1) > 0.

Aśı, ρ1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 < 0.

Por lo que ρ2 = 0 es un nodo.

−φ′
(√

b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 4b1 − 2b22 + 2 + 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 > 0 :

Como−2b22+4b1+2 < 0, entonces −φ′ (ρ3) > 0 si y sólo si
(
4b1 − 2b22 + 2

)2
<
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
,

que se satisface pues 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
< 0.

α1

(√
b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 2b22 − 2b1 − 2 − 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

Variando los puntos (b1, b2) en el conjunto que está siendo analizado, la expresión 2b22 − 2b1 − 2,
cambia de signo y más aun toma el valor cero. Como en este conjunto b22 − 2b1 − 2 > 0, entonces
se afirma que se satisface

∣∣2b22 − 2b1 − 2
∣∣ < 2b2

√
b22 − 2b1 − 1.

Como
(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) < 0, (se deduce de

las desigualdades que definen la región ) entonces α1 (ρ3) < 0.

Aśı, ρ3 es un punto silla.

5. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : −1

2 < b1 < 0, b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b2 > 0, b22 − 2b1 − 1 > 0
}
.

En este caso −2b1 − 1 < 0 por lo que b22 − 2b1 − 1 < b22 y también 0 <
√
b22 − 2b1 − 1 < b2.

Se concluye que las ráıces de φ (p) tienen el siguiente orden ρ1 < ρ3 < ρ2. Aśı, se cumple que:

−φ′
(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
= −2

(
b22 − 2b1 − 2

)− 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0,

α1

(
−b2 −

√
b22 − 2b1 − 1

)
= 2b22 − 2b1 − 2 + 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 < 0.

Como
(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) y

b1 − b2 + 1 > 0, b1 + b2 + 1 > 0, se tiene que α1 (ρ1) < 0.

En consecuencia, ρ1 es un nodo.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 < 0.

Por lo que ρ2 = 0 es un nodo.
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−φ′
(√

b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 4b1 − 2b22 + 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 + 2 > 0 :

Aqúı 4b1 − 2b22 + 2 < 0, pero 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
< 0, lo cual implica que

(
4b1 − 2b22 + 2

)2
<
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
. De esto tenemos que −φ′ (ρ3) > 0.

α1

(√
b22 − 2b1 − 1− b2

)
= 2b22 − 2b1 − 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 − 2 < 0 :

Como se satisface que 2b22 − 2b1 − 2 < 0, y −2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0 entonces α1 (ρ3) < 0.

Aśı, ρ3 es un punto silla.

6. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : −1

2 < b1 < 0, b2 > 0, b22 − 2b1 − 1 < 0
}
.

En este conjunto el polinomio φ (p) tiene únicamente una ráız real, ρ = 0 y

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 < 0.

Aśı, el punto singular ρ = 0 es un nodo.

7. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : 0 < b1, b2 > 0, b22 − 2b1 − 1 < 0

}
.

El polinomio φ (p) tiene únicamente una ráız real, ρ = 0 y

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 > 0.

En consecuencia, el punto singular ρ = 0 es un punto silla.

8. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : 0 < b1, b2 > 0, b22 − 2b1 − 1 > 0, b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1

}
.

En este caso b1 > 0 por lo que b22 − 2b1 − 1 < b22 ó equivalentemente
√
b22 − 2b1 − 1 < b2, se sigue

que las ráıces de φ (p) tienen el siguiente orden, ρ1 < ρ3 < ρ2. Ademas, note que 2b22−2b1−2 > 0.
Entonces:

−φ′ (ρ1) = −2
(
b22 − 2b1 − 1

)− 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0,

α1 (ρ1) = 2b22 − 2b1 − 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 > 0.

Aśı, ρ1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 > 0.

Por lo que ρ2 = 0 es un punto silla.



Apéndice 71

−φ′
(√

b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 4b1 − 2b22 + 2 + 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 > 0 :

Se satisface la desigualdad −2b22 + 4b1 + 2 < 0, pero 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
< 0 lo cual implica

que
(
4b1 − 2b22 + 2

)2
<
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
. De esto tenemos que −φ′ (ρ3) > 0.

α1

(√
b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 2b22 − 2b1 − 2 − 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 > 0 :

Aqui la expresión 2b22−2b1−2 > 0 , probaremos que se satisface 2b22−2b1−2 > 2b2
√
b22 − 2b1 − 1.

Como
(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) > 0. Se sigue que

α1 (ρ3) > 0.

Aśı, ρ3 es un nodo.

9. Análisis en el conjunto
{
(b1, b2) : 0 < b1, b2 > 0, b22 − 2b1 − 1 > 0, b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1

}
.

En este caso −2b1 − 1 < 0 por lo que b22 − 2b1 − 1 < b22 ó equivalentemente
√
b22 − 2b1 − 1 < b2.

Por lo anterior, las ráıces de φ (p), tienen el siguiente orden ρ1 < ρ3 < ρ2. Ademas, note que
2b22 − 2b1 − 2 > 0. Entonces, se cumple:

−φ′ (ρ1) = −2b22 + 4b1 + 2 − 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 < 0,

α1 (ρ1) = 2b22 − 2b1 − 2 + 2b2
√
b22 − 2b1 − 1 > 0.

Esto muestra que ρ1 es un punto silla.

−φ′ (0) = − (2b1 + 1) < 0,

α1 (0) = 2b1 > 0.

Por lo que ρ2 = 0 es un punto silla.

−φ′
(√

b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 4b1 − 2b22 + 2 + 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 > 0 :

En este caso se satisface la desigualdad −2b22 + 4b1 + 2 < 0, pero 4 (2b1 + 1)
(
2b1 − b22 + 1

)
< 0, lo

cual implica que
(
4b1 − 2b22 + 2

)2
<
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
. De esto tenemos que −φ′ (ρ3) > 0.

α1

(√
b22 − 2b1 − 1 − b2

)
= 2b22 − 2b1 − 2 − 2b2

√
b22 − 2b1 − 1 < 0 :

Como se satisface que 2b22 − 2b1 − 2 > 0 y también que 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) < 0 entonces
(
2b22 − 2b1 − 2

)2 −
(
2b2
√
b22 − 2b1 − 1

)2
= 4 (b1 − b2 + 1) (b1 + b2 + 1) < 0.

Aśı, ρ3 es un punto silla.
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10. Para concluir el análisis, supóngase que b2 = 0. Aśı, el polinomio φ (p) = p3 + (2b1 + 1) p tiene las
ráıces 0,

√−2b1 − 1 y −√−2b1 − 1. Los eigenvalores de la parte lineal de el campo ξ son :

−φ′ = − (3p2 + (2b1 + 1)
)

α1 = 2
(
p2 + b1

)

y en las ráıces de φ toman los siguientes valores.

−φ′
(
−
√

−2b1 − 1
)

= −
(

3
(
−
√
−2b1 − 1

)2
+ (2b1 + 1)

)
= 4b1 + 2,

α1

(
−
√

−2b1 − 1
)

= 2
((

−
√

−2b1 − 1
)2

+ b1

)
= −2b1 − 2,

φ′ (0) = − ((2b1 + 1)) = −2b1 − 1,

α1 (0) = 2 (b1) = 2b1,

−φ′
(√

−2b1 − 1
)

= −
(

3
(√

−2b1 − 1
)2

+ (2b1 + 1)
)

= 4b1 + 2,

α1

(
−
√

−2b1 − 1
)

= 2
((

−
√

−2b1 − 1
)2

+ b1

)
= −2b1 − 2.

Por lo tanto, se tiene que:

Hay tres ráıces distintas del polinomio φ. Si b1 < −1, el tipo de los puntos singulares es silla, silla,
silla. O bien, si −1 < b1 <

−1
2 se tiene nodo, silla, nodo.

Si −1
2 < b1 < 0 la única ráız de φ es 0 y se tiene un punto singular del tipo nodo. Si 0 < b1, entonces

se tiene un punto singular del tipo silla.
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[10] Do Carmo M. P., Geometŕıa diferencial de curvas y superficies, Alianza Editorial, 1990.

[11] Gibson C. G., Elementary Geometry of Algebraic Curves: An undergraduate introduction, Cam-
bridge University press, 1998.
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