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Introducciéon

En 1991 David Aldous introdujo en [A1d91] el Arbol Aleatorio Continuo a la
teoria de graficas aleatorias, y desde ese momento se han publicado numerosos
articulos relacionando el CRT con diversos conceptos probabilisticos tales co-
mo la excursién browniana [Chu76], procesos de Rayleigh [EPWO06] y super
procesos [LGO5] entre otros; sin embargo todos estos trabajos recurren a con-
ceptos de probabilidad mas avanzados que los que se estudian normalmente
a nivel licenciatura; como teoria de procesos de Feller y teoria de excursiones
por mencionar sélo algunos. El propésito de este trabajo es presentar resulta-
dos tomados de los articulos mencionados anteriormente, pero con pruebas un
poco mas intuitivas y més claras a mi parecer. En esta tesis se hacen estudios
sobre 2 objetos probabilisticos, a saber la excursion browniana normalizada
y el CRT asi como las conexiones que hay entre ellos. Para poder establecer
éstas, analizamos someramente la teoria sobre arboles reales y drboles combi-
natorios.

El primer capitulo presenta los preliminares para la tesis, donde se habla de
procesos de Markov a tiempo continuo. El objetivo de este capitulo no es
de ninguna manera el ahondar en conceptos de procesos de Markov, sino el
dar una base tedrica bien fundamentada en teoria de la médida sobre estos
procesos y establecer una conexién clara con las cadenas de Markov para un
entendimiento integro del siguiente capitulo donde se trabaja con 2 procesos de
Markov: el movimiento browniano y la excursion browniana normalizada. De
hecho, el logro principal del segundo capitulo es ser capaz de definir la excur-
sién browniana normalizada sin necesidad de recurrir a teoria de excursiones y
dar una construccién obtenida mediante transformaciones y condicionamien-
tos a las trayectorias del browniano.

Los arboles discretos ordenados y los arboles reales son discutidos en el 3er
capitulo y se hace un énfasis especial en la codificaciéon de arboles reales me-
diante funciones continuas. Esta codificacién nos permite definir el CRT cémo
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lo hace Le Gall en [LGO5], a saber como un cociente del [0, 1], utilizando la
excursién browniana normalizada. Esto justifica el hecho de haber dedicado un
capitulo completo a la excursion. Obtenemos ademas las distribuciones finito
dimensionales del CRT con un célculo simple y bastante directo esperando
asi que queden claras estas distribuciones. Al terminar este capitulo hacemos
un estudio breve de los articulos de Aldous ([A1d91], [A1d93]) , construimos
el CRT como originalmente se hizo y probamos que el CRT construido en el
capitulo anterior y el CRT de Aldous son equivalentes en cierta manera, es
decir, veremos que si e es una excursiéon browniana entonces el proceso 2e
codifica al CRT de Aldous. También describimos un algoritmo para la con-
struccién de los muestreos del CRT.

Por dltimo nos desviamos un poco del camino de los arboles y definimos lo
que son las cuadrangulaciones en el ultimo capitulo, asi como las relaciones
que existen entre éstas y ciertos tipos de arboles combinatorios. Concluimos
con una idea de lo que se estd investigando actualmente en esta area de la
probabilidad.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo se enfocara en dar las bases necesarias de procesos de Markov
para comprender los célculos realizados en la demostracién de las propiedades
de dos procesos en particular, a saber el movimiento browniano y la excursién
browniana normalizada.

1. Propiedad de Markov

Antes de iniciar con la teoria de procesos de Markov daremos unas definiciones
basicas.

Definicién 1.1. Sea (2, .%,P) un espacio de probabilidad, a un conjunto de
sub o-dlgebras (Fi)i>0 que cumplen:

F, CF sis<t
se le conoce como filtracion de €.
A un espacio de probabilidad filtrado lo denotaremos por (Q,.%, %, P)

Definicion 1.2. Un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias
(Xt)ter definidas en el mismo espacio de probabilidad e indexadas por un
conjunto T'.

En este trabajo T siempre sera el conjunto de los naturales o el de los reales
positivos. Por tltimo diremos que un proceso definido en (2, &, %, P) es adap-
tado si la o-dlgebra generada por (X;)s<¢ ( la cual denotaremos por o(X5)s<¢
) estd contenida en .%;. Claramente si %, = o(X,)s<; entonces el proceso
serd adaptado, en este caso diremos que .%; es la filtracién natural del proceso.

Trabajaremos con procesos estocasticos definidos en el espacio de trayectorias
RE+ dotado de la sigma algebra .# = %%+ y una medida de probabilidad P,
donde # denota a los borelianos en los reales.
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Definicion 1.3. Una funcion N : R x B8 — R se llama kernel si para toda
x € R fija, la funcién N(z,-) es una medida en B y para toda A € B la
funcion N(-, A) es medible. Un kernel w es llamado probabilidad de transicion
st para toda x, w(x,R) =1

Intuitivamente, una probabilidad de transicién es una funcién que a cada
punto z en el espacio de estados le asigna una medida, la cual representa la
probabilidad de estar en un conjunto dado que en este momento me encuentro
en x.

Definicién 1.4. Sea f: R — Ry una funcion medible y N un kernel. Defin-
1mos la funcion N f como sigue:

/f N(z,dy).

Proposicion 1.1. La funcion N f es medible.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que f es una funcién indicadora,
digamos 14, con A € %; entonces N f(x) = [ 1a(y)N(z,dy) = N(z,A) la
cual, por definicién, es una funcién medlble para todo A en A. Usando el
hecho de que la integral es lineal y que toda funcién medible positiva es el
limite creciente de funciones simples obtenemos el resultado buscado. O

Andlogamente, si M es un kernel, probaremos que la funcién NM(z, A) =
Jz M(y, A)N(z,dy) es un kernel. Si z es fijo entonces claramente NM (x, -) es
una funcién positiva y que al vacio le asigna el 0. Sea {A,} una sucesién de
conjuntos disjuntos en % entonces:

M(x,UAn) = / (y,UA (z,dy) = /ZM (y, Apn)N(z,dy)
Z/M y, A,)N (z,dy) = ZNM(x,An)

n=1

El intercambio entre suma e integral en las igualdades anteriores es posible ya
que todos los sumandos son positivos y el teorema de convergencia mondtona
nos dice que en este caso si es posible realizarlo. De la cuenta anterior se sigue
que NM es un kernel.

Sea X = (X})¢>0, un proceso estocastico y .#; la filtracién natural del proceso,
si para cada t > s > 0 definimos una probabilidad de transicién P; ;, diremos
que X es un proceso de Markov con respecto a la filtracién .%; y la medida de
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probabilidad PP si para toda funcién f medible positiva y para toda t > s >0
se tiene que:

E[f(X¢)|-#s] = Ps..f(Xs) c.s con respecto a P

Decimos que X es un proceso homogéneo si Ps; = Py +_5. En este caso defin-
imos la funcién de distribucién para z € R fijo: F(x,y,t) := Pi(z, (-0, y]);
asi mismo definimos la densidad de transicién al tiempo ¢ como

d
p(xayvt) = @F(.’L‘,y,t)

en caso de que ésta exista.

La propiedad de Markov nos dice entonces que la esperanza de una funcién
de X; dada toda la informacién hasta el tiempo s no es sino la ’esperanza’ de
la funcién dada solo la informacion del presente. De esta forma queda clara la
conexién entre procesos de Markov y cadenas de Markov a tiempo discreto.

Daremos ahora como ejemplo de un proceso de Markov al movimiento brow-
niano. El movimiento browniano como sabemos se puede definir como sigue:

Definicién 1.5. El movimiento browniano es un proceso (Wy)i>o con las si-
guientes propiedades:

1. El proceso tiene incrementos independientes e identicamente distribui-

dos.
2. Wy ~ Normal(0,t)
3. Wy =0 c.s.

4. El proceso tiene trayectorias continuas c.s.

Un ejemplo del movimiento browniano puede verse en la figura 1.

Cabe aclarar que un proceso con valores en R se dice que tiene trayectorias
continuas casi seguramente si para w € € la funcién t — X;(w) es continua
excepto en un conjunto de medida O.

Para probar que el movimiento browniano es en efecto un proceso de Markov
serd necesario el siguiente:

Lema 1.1. Un proceso estocdstico X; es de Markov si y sélo si para cua-
lesquiera 0 < t1 < ty...<t, y f; medible positiva se tiene que:
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E [H fi(Xi)‘| =
i=0

\/Rv(dl'())f()(xO) /R P0t1 (andxl)fl(xl) .. ~APtW,_1tn (xn—la dxn)fn(xn)
Donde v(A) =P(Xy € A)

DEMOSTRACION. Supongamos primero que X; es de Markov. Si n = 0
el resultado es evidente. Para el caso general notemos que por propiedades
bésicas de la esperanza condicional se cumple que:

H[fz(th) n1‘|‘|

=0

Elﬁfxxti)] = E|E
1=0

= E H fl Xt fn Xt )|jtn—1:|‘|

= E H fz(th) : Ptn1tnf(th1)‘| .
=0

Donde la segunda igualdad se da pues 1‘[;‘;01 fi(X:,) es una funcién %, _,
medible y en la tercera igualdad aplicamos la propiedad de Markov al tiempo
tn—1. El producto de la ultima expresién tiene s6lo n — 1 factores (el dltimo
factor es fn—1(Xt, ) P, _,t, f(Xt,_,), que es una funcién de X, _,). Por
lo tanto podemos aplicar la hipdtesis de induccién para ver que la expresion
anterior es igual a:

[ wtdzo)sotan) [ oo, o) fiten)
R R
.. /]R Ptn,gtn,l (-Tn—2; dxn—l)fn—l(l‘n—l)Ptn,ﬂn fn(xn—l)
:/U(dJ/’O)fo(ﬂUo)/POtl(xo,da?1)f1(JJ1)..-
R R
/ Poo sty (2 A1) frs (1) / oo oo (@0, dan) fu(n)
R

R

Inversamente queremos probar que para todo conjunto A € %, y para toda
funcién f medible se cumple que:

E[1af(Xt)] = E[1aPst f(X5)]
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Por el lema de las clases ménotonas sabemos que es suficiente considerar
conjuntos de la forma:

A= (th EAl,...,th EA.,L)

Con 0 < tg,... < t, < s entonces la ecuacién anterior se convierte en:

E

1T 1XieAif(Xt)] =E

=0

H lXiEAiPstf(Xs)‘|
i=0

Pero esto se ve aplicando la expresion del enunciado a ambos lados de la
igualdad. O

Gracias a los teoremas de aproximacién para funciones medibles positivas,
utilizando el lema anterior podemos asegurar que un proceso es de Markov si
y sblo si para cualesquiera 0 < t1,... <t, y A1,..., A, C R se tiene que:

P(Xy, € Ay,..., Xy, € Ap) = / v(dx)/ Py, (z,dzy) .. / P i (p-1,dxs)
R A

1 An

Si X; es un proceso homogéneo y existen las densidades de transicion, de
lo anterior se sigue que una condicién suficiente para que un proceso sea de
Markov es que se cumpla la siguiente igualdad:

]P(th € d.’El, NN 7th S den) =

/ v(dz)p(x, z1, t)p(x1, o, ta — t1) . .. D(Tr—1, Tny b1 — tn)
R

Proposicion 1.2. El movimiento browniano es un proceso de Markov ho-
mogéneo con probabilidades de transicion Py(x,A) = [, p(x,y,t)dy donde
p(z,y,t) es la densidad de una variable normal con media x y varianza t.

Es inmediato ver que la probabilidad de transiciéon va de acuerdo con el punto
2 de la definicién de W;.

DEMOSTRACION. Sea U; = W,, — Wy, _,, por hipétesis se tiene que las

variables U; son independientes con densidad f;(u;) = p(0,u;, t; —t;—1) por lo
tanto su densidad conjunta estd dada por

P(Uy € duy ..U, € duy) =[] fi(w)
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Si ahora utilizamos el teorema del cambio de variable vemos que:

]P)(Wl edxry,..., W, € dl’n) = Hfi(:cl — l'i,1)
=1

n
= Hp(xqi—hl'hti, —ti-1)
i=1

Pero el lema 1.1 nos asegura que la tlitma igualdad implica que el movimiento
browniano es un proceso de Markov. (Il

Ficura 1. Ejemplo de un movimiento browniano.

Proposicion 1.3. Si Wy un movimiento browniano y s > 0, entonces el pro-
ceso By = Wy — Wy es un movimiento browniano independiente de

DEMOSTRACION. Para probar que B; cumple las condiciones del movimien-
to browniano y que es un proceso independiente de %, sblo serd necesario
calcular las densidades conjuntas de: Ws,, ..., W, , Ws, By, ..., B, para
cualesquiera 0 < 51 < ... <8, <S5y t1,..., ty.
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Sabemos ya que:

P(Ws, €dxy ..., Wy, €drp, Wy €dx, Weys, €dyr,. .., Were,, € dym)
= p(0,21,81) ... p(Xn, 2,8 — tn)P(@, Y1, t1) « o P(Ym—1, Y, b — tm—1)
Haciendo el cambio de variable:
By, = Wy, — Wy

Obtenemos la densidad conjunta:

P(ng S dxl ey Wgn c dl’n, Wg S dl‘, Bt1 S d’yl, ey Btm S dym)

:p(07x1751)7 v ,p(xn,x,s - Sn)p(iﬂ,l' +y17t1)7
.. ,p(l’ + Ym—-1,T + ymvtm - tm—l)

Si integramos con respecto a x vemos que la densidad buscada inicialmente es
igual a:

p(0,21,51), ., P(Tn—1,Tns by — tn1)P(0, 91, 1)+« s P(Ym—15 Y b — 1)
Lo cual prueba que B; tiene las mismas distribuciones finito dimensionales
que Wy, ademads claramente empieza en 0 y tiene trayectorias continuas. Por lo
tanto B; es un movimiento browniano. Ademads por el cdlculo anterior sabemos
que eventos de la forma (Wy, € Ay,... W, € A,) son independientes con los
eventos (By, € C1,...,By, € C,,) y por el teorema de las clases monétonas

podemos concluir que By es independiente de .%, como queriamos.
O

Continuemos ahora con el estudio de procesos de Markov mas generales pues
resulta més fécil introducir ciertos conceptos y realizar demostraciones que re-
queririan de mas cuentas si las probaramos sélo para el browniano . En lo que
resta del capitulo trataremos solamente con procesos de Markov homogéneos.

Asi, por el lema 1.1 y por el teorema de extensién de Kolmogorov (véase
[RY91] o [Tud02]), para toda medida de probabilidad v en R existe una
medida de probabilidad en el espacio de trayectorias dada por:

Pv(Xto S 1407 .. .th € An) =
(1) /v(dm)/ Py, (z,dxg) .. / Py, (xp-1,dz,)
R Ao A,

Si v = €., la medida puntual en x, tiene sentido hablar de la medida P, i.e
la medida de probabilidad en el espacio de trayectorias que comienzan en x
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c.s. Si Z es una variable aleatoria, denotaremos a las esperanzas con respecto
a P, y P, respectivamente por E,[Z], E,[Z]. En particular si Z = 1x,c4 se
tiene que E, [Z] = P,(X; € A) = P,(z, A). Esto en particular nos dice que
para cualquier A € 4, el mapeo x — E,[1x,ca] es medible.

Proposicion 1.4. Para toda x y para toda Z variable aleatoria el mapeo
x — E,[Z] es medible y ademds para cualquier medida v:

£.(2] = [ do)E. (2

DEMOSTRACION. Sea .# = {A € F|E,[14] = [, v(dx)E,[14]}. Probare-
mos que es una clase mondtona.

Claramente Q2 € .# pues ambos lados de la ecuacién son 1. Supongamos
entonces que A C B € .4 entonces:

Ev[lB\A] = Ev[lB_lA]
= Eu[lp] - Eu[14]

/ v(dx)IEz[lB — 1,4]
R
= /U(dx)IEx[lB\A]

R

Es decir que B\A € .#. Por ultimo sea (A,) € .# una sucesién creciente de

conjuntos entonces:
P, (|J4n)

E, [1ya,]
lim P, (4,) (Continuidad de la medida)

n—oo

= lim [ v(dx)P, (A,)

n—oo R

/ v(dz)lim, oo Py (Ar)
R

= /v(dx)]Ez 1y a,]
R

Cabe aclarar que el intercambio del limite con la integral estd permitido pues
P,(A,) es una sucesién creciente y positiva. Por los célculos anteriores sabe-
mos que |Jo~; A, € 4 y por lo tanto .# es una clase monétona.

Tomemos entonces A = (Xo € Ay, ... X, € Ay); se tiene que P, (A) estd dado
por la ecuacién 1 con v = €., en este caso utilizando la proposicién 1.1 se
tiene que el mapeo x — P,[A] es medible y que la igualdad se da trivialmente.
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Utilizando el lema de las clases monétonas se tiene que la propiedad buscada
se cumple para todo A medible y por la linealidad de la integral y la conver-
gencia mondtona se sigue que la propiedad se cumple para cualquier variable
aleatoria. ([l

Definicién 1.6. Sea X; el proceso coordenado en (R®+ .7, %, P), dado por
Xt(w) = w(t). Definimos el operador de traslacion de trayectorias:

6, : R*+ — R*+
de la siguiente manera X, 0 0y(w) = Xgy¢(w)
La funcién 6, hace que veamos el proceso (X;)s>0 a partir del tiempo ¢.

Proposicion 1.5. Si Z es una funcion medible con respecto a la sigma dlgebra
generada por el proceso X, entonces:

E,[Z 0 05|.%5] = Ex,[Z]
DEMOSTRACION. Queremos probar que:
E,[Zof,-Y] = E, [Ex.[Z] Y]

Para cualquier funcién positiva Y y medible con respecto a .#,. Pero por el
lema de las clases mondtonas solo es necesario demostrarlo para el caso en que
Y =11}, f;(Xe,) v Z =[;Z, 9:(Xs,) donde f;, g; son funciones medibles con
respecto a la o-algebra generada por X y 0 <t; < ... <t, < s; sin embargo
este resultado se obtiene precisamente del lema 1.1.

|

Ahora que hemos introducido la familia de probabilidades P,, para un proceso
de Markov y el operador de traslacion, podemos ver que significa esto en el
movimiento browniano.

Hasta ahora los procesos estocésticos fueron definidos en el espacio canénico de
trayectorias RR+ y el movimiento browniano no fue la excepcién; sin embargo
el movimiento browniano pedia la condicién de que Wy = 0 casi seguramente;
ésto corresponde a la medida de probabilidad Py. Por lo que podriamos hablar
de un movimiento browniano iniciado en x al considerar las mismas proba-
bilidades de transicién pero con medida inicial €, ( la medida puntual en x),
dotando asi al espacio canénico con la medida P,.

Calculemos entonces

]P)x(Wt S A)
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Por definiciéon sabemos que

1 (y—=)2
P, (W, € A) = P(x, A :/ -
( t ) t(x ) A\/Tﬂ't

Es fécil ver entonces que

Px(th (S Al,...,Wt” (S An) = Po(th +x € Al,...7th +x € An)

Por lo que es lo mismo ’'ver’ al proceso W; + x bajo la ley Py que al proceso
Wy bajo la ley P,, esto nos sera de mucha utilidad en la seccién siguiente.
Por conveniencia, cuando hablemos del movimiento browniano, si se utiliza la
medida P estaremos refiriéndonos a la medida Py.

Como ltimo ejemplo volveremos a calcular la distribucién conjunta de Wy, Wi, ¢
utilizando el operador de traslacién de trayectorias para dejar en claro como
se ve ésto en el movimiento browniano.

P(Ws € AW € B) = Ellw.calw,o0.c8]
E [1WS»€AIE [1Wt€B o 08|ﬁ5]]

Que por la propiedad de Markov sabemos que es igual a

E [1WSEAEWS [IWtEBH = / PO(WS € dCC)Po(Wt +x € B)d:t
A

1 a2 1 (y—=)?
= /A \/%e 25 B \/%e 2 dydz
Tal como lo habiamos calculado antes.
Concluiremos esta seccién con un lema que serda ampliamente utlilizado en el
préximo capitulo.

Lema 1.2. Sean A € %, C € B y B =22 (Xeqt, € Ap) con A, € B; si
P(A, X; € dy) existe entonces:

) Po(A, X, € C,B) = / Po(A, X, € dy)P,(B)dy
C

donde B' = NS, (Xy, € Ay).

DEMOSTRACION. El resultado puede obtenerse con una aplicacién simple
de la propiedad de Markov al tiempo t. Primero expresemos la probabilidad
buscada como la esperanza de una funcién indicadora y condicionemos con
respecto a .%;. Entonces:
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P.(A,X; € C,B) = Eillalxeclne (X0, ean)

= E:[lalx,ecEllnx  (x,, 00,c,)|Zt]]
= E:[lalx,ecE[lnx= x,, ea, ©0:F]]
(3)

Después utilizando el lema anterior vemos que la expresion anterior es igual
a:

E, [1alx,ec Ex, [15]]
= /Pw(A,Xt € dy)P,(B')dy
c

2. Propiedad de Markov fuerte del movimiento browniano

En esta seccion vamos a extender la propiedad de Markov a tiempos de paro.
Para empezar veamos que es un tiempo de paro.

Definicién 1.7. Una variable aleatoria T : Q — R, se dice que es un tiempo
de paro si para toda t se cumple que {T <t} € %

Es decir un tiempo de paro es un tiempo aleatorio del cual se puede saber toda
su informacién sélo con la informacién conocida hasta el momento. Asi pode-
mos decir que para un proceso estocastico X = (X;)¢>0, Xr(w) = Xi(w) si
T(w) =ty Xpr(w) = A si T(w) = oo donde A es un punto que no se encuen-
tra en el espacio de estados E. También podemos definir la sigma dlgebra %1
como sigue:

Fpr ={A|AN{T < s} € F,Vs € R}
En la seccién anterior probamos que W s — W era un movimiento browniano

independiente de .%. En esta seccién veremos que esto también es cierto para
un tiempo de paro T'.

Proposicion 1.6. Sea Wy un movimiento browniano y T un tiempo de paro
finito casi sequramente, entonces el proceso By = Wyyp—Wrp es un movimien-
to browniano independiente de Fr.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que 7' es un tiempo de paro dis-
creto, es decir sus valores los toma en un conjunto discreto D. Sea A € r,
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A = UgepANA{T = d}. Entonces para cualesquiera I'y,..., Iy, € # y
0<t; <...<t, se tiene:

]P)((Btz € Fz)a A) Z P((Wtr‘rd - Wd S Fl)a A7T = d)

deD

= > P(Wysa—Wa€D)PAT =d)
deD

Esto ocurre pues por definicion AN {T = d} € %, y por la proposicién 1.3
es un evento independiente de (Wy,1q — Wy € T';). La expresién anterior es
ademads igual a:

/ p(0,21,t1) .. / P(Tp—1,Tpy by — tp_1)dz, ...dzxy Z P(A, T =d)
T r

n deD

_ (/Flp((),xl,tl).../F

Mediante el lema de las clases mondtonas es facil ver que el proceso B; es
independiente de Fp; ademds si A = {2 encontramos que las distribuciones
finito dimensionales de B; son las mismas que las de Wy, y como las otras
propiedades del movimiento browniano se cumplen trivialmente concluimos
que B; es un movimiento browniano.

P(Tr—1,Tpy by — tp—1)dxy, ... dxl) P(A)

n

Supongamos ahora que T' es un tiempo finito casi seguramente. Definimos los
tiempos de paro discretos T, como:

[27T] 41

T, =
on

Donde [z] denota la parte entera de x. Es bastante claro que T,, — T de forma
) = Wipr, — Wi

n?

decreciente y por lo tanto Fr C Zr,. Entonces si Bgn

lo dicho anteriormente sabemos que Bt(n) es independiente de %7, y a su vez

por

esto implica que para toda n el proceso Bt(n) es independiente de .Z7, también
por la continuidad de las trayectorias del movimiento browniano se tiene que
Bgn) converge a B; puntualmente y por lo tanto B; es independiente de Fr
y como Bt(n) se distribuye Normal(0, t) para toda n entonces también lo hace
B;. Sélo nos resta probar entonces que B; tiene incrementos independientes.
Para esto notemos lo siguiente, si 7" es un tiempo de paro finito, entonces
claramente también lo es T + t para toda t, por lo tanto si definimos Bfl =
By, tt+1 — Biyr = Biyt, — By, este proceso es independiente de Fy4p, y en
particular es independiente de B;. Utilizando este argumento recursivamente
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podemos facilmente ver que el proceso By tiene incrementos independientes y
por lo tanto es un movimiento browniano. [l

Lema 1.3. Sea W; un movimiento browniano y T, = inf{t|W; = a} con
a > 0,si x > a entonces P(Wy > x) = P(W; < 2a — 2,T, < t), a esto se le
conoce como el principio de reflexion.

DEMOSTRACION. Como las trayectorias de W; son continuas entonces
notemos que T, = inf{¢t|WW; > a} por lo tanto:

T.>t)= | Wy<a)e s
q€Q,q<t
Por lo tanto T, es un tiempo de paro, ademds si > a entonces (W; > =, T, <
t) = (W, > z) pues la continuidad de las trayectorias fuerza a haber cruzado
a si en este momento estoy por arriba de él, entonces utilizando el resultado
anterior tenemos que:

PW; >z, T, <t) = PWy_r,41, —Wr, >2—0a,T, <t)
P(Bi—r, >z —a)P(T, < t)

(

(W

P(Bi—1, < a—x)P(T, < t)
P(W; < 2a —x,T, < t)

Probando asf el lema. El resultado es andlogo si a < 0y x < a. S6lo necesita-
mos cambiar el sentido de las desigualdades.
|

Como aplicacién del principio de reflexién calcularemos la distribucién del
maximo acumulativo del movimiento browniano.

Corolario 1.1. Sea W; un movimiento browniano, entonces
P <SliIt)Wt > a) =P(|Wi| > a) = 2P(W; > a)
DEMOSTRACION.
]P’(suth>a) = P(T, <t)

s<t

(
= ]P(T <tWt>a)+]P>(T <tWt<CL)
= PW;>a)+P(T, <t,W; < 2a—a)
= P( >a)+P(Wt>a)—2P(Wt>a)
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F1aurA 2. El principio de reflexién en el movimiento browniano

Proposicion 1.7. Sea Wy un movimiento browniano y a > 0, si Ty es como
en el lema anterior entonces la densidad de T, estd dada por:

a/ (12
f t) = ——e 2t
® vV 27t3
DEMOSTRACION.
P(T,<t) = P (suth > a)
s<t

(Wi >a):P(\}E|Wt| . \2)
= IE”(|W1 N %)

/Oo 1 .7:2d
= —e 2 dx
< \/Eﬂ'

Si ahora derivamos con respecto de t la expresién anterior obtenemos que la

densidad esta dada por:
a a2

J) = e




Preliminares 19

Notemos que por la propiedad de simetria del movimiento browniano hubiése-
mos podido calcular la densidad anterior para a < 0 reflejando el proceso con
respecto al eje de las abscisas. Por lo que la densidad del primer tiempo de
arribo a a estd dada en general por

o] a2

ft) r i

Por dltimo si recordamos que en la seccién anterior vimos que el proceso Wi +x
bajo Py era lo mismo que el proceso W; bajo la ley PP, entonces podemos
concluir de forma sencilla que:

]P)I(TO S A) = ]P)()(T,I S A)
Ademas es facil establecer un resultado andlogo al principio de reflexién pero
con la medida P,.






Capitulo 2

Excursiones en el movimiento browniano

En este capitulo definiremos uno de los principales objetos de estudio de este
trabajo, a saber: la excursién browniana normalizada. Primeramente enun-
ciaremos algunas propiedades bésicas del movimiento browniano, asi como la
densidad conjunta del browniano con su minimo acumulativo. Después nos
enfocaremos en definir la excursién del browniano que contiene un tiempo de-
terminista, y por ultimo daremos las distribuciones finito dimensionales de la
excursiéon browniana normalizada.

1. Propiedades del movimiento browniano

Sea W; un movimiento browniano y Y; = |[W;|. Definimos:

d; = inf{s > t|Ws = 0}
gt = sup{s < t|W, = 0}

Es facil ver que el tiempo aleatorio d; representa el primer regreso a cero del
proceso después del tiempo t, mientras que g¢; representa el tltimo paso por
el cero antes del tiempo t. Calculemos ahora la densidad conjunta de (g¢, W;)
y de (d¢, Wh).

Recordemos que en el capitulo anterior definimos T := inf{t > 0|W; = 0}.
Tomemos x > 0, entonces

P(W,>ax,dy>s) = PW,>xz, Thob, >s—t)
= Ellw,>z 11500, >5—1]
= E[E[lw,>z 11500, >5—t|-F]]
[

= Ellw,>z E[lry>s—1 0 04 F]]

Pero una simple aplicacion de la propiedad de Markov al tiempo ¢ nos permite
ver que lo anterior es en efecto:

21
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Elw,>z Pw,(To > s —t)] =
2

“5P,(Ty > s — t)dy

J, =

= % %id d
/ / vV 27r vV 27r7“3 e

Debido a la simetria del movimiento browniano, es claro que si z < 0 entonces
la probabilidad anterior es la misma a excepcién de que x se cambia por —z.
Derivando con respecto a x y con respecto a s obtenemos la densidad conjuntas:

1 ,2

|z|
de(x 8) = \/ﬁ \/27r s—t

Para calcular la densidad conjunta de (g¢, W;) utilizaremos la propiedad de
inversién temporal del movimiento browniano.Sea x > 0, entonces:

P(g: < s,W; > )

22

T 2(s—t)

- IP’( inf WT>O,Wt>x)
s<r<t

>
sé2f< Wi >0, tWy x)

1/t<r<1/s

*(
. T
= P( inf WT>07W1/t2t>

1 T
dije > 3 Wi > t>

el |yl

o0 o0 1
[ I et
1 Je 271/t 2r(r — 1/¢)3
Nuevamente derivando dos veces obtenemos la densidad buscada:
1 || __a?
fW, x,s) = 2(t=2)
() V2ms \/27(t — 5)3
Si utilizamos el lenguaje de procesos de Markov entonces estas dos densidades
resultan muy intuitivas pues si

y2
e 2178 dydr

( t) ]. _ (z ;ry)?

x y = ——€ t

px,y ot

es la densidad de transicién para el movimiento browniano y
lyl 22

e 2t

(4) g(O,y,t) = o3
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es la densidad del primer regreso a cero dado que el proceso empieza en y,
entonces se tiene:

(5) fW,d(mvs) = p(O,x,t)g(O,x,s—t)

<

(6) fW,g(x’S) = p(0,0,S)g(O,l‘,t—S)

La ecuacién 5 nos dice que la densidad fyq es la probabilidad de ir de 0 a z
en el tiempo t y después regresar por primera vez al cero en s — t unidades
de tiempo, lo cual estd de acuerdo con nuestra intuiciéon ya que W; es un
proceso de Markov. La segunda férmula puede ser un poco menos intuitiva;
sin embargo la heuristica detrds de la ecuacién 6 es que la funcién de densidad
del ultimo paso por el 0 en el movimiento browniano antes del tiempo ¢ es la
misma que la funcién de densidad del primer regreso a 0. Esto ocurre debido
a la propiedad de inversién temporal. Entonces el lado derecho de la ecuacion
6 denota la probabilidad de ir del 0 al 0 en el tiempo s y después ir al estado
x en el tiempo t — s sin volver a pasar por el cero.

Corolario 2.1. La densidad conjunta de Yi,dy y la de Yz, g: estan dadas re-
spectivamente por

fY,d(an) = 2p(0,x,t)g(0,x,s—t)1m>0

frg(z,s) = 2p(0,0,5)g(0,z,t —s)lz>0
Proposicion 2.1. La densidad conjunta de g;,d; estd dada por

1
715 T
2m/s(r — 8)3 i<

DEMOSTRACION. Veamos primero que

P(g; € ds,d; € dr) =

(7) P(g: < s,dy > 1) =P(Wy > 0,ds > 1) +P(W, <0,ds > 1)

La igualdad se da debido a que g < sy dy > r siy sélo si Wy, # 0y el
movimiento browniano no se anula en el intervalo [s, 7]; de lo contrario g; > s
o dy < r; por lo tanto {Wy # 0, ds > r} es igual al evento del lado izquierdo
de la ecuacién 7. Por tdltimo podemos separar la condicién Wy # 0 en W < 0
6 Ws > 0.
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Sustituyendo los valores que ya conocemos del lado derecho de la ecuacion 7
obtenemos:

P(g: < s,dy >71) =

__e?
=¢ 2(u=s) dudx

2|
/ / V2 V2 (u — s)3
Diferenciando dos veces obtenemos la formula buscada. [l

Definicion 2.1. Definimos la longitud de la excursion del movimiento brow-
niano como Ly = dy — g;.

Corolario 2.2. La densidad conjunta de g;, Ly estd dada por

1
]P)(gt €ds,L; € dl) = mls<t1l>t—s

DEMOSTRACION. Simplemente apliquese el teorema de cambio de variable
a la funcion dada por :

gt = G0t
Ly = di—
O

Para concluir esta seccion vamos a calcular la densidad de transicién del
movimiento browniano condicionado a no anularse.

Lema 2.1. Sean x > 0,y > 0 y Ty el primer regreso a cero entonces:
P, (Wi >y, To > t) = Po (W > y) — P (Wi < —y)

DEMOSTRACION. Ya que —y < 0 podemos aplicar el principio de re-
flexién, a saber:

P, (W < —y) =P, (W > 2(0) — (—y),To < t) =P, (W > y,Tp < t).

Por lo tanto:

P.(Wy>y) = P.(Wy >y, To>t)+P, (W >y, Ty <t)
= ]P)m(Wt > y,TO > t) + Pm(Wt < —y)
Despejando obtenemos el resultado. O

A la derivada con respecto a y de la probabilidad anterior la denotaremos por

1 _==w? _ (ay)?
q(z,y,t) = m e 2t —e 2t

y representa la densidad de transiciéon del movimiento browniano condicionado
a no anularse.
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Corolario 2.3. La densidad conjunta de Y;,,Y:, y que el proceso no se anule
en [t1,t2] estd dada por:

(8)  P(Yi, €dyr, Too by, >ta, Vi, € dy2) = 2(p,0,y1)q(y1, Y2, t2 — t1)

DEMOSTRACION. Por la propiedad de Markov y el lema anterior se tiene
que:

P(Y:, > y1, Tooby, > ta, Yy, > ya) =/ 2p(0,$1,t1)/ q(x1, 2, ta—t1)dr1das
Y1 Y2

Si derivamos la expresion de la derecha con respecto a 1 y x2 obtenemos el
resultado buscado. (I

2. El movimiento browniano y su minimo

Esta seccién estard dedicada a establecer resultados sobre el comportamiento
del movimiento browniano y su minimo acumulativo asi como resultados sobre
el minimo del movimiento browniano en cierto intervalo de tiempo, los cuales
seran muy utiles en la siguiente seccién.

Proposicién 2.2. Sea mwy () = infs<; W el minimo acumulativo del movimien-
to browniano hasta el tiempo t, sean x € R y y < 0 con x > y entonces:

P(W; > z,mw (t) <y) =P(W, < 2y — )

DEMOSTRACION. Notemos que myy (t) < y siy s6lo si T, < t donde T}, es
el primer tiempo de llegada a y. Por lo tanto:
P(W,>z,mw(t) <y =P(W,>z,T, <t)

Por otro lado como 2y — x < y podemos aplicar el principio de reflexién, a
saber:

P(W, <2y—z) = PW,>2y—(2y—2x),T,<t)
= P(W,>zT,<t)
P(W: > z,mw(t) < y).

O

Utilizando esta igualdad en las probabilidades podemos calcular la densidad
conjunta de Wy, myy (t) simplemente derivando con respecto a z, y a la funcién

2y—x 1

2
—Z2
e 2dz

P(Wt<2y—x):/

0o V2Tt
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Corolario 2.4. La densidad conjunta de Wy, mw (t) estd dada por
2(x — 2y) _(@-20)?
T,y,t) = ——e 2
p(x,y,1) s

Probaremos ahora una propiedad importante de la funcién ¢

Proposicion 2.3. Para cualesquiera z,y,t,l > 0 se tiene que
lo(Viz, Viy, tl) = o(x,y,t)

La demostracion es una simple cuenta:

2VB(x —2y) _Go2p
—C t

V2313

2(z — 2y) - (a—20)”
V2rt3
= o,y

lo(Viz, Viy, tl)

Nos interesa ahora calcuar la densidad conjunta de W3, , Wy, y el minimo del
movimiento browniano en este intervalo de tiempo.

Definicién 2.2. Sea g : R — R una funcion y t1,t2 € R, denotamos por
myg(t1,t2) = infy, <s<4, g(s) al minimo de la funcion en el intervalo [tq,t2].

Proposicion 2.4. Sea my (t1,t2) el minimo del movimiento browniano en
el intervalo [t1,t2], entonces la densidad conjunta de Wi, mw (t1,ta), W,
estd dada por

P(th S dl‘l,mw(tl,tg) S dy, Wt2 S dl‘g) :p(O,xl,tl)w(xg—xl,y—xl,tg—tl)

DEMOSTRACION. Aplicando directamente el lema 1.2, el cual es una sim-
ple consecuencia de la propiedad de Markov, podemos observar que:

P(th > x17mW(tlat2) <y, Wt2 > 1‘2)

o0
= / (0, y1,t1)Py, (mw (t2 — t1) <y, Wi,—¢, > 22)dyn

1

= / (0,91, t1)P(mw (t2 —t1) <y — y1, Wiy, > 2 — y1)dip

1
o Y=y o
/ / / p(oaylvtl)w(yZazth - tl)ddeZdyl
Z1 -0 T2—Y1

Derivando esta expresién con respecto a x1,y, €2 obtenemos la densidad bus-
cada. O
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Corolario 2.5. Sea my (t1,t2) el minimo del proceso Y; en el intervalo [ty, 2],
entonces para cualesquiera xi,Ts >y > 0 se tiene que:

P(Y:, € dxy,my (t1,t2) € dy,Ys, € dxe) = 2p(0, 21,11 )p(xa—21, y—21,t2—11)
)
P(Y;, € dxqy,my (t1,t2) =0,Y;, € day) =
2p(0, 21, t1)(p(x1, 22, t2 — t1) — q(w1, 22,12 — 1))
Esto se sigue por la simetria del movimiento browniano:
P(Y:, > z1,my (t1,t2) <y, Y:, > 2)

= ]P)(th > .%'170 < mw(tl,tg) < y,Wt2 > 182)
+ P(W;, < —21,0> sup W, > —y, W, < —x2)
(

t1<r<ts
= P W > 1,0 < mw(tl,tg) < y7Wt2 > LEQ)

+ P(—Wt; >x1,0< Inf —-W,.<y,—W;, > x9)
t1<r<ts
= Z]P(th >I1,O<mw(t1,t2) <y,Wt2 >I2)

Derivando esta probabilidad obtenemos el resultado buscado. Para la segunda
ecuacion basta notar la igualdad entre los siguientes eventos:

{Yy, € dxy,my (t1,t2) =0,Y:, € deo} = {Ys, € dx1,Tp o0y, < t2,Y:, € daa}
Como ademés sabemos que:
P(Y;, € dz1,Y:, € dag) =
P(Y;, € dxq, Too 0y, <t2,Y:, € dxs) +P(Ys, € dxy, Too by, >t,Y:, € dxo)
entonces podemos usar la ecuacién 8 para ver que la probabilidad buscada es
2p(0, 21, t1)(p(w1, 22, t2 — t1) — q(@1, 22,12 — 1))
Corolario 2.6. Para x1,x2 >y > 0 se tiene que:

P, (my(t) € dy,Y: € dzo) = p(x2 — 21,y — 21, 1)

Px1(mY(t) = Oa}/t € sz) :p(x17x27t) - q(ﬁCl,Jfg,t)

Notemos que en las demostraciones de esta seccién sélo utilizamos la propiedad
de Markov del movimiento browniano; por lo tanto se tiene que en general si
X es un proceso de Markov y mx (¢1,t2) denota el infimo del proceso en el
intervalo [t1, t2] entonces:
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Lema 2.2.

P(th < d.]?l, mx(tl,tz) S dy,th (S dl‘2) =
]P)(th € dl’l)Pa;l (mx(07t2 — tl) € dy, Xt2,t1 S d.’EQ)

3. Excursién normalizada del movimiento browniano.

Ahora tenemos los elementos suficientes para definir el proceso de excursién
del movimiento browniano.
En el resto de la secciéon mantendremos al nimero to > 0 fijo.

Definicion 2.3. Definimos el proceso de excursion del movimiento browniano
que contiene a tg para t > 0 como Z,. = Y(gtOJrT)Adto

Para poder calcular las distribuciones finito dimensionales del proceso de ex-
cursién es necesario eliminar la aleatoriedad del intervalo [0, L], por esta
razén calculemos lo siguiente

Proposicion 2.5. Sean s < tg,l >tg—sys <ty <...<t, <s+l, entonces

]P’(gto S dS,Y;gl S dl’l,my(tl,tg) S dyl, .. .,Y;n S d:vn,LtO S dl) =
(9) 2p(0,0,)g(0,z1,t1 — s)p(22 — x1,y1 — 1,2 — t1) . ..
(P(l‘n —Tn—-1,Yn—-1 — -'L‘nflatn - tnfl)g(oax’rul - tn)

DEMOSTRACION. Es fcil ver que el evento
(gto < 8’}/751 > xlva(t17t2) <Y, 7Yth > xn7Lt0 > l)
es igual al evento

(gtl < 87}/;51 > 1’1,0 < mY(tlth) < y17Y;:2 > T2yenny
Yiooo > 2n 1,0 <my(tn—1,tn) < Yn-1,Ys, > op, To0 0y, >s+1)

ya que el ultimo es sélo es una reescritura del primero, es decir, ambos even-
tos describen la misma trayectoria del proceso Y; evitando que éste se anule
en todo el intervalo [s,s + []. Ahora bien, dado que {g;, <s,Y;, <z} =
{infscret, Yo > 0,Y,, <21} € F,, podemos utilizar entonces la propiedad
de Markov, via el lema 1.2, en conjunto con el principio de induccién y las
ecuaciones 6, 4 para obtener que la probabilidad del segundo evento esta dada
por:
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s o] 8] Y1
/ / 2p(0,0,w)g(0,wy,t; — w)/ / p(wy — w1, 21 — wi,ta —t1)
0 1 T2 0

o0 Yn—1
/ / Qp(wn_wn—lazn—l _wn—htn_tn—l)
Tn 0

o0
/ 9(Xp, 0, N)dAdzy,—1dw,, . . . dzydwedwy dw.
1

—tn

Derivando con respecto a las variables que nos interesan obtenemos la ecuaciéon

9. O
Si integramos la ecuacién 9 con respecto a las variables yi,...,y,_1 obten-
€mos:

P(gt, € ds, Yy, € x1,...,Y:, € xp, Ly, €dl)

= 2p(0,0,)g(0,71,7m1)q(z1, 2, t2 —t1) ... q(Tp—1,Tns tn — tn-1)g(0, Tn, 1
Corolario 2.7. La densidad finito dimensional del proceso Y; en el intervalo
[s,s+], bajo la condicion g, = s, Ly, =1 estd dada por:

P(Y;, € dzy,...Ys, € dxy|ge, = s, Ly, = 1)
= 47T\/$p(0, 0,5)9(0,21,71)q(x1, 2,70 — 1) . ..

(10) Q(Tp—1,Zn,Tn — Tn-1)9(Tn, 0,1 — 1)
Calcularemos ahora la distribucién finito dimensional para el proceso de ex-

cursién y sus minimos.

Proposicion 2.6. Con las hipotesis de la definicion del proceso de excursion
y0 <ty <ty <...<t, <l setiene que:

P(Ztl S le,mz(tl,tz) S dyl, -
Mz (tn—1,tn) € dYyn—1, 2, € dzp|gt, = 8, L, = dl)
= 47mVsl3p(0,0,5)g(0, 21, t1)p(22 — 21,41 — 21,t2 — 1) ...

@(Zn — Zn—1,Yn—1 — Zn—1,tn — tn—l)g(oa Zn, L — tn)
Antes de hacer la demostracion de la proposicién trataremos de explicar que
significa la expresion de arriba. El lado izquierdo denota la probabilidad de
que el proceso Y; sea cero en el tiempo s, que no se anule en todo el intervalo
[s,s+1] ; vy que a los tiempos s + ¢; el proceso se encuentre en los valores z;,
mientras que los minimos en los intervalos [s+t;, s+¢;11] valen y;. Finalmente

se pide también que el proceso muera en cero al tiempo ! + s. El lado derecho
de la ecuacién nos da la probabilidad de que el dltimo retorno a cero antes del

_ Tn)
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tiempo t; ocurra al tiempo s (ecuacién 5) que después el proceso vaya de z;
a z;11 en el tiempo t;11 — t; manteniendo el minimo en estos intervalos igual
a y; > 0, y que finalmente el proceso vaya de z, a cero en el tiempo | — ¢,,.
Pensandolo en el contexto de procesos de Markov esta igualdad tiene mucho
sentido.

DEMOSTRACION. Notemos que el resultado serd una consecuencia directa
del corolario anterior ya que
]P)(Zh € le, mZ(tlat2) € dyla ) Ztn € dZTL'Qto =S, Lto = dl)
= P(Ysqe, €dzy,my(s+t1,8+1t2) €Edyr,...,Ysir, € dznl|ge, = sLyy =1)

(11)

Y por el corolario anterior la probabilidad anterior esta dada por:

4mV'sl3p(0,0,5)g(0, 21, t1)p(22 — 21,41 — 21,2 — 1) ...
(P(anla Znytn — tnfl)g(zn» 0,1 — tn)
O

Calcularemos ahora las distribuciones finito dimensionales de la excursién nor-
malizada del movimiento browniano.

Definicion 2.4. Definimos la excursion browniana normalizada como el pro-
ceso estocastico (e;)iecjo,1) dado por:

Zir,,

€t =
Ly,

La excursién normalizada es un proceso con trayectorias continuas definido
en el intervalo [0, 1] tal que eg = 0 = e; y estd condicionado a permanecer
positivo.

Sabemos que el proceso Z; depende fuertemente de los valores de g;, y de Ly,
vamos a probar que para la excursién browniana normalizada no es el caso.

Proposicion 2.7. Dados 0 < t; < ...t, <1 entonces se tiene que:

P(e, € dzq, me(t,t2) € dyr, ..., Me(tn—1,tn) € dyn—1, €1, € dzy,)
= 2V2mg(0,z1,t1)p(x2 — 21,91 — T1,t2 — 1) ...
@(In —Tpn—-1,Yn—1 — Tn-1, tn - tn—l)g(07 Tn, 1- tn)
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DEMOSTRACION. Sean s < tg,l > tg — s entonces:
P(etl >y, me(tl,tQ) <Y1y, me(tnflvtn) < Yn-1, €, > xn‘gto = Stho = l)
= I[’D(thl > \/ll‘l, mz(ltl,ltg) < \/lyl ey
mZ(ltn—hltn) < Yn—1, thn > \ﬁxn|gto =S, Lto = l)

o] \fly1
= / 47V s13p(0, 0, 5)g(0, Zl,ltl)/ o(zg — 21, w1 — 21, 1(ta — t1) -+
\[:L’l 0

yw 1
/ / Zn_zn 1, Wn—1 — Zn— 1,l(t _tn 1))
\/xn
9(zn, 0, (1 — tp))dzpdwy_1 . . . dwidz.

Si diferenciamos con respecto a x1, ...z, y con respecto a yi, ..., Yyn—1 obten-
emos:

P(es, € dzy, me(tr,t2) € dy, - - -,
Me(tn—1,tn) € dYn—1, €, € dxy|gr, = S, Lty =1)
= 4nVs3p(0,0, $)V1g(0, Viey, lt)lp((ze — 21)VI, (1 — 20V, (t2 — t1)1) . ..
lo(Vi(z — 2n1), VIUn-1 — Tn-1), (tn — tn_1))g(Vixy, 0, (1 = £,)1).

Utilizando la proposicién 2.3 y el hecho de que

p(0,0,5) =

1
V2Ts

puede verse que la ecuacién anterior es igual a:

2v 27Tl3\ﬁg(07 \/Zl'laltl)g(ou \/ixnv (]- - tn)l)w(I'Q — 1,91 — xlth - tl) s

@(xn —Tp—-1yYn—1 — Tp— 17t - tn—l)
21 -
= worBVl—YXL Vi, e %ﬂe e tl,,)
27Tl3(t1) 271'[3(1 - tn)
o(re — 1, y1 — w1t —t1) . @(Tn — Tp—1,Yn—1 — Tp—1,tn — tn—_1)
= 2V2mg(0,z1,t1)p(x2 — 21,91 — T1,t2 — 1) ...

L)O(wn —Tn—-1,Yn—1 — Tn-1, tn - tn—l)g(oa T, 1—- tn)
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Como esta densidad condicional no depende de los parametros s, entonces la
densidad finitodimensionl estda dada por la ecuaciéon propuesta.
O

F1GURA 1. Ejemplo de una excursién browniana normalizada

Para concluir este capitulo calcularemos las distribuciones de muestreos uni-
formes en la excursién browniana normalizada, la razén de ésto es que nos
serd de gran utilidad al tratar de estudiar distribuciones finito dimensionales
en arboles continuos.

Iniciaremos recalcando ciertas relaciones que se dan entre las funciones g y ¢
introducidas en este capitulo. Sabemos, por lo dicho en el capitulo anterior
que:

X x?
]P)a:(TU € dt) = \/ﬁexp <_2t) = g(m,O,t)
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Por otro lado sabemos que la densidad conjunta del minimo acumulativo y el
browniano iniciado en z al tiempo t, esta dada por:

( 9 2(ac+y72,z)e (z+y—22)?
ply—wz,2—a,t) = “—==—"exp| b
V273 2t

= 2¢(0,z +y —22,t)

== Z]P)O(TaH,nyz S dt) = 2Paj+y72z(TO S dt)
Lema 2.3. Sea e una excursion browniana normalizada y Uy, . .., U, variables
independientes e independientes de e uniformemente distribuidas en (0,1). Sea
m; = me(Ugy, Uiigr)) el minimo de la excursion en el intervalo [Ugy.Ugiy1)],
donde Uy, denota el k-ésimo estadistico de orden.Se cumple entonces que:

P(EU(1> € dri,mi €Edyr,...,mp_1 € dyn—1,€v,,, € dz,,)

=n2" (24 AT Y1~ .~ Y1) EXp (—Q(xl +ot T,y — ... — yn_l)Q)

DEMOSTRACION. Haremos el caso para n = 2 con lo cual el lector se con-
vencerd de que el caso general también es cierto. Condicionemos entonces con
respecto a los estadisticos de orden. Como los estadisticos son independientes
de la excursién esto es posible:

IP’(eU(l) € dxy, m1 € dyy, ey, € dz2|Ugy = u, Uy = v)
= P(ey € dz1,me(u,v) € dy1, e, € dzs)
2v2mg(0, z1, u)p(22 — 21,91 — 21,0 — w)g(22,0,1 — v)
= 2v 27Tg(0,$17u)29<0,$1 + 22— 2y1av - ’U/)g(.’L'27O, 1- U)

Integrando con respecto a w y v y multiplicando por 2! (la densidad de los
estadisticos de orden) tenemos que la densidad buscada estd dada por:

11
214y 27‘(‘/ / 9(0,z1,u)g(0, 21 + 29 — 2y1,v — u)g(22,0,1 — v)dudv
0 Ju

1
pero es bastante claro que / 9(0,x1 + o — 2y1,v — u)g(x2,0,1 — v)dv es una

u
convolucién y por lo tanto es la densidad de la suma de las variables aleatorias
Ty 4aa—2y91 ¥ T, , asi tenemos que debe ser igual a:

P(T931+212—2y1 = Tw1+I2—2y1 + Twz S d(l - u)) = 9(07 T1 + 2w9 — 21,1 — u)
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Por lo tanto la densidad buscada se convierte en
1
2!4\/2#/ 9(0,z1,u)g(0, 21 + 229 — 2y1,1 — u)du
0
= 24V2mg(0, 221 + 229 — 2y1, 1)

= 218(x1 + x2 — y1) exp (—2(x1 + 29 — yl)z) .

El caso general se demuestra haciendo uso del mismo razonamiento, es decir,
utilizando convoluciones y sumas de variables aleatorias. O



Capitulo 3

El arbol aleatorio continuo

En este capitulo formalizaremos la idea de lo que es un arbol en ambos senti-
dos, el discreto y el continuo, asi mismo introduciremos el concepto del arbol
aleatorio continuo, el cudl es en cierta forma el limite de arboles binarios uni-
formes. Aplicaremos los conceptos obtenidos en el capitulo anterior para obten-
er las distribuciones finto dimensionales del drbol aleatorio continuo (CRT por
sus siglas en inglés). Tratamos de obtener las distribuciones finito dimension-
ales del arbol de una forma técnicamente menos demandante de lo que se hace
por ejemplo en [LGO5] , donde se utiliza teoria de excursiones y conceptos
maés avanzados de teoria de procesos estocdsticos, haciendo asi inaccesibles los
resultados a personas sin éstos conocimientos, los cuales pueden tomar anos
en ser dominados.

1. Arboles discretos

En esta seccién se dard una formalizacién del concepto de arbol discreto.
Aunque no utilizaremos este concepto de manera exhaustiva, serd tutil para
dar cierta intuicién sobre lo que es un arbol real.
Primero intoduciremos el conjunto de etiquetas :

o0
u=Jnr

n=0
Donde por convencién N° = (), de esta manera un elemento de U es de la forma
u = (uy,us,...,u,) y hacemos |u| = n,donde |u| denota la ”generacién”de u.
Siu=(u1,...,u,) yv = (v1,...,0,) entonces su concatenacién estd dada por
wv = (U1, .., Upn,V1,-..,Vy); en particular fu = ud = u. También definimos
el mapeo 7 : U — {0} — U dado por w = (uy,...,up) —> (U1,...,Up_1) ¥

diremos que 7(u) es el padre de u.

Definicién 3.1. Un drbol ordenado, enraizado (finito) es un subconjunto t C
U que cumple las siguientes propiedades:

1. D €t al elemento () se le conocerd como la raiz del drbol.

35
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2. Siu €t no esla raiz, entonces m(u) € t
3. Para cada u € t existe un nimero entero k,(t) > 0 tal que para todo
JEN, ujet siysdlosil<j<k,(t).

(2,2,1) (2,2,2)

(1,1

Ficura 1. Ejemplo de un arbol discreto

Un ejemplo claro se puede ver en la figura 1, el ntimero k,, () denota el “ntimero
de hijos "de un individuo. Un arbol ordenado discreto puede verse como el
arbol genealdgico de una familia.

2. Arboles reales

En esta seccién introducimos el importante concepto de arbol real o arbol con-
tinuo. La idea intuitiva es la siguiente: tomemos un arbol discreto t y unamos
cada par de vértices v, w(v) mediante una arista, el drbol real serd entonces
el conjunto de vértices y todos los puntos de las aristas. Esta idea intuitiva
se formaliza més adelante y se generaliza permitiendo que el drbol tenga una
infinidad de hojas y que haya vértices con una infinidad de hijos. Una vez
definidos los arboles reales nos daremos a la tarea de tratar de codificarlos.

Definicién 3.2. Un espacio métrico compacto (7 ,d) se dice que es un drbol
continuo si para todo a,b € I se cumple que:
1. Existe una tnica isometria fqp : [0,d(a,b)] — T tal que fop(0) = a
Y fab(d(av b)) =b
2. Sig:[0,1] — T es una funcidn continua inyectiva tal que g(0) =
a,g(1) = b entonces g([0,1]) = fup([0,d(a,b)]).
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Para hacer que un arbol sea enraizado sélo distinguimos un vértice especial
p = p(7). En adelante todos los drboles serdn enraizados. Aunque esta parece
una definiciéon bastante abstracta, después de introducir algunos conceptos
mas veremos que es bastante natural. Si a,b € 7 entonces denotaremos por
[[a,0]] & fab([0,d(a,b)]) este sera el segmento con la distancia mds corta que
une a los puntos a y b. En particular [[p, a]] es el segmento de linea que une a
la raiz con a y lo pensaremos como la linea ancestral de a. Por la inyectividad
de fup se sigue que existe un tnico punto ¢ tal que [[p,c]] = [[p,a]] N [[p, b]]
y serd su ancestro comin mas reciente y lo denotaremos por a A b. También
podemos definir una relacién de orden parcial en 7 dada por a < b si y sélo si
a € [[p,b]]. Ahora damos una explicacién de la definicién de un &rbol real. La
primera condicién nos dice por un lado que la distancia entre un punto a y la
raiz estd dada por la longitud del segmento [[p, a]]; para fijar ideas pensemos
que .7 estd en un espacio euclideo, entonces puede pensarse en [[p, a]] como
el segmento que une a p con a y la distancia entre estos 2 puntos como la
longitud euclidiana del segemento. Dicho esto entonces la distancia entre a, b
estd dada por la suma de los segmentos [[a, c]] y [[¢, b]]. La segunda propiedad
nos dice que los unicos caminos sin auto-intersecciones en (7, d) son de la
forma [[a, b]], como puede verse en la figura 2.

P

Ficura 2. Ejemplo de un arbol real donde se puede apreciar
que €l unico camino sin auto-intersecciones entre A y B es de
la forma [[A, B]]

Por definicién la multiplicidad de un vértice a serd la cantidad de componentes
conexas de 7 \a, un punto distinto de p de multiplicidad 1 se llama hoja.
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Debido a que uno de los objetivos principales de este capitulo es establecer
la convergencia de una clase de arboles reales, entonces volveremos al espacio
de los arboles reales un espacio métrico, y la manera mas natural de hacerlo
serd con la métrica de Gromov-Hausdorff entre espacios métricos compactos.
Si (F,0) es un espacio métrico denotaremos por dy (K, K') a la distancia de
Hausdorff entre subespacios compactos de E:

ou(K,K') =inf{e > 0|K C U/(K"), K' CU.(K)}
donde U (K) = {z|d(z, K) < €}.

Sean entonces .7, .7’ dos drboles reales con respectivas raices p, p’. Definimos
la distancia entre ambos por:

den(7,7") = inf{6u(6(7),¢' (7)) v d((p), &' (0"))}
Donde ¢ :  — Ey ¢’ : ' — E corren sobre todos los encajes en todos los
espacios métricos posibles E. Diremos que dos arboles 77, 7 son equivalentes
si existe una isometria que preserve la raiz entre ellos, es claro que en este
caso dgu (1, Z2) = 0. Puede verse en [Gro99] que dgy define una métrica
en el conjunto de clases de equivalencia de los drboles reales.

2.1. Codificando arboles reales mediante funciones continuas.
Sea ¢[0,00) —> [0, 00) una funcién continua con soporte compacto y tal que
g(0) = 0. Sea mgy(s,t) como en la seccién anterior el minimo de la funcién g
en el intervalo [s At, sV t]; definimos una pseudo-métrica en [0, 00) como sigue

0g(s,t) = g(s) + g(t) — 2my(s,t)
Es claro que esta funcién es mayor o igual que 0 y es simétrica. Veamos ahora
que también cumple la desigualdad del triangulo: sean s < ¢t < u, entonces

my(s,u) = my(s,1)
o
mg(s,u) = mgy(t,u)
sin pérdida de generalidad supongamos lo segundo, entonces:
dg(s,u) u) — 2mgy(s, u)
u) — 2mg(s,u) + 2¢(t) — 2mgy(s,t)
1) = 2my (s, 1) + 9(t) + g(u) — 2my (¢, u)
Og(t,u)

I | I VAN |
> @ «
Q —~ o~
—~ V)
» ~— ~— ~—
=+ 4+ +
o e ©
+ —~ o~
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Si definimos una relacién de equivalencia en [0,00) (~4) como sigue :s ~g ¢
si y sélo si g(s) = g(t) = mgy(s,t) entonces el espacio .7; = [0,00)/ ~4 se
convierte un espacio métrico con la métrica d, inducida por la pseudo-métrica
d4. Este espacio métrico es un drbol enraizado, donde la raiz es la clase de
equivalencia del 0 la cual denotaremos por p, como veremos a continuacion.

Sea pg : [0,00) — 7 la proyeccién canénica sobre el espacio cociente. Sea ¢
el supremo del soporte de g, entonces es claro que py(s) = p para toda s > ¢,
en particular p([0,¢]) = 7 es compacto.

Para demostrar que 7, es en efecto un arbol vamos a necesitar de un lema,
el cual, aunque interesante por si mismo, tiene una demostracién bastante
técnica; sin embargo nos da mucha informacién sobre la estructura deJj.
Aunque en la demostracién se dird que el objeto .7; es de hecho un arbol, el
lector debera notar que es sélo por abuso de lenguaje y nunca se utilizan las
propiedades dadas en la definicién de arbol real.

Lema 3.1. (Reenraizamiento de un drbol)
Sea sg un elemento en [0, (], para todo r > 0 sea T el Unico elemento en [0, (]
que hace que r — T sea un multiplo entero de (. Definimos el mapeo

g°°(s) = g(s0) + g(s0 + 5) — 2my(s0, 50 + 5)

Para todo s € [0,¢] y g°°(s) = 0 para toda s > . Entonces g°° es una funcion
continua con soporte compacto tal que g*°(0) = 0 por lo tanto podemos definir
Tgso mds atn tenemos que

(12) dgso(s,t) = dg(so + 5,50 +1)

Ademds existe una unica isometria R entre Ty, Tyso, tal que

(13) R(pgeo (s)) = pg(so + 5)
en particular R(pgs0(0)) = pg((30)) = py(s0), es decir que Tyso es el drbol T,
reenraizado en pg(sg) como se ve en la figura 3

DEMOSTRACION. Es inmediato que la funcién ¢g*° cumple las propiedades
necesarias para definir correctamente al arbol Js,. Ahora bien probaremos
la ecuacién 12 para el caso en el que s,t € [0, — s9). Con estas condiciones
pueden ocurrir dos cosas.

Si mg(so+ s, 50 +1t) > mg(so, s+ s) entonces mgy(sg, so + 1) = my(So, S0 + 5)
para toda r € [s,t] y por lo tanto

Mmgso (8,t) = g(s0) + mg(so + 8, S0 + t) — 2my(so, So + 5).
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RN

F1GURrRA 3. Una funcién g reenraizada en el punto z, asi mis-
mo se puede ver el arbol codificado por la funcién g y el
reenraizamiento del arbol en el vértice rojo para obtener el
arbol codificado por la funcién g®°.

De aqui se sigue que :
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dgso (s,t) =
9% (5) + g% (t) — 2mgeo (s, 1) =
29(s0) + g(so + s) — 2mgy(s0, s0 + 8) + g(so + t) — 2my(so, so + 1)
—2g(s0) — 2mg(so + s, 50 +t) + 4mg(so, s0 + )
= g(so+s)+g(so+1t) —2my(so+ 5,50 +1)
= dy(so+s,50+1)

Si mg(so + 8,80 +t) < mgy(so, S0 + s), entonces ¢*° se minimiza donde la
diferencia

g(so+ 1) —2mg(so+1)
es més pequefia. Veamos donde ocurre esto. Sabemos que g(sg) > mgy(so, o +
s) y como ademds mg(so+s,s9+1t) < my(so, so+s) entonces existe un primer
punto o € [s, t] tal que

g(s0 +10) = my(s0, 50 + 8) = my(s0, 50 + 70)

Vamos a probar que g% (rg) = mg (s, t).

Tomemos r € [s,t] y supongamoos que g(so + ) > mgy(so, So + s), entonces:

g(so + 1) —2mg(so,s0+7) > my(so,s0+s) —2mg(so, S0+ $)

= g(so +10) — 2mgy(s0, S0+ 10)

Por otro lado si g(sg + 1) < mgy(so, So + §) entonces:

g(so+1) —2mgy(so,so+1r) > —g(so+r)
> —my(s0, 50+ s)

g(s0 + 7o) — 2my(so, S0 + 10)

Por lo tanto:
Mgso (s,t) = g(s0) — mg(so, 50+ s)

y finalmente llegamos a que:

dgso (S,t)
g(s0 +5) = 2my(s0, 50 + 8) + g(s0 + 1) — 2my(s0, 50 +t) 4+ 2my(s0, s0 + 5)
= dy(so+s,s50+1)
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Las otras posibilidades para s,t se pueden tratar de manera similar. Del hecho
de que dgso (s,t) = 0 sii dg(s9+ 5,50 +1) = 0 se sigue que la relacién en 13
define una tnica funcién biyectiva R. Ademas es claro que se trata de una
isometria por la ecuacion 12.

O

Ahora pasamos a demostrar el hecho de que 7 es un drbol en el sentido de
la definicién dada al inicio de esta seccién. Iniciaremos con la definicién de
ciertos conceptos que nos haran mas facil demostrar este hecho.

Para cualesquiera o, 0’ € 7, definimos una relacién de orden parcial o’ < o si
y s6lo si d(p,0) = d(p,0’)+d(c’,0). Si o’ =py(s),o = py(t), entonces es claro
que 0’ = o siy sélo si my(s,t) = g(s). Ahora bien para todo o¢, o definimos
[[o0,0]] := {0’|d(0g,0) = d(og,0") + d(c’,0)} de esta manera si r es tal que
mg(s,t) = g(r) entonces también es claro que [[p, o]] N [[p, o’]] = [[p,7]] donde
v = pg(r) en este caso denotamos a y por o A o’.

Definimos Z[0] = {o’|c < ¢’} entonces los conjuntos 7\ F o], Zylo]\{c}
son abiertos disjuntos. Para ver que el primero de ellos es abierto notemos que
si pg(s) = o entonces el conjunto E = {u € [0, (]|my(s,u) = g(s)} es compacto
y ademds py(E) = J,[o], para ver esto sea (u,) € E una sucesién convergente
a u,entonces mgy(s,u,) = g(s) pero por la continuidad de la funcién mgy(s, )
entonces mgy(s,u) = g(s) por lo tanto u € E. Esto nos dice que E es cerrado
y por lo tanto compacto; ademés por lo dicho en el parrafo anterior sabemos
que 0 = pg(u) sii my(s,u) = g(s), y por lo tanto py(E) = Fylo|. Asi T\ T lo]
es abierto. Ahora bien es ficil por la definicién de .7, demostrar que ,[o]\c
es abierto. Consideremos % := p, ' (Ty[o]\o); por lo dicho anteriormente es
claro que

% = {ue[0,(]lmy(s,u) = g(s) < g(u)}

Tomemos u € %, entonces g(u) > g(s) y g(t) > g(s) para toda t € [u, s]. Por
la continuidad de g existe € > 0 de tal que g(t) > g(s) para toda ¢ € [u — ¢, 5
por lo tanto B(u) C % y con esto se prueba que la imagen inversa de J[o]\o
es abierta en R y por definicién de topologia cociente, esto implica que F,[o]\o
es abierto en 7.

Comenzaremos la tan anunciada demostracién de que 7 es un arbol. Sean
01,0 € J; por el lema 3.1 podemos suponer que o1 = p. Por lo tanto tenemos
que probar la existencia de una unica isometria f = f,, de [0,d4(p,0)] en 7,
tal que f(0) = py f(dy(p,0)) = 0. Para lograr esto, sea s € p; ' (c), entonces
g(s) = dgy(p,0); para toda a € [0,dy(p, o)] definimos:
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v(a) = inf{r € [0, s] |my(r,s) = a}

Note que g(v(a)) = a. Definimos entonces la funcién f cémo f(a) = py(v(a)).
Se tiene de esta manera que f(0) = p y que f(dy4(p,0)) = o, la dltima igual-
dad se obtiene pues my(v(g(s)), s) = g(s) implica que p,(v(g(s))) = py(s) = o.
Ademés si a,b € [0,d4(p,0)] con a < b es inmediato que my(v(a),v(d)) = a,
entonces dgy(f(a), f(b)) = g(v(a)) + g(v(b)) —2a = b — a, y esto prueba que f
es una isometria.

Para demostrar la unicidad supongamos que existe otra isometria f que cumple
las mismas propiedades que f.Si a € [0,d4(p, 0)] entonces

dg(f(a),a) =dy(p,0) —a=dy(p,0) — dg(p, f(a))

Por lo tanto f(a) < 0. Sea t tal que py(t) = f(a). Note que g(t) = dg(p, p,(t)) =
a. Como f(a) =< o se sigue que g(t) = m,(t, s).Por otro lado también sabemos

que g(t) = a = g(v(a)) = my(v(a),s). De esto se sigue que f(a) = py(t) =
pg(v(a)) = f(a) y esto completa la prueba.

Del pérrafo anterior podemos obtener algo més, en particular que f([0,dy(p, 0)]) =
[[p, o]]: En efecto, ya sabemos que f([0,dq(p,0)]) C [[p,c]]. Inversamente si

n = o, el final del parrafo anterior nos asegura que n = f(d4(p,n)) concluyen-

do la prueba del comentario.

Para probar la segunda propiedad de la definicién de &rbol real elegimos
una funcién inyectiva y continua ¢ : [0,1] — 7, (sin pérdida de gener-
alidad nuevamente podemos suponer que ¢(0) = p y sea 0 = ¢(1)),veamos
que cumple que ¢[0,1] = [[p,o]]. Supongamos primero que existe un punto
n € [[p, o]]\q[0, 1], entonces ¢[0, 1] se queda contenido en la unién de los abier-
tos Ty\Ty[n], Tylnl\n ademds q(0) = p € T\Tyn] y q(1) = o € Tynl\n.

Esto contradice el hecho de que ¢[0, 1] es conexo.

Inversamente supongamos que Ja € (0,1) tal que g(a) no pertenece a [[p, o]].
Sea n = q(a) y v = n A o. De la definicién de v es inmediato que ver que
v € [lp,nl] y que dg(n,0) = dg(n,7) + dg(7,0); por lo tanto y € [[n,o]]. Lo
primero implica que « pertenece a ¢[0,a] por lo argumentado en el pérrafo
anterior. Lo segundo implica que via un reenaizamiento, v € q¢la,1] lo cual
, por lo la inyectividad de ¢ , no puede pasar a menos que v = ¢(a) = 0,
contradiciendo el hecho de que 7 no pertenece a [[p, o]]
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Con esto hemos encontrado una manera préactica de trabajar con los drboles
reales, de hecho todos los arboles reales enraizados pueden ser codificados me-
diante una funcién caglad; pero no se hara la demostracién pues el objetivo de
este trabajo no es sumergirse demasiado en las propiedades de estos espacios
métricos, sino saber que es lo que pasa cuando se les da cierta aleatoriedad.
Para una demostracién de este hecho se refiere al lector al articulo [Duq08],
donde puede encontrar una explicacion muy detallada sobre arboles reales y
su caracterizacion por medio de funciones caglad.

Sabiendo ahora que los arboles pueden ser codificados por funciones contin-
uas una pregunta natural sale a relucir: jqué relacion hay entre la distancia
de Gromov-Hausdorff y la distancia entre las funciones codificantes? Para re-
sponder ésto utilizaremos una definicién alternativa para dgg. Recordemos
que si (J1,d1), (9, ds) son dos espacios métricos compactos, una correspon-
dencia entre 77,75 es un subconjunto # de 77 x 5 para el cual se cumple
que para todo x1 € Z; existe al menos un xzo € Tb tal que (z1,29) € Z' y
andlogamente para todo ys € J existe un y; € J; tal que (y1,y2) € Z.La
distorsién de una correspondencia se define como

dist(#) = sup{|di(z1,z2) — da(y1, y2)||(x1,y1), (2, y2) € Z#}

Asi se tiene entonces que para (7, p), (7', p') dos drboles enraizados:

1
14 dey(7, 7" == inf dist(#
(14) anl7,7") 2?26(3(9,(1?1}),(;7@’)6@ ist(#)

Donde C(Z, ) es el conjunto de todas las correspondecias entre J y 7.
Se refiere al lector al lema 2.3 de [EPWO6] para ver la demostracién de que
ambas definiciones son equivalentes.

Lema 3.2. Sean g y g’ dos funciones con soporte compacto de [0,00) a [0, 00)
tales que g(0) = ¢’(0) = 0. Sean ademds T = J, y ' = F,. Entonces

deu(7,7") <2llg - d'l|
DEMOSTRACION. Definimos la siguiente correspondencia entre 7 y 7'
X :={(0,0") € T x T'|o = py(t), o' =py(t), para algun t € [0,00)}

Para acotar la distorsién de % notemos que si (o,0'),(n,n') € Z entonces

)
existen s,t tales que o = py(s),0’ = pg(s) y n = pg(t),n = py(t) pero
ademaés sabemos que
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dg(osn) = g(s) +g(t) — 2my(s,t)
dg(o',n') = g'(s)+9'(t) — 2my(s,t)
Por lo tanto
2deu (T, 7") |dg(c,m) —dg (a', 1))
9(s) = ' ()| + 1g(t) — g' ()| + 2|mg(s, 1) — mg (s, )]
4llg — 4l

Y esto demuestra el lema.

INIACIA

O

Como tultimo analisis de la codificacién de arboles estudiaremos brevemente
las componentes conexas de .7, \o.Por simplicidad de notacién quitaremos el
subindice g de todos nuestros objetos.

Notemos primero que Z\7 o] es siempre conexo ya que: si ¢,¢' ¢ T[o]
entonces es claro que p A ¢’ ¢ T [o]. Por lo tanto el camino obtenido mediante
la concatenacion de [[¢, pAQ']] v [[pA @', ¢']] conecta a los 2 puntos, i.e T\ T [0]
s conexo.

Ahora bien sea p # o € .7; definamos:

I = if{te0,cp(t) = o}
S = sup{t €[0,(]p(t) = o}

Demostraremos que el conjunto E es igual al intervalo [I, S], recordemos que
E = {z|mgy(z,s) = g(s)} donde p(s) = 0. Sea & € [I,S] y supongamos
que mg(x,s) # g(s). Sin pérdida de generalidad supongamos que s < x
entonces 3t € (s,x] tal que g(s) > g(t) = mgy(x,s) por otro lado por la
propiedad de S existe s’ tal que x < ¢’ < S tal que p(s’) = o; sin embargo
g(t) = mgy(x,s) > my(s,s’) y como s ~ s’ se tiene que g(s) = g(s') = my(s, '),
por lo tanto g(s) > g¢(s’) y esto es claramente una contradiccién. Inversa-
mente tomemos ahora z € E con x > s. Si g(z) = g(s) entonces p(x) = o
y por lo tanto z € [I,S]. Si g(z) < g(s) entonces my(z,s) < g(s) lo cual
es una contradiccién. Por dltimo si g(x) > ¢(s) entonces I < z, ademds
por la continuidad y el hecho de que ¢g(¢) = 0 se tiene que el conjunto
A= {tlr < tygt) = g(s)} es no vacio. Sea I’ = inf A por continuidad
g(I") = g(s) ademads Yy € [z,I'] g(y) > g(s) de lo contrario I’ no serfa infimo,
por lo tanto mgy(s, I') = g(s) y esto implica que I’ € [I, S] y a su vez esto impli-
caquez € [1,5]. Asi [I,S] = E, pero ya sablamos que p[I, S] = p(E) = T[o].
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Con esto en mente demostraremos que la imagen bajo p de las componentes
conexas de [I, S]\p~1(c) son las componentes conexas de 7 [o]\o. Claramente
las imagenes de las componentes son conexas y hacen el total de 7 [g]\o sélo
nos falta probar que son disjuntas.

Sean (a,b1), (az,bs) dos componentes conexas tales que b; < ag y sean x €
(a1,b1), y € (az,b2) tales que p(x) = p(y). Esto implica que:

(15) g(z) = g(y) = my(z,y)

Dado que by ¢ [I,S]\p~ (o) se sigue que p(b1) = o y por lo tanto my(z,y) <
mg(x,b1) = g(b1) ademds si g(x) < g(b1) entonces existe ¢t € (x,b1) tal que

mg(x,b1) = g(t) < g(s) lo cual es una contradiccién pues t € [I, 5] se sigue
entonces que g(z) = g(b1) y combinando este resultado con la ecuacién 15
obtenemos que p(z) = p(y) = o lo cual es una clara contradiccién. Por lo

tanto p(a1,b1) Np(as,be) = 0. Tenemos entonces clasificadas todas las compo-
nentes conexas de .7\o a saber .7\ .7 [0] y las enunciadas anteriormente.

También por todo lo dicho anteriormente es facil establecer el siguiente:

Lema 3.3. Un punto o en un drbol es un nodo (un vértice de grado al menos
3) sii [I,S] tiene al menos dos componentes conezxas, lo cual ocurre sii existe
s € p~ (o) que es un minimo local de g. Ademds sin es el grado del nodo y
m es la cantidad de puntos en p~'(c) donde se alcanza un minimo, entonces
m+2=n.

Para terminar esta seccién definiremos lo que es un subarbol y daremos una
nueva manera de codificarlos, la cual nos serd muy util al momento de trabajar
con arboles aleatorios.
Sea .7 un arbol real, y z1,...,2, € 7 ; entonces el subarbol generado por
estos vértices se define como

n

T (w1, yxn) = | o 2ml]

m=1

Es facil ver que este objeto dotado con la métrica d es un arbol y ademds
puede ser representado por un arbol ordenado finito y por el conjunto de
distancias indexado por los vértices del arbol discreto. Para formalizar lo dicho,
se dard una construccién recursiva de el arbol discreto y de la famlilia de
distancias (alturas).

Sea g una funcién continua de [0, 00) en [0, 00), si to < t1 ... < t, definimos el
arbol marcado
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0(gite,. .- tn) = (T(gitr, - tp), (ho)ver(gita,.ity))
Donde 7(g;t1,-..,tp,) es un arbol ordenado finito como los definidos en la
primera seccién de este capitulo, y h, > 0 denota la distancia entre v y m(v)
siv # () y en este caso hy denota la longitud de la rafz. En la figura 4 se puede
ver un ejemplo de 0(g;t1,ta,t3) un arbol con 3 hojas.

t1 t2 i3

FI1GURA 4. En la figura puede verse el arbol 6(g;t1,t2,t3),
noétese que sélo nos interesa la estructura de los minimos entre
estos 3 puntos deshaciéndonos de todo lo demés.

Con esto en mente para p = 1 definimos 7(g;t1) = 0y hg = g(t1). Si p > 2,
supongamos que el &rbol 6(g;ti,...,t;) ya estd definido para toda j < p

entonces existe un numero k € {1,...,p — 1} y k ntimeros 1 < i; < ... <
i < p—1 tales que my(t;, tip1) = m(t1,tp,) sii i € {i1,..., 9}, (el ndmero k
denota el niimero de hijos del §) ); por convencién se definen ig = 0 e i1 = p.
Para toda [ € {1,...,k -+ 1} definimos g’ con la siguiente férmula:

gl(t) = g((t N til,—1+1) A tiz) - mg(tlvtp)
Como i; < p entonces podemos definir los arboles 7 (gl; ti 141y ,til). Final-
mente podemos definir el &rbol 7(g;t1,...,t,) como la concatenacién de todos

los arboles T (gl7 TR PR t’il) donde 1 <[ < k; esto quiere decir que

E
T(gitr,. o ty) = {0} (J{lulu € (g ts 1550}
1=1
En la figura 4 se puede ver esta representacién para p = 3.
Maés atn si para cada 1 <[ <k
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e(glv iy t1s oo tiy) = (T(gl’ iyttt (hi)ver(gl,til 11t ))
CaFlot i

definimos las marcas h, = hl, si v = lu con u € 7(¢', t;,_,11,---,t;,) ¥ hg =
mg(t1,tp). Ahora bien es claro que si g codifica al arbol .7, entonces el drbol
marcado 0(7(g;t1, -, tp), (hv)ver(gits,....t,)) codifica al d&rbol T (py(t1), . .., pye(tp))-
Para fijar ideas digamos que si en R? a cada vértice v le pegamos un segmen-

to de longitud h, que lo una con su padre de forma que ninguno de estos
segmentos se intersecte, entonces la uniéon de todos estos segmentos serda un
representante de la clase de equivalencia de F;(py(t1),...,pg(tp))-

3. El arbol aleatorio continuo

Denotemos por A, al conjunto de 4rboles ordenados enraizados de p hojas
(un vértice v € t se llama hoja si k,(t) = 0, es decir, si no tiene hijos),
analogamente el subconjunto de arboles marcados ©,, estard formado por to-
dos los drboles de la forma 0 = (7, (hy)yer) donde 7 € A 'y h,, > 0. Asimismo
definimos los subconjuntos A;’f”, fo" de arboles binarios con p hojas, recorde-
mos que un arbol binario es un arbol ordenado t para el cual se cumple que
k. (t) = 0,2 para todo u € t. Es un hecho conocido que :

(2p—-2)!

(p—Dipl 7

Estamos ahora en posicién de definir el drbol aleatorio continuo (de ahora
en adelante CRT) y de calcular sus distribuciones finito dimensionales, esto
quiere decir muestrear al drbol y obtener la distribucién de el arbol generado
por este muestreo.

Sea e una excursiéon browniana, definimos entonces el CRT como

o = pe([0,1])

Regresando al problema de calcular las leyes finito dimensionales, las cuales
por definicién son las leyes de los subédrboles Z(pe(U1),...,pe(Un)). Pero
ademads por lo dicho en la seccién anterior esto es equivalente a calcular la
distribucién de:

AL =

(T(eUl’ RS €U71)7 (h’U)’UET)

Notemos algunas propiedades bésicas de estos muestreos. Primero veamos que
con probabilidad 0 alguno de los n puntos elegidos es un nodo. Supongamos
que si entonces debe existir un punto U(;) donde se alcanza el miimo de la
excursion entre U1y y Ug41) de aqui se sigue que deberfa ocurrir que
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me(Ugi-1), Ugy) = euy,

Pero esto es un evento de probabilidad cero.
Veamos ahora que si 1 es un nodo del drbol muestreado, entonces el grado de
7 es 3. Supongamos que el grado del nodo es mayor a 3 entonces deben existir
1 tal que

me(Ugi-1), Uy) = me(Uiy, Ugi))
Nuevamente este evento ocurre con probabilidad 0; por lo tanto todos los
nodos son de orden 3. Esto quiere decir que con probabilidad 1 los arboles
muestreados son arboles binarios con n hojas.

A
v

Ficura 5. Las distintas estructuras combinatorias para un
muestreo del CRT con 4 puntos

Hagamos un ejemplo para n = 4; por lo dicho arriba se tiene que la estrucutu-
ra combinatoria de 6(e; Uy, Us, Us, Uy) estard dada por alguno de los drboles
mostrados en la figura 5. Sin pérdida de generalidad digamos que es el arbol

A, dotemos a este drbol de alturas con las etiquetas hq, ..., hy de abajo hacia
arriba y de izquierda a derecha como en la figura 6.

Sean hi,...,h% nimeros mayores que 0 y Hy, ..., H7 las variables aleatorias
que representan a las alturas del arbol 6(e; Uy, ...,Uy).

Notemos que 7 = 7(e,U,...,Us) = Ay (Hy)ver € [[yer[ho + hy) sii las
siguientes condiciones se dan en la excursién browniana:
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FIGURA 6. La manera en que se dota a un arbol con alturas

evn, € [hi+ha+ hashy + by + hy + hYy)
my € [h1+ ha,hy + ho + hY)

€Um € [h+ha+hs,hy+ hy + hs + hy)
my € [hi,h1 +hh)

eUs € [h+hs+ he, 1+ by + he + hg)
ms € [h1+hs, h1+hs+ hf)

evw € [h+hs+hg, by + by + hy + hY)

Estas condiciones se pueden ver explicitamente en la figura 7.

De lo expuesto anteriormente se puede llegar a la conclusién de que si © =
(A, (hy)vea) entonces podemos expresar la ley finito dimensional del CRT
para el caso n = 4, a saber:

]P’(G(eUl, ceey U4) S d@)
1

= 1’ 7]133 = A H’U v hlhhfu h/
o P = A (Ho)vea € E[ +AL))
(16) = 254!(}11 + ... h7) exp (72(]11 o+ h7)2) )

La ultima igualdad puede verse simplemente derivando las integrales que se
obtendrian y después haciendo las sustituciones pertinentes en la densidad
obtenida en el lema 2.3.

Notemos lo siguiente: la estructura combinatoria sélo influye en el orden en
el que las alturas son colocadas en la excursién browniana; pero dado que la
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Ficura 7. Ejemplo de la traduccién de la distribucion de
alturas en la excursién browniana normalizada

ecuacién 16 es una funcién simétrica de éstas, entonces la estructura combi-
natoria se vuelve irrelevante, lo que nos dice que esta ley induce una medida
uniforme en el espacio A§™.

El resultado méas general puede establecerse y demostrarse de la misma manera
que el caso n =4

Lema 3.4. La leyes finito dimensionales de I, estin dadas por:
P(0(e;Un,...,Uy,) € dO) = 2" 'nlL(O) exp (—2L(0)?)
Donde © = (7, (hy)ver) €s un drbol marcado y L(0) es la longitud del drbol
L(©):=> h,
veT

Lo tultimo que realizaremos en este capitulo serd demostrar que los arboles
muestreados descritos anteriormente convergen casi seguramente al CRT.

Proposicion 3.1. La sucesion de darboles 6 (e, Uiy, -+ U(n)) — T, conforme
n —» 0o.
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DEMOSTRACION. Para probar este hecho veremos que las funciones codi-
ficantes para los arboles 6 (e, Uay,---» U(n)) convergen casi seguramente en la
métrica uniforme, esto nos basta en vista del lema 3.2.

Sabemos que para una funcién continua f en [0,1] y para toda ¢ > 0 ex-
iste 6 > 0, tal que para toda particién A = {x1,...,z,} del [0,1] con
mesh(A) < § entonces la funcién g formada por trozos lineales que unen
a los puntos f(x;), f(zi+1) cumple que ||f — gl < €.

Con esto en mente definimos las variables X' como sigue: dadas n variables
(Us)i—y uniformes X' = Ugy1y — Uy con Uy = 0,U(,41) = 1. Debido a lo
dicho anteriormente nos basta probar que

Y, =max X! — O c.s.
k

conforme n — oo. Ya que esto nos asegura que las funciones g,, formadas por
trozos lineales que unen a los puntos ey, , ey, ,, convergen c.s. a e. Y por lo
tanto las funciones codificantes de los arboles 6 (e, Uays s U(n)) convergen
csae.

Para probar entonces lo que queremos acotamos
n
P(Va>p) = P (U{Xz' > p}>
k=0
n
< Y P(XE>p)
k=0
Ahora bien, por el hecho de que estamos trabajando con variables uniformes

e independientes se sigue que todas las variables X" tienen la misma distribu-
cién marginal igual a la distribucién del minimo de las U/s por lo tanto

SRR > p) = (n+ 1)(1 - p)"
k=0

Con esta cota podemos ver que

S PY.>p) <> (n+1)(1-p)" < oo
n=0 n=0

para toda 0 < p < 1. Por lo que el lema de Borel-Cantelli nos asegura

P(imY,, > p) =0
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para toda 0 < p < 1. Esto implica que limY,, = 0 c.s. terminando asi la
demostracion.

O






Capitulo 4

Construcciones alternas del CRT

Veremos en este capitulo la manera original en que se construyé el CRT, a
saber, la publicada por David Aldous en [Ald91]. Esta construccién difiere
de la construccién dada en el capitulo anterior en el hecho de que para ésta
el CRT es un proceso limite, mientras que en el capitulo anterior construimos
el CRT como un objeto, después lo discretizamos y demostramos que el CRT
era el limite de estas discretizaciones.

Asi mismo en este capitulo se dard una manera de codificar arboles discretos
y un algoritmo para simular el arbol uniforme en n hojas; el cual resulta
bastante facil de implementar.

1. Creciendo el arbol binario uniforme en n hojas

Definicién 4.1. Sea 7 un drbol ordenado finito y 0,0’ € T ; diremos que o es
hermano de o’ si w(o) = w(o’),i.e si tienen el mismo padre.

Haremos un pequeno cambio en la definicién de arbol finito ordenado agregéandole
un nuevo vértice al arbol que serd el padre de la raiz. La raiz serd denotada
por 0 y el nuevo vértice por (). De esta forma 7(1) = 7(2) = 0 y 7(0) = 0,
como se ve en la figura 1.

Si o = w(0’) definimos la arista entre estos dos vértices como el segmento
[[0,0']].- En el dibujo ésta es es el segmento que une a un padre con su hi-
jo. Al conjunto de todas las aristas de un arbol 7 lo denotaremos por F,.
Denotaremos también al conjunto de todas las hojas de 7 por L.

Por tdltimo para un arbol 7 y o € 7 definimos a la decendencia de o como
sigue:

7[o] = {¢’ : 7%(¢’) = o para alguna k}
Ahora que tenemos todos los elementos necesarios, daremos una transforma-
cién de A% en A% de tal forma que el drbol uniforme de n hojas crece en

el arbol uniforme de n + 1 hojas.
Para n fijo construimos los conjuntos R, S de la siguiente manera:

55
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(2,2,1) (2,2,2)

FiGura 1

Rc A x ] L,
TEA%&

y los elementos de R cumplen (7,0) € R sii 0 € L,. De una manera anédloga
definimos el conjunto

S c Abm x U E. x{1,2}

TEAbIn

diciendo que (7, [[o,0']],z) € S sii [[0,0']] € E-.

Ahora bien sea:

¢o:R— S
dada por la siguiente regla de correspondencia:
Sean 7 € A¥" v o € 7 una hoja del drbol. Si o = (21, ..., T, Tm+1) entonces
é(1,0) = (0., [[7*(0), 7(0)]], Zmy1) donde 6, es el drbol de n hojas que se
forma al quitar de 7 la hoja o y a su padre 7(o) y a cualquier n € 7[w(0)] se
le aplica la siguiente transformacion

n= ($17"'axm7y1a---7yk:) — (x17~"7$m7y27"'5yk)

Es claro que la funcién estd bien definida,es decir, que ¢(R) C S.
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Veamos ahora que la funcién es biyectiva. Tomemos (7, 0) # (7/,0”), tenemos
2 casos:

/

Caso 1i0 = (z1,...,@m) # (Y1,..-,Yx) =0

En este caso (z1,...,Zm-1) # (Y1,---,Yk—1) O T F Yk, Si pasa lo primero
entonces

[[7*(0), w()]] # [[7*(0"), m(0")]
Si pasa lo segundo entonces la tercera coordenada de ¢(7,0) es distinta de la
de ¢(7/,0"). En ambos ocurre que ¢(7,0) # ¢(1/,0').

Caso 2:7 # 7.

Podemos suponer que o = ¢’, de lo contrario regresamos al caso anterior. Sea
o= (x1,...,Tm+1), nuevamente pueden ocurrir dos cosas:

T\7[r(0)] # 7\7'[7(c")] o T[m(c)] # 7'[x(c’)]. Si pasa lo primero, ya que
esa parte del arbol no se modifica para construir 6, y 6., ambos arboles
también son distintos. Si pasa lo segundo entonces sabemos que existe n €
Tlm(o)\7'[r(0")] donde n = (x1,...,Zm,Y1,--.,Yk). Supongamos que existe
0 = (T1,. . T, Yk, Y2, .., Yk) € T cOn y # yx.

Entonces ya que o € TN7’ y ambos son drboles binarios se sigue que ¥ # 11
y y* # X441 pues o es una hoja; por lo tanto y; = yx, lo cual contradice lo
que habiamos supuesto. Por lo tanto no puede existir i’ con las caractersticas
mencionadas. De este argumento se sigue que

ni=(T1, s T, Y25+, Yk) € 0,\0

Debido a los casos 1 y 2 podemos concluir que la funcién ¢ es inyectiva.

Probemos ahora que su imagen es S. Sea § € AY" [[n,n/]] € Ep y z = 1,2.
Construimos un drbol 7 como sigue : 17’ y su hermano pertenecen a 7, ademés
sin = (z1,...,%m) y n = 7w(n') entonces para toda ¢ ¢ 0[n] se tiene que
¥ € 7, por tltimo agregamos a 7 también el vértice (x1,...,Tm, ) y si el
vértice (Z1,...,Tm—1,Tm,Y1,---,Yx) € 0 entonces (x1,...,Tm,Y,Y1,---,Yk)
pertenecerd a 7, donde y € {1,2} pero y # z. En el dibujo la construccién es
mas ilustrativa ademds puede verse que (7, (z1,...,Tm,z)) = (0,[[n,7']], z)
por lo tanto tenemos una biyeccién. Ademds en la demostracién se dié una
manera de crecer un arbol de n hojas en un arbol de n+1 hojas, a saber tomar
una arista elegir un lado y agregar una hoja en esa arista. Demostraremos
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ahora que aleatorizando esta forma podemos hacer crecer el drbol uniforme
de n hojas.

2.1,1) (2,1.2)

FIiGURA 2

Sea T, el arbol uniforme de n hojas, X una variable aleatoria uniforme in-
dependiente de T, en {1,2} y A una variable aleatoria en |J, . Avin, E; que
cumple:

1
2n—1
Es decir una vez elegido un arbol, A denota elegir una arista del arbol uni-
formemente.

Proposicién 4.1. Sea (T",%) = ¢~ (T, A, X), entonces T' se distribuye uni-
formemente en Al,’f_f_‘l.

P(T, =0,A = [0,0']], X =x) =P(T,, = 0) P(X = x)

DEMOSTRACION. Por ser ¢ biyectiva, es facil ver que:

B 1

© 2c,(2n—1)

Tomando en cuenta que (1", %) € R, se tiene que para cada 7 fijo 3 s6lo puede
tomar n + 1 valores, a saber el nimero de hojas de 7; por lo tanto integrando
la distribucién conjunta con respecto a o obtenemos:

P(T'=7,2=0)

1 1
P(I'=r)= —2+t1
2c,(2n—1)  cpi1

Por lo tanto 77 = T,,41 en distribucién. O
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Este resultado nos asegura que para construir el arbol uniforme en n+ 1 hojas
a partir del arbol uniforme de n hojas s6lo necesitamos elegir una arista y un
lado de ésta uniformemente y agregar ahi una hoja.

2. Codificacién de los arboles finitos

En esta seccién daremos una codificacién de los drboles finitos ordenados,
ésta sera utilizada para poder simular el arbol uniforme de n hojas, ya que
serd mas facil implementar la simulacién en una computadora siguiendo esta
codificacién.

Sea t = {ug = 0, uy,us,...,u,} un arbol ordenado finito con sus vértices or-
denados en orden lexicografico. Definimos la sucesién (zg, x1, . . ., Z,) asociada
a t como sigue:

xr =k, (t) — 1

Notemos que en caso de un arbol binario se tiene una secuencia formada por
1’s y —1’s y para el caso general la sucesién cumple que:

1. z; > —1 para toda k

2. x, =—1

3. 290+ ... 42, >0Vm<n
4. zo+ 22+ ...+ 2, = —1

La primera condicién es obvia pues k,,. > 0 para toda r y la segunda también
es facil de ver ya que como los vértices estan en orden lexicografico es necesario
que el ultimo sea una hoja. Para la tercera y cuarta condicién sea V,,, =
{ug, ..., um}; estimemos

> ku(t)
ueVy,

Notemos que cada vértice u a excepcion de la raiz es contado una séla vez en
la suma (pues lo cuenta ky,(t)); por lo tanto

> ku(t)=n

ue ‘/n

Y por lo tanto Y S xx, = 3,y ku(t)—n—1= —1. Esto demuestra la condicién
4. Por iltimo para lo condicién 3, como V,, tiene el orden lexicografico se tiene
que éste es un arbol por si sélo y ademas k,(V;,) < k,(t) para algin u € V,,
pues u,,+1 tiene que ser hijo de algin elemento uw de V,,, y no estd siendo
contado en k,,(V;,) pero si en k,(t), entonces se sigue que
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3 ku(t) > D ku(Vi) =m

u€EVp, u€EVp,
Y restando m — 1 en ambos lados de la desigualdad se obtiene la condicién 3
de la lista.
Veamos ahora que a cada secuencia con las condiciones 1, 2, 3 y 4 le corre-
sponde un drbol. Sea (zo, ..., x,) una sucesién con las propiedades anteriores
le asociamos el arbol t = {ug,...u,} construido recursivamente como sigue:
Si la secuencia consta de un sélo niimero x = —1 entonces el drbol asociado es )
y es claro que la secuencia asociada al drbol es —1. Ahora bien sea (xq, ..., Z,)
una sucesiéon con la propiedades anteriores. Por la propiedad 3 se tiene que
g > 0 de donde 1 + ...+ x, < —1, si 1 = —1 entonces x; cumple las
4 propiedades y podemos definir t; = () como el drbol que le corresponde a
1. Por otro lado si 1 > —1 entonces existe r; el primer momento en que
x1+...+x,, = —1, esto pasa ya que por la propiedad 1 los decrementos de la
sucesion sy = x1 + ...+ xx son de tamano 1 y como s1 > —1y s, < —1, tiene
que haber un momento r; en que s,, = —1. Asi, es ficil ver que (z1...,2,,)
es una sucesiéon con las 4 propiedades, por lo tanto podemos construir tq
recursivamente. Si r; # n entonces nuevamente por la propiedad 3 tenemos
que zg+...x, > 0y porlotanto x,,+1+...4+z, < —1. De la misma manera
que antes podemos encontrar ry y construir to. En el momento en que r, = n
habremos construido t; para ¢ = 1...k. Finalmente construyamos t el drbol
asociado a la sucesiéon como sigue:

k
tz{@}U{iu:ueti}

Es decir pegamos los arboles t; a una raiz. Sélo nos resta probar que la sucesién
asociada a este arbol es la sucesion dada. Por la construccién de t es obvio
que kg(t) — 1 =k — 1 Por otro lado debido a que:

1+ .tz = -1

xrk71+1+...+xn = -1

. n
Sumando todas estas ecuaciones y agregandoles xo tenemos que: ) " o x; =
xo—k y de la condicion 4 se sigue que g = k—1. Por la construccién recursiva
podemos hacer lo mismo para cada vértice u; de t y obtener z; =k, (t) — 1,
es decir que la sucesiéon dada es la asociada al arbol t.
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2.1. Algoritmo para crecer el arbol binario uniforme de n hojas.
Habiendo dado una manera de codificar los drboles, sélo necesitamos ver a que
equivale crecer un arbol en el espacio de las sucesiones recién definidas.

Por definicién de la sucesion a cada z,, se le asocia un vértice u,, y a cada uno
de éstos puede asocidrsele la arista [[u,,, 7(uy,)]] (recuerdese que por lo visto en
la seccién 1 el vacio también tiene un padre) y esta asignacién es biunivoca.
Ahora bien la transformacién ¢! elige un 4drbol de n hojas, un arista de éste
y un lado de la arista, una véz elegidos, se agrega una nueva arista en el lado
de la arista elegida. Sea (x;) la sucesién asociada al drbol y xy, ux el nimero
y el vértice respectivamente asociados a la arista elegida, si el lado elegido fue
el izquierdo entonces notemos que estamos agregando dos vértices antes de uy
(con respecto al orden lexicografico) a saber el nodo en la arista [[ug, m(ug)]]
que serd el nuevo padre de uy y la nueva hoja que por definicién de ¢!
serd hermano de la imagen de u pero su ultima coordenada sera 1 por lo tanto
estd antes que la imagen de uy con respecto al orden lexicografico. Por dltimo
como el nodo tiene 2 hijos por ser un arbol binario entonces le corresponde el
numero 1 mientras que a la hoja agregada le corresponde el niimero -1. Por lo
tanto el vector (x;) se manda en (xg,z1,...,1, =1, zk, ..., Z2,—1).Obteniendo
asi la codificacién del 4rbol de n+1 hojas obtenido por la funcién ¢~!. De man-
era similar si elegimos el lado derecho entonces se agregan 2 nuevos vértices: el
padre de la imagen de uy y su hermano, sin embargo este tltimo tendra como
dltima coordenada 2 y por lo tanto se tiene que agregar a la sucesién sélo has-
ta haber recorrido toda la progenie de uj. Ahora bien como habiamos dicho
antes si r es el primer niimero tal que

z’": Ty = —1
m=k

Entonces u, es el dltmo miembro de la progenie de uy; por lo tanto debo de
agregar un -1’ en después del nimero x, para poder codificar el arbol obtenido
mediante la transformacién. Por lo tanto (x;) se transforma en

(s s L, &gy e oy ey, =1, 00 Zop1)

Ahora que sabemos cémo se ve nuestra transformacién en el cédigo, defini-
mos una forma recursiva de obtener el arbol binario uniforme de n hojas. El
arbol de una hoja es el (-1). El drbol de 2 hojas es el (1,-1,-1),es totalmente
determinista pues sélo hay un arbol de 2 hojas.
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Ahora supongamos que tenemos construido el arbol binario uniforme de n
hojas, elegimos entonces el vector (x;) con la distribucién uniforme y uni-
formemente elegimos un valor de z; (que corresponde a uniformemente elegir
una arista del drbol), después elegimos uniformemente un nidmero en {1,2}
(que es elegir un lado de la arista), y finalmente si elegimos 1 modificamos el
vector cémo se dijo anteriormente en el caso del lado izquierdo, si elegimos 2
entonces modificamos el vector cémo se dijo para el caso del lado derecho. En
la siguiente figura se puede ver un ejemplo de un muestreo de 7 arboles de 5
hojas realizado con el algoritmo expuesto en esta seccién.

F1GURA 3. Muestreo de 7 arboles de 5 hojas distribuidos uniformemente
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3. El arbol continuo de Aldous

Originalmente el CRT no fue construido como se explicé en el capitulo an-
terior, es decir, cémo un espacio cociente del intervalo [0,1]; sino como un
proceso limite en el espacio de sucesiones [1 y la razon de ésto fue dar una
nocién de convergencia en la métrica de Hausdorff inducida por la norma en
l1, asi como de convergencia débil en el espacio de medidas de [1; sin embargo
la visualizacién de este proceso no es tan clara cémo lo es usando la definicién
de la seccién anterior.

Esta seccién se dedicard a definir el CRT de la forma en que lo define Aldous
[A1d91] y daremos un tipo de equivalencia con el CRT definido en el capitulo
anterior.

Primero daremos una breve introduccién de por que nos interesa trabajar con
el espacio ly. Supongamos que tenemos un arbol discreto .7 dotado de la
métrica d inducida por la gréafica, y queremos dar una realizacion geométri-
ca de éste,es decir, queremos tener una representacién r : J — X in-
yectiva, donde X es un espacio normado. Ademds pedimos la condicién de
que para cualesquiera dos puntos x,y € 7 con realizaciones r(z),r(y) y si
T = v1,V2,...,V = ¥y son los vértices del Uinico camino que une a ¢ y a y
entonces d(x,y) = Zi:ll [|vix1 — v;]|, también para facilitar la visualizacién
de estas realizaciones nos gustaria que las aristas fueran ’ortogonales’ entre
si, esto es s6lo una manera de hablar, pues no necesariamente el espacio X
tendra que tener un producto interior; sinembargo esto no serd un problema
por que en /1 tenemos una idea de 'ortogonalidad’, a saber los vectores z; los
cuales tienen un 1 en su coordenada i-ésima y O en sus demds coordenadas,
podemos pensarlos como ’ortogonales’.

Pero si pensamos en sumergir a 7 en algin R™ las direcciones ortogonales ’se
nos acaban’ si .7 tiene una cantidad infinita de ramas y por lo tanto l; resulta
una buena opcién. Ahora damos una manera de encajar un arbol en Iy:
Etiquetamos los vértices de T con un conjunto S = v, w, ... C l; de tal forma
que la raiz sea 0 y ||[v — u|| = d(v,u) para ver que tal representacién existe
ordenemos arbitrariamnente las aristas eq, es, ... y diremos que

oo
v= Z Znd(en,v)
n=1

Donde J(e,,v) = 1 si e, pertenece al camino que va de v a la rafz. Por lo
tanto |[v — ul| = 07 o |J(en, v) — J(en, u)| = d(v, u).

Definicién 4.2. Sean (C1,Ca,...) los tiempos de ocurrencia de eventos en
un proceso Poisson con tasa tdt, definimos también B; = &C; donde &; se
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distribuye uniforme en [0,1] y es independiente del proceso Poisson. Ahora
definimos la funcion p : R — 1y como p(0) =0,

p(x) = p(B;) + (x — Cy)z; para C; < x < Ciqq

Sean:
Iy = p([o, t]
I = I's

El CRT se define entonces como T.

Heuristicamente el proceso I'y definido en [; realiza lo siguiente: crecemos un
tronco a velocidad unitaria iniciando en 0 y en direcciéon z;, después al tiempo
(1 eligimos uniformemente en el tronco un punto de ramificacién y empezamos
a crecer la rama en direccion z, a velocidad unitaria; al momento Cy elegimos
nuevamente un punto de ramificacién pero en este caso serd uniforme en todo
el arbol y ahi crecemos una rama en direccién z3 y asi sucesivamente hasta
llegar al tiempo t.

El hecho de que el CRT definido en esta seccién y el definido en la seccién
anterior sean equivalentes claramente no es inmediato y de hecho en el sentido
estricto no representan la misma medida en el conjunto de arboles reales como
veremos méas adelante, pues I serd el drbol obtenido por 2e, es decir la funcién
codificante para I' es 2e; ademas las distribuciones finito dimensionales de T’
inducirdn la medida uniforme en el espacio de arboles binarios etiquetados
no ordenados mientras que las distribuciones finito dimensionales de .7, in-
dujeron la medida uniforme en los drboles binarios ordenados no etiquetados.
A pesar de estas pequenas diferencias veremos que tras hacer unos cuantos
cambios podemos decir que de cierta forma estos 2 drboles aleatorios si son
equivalentes.

Recordemos que el lema 3.4 del capitulo anterior nos dice que las distribuciones
finito dimensionales de T, estdn dadas por:

P(O(e,U1,...,U,) € dr) = 2"'nlL(1) exp (—2L(7’)2)
con respecto a la medida uniforme en Aff’ﬂ esto quiere decir que si integramos
con respecto a las alturas obtenemos la medida uniforme en Aff”, o dicho de
otra manera, que las distribuciones finito dimensionales estdn determinadas

por elegir una estructura combinatoria uniformemente y después dotarla de
alturas. Supongamos ahora que el espacio de estructuras combinatorias no es
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Ag”‘ sino el conjunto de arboles binarios ordenados y etiquetados, como a
cada arbol ordenado le corresponden n! maneras de etiquetarlo tendriamos
que las distribuciones finito dimenionales de .7, serfan:

2"FLL(7) exp (—2L(T)2)

Si olvidamos el orden, tomando en cuenta que hay 2"~! 4rboles ordenados
que al etiquetarlos representan el mismo drbol desordenado entonces las dis-
tribuciones se vuelven:

2" L(7) exp (—2L(7)?)

Si reemplazamos e por 2e, es decir, multiplicamos las alturas aleatorias por 2,
entonces resulta que las distribuciones finito dimensionales de %, estdn dadas
por:

(17) L(r) exp (_L§7)2>

Con respecto a la medida uniforme en el conjunto de arboles etiquetados no
ordenados.

Probemos ahora que las distribuciones finito dimensionales de I' estan dadas
precisamente por 17.

Proposicion 4.2. Las distribuciones de los drboles I'c, estdn dadas por la
ecuacion 17. Donde T es cualquier drbol binario etiquetado no ordenado de n
hojas.

DEMOSTRACION. Es intuitivamente claro que podemos codificar los drboles
C,, medinate un arbol etiquetado discreto donde las etiquetas corresponden
al orden en el cual se van agregando las hojas y un conjunto de alturas
(z1,22,...,22n-1), denotemos entonces por f(7,z1,...,Ta,—1) a la funcién
de densidad correspondiente a éste arbol, sea 7+ el arbol obtenido de 7 al
quitar la n-ésima hoja. Sabemos que el nodo de donde crece la n-ésima hoja
se distribuye uniformemente en todo el arbol; por lo tanto el arbol de n — 1
hojas se codifica por: 7 y (x*1,...,22,—3%) donde cada xx; es igual a una
x; y s6lo para una se tiene que x;* = ¥, + T, y es la altura que representa la
rama a la cual pertenece el nuevo nodo. Por lo tanto la densidad debe estar
dada por:



66 Construcciones alternas del CRT

f(T,.%‘h .. 7552“71) —
2 )2
L(T*)L(T) exp (_L(;—) + L(T2)> F(m*, 2%, ..., Tap_3%)

Ya que —+— es la densidad de elegir un punto uniformemente en el &rbol
L(71x)

de n — 1 hojas y L(7) exp (—%ﬂz + L(TT*)Z) es la densidad de la longitud de

Cp, — C,—1 dado que C),_1 = L(7%). Ademas la independencia estocéstica de
(T, Z1%, ..., Tap—3%) y lo dicho anteriormente se debe a que el proceso Poisson
visto después de C), es independiente de lo que ocurrié antes.

Por induccién y utilizando el hecho de que el arbol de una sola hoja de altura

x tiene densidad exp (%) llegamos a que la densidad estd dada por:

f(rz1,. ., 29n_1) = L(T) exp <_L(2T)2>

Que es precisamente la ecuacion 17. ([

Una vez probado esto sabemos por lo dicho en el capitulo anterior que en
distribucion

lim Fcn = %e

n— oo
pero ademds es claro que por construcciéon lim, . I'c, = I' por lo tanto
J5e = I en distribucién.

Analicemos un poco més la densidad anterior. Primero notemos que la funcién
enxi,...,T, essimétrica, por lo tanto las variables aleatorias que representan
la longitud de las ramas son intercambiables; pero también la longitud de las
ramas estdn representadas por U(;) — U(;_1), donde Uy;y es un punto aleatorio
en en el segmento [0, C,]. Intuitivamente esperamos que los puntos Uiy sean
los estadisticos de orden de variables aleatorias uniformes en [0, C},]; de lo con-
trario las distancias no serian intercambiables pues los puntos se acumularian
en donde la medida se acumula. Formalmente tenemos lo siguiente:

Proposicién 4.3. El drbol I'c,, estd caracterizado por:

1. Una forma S(n) elegida uniformemente en el conjunto de drboles eti-
quetados.

2. Un conjunto de dlturas H(n) intercambiables, donde las alturas estdn
distribuidas como la longitud de los segmentos obtenidos al cortar el
segmento Cy, en 2n — 2 puntos uniformes.
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3. S(n) y H(n) son independientes entre si.

DEMOSTRACION. Calculemos la densidad de C,,.
P(C, >t) = PN <n)

n—1
—t2 t2 2 k
e () 22
2 k!
Derivando esto obtenemos:

P(C, € df) = nftexp<_2) (/2" :2_:_:75 ( )(t2£!2)

Ahora sean Uy, ..., Us,_o variables uniformes en C,,, entonces:

(2n — 2)!

P(U(l) €dyyy--,Ugn_z) € dxon,—o|Cy, =1t) = oo

Por lo tanto la densidad conjunta estd dada por:

St e (j) .

Si hacemos un cambio de variable para calcular la densidad conjunta de las
distancias de los segmentos se tiene la densidad:

IP)([](1) € dl'la cee U(2n 2) € drop— 2 Cn € dt)

(2n — 2)!
2n=1(n —1)!

(x1+...+ x2n1)2>
2

(x1+ ...+ xap_1)exp (—

Si multiplicamos esta densidad por %

ecuacion 17. Pero ademds sabemos que la cantidad de arboles binarios eti-
. 2n—2)!

quetados no ordenados es precisamente 275%71—)1)' por lo tanto formar a I'c,

equivale a lo dicho en la proposicién y con esto termina la demostracién.

obtenemos precisamente la

O

Este resultado es particularmente 1til para realizar simulaciones del CRT pues
en la seccién anterior dimos una forma de simular el arbol en n hojas uniforme
y en esta secciéon dimos una manera de simular sus distancias por lo tanto
combinando ambas y utilizando el resultado anterior que nos dice que las
distancias y la forma son independientes podemos simular muestreos finitos
del CRT.






Capitulo 5

Cuadrangulaciones

Este capitulo intentard dar una idea general de lo que son las cuadrangula-
ciones, su definicién y algunas de sus propiedades. La necesidad de estudiar
las cuadrangulaciones viene de la fisica donde se utilizan bajo el nombre de
geometria euclidiana cudntica discretizada (!7). M4ds importante serd la relacién
que hay entre las cuadrangulaciones y 2 clases de arboles: Arboles bien eti-
quetados y mobiles bien etiquetados. La importancia de estas relaciones se
encuentra en que actualmente no se sabe mucho sobre la convergencia de
cuadrangulaciones aleatorias, mientras que en arboles se conoce el celebrado
teorema de Aldous sobre limites de drboles al CRT [Ald93]. De esta manera
actualmente se busca tratar de relacionar limites de cuadrangulaciones con lo
que se podria llamar el mapa continuo aleatorio.

1. Mapas, cuadrangulaciones, arboles y médviles

Esta seccién constard tinicamente de las definiciones y ejemplos necesarios de
los objetos que seran utilizados més adelante en este capitulo.

Un mapa es un encaje propio (sin autointersecciones) de una gréfica conexa
en el plano. En principio un mapa puede tener aristas dobles y lazos. Nos
interesaran en particular los mapas enraizados, es decir, cuando elegimos una
arista direccionada en la cara infinita como raiz. Al vértice del cual parte
la raiz se le conoce como vértice raiz. Dos mapas se consideran el mismo si
existe un homeomorfismo del plano en si mismo que mande un mapa en el
otro incluyendo las raices.

La diferencia entre un mapa y una grafica es que en el mapa nos interesa
el orden ciclico de las aristas como se puede ver en la figura 1. Los mapas
también pueden definirse en la esfera, si el encaje se pide en ésta en lugar de
en el plano. Podemos utilizar entonces la férmula de Euler: si f es el niimero de
caras, n el nimero de aristas y v el nimero de vértices entonces f+v =n+2.

69
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Definicion 5.1. Una cuadrangulacion es un mapa en el cual todas sus caras
son de orden 4, esto quiere decir que cada cara tiene 4 aristas incidentes.

FiGcura 1.

Una cuadrangulacion con n caras tendrd 2n aristas por la restriccién del orden
de las caras del mapa, y por la férmula de Euler sabemos que tendra n + 2
vértices. En la figura 2 pueden verse ejemplos de cuadrangulaciones en el plano
v en la esfera. Todas las cuadrangulaciones son claramente bipartitas, es decir,
podemos pintar los vértices de 2 colores (blanco y negro) de tal manera que
cualesquiera dos vértices adyacentes estén pintados de distinto color.

Sea @, el conjunto de todas las cuadrangulaciones con n caras,un resultado
muy conocido obtenido por W.T. Tutte es el siguiente:

2 3" (2n
@nl = n+2n+1(n>
Sean x,y dos vértices en un mapa, definimos su distancia d(z,y) como el
minimo nimero de aristas que necesitan recorrerse para ir de x a y, visto de

otra manera es como si todas las aristas tuvieran longitud 1. Una vez dotando
de una métrica al conjunto de vértices del mapa podemos definir su perfil.

Definicion 5.2. Sea M un mapa enraizado definimos el perfil del mapa como
la sucesion (Hy)g>1. Donde Hy, es el nimero de vérices que se encuentran a
distancia k del vértice raiz vg.

Claramente el soporte del perfil es un intervalo, es decir, {k|H, > 0} =
{1,...,7}. A r se le conoce como el radio del mapa.
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FiGura 2.

Pasaremos ahora a definir el concepto de arbol plano, el cudl se puede pen-
sar como una realizacién de un arbol real. Un &rbol plano es por definicién
un mapa con una sola cara. Andlogamente puede definirse un arbol plano
recursivamente como sigue:

1. El arbol méas pequeno es un punto.
2. Todos los otros arboles son una sucesién no vacia de subdrboles pe-
gados a una raiz.

En otras palabras, todos los vértices tienen una sucesién (posiblemente vacia)
de hijos y todo vértice excepto por el vértice raiz tiene un padre.

Se dice que un arbol es bien etiquetado si todos los vértices del arbol son
numerados con las dos condiciones siguientes: El vértice raiz tiene etiqueta 1
y las etiquetas de dos vértices adyacentes difieren en a lo méas 1. En la figura
3 puede verse un ejemplo de un arbol bien etiquetado.

La distribucién de etiquetas de un arbol bien etiquetado es una sucesién (Ay)
que denota el nimero de vértices del arbol etiquetados con el ntimero k.

Para concluir esta seccién definiremos lo que es un movil, para en la siguiente
seccién ver como se relacionan todas estas definiciones.

Definiciéon 5.3. Un movil etiquetado es un drbol plano que cumple las sigu-
ientes condiciones:

1. Sus vértices se dividen en dos clases: vértices no etiquetados y vértices
etiquetados con mimeros enteros positivos.
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1

FiGura 3.

2. Todas las aristas conectan un vértice etiquetado con un vértice no

etiquetado.
3. Para todo vértice no etiquetado v las etiquetas m,n de dos vértices
adyacentes a v y consecutivos en el sentido de las manecillas del reloj

debe cumplirse que m > n — 1.

Si el mévil ademas cumple con la condicién de que exista al menos un vértice
con etiqueta 1, se dice que el movil esta bien etiquetado. En la figura 1 puede
verse el ejemplo de un mévil.

Ficura 4
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2. Una biyeccién entre cuadrangulaciones y arboles bien
etiquetados

En esta secciéon daremos un método constructivo para crear arboles bien eti-
quetados a través de mapas y viceversa, estableciendo asi una biyeccién entre
ambos conjuntos; sin embargo no daremos la demostracién de que las construc-
ciones explicadas son en efecto una biyeccién pues la prueba es muy técnica y
la notacién un poco engorrosa, més bien el objetivo sera dejar clara la relacién
entre los arboles y los mapas.

Sea @ una cuadrangulacion enraizada y denotemos por vy a su vértice raiz. Eti-
quetamos los vértices de @ con la funcién ¢ definida como sigue ¢(x) = d(x, vg)
donde d(z,y) denota la distancia en Q. Notemos que Hy = {x|d(z) = k}. Es-
ta manera de etiquetar los vértices tiene las siguientes sencillas y evidentes
propiedades:

1. Si z,y estdn unidos por una arista entonces |¢(x) — ¢(y)|=1. Pues por
ser un arbol bipartita |¢(x) — ¢(y)| es impar y serfa una contradiccién
que la diferencia fuera mayor a 1 pues el camino de x a y sélo necesita
de una arista.

2. Alrededor de una cara aparecen 2 vértices negros xi, s y 2 vértices
blancos y1, y2. Estos vértices satisfacen al menos una de las siguientes

igualdades ¢(z1) = ¢(z2) 0 ¢(y1) = é(y2)-

Una cara se llamara simple si sélo ocurre una de las igualdades anteriores y
compuesta si ocurren ambas. Debe remarcarse que puede ocurrir que x; = X

oY1 = Y2.

Ahora construiremos un arbol bien etiquetado 7 a partir de una cuadran-
gulacién Q. La construccién es como sigue: formamos un nuevo mapa Q' di-
vidiendo cada cara compuesta en 2 caras triangulares uniendo los 2 vértices
que estan etiquetados con el mayor valor. Ahora construimos un subconjunto
7 (Q) de aristas de Q' con las siguientes reglas:

1. En cada cara compuesta de () seleccionamos la arista que se agrego para
formar Q’.

2. Para cada cara simple f de @, sea v el vértice etiquetado con el mayor
valor, entonces la arista que sale de v manteniendo a f a la izquierda
se selecciona.

En principio esto es sélo un conjunto de vértices y aristas; la demostracion
de que es en efecto un &rbol se puede ver en [CS04]. Por tltimo elegimos
la arista raiz del &rbol tomando a la primera arista en el sentido opuesto a
las manecillas del reloj que tiene como base al término de la raiz de @ y
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empezando desde la raiz de Q. Esto puede verse mds claramente en la figura
5.

o
l° -4
R X
8
. 12
e
2 1 < ol
"o :
2 80
1 0 R
e
2
'\\ Y
»,
2 3e- 3

F1icurA 5. Ejemplo de una transformacién de un mapa a un
arbol y viceversa

Daremos ahora la construccién inversa de lo que acabamos de hacer y ejem-
plificaremos las construcciones con dibujos para fijar las ideas.

Sea 7 un arbol bien etiquetado, recordemos que podemos ver a .7 como un
mapa que tiene una sola cara infinita, diremos que una esquina es el sector
que definen dos aristas consecutivas alrededor de un vértice. Un vértice de
orden k define k esquinas, (en particular una hoja define una sola esquina). A
cada esquina le daremos la etiqueta de su vértice correspondiente. La imagen
Q(.7) del arbol se construye en 3 pasos:
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1. Se coloca un vértice vy en la cara del arbol, se le da la etiqueta 0
y se une con una arista a las [ esquinas que tienen etiqueta 1. Al
terminar este paso se tendra claramente un mapa enraizado 9 con
| caras, donde la raiz del mapa es la arista que va de vy al vértice
rafz v}, del drbol y que se encuentra antes de la raiz del drbol cuan-
do se recorren las aristas incidentes a v en el sentido opuesto a las
manecillas del reloj . El siguiente paso se hard en cada una de las
caras asi que tomaremos una cara genérica I’ de 5. Sea k el grado de
F por construccion k > 3; en F existe una séla esquina incidente a vg
con etiqueta 0. Numeramos las esquinas de la cara de 1 a k en el sen-
tido horario de tal forma que la esquina con etiqueta 0 le corresponda
el ndmero k. Mds atin sea e; la etiqueta de la esquina i (entonces
e1 =ex—1=1yer=0).

2. Definimos la funcién sucesor s(i) para todas las esquinas 1,...,k — 1
como sigue : s(i) := Inf{j > ile; = e; — 1} es decir s(7) es el vértice
mas proximo a ¢ en el sentido horario, cuya etiqueta es 1 menor que
e;. Para toda esquina i tal que s(i) # 7 + 1 trazamos una arista que
una a ¢ con s(i). Una vez hecho esto se obtiene un mapa 7.

3. Al final eliminamos de "’ todas las aristas de la forma (e, ¢) y obten-
emos un mapa Q.

Esta construccion se ve ejemplificada en la figura 5. Las construcciones que se
acaban de dar son inversas y esto se puede ver graficamente en la figura.

3. Una biyeccion entre cuadrangulaciones y moéviles

En esta seccién daremos una construccién que relaciona mapas con la car-
acteristica de que sus caras sean de orden par y los méviles que son una
generalizacion de los drboles bien etiquetados. Como las cuadrangulaciones
caen claramente en la categoria apenas descrita, entonces podemos aplicar
esta construccion.

Nuevamente etiquetamos los vértices del mapa como en la seccion anterior. De
esta forma sabemos que las etiquetas entre cualesquiera 2 vértices adyacentes
difiere en uno.

Comenzaremos la construcciéon de un mévil a partir de un mapa M. En cada
cara de M realizamos la siguiente operacion: colocamos un vértice dentro de
la cara y conectamos este vértice con cada vértice de la cara que tenga la
propiedad de que al recorrer la cara en el sentido de las manecillas del reloj, el
siguiente vértice tenga etiqueta menor. Como se ve en la figura 3. Finalmente
eliminamos todas las aristas originales del mapa y nos quedamos tan sélo con
las que provienen de los vértices colocados en el centro de la cara.
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FIGURA 6. Se muestra la configuracién de las etiquetas de
una cara genérica de M, asi como la construccién descrita.

Para la construccién inversa se realiza algo parecido a la construccién de la
seccién anterior, etiquetamos cada esquina con el nimero de su vértice corre-
spondiente y después unimos a cada esquina con su sucesor, donde el sucesor es
la funcién definida en la seccion pasada solo que ahora utilizamos las esquinas
de todo el arbol. Después de haber dibujado todas estas aristas agregamos un
nuevo vértice con etiqueta 0 y unimos todos los vértices de etiqueta 1 con éste.
Por ultimo eliminamos todas las aristas que tienen un vértice no numerado
como extremo. De esta forma obtenemos un mapa M. Esta construccién es
inversa a la anterior y la demostracion de este hecho puede encontrarse en
[BDFGO04|
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7

FicURrA 7. Esta figura muestra las 2 construcciones descritas
en esta secciéon como ejemplo de que éstas son inversas entre
si






Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos logrado reformular las demostraciones de
varios resultados ya publicados y mostrar ciertas equivalencias, a mi parecer
la mas importante es la relacion entre el CRT construido por Aldous y la
construccién del CRT ofrecida por Le Gall. As{ mismo creo que la tesis ofrece
una explicacién, que si no es mas intuitiva al menos es técnicamente menos
demandante, de lo que es el CRT, ; a que me refiero con ésto?: al hecho de en-
tender por que las distribuciones finito dimensionales tienen esa expresién y de
poder calcular estas distribuciones con elementos béasicos de probabilidad. El
objetivo de este trabajo era presentar de una manera mas accesible conceptos
como la excursién browniana normalizada, drboles reales y arboles aleatorios,
es decir, sin elementos tedricos tan fuertes como la teoria de excursiones, la
convergencia débil en [y, etc., y pienso que logré su objetivo.

L Qué es lo que sigue? En el capitulo 4 de la tesis se encuentran distintas man-
eras de crecer arboles binarios aleatorios, ya sea cémo una simple estructura
combinatoria o vistos como un espacio métrico, mientras que en el siguiente
capitulo se vieron relaciones entre cuadrangulaciones y arboles, estas resul-
tan muy utiles por que sabemos muy poco sobre que es lo que pasa con las
cuadrangulaciones uniformes, entonces lo siguiente sera tratar de iniciar un es-
tudio sobre como crecer cuadrangulaciones uniformes por un lado y por otro
tratar de estudiar los limites de éstas bajo reescalamientos. La conjetura es que
si cierto tipo de drboles convergen a un arbol aleatorio continuo entonces sus
cuadrangulaciones respectivas deberian de converger al objeto correspondiente
al CRT, se ha demostrado que si las cuadrangulaciones en efecto convergen
entonces deben de hacerlo a algo que es casi seguramente una esfera. Lo cual
nos plantea la idea de que si logramos extender alguna de las biyecciones dadas
en esta tesis al caso de un arbol infinito entonces al CRT le corresponderia
una esferal
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