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Introduccion

En la década de 1970 Olshanetsky y Perelomov desarrollaron el Método
de Reduccién Hamiltoniana, conocido posteriormente como el Método de
Proyeccién [1]. Este método provee una oportunidad de construir hamilto-
nianos mecénico-cudnticos (y cldsicos) multidimensionales no triviales con la
propiedad de ser completamente integrables. Los hamiltonianos estan aso-
ciados con los espacios de raices de las algebras de Lie cldsicas (A, By, Cy,
D,,) v excepcionales (G, Fy, Fg, E7, Eg), los cuales constituyen la totalidad
de los sistemas cristalogréaficos. Los potenciales que aparecen en el hamil-
toniano, escrito en coordenadas cartesianas, tienen la forma de funciones
racionales, trigonométricas, hiperbodlicas o elipticas. A partir de este punto
nos referiremos a dichos sistemas como los sistemas racionales, trigonométri-
cos, hiperbolicos o elipticos.

Los hamiltonianos construidos via el Método de Reduccién Hamiltoniana
aparecen como partes radiales de operadores de Laplace-Beltrami en espa-
cios simétricos. En cualquier espacio simétrico existen operadores invariantes
que conmutan con las transformaciones del grupo de Lie G que define al
espacio simétrico. En particular, el operador de Laplace-Beltrami es uno de
los operadores invariantes. Estos operadores forman un algebra conmutati-
va, asi como sus partes radiales. Los operadores de orden mayor que dos se
denominan las integrales del sistema.

Los sistemas que han sido estudiados hasta ahora han resultado ser no sélo
completamente integrables, sino también exactamente solubles. Esto significa
que el espectro puede ser encontrado en forma analitica cerrada y las autofun-
ciones pueden obtenerse explicitamente mediante métodos del dlgebra lineal.
Atn maés, para todos los sistemas racionales y trigonométricos, se han encon-
trado representaciones algebraicas para los hamiltonianos mecanico-cuanticos



(donde los coeficientes enfrente de las derivadas son funciones polinomiales)
(A. Turbiner et al., 1997-2009). Esto, a su vez, implica que el espectro se
encuentra como un polinomio de segundo grado en nimeros cuanticos y las
autofunciones pueden hallarse como elementos de ciertos espacios de poli-
nomios preservados por los operadores hamiltonianos en su forma algebraica.

Por construccién los hamiltonianos y las integrales son invariantes con res-
pecto a transformaciones en el grupo de Weyl. Por tanto, estos espacios
de polinomios parecen ser equivalentes (isomérficos) a los espacios de inva-
riantes del sistema de raices correspondiente. Las formas algebraicas de los
hamiltonianos estan relacionadas con elementos del algebra universal envol-
vente de ciertas algebras de operadores diferenciales que dichos espacios de
invariantes. Tales dlgebras se denominan dlgebras escondidas de los modelos.
Sorprendentemente, para todas los modelos relacionados con las algebras
clasicas, el dlgebra escondida es la misma (tanto en el caso racional como
en el trigonométrico): es simplemente el algebra g¢, (A. Turbiner et al.,
1997-1998). Para los modelos relacionados con los grupos excepcionales el
algebra escondida es distintas para cada modelo. Estas algebras escondidas
son algebras de dimension infinita al parecer desconocidas en la literatura
hasta ahora.

En el caso de los modelos racionales existe la posibilidad de construir hamil-
tonianos asociados con los sistemas de raices no cristalograficos Hs, Hy e
I(m) (sistema diedral). Para estos modelos la invariancia esta relacionada
con el grupo de Coxeter correspondiente. La propiedad cristalografica que
vuelve un grupo de Coxeter en un grupo de Weyl se pierde. Sin embargo,
la integrabilidad completa de los sistemas racionales Hs, Hy e Io(m) ha sido
demostrada abstractamente en [7] utilizando el formalismo de los pares de
Lax cuénticos.

El objetivo de la presente tesis es estudiar la solubilidad del sistema Hj
racional. Este modelo esta definido en el espacio euclidiano tridimensional
(fisico). Un anélisis completo del espacio de configuracion, el espectro y las
funciones propias es necesario para el estudio de la solubilidad del sistema.
Existen un estudio previo del modelo Hj racional [5]. Es incompleto y al-
gunos resultados son erréoneos.

Para estudiar la solubilidad del modelo Hj racional seguiremos el formalismo



general que ha sido desarrollado para los sistemas racionales [2]. Este forma-
lismo se presenta méas adelante en esta introduccion.

En el capitulo 1 el hamiltoniano, el espacio de configuracién, una integral
de movimiento y la funcién del estado base son presentadas. Un conjunto de
nuevas variables que da lugar a una forma algebraica para el hamiltoniano
es introducido.

La representacién algebraica del hamiltoniano y de la integral de movimiento
en términos de las variables ya introducidas se encuentra en el capitulo 2.
En el capitulo 3 se demuestra la solubilidad exacta del hamiltoniano y se
calcula su espectro. El espectro de la integral de movimiento se encuentra
también. Las autofunciones del hamiltoniano se muestran y un estudio breve
de sus superficies nodales se presenta.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio del algebra escondida de operadores
que actua en los espacios de polinomios preservados por el hamiltoniano.
Presentamos sus operadores generadores y su estructura. La representacion
Lie-algebraica del hamiltoniano es encontrada.

En el apéndice A las herramientas y definiciones matematicas que son re-
queridas para el estudio se presentan; en particular la introduccién al grupo
Hj y su sistema de raices.

El conjunto completo de relaciones de conmutacién que definen al dlgebra
escondida del modelo se presentan en el apéndice B.

Practicamente todos los resultados fueron obtenidos utilizando los programas
Maple 8 y Maple 11 junto con los paquetes Coxeter y Weyl creados por J.
Stembridge. Las figuras fueron creadas con Maple y Matlab.
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Hamiltonianos asociados con sistemas de raices
(caso racional)

Consideremos un sistema cuantico descrito por un hamiltoniano racional aso-
ciado con un sistema de raices R de rango N:

e 02 1 1
— _ = 2,2 - 2 -
H= 5 E [ 522 +w xk} +3 E o] IR (1)

k=1 a€ERT

Aqui @ € R* denota las raices positivas del sistema R, que son vectores
en RV, x = (z1,...,2y) es un conjunto de coordenadas cartesianas, |a|* =
Zfr oz, y el producto escalar (a-x) = Ziv o Ty. Se asume que las constantes
de acoplamiento g, son iguales para las raices de igual longitud. Para ase-
gurar la existencia de estados ligados, un potencial de un oscilador arménico
isotropico % Ziv w?x? se anade, donde w € R juega el papel del pardmetro de
frecuencia. En general, los hamiltonianos de este tipo describen una particu-
la cuéntica en un espacio multidimensional. Este sistema es completamente
integrable para cualquier sistema cristalografico R (véase [1]).

Estamos interesados en el espectro y las autofunciones de la ecuacion de
Schroedinger

H\I/k(l') = Ek\lfk(l') s

Up(z) =0 en (a-2)=0, /!‘I’deNx<oo. (2)

En el caso de sistemas cristalogréficos (véase p.ej. [2]) es sabido que el es-
pacio de configuracién es la camara principal de Weyl y ¥ debe pertenecer
al espacio de Hilbert correspondiente. Tales sistemas tienen las siguientes
propiedades [1]:

1. El operador ‘H (1) es autoadjunto y sus autovalores Fj son reales si la

siguiente desigualdad es valida:
1
Jlal = Val(Ma] =1) > =7

2. El espectro Ej, es puramente discreto y positivo, estando caracterizada
la energia Ej por N nimeros enteros k = (ky,...,ky).



3. La funcién del estado base tiene una forma factorizada

Uy = No(l/)( H (o x)”la‘> exp (—%téﬂ)> , (3)

acR*
donde tém es el invariante de grado dos. La energia del estado base
viene dada por
N
Eozw(§+ Z l/|a|>. (4)
a€RtT

La demostracién de (3) y (4) esta basada en un célculo directo donde las
propiedades

1 1
5(—A + w?z?) exp (—gt(zm> = §Nw exp (_%é@)

(tgﬂ) es el invariante de grado dos (cuadrético), véase mas adelante) y

A(f-g)=f-Dg+g-Af+2(Vf-Vg).

son usadas. Estos enunciados son validos no sélo en los casos cristalograficos,
sino también para los sistemas no cristalograficos con un grupo de Coxeter
como una simetria del sistema.

Realicemos una transformacion de similaridad sobre el hamiltoniano tomando
la funcién del estado base ¥y como factor

h = —2<\IJO(I))71(H - E(])\I’O . (5)
Un nuevo problema espectral surge

ho(z) = —ed(z) , (6)

con un nuevo parametro espectral € = 2(E — Ep). Si en (2) la condicién de
frontera significa la normalizabilidad de la autofuncién W(x), entonces para
(6) requiere la normalizabilidad de ¢(z) con el factor de peso W2(z). Por
construccion, el autovalor mas bajo es ¢g = 0 y la autofuncién mas baja es
¢o = const. Nuestra meta es encontrar, mediante un cambio de variables,
una forma algebraica del operador h si existe.



Definicién. Un operador diferencial lineal con coeficientes polinomiales se
denomina algebraico.

Para encontrar estas variables suponemos que respetan las mismas simetrias
que el hamiltoniano. En particular esto implica que sean invariantes bajo
el grupo de Coxeter W. Luego, es natural tomar como nuevas variables los
invariantes polinomiales de Coxeter (A.7). Ellos pueden ser obtenidos al pro-
mediar un monomio sobre una drbita del grupo. Denotando por G el grupo
de Coxeter que acttia en RV, la érbita de un punto 2 € R es el conjunto

Qz)={g-zeRY | geG}. (7)

Es importante mencionar que para cualquier sistema de raices existe un in-
variante de segundo grado tgm (x) que no depende de la érbita elegidal. Mas
adelante haremos uso de los invariantes como nuevas variables y los llamare-
mos variables de orbita.

Los invariantes de grados fijos estan definidos hasta una combinacién no-
lineal de los invariantes de menor grado. Esta ambigiiedad juega un papel
importante en la obtencién de las formas algebraicas de los hamiltonianos,
porque estas formas dependen de la eleccion de las variables. Una combi-
nacién especial de las variables resulta en la forma que corresponde a la
preservacion del flag minimo de subespacios invariantes (véase mas adelante).

Introducimos ahora una nocién de solubilidad exacta. Supongamos que el
operador h posee una infinidad de espacios invariantes de dimensién finita
P.,n=0,1,..., los cuales pueden ser ordenados

PoCPLCPyC--CP,C -
de manera que formen un flag infinito (o filtracién) P. Por tanto uno puede
decir que el operador h preserva el flag P.
Definicién.

= Un operador h que preserva un flag infinito de espacios de dimensién
finita explicitamente definidos P se denomina un operador exactamente

'Resulta claro que dicho invariante existe, puesto que los elementos del grupo de Coxeter
corresponden a transformaciones ortogonales. Un invariante polinomial adecuado es por

tanto el cuadrado de la longitud del vector de coordenadas en el espacio de raices, t(QQ) = 22



soluble con flag P. Suponemos que el flag P es denso: entre dos espacios
subsecuentes no existe un espacio de dimensién intermedia que pueda
pertenecer al flag.

= Si un operador dado h preserva varios flags y entre ellos hay un flag
para el cual dim P, es maximal para cualquier n dado, decimos que
dicho flag es minimo.

Consideraremos ahora ciertos espacios lineales de polinomios en varias varia-

bles.

Definicién. Considérese el espacio lineal triangular de polinomios en k va-
riables

PULtn) — (P15h2 .. sP0 < fipy + fapa 4+ -+ fupr < 0 (8)

donde las f son numeros enteros positivos y n es un entero. El vector ca-
racteristico es un vector cuyas componentes son iguales a los coeficientes f;
enfrente de los p;:

f=Ufasi fo) - (9)

El vector caracteristico estd definido hasta un factor multiplicativo entero
que escogemos como el minimo. Tomando una secuencia de los espacios ca-
racterizados por nimeros enteros crecientes n obtenemos un flag que tiene a

(1l2) como su espacio lineal generador. En los ejemplos n toma valores

enteros consecutivos, n = 0,1, 2, ... Representamos a este flag como PU1-7x)

En general la meta es encontrar el flag minimo. Una estrategia general para
este estudio es la siguiente: (i) como primer paso consideramos una rotaciéon
de norma del hamiltoniano con la funcién del estado base como factor, (ii)
escogemos una érbita dada para construir un conjunto particular de variables
que de lugar a una forma algebraica para el hamiltoniano transformado, (iii)
explotando la ambigiliedad en la definicién de los invariantes de grado fijo
buscamos variables que preserven un flag minimo.



Capitulo 1

El hamiltoniano Hj3 (solubilidad
integrabilidad)

1.1. El hamiltoniano

Consideramos un sistema fisico descrito por un hamiltoniano racional asocia-
do con el sistema de raices Hj (denotado por Rj3), de manera andloga con los
sistemas cristalograficos. Sustituyendo en (1) el conjunto de raices positivas
R3 de Hs (véase la Tabla (A.3)) el hamiltoniano toma la forma,

3

7! 1 § 62 2.2 g
2 k=1 |i Exi o Iz:|

P> Z Dt a4+ (=)o ai)?

{i,5,k} = 01 Li
for =1,

donde {1, j,k} = {1,2,3} y sus permutaciones pares. Denotamos por

1++v5
2

a la razon durea y su conjugado algebraico. La constante de acoplamiento
puede escribirse como

P+ =

1
g=vivr—1)> 1 (1.2)
Esta condicion evita el colapso. Ademads, asegura la hermiticidad del hamil-

toniano (1.1) con w > 0.
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El hamiltoniano (y por tanto el sistema fisico) es simétrico con respecto a las
transformaciones del grupo de Coxeter H3

r— g, g€ Hs . (1.3)
Esto es equivalente a la relacién

U o) HU(a) =H . (1.4)
donde U(«) es el operador de reflexiones y a € Ry (véase el Apéndice A).

El hamiltoniano es también simétrico ante el intercambio

€T; —— I
! (1.5)
P+ Y-

coni,j=1,2,3y1+#j.

La expresion explicita para el hamiltoniano (1.1) en las coordenadas carte-
slanas es

1 1 1 11 1
H=—-A® + —*@t+ai+ad)+-vlv—1)|5+—5+
2 2 2 22

2 2
r5 3
2v(v —1) N 2v(v —1) N 2v(v —1)
(x1 + oo+ o-x3)? (21— o2+ o-x3)> (21 + @20 — p_x3)?
N 2v(v —1) N 2v(v —1) N 2v(v —1)
(1 —prm2 —p-x3)? (T2 + 23+ 0-21)? (T2 — o123+ p-21)?
2u(v —1) N 2v(v —1) N 2u(v — 1)
(T2 + a3 —p-21)? (22— 423 — p-21)* (T3 + 0121 + P_T2)?
2v(v —1) 2v(v —1) 2v(v —1)
+ + +

(x3 — pra1 +0_m2)? (3 4+ @1 —p_x2)? (23— pyx1 — P_22)?

donde A® es el laplaciano en tres dimensiones.

Escogemos el espacio de configuracién para H como el dominio de R? cuyos
vectores tienen etiquetas de Dynkin positivas (véase el apéndice A). En coor-
denadas esto corresponde a la condicion

(a-2)>0 (1.6)
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para @ € R4. Es el andlogo de la cdmara principal de Weyl en el caso de
sistemas de rafces cristalograficos. Resulta ser el dominio en R? limitado por
los tres planos

r1=0, 23=0 y x3+@,01+¢_12=0 (1.7)

con 1, 9, x3 no negativos. Coincide con el dominio fundamental definido por
las raices simples de Hj (A.10).

2.07]
1.67]
1.2-]
0.8
0.4-]

x3007]

-0.4]
-0.8-]
1.2

-1.67

-2.01

Figura 1.1: Espacio de configuracidn: Los planos mostrados estdn definidos por las
ecuaciones (o - z) = 0 con a € Ry . Ellos confinan los 120 dominios fundamentales
del grupo Hj (compdrese con la figura A.4). El dominio tridimensional resaltado en
rojo es el espacio de configuracién (1.7).
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1.2. Separacion de variables e integral de mo-
vimiento

El hamiltoniano (1.1) puede ser escrito en coordenadas esféricas. Toma la
forma

1 27,2 + W(07 ¢) )
2 r?
donde 7, 6 y ¢ denotan la d1stanc:1a radial, el &ngulo polar y el angulo azimu-
tal, respectivamente.

H = ——A<3 (1.8)

Denotando ¢y = cos ), sy = sint, la funcion W (0, ¢) puede ser escrita como

2v(v —1 2v(v —1)
W(6.6) = e : :
(0Co + P+5055 + 9—Co)®  (SoCy — P150Sp + p—Cp)
2v(r —1) 2v(v —1)
+
(89cg + 1595 — 0-Ccg)?  (SoCy — P1505¢ — P—Cp)?
2v(v —1) 2v(v —1)
+
(0S¢ + 0o+ p_50cs)?  (SeSp — P+Co + P_SeCs)?
2v(v —1) 2v(v —1)
+ 1.9
(8056 + 01co — p-30cp)® (8954 — P+Co — P—59Cp)° (19)
2v(v —1) 2u(v —1)
+
(Cg + ©480Cy + (,0_898¢)2 (09 — P1SeCy + cp_893¢)2
2v(r —1) N 2v(v —1)

(Co + P50 — p-5955)> (o — P459Cs — P—5954)°
viv—=1) vv—-1) v¥-—-1)
2s5¢; 25353, 2c3

La ecuacion de Schroedinger admite una separacién de variables: cualquier
funcién propia puede escribirse como el producto

U(r,0,¢) = R(r)Q(0,9¢) , (1.10)

donde las funciones R y () satisfacen las ecuaciones

{_2%%( §)+1wr +7}R(r):ER(r), (1.11)
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F Q0,0) =~ Q0,9) (1.12)

siendo v la constante de separacién. El operador F tiene la forma

1
F =5 L+ W(0,0)

111 9 0 1
- _[smeae( meae) * sm2937)2} TW,9)

(1.13)

donde L es el operador de momento angular. Puede verificarse inmediata-
mente que ‘H y F conmutan:

[H,F]=0. (1.14)

Por tanto, F es una integral de movimiento. Tiene funciones propias en
comun con H. Este operador es simétrico con respecto a transformaciones en
el grupo Hj (véase el Apéndice A): para cualquier o € R,

U o) FU(a)=F. (1.15)

1.3. Estado base

Puede probarse por sustitucion directa que la funcién del estado base tiene
la forma

Wo(x) = ( [T (a-2)") exp(~5t)

acRy
w 3
:A’;Agexp(—§zxi) , (1.16)
k=1

donde t5 es el invariante de grado dos (véase mas adelante) y los factores
pre-exponenciales son

Ay = ka , (1.17)
Ay = H H i+ (=) orx + (1) e ). (1.18)

{4,5,k} 1s=0,1



40

35
1.5 A 30
b is | 4‘.’%}.’*
/ / | m
S 10
4 '%/
0 5

4.5 2

Figura 1.2: Curvas de nivel para la funcién de estado base no normalizada (1.16)
con w = 1, v = 3/5. La funcién se anula en los planos (1.7) y alcanza su médximo
a una distancia radial » = 3. Las coordenadas del maximo son aproximadamente
r1 = 0.387, 29 = 2.941, 23 = 0.446.

Esta autofuncién es no nula (no tiene nodos) en el espacio de configuracién
(1.7). Es simétrica ante el intercambio (1.5) y es invariante hasta una fase
con respecto a la accién del grupo Hy (ver (1.4)):

U(a) To(z) = (—=1)"Tg(x) . (1.19)
La correspondiente energia del estado base es
3
Eq = iw(l + 10v) . (1.20)

Recordemos que el parametro v estd relacionado con la constante de acopla-
miento como g = v(v — 1), o equivalentemente

1 1

La condicién g > —1/4 asegura que v es real. Sin embargo, debemos fijar
el valor del signo en la ecuacién (1.21). Podemos hacerlo recordando que
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cualquier autofunciéon ¥, del operador hamiltoniano (1.1) debe satisfacer las
condiciones de frontera (2)

Up(z) =0 en (a-z)=0, /|\I/k.|2dNa:<oo.

Por tanto debemos tomar el signo positivo en (1.21), ya que para v < 0 la
funcion del estado base tiende a infinito en la frontera del espacio de confi-
guracion.

La funcién Vg es también la menor autofuncién del operador F con autovalor

15
Yo = 71/(1 + 15v) . (1.22)

1.4. Variables invariantes

El objetivo del estudio es descubrir un cambio de variables que lleve a una
forma algebraica para el operador hamiltoniano, si existe. Para obtener estas
variables suponemos que respetan las mismas simetrias que el hamiltoniano.
Por tanto, deben ser invariantes del grupo de Coxeter Hj. Las escogemos
como polinomios que surgen tras promediar un monomio sobre una érbita del
grupo Hs. Consideramos como érbitas apropiadas a las orbitas generadas por
los pesos fundamentales {w} (véase A.16). Tales 6rbitas estan caracterizadas
por una longitud (el niimero de elementos que pertenece a la érbita):

peso fundamental longitud de la érbita
wi = (1,¢7%,0) 20
wy = (0,2¢4,0) 30
wy = (0,p4,1) 12

Podemos escoger cualquier orbita, pero por razones de simplicidad nuestra
eleccion es la érbita mas corta (2(ws). Luego, las variables invariantes quedan

definidas como
t(z) = Z (w-x)° (1.23)
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donde a = 2,6, 10 son los grados del grupo H3. Por tanto, los invariantes son
polinomios de grados 2, 6 y 10,

% =(10 + 2V5) (22 + 22 + 22) |
3
téﬂ) —=(40 + 16V/5) {(x‘f + a5+ 28) + 5(2 + @) (2325 + 2325 + 2327)

3
+ 3@ p) (el + el + )]

9
5 =250+ 110V) (o1 + o+ 418) 4 26+ ) ke + a3 + o)

9 42
+ =3+ 4o ) (aas + aba + hy) + — (24 4 ) (2103 + 2w + 25e))
42
+ 3(2 + ) (28xy + 2Sx] + x?acé)] :
(1.24)

Las funciones ¢ (x) son simétricas ante el intercambio (1.5). Por construc-

cién, son invariantes respecto a la accién del grupo Hs. Es conveniente nor-
malizarlas:

=
104+2v5 2
1 @)
ty=— D 1.25
T 40+ 16v5 © (1.25)
1 @)

. — U
> 950+ 110v5

Esto permite remover los coeficientes irracionales en (1.24). En adelante lla-
maremos a estas variables variables de orbita.



Capitulo

Representacion algebraica

2.1. El hamiltoniano H; en forma algebraica

Realicemos una rotaciéon de norma del hamiltoniano (1.1) tomando a la fun-
cién del estado base ¥, como factor,

h = =2(T(x)) " (H — Eo)Wo(z) , (2.1)
donde Ej es la energia del estado base. Surge un nuevo problema espectral

hé(x) = —2ed(x), (2.2)

donde el nuevo parametro espectral es ¢ = E — Ej; por tanto, el menor au-
tovalor es € = 0.

Puede probarse por un calculo directo que el hamiltoniano h, escrito en térmi-
nos de las variables de érbita ¢; (1.25) adquiere la forma algebraica

h = ZA,Jat 5 +Z Jat (2.3)

Zj—

Definiendo
\IIO(‘T) - €_¢O($) )

las funciones coeficientes que aparecen en (2.3) son

3 3 2
Z ot; 0Ot; B, — Z 0“t (9¢0 ot; 7
axk (9xk (9xk oxy

k=1

17
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donde Aj; = A;;. Estas funciones coeficientes son:
An = 4,
A = 121,
87 45
Ay = — 2 — 30 t%tg—l—? ts,
1328 2020 368
Ayy = — th— — tity + = tit; + 168 tits, (2.4)
81412 31936 4544 128
+ 384 tytots,
B, = 6+60v—4wt;,
By = 4511 +186v t] — 12w ty,
764 1760
B3 = =210 til + 336 tltg - 3 v til + 3 v tltg — 20w t3 .

No hay nimeros irracionales en estos coeficientes. Un andlisis simple demues-
tra que el hamiltoniano (2.3) tiene una infinidad de subespacios polinomiales
invariantes de dimensién finita.

PSS = (55 |0 < pr+3pp +5ps <m) , n=0,1,2,...  (2.5)
donde los p;’s son enteros positivos. Forman un flag con vector caracteristico
o, =(1,3,5) . (2.6)

Las primeras autofunciones de h (en orden de energia creciente) escritas en
las variables de érbita t’s (1.25) pueden encontrarse de manera sencilla:

3(1 4 10v
¢1:t1—%7 €1 = 2w,
15+62v 4
02 =1 2(7 + 300) - =
byt 4(63 +110v) 1, | 2205 + 9856w + 104760° "
— . - ) €3 = 10w .
ST 317+ 300w) Pt T 3(17+300) (11 +300) L P
(2.7)

;. Existen otras formas algebraicas de H (1.1)? Recordemos que los invariantes
polinomiales estan definidos de manera ambigua, hasta una combinacién no-
lineal de invariantes de menor grado. Asi, consideremos la siguiente transfor-
macién triparamétrica de las coordenadas t, la cual preserva los grados de
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los invariantes en coordenadas cartesianas,
= tl )
3
Ty — t2 + ay tl y (28)
2 5
T3:t3+a2 t1t2+a3 tl'

Para cualquier valor de a5 3, existe una forma algebraica para el hamiltoni-
ano. Por ejemplo, puede tomarse como 7’s las autofunciones (2.7) con v = 0.

Diferentes valores de los pardmetros en (2.8) dan lugar a diferentes flags
preservados por el hamiltoniano. Es posible probar que el flag P35 no es
minimo. El flag minimo es generado por los subespacios

P2 = (727 [0 <pr+2po+3ps <n), n=0,1,2,... (2.9)
y tiene vector caracteristico
o, =(1,2,3). (2.10)

Las variables que dan lugar a este flag se obtienen de la transformacién (2.8)

con
13 76 1531

AN A
En forma explicita estas variables son

ap = —

(2.11)

2 2 2
T1:ZE1+ZE2+Q?3,

3
T = 2y + 25 + 25) + (2 = 5p.) (aix; + aias + a57))

_1_0( 10

’ 39

+ 152 = 5p-) (aled + aded + aded) — = (alead)
2 2

T = o5 (@01 a2’ 0s") + oo (14 S (el + aad + afad)

2
+ 5 (1454 (@1e5 + aha + 2503) (2.12)

4
+ 2—5(1 —5p_) (2825 + 2825 + 2527)

4
b o= 5p.) (afad + ot + o)

112
6.2 2 6.2 2 6.2 2
o5 (zm373 + 297377 + a:3x1x2)

2 4 4 2 4 4 2 4 4
+ o5 (x{xyxs + xjasa] + xiaiTsy) .
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El hamiltoniano toma ahora la forma

Z Aj——— an 5 + Z (2.13)

1,j=1 Jj=1

con coeficientes sorprendentemente sencillos:

A = 4m,
A12 = 1272,
Alg = 207’3,
48 45
A22 = —37'127'24‘?7'3,
16
Agg = 15’7’17’2 247’17'3,
64 128
Az = EERALEE + 15 —75, (2.14)
By = 6+60r—4wr,
48 )
By, = —g(l +5v)1y — 12wy,
64
Bg = —1—5(2+5V)7'17'2 —20(,07'3

Es necesario remarcar que la matriz A;;, tomada como una métrica con
indices superiores, da lugar a un tensor de Riemann nulo y, por tanto, co-
rresponde a un espacio plano.

El operador h con coeficientes (2.14) es triangular con respecto a la accién
sobre monomios p = 7" 75273, Se puede hallar un ordenamiento {p1, p2, ...}
de la base de monomios tal que

h pr = Apk + Z a;pj - (2.15)

j<k
Si un operador algebraico T' es tal que
ni, n2,_n3 ni+ai, _ng+taz __nstas
T(r{"my%75%) = 7 T2 73

definimos su grado como

deg(T) = a = (ay,a9,a3) .
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T3 ]

— -1.0
-0.5

0.5
0.0
ial 0.5 -1.0

Figura 2.1: Frontera del espacio de configuracién x(7) (2.16). El espacio de configu-
racién (1.7) se mapea en el dominio marcada por la estrella.

Resulta asi posible mostrar que un operador algebraico T estd en forma
triangular si existe un vector 3 tal que el producto escalar (3 - deg(T)) > 0.
Para el hamiltoniano h (2.13) dicho vector puede tomarse como

B =(1,3,5).

La frontera del espacio de configuracién en las variables 7 esta determinada
por los ceros de la funcién de onda del estado base (1.16). En coordenadas
cartesianas es la superficie algebraica HaeR; (a-x)? = 0 de grado 30 (el con-
junto de planos en la figura 1.1). En coordenadas 7 es la superficie algebraica
de grado 7 (Fig. 2.1):

k(1) = — 129607)73 + 576077573 — 640777y — 5400077 7575

3 5 5 (2.16)
+ 2160077513 — 23047, — 5062575 =0 .
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El cuadrado del jacobiano del cambio de variables de x a 7 puede calcularse
explicitamente. Resulta ser proporcional al factor pre-exponencial de la fun-
cién de onda del estado base (1.16) con v = 2. Por tanto, se anula solamente
en la frontera del espacio de configuracion:

6’7'1 87'1 6’7'1 2
83:1 8:)&2 83:3
87'2 87'2 8’7'2 9 8

J2 _ - _ . 2 = — . 2. 17
83:1 8:)&2 83:3 5 +(Oé x) 45 K,(T) ( )
87'3 87'3 87'3 a€Rs
83:1 8:)&2 83:3

Aqui o € Ry son las raices positivas de Hz (ver Tabla A.3).

2.2. Integral de movimiento en forma alge-
braica

Consideremos la rotacién de norma del operador F (1.13):
= (Wo(x)) " (F = 20)¥o(x) , (2.18)
donde 7q es el autovalor mas bajo de F (1.22). Mostraremos que el operador
- 0~ 0
f:iJZlEjWJr;Gja—Tj. (2.19)
tiene una forma algebraica en términos de las variables 7 (2.12). Aqui

3
ot; OT;
Z (zpr; — T25kl)axk 3—;1 ;

k=1

F..=

ij

NN

3

3 3
R Y 2 , 000 960\ O
Gj = 9 k;l(xkxl r 6kl)a$kaxl + ; (ZL’k +r axk Tl ;l’l axl al‘k .

La integral F depende sélo de las coordenadas esféricas 6 y ¢. Luego, en el
operador f (2.19) no deben aparecer derivadas con respecto a 7; (recordemos
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que 71 = 7?2 (2.12)). Un cdlculo inmediato confirma que Fy; = 0y Gy = 0.
Los restantes coeficientes son

24
Fgg = ? 137'2 — ZTng + 187’22,
8
Fyy = —E7'12’7'22 + 127373 + 30773,
64 32
Fyy = ——71 + = 1inm + 5072, (2.20)
45 3
24
Gy = g(l +5v)1 + 3(7 + 30v) 7y,
32
Gy = E(Q + 5v)1iT + 5(11 + 30v) 73

Puede probarse que el operador f posee una infinidad de subespacios inva-
riantes en polinomios

PSS — (P2l |0 < py +3ps +5ps <), n=0,1,2,... (2.21)

los cuales forman un flag con vector caracteristico (1,3,5), igual al vector
caracteristico en (2.6).

El operador hp, con coeficientes (2.14) conmuta con el operador f (2.19).
Sin embargo, los flag minimos que ambos preservan no coinciden. Existe una
relacion entre esta diferencia y la degeneracién del hamiltoniano. Puede pro-
barse que hy, preserva ambos flags con vectores caracteristicos (1,2,3) y
(1,3,5). Por tanto, las funciones propias comunes a ambos operadores son
elementos del flag de espacios P13,

Por ejemplo, las autofunciones ¢ ; y ¢3 son degeneradas con respecto a H,
y provienen de valores diferentes de n (n = 2 y 3; para las definiciones y la
notacién véase el siguiente capitulo). No son funciones propias de F, pero
58((7113505)) $a1 + ¢3p0 son autofunciones (no
degeneradas) de F. Estas combinaciones lineales pertenecen a espacios de
polinomios con vector caracteristico (1,2,3) y n > 3, pero también a espacios
con vector (1,3,5) y n > 3. Con respecto a este tltimo flag, ambas provienen
del mismo valor de n (n = 3). Asi, parte de la degeneracién es removida
si las funciones propias de hy, se toman como elementos del flag P(1,3,5) (y

como autofunciones simultaneas de f) y no como elementos del flag minimo
73(1,2,3)'

las combinaciones lineales ¢3¢ y



Capitulo 3

Espectro

3.1. Autovalores

El operador hp, es triangular con respecto a la accién sobre monomios
1 73273, Por tanto es posible encontrar el espectro de (2.13), hy,¢ = —2¢e¢p
explicitamente:

617,1,17,2,713 - 2&)(77,1 + 377/2 + 577/3) 5 (31)

donde los n; son enteros no negativos. La degeneracién m(k) del espectro €
es igual al niimero de soluciones de la ecuacién diofantina

n1+3n2+5n3:k
para k = 0,1,2,..., en enteros no negativos. La funcién generadora para

m(k) estd dada por la serie de Poincaré (ver [1])

oo

M(t)=> m(k)tt = (1 — ) (1 =37 (1 — 7))

k=0
=1+t+2+28 +20" + 3t + - -

(3.2)
Puede encontrarse una expresion cerrada:

1 i 7. sin (j—i)m sin (k— j)m
15 Z <ZZ sin (j — Z)?T/3) sin (k—j)n/5 "~ (8:3)

Jj=0

El espectro € no depende de la constante de acoplamiento g y es equidis-
tante. Es igual al espectro de un oscilador armoénico anisotrépico de frecuen-
cias (2w, 6w, 10w) (hasta una diferencia en el autovalor més bajo) y posee la

27
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misma degeneracion. En este sentido el potencial racional en el hamiltoniano
(1.1) “deforma” el oscilador isotrépico de frecuencia w presente también en
(1.1). Para un oscilador arménico isotrépico de frecuencia w el espectro viene
dado por € = w(ny + ng + ng + 3/2) y la degeneracién m(k) esta dada por el
numero de soluciones de la ecuaciéon ny +ny+ng =k para k=0,1,2,... En
este caso m(k) = (k+ 1)(k+2)/2.

Las energias del hamiltoniano H (1.1) estan dadas por

siendo Ej el menor autovalor (1.20) y € el pardmetro espectral (3.1).

El espectro de la integral de movimiento F puede encontrarse de manera
cerrada. Este espectro da los posibles valores para la constante de separacién
v en (1.12):

Vigoks = Yo + 2(3ky + 5k3)? — 30kaks + (1 + 30v)(3ky + 5k3) . (3.5)

Aqui ko, k3 = 0,1,2,... Los subindices reflejan el hecho de que el operador
F no tiene dependencia en las derivadas de 7. La constante 7, es el valor
propio de la funcién del estado base (1.22).

3.2. Funciones propias y sus nodos

Como encontramos en el capitulo 2, el hamiltoniano Ay, tiene una infinidad
de subespacios invariantes de dimension finita

p1:2.3) — (20 <pr+2p2+3ps<n), n=0,1,2,... (3.6)

n
que forman el flag infinito P(123). Este flag es invariante con respecto a las

transformaciones proyectivas pesadas:

T — T +ta,
Ty — To+bi7f +bymi + b3, (3.7)

3 2
T3 — T3+ C1TiTo+CoTy +C3Ta+Cs4Ty +C5T1 + Co.

siendo a, b’s y ¢’s constantes.
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Marquemos con n las autofunciones ¢, ; de hy, que sean elementos del espacio
invariante 77721’2’3). El indice extra numera la autofuncién para cada n. Las
funciones ¢, ; estan relacionadas con las autofunciones del hamiltoniano H
(1.1) como

an,i - ‘IJO ¢n,i 3

Por tanto, cualquier funciéon propia del modelo Hj tiene una forma factoriza-
da. Las autofunciones ¢ son ortogonales con respecto al factor de peso |Wg|?.

Presentamos ¢,,; explicitamente para n = 0,1, 2, 3:

e n=0 (una autofuncién)

¢0,0 =1 )
€,0 = 0.
e n=1 (una autofuncién)
3
$ro = T —5—(1+10v),
2w
€10 = 2w .

e n=2 (dos autofunciones)

5 15
$op = TP — —(1+ 60 + 5 (L+6)(1+ 10v),

€0 = 4(,(),

12 6
P21 = Tt 5(1 + 5v) 71 — E(l +5v)(1 + 6v)n

3
5 (L 50) (1 + 6v)(1+ 10v),

€21 = 6w .

e n=3 (tres autofunciones)

3 15

¢3,0 — 7'13 — %(74‘301/)712 + 4—(4)2(
15

— s (L 6)(7 +300) (1 + 10)

€30 = 6w,

1+ 6v)(7 + 30v)n
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12 15
31 = T2+ 5—w(1 +5v)7 — —w(1 +20)Ty

36 12
—wu + 5v)(3 + 10v) 1 + 3

9
€31 = 8&),

(14 5v)(1 +6v)(3+ 10v)n

16 32
¢372 = T3+ 15—(,0(2 + 511)7'17'2 + m(l + 51/)(2 + 51/)’7'13

4 64
_E(l 4 20)(2 + )Ty — m(l +5v)(2 + 5v)(3 + 10v) 7]

16
+ﬂ(1 +5v)(2 4 5v)(1 4+ 6v)(3 + 10v)7y

24

 25w°
€32 = 10w .

(1+50)(2 + 50) (1 + 6v)(1 + 100)(3 + 10v) ,

Las autofunciones ¢g, @10 ¥ ¢2,0 son no degeneradas, y las funciones ¢o ;1 y
¢3,0 son degeneradas con el mismo autovalor. De acuerdo con (3.2) los auto-
valores €31 y €35 tienen una degeneracion doble y triple, respectivamente. Sin
embargo, sélo hemos mostrado una funcién propia por cada valor (¢31 y ¢32).

La superficie nodal de la autofuncién ¢, o es el plano
3
T — %(1 +10v) =0

en coordenadas 7. En el espacio fisico con coordenadas cartesianas es la esfera
de radio [3(1 + 10v)/2w]/2. Esta superficie divide el espacio de configuracién
en un dominio compacto y un dominio no compacto (véase Figs. 3.1 (a) y

3.2 (a)).

En el caso de la funcién ¢, las superficies nodales en coordenadas 7 son los
planos
5 5 1/2
=—(14+6v)E£|—(1+6 :
sl Qw( + 6v) [2w2( + 1/)]

En las coordenadas cartesianas corresponden a esferas con radios iguales a
5(1 4 6v) /2w £ [5(1 + 6v)/2w?) /2. Estas esferas separan el espacio de confi-
guracién en dos dominios compactos y un dominio no compacto (véase Figs.
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3.1 (b) v 3.2 (b))

La superficie nodal dada por ¢,; = 0 es un cilindro parabdlico en coorde-
nadas 7 para cualquier valor de v y w > 0 (véase Fig. 3.1 (c)). En coordenadas
cartesianas es una superficie algebraica ilustrada en la Fig. 3.2 (¢) paraw = 1
y v = 3/5. Esta superficie nodal divide el espacio de configuracién en dos
dominios no compactos.

Para la autofuncion ¢s las superficies nodales vienen dadas por las raices
de la ecuacion cubica

3 15 15
7'13—%(301/+7)712+4—CL)2(180V2+721/+7)7'1—@(180u2+72u+7)(10u+1) =0
Puede probarse que para v > —1/6 la ecuacién cibica tiene tres raices reales.
Dado que v > 1/2 (véase (1.21), las superficies nodales son tres planos para-
lelos en las coordenadas 7. En coordenadas x las superficies son tres esferas
concéntricas centradas en el origen (véase Figs. 3.1 (d) y 3.2 (d)).

La superficie nodal en coordenadas 7 para la funcién ¢s; es el cilindro alge-
braico definido por la ecuacién ¢z = 0 (véase Fig. 3.1 (e)). En coordenadas
cartesianas es una superficie algebraica que divide el espacio de configura-
ciones en un dominio compacto y dos dominios no compactos (véase Fig. 3.2

(e))-

La ecuacion ¢392 = 0 define las superficies algebraicas en coordenadas 7y x
ilustradas en las Figs. 3.1 (f) y 3.2 (f) paraw =1y v = 3/5.

Las superficies nodales de ¢,,; para n = 1,2, 3 se muestran en las siguientes
paginas.
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(e) ¢p31 =0

4,000

2,000
T3
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-2,000]
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T
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Ty 04
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4,000
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Figura 3.1: Superficies nodales en las coordenadas 7 con w = 1y v = 3/5. Las
gréficas de la derecha son las curvas de nivel para las correspondientes superficies
nodales (azul) y la frontera del espacio de configuracién (7) (rojo) para 73 = 0.
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(e) ¢p31 =0

3
T3
5]
1
’ T T \ T T k T T T
1 2 3 4 5 6 7
0.0 25 5.0 T2
1
1 2 N 4 s s
0.0 25 50 2
I

Figura 3.2: Superficies nodales en el espacio x con w =1y v = 3/5. Las gréficas de
la derecha son las curvas de nivel para las correspondientes superficies nodales (azul)
y la frontera del espacio de configuracién (rojo) para z1 = 1/5.
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3.3. Teoria de perturbaciones

Al estudiar perturbaciones que tienen la forma de un polinomio en las varia-
bles 7 es posible desarrollar una teoria de perturbaciones en la cual todas las
correcciones pueden encontrarse mediante métodos del algebra lineal. Con-
sideremos por ejemplo un potencial perturbativo proporcional a 7y:

h=hpg, + A . (3.8)

Evaluemos la funcion perturbada del estado base y su energia hasta correc-
ciones de primer orden en A:

b0 = B + )\¢él) =1+ )\¢él) : € = € + )\eél) = )\eél) : (3.9)

Sustituyendo (3.9) en el problema de autovalores B¢~0 = €0q§0 y evaluando
hasta términos de primer orden obtenemos la ecuacion

hH3¢(()1) +71 = 6(()1) .
Esta ecuacién puede resolverse tomando qb(()l) = Ary. Se obtiene

1 y o1
A=—, =—"(6+600).

Siguiendo este procedimiento podemos encontrar correcciones de orden mas
alto.

Resulta indistinto considerar una perturbacion proporcional a 7; en el hamil-
toniano algebraico hy, (2.13) o una perturbacién proporcional ar? = 370 a2
en el hamiltoniano H original (1.1). Esto se debe a que los espectros de am-
bos operadores estan relacionados por la ecuacion E = Ey + €.

Consideremos de nuevo la perturbaciéon A7, = Ar?. Recordemos que la correc-
cién a primer orden para la energia del estado base puede calcularse mediante
la teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schroedinger:

Ey = Eo + MTo|r?|T) . (3.10)
Ya que el valor de la correcciéon a primer orden se encontré anteriormente,
obtenemos el siguiente resultado:

(1) = (Vg|r?| W) = 41 (64 60v) . (3.11)

W



39

Luego, utilizando la forma algebraica del hamiltoniano es posible evaluar al-
gunos valores esperados de manera algebraica.

Consideremos ahora el potencial perturbativo V,, = Ar. La correccion a
primer orden para el estado base esta dada por (3.9). Sustituyendo en hoy =
€0¢p obtenemos la ecuacion

hH3¢(()1) T T = 6(()1) ;

valida hasta términos de primer orden en \. Supon%amos que la solucién es un
polinomio de grado uno en 7, y grado tres en 77, qbo ATy+ Bt +C18+ DTy,
es decir, es un polinomio de grado seis en las coordenadas cartesianas. Al
sustituir y resolver el sistema de ecuaciones que resulta obtenemos que

o 1 1 1
¢0 %7—2 10w 2(]. + 5V) - F(l + 51/)(1 + 61/)7'1

3

1

) =— —5(1+50)(1+6)(1+10v) ,

de modo que el valor esperado de 7 para el estado base es

(73) = —%(1 +50)(1 + 6v)(1 + 10v) . (3.12)

Finalmente, si se toma como potencial perturbativo V,, = Ar3 y la correccién
a primer orden para el estado base (3.9), se obtiene entonces la siguiente
ecuacion para las correcciones:

hH3¢((]1) + T3 = 681) s

Considerando como solucién un polinomio en 7y, 79, 73 que corresponda a un
polinomio de grado diez en las coordenadas cartesianas, tenemos que

a 1 1 1
® 20w T3 — B2 (2 +5v)T9m — w(l +2v)(2+ 5v)
1 : 2
* a7 4 5 (L4 5)(2 4 50)(3 4 10v)7
4
T 955 (14 5v)(2+5v)(1 +6v)(3 + 10v)7
24
e =55 (14 50)(2+ 50) (14 6v)(1 + 100) (3 + 100) |
w

de manera que el valor esperado de 73 en el estado base es

(13) = 1 ——(1+5v)(2+45v)(1 + 6v)(1 + 10v)(3 4 10v) . (3.13)

25w



Capitulo 4

El algebra escondida )

4.1. Operadores generadores

Hemos mostrado que la forma algebraica del operador hamiltoniano (2.13)
actia en los espacios de polinomios en varias variables

P2 = (P2 [0 < pr+2p2+3ps <n), n=0,1,2,...
i Puede ser el espacio de dimension finita P2 ser un espacio de repre-
sentacion de un &dlgebra de operadores diferenciales? Mostraremos que esta

respuesta es afirmativa y por tanto el dlgebra existe. Nos referiremos en ade-
lante a esta algebra como el dlgebra h(®).

Los elementos generadores del dlgebra h®) pueden ser separados en dos clases.

La primera clase de generadores actia en 77721’2’3) para cualquier n € N y por

tanto preserva el flag P33 Los operadores de la segunda clase actiian en
. (1,2,3) . .

el espacio Py para solo un cierto valor de n. Corresponden a operadores

de ascenso.

El slgebra h® es de dimensién infinita pero es generada por un nimero finito
de generadores. Los operadores generadores de la primera clase son:
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e 13 operadores diferenciales de primer orden:
—0,, TP =0, TP =05,
Tl(l) =10, T2(2) = 7905, Tég) = 1303,
T =n0s, T =705, T =1i0s.
Tl(z) =710, T1(12) =110, T2(3) = Ty03,
Tl(g’) = 117205 .
e 6 operadores diferenciales de segundo orden:
TQ(H) = 1011, T2(2 = 73013, T2(22 = 75033,
T3(12) = 13012, Tém) = 73099, T1(3 ) = T173029 .
e 2 operadores diferenciales de tercer orden:

T?,(Hl) = 730111 , Tgf§22) = 7’325222

Los generadores de la segunda clase (operadores de ascenso) son:

e Un operador diferencial de primer orden:
J1+ = leo .
e 4 operadores diferenciales de segundo orden:
J;,——l :Tzalj(), J;:_2:7'382J0,
J2J57_3 = 7'2283J0, J; = TQJ()(JO + 1) .
e 3 operadores diferenciales de tercer orden:
J5 1 =70udo Ji_1 =101 Jo(Jo+ 1),
J; = T3J0(J0 + 1)(J0 + 2) .

donde
J() = 7181 + 27’262 + 37’383 —n.
y la siguiente notacion para las derivadas es usada:
0 o? o

or " %= oror, 0 Y%= drona,

0;
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4.2. Estructura y relaciones de conmutacion

Para investigar las relaciones de conmutacién entre los generadores resulta
util la siguiente nocién. Sean T y 15 operadores que actiian en monomios.
Decimos que 75 es el operador conjugado a T} cuando el operador 157 deja
sin cambio el grado de un monomio.

Un cierto nimero de operadores generadores (4.1)-(4.6) de h® generan diez
subalgebras abelianas:

L={, 1 Tfi”, fi’i} e L= {1 T T

R={1? 1" T}} «— R={1y" J . J5}
F:{T Tf;”} — F={T" I ) (4.8)
E:{T22)T22)} - @ {T13 J22 L
G={T3} — o&={13"}

Los restantes operadores generan un algebra no conmutativa
B = {To(l)> T1(1)7 T2(2)7 Ts(g)a Jo, JlJr} (4.9)

La flecha mdlca que los generadores estan relacionados mediante conjugacion
(por ejemplo T y J3 ). El dlgebra B es la tinica en ser su propia conjugada.

Los operadores de las subalgebras abelianas se muestran en un cierto orden.
Este ordenamiento esté relacionado con el operador J;. Sea Y una entre
las subdlgebras abelianas (4.8) y sea Y = {Xo, X1, Xs,...,X,} donde n
puede ser 1,2, 3,4. Los elementos generadores de Y estan ordenados por las

condiciones

(X, J]=0. (4.11)

Por tanto, las dlgebras de Lie { X, J;"} son nilpotentes. Esto implica también
que los generadores pueden escribirse como conmutadores:

(n—1)!
i conmutadores
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Las relaciones de conmutacion entre los elementos generadores se muestran
en el apéndice B. Sin embargo, la clasificacién (4.8),(4.9) permite una repre-
sentacién compacta de estas relaciones de conmutacién. Mostramos primero
los conmutadores de las subalgebras abelianas separadas de sus conjugadas:

MM—O
L, F] =0,

L, E] = Py(R),
L, G] =0,
(R, F] =L,
[R, E] =0,

[R, G| = Pa(F),
mEhdﬂR@m,
[F,G] =

[E,G] = %@@&

[£,R] =0

[£,8] =0,

£, €] = R(R),
£, 6] =0,

R, 3] =&,
(R, €] =0,

[R, 8] = P(3),

5, € = (R & B),
[§,8] =0,

[

¢, 8| =IFeDb),

Aqui P,(Q) significa que el conmutador es un polinomio de grado k en los
generadores de (). Salta a la vista que los conmutadores son simétricos ante
conjugacion. Esta propiedad es también satisfecha por el conjunto de rela-

ciones de conmutacion:
[L,R] = B(F & B),
L,§| = P,(R® B),

[

L, €] = Py(F),
[L, 8] = P,(R® E),
[R,§] = E,

[R, €] = P,(F @ B),
(R, &] =0,

[F, €] =G,
[F,®] = P,(E @ B),
[E,8] =0,

£, R = P(§& B),
£, F|=P(Rae B),
[2’ E] = PZ(S)a
[£,G] = PR €),
R, F] =€,

R, E] = P(§o B),
[R, G| =0,

[, E] =6,
[§,G] = P(€ D),
[€,G] =0,

El conmutador de un operador en cualquier subalgebra abeliana (4.8) y un
operador en la subalgebra B es del tipo de un producto semidirecto:

[L,B]=L, [R B]=R,
£,B]=£, [R B=*R,

[E,B]=E, |G B]=G,
[€,B]=¢, [6 B =6,
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El conmutador de generadores de subdlgebras conjugadas es un polinomio en
los generadores de B:

[L7£]:P3(B)7 [R>%]:P2(B)7 [F,S]ZPQ(B),
[EvQE]:PZS(B)? [G7®]:P4<B)

Las relaciones mencionadas anteriormente pueden ser representadas mediante
algunos diagramas triangulares, por ejemplo,

Figura 4.1: Diagrama triangular que relaciona las subdlgebras L, £ y B. Puede
considerarse como el andlogo a la descomposicién de Gauss.

Las relaciones de conmutacion son no-lineales en los operadores generadores.
Por tanto, para tener una estructura de algebra de Lie, es necesario considerar
monomios en los operadores generadores como los elementos de H®). Puede
probarse que las relaciones de conmutacién no cierran a ningun orden. Se
sigue que A es el dlgebra de dimensién infinita de monomios ordenados en
los 29 operadores generadores (4.1)-(4.6) que se muestran anteriormente.

4.3. Representacion algebraica de Hj

P(1,2,3)

Dado que h® es el dlgebra de operadores diferenciales que actian en Py

debe ser posible escribir el hamiltoniano hp, (2.13) como una combinacién
de los elementos generadores (que preservan el flag) de h3).
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La forma h(®-Lie algebraica del modelo Hs (1.1) es la siguiente:

48
hi, = ATOTY 4+ 24T1P TV 4 207 T - ETQ(?)TS)
45 22y 32, 3)1(2 )m2) 64 3)3
5 T+ LY - 8T - ST
128 (33) (1) m _ 48 (2) (4.12)
ETQQQ + (6 + 6OV)T0 — 4WT1 — E(l + 5V)T11
64
— 20T — 2+ 5T — 20wT

No es posible presentar una expresién similar para el operador f (2.19). El
flag preservado por este operador tiene vector caracteristico (1,3, 5), de modo
que este resultado es consistente.



Conclusion

Hemos mostrado que el sistema racional H3 es exactamente soluble. Este es
el primer ejemplo de solubilidad exacta de un modelo relacionado con un
sistema de raices no cristalografico. Este trabajo complementa los estudios
previos de los modelos racionales (y trigonométricos) relacionados con los
sistemas de raices cristalogréficos (p.ej. [2],[3],[4]).

Para entender las propiedades fisicas del sistema es necesario un conocimien-
to de las propiedades del sistema de raices y su grupo de Coxeter. El espacio
de configuracién para el sistema es un dominio fundamental del grupo. Los
planos que definen a este dominio son clasicamente impenetrables y esto a su
vez define las condiciones de frontera. También, el estudio de las simetrias del
hamiltoniano nos guié a su forma algebraica en términos de los invariantes
tomados como variables. Fuimos capaces de hacer uso del método desarro-
llado para los sistemas cristalograficos: (i) realizamos una transformacién de
norma con la funcién del estado base como factor y (ii) tomamos polinomios
invariantes de Hj especificos como variables. Después de este procedimien-
to el hamiltoniano toma una forma algebraica siendo ahora un operador
diferencial con coeficientes polinomiales. Encontramos que el flag minimo de
polinomios preservado por esta forma algebraica tiene vector caracteristico
(1,2,3).

El espectro se encuentra en una forma analitica cerrada. Coincide con el
espectro de un oscilador arménico anisotrépico (difiriendo sélo en el menor
autovalor). Luego, la presencia del potencial racional adicional en el hamilto-
niano (1.1) “deforma” el espectro del potencial original de oscilador arménico
isotropico. Esto significa que podemos obtener formalmente el espectro del
modelo H; considerando la sustitucion de las frecuencias en las direcciones
cartesianas (w,w,w) — (2w, 6w, 10w) en el espectro del oscilador isotrépico
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(sin considerar el estado base). Las autofunciones se encuentran en forma de
polinomios en los invariantes del grupo Hj, reflejando la propiedad de inva-
riancia del sistema ante transformaciones del grupo Hs.

Debe ser enfatizado el hecho de que el hamiltoniano del sistema es comple-
tamente integrable [7]. Esto implica la existencia de al menos dos operadores
que conmutan con el hamiltoniano y que estéan en involucién (conmutan en-
tre si). Estos operadores que conmutan deben tener una forma algebraica
después de una rotacién de norma (con la funcién del estado base como
factor) y un cambio de variables de las coordenadas cartesianas a las va-
riables invariantes. Encontramos explicitamente una integral de movimiento
de segundo orden, la cual estd relacionada con la separacion de variables en
coordenadas esféricas. Los resultados que se conocen para los sistemas crista-
logréaficos sugieren que deben existir dos integrales que conmutan, que son
operadores diferenciales de 6rdenes seis y diez. Sus formas explicitas no son
conocidas hasta ahora.

El 4lgebra escondida h® del modelo se encontré y se investigé. Es un algebra
de dimension infinita pero es generada de forma finita. La construccion de
las subalgebras abelianas de elementos generadores hace posible escribir las
relaciones de conmutacién entre los generadores en una forma compacta. El
estudio del algebra escondida es importante porque sugiere que la solubilidad
del modelo estd relacionada con la existencia de esta algebra, Es también im-
portante porque hace posible el estudio de las perturbaciones (en forma de
polinomios en las variables invariantes) del hamiltoniano mediante métodos
puramente algebraicos: dado que existe una forma Lie—algebraica del hamil-
toniano es posible desarrollar una teoria de perturbaciones en la cual todas
las correcciones se encuentran mediante métodos de algebra lineal [9].

El hamiltoniano algebraico y la integral de movimiento f soportan diferentes
flags. La razén de esta diferencia no es conocida de manera exacta, pero es
posible que esté relacionada con la degeneracion del espectro del operador
hamiltoniano.



Apéndice A

Antecedentes matematicos

A.1. Sistemas de raices

A.1.1. Grupos generados por reflexiones y sistemas de
raices

Sea V' un espacio vectorial euclidiano de dimensién finita dotado de un pro-
ducto interior definido positivo (z,y). Estamos interesados en grupos finitos
que son generados por las reflexiones en V. Una reflexion es un operador li-
neal r en V' que mapea un vector no nulo « a su negativo mientras fija punto
a punto el hiperplano H, ortogonal a a. Podemos escribir » = r,, teniendo
en mente sin embargo que r, = r., para cualquier ¢ € R distinto de cero.
Existe una férmula simple:

a. (A.1)

Sea R un conjunto finito de vectores no nulos en V' que satisfacen las siguien-
tes condiciones:

(R1). RNRa = {a, —a} para todo o € R;

(R2). r4(R) = R para todo a € R.

Definase enseguida W como el grupo generado por todas las reflexiones r,
a € R. El sistema de vectores R se denomina el sistema de raices y el grupo
W es el grupo de Coxeter. La dimension del espacio V' se conoce como el
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rango del sistema de raices R.

Cualquier grupo de Coxeter tiene una presentacion en la forma de un sistema
de Cozeter (S,W). Es un par que consiste en el grupo W junto con un
subconjunto finito S C W que satisface las siguientes condiciones:

(i) cada s € S es una involucién: s* = 1;

(ii) algunos pares s,t C S satisfacen relaciones de la forma (st)™* = 1 con
Mgt Z 2;

(iii) las relaciones en (i)-(ii) forman una presentacion del grupo W.

En otras palabras, S genera a W, y cualquier identidad en W es una conse-
cuencia formal de (i)-(ii) y los axiomas de un grupo.

Un ordenamiento total del espacio vectorial real V' es una relacion transitiva
en V (denotada por <) que satisface los siguientes axiomas.

1. Para cada par x,k € V, exactamente uno de x < y, x =y, y < = se
verifica.

2. Para todos z,y,z € V, si y < z entonces x +y < x + 2.

3. Six <y y cesun numero real distinto de cero, entonces cx < cy si
c > 0, mientras que cy < cx si ¢ < 0.

Dado dicho ordenamiento, decimos que x € V' es positivo si 0 < x. La suma
de vectores positivos es positiva, lo mismo que el multiplo escalar de un vec-
tor positivo por un ntumero real positivo.

Regresando al sistema de raices R, llamamos a un subconjunto R* un sistema
positivo si consiste de todas aquellas raices que son positivas relativas a algin
ordenamiento total de V. Aun mds, ya que las raices vienen en pares {«a, —a},
R debe ser la unién disjunta de Rt y —R™, siendo este segundo conjunto
llamado el sistema negativo. Cuando R es fijo, podemos escribir v > 0 en
lugar de o € R™. Como ejemplo, el sistema G5 se muestra enseguida.
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Figura A.1: El sistema de raices Gs. Las raices positivas se muestran en rojo y las
negativas en azul. Las longitudes de las raices son 1y v/3. Las raices simples estan
etiquetadas como «q y as.

Llamamos a un subconjunto A de R un sistema simple (y denominamos a sus
elementos raices simples) si A es una base para el subespacio generado por R
en V' y si ademéds cada o € R es una combinacion lineal de A con coeficientes
todos del mismo signo (todos positivos o todos negativos). Genéricamente la
base de raices simples no es ortonormal. La no-ortonormalidad esté codificada
en la matriz de Cartan C' de A, que se define como la matriz de entradas

o (i, )
Cij 27(%7%), (A.2)

donde oy, o € A.

Un sistema de raices R es cristalogrdfico si satisface el requisito adicional

2
(R3). M € 7Z para todos o, 5 € R.

(8, 5)

Estos enteros se denominan enteros de Cartan. El grupo W generado por to-
das las reflexiones r, se conoce en este caso como el grupo de Weyl de R. Los
sistemas de raices cristalograficos surgen en la clasificacién de las algebras de
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Lie semisimples y los espacios simétricos. Es posible probar que un sistema
de raices es cristalografico si y sélo si existe un reticulo en V' invariante bajo
el correspondiente grupo de Weyl W.

En virtud de la condicién de integridad (R3) se sigue que los dngulos 7/2,
27/3, 3w /4, 5 /6 pueden existir entre dos raices simples en un sistema crista-
lografico.

Tomando )
o , (A.3)
(o, )
el conjunto RY de todas las corraices oV (v € R) es también un sistema de
rafces en V, con sistema simple AY = {a¥]|a € R}. Se denomina también
el sistema de raices inverso o dual. Utilizar los vectores o simplifica varias
férmulas. Por ejemplo, la ecuacién (A.2) que define la matriz de Cartan se

vuelve

Ci' = (Oéi,OéV) .

J

Recordemos del algebra lineal elemental que el espacio vectorial dual V* de
un espacio vectorial V' es el espacio de mapeos lineales de V' al campo base F'.
Cuando se considera al espacio de raices como consistente en combinaciones
lineales reales de las raices, entonces el espacio dual al espacio de raices se lla-
ma espacio de los pesos, y sus elementos son los pesos de R. Es normalmente
conveniente escoger como base del espacio de raices a las corraices simples.
Entonces la base del espacio de raices que es dual a la base de corraices
consiste en aquellos pesos, denotados por w;, que obedecen

wi(a)) = 0y (A.4)

Estos pesos se llaman los pesos fundamentales del sistema R, y la base que
forman se conoce como la base de Dynkin del espacio de pesos. Los compo-
nentes de un peso en la base de Dynkin se llaman etiquetas de Dynkin.

Sea R un sistema de raices cristalografico. Al remover del espacio de raices
todos los hiperplanos (que pasan por el origen) que son perpendiculares a
alguna raiz, el espacio queda dividido en un abanico de conos abiertos. Estos
conos se denominan camaras de Weyl. Ellas son permutadas por la accién del
grupo de Weyl y existe un teorema que afirma que esta accion es simplemente
transitiva. Las camaras de Weyl son todas congruentes, pero al hacer una
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eleccién para las raices simples, una de ellas se distingue del resto. Esta es la
Unica camara cuyos puntos tienen solamente etiquetas de Dynkin positivos;
se denomina la camara de Weyl fundamental o principal, o también el dominio
fundamental de Weyl.

A.1.2. Clasificacion de los sistemas de raices

Sea el espacio V' la suma directa de los espacios Vi, ..., V,. Para cualquier 7,
sea R; un sistema de raices en V;. Entonces la union R = R{URs---UR,
sera un sistema de raices en V. El grupo de Coxeter W se identifica con
el producto de los grupos W(R;). El sistema de raices R se conoce como
la suma de los sistemas R;. Si esta expansién no es posible, se dice que el
sistema de raices es irreducible.

Un sistema de raices reducido es un sistema R que satisface la propiedad
adicional de que, si a € R, entonces los tinicos multiplos de a en R son +a.

Daremos ahora una lista de los sistemas de raices irreducibles reducidos.
Hasta un isomorfismo se definen por sus llamadas graficas de Dynkin. La
grafica de Dynkin de un sistema de raices R es la grafica cuyos vértices son
los elementos de un conjunto de raices simples A. Denotemos por ©,s al
angulo entre las raices a'y 3, y sea 0,3 = m — O,3. En el caso de los sistemas
cristalograficos, dos diferentes vértices a y (8 en la grafica de Dynkin estan
conectados por 0, 1, 2, o 3 segmentos dependiendo de si 0,3 = 7/2,7/3,7/4
or m/6, respectivamente. En los tltimos dos casos las raices «a y (3 tienen
longitudes diferentes. Es por ello que colocamos un signo de desigualdad en
dos o tres segmentos dirigido hacia el vértice que corresponde a las raices
menores. En el caso de sistemas no cristalogréaficos los segmentos se denotan
también como m si 0,5 = m/m.

Las graficas de Dynkin correspondientes a los sistemas irreducibles reducidos
se muestran en la tabla de la siguiente pagina. Adicionalmente a los sistemas
mostrados, para cada n > 1 existe un tnico sistema de raices irreducible no
reducido BC), que es la unién de B,, y C,,. Las primeras cuatro series infinitas
se denominan sistemas de raices cldsicos, los siguientes cinco con los sistemas
de raices excepcionales, mientras que las otras tres graficas corresponden a
sistemas no cristalograficos.
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A, O—O0—0—--—0—=0 (n > 1 vertices)
B, O—O0—0—: - —C==20 (n > 2 vertices)
Ch, O—0O0—0—: - —C==0 (n > 3 vertices)
D, O—O0—0—-- -—O<8 (n > 4 vertices)
By O—0—06—0—0
E; o0—oO 8 O—0—0

|

O
Eq O—0—0—0—0—0—0

O
F, O—O0—==0—0
G2 C==0
H, 0—2-0—0
H, O30 e O
Ir(m) o0 (m > 3)

Tabla A.1: Graficas de Dynkin para los sistemas de raices irreducibles reducidos

Invariantes polinomiales

Sea S un algebra de polinomios definida en el espacio V', y SV su subélgebra
consistente en los elementos de S que son invariantes con respecto al grupo
de Coxeter. De acuerdo con el teorema de Chevalley (véase [1]), existen n =
rango(R) polinomios homogéneos algebraicamente independientes (invarian-
tes) sq, (), 84,(7), . . ., 84, (r) que generan la subalgebra SV (dy, dy, . . ., d, son
los 6rdenes de estos polinomios). Para cada grupo de Coxeter, los érdenes
dy,ds, ..., d, estan definidos de manera tnica; el orden |W| del grupo de Co-
xeter W y el nimero de raices [ en R estan relacionados de manera simple
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con estos ordenes:

W=d dyd,
“ A5
[=2) (di—1). (8.5)
i=1
La dimension del espacio de polinomios homogéneos W-invariantes de grado
m es igual al niimero de soluciones de la ecuacion

m = d1m1 -+ dgmg + 4 dnmn (A6)
en enteros no negativos.

Los érdenes de los invariantes se denominan también como los grados del
grupo. En la tabla A.2 se muestra la lista de los grados para cada tipo de
grupo W irreducible.

Type | dy,...,d,

A, 2,3,...,n+1

B, 2,4,6,...,2n

Ch 2,4,6,...,2n

D, 2,4,6,....2n—2.n
Eg 2,5,6,8,9,12

Er 2,6,8,10,12,14,18

Eg 2,8,12,14, 18, 20,24, 30
Fy 2,6,8,12

Go 2,6

Hs 2,6,10

Hy, | 2,12, 20,30
[Q(m) 2,m

Tabla A.2: Grados de los invariantes bdsicos

Una forma particular de los invariantes puede encontrarse al promediar monomios
elementales (w, z)¢ sobre una 6rbita del grupo € (ver p.ej. [2]),

sq(z) = Z(w,x)d : (A.7)

weN



54

A.2. El sistema de tipo H;

El grupo de Coxeter Hj es el uinico grupo de Coxeter no cristalografico que
actua en el espacio tridimensional. Es un subgrupo de Hy, que es, a su vez, el
unico grupo de Coxeter no cristalografico que actia en el espacio de cuatro
dimensiones.

El grupo de tipo Hjs es el grupo de simetrias del icosaedro, el cual es un
poliedro regular con 20 caras equilateras idénticas. Tiene 30 aristas y 12
vértices, los cuales pueden tomarse como los puntos

(£1,0, +¢,) , (Fpi,£1,0), (0,+p,,£1),

donde hemos introducido la notacién

1++v5

2 Y

P+ =

para la razon durea y su conjugado algebraico. Son las soluciones de la
ecuacion cuadratica 22 = z+1. Evidentemente, ¢, o_ = —1. Tienen también
la propiedad de que

<p+:2cosg, @_Z—QCOS%.
Dualmente, el grupo de tipo Hj es también el grupo de simetrias del dodecae-
dro, que es el poliedro regular compuesto por 12 caras pentagonales regulares,
30 aristas y 20 vértices. La nocién de dualidad es muy sencilla. Si los puntos
medios de las caras adyacentes de un icosaedro se unen mediante segmentos
de linea, entonces estos segmentos seran las aristas de un dodecaedro inscrito
en el icosaedro. Cualquier rotacién (o reflexién) de R? que deje invariante al
icosaedro dejara también invariante al dodecaedro inscrito y viceversa.

El grupo de rotaciones I del icosaedro consiste en las rotaciones por angulos
27/5, 4w /5, 67/5 y 8m/5 respecto de cada uno de los 6 ejes que unen los
vértices opuestos; de las rotaciones por dngulos 27/3 y 47/3 respecto de
cada uno de los 10 ejes que unen los centros de las caras opuestas; rotaciones
por un angulo 7 respecto de cada uno de los 15 ejes que unen los puntos
medios de aristas opuestas, y la identidad. Luego

I| =6-4+10-2+15-14+1=060.
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Figura A.2: Icosaedro y su dodecaedro dual.

El grupo Hj es el grupo completo de simetrias del icosaedro, de modo que
contiene [ e incluye cada elemento con inversién. Por ello, |[H;| = 120. La
simetria del icosaedro no es compatible con la simetria de traslacion, de ma-
nera que Hs3 no es un grupo cristalografico.

El sistema de raices R3 de Hj consiste de los 30 elementos (cada uno nor-
malizado para tener longitud 2, véase la figura A.3):

Ry — {(12, 0,0) y todas las permutaciones , (A8)

(£1,+¢4,£p_) vy todas las permutaciones pares .
Sean e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1). El conjunto de raices es
invariante ante el intercambio
€ < €5

pr > P

LA (A.9)

Introduzcamos una base de raices simples en Hs,
a; =(2,0,0), as=(—p+,—p_,—1), a3=1(0,0,2). (A.10)

En esta base toda raiz puede escribirse como una combinacién Z[p, | lineal,
donde Z[p,] = {a+ ¢vib|a,b € Z} corresponde a un anillo de enteros exten-
dido.



56

)
0

b

7

A\

>

e

4

7
Q

/

Figura A.3: Sistema de raices de tipo Hj. Las raices apuntan a los vértices de un
icosidodecaedro, que es un sélido con simetria icosaedral.

El grupo de Coxeter Hsz es generado por reflexiones r; con respecto a los
J

planos perpendiculares a las raices simples «;, codificadas de la siguiente

manera: para cualquier x € R? un elemento «; € R3 produce una reflexion

a

2(z - )
i\r) =2 — ——= ;. A1l
’f‘j(ZL’) T (Oéj . Oéj) a] ( )
Los elementos de H3 son generados a partir de r1, o, 73 usando las relaciones
ri=ry=r;=1 (A.12)
(r1ra)” = (rars)’ = (rirs)’ = 1 (A.13)

Por tanto, si R = {ry,re,r3} entonces (R, H3) es un sistema de Coxeter.

Las corraices simples o = 2a;/(a; - o ) se definen de la siguiente forma,

1
af =(1,0,0), ay = 5(—9{4, —p_,—1), ay=1(0,0,1). (A.14)
Luego, la matriz de Cartan es de la forma
2 —P+ 0
C=(-af)=| —p+ 2 -1 [. (A.15)

0 -1 2
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Podemos introducir los pesos fundamentales de Hs como

wi = (1, @3_,0), wa = (0,2¢4,0), w3z =(0,¢4,1), (A.16)
los cuales generan el espacio de pesos dual a Rs:
wi - =0y (A.17)
(2,0 0 =ou
(0,2 0 =0+ps)ar+2p; a2t a3
(0, 0, 2 = a3
(L o p) =0+e)a+(1+py) artas
(L pe,—p) =0+ps)art(1+ps) aatoraz
(=1, w4, v) =prart+(1+p) atas
(=1, ¢4, =) =pr o+ (1+¢s) a2+ o as
( Py 1) =py a1 tasta
(pr—p-,—1) =¢prat+a
(=9, 1) =oaz+tas
(=4, — 1) =a
(e 1, +) =1+ Py @ty as
(oo Li—p) =a1+¢s
(mp— L 91) =pratormteros
(o=, Li—py) =9y artes

Tabla A.3: Raices positivas en la base (A.10) para Hj

Un conjunto de raices positivas Rj se muestra explicitamente en la tabla
A.3. Se define como el subconjunto de R3 cuyos elementos pueden escribirse
como combinaciones Z*[¢, | lineales de las raices base, siendo

Z'pi)={a+ s b|abeZ ).
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Las 15 raices positivas definen 15 planos de simetria del icosaedro. Al in-
tersectarlos con la esfera unitaria obtenemos 120 triangulos simétricos alter-
nadamente congruentes en la esfera, cuyos dngulos son 7/3, 7/5, 7/2. Estos
tridngulos se muestran en la figura A.4. Podemos ver que dichos triangulos se
encuentran en los vértices del dodecaedro en grupos de 6, en los vértices del
icosaedro en grupos de 10 y en las intersecciones de las lineas perpendiculares
en grupos de 4. Observamos que el nimero de tridngulos es igual al orden
del grupo de simetrias del icosaedro.

Figura A.4: Dominios fundamentales para el grupo del icosaedro. Los dngulos de
los 120 tridngulos son /3, /5 y 7/2. Uniendo las intersecciones con lineas rectas
obtenemos un sélido llamado disdiaquistriacontaedro, que es un sélido con simetria
icosaedral.

Consideremos el grupo de puntos que surge si le aplicamos las N operaciones
de nuestro grupo a un punto arbitrario (la drbita del punto). Describimos
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como el dominio fundamental de un grupo de transformaciones en general
una porcién del espacio que contiene uno, y sélo uno, de los puntos de cada
orbita correspondiente. Puede probarse que podemos tomar como dominios
fundamentales para el grupo del icosaedro cada uno de los tridngulos en la
esfera en la figura A.4. Por ende, el niimero de triangulos es igual al orden
del grupo.

A.2.1. Representacién unitaria del grupo Hj

Consideremos el grupo de transformaciones ortogonales Hj en el espacio eu-
clidiano tridimensional:

rT— g, g€ Hs .

Hemos mostrado que este grupo es generado por reflexiones con respecto a
planos perpendiculares a las raices simples (A.11):
2(z - )

x%rj(x):x—waj.

Consideremos ahora la representacién unitaria en el espacio L?(R?) del grupo
H3Z
Ulg) ¥(z) =T(g~z), g€ ;. (A.18)

Si g € Hs es una reflexién, entonces ¢! = g. Sea g = r, la reflexién con res-

pecto a una de las raices (A.8) del sistema de Hy (véase (A.1)). Denotaremos
por U(«) al operador de reflexiones asociado:

U(a) ¥(z) = T(ry(z)) , a€R;. (A.19)

Puede hallarse una expresiéon para U(a). Recordemos que el operador de
rotaciones en L?(R?) estd dado por

D(n,d) = exp(—L - n) , (A.20)

donde L es el operador de momento angular (véase [10]), n es el vector
unitario a lo largo del eje de rotacién y 9 es el &ngulo de rotacién. Recordemos
también que el operador de paridad (inversion espacial) es el operador P tal
que

PlXP=-X, (A.21)
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siendo X el operador de posicién. Se sigue que el operador de reflexiones

con respecto al plano perpendicular a la raiz a (el cual contiene el origen de
coordenadas) esta dado por

U(a) =D(a,7) P (A.22)
Sean «q, i, ag las raices simples (A.10) de Hj. Entonces,
Ul =U(am)? =U(az)* =1 (A.23)

(U ()t (a2)]” = [U(az)U(az)]” = [U(a)U(az)]” = 1 (A.24)

Luego, la representacién unitaria de Hj es un sistema de Coxeter con gene-
radores U(a;) para j =1,2,3.
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Relaciones de conmutacion
para 1)

Mostramos ahora en detalle los conmutadores de las paginas 42 y 43.

e (B, B]
Y. Y =1
15", Jo) = T3V
V. TV =0,
7. 1§ =0,
75%, Jo) =0,

1
Té), 2 ]_Ov
T+ gy

1
Té )7‘]1]

T2(2)7 JO] _

3
TS( )7‘]1]

Estas relaciones implican que
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[
[
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0,
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B2 gty »RP

~

— /= o/ — —

donde R® es un dlgebra conmutativa de dimensién dos.
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Y

61

1 3
0,70

]=0,
V. 1’1 =0,
TV, g =
n? =0,
J07J1+] =

+
Ji

T



o[£ €

[
[Js,
[
[

)

I Iy gl = =I5 Ty
17J2J5 3] ']2—1J2+7
J?:L 11a<]22 3] J,—1J2Jf—1 )
MY I ) = -1

L5 T, 13)] — I35

[31, ]:_J+ J2+17
[J:;r 11: ]:_Tll J2 )
75

(111) T2(213)] T(11)T(11) '

2 3 3
i, 1) = 71
2 3 3
1Y =1
2 3 3
[T1(1)7T1(2)] - T1(1i .

?

12
[']2+7T3( )] = _Jgtfl )
12
[J;,_—laT?E )] = _‘];,_—11 )
11 12 111
Y, T =T

0 7] = 8TOT)

3T

2 3 3
[Tl(l)a T2(2%] - 3T12 T1(2) .

o [R,F]
)~ 1
2, ) =1
P, ) =1
e R, 3]
[J2+7 J:;t72] = _Ji’j )
[‘];,_—17 J?j—z] = _‘];,_—1 )
[TZ(H)) J:;T—2] = _J?T—u )
 [R,G]
1, T3] =
o R, 8]

[T To] =
3
[‘]2—’,——17 T2(2%]

+ 7+
_3J3,—2J3,—2 )

11 3
T, 7)) =

=313 5,
—3T§12)T§m) '

62



o

F, E)

T T3] =
Ty, 1) =

Y

Y

63

7
iy,

22
T3]

22
T3]

O
3 2
O

(1" -
(1" -

. 3. ¢
3 2 13 3 2
i oy Iy ) = QLY — T, [T, TRV = I, 21 — )
12 3 2 12 13 11 3 2
T8 g o) = Ji T — 1y 1Y) = T T - 1) |
. [E,G]
22 33 3 2 2 2 2 3
132, T = (6T TS — 21T + 61 — 418
22 33 3 2 2 2 2 3
T3Y, T = (6T T — 21T + 6T — 4T .
. ¢ 0]
[y T3] = —Js o (613 T — 21T + 6157 — 4)
157, T35 = — T (6T Ty — 219137 + 6157 — 4) .
o [L,R]
T, JH = 6,15 T§3>,J; J =311
T8 M =0 T Jf =220y — )Tl(;f’) :

[
[
[
7
[
[

Y, ] = (2T(1
11 7J+] - 2‘]1—~_7ﬁ12 )
T8 7] = —2027M 4

3) 3
T1(11, J2 1] = _3J1+T1(2) )

13"

Jo+ 1T

Y, I = (@Y — 20, + )T
3
T1(1}7 ‘]2 ] = O

[

[

T® T = _opO7®)
[

[

[ 11)] _

3 1 3
Tl(lia _6T1( )TI(Q) :



e [£ R]
J3+7 2] 6J3 2J0 )
JS

) 11 ] =0,
2 1
Ji T ) = Ji_o(Jo — 21"

-1,

3,—11» 11]_2‘]; 2(2T()+1)7

[
[
[
[Js “1 I 2 ] = _QT(H)T(I) )
[J5,
15

(111) T ] _ 3T§12)T0( )

Y

) )

o [L,F
(137, T ) = T3P (Jo + 313
3 2 3
T g ) = T (Jo + 2137 |
3 2 3
T T ) =T (Jo + T
), I, =TI

15", T3
T, I )
Ty, J5h s =
T111a J2+2, 3] =0,

— o/ o/ —

T5H T = —(Jo + 3T) Iy
J?:r—lﬁTz(s)] = _(JO + 2T353))J2,—1 )
T, T = —(Jo + TTY

64

5 T = =305 50

i, T3] = =215 (20, — 1)

[y . T = 2J3+ 2J1+ ,
[J;,H,T”)] 73920 -1V ~ 1),
[

[

[Té?'%T”]:T v

3 2 3
T 1) = 1Y <Tf -1y |
), s = 1P - T“”)
T T = TP (Y = 813)

J3 ) 12 } = _‘]JFJQJr 5
3 1
T, T = (1Y — 1) gy
1
T, T = 215 — 1),
111) Tg)] (3T(3) Tl(l))T2(11) '

.—\r—|,—|,—|

. 15" =0,
13,7 =~ 13
T 1Y) = 215 T |
(T8, 1Y) = =315 133



65

o[£ L]
JE T(22 — Ty Ji J =0,
[ 3 ] 2Y3,—-2 [ 3> 13 ]
— 9, ,T"? T 1 TS = Ty J5
[317 ]__ 3,—243 ) [31’13]_ 2Y3,-2
22 12 12 22 12
[J?) 117 )] :_T?)( )TZE )7 [‘]3 —11» 13 )] _2‘] T( )
[ (111) )] —0, [ (111) 152 ] _ 3T (12) T(12)
o [L, 8]
(1" T3] = 2 T
[T(S) T(222)] _ 2T1(2)T3§22) ’
1, TGP = 27T
5. T3] = 21 T
e [£,G]
33
5, T, 2(221 ~2J35 _3J5
[J3 —1> 222 ] = _2J2J5,73J211 )
33 11
[J:’:r 115 222)] :_2J2+2,73T2( )>
[ [ 222 ] = _2T2(213)T2(11) .
e R,

2 22
[Té )7 ‘];,_—2] = QTZE ) )

T®, )

2
[T1(1)7 J?j—ﬂ =0,

2 12
[TO( )vT?)( )] =0,
22 2 12 22
1 1,107 = 1
2 12 22
[Tl(l)aT?E )] = _2T1(3 ) .



o [}, F]
[‘]2+7T2(3)] = _2‘]22,73 )
5, T = =157
. Y =0,

° [R, €]

2 3 2
T8, Jgh ] = 213° (Jo + T |
2 3 2
17, 5. _s) = TS (2Jo + T3Y)

2 3
[Tl(l)v ng,—zl,] = 2T1(2)<]1+ )

o R E|

22 2
5, TP = —2(Jo + T Iy,
22 2 12
[T, TP = — (200 + T T
11 22 1 12
M, 7)) = 21Ty

o [F €]

3 33
[T2( )a J2+2,—3] = T2(22) )
3
[T1(2)7 J2+2,73] =0,

o [3, E]

i, T = —13P
2 22
T =0,

66

3
5, T3 =0,

3
[JZ—17T1(2)] = ng,—:a )
11 3 13
3, 1) = 157

2 13 3 1
167, 1" = 215"

2 13 3 1 2
171" = 1T = 1Y),
2 13 3 1 2
(17 T¥) = 2T (1 = T

[, TGP = =20 i,
22 2 1
3, TS = (1) — 21,

11 22 2 1 12
130 1) = 2 - T

3 13
[TQ( )7T2(2 )] = O )

3 13 33
[T1(2)7T2(2 )] - = 2(22) .

i, T =0,
12 22 222
1, 157 = T35



o [, 8]
T(3) (222
[ 2 ’T33 )] <2T(2) 3T(3) (22)
T TE| _ (o1 — : +3)T;
) 3 3
3T )+ 3)T1(§2) ,
* [§,G]
[ 0 T =
o Tad) = — 5 (2757
709, 769 _ 2(2 )3( TP —37® 4 3)
909 ] = — T (2T 3T(3 +3) .
o [B, L]
T(l) T(3) .
[To(l)7 (23)] - 75", 1Y) = 13" (1)
[ [)( 7T111] = STl(f) ’ [T(l) T(3)] 00 ) [TO 7T1(:13)] — 2T1(3)
1) 1 040 1= ’
i 7T1(f)] = 2T1(f) [T(l) (3) 7 [Tl(l)’Tl(S)] —7®
@, 7® ’ W, 1) = 31) 72 7B b
3) (3 2 »411 ] =Y, (2 ’
7,70 = -1, [, 7 (137, 7] = 0
[T(3) 7) ’ 3, 1] = —7® 73 7 7
® 7@ — _7® g, T &, ) = -1
. s s [Jo, T = 373 ) 1
0T =T, [J T =0 R
4 (3 4111l — Yo, ’
i 1Y) = =21y g, 7O (3) 7 1Y) = =31y
) 117 = -T " 9
" m. TR =0
2]
(1)
111 0 g S =2J5
[T ] _ 0 7 [T i -1 3,11 > T, 7V N Tg(ln)
[T”Jg+ =2 1,7 1=0, g5 |
11 311, [T (111 =-J5
1 I =0, ]__3T?Em) 12, I =0, o
+ ’ 2 =
T (3) T = Jf [2 ’J3 1l =0, T 72 71
5 ™, g ] = Jf 2 =0,
[ 111)]=T(111) vy ql=J3 4, T T gt
[JJ 3. [Jo, J3] = 3J5 sl = S5
; 5ol = J; 1 o, 111] 0’ [JO7J:3+ 1]—2J3+1’
) = S whaE o,
’ [ T ] = —2J5
37_1 , [Jf—, 111] _3 +
J3 11 -

67



68

", 1Y) =21
V. 1Y) =21y
. 1Y) = 17,
. 1P =0,
o, TP =0,
T =0

[T()(l)aTQ(H)] =0 5

[, i) = 2t
0 T =1
73, ) =0,

[Jo, T3] =0,

U, 1) = —2J5



69

TO(I), 12)] O ,
2

TQ( )7J2;r 2] _J; 2

19,747 = 700

Y

— — — —

12 12
Jo, TS =0, T i) =0, T T = — I,
° [B,E]
1 22 22 22 1 22
Y, T =0, 7! ,Tfs =1 Y, =0,
1 22 22 2 22 22
[T1( )aT1(3 )] = T1(3 ) ) [T } = _2T3( ) ) [TQ( )7T1(3 )] = _2T1(3 ) )
3 22 22 22 22 22 22
[TS( )’TIS( )] = T?E ) ) [ 3 ’T1(3 } T1(3 ) ) [J >T3( )] = T?E ) )
22 22 22
[0, T30 =0, 5T = —13Y U TS0 =0

o [B, ¢

1) 13
TO( 7J22 3] T( )7

[ T3
1 (13 13 2 13 13
[T( ) )] - T2(2 ) ) T2 7‘]2—; 3] - 2‘]2—; -3 [T2( )7T22 )] - 2T2(2 ) )
[ [
[ [Ty

3 13) 13
T() J22 3] ‘]2—2,73 ’ 3 7T2(2 ] T( ) ) J ] J22 -3
‘] ] 0 ’ J1+7 J2+2 3] - 0 ] JQJE,%S .
 [B,G]
1 33 1 33 2 33 33
[Té )>T2(22)] =0, [T( ) T2(22)] =0, [T2( )7T2(22)] = 3T2(22) )
3 33 33
[TB( )=T2(22)] = _2T2(22) ) [JO, 2(22 ] 0, [JfLa 222 ] =0.
* [B, 8]
1 222) 1 222 2 222) (222)
Y, T =0, TV, TP =0, (17,15 = —315

3 222 222 222 222
T T30 = 21557 [, TR =0, [T =0,



70

o L, £

TP I = Jo(Jo + 1)(Jo + 2) + 9T Jo(Jo — 1) + 6T

1Y, J0] = (Jo + 1) (Jo + 2)Ty " + 6137 Jo Ty

T3 w]?jr 0l =TV (o + 3157

Té?) 7 111 ] _ T(I)T(l)T(l)

T J+] I (o + 1) (Jo +2) + 67T Jy |

T, J5 1) = T Jo(Jo + 1) = TV Jo(Jo — 3) — 2001V (20 + 1) — 2157
T, 7] = T (o + 218 + )1 — 2137 (1) — )T,

Tfl ,J+] (Jo + 3TN JH I
11 7J§r ] = J1+T1(1)<J0 + QT( )+ 1) — 2J+T(3)(Jo -1),

T, I ] = =200 (Jo — 1) = T T (4dy — 3) + TV (Jo + T — TV

T D) Z OO0 _ ) _ qrGp _ gpOg@po
T80 3] = I

T Jd ) = JU*(T“ —3T<3)>

Tl(fh J3 ] = J1+T T J+T 6J1+T(3) — 6J+T(1)T(3)

[
[
[
[
[
[
[
7@ 1) = (7 _ 3@y
[
i
[T
[
[
[
[
), 7] = TOTOT — 37O 4 o1 — 370 (TITY + 37 +2) .



T Jf) = Jo(Jo + 1) + AT Jy — 2T
T ,J+ =TV + 212y |
T

[

[

17, ) = VT

[Tl ] (J0+2T )J1 5

0, o) =T D - Tl + T + TV
1?15 = (1) -2

[Tfl 3=

[ 11 ,J+ ] = J1+<T1(1) - 2T2(2)) )

[T 70 = TOT T o7~ aTr

T2(3), Ji_o) = T Jy — TV Jo + T3 + T 1Y)
2 3 1
= (0 =TT
=I5 - 1Y)

T(” JS& 3] T TP — )T — Jo+1) + ATOTE gy + 278 gy |

= 1Y + 41T — TOTY + T |

T13 , J2+2 L) =Y 4P TS - TR + ) |
) = 2T AT - (1 — )1 + T 1)

T8, 1) _arPT@TETE

— TP TET _ 3P TITE 4 17T
— 67T + 4T 4+ 6T

_orPTPTOTE 4 2T<2>T<2>T<2>



Bibliografia

1]

2]

M. A. Olshanetsky and A. M. Perelomov, Quantum integrable systems
related to Lie algebras, Phys. Rep. 94 (1983) 313-393

K. G. Boreskov, A. V. Turbiner and J. C. Lopez Vieyra, Solvability of
the Hamiltonians related to exceptional root spaces: rational case, Comm.
Math. Phys. 260 (2005) 17-44

K. G. Boreskov, A. V. Turbiner and J. C. Lépez Vieyra, Sutherland-type
trigonometric models, trigonometric invariants and multivariate polyno-
mials, Cont. Math. 471 (2008) 15-31

J. C. Lépez Vieyra, M. A. G. Garcia and A. V. Turbiner, Sutherland-type
trigonometric models, trigonometric invariants and multivariate polyno-
mials. 1I. E; case, Mod. Phys. Letts. A 24 (2009) 1995-2004

O. Haschke and W. Riihl, An ezactly solvable model of the Calogero type
for the icosahedral group, Mod. Phys. Letts. A 13 (1998) 3109-3121

J. Patera and R. Twarock, Affine extensions of noncrystallographic Coz-
eter groups and quasicrystals, J. Phys. A 35 (2002) 1551-1574

A. Bordner, N. Manton and R. Sasaki, Calogero-Moser models. V. Su-
persymmetry and Quantum Lazx Pairs, Prog. Theor. Phys. 103 (2000)
463-487

R. Twarock, A toolkit for the construction of icosahedral particles with
local symmetry azes, arXiv: q-bio/0508015v1

A. V. Turbiner, Perturbations of integrable systems and Dyson-Mehta
integrals, pp. 263-310 in Superintegrability in Classical and Quantum
Systems, CRM Proc. Lecture Notes, no.37, Amer. Math. Soc., Provi-
dence, RI, 2004

73



BIBLIOGRAFIA 74

[10] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics, Pergamon Press
(Oxford - New York - Toronto - Sydney - Paris - Frankfurt), 1977

[11] J. E. Humphreys, Reflection groups and Cozxeter groups, Cambridge
Studies in Advanced Math., no. 29, Cambridge Univ. Press, Cambridge,
UK, 1990

[12] J. Fuchs and C. Schweigert, Symmetries, Lie Algebras and Represen-
tations. A graduate course for physicists, Cambridge Monographs on
Math. Phys., Cambridge Univ. Press, Cambridge, UK, 1997

[13] L. C. Grove and C. T. Benson, Finite Reflection Groups, Graduate Texts
in Mathemathics 99, Springer-Verlag, New York, USA, 1985

[14] F. Klein, Lectures on the icosahedron and the solution of equations of
the fifth degree, Dover Publications, New York, USA, 1956

[15] S. Fomin and N. Reading, Root systems and generalized associahedra,
lecture notes for the IAS/Park City Graduate Summer School in Com-
binatorics, arXiv: math/0505518v3 [math.CO].



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. El Hamiltoniano H3 (Solubilidad e Integrabilidad)
	Capítulo 2. Representación  Algebráica
	Capítulo 3. Espectro
	Capítulo 4. El Álgebra Escondida h (3)
	Conclusión
	Apéndices
	Bibliografía

