UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

DISPERSION INVERSA MULTIDIMENSIONAL EN
UN CAMPO ELECTRICO

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

F 1 S 1 C O
P R E S E N T A:

GERARDO DANIEL VALENCIA MARTINEZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. RICARDO ALBERTO WEDER
ZANINOVICH
2010



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






FacurLtap bE CIENCIAS
Secretaria General
Division de Estudios Profesionales

Votos Aprobatorios

VNIVER4
AVPNeMA DE
MERICO

Act. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Jefe de la Division de Estudios Profesionales
Facultad de Ciencias

Presente

Por este medio hacemos de su conocimiento que hemos revisado el trabajo escrito titulado:

Dispersién inversa multidimensional en un campo eléctrico

realizado por Valencia Martinez Gerardo Daniel con mimero de cuenta 0-9561922-6 quien ha decidido titularse mediante
la opcion de tesis en la licenciatura en Fisica. Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Propietario Dr. Rafael René Del Rio Castillo

Propietario Dr. Pablo Barberis Blostein P}, Ba < Lo vy

Propietario Dr. Ricardo Alberto Weder Zaninovich

Tutor

Suplente Dra. Marfa de los Angeles Sandoval Romero N

Suplente Dr. Juan Héctor Arredondo Ruiz e AU‘*’ 3—"
Atentamente,

“Por M1 Raza HaBLArA EL EspiriTu ”
Ciudad Universitaria, D. F., ‘;T

EL CoorpINADOR DEL CoMITE A CADEMI
/

P
vy
¢ 72
./,L PN

o oy Cics, -

in

Y OPEPgpry, o SV S i i .
Sefior sinodal: antes de firmar este documento, solicite al estudia%)‘te 'quie le muestre la version digital de su trabajo y
verifique que la misma incluya todas las observaciones y correcciones que usted hizo sobre el mismo.
'nlm.






Agradecimientos

Por su apoyo y carino a lo largo de toda mi vida, les estoy infinitamente agradecido
a mis padres, hermanos, abuelos, tios y primos.

Por su ayuda incondicional, por su tiempo y amor, por estar presente en cada
momento, mis mas sinceros agradecimientos a Elizabeth.

Por ser un excelente maestro y consejero, por su ayuda y direccion durante estos
anos, agradezco al Dr. Ricardo Weder.

Por su amistad a lo largo de estos anos, un especial agradecimiento para Armando,
Elsa, Enrique, Fabiola, Fany, Félix, Guadalupe, Jairo, Javier, Joaquin, Jesus, Laura,
Marco, Maria Elena, Miguel, Nahela, Noé, Paul, Sabino. En general a todos los com-
paneros que he tenido a lo largo de mi vida.

Por la educacion que he recibido agradezco tanto a la Universidad Nacional Auténo-
ma de México como al Instituto Politécnico Nacional, y a los muchos buenos maestros
que he tenido.

Por el apoyo econémico agradezco: Por medio de becas, a la Coordinacién de
Posgrado en Ciencias Matematicas de la Facultad de Ciencias (FC-UNAM), al Sis-
tema Nacional de Investigadores (SNI) y al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia
(CONACYT); por medio de trabajo, al Departamento de Mateméticas de la Facultad
de Ciencias de la UNAM(FC-UNAM), al Grupo Integer, a la Universidad Andhuac

México Norte y a la Universidad Interamericana para el Desarrollo.

Quiero agradecer también al Instituto de Investigaciones en Matematicas Aplicadas
y en Sistemas (IIMAS) y al Institut National de Recherche en Informatique et Automa-
tique (INRIA) Paris-Rocquencourt por haberme permitido usar sus instalaciones para
el desarrollo de esta tesis.






Indice general

Indice general

1. Introduccién

1.1. Caracteristicas fisicas de los sistemas de dispersion . . . . . . .. . ..
1.2. Distintos tipos de dispersion . . . . . . . ...
1.3. Cantidades observables . . . . . . . . . . .. ... ... .. ... ...,
1.4. Problemas inversos en la fisica . . . . . . . . .. . ... ... .. ....
1.5. Dispersién inversa en mecanica cuantica . . . . . . . . . ... ... ..
1.6. Alcance delatesis . . . . . . . ... ...
1.7. Trabajos posteriores a la tésis . . . . . . . .. . ... ... .. ... ..

. Espacios de Hilbert y Operadores Lineales

2.1. Espacios LP . . . . . . .
2.2. Espacios de Hilbert . . . . . . . . . . .. ...
2.3. Operadores lineales en espacios de Hilbert . . . . . . . ... ... ...
2.4. Transformada de Fourier . . . . . . . . . ... ... ... ... .....
2.5. Teoria de Perturbaciones. Hamiltonianos de - Schrodinger . . . . . . . .
2.6. Operadores de Schrodinger con potenciales singulares . . . . . . . . ..
2.7. Operadores Hilbert-Schmidt . . . . . .. ... ... .. ... .. ....
2.8. Operadores compactos . . . . . . . . . . .

. Grupos de Evolucién

3.1. Grupos de evolucion y sus generadores infinitesimales . . . . . . . . ..
3.2. Calculo funcional . . . . . . . . . . ...
3.3. Propiedades ergddicas de los grupos de evolucién . . . . . . ... ...
3.4. El grupo de evolucién libre de Schrodinger . . . . . . . . .. ... ...

. Propiedades asintoticas de los grupos de evolucién

4.1. Estados ligados, estados de dispersion y estados de absorcion . . . . . .

4.2. Operadoresdeonda . . . . . . . . .. ...

4.3. Condiciones abstractas para la existencia y la completitud de los oper-
adoresdeonda . . . .. ...

4.4. Completitud asintotica para los operadores de Schrodinger . . . . . . .

4.5. Potenciales de rango largo . . . . . . .. ..o

15
15
16
20
27
29
32
34
36

39
39
42
45
50



4 INDICE GENERAL
5. Teoria de la dispersion 79
5.1. El operador de dispersion y la matrizS . . . . ... .. ... ... ... 80
6. Formulacion general de la dispersion multicanal 85
6.1. Agrupamiento de particulas . . . . . . .. ... ... L. 85
6.2. La condicion asintética . . . . . . . ... 90
6.3. Canales de dispersion . . . . . . . . . ... 95
7. Dispersiéon inversa multidimensional en un campo eléctrico 101
7.1, Resumen . . . . . . . . .. 101
7.2. Introduccién . . . . . ... 101
7.3. Elcaso de dos cuerpos . . . . . . . . .. .. 109
74. Elcasode N cuerpos . . . . . . . . .. .. 117
8. Apéndice 125

Referencias 149



Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del desarrollo de la fisica, se ha visto que una pregunta ha sido fundamen-
tal en su historia, la pregunta es la de conocer las leyes que gobiernan el comportamiento
de los sistemas fisicos. Durante el desarrollo de las ciencias fisicas se han venido real-
izando experimentos que se fundamentan en un fenémeno fisico conocido con el nombre
de dispersion y que han otorgado muchas respuestas para poder dar a conocer al mundo
algunas de las leyes que actualmente rigen el mundo atémico; por mencionar algunos
de los experimentos que se desarrollan actualmente bajo este fendmeno estan: los ex-
perimentos de espectroscopia, de difraccién, y de colisiones dentro de aceleradores de
particulas.

En esta parte introductoria se habla de lo que es el fenémeno de dispersion a rasgos
generales para después dar el tratamiento matematico necesario para la comprension
total del problema.

La teoria de dispersién es una herramienta que ayuda a explicar algunos de los
fenomenos del mundo atémico, forma una parte importante de la gran teoria de la
fisica que se conoce como Mecénica Cudntica (también es importante en la Mecanica
Clasica). Existen muchas variedades de experimentos de dispersién, pero en general
dichos experimentos constan de cuatro partes esenciales que son:

(a) La fuente, que es un aparato que producira las particulas que han de interac-
tuar con las que se encuentran en el blanco. Aqui es importante mencionar que
la fuente debe producir particulas de manera repetida, continua y bajo practica-
mente las mismas condiciones, esto es porque todos los experimentos de dispersion
involucran mediciones repetidas para sistemas que son idénticos.

(b) Un aparato “preparador”(que puede ser por ejemplo un “colimador”, el rayo
de un espectrémetro, o un polarizador), y que sirve para definir las condiciones
iniciales de las particulas idénticas que van incidiendo en él.

(¢) El blanco, que contiene a las particulas que interactuardn con las partes inci-
dentes. Las condiciones en que se encuentre el blanco influirdn mucho en las
mediciones, por lo que deben conocerse para poder dar la interpretacion correc-
ta. Por ejemplo, si el blanco es grueso entonces serd posible observar dispersion
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multiple, y si por ejemplo, el blanco tiene estructura cristalina entonces sera posi-
ble observar un patréon de difraccion. Por otro lado, si se trata de un blanco mévil
(por ejemplo un gas) entonces ese efecto también sera reflejado en las mediciones
que se realicen. La interpretacion més sencilla de los resultados se encuentra
cuando el blanco es muy fino y contiene una distribucién aleatoria de particulas
en reposo.

(d) El detector, que es un aparato que se encarga de registrar los resultados y que
usualmente se encuentra en un lugar en el que sea posible detectar inicamente
las particulas dispersadas, dicho de otra forma, si el blanco se retira del arreglo
experimental entonces el detector no registra nada. En la practica esta condicion
no es tan facil de llevar a cabo pues no siempre es posible tener un rayo lo sufi-
cientemente bien colimado, o porque existen residuos de dispersion en el material
debido a otras interacciones (es por ello la importancia de la buena calibracién
del detector). También es muy importante situar al detector lo suficientemente
lejos del blanco para que no detecte las interacciones entre las particulas disper-
sadas y las particulas del blanco. En casi todos los casos el detector tiene un
angulo finito de resolucién, lo mejor que se puede hacer es que dicho dngulo sea
lo suficientemente pequeno para tener mejores mediciones, pero también es cierto
que existen ciertas limitaciones fisicas que no permiten hacer la resolucién muy
precisa, y estos mismos problemas suceden con el aparato “preparador”.

1.1. Caracteristicas fisicas de los sistemas de dis-
persion

Las caracteristicas fisicas esenciales de un sistema de dispersion son las siguientes:

En un proceso de dispersiéon debemos distinguir tres momentos en la evolucion
temporal del sistema. En el primer momento el estado del sistema se encuentra en el
pasado remoto. Durante este momento la particula incidente y la particula del blanco se
encuentran lo suficientemente lejanas como para poder despreciar la interaccién entre
ellas, en términos de teoria de dispersion clasica las particulas incidentes se comportan
como particulas libres. De esta forma se espera que el estado del sistema evolucione
en este primer momento obedeciendo las leyes que rigen el comportamiento de las
particulas libres.

Durante el segundo momento las particulas interaccionan mutuamente y la evolu-
cién del sistema es gobernada por una ecuacion de movimiento para la cudl el término
de interaccién desempena un papel fundamental. Es en el momento de la interaccién
que la dispersién ocurre.

Para el tercer momento uno se encuentra en una situacién andloga que en el primer
momento. De hecho, cuando el fenomeno de dispersién ha ocurrido, las particulas se
han alejado de tal forma que la interaccion mutua es nuevamente despreciable y no tiene
efecto en el futuro de la evolucion del sistema. En el futuro del sistema, el detector,
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observa el nuevo estado de las particulas ocasionado por el proceso de dispersion.

La condiciéon de que los estados que describen los fenémenos de dispersion deban
ser caracterizables en el tiempo remotamente pasado (—oo) y en el tiempo remota-
mente lejano (+o00) por cantidades que conciernen a la dindmica de particulas libres,
se conoce como la condicion asintotica. Para poder describir dicha condicion en térmi-
nos matematicos es necesario estudiar la descripcion de la evolucion en el tiempo de
sistemds mecanico cudnticos (se puede hacer para los sistemas mecanico cldsicos) y tam-
bién es necesario introducir una topologia (una nocién de convergencia) que servira para
expresar la diferencia entre el sistema perturbado y el sistema libre (en el pasado remoto
y el futuro lejano). En la préxima seccién se entrard de lleno a este planteamiento.

1.2. Distintos tipos de dispersién

Hasta el momento no hemos hecho distincién entre los distintos tipos de dispersion.

El proceso mas simple de dispersién es la dispersion elastica entre distintas particu-

las. Este proceso puede representarse simbdélicamente por una expresion tal como la
siguiente:

a+b—a+b. (1.1)

Esta expresion indica que las particulas a y b en algin estado inicial son dispersadas
en las particulas a y b en algtin estado final. El término elastico se refiere al hecho de
que la energia cinética total de las particulas antes y después es la misma. Un caso
especial de la dispersion elastica es la dispersién entre particulas idénticas.

a+a—a+a. (1.2)

Cuando las particulas incidentes o el blanco tienen grados internos de libertad es
posible que durante el proceso de dispersion una de las particulas sufra un cambio en
su estado interno. Si esto sucede entonces la energia cinética de las particulas antes
y después de la dispersion ya no es la misma y se habla entonces de dispersion in-
elastica. El caso mas frecuente es la excitacién de un estado interno, la energia cinética
final es menor en una cantidad igual a la energia de excitacién. Esta se llama disper-
sion hypoelastica o endoérgica. Es, sin embargo, también posible que algunos estados
excitados metaestables de una de las particulas se desexciten durante el proceso de
dispersién. En este caso la energia cinética final es mayor que la inicial, y podemos
hablar de dispersién hypereldstica o exoérgica.

Otro tipo de dispersion asociado con los grados internos de libertad se observa
cuando esos grados estan degenerados en la energia. Es el caso para particulas con
spin, el proceso de dispersién estaria todavia descrito por (1.1) pero debe tomarse en
cuenta el efecto de la dispersion sobre los grados internos de libertad de las particulas
incidentes. Esto da lugar a una gama de fenémenos interesantes de polarizacién los
cuales pueden dar significante informacién sobre la dependencia del espin sobre la
interacion.
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Un tipo enteramente diferente de dispersion se observa si las particulas salientes
difieren en nimero y clase de las entrantes. Por ejemplo los constituyentes del haz inci-
dente y los centros de dispersién en el blanco pueden no ser particulas elementales sino
estructuras compuestas tales como particulas a;, atomos de hidrégeno, etc., y durante el
proceso de dispersion la interaccién puede descomponer tales sistemas compuestos en
algunos de sus partes constituyentes o reorganiza sus partes constituyentes en nuevos
sistemas compuestos. Se habla entonces de reordenamientos de dispersion y se puede
escribir esquemadticamente

a+b—ct+d+e+... (1.3)

La teoria de la dispersion puede desarrollarse de tal manera que la dispersién elasti-
ca, dispersion ineldstica, dispersion hiperelastica y la dispersiéon con reordenamiento
pueden tratarse en una manera unificada. Esta teoria unificada se llama teoria de
dispersion de multicanal.

Un ejemplo tipico de dispersion multicanal es la dispersiéon de un deuteron d por
un centro fijo de fuerza. Un deuteron puede ser dispersado elasticamente o puede ser
descompuesto en sus partes constituyentes (un protén p y un neutrén n), de tal manera
que tenemos dos posibilidades

d
p+n

d <
Cada coleccion diferente posible de particulas y sistemas compuestos después de la
colision determina el llamado canal de dispersion. En el ejemplo anterior sélo hay dos
canales de dispersion.

Otra razén para un cambio en el tipo y el nimero de particulas es la creacién de
nuevos tipos de particulas durante el proceso de dispersién. Estos procesos de creacion
se observan frecuentemente en dispersiones a altas energias; a suficientemente altas
energias éstas estan siempre presentes. Una colisién entre dos nucleones Ny y No, por
ejemplo, se puede proceder de acuerdo a los esquemas

N1+ N, canal elastico

! 2 N, + N, + K + K ¢ Vvarios canales ineldsticos

Aqui particulas nuevas, como mesones m v K, pueden ser creados, y ciertos canales
finales claramente representan mas que un simple reordenamiento de los constituyentes
de Ny y Ns. La teoria de dispersiéon multicanal usual no incluye tales colisiones y su
descripcion tedrica va mas alla del alcance de este trabajo.

En todos los casos hemos considerado hasta el momento que el ntimero inicial de
particulas o sistemas compuestos, los cuales participan en una dispersion individual es
siempre dos. Es logicamente posible considerar procesos de dispersion con mas de dos
particulas iniciales. Tales situaciones rara vez se encuentran en el laboratorio debido a
las dificultades experimentales para preparar tales estados. Estos experimentos juegan
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un cierto rol en la teoria de gases densos. Pero en la fisica de particulas elementales no
son importantes.

Otro caso de importancia, sin embargo, es aquella en la que sélo hay una particula
incidente. La evolucion del estado de una séla particula libre estable no da informacién
sobre ningtna interaccion. Si es inestable, sin embargo, decaerd en algunos fragmentos
estables o inestables y es perfectamente posible mirar un decaimiento como un cierto
tipo de proceso de dispersion degenerado de acuerdo con el esquema

a—b+d+... (1.4)

En este caso no se necesita ningin blanco para observar el proceso. Es posible
considerar tal decaimiento de una particula inestable como parte de un proceso de
dispersién ordinario, debido a que la particula inestable debié haberse creado en algin
punto en el pasado gracias a otro proceso de dispersién ordinario. Esta manera de
ver a los sistemas inestables es especialmente t1itil si el tiempo de vida de la particula
inestable es muy corto. Tenemos entonces un caso de dispersién resonante (formacion y
decaimiento de una resonancia). Esto se observa a menudo y es bien conocido en fisica
nuclear donde las resonancias se asocian con algin estado excitado de corta duracién
de un nucleo intermedio.

Si la particula inestable tiene un tiempo de vida suficientemente largo es posible
producir efectos de dispersion ordinarios con ella y desarrollar una teoria donde la
particula es tratada con una suficientemente buena aproximacién como una particula
estable.

1.3. Cantidades observables

Toda teoria fisica debe tener una interpretacién en términos de ciertos efectos fisica-
mente observables. Estos efectos usualmente se expresan dando valores numéricos de
ciertas cantidades. Las cantidades principales que aparecen en la teoria de la dispersion
son la seccion transversal de dispersién, el tiempo de vida de una particula inestable
o el ancho de resonancia y la razén de bifurcacién para procesos multicanal. Por las
razones expuestas anteriormente el tiempo de vida es en cierto sentido una cantidad
secundaria la cual puede relacionarse al comportamiento de la seccién transversal en
algin proceso de dispersion apropiado.

La razén de bifurcacién (i.e. la probabilidad de la dispersién en un canal particular)
en realidad no es una cantidad fisica independiente, debido a que se puede obtener
si las secciones transversales individuales para los distintos canales son conocidos. A
menudo es posible sobre la base de consideraciones de simetria, sin una teoria detallada,
obtener expresiones para las razones de bifurcacion sin el conocimiento de los valores
de las secciones transversales.

Existe otro enfoque tedrico, el cual se conoce como el problema de dispersion inversa.
En esta teoria se supone que ciertos datos experimentales, resultados de un proceso de
dispersién son dados, entonces se encuentra una interacciéon (usualmente un potencial)
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que produce precisamente los datos dados cuando se considera el problema de dispersion
directa.

En las siguientes secciones se discutiran brevemente los conceptos sobre problemas
inversos primero en general y después en el contexto de la mecénica cuantica; las
siguientes secciones estan basadas principalmente en el libro de Chadan y Sabatier [15]
y en los contenidos del curso “Inverse scattering in Quantum Mechanics”impartido por
el Dr. Ricardo Weder dentro de la escuela de primavera en mecdanica clasica y cuantica
realizada en el IIMAS-UNAM en el mes de marzo de 2008.

1.4. Problemas inversos en la fisica

El trabajo normal de los fisicos puede pensarse esquematicamente como una predic-
cién del movimiento de las particulas sobre la base de fuerzas conocidas, o la propa-
gacion de radiacion sobre la base de un conocimiento de la constitucién de la materia.
El problema inverso es el de concluir qué fuerzas o constituciones estan sobre la base
del movimiento observado. Una gran parte de nuestro contacto sensorial con el mundo
que nos rodea depende de una solucién intuitiva de un problema inverso: Inferimos la
forma, el tamano y la textura de la superficie de objetos externos a partir de dispersion
y absorcion de luz, la cudl es detectada por nuestros ojos. Cuando se usan experimen-
tos de dispersion para conocer el tamano o la forma de las particulas, o las fuerzas
que unas ejercen sobre las otros, la naturaleza del problema es similar, o més refinada.
La cinematica, las ecuaciones de movimiento, usualmente se suponen conocidas. Se
investiga como son las fuerzas, y cémo varian de punto a punto.

La expresién matematica de una ley fisica es una regla que define una transfor-
macion M de un conjunto de funciones €, llamados los parametros, en un conjunto
de funciones € llamadas los resultados. Esta regla usualmente es un conjunto E de
ecuaciones, en los cuales los parametros son elementos de €, las soluciones son los cor-
respondientes elementos de &€, por lo tanto, la definicién de M esta dada implicitamente.
Sin embargo, a partir de la sola definicion de una transformacion, la solucién de E debe
existir y ser tnica en € para cualquier elemento de €. Esta es la tinica restriccién que se
le tiene que pedir a E. Llamamos resultados calculados a los elementos de € los cuales
son asi obtenidos a partir de aquellos de C. Derivar los resultados calculados para un
elemento dado de € se llama resolver el problema directo. Reciprocamente, obtener
el subconjunto de C que corresponde a un elemento dado de € se llama resolver el
problema inverso.

Para dar significado fisico a M, € debe ser tal que sus elementos pueden ser com-
parados con los resultados experimentales. En lo que resta, suponemos que el resultado
de cualquier medicion relevante es un elemento de un subconjunto, €, de &€, llamado el
conjunto de resultados experimentales. € por lo tanto contiene la unién de los resulta-
dos experimentales y los resultados calculados. También se supone que a € se le puede
dar la estructura de un espacio métrico. La comparacion de un resultado computado
dado e;, y un resultado experimental, e¢;, es medido entonces por la distancia d(e;, ;).

El conjunto € fue definido como el conjunto de funciones para las cuales E puede
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ser resuelta. Mayores limitaciones a menudo aparecen cuando las propiedades fisicas se
toman en cuenta. En otras palabras, € podria ser el conjunto 8§ de todas las funciones
para las cuales E puede resolverse y que son consistentes con toda la ”informacion
fisica” que proviene ya sea de los principios generales o a partir de medidas previas. Sin
embargo, la definicién de S es, en la mayoria de los casos, indirecta y dificil para hacer
precisa, y por eso, a uno se le deja la eleccion de € como un subconjunto conveniente de
8, con una clara definicién. Por otro lado, el intento de incrementar la definicion de €
muchas veces da acceso a una nueva clase de parametros para los cuales los problemas
directo e inverso pueden resolverse.

Con estas definiciones, podria parecer que todos los problemas fisicos son proble-
mas inversos. Realmente, uno generalmente reserva este nombre para los problemas
donde se buscan formas matematicas precisas para las transformaciones inversas gen-
eralizadas de € en €. Esto excluye el llamado procedimiento de ajuste en el cudl los
modelos que dependen de algunos pardmetros y que dan un buen ajuste de los resul-
tados experimentales son obtenidos por ensayo error o por otra técnica.

La primera persona que estudié problemas inversos de la clase que nosotros consid-
eramos fue Lord Rayleigh (1877)[41], quien discutié la posibilidad de inferir la densidad
de una cuerda por medio de sus frecuencias de vibracién. Mas recientemente, una gen-
eralizacién fue expuesta por Marc Kac (1966) [35] en su famoso articulo titulado: ”Can
one hear the shape of a drum 77.

1.5. Dispersién inversa en mecanica cuantica

Con la invencién de la ecuacién de Schrodinger se incrementd enormemente la apli-
cabilidad de los problemas espectrales en ecuaciones diferenciales parciales a los proble-
ma de la fisica: el tipo de ecuaciones que anteriormente tenian solamente aplicaciones a
problemas de vibraciones mecdanicas, se utilizarian ahora para la descripcion de dtomos
y moléculas.

Nuestro tema de estudio son los problemas inversos de la teoria de dispersion
(principalmente en mecénica cudntica). Asi, los resultados experimentales son canti-
dades medidas en experimentos de dispersion, e.g., secciones transversales o cantidades
relacionadas. Debido a que estas cantidades estan relacionadas a un comportamiento
asintético de las funciones de onda, siempre consideraremos problemas donde el conjun-
to € consiste de "medidas tedricas” de este comportamiento asintético, e.g., la amplitud
de dispersién o el cambio de fase. Esto lleva, de manera natural, al problema particular
de construir la amplitud de dispersion a partir de la secciéon transversal. Dejando esta
discusion, las ecuaciones E que definen la transformacion M consisten de una ecuacién
de onda (e.g., la ecuacién de Schrodinger, la ecuaciéon de Klein-Gordon, la ecuacién
de Dirac junto con las condiciones apropiadas). Los conjuntos € de ”pardmetros”son
conjuntos de ”"potenciales”locales o no locales, a partir de los cuales es posible predecir
los resultados de dispersion.

Los problemas de dispersién inversos en mecanica cuantica han sido extensivamente
estudiados desde el trabajo inicial de W. Heisenberg en la teoria de la matriz de disper-
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sion en 1943 y 1944. En términos precisos, existen tres problemas de dispersion inversa
en mecanica cuantica:

= Unicidad. Demostrar que el operador de dispersion determina univocamente los
potenciales.

= Reconstruccion. Dar métodos para reconstruir los potenciales a partir del oper-
ador de dispersion.

= Caracterizacién. Dar condiciones necesarias y suficientes para que un operador
sea el operador de dispersion asociado a un potencial, que pertenece a una cierta
clase de potenciales dada.

Hay distintas maneras de proporcionar informaciéon de la dispersién. Por ejemplo,
se puede dar el operador de dispersion para todas las energias, el limite de alta energia
del operador de dispersion, o el operador de dispersiéon a energia fija.

Debido a que toda la informacion que se puede obtener sobre niucleos, particulas y
subparticulas fisicas se obtiene a partir de experimentos de dispersion, estos problemas
son de importancia fisica obvia. Ademads, existe el problema muy relacionado de la
dispersion inversa de ondas actusticas, electromagnéticas y elasticas, el cual tiene muchas
aplicaciones tecnolégicas, por ejemplo, la tomografia.

Su interés intrinseco, como problemas matematicos, aparece en su conexién con
varias ramas del analisis: resultados avanzados en teoria de ecuaciones diferenciales e
integrales, analisis armonico, teoria espectral de operadores, funciones holomorfas, ex-
pansiones asintéticas, analisis numérico, todo lo necesario para estudiar estos problemas
impropiamente planteados.

La mayoria de las contribuciones a los problemas inversos en la fisica cuantica uti-
lizan métodos estacionarios, es decir, la solucion fisica es idealizada como peridédica en
el tiempo, con energia infinita. Haciendo ésto, las propiedades fisicas de propagacion
en las soluciones se pierden (ya que la funcién de onda en realidad no evoluciona en el
tiempo, sino permanece en un estado estacionario). Esta carencia de intuicién fisica im-
plica que la herramienta matematica que se utiliza para resolver los problemas dé poca
informacion acerca de la fisica del problema. Ademas, en los métodos estacionarios
se utiliza una transformada de Fourier generalizada que integra las funciones de onda
sobre espacios de medida infinita y que son periédicas en el tiempo. Otro problema
de los métodos estacionarios es que utilizan de manera fundamental la linealidad del
problema directo, siendo dificil pensar en generalizar el método para resolver problemas
no lineales.

En (1993 [19], 1994 [20], 1995 [21]) V. Enss y R. Weder introdujeron un nuevo méto-
do dependiente del tiempo, en donde se aplican fundamentalmente las propiedades
fisicas de propagacién de las funciones de onda de energia finita para resolver los
problemas inversos en mecanica cuantica, utilizando mas clara y sencillamente la her-
ramienta matemadtica, la cual estd muy relacionada con la intuicién fisica del prob-
lema. Ademaés, a diferencia de los métodos estacionarios, este método puede apli-
carse para la solucién de problemas de dispersién inversa para ecuaciones no lineales
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[46, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62, 63]. En los dltimos anos, el método depen-
diente del tiempo ha tenido varias aplicaciones: para estudiar hamiltonianos con campo
eléctrico y magnético [8]; en la ecuacion de Dirac [34]; en el caso de N cuerpos [20, 21];
en el efecto Aharonov-Bohm [60], [10] y [11]; en el efecto Stark [49]; en potenciales
dependientes del tiempo para la ecuacién de Schrodinger [50] y para la ecuacién de
Dirac [32, 33], entre otras.

1.6. Alcance de la tesis

Este trabajo de tesis, es una resefia del articulo de Weder [49].

La estructura de la tesis es la siguiente: La introduccién da la motivacion fisica
del problema y lo ubica dentro del area especifica de los problemas inversos en teoria
de la dispersién en la mecanica cuantica no relativista. Dando por supuestos la teoria
de la medida y algunas nociones de topologia general a continuaciéon se estudian los
espacios de Hilbert (capitulo 2) necesarios para postular la mecdnica cudntica. En el
capitulo 3 se estudian los grupos de evolucién los cuales permiten dar una descripcién
de la dindmica de un sistema, en particular usando la ecuacién de Schrodinger. Con las
propiedades asintéticas de los grupos de evolucion se prepara el terreno para definir los
operadores de onda para terminar estableciendo el operador de dispersion (capitulos 4 y
5). El capitulo 6 se dedica a generalizar la teoria para la dispersién multicanal, dando
un marco para el problema de N cuerpos. Todo esto permite enunciar el problema
directo de la teoria de la dispersién. Estos capitulos estan basados en los libros de
Amrein, et. al [5] y Amrein [7].

El capitulo 7 muestra la solucién de Weder [49] al problema inverso para el efecto
Stark con un campo eléctrico externo constante, estableciendo la unicidad y la recon-
struccién de los potenciales. Por 1ltimo, en el apéndice se dan bastantes detalles sobre
afirmaciones del articulo de Weder [49].

1.7. Trabajos posteriores a la tesis

Dentro de un proyecto de doctorado, se desea extender los resultados de Weder [49]
para el caso donde el campo eléctrico depende del tiempo.

Para esto se define un hamiltoniano de tipo Stark (relacionado al efecto Stark)
dependiente del tiempo. Un problema abierto es el desarrollar mas la existencia y
completitud para estos hamiltonianos ya que los resultados existentes para dos y N
cuerpos de Weder (1996) [50], Jacob Schach Moller (2000) [36], Koichiro Yokoyama
(1999) [64] y Adachi (2007) [2] son muy restrictivos respecto a la dependencia temporal
tanto del potencial como del campo eléctrico.

También se desea resolver el problema de dispersién inversa para este tipo de Hamil-
tonianos mejorando los resultados ya existentes de Weder (1996) [50] [49], Nicoleau
(2003) [38], (2005) [39] y Adachi (2007) [3] al considerar una dependencia general re-
specto al tiempo del campo eléctrico y de los potenciales.
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Capitulo 2

Espacios de Hilbert y Operadores
Lineales

El objeto matematico basico, el cual es necesario para la descripcion de particulas
en la mecédnica cuantica, es el espacio de Hilbert.

El contenido del capitulo es el siguiente: Se da una breve presentacién de los espacios
LP? en la seccion 2.1. En la seccion 2.2 se introduce el espacio de Hilbert, se discuten
algunas de sus propiedades elementales y se ilustran éstas en los espacios L2. En la
seccion 2-2 se presentan varios resultados simples concernientes a operadores lineales
en el espacio de Hilbert. El enfasis es el de empezar a trabajar con operadores acotados
y autoadjuntos. La seccion 2.7 se dedica a ciertas clases de operadores como son los
llamados compactos, de Hilbert Schmidt y operadores de clase de traza. Finalmente,
en la seccion 2.5, se introduce el producto tensorial y la suma directa de espacios de
Hilbert. Para la redaccién de este capitulo se ha utilizado los libros de Amrein [5] y [7].

2.1. Espacios L?

Brevemente se presentaran algunas definiciones y resultados de la teoria de los
espacios LP. Sea (M;u) un espacio de medida, en otras palabras, sea pu una medida
definida en una o-algebra R de subconjuntos del conjunto M. Si A es un subconjunto
medible de M (i.e. un elemento de R), denotamos por xa la funcién caracteristica de
A, la cudl se define como sigue:

Xa(s) = { (1) z ;2 (2.1)

Para p € [1,00], LP(M;dpu) es el conjunto de todas las clases de equivalencia de
funciones medibles f : M — C que satisfacen || f||, < oo, donde dos funciones se dicen
equivalentes si son iguales p-casi todo punto, y donde || f||, se define como sigue:

1= | [ 17 Paucs) " ip <o (22)
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| flloo := esssup |f(s)]. (2.3)
seM

Aqui ess sup g(s) es el infimo del sup h(s) con h variando sobre todas las funciones
que son iguales a g casi en todo punto. En otras palabras ess sup g(s) es el infimo de
todas las m tales que la medida p(A,,) del conjunto A, = {s € M |g(s) > m} es cero.
Si, por ejemplo, M es el intervalo cerrado M = [a,b], 1 es la medida de Lebesgue y si
f es continua en [a,b], entonces || f|lc = maxzeiop | f(2)].

LP(M;dp) es un espacio lineal normado completo con respecto a la norma || - ||,. Si
feLP(M;dp),g € LP(M;dp) y 1/r =1/p+1/q, entonces f()g(-) € L"(M;dp) y

1Fglle < 1A Npllgllq (2.4)

La desigualdad (2.4) se conoce como la desigualdad de Holder. Los siguientes hechos
acerca de los espacios LP se usan frecuentemente:

Lema 2.1 (a) Si A es un subconjunto medible de M con medida finita, p € [1,00] y
[ € LP(M;du), entonces xa(-)f(-) € L"(M;du) para cada r € [1,p]. (b) Sil <p <
q < 00, entonces LP(M;dp) N LA(M;du) C L™ (M;du) para cada v € [p, ql.

Un importante teorema, el cual permite intercambiar un limite con una integral, es
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Solo la usamos para p = 1:

Teorema 2.2 Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesque
i g,fr € L'(M;dp)(t € R),
it |fi(s)| < g(s) para casi toda s € M y toda t,
iti limy_y, fi(s) = f(s) para casi toda s € M.

Entonces f € L*(M;du) y

lim /M Fi(s)du(s) = /M Fo)dia(s).

t—to

En lugar de usar funciones con valores en C, también podemos considerar funciones
de M a algin espacio normado H, y definir los espacios LP(M, Ho; dpu).

2.2. Espacios de Hilbert

Definicién 2.3 Un espacio de Hilbert H es una coleccion de objetos llamados vectores,
denotados por f,g,..., los cuales satisfacen los siquientes axiomas:

I H es un espacio vectorial lineal con coeficientes complejos.
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I1 Eziste un producto escalar estrictamente positivo en H. Un producto escalar (f,g)
es una funcion de dos vectores f,g € H con valores en los nimeros complejos y
satisface las siguientes condiciones:

(f,9) = (g, f), (2.5)

(f,g+ah) = (f,g9)+a(f,h) para todo complejo «, (2.6)
£l = (f, )Y* > 0 a menos que f = 6. (2.7)

IIT El espacio H es completo en la norma definida por (2.7): Siempre que {f,} sea
una sucesion de Cauchy en el sentido de que || f, — fm| — 0 cuando n,m — oo,
eziste un vector f € H tal que || f, — f|| = 0 cuando n,m — oo.

IV El espacio H es separable. Esto significa que existe una sucesion {f,} € H con la
propiedad de ser densa en H. Un conjunto D es denso en H si para toda f € H
y cualquier n > 0 eziste algin elemento f, en D tal que ||f — f,|] <.

Pese a que existen espacios de Hilbert no separables, en este trabajo siempre hare-
mos usos de espacios separables y por eso lo hemos integrado en la definicion.

Antes de introducir los espacios L? como ejemplos concretos de espacios de Hilbert,
se dan algunas definiciones adicionales y algunas relaciones elementales que se siguen
de los siguientes axiomas.

Proposicién 2.4 Desigualdad de Schwarz. Para todas f,g en H
I(F Dl <1 fI lgll- (2.8)

Una consecuencia de (2.8) es la desigualdad de Minkowsky también llamada de-
sigualdad del triangulo:

Proposicién 2.5 Desigualdad de Minkowsky. Para todas f,g en H

1f+ gl < 171+ Mlgll- (2.9)

La desigualdad del triangulo junto con los axiomas I y II implican que un espacio
de Hilbert es un espacio normado.

Debido a que los vectores de H se pueden interpretar como estados puros de un
sistema fisico, dos estados f y g seran practicamente indistinguibles si || f — g|| es muy
pequeno. Por esta razén examinaremos las propiedades de convergencia de sucesiones

{fn} de elementos de .

Definicién 2.6 La convergencia de una sucesion de vectores en la norma || - || ya ha
sido usada en la formulacion del axioma II1. En la teoria de los espacios de Hilbert ésta
se llama convergencia fuerte. En este caso, escribimos s-lim f, = f cuando n — oco. El
limate fuerte f es unico.
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Una condicién necesaria y suficiente para la convergencia fuerte es que la sucesion
sea de Cauchy en el sentido definido en el axioma III.

Definicién 2.7 La convergencia en H por medio del producto escalar se llama conver-
gencia débil. Una sucesion {f,} converge débilmente a un limite f si para cada g € H
la sucesion de productos escalares {(fn, g)} converge a {(f,g)}. En tal caso, escribimos
w-lim f, = f cuando n — oco. El limite débil f es unico.

La convergencia fuerte implica la convergencia débil, pero el reciproco no es ver-
dadero. De hecho se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.8 s-lim f,, = f si y sdlo si w-lim f,, = f y lim || .|| = || f||-

Ahora introduzcamos la nocién de ortogonalidad y de conjuntos mutuamente or-
togonales.

Definicién 2.9 Dos vectores fy g se dicen ortogonales entre si si (f,g) = 0.

Definicién 2.10 Dos subconjuntos My y My de H son mutuamente ortogonales si
(f1, f2) = 0 para todos f1 € My y fo € M.

Una importante relacién concerniente a vectores mutuamente ortogonales es el sigu-
iente:

Teorema 2.11 Teorema de Pitdgoras.
. 2 - . S,
| Zle = Z | f:lI? si (fi, f;) = O para todas i # j. (2.10)
i=1 i=1

Definicién 2.12 Una sucesion ortonormal de vectores {h;} se caracteriza por la propiedad
(hi,hj) :52‘]', donde (51'3‘ =1 SZZ:] y5w =0 8227&]

Proposicién 2.13 Desigualdad de Bessel. Sea {h;} una sucesion ortonormal de vec-
tores en H entonces para toda f € H:

Z [(ha, I < IIFII® (2.11)

Definicién 2.14 Una sucesion ortonormal de vectores {e;} es una base ortonormal
de H si el conjunto de las combinaciones lineales de vectores que pertenecen a {e;} es
densa en J.

En un espacio de Hilbert separable, una base ortonormal siempre es un conjunto
numerable. La existencia de una base ortonormal puede establecerse al escoger un
subconjunto de vectores linealmente independientes de un conjunto denso numerable
D y aplicandole el proceso de ortogonalizaciéon de Schmidt.
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Definicién 2.15 La dimension de un espacio de Hilbert es igual al nimero N de vec-
tores de una base ortonormal.

Se puede demostrar que el nimero N anterior no depende de la eleccién de algu-
na base particular, en consecuencia, la dimension de un espacio de Hilbert esta bien
definida. Los axiomas de espacio de Hilbert aplican tanto para espacios de dimensién
finita como dimension infinita. Sin embargo, en el caso de dimensién finita, los axiomas
ITI y TV son consecuencia de los axiomas I y II; ademas, la convergencia fuerte coincide
con la convergencia débil.

Teorema 2.16 Relacion de Parseval. Si {e;} es una base ortonormal de vectores de

HyfeH
AP =" I(es P (2.12)
i=1

La relacién anterior implica que toda f € H puede expresarse como el limite fuerte
de la sucesién de vectores {f,}, donde f,, = >"7" (e, f)e;.

Proposicién 2.17 Sea D un conjunto denso en H y f € H. Si (f,g) = 0 para toda
g € D, entonces f = 0.

Definicién 2.18 Una variedad lineal es un subconjunto M de I que satisface el ax-
ioma I pero no necesariamente el axioma I (M siempre satisfard los aziomas II y 1V,
debido a que es un subconjunto de H). Un subconjunto de H que satisface los cuatro
axiomas se llama un subespacio.

Un importante ejemplo de variedad lineal cerrada (i.e. un subespacio) esta dado en
la siguiente definicién.

Definicién 2.19 El complemento ortogonal N+ de un subconjunto N de 3 es el con-
gunto de todos los vectores f € H tales que (f,g) =0 para toda g € N.

Hay que notar el siguiente hecho conocido como:

Teorema 2.20 Teorema de Proyeccion. Si M es subespacio y M+ es su complemento
ortogonal, entonces todo vector f en H tiene una unica descomposicion f = fi1+ fo con

fhieMy fe M-

Una simple, pero muy importante consecuencia es la siguiente:

Proposicién 2.21 Criterio de Densidad. Si M es una variedad lineal tal que el inico
vector de H es que es ortogonal a M es el vector 0, entonces M es denso en H.

A continuacién se define el concepto de funcional lineal acotado.
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Definicién 2.22 Un funcional lineal acotado en un espacio de Hilbert H, es una fun-
cton lineal ® de H en C, la cudl es acotada con respecto a la norma en H, i.e.,

@)

|®|| = sup < o0
120 | f]l

Si g es un vector fijo en H, podemos definir un funcional lineal acotado ®, en H
dado por ®4(f) = (g, f). Reciprocamente tenemos el, muy famoso, resultado conocido
COmo:

Teorema 2.23 Teorema de Representacion de Riesz. Sea ® : H — C un funcional
lineal acotado. Entonces existe un vector g € H univocamente determinado tal que

®y(f) = (9. f) para toda f € I, y ||®|| = |g]|.

A continuacién se presenta uno de los ejemplos concretos de espacios de Hilbert
m4s ttiles: El conjunto de las funciones en L?*(R™) forman un espacio vectorial lineal
si definimos la suma y multiplicacién por escalares como sigue:

(fr + f2)(7) = [1(Z) + [2(2), (f)(Z) = o f (2).

El producto escalar entre dos funciones esta definida por

(f,9)= | [f@)9(z)d"2.
R’VL
Esta integral puede demostrarse que es finita por la desigualdad de Holder.

El espacio de Hilbert L*(R™) no consiste de funciones individuales por si mismas,
en cambio, de clases de equivalencia de funciones. Dos funciones se definen equivalentes
si difieren sélo en un conjunto de medida cero. En la mayoria de los casos es posible
transferir todas las operaciones en el espacio de Hilbert L?(R") a funciones individ-
uales. Sin embargo, existen situaciones donde la distincion entre clases de equivalencia
y funciones es esencial y debe ser tomada en cuenta.

La completez de L?(R™) es un resultado cldsico del anélisis conocido como el teorema
de Riesz-Fischer. La separabilidad también puede demostrarse.

2.3. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Definicién 2.24 Un operador lineal en un espacio de Hilbert H es una transformacion
lineal entre vectores de J{.

Ejemplos de transformaciones lineales son la transformada de Fourier F en L?(R")
la cudl fue definida para todos los vectores que estan en el conjunto denso S(R") y el
cudl es lineal.
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Un operador lineal se define dando su dominio, i.e. una variedad lineal D(A) en H,
y una funcién lineal A de D(A) en H. La siguiente notacién es muy usada: Si M es
un subconjunto de D(A), entonces AM es el conjunto de todos los vectores f en 3 tal
que f = Ag para alguna g en M. El conjunto AD(A) se le conoce como el rango del
operador A.

Dos operadores lineales A y B son iguales si y sélo si D(A)=D(B) y Af = Bf para
toda f € D(A).

Definicién 2.25 Un operador lineal A’ se le llama una extension de A si D(A) C
D(A") y A'f = Af para toda f € D(A). En tal caso escribimos A C A’. Uno puede
llamar a A la restriccion de A’ en D(A). Un operador lineal usualmente lo llamaremos
un operador.

Definicién 2.26 Sea A un operador en H. Decimos que A es cerrable si se cumple la
siguiente condicion: Siempre que {f,} y {f,} sean dos sucesiones de Cauchy en D(A)
que convergen fuertemente al mismo limite f, y tanto {Af,} como {Af]} también son
Cauchy, entonces s-lim Af, y s-lim A’ f,, son iguales.

Como A es lineal, tenemos la siguiente equivalencia:

Proposicién 2.27 Un operador es cerrable si y sdlo si siempre que {f,} € D(A), f, —
0y Af, es fuertemente Cauchy, entonces Af, — 0.

Una manera muy natural de definir una extension A de un operador A es la sigu-
iente:

Definicién 2.28 Si un operador A es cerrable definimos la cerradura A del operador
A cuyo dominio es D(A). Decimos que f € D(A) si f es el limite fuerte de una sucesion
de Cauchy {f.} de elementos en D(A) tal que {Af,} también es de Cauchy y converge

fuertemente a g. Definimos Af = g. La cerradura estd bien definida por ser A cerrable.

Si un operador A es cerrable, entonces su cerradura A es su extensién cerrada més
pequeiia, i.e. si A’ es una extensién arbitraria cerrada de A, entonces A C A’.

Una clase de operadores cerrables muy importante es la clase de los operadores
acotados.

Definicién 2.29 Se dice que un operador lineal A es acotado si existe un niumero
M < oo tal que ||Af]| < M| f]| para toda f € D(A). Si no existe tal M, A se dice no

acotado. Para A acotado uno define su norma ||A|l como

A= sy 1A

. (2.13)
ren(ay.rzo |If]l

Denotamos por B(H) al conjunto de todos los operadores acotados A en H para los

cuales D(A) =H
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En consecuencia se tiene que para f € D(A):
FASIF< AT (2.14)

esto tiene como consecuencia el siguiente resultado muy importante en la teoria de
dispersion.

Proposicién 2.30 Si A es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H,
entonces tiene un nica extension acotada A en el subespacio generado por D(A) (i.e.
la cerradura D(A) de D(A)). A es cerrado, y ||A|| = ||All. En particular, si D(A) es
denso en H, entonces D(A) = K.

Definiremos el concepto de operador adjunto A* de un operador lineal A.

Definicién 2.31 Supongamos que D(A) es denso en H. Primero definamos el dominio
D(A*): Un vector g € H pertenece a D(A*) si existe un vector g* € H tal que

(9, Af)= (9", f)  VfeDA). (2.15)

*

La funcion A* se define entonces como A*g = g*.
La ecuacion (2.15) puede reescribirse de la siguiente manera:

(9, Af) = (A9, f)  VfeD(A),ge DA). (2.16)

Puede demostrarse que A* estd bien definido, i.e. el vector g* en (2.15) es tnico.
Claramente A* es lineal. Algunas de las propiedades del operador adjunto de un oper-
ador lineal son las siguientes:

(a) El adjunto de un operador lineal A siempre es un operador cerrado.

(b) Si A es cerrable y D(A) es denso, entonces

A* = (A)* = A*, (2.17)

Si D(A*) también es denso en H, entonces A** = (A*)* existe. Tenemos el siguiente
resultado:

Proposicién 2.32 Sea A un operador lineal tal que D(A) y D(A*) son densos en 3.
Entonces A es cerrable y A = A**.

Definicién 2.33 A es simétrico si D(A) es denso en H y A C A* (i.e. si D(A) C
D(A*) y A*f = Af para cada f € D(A)).

La condicién A C A* también puede escribirse como:

(Af,q) = (f, Ag) para todo f,g € D(A). (2.18)
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Definicién 2.34 A es autoadjunto si D(A) es denso en H y A = A* (i.e. si D(A) =
D(A*) y A*f = Af para cada f € D(A)).

Claramente todo operador autoadjunto es simétrico. Si A es acotado y D(A) = H,
entonces A es simétrico si y sélo si es autoadjunto. Si A no es acotado, la condicion
de que A sea autoadjunto es una condicién muy fuerte, ya que requiere que D(A*)
sea exactamente igual a D(A). La condicién (2.18), la cuédl es facil de verificar en las
aplicaciones, no es suficiente para que A sea autoadjunto.

Definicién 2.35 Un operador simétrico A se dice esencialmente autoadjunto si A es
autoadjunto.

Una definicién equivalente de autoadjuntez esencial es que A* = A**. Un oper-
ador esencialmente autoadjunto tiene una y sélo una extensién autoadjunta. La nocién
de autoadjuntez esencial es importante debido a que en las aplicaciones a menudo se
proporciona un operador simétrico no cerrado. Si se muestra que tal operador es esen-
cialmente autoadjunto, se sigue que determina un tnico operador autoadjunto.

Cada operador autoadjunto induce de manera natural una descomposicion del es-
pacio de Hilbert subyacente JH{ en una suma directa de dos subespacios ortogonales.

Definicién 2.36 Sea A un operador sobre H. Definamos H,(A) como el subespacio
generado por todos los vectores propios de A, i.e., la cerradura de la variedad lineal
de todas las combinaciones lineales finitas de vectores propios de A. Alternativamene,
H,(A) es la suma directa de todos los eigenespacios de A: H,(A) =PM;, =P N(A—
Ai), donde {\;} son los valores propios de A.

Definicién 2.37 Definimos H.(A) como el complemento ortogonal de H,(A).
Vemos que H es la suma directa de 3(,(A) y FH.(A):

H=3,(A) & H.(A). (2.19)
Asi cada vector f en H tiene una tnica descomposicién como

f=he/ (2.20)

con f, € Hy(A), f. € H(A) v (fp, fc) = 0. Los indices p y ¢ son abreviaciones de
"espectro puntual” y "espectro continuo”. Si H(,(A) = H,H.(A) = {0}, se dice que
A tiene un espectro puramente puntual. Un ejemplo es el Hamiltoniano del oscilador
arménico A = P? + Q% en L*(R"). Si, por el contrario, H,(A) = {0}, H.(A) = K, se
dice que A tiene un espectro puramente continuo. Un ejemplo es el Hamiltoniano libre
Hy = P? de la mecénica cuantica no relativista.

Proposicién 2.38 Sea A un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Sean
A, y A. las restricciones de A a D(A) N H,(A) y D(A) N H.(A), respectivamente.
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Entonces A, deja H,(A) invariante y A, deja H.(A) invariante. Podemos, por lo tan-
to, ver A, como un operador en H,(A) y A, como un operador en H.(A). Con esta
convencion, A, y A. son operadores autoadjuntos en H,(A) y H.(A), respectivamente,
y podemos escribir, en la descomposicion (2.19) de H:

A=A, & A, (2.21)

Definicién 2.39 Sea A un operador lineal cerrado. El nimero complejo z se llama un
punto reqular de A si

(i) (A— zI) es invertible,
(ii) D((A—2I)") = 91,
(iii) (A — 2I)~' es acotado.

En otras palabras si (A—2I)7" existe y estd en B(H). El conjunto de todos los puntos
requlares se llama el conjunto resolvente de A y es denotado por p(A).

El complemento o(A) de p(A) en C se llama el espectro de A:
o(A) := C\p(4)

El espectro del operador A, se llama el espectro puntual o,(A) de A y el espectro de
A, el espectro continuo o.(A) de A. Asi, por definicién,

op(A) = 0(4p),  0c(A) =0o(A).
Proposicién 2.40 Sea A= A* yz=x+1iy conx,y € R yy # 0 entonces z € p(A).

Si A es un valor propio de A, N(A — \) es un subespacio no vacio de 3, en conse-
cuencia A — Al no es invertible. Si A no es un valor propio pero pertenece al espectro
continuo de A, entonces A — \I es invertible pero D((A—\I)™!) es sélo un subconjunto
denso propio de H.

Definicién 2.41 Sea A un operador cerrado. Entonces la funcion operador valuada:

2 (A—2zI)71 de p(A) a B(H) se llama el resolvente de A.

Proposicién 2.42 Sea A un operador cerrado y z, z1, zo € p(A). Entonces
(a) (A—2I)"" envia H sobre D(A) y

A(A—2I)7Vf = (A= 2I)'Af,Yf € D(A).

(b) La siguiente identidad, llamada la primera ecuacion resolvente se cumple:

(A — 21[)71 — (A — 2’2[)71 = (Zl — ZQ)(A — Zl>71(A — 22)71
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(c) (A= 2 1)"HA = 20)™ = (A — D) YA — 1), i.e. el resolvente en el punto

z1 € p(A) conmuta con el resolvente en cualquier otro punto zo € p(A).

Proposicién 2.43 Sea A un operador cerrado. Entonces:

(a) La transformacion z — (A — zI)™! es continua en la norma del operador sobre
p(A) ={z: (A—zI)"" emiste y estd en B(H)} d.e. u-lim,, ., . . epa) [|(A—2)"1 =
(A—z)7H =0

(b) El resolvente es diferenciable en la norma del operador y

diz<A —2D)7t = u— Zlfinz(zl —2) A —-2) = (A—2)7Y
= (A—zD)?

Definicién 2.44 Sea A un conjunto abierto en R™ y a: A — C una funcion medible.
El operador de multiplicacion A asociado con a es el siguiente operador lineal en L?(A):

D(A) = {f € I*(A) /A la(@)?|f () P < oo} y

(Af)(Z) = a(x)f(Z) para cada f € D(A).
Claramente D(A) es el dominio maximal en el cual la multiplicacién por a(z) tiene

sentido.

Proposicién 2.45 Sea a : A — R medible y |a(Z)| < oo casi en todo punto. Entonces
el operador de multiplicacion asociado en un operador autoadjunto en L*(A).

Proposicién 2.46 Sea A el operador de multiplicacion asociado con una funcion a :
A — C. Entonces A estd en B(L*(A)) si y s6lo si ||alle < 00 en cuyo caso

1A= llalloo- (2.22)

Definicién 2.47 Una proyeccion ortogonal (una proyeccion, brevemente) es un oper-
ador lineal E que satisface D(E) = H y

E*=FE=F" (2.23)

FEstablecemos
M(E) = {f € HIEf = f). (2.24)

Es facil ver que M(FE) es un subespacio. Ademés, si ¢ L M(FE), tenemos que para
cualquier h € H

(Eg,h) = (g, E"h) = (g, Eh). (2.25)

Ahora E?h = Eh, en consecuencia Fh € M(E), de tal manera que (2.25) implica

que (Eg,h) = 0. En consecuencia Eg = 0 por la proposicién 2.17. Esto demuestra que
E no es otra cosa que la operacién de proyeccién ortogonal de H sobre M (FE).
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Una isometria (u operacion isométrica) es un operador lineal € en B(H) que satis-

face
Q0 =1. (2.26)

Proposicién 2.48 Sea () una isometria. Entonces

(a) Q preserva los productos escalares:

(f,Qg) = (f, 9) para todo f,g € H. (2.27)
En particular

1Q2f1] = I f]| para todo f € H. (2.28)

b) |2 = 1.
c) QQF es una proyeccion, y M (QQ*) = R(Q).
d) Q es invertible.
e) V' =Q7'fsi fER), and V' f=0si f L R(Q).

A~~~ I/~ I/~

La proposicién precedente demuestra que un operador isométrico €2 envia el espacio
de Hilbert H sobre un subespacio M (2€2*) mientras preserva la longitud de los vectores
y los dngulos entre vectores. Un caso especial es el operador unitario U para los cuales
M(UU*) = H. Asi U es unitario si es isométrico y F' = UU* = [; en otras palabras U
es unitario si

UU=1 y UU* =1 (2.29)

En este caso U* = U~! en todos de H
Una generalizacién de la nociéon de una isometria es la isometria parcial. Un oper-
ador Q € B(H) se llama una isometria parcial si

00 =F, (2.30)

donde E es una proyecciéon. Algunas propiedades de las isometrias parciales son dadas
en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.49 Sea ) una isometria parcial. Entonces

(a)
OF =, (2.31)

(0)
(Qf,Qg)=(Ef,Eg) VfgeMX, (2.32)

(¢) ||| =1 a menos que E =0,
(d) QQ* es una proyeccion, y M(QQ*) = R(Q).
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2.4. Transformada de Fourier
La transformada de Fourier es un elemento central dentro de la mecanica cudntica.

Definicién 2.50 Denotamos por C3°(R™) como el conjunto de todas las funciones
infinitamente diferenciables f : R" — C cada una de las cuales es identicamente cero
fuera de algun conjunto de soporte compacto de R™. Finalmente, si I' C R™ es cerrado
y con medida de Lebesgue cero, denotamos por C$°(R™\I') al conjunto de todas las
funciones en C§°(R™) cuyo soporte estd contenido en R™\TI

Para definir la transformada de Fourier, aparte de las funciones infinitamente difer-
enciables, necesitamos definir las funciones de decrecimiento rapido.

Definicién 2.51 Una funcién f pertenece a S(R™) si es infinitamente diferenciable y
si para cada tupla de 2n coordenadas de enteros no negativos {Jji, ..., Jn, M1, .., My}

se tiene que
J1 Jn
sup |z - xlt —————————— f (21, ..., 1, | < 00.
TERN " OxM - Qzmn T
A tales funciones también se les llama de decrecimiento rapido. Un ejemplo es la
<, —x2
funcién e™*".

Definicién 2.52 Si f € S(R"), podemos definir una nueva funcién f : R* — C por
medio de la formula

flk) = (2m) 2 / d"ve 7 f(7), (keR") (2.33)
Tenemos las siguientes propiedades de Cg°(R" \ I') y S(R™).
Lema 2.53 (a) S(R") es denso en LP(R™),1 < p < c0.
(b) S(R™) es invariante bajo transformadas de Fourier.

Lema 2.54 Sea I' C R™ cerrado y con medida de Lebesgue cero, entonces el conjun-
to Cg°(R™ I') es denso en LP(R™),1 < p < oo. En particular C§°(R™) es denso en
LP(R™),1 < p < oo.

El resultado del lema 2.53 todavia se puede hacer mas fuerte. De hecho la transfor-
mada de Fourier es una transformacién de S(R™) en S(R™). Esto puede verse definiendo
la transformada inversa de Fourier en S(R™) por

f(z) = (2m) "2 / d"ke™? f(F),  fe SR (2.34)

La ecuacion (2.34) define la inversa de (2.33). De aqui en adelante, denotaremos la

transformacién f — f por F. Entonces tenemos que f = F~'f = f. En las siguiente
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seccién se extenderdn F y F~! sobre todo el espacio L*(IR™) entero.

Tenemos que tanto F como F~! son isométricos en S(R™), i.e.
IFl=1A= 141 fes®), (2.35)
(F.9)=(f9=(f9)  fgesSR, (2.36)

Aunque el conjunto {f|f € L*(R™")} es de nuevo L*(R"), es conveniente distinguir
estas dos representaciones de L*(R"), debido a que las variables Z y k tienes diferentes
interpretaciones en la mecanica cuantica. La multiplicacién de f(Z) por z; corresponde
a la i-ésima componente del operador de posicién, y la multiplicacion de f (k) por k; cor-

responde a la i-ésima componente del operador de momento. Por lo tanto, denotaremos
el conjunto de funciones {f|f € L2(R™)} por L*(R") y el conjunto {f|f € L*(R")} de
sus transformadas de Fourier por L?(R™). En otras palabras, no consideramos L?(R™)
como un espacio abstracto sino como el conjunto de las funciones de onda mecanico
cuanticas cuadrado integrables definidas en el espacio de configuracién n dimensional.

Se puede aplicar la proposicién 2.30 para probar que la transformada de Fourier &
definida en D(F) = S(R") con norma igual a 1. En consecuencia F puede extenderse a
un operador acotado de norma 1 definido en todo L*(R"). Para funciones que también
estdn en L'(R™) N L?(R") la transformada de fourier también estd definida por (2.33).
Para una funcién f en L?(R") arbitraria uno tiene que definir Ff como Ff = s-lim Ff,,
cuando m — oo, donde f,, € L*(R") N L*(R") y f,, — f. Similarmente ¥~ puede
extenderse a todo L*(R™) y de nuevo se denotar4 esta extensién por F~1. Una aplicacién
de la proposicién 2.30 implica que FF 1 = F1F = I en todo L*(R").

Ahora veamos algunos ejemplos muy importantes en la mecanica cuantica.

Ejemplo 2.55 Q,,,(m =1,...,n) el operador de multiplicacién por x,, en L*(R"):
(Qmf)(T) = 2 f(T) (2.37)

Se llama la m-ésima componente del operador de posicion en la mecdnica cudntica.

Ejemplo 2.56 P,,,(m =1,...,n) el operador de multiplicacion por k,, en L2(R"):
(FPnf) (k) = K f () (2.38)

A P, se le llama la m-ésima componente del operador de momento.

Ejemplo 2.57 Denotamos por Hy el operador de multiplicacion por |k2| en L*(R™):

(FHof) (k) = [k~ f(F). (2.39)

Este operador se llama el Hamiltoniano libre de Schrodinger en la mecanica cuanti-
ca.

Hy=P>=Y P2 (2.40)
m=1
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Ejemplo 2.58 Siv:R"™ — R es cualquier funcion medible la cudl es finita en casi todo
punto entonces determina un operador de multiplicacién V en L?*(R™). Usaremos las
letras v y V' para tales operadores cuando tengamos en mente el operador de interaccion
de una particula cudntica no relativista, y la funcion v serd llamada un potencial.

El Hamiltoniano para una particula que se mueve bajo la influencia de un potencial
v formalmente estda dado por H = Hy + V.

Proposicién 2.59 (a) Hy es un operador positivo no acotado, su espectro es [0, 00)
y es puramente continuo. En particular 3(,(Hy) = {0}, H.(Hy) = H.

(b) D(Hy) estd contenido en D(Py,), y P, (Ho — zI)™" pertenece a B(H) para cada
complejo z fuera de [0, 00).

(¢) El resolvente de Hy es el operador de multiplicacion de L*(R™) por (k? — z)~*.

En la siguiente proposicién, usamos el conjunto S(R™) de funciones infinitamente
diferenciables de decrecimiento rapido.

Proposicién 2.60 (a) Si f € S(R"), entonces f € D(Hy) y
(Hof)(7) = =(A)(7@), (2.41)
donde A\ := 3" _ 8%/0z2, es el Laplaciano.
(b) (Ho+ I) transforma S(R™) de manera sobreyectiva en S(R™).

(¢) La restriccion Hy de Hy en S(R™) es esencialmente autoadjunta, y H = Hy.

Nota 2.61 Ezisten otras subvariedades lineales de D(Hy) sobre las cudles, Hy es es-
encialmente autoadjunto. Mencionamos dos de esas subvariedades:

(a) El conjunto C3°(R™) de todas las funciones infinitamente diferenciables de soporte
compacto.

(b) El conjunto é’g"(R”) de todas las funciones f : R — C cuya transformada de
Fourier f infinitamente diferenciables de soporte compacto.

2.5. Teoria de Perturbaciones. Hamiltonianos de -
Schrodinger

En la presente seccion se dan condiciones sobre el potencial v el cual permita con-
siderar el operador V como una ”pequena’perturbacién de Hy, de tal manera que el
operador suma Hy + V sea autoadjunto. Claramente una condicién suficiente es que
|v]|oo < 00, gracias a que V' € B(H). Sin embargo, es importante tratar también po-
tenciales no acotados, debido a que estos potenciales aparecen en la mecanica cuantica,
por ejemplo el potencial de Coulomb.
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Primero damos unos resultados abstractos, los cuales seran aplicados a los oper-
adores de Schrodinger. Si A y B son autoadjuntos y al menos uno de ellos es acotado,
digamos B, entonces A + B es autoadjunto con D(A + B) = D(A). Si tanto A y B
son no acotados pero D(A + B) = D(A) N D(B) es denso en H, entonces A + B es
simétrico pero en general no es autoadjunto ni esencialmente autoadjunto.

A continuacién introducimos el concepto de acotamiento relativo el cual permite
comparar dos operadores no acotados.

Definicién 2.62 Sean A y B operadores lineales. Decimos que B es A-acotado si
(a) D(A) C D(B),
(b) Ezxisten dos nimeros 3 y~y en [0,00) tales que

IBFI < BIASI+AIFIL Vf e D(A) (2.42)

El infimo de todos los nimeros 3 para los cuales (2.42) es verdadera se llama la A cota
de B.

Nota 2.63 El nimero v en (2.42) puede ser diferente para diferentes valores . La A
cota de B se determina unicamente considerando todos los posibles valores de [3.

Lema 2.64 Suponga que A = A*.
(i) Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

(a) B es A acotado.
(b) B(A—2I)"t € B(H) para alguna z € p(A).
(¢c) D(A)C D(B) y
IBfI* < BRIASIP+5l P VS e DA, (2.43)
donde By, v son nimeros en [0, 00).

La A cota de B también es igual al infimo de todos los niumeros By para los cudles
(2.43) se cumple.

(ii) Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(d) B es A acotada con A cota v < 1.
(e) Emiste un nimero z € p(A) tales que |B(A —2I)7'|| < 1.

Proposicién 2.65 Si B es A acotado, entonces B(A — 2I)™! € B(H) para cada z €
p(A).
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Proposicién 2.66 Teorema Kato-Rellich. Sea A autoadjunto, B simétrico y A aco-
tado con A cota v < 1. Entonces A+B es autoadjunto en D(A). Ademds, si A es
acotado por abajo, también lo es A+B. (A se dice acotado por debajo si A+ >0, o
equivalentemente si (—oo, ) € p(A), para alguna p € R.)

Proposicién 2.67 Bajo las hipdtesis de la proposicion 2.66, B es (A+B) acotado.
Ademdas, se tiene la sequnda ecuacion resolvente para cada z € p(A) N p(A+ B):

(A+B-2" = (A-2)'—(A-2)"'"B(A+B—-2)"
= (A-2)'—(A+B-2)"'B(A-2)" (2.44)

Ejemplo 2.68 Sea A = A*,B = B* y B € B(H). Entonces sabemos que A+B es
autoadjunto en D(A). Esto resulta, por supuesto, también de la proposicion 2.66. De

hecho, B es A acotado con A cota v =0, debido a que podemos poner = 0,~v = ||B||
en (2.42)

Ejemplo 2.69 Sea A = A* no acotado, y sea B = —AXA con X\ > 0. Entonces
IBfll < MAS|,Yf € D(A), en consecuencia B es A acotado con A cota \. Si
A< 1,A+ B = (1 —MNA el cual es autoadjunto. Por otra parte, si A = 1, A+B
es la restriccion del operador cero con dominio H. Esto muestra que la hipotesis v < 1
no puede debilitarse en la proposicion 2.66 (Siv =1, uno puede mostrar, sin embargo,
que A+B es esencialmente autoadjunto).

Ahora aplicaremos la proposicién 2.66 a los operadores de Schrodinger en L2 (R™).
Iniciamos con una estimacion auxiliar.

Lema 2.70 Sea D = L*(R"). Sea 2 < p < oo y sean ¢, € LP(R"™). Denote por ¢( P)

el operador de multiplicacion por ¢(k) en L*(R™), y defina Apy = ¢(P)Y(Q), Byy
0, )

»(Q)d(P). Entonces las cerraduras de Agy y Bgy estdn en B(L*(R™)

[Agull < llelnll¢lly (2.45)
1Bsull < 11ollpll¢ [l (2.46)

Introducimos una clase de potenciales a menudo usaremos en este trabajo. Una
funciéon medible v : R® — R se dird de clase v, si puede ser escrita como v = vy + v
con vy € L®(R") y vy € LP(R™) para alguna p que satisfaga p > 2y p > n/2.

Ejemplos:

1. Pozo cuadrado o barrera:

v = llsa
- 7| > a,

donde Vy € R, podemos tomar V; =V, Vo =00V, =0,V =V.
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2. Potencial de Yukawa:
V(z) = o|z| exp(—pl|z|)

cona € Ry pu>0.Sin=3uno puede tomar V; =0,V =V y p=2.

3. Potencial de Coulomb:
V(z)=alz|™', a€R

Aqui se toma:

Vl(f)Z{g(j) : E Va(z) =V(z) — Vi(@),p =2

Proposicién 2.71 Sea H = L?*(R"), n = 1,2,... Sea v € vy. Entonces D(H,) C
D(V), V es Hy acotada con Hy cota V=0, y V(Hy— z)~' € B(H),Vz € p(Hy).

Proposiciéon 2.72 Bajo las suposiciones de la proposicion 2.71 H = Hy+ V' es au-
toadjunto y acotado por abajo.

Lema 2.73 Sea H = L*(R"™). Suponga que v,w € vy, sea H = Hy + V y denote
por W el opemdor de multiplicacion por w(zx). Entonces, para z € p(H), el operador
W(H — 2)™' y la cerradura de (H — z)™'W pertenecen a B(H).

2.6. Operadores de Schrodinger con potenciales sin-
gulares

Consideramos Hamiltonianos con potenciales singulares. Estos puntos pueden ser
singulares en el infinito o tener singularidades locales mucho mas fuertes que aquellas
permitidas por la proposicién 2.71. Por ejemplo: v(Z) = a|Z| %, k € N.

Supongamos que las singularidades locales del potencial se restringen al conjunto
" el cual es un conjunto cerrado de medida cero donde los potenciales (de valor real)

satisfacen que
vell

loc

(R"\I'), conp>2,p>n/2. (2.47)

Esto significa que R™\I" es un conjunto abierto y que, para cada compacto A de
R™\T,

/ |v(Z)|Pd" "z < oo, (2.48)
A
o equivalentemente que

/ |p(Z)v(Z)[Pd"x < oo para cada ¢ € Cg°(R™\I). (2.49)

Para definir H, primero introducimos el asi llamado operador minimal H como
sigue:

D(H) = CFRND),  Hf(7) = —Af(#) +v(@) /(7). (2.50)
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Claramente —Af(z) = (Hof)(z) estd en L*(R™).
Para ver que vf € L*(R"), escoja una funcién ¢ € C5°(R™\I') tal que ¢(7)f(z) =
f(z),vZ. Entonces

Vi = VoQ)f
= Vo(Q)(Ho+ 1) "(Ho+1)f

el cudl estd en L2(R"), debido a que f € D(Hy) v Vé(Q)(Hy + 1)71 € B(L*(R"))
y por el hecho de que V¢(Q) es Hy acotado. Como v es de valor real y C5°(R™\I')
es denso en R"\T', H es un operador simétrico. Puede mostrarse que siempre tiene
extensiones autoadjuntas. En general H no es esencialmente autoadjunto y puede tener
una infinidad no numerable de extensiones autoadjuntas. En lo que sigue H sera una
extension autoadjunta arbitraria de H.

Vimos en la proposicién 2.72 que, si v € LP(R™) con p > 2,p > n/2, entonces
H = Hy+ V es autoadjunto con D(Hy) = D(H). En analogia, se espera que, si
v € L (R™\I') con p como antes, los dominios de una extensién autoadjunta H y
de Hj deberfan ser los mismos localmente en R™\I'. En términos matemaéticos esto
se representarfa como sigue: Si f € D(H), entonces ¢(Q)f € D(H,) para cada ¢ €
C(R™MTI), y si g € D(Hy), entonces ¢(Q)g € D(H) para cada ¢ € CP(R™\I).
Ademds, si v estd en LP cerca del infinito, deberia ser necesario requerir que ¢(z) = 0
cerca del infinito.

Proposicién 2.74 Sea v € LY (R™\I') con p > 2, p > n/2. Sea H una extension
autoadjunta de H y sea ¢ € C>®(R™) tal que ¢, grad ¢ y A¢ estin en L>®(R™) y
vp = wy + wy con wy € LP(R"),wy € LIYR™) con q > 2,9 > n/2 (i.e. v € vp).
Entonces, para cada z € p(Hy), HH(Q)(Ho—2)"t € B(H). Ademds HH(Q)(Ho—2)"! =

Hop(Q)(Ho — 2) ™' + Vo(Q)(Ho — 2)~".

Si v es singular en I', ¢ debe ser cero en una vecindad de I'. Similarmente, si v es
singular en el infinito, ¢ debe ser cero cerca del infinito (al menos en una vecindad
de aquellas direcciones a lo largo de la cual v tiene singularidades). Por otra parte, si
v = vy + vy cerca del infinito con v; € L>®, vy € LI, entonces ¢ no necesita tender a
cero en el infinito pero debe permanecer acotado alli.

Lema 2.75 Sea w € LP(R"), con p > 2,p > n/2. Sean a,b > 0 tales que a +b >
n/(2p). Entonces la cerradura de (Hy + I)™w(Q)(Hy + I)7° estd en B(L*(R™)).

Proposicién 2.76 Sea H = L*(R"),v € L} (R™\T') con p > 2,p > n/2, y sea H
una extension autoadjunta de H. Entonces Ho(Q)(H — z)~! € B(L?(R")) para cada

¢ € CPRI) y cada z € p(H).

Para demostrar la proposicién 2.76 se define ® = #(Q). Observe que ®* = ¢(Q),
donde ¢(Z) = ¢(Z).

Corolario 2.77 Suponga las hipdtesis de la proposicion 2.76. Sea f € D(I:I*) ¢ €
Co°(R™T). Entonces ¢(Q)f € D(Ho)ND(H)ND(V) y HH(Q) [ = Hop(Q )f+V¢( )



34 Espacios de Hilbert y Operadores Lineales

Como en la proposicion 2.74, el resultado de la proposicién 2.76 puede generalizarse
a funciones ¢ que no se anulan en el infinito si v no es singular en el infinito. Para esto
es 1til introducir las siguientes notaciones:

Definicién 2.78 Sea I' un conjunto cerrado y acotado de medida de Lebesgue cero en
R™. Entonces denotamos por Cr al conjunto de todas las funciones ¢ en C°(R") tal
que ¢, grad ¢ y A¢ estan en L>®(R™) y ¢ se anula en una vecindad abierta de I'. Mds
aun, denotamos por vr al conjunto de todas las funciones medibles v : R® — R las
cuales pueden ser escritas como v = vy + vg, con v; € L¥(R"),v¢ € LP(R"), para
alguna p con p > 2,p > n/2 y para cada ¢ € Cr. (Asi |v|P es integrable en alguna
vecindad del infinito asi como también localmente en R"\T").

No es dificil ver que:
vEUr & vp €Evy Vo € Cr. (2.51)

Proposicién 2.79 Sea H = L*(R"), sea T un conjunto acotado y cerrado de medida
cero y suponga que v € vr. Sea H una extension autoadjunta de H. Entonces:

(a) Hod(Q)(H — ) € B(H) Vo € Cp, V= € p(H).
(b) Si f e D(I:I*) y ¢ € Cr, entonces (Q)f € D(Hy)ND(H)ND(V) y Hp(Q)f =

Hop(Q)f +V(Q)f.

Finalmente se da un analogo al lema 2.73.

Lema 2.80 Sea I')H y v como en la proposicion 2.79. Sea w € vr, entonces para

cada ¢ € Cr y cada z € p(H), el operador W¢(Q)(H — 2)~t y la cerradura de (H —
2)71H(Q)W estdn en B(H). También, para cadam = 1,...,n, el operador Prn¢(Q)(H —
)7V y la cerradura de (H — 2)7'¢(Q) Py, estdn en B(H).

2.7. Operadores Hilbert-Schmidt

Sea H un espacio de Hilbert separable, A un operador en B(H). Asociamos a A
una nueva norma ||Al|gs, la norma Hilbert-Schmidt de A, como sigue:

Definicién 2.81 Sea {e;} una base ortonormal de H. Entonces

1AIzs = D Al (2.52)
Si |Allgs < oo, A se llama un operador Hilbert-Schmidt. El conjunto de todos los
operadores Hilbert-Schmidt en H se denotard por Bs(H) o simplemente por Bs.

Lema 2.82 La suma en (2.52) es independiente de la base ortonormal {e;} de H (en
consecuencia ||A|lgs depende sdlo de A). Mds ain

1A s = | Allzs- (2.53)



2.7. Operadores Hilbert-Schmidt 35

Proposicién 2.83 (a) A € By si y sdlo si A* € By,
(0) 1Al < [ Allzs-
(c) Si Ay, Ay € By y a € C, entonces (A; + aAy) € B.
(d) Si A€ By yBeB, entonces AB € By y BA€ By, y
|AB||zs < || Bl Allzs

I1BAllas < || BIIl|All s

Proposiciéon 2.84 B, es un espacio de Hilbert con respecto al producto escalar

<A B>= Z(Aei, Be;)

donde {e;} es una base ortonormal de H

Si H es un espacio de funciones, entonces los operadores de Hilbert-Schmidt tienen
una simple (y muy tutil) caracterizacién como operadores integrales. Para tal efecto
sea H = L*(A;dp) el espacio de Hilbert de todas las funciones medibles de un con-
junto A a C que son cuadrado integrales con respecto a una medida p(-) sobre A (en
las aplicaciones, en caso de que no se indique especificamente, u sera la medida de
Lebesgue).

Definicién 2.85 Un operador A en H se dice que es un operador integral si existe
una funcion medible a : A x A — C tal que

(AN(s) = [ als ) Fnls) (s )
A
para toda f € D(A). A a se le llama el nicleo de A.

Definicién 2.86 Una funcion a : A x A — C se llama un nicleo de Hilbert-Schmidt
(con respecto a la medida ) si

ALFAAW@WMWMW<M

Proposicién 2.87 Sea H = L*(A;du). Entonces A € B(H),(H) si y sdlo si A es un
operador integral con un nicleo de Hilbert-Schmaidt, ademds

HM%=M=AAMMWMWMW<M

Algunas propiedades importantes de los operadores de Hilbert-Schmidt
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(a) Uno puede estimar la norma de ciertos operadores calculando o estimando una
integral.

(b) Los operadores de Hilbert-Schmidt a menudo son usados para probar que ciertos
operadores son compactos.

(¢) Las secciones transversales de dispersién (relacionadas con la teoria de dispesion,
la cuédl se expondra mas adelante) pueden ser expresadas en términos de normas

Hilbert-Schmidt.

Proposicién 2.88 Sea H = L*(R"),Q = (Q1,...,Q,) el operador de posicion y P =
(P, ..., P,) el operador de momento. Sean ¢, : R* — C, sea ¥(Q) el operador de
multiplicacion por ¥(z) en L2(R") y ¢(P) el operador de multiplicacién por ¢(k) en
L*(R"). Entonces (Q)d(P) y ¢(P)(Q) son operadores de Hilbert-Schmidt si y sdlo
si ambas funciones ¢ y 1 pertenecen a L*(R™) o una de ellas es cero en casi todo punto,

Y uno tiene que

I(@)e(P)llms = (P (@Q)llrs = (2m) ]Iz ]|l

2.8. Operadores compactos

Si A € By y {ex} es una base ortonormal de H, podemos, para cada entero N < oo,
podemos definir un operador Ay por

oo N
AN[Z akek] = ZakAek. (254)
k=1 k=1

Vemos en particular que Ayep = Ae, sik < Ny Ayer, =0si k> N. El rango de Ay
es un subespacio finito dimensional, i.e., el subespacio generado por Aey, ..., Aey. El
operador Ay definido en (2.54) se llama un operador de rango finito. Observe que el
operador Ay puede escribirse como Ay f = fo:l(ek, f)Aeg

Definicién 2.89 Mads generalmente, un operador de rango finito se define como un
operador de la forma

N
k=1
donde N < 00 y g1,...,9n,h1,...,hy son 2N-vectores arbitrarios en JH.

Todo operador de Hilbert-Schmidt es el limite en la norma Hilbert-Schmidt de una
sucesion de operadores de rango finito (claramente todo operador de rango finito esté en
Bs). Uno obtiene una clase més grande de operadores acotados al considerar todos los
limites uniformes de sucesiones {Tx} de operadores de rango finito.

Lema 2.90 Sea T un operador de rango finito. Entonces
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(a) T* es un operador de rango finito.
(b) Si B € B(H), entonces BT y TB son operadores de rango finito.

(c) SiTy es un operador de rango finito, entonces también lo es T + a1} (a € C).

Definicién 2.91 Un operador A en B(H) es compacto si eziste una sucesion {Tn} de
operadores de rango finito tales que ||A—Ty|| — 0 cuando N — oo. El conjunto de todos
los operadores compactos que actian en H serd denotado por Bo.(H) o simplemente
por Ba.

Proposicién 2.92 (a) A € By siy sdlo si A* € Buo.
(b) Si A€ By y B e B(H), entonces AB € By, y BA € By.
(c) Si Ay, Ay € By y a € C, entonces (A1 + ads) € Bo,

(d) Si A, € Boo(n=1,2,...),A€ B(H) y||A— A,|| = 0 cuando n — oo entonces
A€ B.

(e) By C Boo, i.e. cada operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

Proposicion 2.93 Sean A € By, y {fn} una sucesion de vectores que converge débil-
mente a cero, i.e. w — lim f,, = 0. Entonces s —lim Af,, = 0 cuando n — oo. (En
otras palabras, un operador compacto transforma sucesiones débilmente convergentes
en fuertemente convergentes).

Proposicién 2.94 Una proyeccion E es compacta si y solo si su rango es un subespa-
cio de dimension finita.

Proposicién 2.95 Sean B,, B € B(H) tales que s —lim B,, = B cuando n — 0.

(a) Si A € By, entonces ||B,A— BA| — 0y ||AB: — AB*|| — 0, en otras palabras,
u—1im B,A = BA yu—1limAB} = AB* cuando n — o0.

(b) Si A € By, entonces |B,A—BAl|gs — 0y ||AB:—AB*||gs — 0 cuando n — oc.

En la siguiente proposicién mostramos que un operador compacto autoadjunto tiene
propiedades espectrales muy importantes.

Proposiciéon 2.96 Sea A un operador compacto autoadjunto. Entonces
(a) A tiene espectro puramente puntual, i.e. Ho(A) = {0}.

(b) Dado € > 0, a los mds hay un nimero finito de eigenvalores A\ de A tales que
|A] > €.

(c) Cada valor propio no cero de A tiene multiplicidad finita, i.e. El subespacio propio
correspondiente es de dimension finita.
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Asi, el espectro de un operador compacto autoadjunto consiste sélo de valores pro-
pios ademés (si dim H = o0o) del punto A = 0. El tinico punto de acumulacién posible
de estos valores propios es A = 0, y cada valor propio no cero es de multiplicidad finita.
Si H es de dimensién infinita, A = 0 debe ser un punto de acumulacion de valores
propios o un valor propio de multiplicidad infinita. Si {\;} es una enumeracién de los
valores propios distintos de cero de A, {M;} los correspondientes subespacios propios,
entonces

H=EPM o N(A). (2.55)

Finalmente demostraremos la compacidad de algunos operadores particulares en
L2(R™).

Lema 2.97 Sea H{ = L*(R"),2 < p < o0 y ¢,¢ € LP(R"). Entonces los operadores
App = d(P)Y(Q) y Byy = (Q)p(P) son compactos.

Corolario 2.98 Sea H = L*(R™). Sea Hy el Hamiltoniano libre de Schrodinger (2.40)
y sea z € p(Hp).

(a) Si (I+|QI)™" es el operador de multiplicacion por (14 |Z|)™" y x > 0, entonces
(I+1QN)™"(Ho—2)"" € Boo y (I +[QI) " Fn(Ho—2)"" € B param =1,... n.

(b) Para cada funcion acotada ¢ € L*(R"), uno tiene ¢(Q)(Hy — 2)™' € By y
A(Q)Pn(Hy — 2)"' € Boo(m =1,...,n). En particular esto se cumple para cada
¢ € C°(R™).



Capitulo 3

Grupos de Evolucion

Un grupo de evolucion en la mecanica cuantica es un grupo uniparametrizado fuerte-
mente continuo de operadores unitarios en un espacio de Hilbert H. (Estrictamente
hablando, se usa el término ” grupo de evolucion”sélo para un grupo que da la evolucién
temporal de un sistema, en el cudl el generador infinitesimal debe ser el Hamiltoniano
del sistema. Como se tiene precisamente esta idea en mente, usamos el término ”grupo
de evolucién”, abusando del lenguaje, para denotar a un grupo uniparametrizado uni-
tario fuertemente continuo arbitrario.) En la seccién 3.1 se establece el hecho de que
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de grupos de evolucion y el
conjunto de operadores autoadjuntos en H. En la seccion 3.2 definimos funciones de
un operador autoadjunto en términos del grupo de evolucién asociado y demostramos
algunos resultados simples acerca del célculo funcional. En la seccién 3.3 mostramos
que los vectores en el espacio de continuidad He(A) de un operador autoadjunto A
tienen ciertas propiedades ergddicas y en la seccion 3.4 se muestran algunos resultados
acerca de los grupos de evolucién asociados con el Hamiltoniano libre de Scrhodinger
Hy. Este capitulo estd basado en el capitulo cuatro del libro de Amrein [7].

3.1. Grupos de evolucion y sus generadores infinites-
imales

Un grupo uniparametrizado unitario fuertemente continuo (brevemente, un grupo
de evolucién) es una funcién U : R — B(H) que tiene las siguientes propiedades:

FE'1 Unitario:
U;U,=0U; =1 VteR. (3.1)

E2 Continuidad fuerte:

T—0
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E3 Propiedades de Grupo:
UtUS = USUt = U5+t \V/S,t S R, (33)
Uy=1. (3.4)

Observe que, para simplicar las notaciones, escribimos U, en lugar de U(t) para
el valor de U en el punto t. Como H es separable, bastaria suponer en (3.2) sélo
continuidad débil.

Observamos que la ecuacién (3.1) implica que U = (U;)~!, mientras que (3.3) y
(3.4) nos da que (U;)™! = U_;. En consecuencia tenemos:

Ur=U_, VteR. (3.5)

El siguiente teorema asocia con cada grupo de evoluciéon un operador autoadjunto.

Proposicién 3.1 Teorema de Stone. Sea {U;} un grupo de evolucién. Defina A como
el siguiente operador lineal, llamado el generador infinitesimal de {U,}:

D(A) ={f € Hl|s — lil%T’l(UT — I)f existe}, (3.6)

Af =s— h’n% 7 YU, — I)f donde f € D(A). (3.7)
Entonces D(A) es densa en H y A es autoadjunto.

De la demostraciéon de la proposicion 3.1 se obtiene el siguiente:

Corolario 3.2 El resolvente del generador infinitesimal A se relaciona con el grupo
de evolucion asociado {U;} como sigue:

Silmz>0:(A—z)"'= z/ e U.ds, (3.8)
0

0
SiImz<0:(A—z)"' = —z'/ e U,ds. (3.9)

—0o0

Corolario 3.3 Sean {U;} y A como en la proposicion 3.1. Entonces U, envia D(A) en
st mismo, Y

UAf =AUf Yfe D(A),VteR. (3.10)

Un grupo de simetria continuo de un sistema mecénico cudntico debe ser repre-
sentado en el espacio de Hilbert relevante por un grupo de operadores unitarios que
dependen de uno o varios pardmetros (por ejemplo: el grupo de rotacién en R? es un
grupo de tres parametros). El teorema de Stone demuestra que los generadores infinites-
imales deben de ser autoadjuntos. En particular, si {U;} describe la evolucién temporal
del sistema, su generador infinitesimal es el Hamiltoniano del sistema, el cual debe ser
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autoadjunto. Esto muestra la necesidad de estudiar las propiedades relacionadas con
el ser autoadjunto de los operadores de Schrodinger y de Dirac, entre otros.

El teorema de Stone tiene un reciproco: dado un operador autoadjunto A, existe un
unico grupo de evolucion tal que su generador infinitesimal es A. Formalmente, vemos
a partir de las relaciones (3.10) y (3.7) que AU; = idU,/dt, por lo tanto, deberfamos
tener que U, = e . Si A es acotada, la funcién exponencial podria definirse por la
usual serie de potencias e*4 = "> o™ A" /nl, la cual es convergente en la norma del
operador. Si A no es acotado, A" sigue estando densamente definida. Como D(A") =
(A—14)"*D(A"1) y la imagen de un conjunto denso bajo (A —7)~! de nuevo es densa.
Sin embargo los conjuntos D(A™) se van reduciendo mientras n crece, y no es simple
construir un dominio denso comtun. En este caso es conveniente usar una definicion

diferente de la funcién exponencial, ver (3.12).

Proposiciéon 3.4 Sea A un operador autoadjunto en H. Entonces existe un unico
grupo de evolucion {U;} tal que A es el generador infinitesimal de {U;}.

La demostracion define la siguiente sucesion de operadores:

I sit=0
[2(A—2)71" sit#0.

it t

U = (%A L= { (3.11)

La funcién t — U, , es fuermente continua e uniformemente diferenciable. La funcién
exponencial finalmente se define como:

Ui:=s5— lim U, (3.12)

n—oo

Corolario 3.5 Si f es un vector propio de A, Af = \f, entonces U,f = e f.

Hemos visto en la seccion 2.3 que un operador autoadjunto A induce una descom-
posicién ortogonal del espacio de Hilbert en dos subespacios H,(A) y H.(A). En la
siguiente proposicion se establecen algunas relaciones entre esta descomposicion de JH
y el grupo de evolucién asociado con A.

Proposicién 3.6 Sea {U;} un grupo de evolucion, A su generador infinitesimal y
H = H,(A) & H.(A) la descomposicion asociada de H. Denote por E,(A) y E.(A)

las proyecciones ortogonales con rango 3(,(A) y H.(A), respectivamente. Entonces

(a) Si B € B(H) y BU;, = UB para toda t € R, entonces las restricciones de
B a H,(A) y H.(A) dejan invariantes a H,(A) y H.(A), respectivamente, i.e.
B = B, ® B,, donde B, es un operador que actia en H,(A) y B. es un operador
que actia en H.(A). En otras palabras, si f, & f., entonces

Bf = Bpfp S Bcfc; (313)
o equivalentemente

BE,(A) = E,(A)B,  BE.(A) = E,(A)B. (3.14)
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(b) U; deja Hp(A) y Ho(A) invariantes, y las restricciones de Uy a Hy(A) y He(A),
definen grupos uniparametrizados unitarios fuertemente continuos Uy, y U, los
cuales actuan en H,(A) y H.(A), respectivamente.

El siguiente lema da otro resultado sobre conmutatividad.

Lema 3.7 Sea {U;} un grupo de evolucion, A su generador infinitesimal. Suponga que
B € B(H) es autoadjunto y que BU, = UyB para toda t € R. Entonces

(a) U deja a cada subespacio propio M; de B y H.(B) invariantes, i.e., en la de-
scomposicion H = @, M; & H.(B):

Uy = P Usi ® Ure(B). (3.15)

(b) Los operadores {Uy;} forman un grupo uniparametrizado fuertemente continuo
en M;.

(¢) D(A)N M; es denso en M,;.

Proposicién 3.8 Sea {U;} un grupo de evolucion y A su generador infinitesimal. Para
f € H, defina su drbita O(f) = {Usf|s € R}, y denotemos por M(f) el subespacio
generado por O(f). Entonces, si f € H(A) y [ # 0, M(f) es infinito dimensional.

3.2. Calculo funcional

Sea {U;} un grupo de evolucién y A su generador infinitesimal. El propésito de esta
seccién es la de definir funciones de A y algunas de sus propiedades.

La manera estandar de definir funciones de operadores autoadjuntos es mediante el
uso del teorema espectral. Como en este trabajo se evita el teorema espectral, por lo
tanto, se usaran definiciones en términos del grupo de evolucién. Esta definicion sélo
da una clase restringida de funciones de A, sin embargo, es suficiente para nuestras
aplicaciones.

Supongamos que ¢ : R — C es la transformada inversa de Fourier de una funcién
¢ en L'(R) (en consecuencia, formalmente, ¢ es la transformada inversa de Fourier de
¢). Considere la expresion:

(2m)1/2 / SOt (3.16)
La ecuacién (3.16) define un operador en B(H) ya que
| tétuzide= [ il =l < . (3.17)

Si ¢ es continua, la integral en (3.16) se define como una integral de Riemann; en
las aplicaciones posteriores ¢ siempre serd continua.
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El operador definido por (3.16) se denotara por ¢(A):

P(A) == (2m)"1/? /_ h P(t)U dt. (3.18)

Esto se puede justificar formalmente escribiendo U = ¢! de nuevo de manera
formal, (3.18) da la transformada inversa de Fourier ¢ de &, donde el argumento es el
operador A.

Demostraremos algunas propiedades de los operadores ¢(A).

Proposicién 3.9 Suponga que ¢, € L'(R). Entonces
(a) ¢(A) € B(H) y oA < 2m)2|¢]1.

(b)
p(A)Us = Usp(A) Vs € R. (3.19)

()

[B(A)]" = ¢(A),  donde H()) = ¢(N). (3.20)

(d)
P(A)Y(A) = Y(A)p(A) = (o) (A), (3.21)

donde ($1)(N) = S(AVB(N).
(e) Si Af = \f, entonces p(A)f = dp(N)f.
(f) Si fe D(A), entonces p(A)f € D(A) y
AG(A)f = G(A)AS. (3.22)

(9) f € Hy(A) = d(A)f € Hy(A), y g € H(A) = ¢(A)g € H(A), o equivalente-
mente

Ey(A)o(A) = o(A)Ep(A),  Ec(A)d(A) = ¢(A)E(A). (3.23)

Lema 3.10 Suponga que ¢ € L'(R). Entonces
7—0

s — h'm/gb YUz ds = (2m)2¢(0)1. (3.24)

Proposicion 3.11 Suponga que b € Ll(]R),q; es continuamente diferenciable y que
su derivada ¢ también pertenece a L'(R). Entonces R(p(A)) C D(A), Ap(A) esta en
B(H) y estd dado por

Ap(A) = i(2m) 712 /_ N &' (H) U dt. (3.25)
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Ejemplos de funciones que satisfacen todas las hipdtesis de las proposiciones 3.9 y
3.11 son funciones ¢ en Cg°(R). El resolvente (A — 2)™! es también ¢(A) = 1, (A); de
hecho, por el corolario 3.2, tenemos:

Silm 2 > 0:.(t) = V2mie ™ x(_wo0)(t), (3.26

Silm 2 < 0:,(t) = —V2mie "X (0.00)(t), (3.27

)
)
donde ya denota la funcién caracteristica del conjunto A. Observe que ﬁz € L'(R)
pero su derivada no es una funcién. También, (3.26) y (3.27) implican, junto con (3.20)
que

[(A—=2)"*=(A-2)"" (3.28)

Dada una funcién ¢, podemos definir una sucesién {¢.}.~o agregando un factor de
convergencia en la transformada de Fourier ¢ de ¢. Mas precisamente, definimos ¢, por

(0e)(t) = d(t)e ! (e >0) (3.29)
En el siguiente lema relacionamos ¢.(A) al resolvente de A. Ademads se establece
que ¢.(A) converge a ¢(A) cuando € — 0.

Lema 3.12 Suponga que ¢ y gz~5 estin en L'(R). Entonces

(6)(A) = (2mi) /_OO PN[(A =X —ie) ™t — (A — X +ie) d), (3.30)
y
lim [|¢(A) = ¢(A)]| = 0. (3.31)

El resto de esta seccion se dedica a enunciar las afirmaciones que permiten demostrar
la parte (a) de la proposicién 2.96: Un operador compacto no puede tener espectro
continuo. Iniciamos con unos resultados preliminares.

Escogemos una funcién ¢ € C§°(R) la cudl tiene las siguientes propiedades:

(i) [p(N)] <1 VeR

(47)
S\ =1, si |\ <1, (3.32)

(i) d(\) =0, si |\ > 2.
Para una p € R, definimos una sucesién {¢,,} de funciones en C°(R) por
Gun(A) = ¢(2"(A = ). (3.33)

Facilmente se checa que estas funciones tienen las siguientes propiedades:

¢N7N(A)¢u,n+m<)‘> = ¢,u,n+m()‘> \V/m Z 1, (334)
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Gun(t) = 27" M H(27"t), (3.35)

d - N N o
e Bunl0) = 8, (0) = —ipBpnlt) + 2 (2 ) (3.36)

Lema 3.13 Sea A autoadjunto. Entonces, para cada p € R,
Jim [[(A — )yl = 0. (3.37)

Lema 3.14 Sea A autoadjunto, y sea R, el rango de ¢, ,(A). Entonces

(a)
URyn CRum VEER, (3.38)

(b)
Rymim C Rym  Vm > 0. (3.39)

Lema 3.15 Sea A autoadjunto con espectro puramente continuo. Defina M,,,, la cer-
radura de Ry, ,. Entonces el subespacio M, ,, es de dimension infinita o cero.

Lema 3.16 Sea A un operador autoadjunto con espectro puramente continuo, y Sea
w1 € R. Entonces, existe un entero ng tal que ¢,,(A) = 0 para toda n > ng, o existe
una sucesion de vectores {gn} € D(A) los cuales satisfacen ||g,|| =1, w —1limg, =0y
s —lm(A — p)g, = 0.

Con estos resultados se puede demostrar la proposicion 2.96.

3.3. Propiedades ergdédicas de los grupos de evolu-
cion

En esta secciéon damos algunos resultados acerca de las propiedades ergodicas de los
grupos de evolucion. Estos seran muy 1tiles para estudiar el comportamiento asintotico
de la parte de un grupo de evolucién en el subespacio de continuidad H.(A) de su
generador infinitesimal A. En términos generales, demostraremos aqui que los vectores
en H.(A) tienden débilmente a cero bajo {U;} cuando ¢t — o0, pero en general sélo
cuando sean promediados sobre el parametro t en algin sentido. Existen varias maneras
de promediar que podrian usarse, sin embargo, sélo consideraremos el promedio de
Cesaro de una funcién ¢(t) definido como

% /0 ' o(t)dt.

Primero consideraremos un lema simple acerca del limite de Cesaro, a continuacion
deduciremos los teoremas basicos, el llamado teorema ergdédico medio y se enunciaran
varias consecuencias de él.
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El primer lema establece que, si una funcién ¢(t) tiene un limite cuando ¢ — oo,
entonces también lo hace su promedio de Cesaro cuando 7' — oo. El reciproco, por
supuesto no es cierto; sin embargo, en algunos casos, si el promedio de Cesaro converge,
es posible encontrar una sucesion {t,} tal que ¢, — oo y tal que {¢(t,)} converge al
mismo limite que el promedio de Cesaro. Uno de estos casos se trata en la parte (b)
del lema 3.17

Lema 3.17 (a) Sea ¢ : R — R integrable y suponga que lim¢(t) = ax cuando
t — 00, respectivamente. Entonces

1 +T
lim +— o(t)dt = ax. (3.40)

T—oo 1 0

(b) Sea ¢ : R — [0,00) tal que (3.40) se cumple con ar = 0. Entonces ezisten
sucesiones {t=} tales que t© — Foo y ¢(tF) — 0 cuando n — oo.

(c) Sea ¢ : R — [0,00) tal que ||¢]| = ess sup, ¢(t) < co. Entonces

T—oo 1’

1T B N
Im — [ ¢(t)dt =0« lim — lo(t)|dt = 0.
0 T—oo T Jg

Sea {U;} un grupo de evolucién. Sean Ny y N; definidos como sigue:

No = {feH|Uf=f VteR}, (3.41)
Ny = {g9€H|g=Uf— fparaalguna f € H y alguna t € R}, (3.42)

y sea N el subespacio generado por Nj. Entonces:

Lema 3.18
(a) No y N son subespacios cada uno de los cuales es invariante bajo {U;}.
(b) No y N son complementos ortogonales el uno del otro, i.e. H = Ny & N.

(¢) No es el espacio nulo del generador infinitesimal A de {U,}.

Teorema 3.19 Teorema de la media ergédica. Sea {U} un grupo de evolucion, A su
generador infinitesimal y Fo(A) la proyeccion ortogonal cuyo rango es N(A). Entonces,
para cada f € H,
1 +T
0

T—o00

En particular, si f L N(A), el limite anterior es cero.

Lema 3.20 Sea {U;} un grupo de evolucidn, y suponga que su generador infinitesimal
A tiene espectro puramente continuo. Suponga que B € B, y que BU;, = U, B para toda
t € R. Entonces B = 0. (En otras palabras: el conmutador de un operador autoadjunto A
con espectro puramente continuo no puede contener ningun operador compacto distinto
de cero.)
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Lema 3.21 Sea {U;} un grupo de evolucion, A su generador infinitesimal. Suponga
que A tiene espectro puramente continuo. Entonces, para todas f,qg € H:

1 +T
lfm —/ (g, Us f)|?dt = 0. (3.44)
0

T—+oco T

Proposicién 3.22 Sea {U;} un grupo de evolucion, A su generador infinitesimal y
f € H.(A). Entonces para cada g € H:

1 +7T

Jim / (g, U f) 2t =0, (3.45)
1 +T

Jim / (g Uuf)|dt =0, (3.46)

La proposicion 3.22 muestra que la evolucién U, f de cada f € H.(A) converge
débilmente a cero en el promedio. De manera natural se introduce el conjunto de
vectores que convergen débilmente a cero sin promedio alguno. Por lo tanto, definimos:

IE(A) = {f €% M (f,U.f) =0}

ﬂ{w(/f)/ = Hi(A) & H,(A) (3.47)
Denotamos por E,,(A) la proyeccién con rango H,(A) y entonces tenemos:
Proposicién 3.23 (a) HS(A) = H,(A) = H,(A).
(b) Si f € Hy(A), entonces w —lim Uy f =0 cuando t — £oo0.

(¢) Hy(A) es un subespacio de H.(A), y es invariante bajo Us para cada s € R.

(d) Si B € B(H) es tal que BUy; = UsB para toda s € R, entonces BE,,(A) =
E,(A)B.

De la teorfa espectral se conoce que el llamado subespacio de continuidad H,.(A)
esta contenido en H,,(A). Este subespacio también puede ser introducido en términos
del grupo de evolucién {U,} asociado con A:

Hae(A) := Subespacio generado por {f € 9’C|/ \(f, U f)|Pdt < oo} (3.48)
R

Al final de la seccién (Nota 3.31 y lema 3.30) se dara una descripcién heuristica
de que esta definicion del subespacio de continuidad coincide con aquella de la teoria
espectral y se dard una verificacién del hecho que H,.(A) C H,(A).

Proposicién 3.24 Sea {U;} un grupo de evolucion, A su generador infinitesimal y B
un operador en B(H). Suponga que existe un operador C' € B(H) tal que:
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(a) CU, = U,C para toda t € R,
(b) R(C) es denso en H,
(¢) BC € B.

Entonces, para cada f € H.(A):

1 +T )

Jim 7 [ IBUAPde =0, (3.49)
1 +T

Jim 7 [ 18U =0, (3.50

Ademéds, para cada f € H,(A):

Jim | BUf]| =0, (3.51)

En particular, (3.49) - (3.51) se cumple si B € B, o si B(A — zI)™' € B, para
alguna z € p(A).

Lema 3.25 Suponga que ¢ € L'(R). Sea f € H.(A). Entonces

1 +T 00 5
s — lim —/ dT/ dso(s)Urf =0. (3.52)
0 —oo

T—oo 1’

Definicién 3.26 Denotemos por C§5(R) al conjunto de todas las funciones infinita-
mente diferenciales de R en C cada una de las cuales se anula en alguna vecindad de
A =0 y fuera de algin intervalo finito. Es decir:

Cio(R) := C°(R\ {0}). (3.53)

Proposicién 3.27 Sea A autoadjunto, M un subespacio de H.(A) invariante bajo U,
y D un subconjunto total de M. Entonces el conjunto {¢p(A)D|¢ € C55(R)} es total en
M.

Nota 3.28 La proposicion 3.27 también puede demostrarse para el caso donde C§5(R)
se reemplaza por otros subconjuntos de C3°(R), por ejemplo: Cg°(R\ T'), donde I' es
un conjunto finito o un conjunto cerrado numerable. Sin embargo, para nuestras apli-
caciones basta saber este resultado para C§5(R).

Damos otra consecuencia de las propiedades ergodicas precedentes.

Proposicion 3.29 Sea {U;} un grupo de evolucion y Uy . su restriccion al subespacio
continuo H.(A) de su generador infinitesimal A. Entonces existen dos sucesiones {t=}
tales que t} — oo, t,; — —o0 yw —lim Uz . = 0 cuando n — oo.
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Terminamos esta seccién con algunas consideraciones relacionadas con los subespa-
cios espectrales de un operador autoadjunto A. Primero demostramos que cada vector
en el subespacio de continuidad absoluta de A, definido en (3.48), converge débilmente
a cero bajo el grupo de evolucion asociado:

Lema 3.30 Sea A un operador autoadjunto y sea {U;} el grupo de evolucion asociado.
Entonces

Hae(A) C Hp(A).

Nota 3.31 Usando las transformadas de Fourier con respecto a la variable t de las
funciones (f,U.f), es posible introducir un subdivision adicional del espacio de Hilbert
H.(A). Se puede demostrar que (f,U.f) puede ser representado de la forma

o0

(f.Uf) = / e Mg (M),

—0o0

donde s es una funcion de R a [0,00) la cudl depende tanto de f como del operador
A y satisface

(@) pp(A) = pp(N) si X = X,

(B8) py(—00) = 1m0 s (A) =0,

() [ dug(N) = pg(+00) = || f|I* < o0,
(0) Mme—sopup(A+€) = pr(A) VAER.

Este es un caso especial de un teorema de Bochner.

Un vector f € H se dice que pertenece al espacio de continuidad absoluta H,.(A) de
A si la medida determinada por fi5 es absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesgue en R, i.e. si ps(A) = 0 para cada subconjunto de Borel A cuya medida
de Lebesgue es cero. f se dice que pertenece al subespacio de singularidad H,(A) de A
si puy es singular respecto a la medida de Lebesgue, i.e. si existe un conjunto de Borel
Ay, de medida de Lebesgue cero, |Ag| = 0, tal que pus(A) = pr(A N Ag) para cada
conjunto de Borel A de R. Puede mostrarse que H,.(A) y Hs(A) son invariantes bajo
U; y complementos ortogonales el uno del otro, i.e. que H = H,.(A) ® Hs(A) y que
también A = A,. ® Ag con en (2.21).

Si f es tal que (f,U.f) € LP(R) para alguna p € [1,2], entonces |(f,Uf)|* <
c|(f, Ucf)|P para alguna constante ¢ < oo que depende sélo de f. Asi (f, U, f) también
estd en L?(R), en consecuencia f estd en H,.(A) de acuerdo a la definicién (3.48).
Asi ¢(t) := (f,Usf) es la transformada de Fourier de una funcién ¢ la cual estd en
L%*(R), en consecuencia, localmente en L!(R):

oo

(f.Uf) = / e MPN)dA.

o0
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Es claro (y puede demostrarse de manera rigurosa) que ¢ € LY(R) y que dus(\) =
qg(/\)d)\. Por lo tanto, en este caso, la medida pif es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue, ademéas de que f € H,.(A) también por la definicién de
Heae(A) via la transformada de Fourier.

Suponga que f es un vector propio de A, digamos que Af = af. Entonces (f,U,f) =
exp(—iat)||f]|*. En este caso la funcién py debe ser como sigue: pup(A) = 0 para A <
a,pur(A) = |If|]* para A > a. Asi, el soporte de la medida py consiste en un sélo
punto A = {a}, un conjunto de medida de Lebesgue cero. Esto muestra que cada
eigenvector de A pertenece a H(A). Por lo tanto, H,(A) C H,(A) y consecuentemente
Hac(A) C He(A).

Aparte de H,, el subespacio de singularidad H,(A) también puede contener una
parte de H.(A), en cuyo caso, H,.(A) es estrictamente mas pequeno que H.(A). La
interseccion de Hy(A) y H.(A) se llama el subespacio de continuidad singular de A y
se denota por H,.(A). Entonces se tienen las siguientes descomposicién de H y A:

H = HaolA) B HeolA) & H,(A),
A = Ap®A,® A,

donde cada uno de los operadores es autoadjunto en su subespacio respectivo. El espec-
tro de A, como un operador en H,.(A), se llama el espectro de continuidad absoluta
0ac(A) de A; el espectro de Ay, como un operador en H,.(A), se llama el espectro de
continuidad singular o4.(A) de A. Si por ejemplo, H.(A) = {0}, entonces A se dice que
tiene espectro singular continuo, i.e. 05.(A) = @. Claramente 0.(A) = 0,.(A) Uos.(A).

3.4. El grupo de evolucién libre de Schrodinger

En el ejemplo 2.15 introducimos el llamado Hamiltoniano libre de Schrodinger H, el
operador autoadjunto determinado por el negativo del Laplaciano en L?(R"). El grupo
de evolucién asociado serd denotado por {U?} y serd llamado el grupo de evolucién
libre de Schrodinger. En la presente seccién se dan algunas propiedades simples de los
operadores U}.

Proposicién 3.32 En L2(R"),U? estd dado por

(FUL ) (k) = e W (k). (3.54)
Proposicién 3.33 En L*(R™), U} es un operador integral dado para (t # 0)
(U2F)(a) = (amity® [ I f )iy, (3.55)

donde la rama de la raiz cuadrada es tal que

At \ "2 B e~/ gt >0
|47 et/ sit < 0.
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Nota 3.34 Si f € LY(R") N L*(R"), la integral en (3.55) existe para cada T € R™.
Para una funcién arbitraria en L*(R"), (3.55) tiene que interpretarse como un limite
en la media.

Proposicién 3.35 El Hamiltoniano libre de Schrodinger Hy es espectralmente abso-
lutamente continuo, i.e. se tiene que

Hae(Ho) = Hy(Hp) = L*(R™).
Proposicién 3.36 Sea H = L*(R™). Para t # 0, defina un operador Z; como
(Zuf)(@) = &7 f (2). (3.56)
Entonces Z; es unitario y satisface

(a)

s — tgimoo Zy =1, (3.57)
(b) _ _
U G(QUY = Z;6(2HP)Z, Vo € L*(R"). (3.58)

Proposicién 3.37 Sea ¢ : R — C la transformada inversa de una funcion b e
LY(R). Entonces ¢(Hy) es el operador de multiplicacion en L?(R™) por ¢(k?). Ademds
[6(Ho)l| = [l
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Capitulo 4

Propiedades asintéticas de los
grupos de evoluciéon

En este capitulo se demuestran algunos resultados sobre el comportamiento de U, f
cuando el parametro t tiende a +oo.

Para clasificar los vectores de acuerdo a su comportamiento asintético bajo Uy, se
debe considerar alguna estructura matematica adicional aparte del grupo de evolu-
cién {U;}. En la seccién 4.1 ésta sera una familia de "

¢

operadores de localizacién”’.
En L?(R"), estos operadores son precisamente la medida espectral de la n-ésima com-
ponente del operador de posicién introducido en el ejemplo 2.55. Se clasificaran los
vectores de acuerdo a como se comportan en el espacio de configuracién R™ como una
funcién de t, y en particular se definen los llamados estados ligados y los estados de
dispersion.

Ligeramente hablando, los vectores de dispersién son vectores cuya probabilidad de
ser localizados en cualquier regién acotada del espacio de configuracién tiende a cero
cuando t — +o0o. En la seccién 4.2 consideramos como estructura matematica adi-
cional un segundo grupo de evolucién {UP} y nos preguntamos si es posible describir
el comportamiento asintético de los estados de dispersién del primer grupo {U;} en
términos del segundo grupo {U}. Fisicamente esto corresponde a preguntarse si la
condicién asintGtica de los estados de dispersion se satisface respecto a un grupo {Up}
que describe un sistema ”sin interaccion”; Matematicamente es una manera posible de
preguntar si el generador infinitesimal A de {U;} (o de su parte continua) es unitari-
amente equivalente a un operador mas simple, el generador infinitesimal A° de {U?}.
(Por ejemplo, A° puede ser el Hamiltoniano libre de Schrodinger Hy del ejemplo 2.57,
o bien el Hamiltoniano libre de Stark (6.45)).

La comparacién asintética de {U;} y {U?} puede hacerse en términos de los oper-
adores de onda. Estos se definiran en la seccién 4.2, donde también establecemos sus
propiedades bésicas. En la seccién 4.3 damos un criterio abstracto para la existencia
y completitud de los operadores de onda, y en la seccion 4.4 lo aplicamos para el caso
concreto de grupos de evolucién determinados por el Hamiltoniano de Schrodinger.

El capitulo 5 del libro de Amrein [7] ha sido la base del presente capitulo.
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4.1. Estados ligados, estados de dispersién y esta-
dos de absorcion

En esta seccién consideramos la situacién concreta donde H = L?*(R™). Denotamos
por B, la bola de radio » > 0 en R" centrada en el origen:

B, = {z € R"||z| < r}. (4.1)

Sea F) la proyeccién ortogonal en L?(R") con rango en L?*(B,), en otras palabras
el operador de multiplicacién por la funcién caracteristica y, de B,. Recordamos que
Xr(Z)=1siz€ B,y x,(2) =0siZ ¢ B,.

Observamos que

s— lim F, = 1. (4.2)

r—00

En efecto, para cada f € L?(R"),

(I = F)f|? = / |f(z)|*d"z — 0 cuando r — oco.

jal=r

La interpretacion fisica de F,. es como sigue. Supongamos que el espacio de Hilbert
L*(R™) se usa para describir un sistema fisico (sin estructura) en un espacio de con-
figuracion n-dimensional de acuerdo a las reglas de la mecénica cuantica. Entonces F.
es el observable de localizacion en B,; en otras palabras, si f € H, f # 0, entonces
I Ff112/| f1I? es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado f localizado dentro
de la bola B,. (Cada vector f # 0 en H determina un estado puro del sistema, el rayo
unitario {af|a € C,|a| = ||f]|7'}. Abusando de la terminologia, nos referiremos a los
vectores f como ”estados”.)

Sea {U;f} un grupo de evolucién. Denotamos su generador infinitesimal por H,
como ahora tenemos en mente el grupo que da la evolucién temporal real de un sistema
mecanico cuantico, por lo tanto, H es el Hamiltoniano del sistema. Un vector f en H se
llama un estado ligado de H si, en el curso de su evolucion, permanece esencialmente
localizado en una regién acotada del espacio de configuracién para todos los tiempos.
Matematicamente este requerimiento puede ser formulado como sigue: dado cualquier
e > 0, existe una bola finita B, tal que, para toda t € R, la probabilidad de que U, f
se localize fuera de la bola B, es menor que €:

1
HE / (U f)(z)]?d"x < e Vt € R, para algtin r € (0,00).
|z[>r
Escrito de manera distinta, f es un estado ligado si
lfim sup ||(I — F,)U.f||> = 0. (4.3)
T00 teR

El conjunto de todos los estados ligados de H se denotard por My(H).
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Podemos introducir dos conjuntos M*(H) y M~ (H) que consisten de aquellos es-
tados que estan ligados a tiempos positivos y negativos, respectivamente:

fEMI(H) < lim sup ||(I - E)Uf||*=0. (4.4)

700 te[0,400)

Claramente

Mo(H) = Mg (H) N M (H). (4.5)

Vamos ahora a la definicén de los estados de dispersion. En una situacién de disper-
sion, el sistema deberia estar localizado muy lejos de cada regién acotada en tiempos
grandes (positivos y negativos); debe propagarse hacia el infinito cuando t — o00. De
antemano no existe razén para que los estados de dispersion en ¢t = +o0o debieran ser
los mismos que en t = —o00, en consecuencia haremos una distincién entre los dos casos.

Las observaciones precedentes llevan a la siguiente definicion: Un vector f en J es
un estado de dispersién en ¢t = Fo00 si, para cada r < o0,

1
/112

Una definicién equivalente es

/ (U, f)(z)*d"x — 0 cuando t — 400, respectivamente.
|Z|<r

J@Hﬂmm%ﬂ Vr < oo. (4.6)

El conjunto de todos los estados de dispersién en ¢ = +o0o se denotard por M (H).

Hemos visto en el capitulo 3 que los grupos de evolucién automaticamente tienen
ciertas propiedades ergdédicas. Para hacer uso de estas propiedades ergddicas, es con-
veniente introducir una nocién algo més débil de estados de dispersion al promediar
sobre un parametro t. En lugar de requerir la convergencia a cero de la probabilidad de
encontrar el sistema en una bola finita B,, uno simplemente requiere la convergencia a
cero de la probabilidad media cuadrada de encontrar el sistema en tal bola. Asi, intro-
ducimos dos conjuntos ME (H) de los "Estados de dispersién en el promedio temporal”
como sigue:

_ 1 +T
feML(H) = jlgn ?/ |F.Uf||?dt =0 Vr < oo, (4.7)
o0 0

Nota 4.1 FEl uso de las funciones caracteristicas para definir los estados de dispersion
en (4.6) y (4.7) no es esencial. Se hace esta eleccion porque los operadores F, tienen
una interpretacion fisica simple. Una definicion equivalente seria, por ejemplo:

Jim QU =0 ¥6 € OF (R")

En la primera proposicion de las siguientes damos algunas propiedades de los sub-
conjuntos M (H), ML (H) y MZ (H) del espacio de Hilbert 3. En particular veremos
que los vectores en H,(H) siempre son ligados. Mientras que los estados de dispersién
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siempre estdn contenidos en el subespacio de continuidad H.(H) del Hamiltoniano H.
De manera natural surge la siguiente pregunta: ;Bajo qué condiciones se tiene que
H,(H) = ME(H) y H.(H) = ML (H)? Daremos condiciones suficientes para que estas
identidades se cumplan y una lista de algunos ejemplos.

Proposicién 4.2 (a) Mo(H), MF(H), ML (H) y ML (H) son subespacios de H.
Cada uno de estos subespacios es invariante bajo Uy.

(b) ME(H) € ML(H) y M, (H) € M (H).
() M (H) L ML (H) y My (H) L M (H).
(
() FG,(H) € Mo(H) y M, (H) C H(H).

&

) M
) M
d) Mo(H) L MZ(H).
) 3t
) M

(f

Proposicién 4.3 Cada una de las dos condiciones implican que Mo(H) = H,(H),
M (H) = Ho(H) y M (H) = 3y (H):

L (H) C Hy(H).

(a) F.(H —21)"! € By, para cada r < 0o y alguna z € p(H),

(B) Eziste un operador C en B(H) tal que CU, = U,C para toda t € R, R(C) es
denso en H y F,.C' € By, para cada r < 0.

Ejemplo 4.4 Sea ¢ : R* — R y H = ¢(Q) el operador de multiplicacién en L?(R™)
por ¢(Z). Entonces
(Uf)(@) = e D" f(z),
|

(z
en consecuencia ||(I — F, )U,ng2 = ] (I — E)f||> — 0 cuando r — oo. Vemos asi que,
en este ejemplo, Mo(H) = H y MZ,(H) = {0}. En particular, si el espectro de H no
es puramente puntual, MO( )ﬂ H.(H) # {0}. Por ejemplo, si H = Q*: Mo(H) =

H(H) = H.

El ejemplo 4.4 muestra que las conclusiones del la proposicién 4.3 sélo se cumplen
bajo condiciones adecuadas sobre H pero no en general.

Ejemplo 4.5 Sea ¢ : R" — R y H = ¢(P) el operador de multiplicacion en L*(R™)
por ¢(k). Aqui i
(FUS) (k) = e 0" f (k).

Sea C = (|P|*" + I)7" el operador de multiplicacion por (|k|?" +1)~1 en L*(R™).
C conmuta con Uy, su rango es R(C) = D(|P|*™), el cual es denso en H, y F,.C es
compacto (de hecho F,C = x,(Q)(|P|* + I)~! es Hilbert-Schmidt por la proposicion
2.88). En consecuencia por la proposicion 4.3, Mo(H) = H,(H), ME(H) = H.(H) y
ML (H) = H,(H).
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Ejemplo 4.6 Un caso especial del ejemplo 4.5 es el Hamiltoniano libre de Schrodinger
Hy = P%. En este caso Mo(H) = H,(H) = {0}. Ademds, todos los vectores en H son
estados de dispersion en el sentido de (4.6) (Sin promediar sobre el pardmetro t):

ME (Hy) = Hoo(Hy) = H. (4.8)

De hecho, tenemos ME (Hy) = H,,(Hy) por el ejemplo 4.5 y Ho(Hy) = Hae(Hy) =
H = L*(R™) por la proposicion 3.35.

El siguiente lema es un caso especial del corolario 2.98

Lema 4.7 Sea Hy del ejemplo 4.6. Entonces, para cadar < oo y cada z € p, F.(Hy—
2)7! € Bu.

Proposicién 4.8 En L*(R"), sea H = Hy+V, donde v € V,,. Entonces Mo(H) =

Més adelante demostraremos (proposicién 4.35) que, para una subclase de los po-
tenciales considerados en la proposicién 4.8 que ME (H) = ME (H). Otro punto digno
de ser observado es que la compacidad de F,(H — i)~ utilizado para demostrar la
proposiciéon 4.8 deberia ser cierta unicamente imponiendo condiciones locales sobre v
(i.e. v podria ser singular en el infinito). Esto es, en efecto, sencillo de verificar usando
los resultados de la seccién 2.6:

Proposicién 4.9 Sea v € L] (R") para alguna p que satisface p > 2,p > n/2 (i.e. v

satisface (2.49) para cada ¢ € C3°(R™)). Sea H una extension autoadjunta arbitraria del

operador minimal H = —/\ + v(Z) definido en D(H) = Cg°(R"). Entonces Mo(H) =

Ahora como en la seccién 2.6, el potencial v también puede tener singularidades
locales. Mas precisamente, supongamos que v¢ € L7 (R™)(p < 2,p > n/2) para toda
¢ € CP(R*"\ T'), donde T" es un conjunto cerrado y acotado de medida de Lebesgue
cero. Sea H una extension autoadjunta arbitraria del operador minimal (2.50), y sea A
un conjunto compacto de R® \ I' y Fa = xa(Q) el operador de multiplicacién por la
funcion caracteristica xa de A. Al escoger una ¢ € C§°(R™ \ I') tal que ¢(Z) = 1 para
T € A, se ve que, usando el lema 4.7 que Fa(H + i)' € B,,. Consecuentemente, por
la proposicién 3.24,

dim |FAUI? =0 Vf € Hy(H), (4.9)
1 +T
Tim ?/ |EAULF|2dt = 0V € H.(H). (4.10)

En otras palabras, si por ejemplo f € 3, (H), entonces la probabilidad de encon-
trar el sistema en cualquier conjunto compacto de R™\ T" tiende a cero. Intuitivamente
existen ahora dos posibilidades: el sistema se propaga al infinito, i.e. f es un estado de
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dispersién, o se mueve cada vez mas cerca al conjunto I', i.e. el estado f queda ”ab-
sorbido” en las singularidades de v. Esto lleva a la introduccién de cuatro subconjuntos
adicionales de I, los conjuntos Mg (H) de estados absorbidos en t = o0, respectiva-

mente, vy los conjuntos J\_/[%(H ) de estados que son absorbidos en el promedio temporal.
Asi

feME(H) = dim 1o(Q)UfI? =0 V¢ € Cr, (4.11)
ot ; 1 = ~ 2
feME(H) — Tlﬂﬁof/o |p(Q)U.f||?dt =0 V¢ € Cp. (4.12)

La clase de funciones Cr fue introducida en la definicién 2.78. Si I' es acotado,
Cr contiene todas las funciones infinitamente diferenciables ¢ tal que ¢(z) = 1 cerca
del infinito y sobre cualquier subconjunto compacto Ay de R* \ I', y ¢(Z) = 0 en
alguna vecindad de T'. Asi, si f € M{/(H) y A es cualquier vecindad abierta de T, la
probabilidad de que U,f esté localizada en A converge a 1 cuando t — +oco. Si por
ejemplo I' = {0}, se tiene que para todo f € M (H):

lim |EUFI/IfIIP =1 Vr>0. (4.13)

Debido a que este estado serd localizado esencialmente en una regién muy pequena
(I' = {0}) para tiempos muy grandes, es claro de las relaciones de incertidumbre de
la mecanica cuantica que, este estado debe adquirir momento infinito cuando ¢t — oc.
Antes de demostrar esto, recolectamos unas propiedades muy simples de los subcon-

juntos Mt (H) y Mt (H) de 3.

Proposicién 4.10 Sea I' un conjunto cerrado y acotado de medida cero. Entonces

(a) ME(H) y ME(H) son subespacios de H e invariantes bajo Uy.
(b) M (H) € M (H) y My (H) € My (H).

(€) ML (H) L M (H) y Mo (H) L My (H)

(d) ME(H) C H(H).

(€) MF(H) C 3, (H).

(f) ME(H) € Mg (H) y My (H) € Mg (H).

(9) My (H) "My (H) € Mo(H).

Veamos ahora que, si f € J\/[ij, entonces adquiere momento infinito, en consecuencia
energia cinética infinita cuando t — 400, respectivamente, y si f € Mg (H), entonces
adquiere energia cinética infinita en el promedio temporal (el operador de energia
cinética es precisamente el Hamiltoniano libre de Schrodinger Hy = P2.
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Proposicién 4.11 Sea I' un conjunto cerrado de medida cero, v € L} (R"\T') con

p>2,p>n/2, yH una extension arbitraria autoadjunta del operador minimal H

(a) Si fr € ME(H), entonces para cada b € C°(R):

1 +T
fim = [ [o(H) UL it = (4.14)
0

T—o00

(b) Sigs € ME(H), entonces para cada ¢ € C(R):

s — th’rin W(Ho)Upg+ = 0. (4.15)

Nota 4.12 En L*(R"), (4.15) implica que, para cada M < oo:

lim [(FUg+)(k)|*d"k = 0.

Esto significa que, cuando t — +o00, la probabilidad de que el momento o la energia
cinética del vector UigL permanezca en cualesquier conjunto finito tiende a cero; en
otras palabras, Uig+ se propaga al infinito en el espacio de momentos.

Se termina esta secciéon con algunos comentarios méas acerca de la absorcion local.
Como H conmuta con U, y formalmente H = P? + V, esperamos que la absorcién sea
posible solo si el potencial v tiene una parte negativa suficientemente grande cerca e
['; en efecto, uno formalmente tiene

(fy Hf) = (Utf, HUtf) = (Utfv HOUtf) + (Utf7 VUtf)- (4-16>

Si f € Mi(H), el primer término del lado derecho de (4.16), tiende a 4+oo cuando
t — +o0 por la proposicién 4.11, el segundo a (U;f, VFAU;f), donde A es cualquier
vecindad abierta de I'. Como el lado izquierdo es independiente de t, se deberia tener
que (Upf, VFAU.f) — —oo cuando t — +oc.

Lo anterior simplemente es un argumento heuristico. De hecho, debemos escoger
f € D(H) en (4.16); esto implica que U, f € D(H) para cada t, pero en general U, f no
estard en D(Hp) ni en D(V).

Un comentario final relacionado con el promedio temporal para definir los estados
de dispersion y los estados absorbidos. El promedio sobre el tiempo fue introducido para
permitirnos usar el Teorema Medio Ergédico y sus consecuencias probando propiedades
de los subconjuntos de los estados de dispersion y los estados absorbidos. El promedio
temporal relacionado a las propiedades espectrales de H es necesario solo para tratar
vectores en Hy.(H) los cuales no pertenecen a H, (H). En muchos casos no existen

tales vectores. De hecho se mostrara mas adelante en este capitulo, para una clase de
operadores de Schrodinger H, que Mo(H) = H,(H) y ME (H) = H(H) = H,.(H).
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4.2. Operadores de onda

Hemos visto que los estados de dispersion asociados con un Hamiltoniano H se
propagan a infinito cuando el tiempo t tiende a +00 0 —oo. A menudo el potencial
rapidamente tiende a cero a grandes distancias, por lo tanto, un estado de dispersion
deberfa sentir s6lo una fuerza muy pequena cuando |t| es muy grande. Asi, se espera
que a tiempos grandes un estado de dispersién deberia comportarse casi como un esta-
do libre. El objetivo principal de la teoria de la dispersion de dar una descripciéon maés
detallada de la evolucién temporal de los estados de dispersién a tiempos grandes al
mostrar que pueden ser cada vez mejor aproximados por la evolucion temporal de un
estado diferente bajo un grupo de evolucién distinto y més simple (llamado el grupo de
evolucién libre). Si ambos grupos de evolucion estan dados, la posibilidad de tal aprox-
imacién asintdtica de uno de ellos mediante el otro no esta de antemano garantizada;
es una condicion sobre la interaccion o el potencial (formalmente la diferencia entre los
dos generadores infinitesimales), llamada la condicién asintética.

De ahora en adelante, por lo tanto, consideraremos dos grupos de evolucién {U;}
y {UP}, llamados el grupo de evolucién total y el grupo de evolucién libre, respec-
tivamente. Por el momento, permitimos que {UP} sea un grupo abstracto, pero mds
adelante, {U?} ser4 el grupo de evolucién libre de Schrodinger. Los generadores de {U; }
y {U?} se denotan por H y Hy llamados el Hamiltoniano total y el Hamiltoniano libre,
respectivamente. Asi, en el sentido de la proposicién 3.4:

U, = e, UL = ot (4.17)

Iniciamos formulando la condicion asintotica en términos matematicos. Como ya se
dijo, si f € MZ (H) es un estado de dispersién de H (en ¢t = 4+00), deberfa existir un
vector g4 € M1 (Hp) tal que

Jim [U:f = Ug. ]| = . (1.18)
Como U; es unitario, se tiene

|Uf = UPgell = |UF (Uef = UPg)ll = If = U7 U g || (4.19)

Asi (4.18) puede reescribirse como

i [[f = U;URg. ] =0, (1.20)
ie. f=s5— th’frn U Ulg., . (4.21)

En el mismo sentido, si f € M (H), deberia existir un vector g_ € M__(H) tal que

f=s— lim U Ulg-. (4.22)
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Estas consideraciones llevan de manera natural a la introduccion de los dos sigu-
ientes operadores (), llamados los operadores de onda:

Qs =s— lim U;UYEL (H,y), (4.23)

donde EZ(Hy) denote la proyeccién ortogonal con rango M= (Hy). En la presente
seccién supongamos que los limites en (4.23) existen y derivemos algunas propiedades
generales de 2. En las siguientes dos secciones se daran condiciones para la existencia
de estos limites.

Para las propiedades generales de ). dadas a continuaciéon, no es esencial que
los limites de U; Uy se consideren sobre los subespacios MZ (Hy). Por lo tanto, reem-
plazaremos E= (Hy) en (4.23) por una proyeccién general EL que conmuta con U, i.e.
supongamos a través de esta seccién que

E.=FE,=F}, U)Ey=EFE.U’ VteR, (4.24)

y que los siguientes limites existen:
Qp =s— lim UUYEy. (4.25)
Proposicion 4.13 ). son isometrias parciales que satisfacen
Q0 =FE,. (4.26)
Si By =1, entonces 24+ son isometrias.

Proposicion 4.14 Q) se entrelaza con H y Hy

(a)
UQy = QLU VteR, (4.27)

QLU = UYL VteR, (4.28)

(b) Si ¢ es tal que b e LY(R), entonces

O(H)Qx = Qrp(Ho), (4.29)
Qip(H) = ¢(Ho)S2 (4.30)
(¢) Si f € D(Hy), entonces Qrf € D(H) y
HQ. f =QLHyf. (4.31)
Definamos ahora
Fo=Q.0%. (4.32)

Por la proposicién 2.49 F. son las proyecciones sobre los rangos R(Q4) de Q. y
Q)_ respectivamente. Los subespacios R(§2+) = R(F4) son invariantes bajo el grupo de
evolucién total; esto es el contenido de la parte (a) de la siguiente proposicion:
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Proposicién 4.15 (a)
U,F. = FLU, VteR. (4.33)

(b) Si ¢ es tal que ¢ € L'(R), entonces

¢(H)Fy = Fro(H). (4.34)
En particular:
g€ R(Q1) = ¢(H)g € R(Q4), (4.35)
gL R(Qy)=¢(H)g L R(y). (4.36)
(¢) Si R(E1) C H.(Hy), entonces R(Fy) C H.(H).
(d) Si R(Ey) C Hu(Hy), entonces R(Fy) C Hao(H).
(e) Si R(Ey) C Hy(Hy), entonces R(Fy) C H,(H).
(f) Si R(Ey) C MZE (Hy), entonces R(Fy) C MZ (H).

Corolario 4.16 Sea H, el Hamiltoniano libre de Schridinger (2.39). Entonces, para

cualquier E4,
R(Q2+) € ML (H) N Hoe(Hp). (4.37)

La proposicién 4.15 y el corolario 4.16 llevan de manera natural a la nocion de
completitud asintotica. Se pueden considerar varias formas de esta nociéon, algunas de
las cuales discutiremos brevemente.

Suponemos que, como es usualmente el caso, se tiene que R(EL) C H.(Hyp). En-
tonces R(Q+) C H.(H) por la proposicién 4.15 (c). Se dice, entonces, que los operadores
de onda € son completos (se habla, entonces, de la completitud asintética de la teoria)
si las inclusiones anteriores son ambas igualdades, i.e. si

R(Q) = R(Q-) = H(H) = 3,(H)". (4.38)

En este caso se tiene se tiene una descripcion asintética completa, cuando ¢ — 400,
de todos los vectores en H.(H) en términos del grupo de evolucién libre U, en el
sentido de (4.18) y de su anélogo para t — —oo; en otras palabras , si f € H.(H),
existen dos vectores g+ € R(EL) tal que

Xim |[U.f = UPge]| = 0. (4.39)

En otras situaciones los rangos de {11 solamente serian subespacios de H.(H). Se
espera que generalmente se tenga R(y) = ME (H) o R(Q4) = ME (H). Todavia se
puede hablar de la completitud asintética en un sentido generalizado, siempre que se
pueda dar una descripcién del comportamiento de los vectores en H.(H) N R(Q4)*
cuando ¢ — 4o0. Un situacién simple es donde todos los vectores en H.(H) N R(Qx)*
son estados ligados, i.e. donde J(,(H) en (4.38) se reemplaza simplemente por My (H ):
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R(Q,) = R(Q_) = Mo(H)™. (4.40)

Esta ultima es mas general que (4.38), debido a que 3,(H) puede ser un subespacio
propio de My(H), y a esto se le llama completitud asintdtica en el sentido geométrico.

Una nocién algo mas simple se obtiene al considerar (4.40), para cada signo del
tiempo por separado, i.e. al requerir que

H=R(Q)NM(H)=R(Q_)NM, (H), (4.41)

la cual puede llamarse completitud en el sentido geométrico para tiempos positivos
y para tiempos negativos. En este caso, es posible que R(€2;) # R(Q2_). Este tipo de
completitud asintética implica completitud asintotica ordinaria en el sentido geométrico
si y solo si los estados ligados para tiempos positivos y para tiempos negativos son
iguales, i.e. si y sélo si Mg (H) = M, (H).

El término ”completitud asintética generalizada’se usa si todos los estados en
H.(H) NR(1)* quedan absorbidos cuando ¢t — 4o00. Asi, se habla de completitud
asintotica generalizada si

He(H) = R(Q4) N My (H) = R(Q-) N M (H) (4.42)

y de completitud asintética generalizada en el promedio si

H(H) = R(Q) NME(H) = R(Q_) N My (H). (4.43)

Aqui de nuevo los rangos de €2 y de €)_ en general no seran iguales. Observe que por
la proposicién 4.10 (f), la completitud asintética generalizada implica la completitud
asintética en el sentido geométrico para tiempos positivos y tiempos negativos (al menos

si R(E+) C Mg (Ho)).

En ocasiones es 1til considerar un tipo mas general de operadores de onda en el cual
aparezca un factor adicional entre los dos grupos de evolucién. Sean J. dos operadores
en B(H). Entonces se pueden considerar los limites

Wi =s— lim U JLUEL. (4.44)

Usamos el simbolo W, para estos operadores de onda mas generales y {2+ para el
caso donde Ji = I. Un ejemplo que se discutira en la seccién 4.4 es cuando J4 son
los operadores de corte, los cuales cortan una parte del espacio de configuracion. Otra
situacién donde tales operadores Ji aparecen se da cuando U y U, actiian sobre dos
espacios de Hilbert distintos, digamos Hy y H respectivamente. Entonces, Ji son los
operadores de inyeccién que trasforman Hy en H.

Terminamos esta secciéon dando algunas propiedades de W,..

Proposicién 4.17 Suponga que los limites en (4.44), que definen a W, existen. En-
tonces
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(a) Wy se entrelaza con H y Hy:
UW. = W.UP, WilU, = U'W: ViteR. (4.45)
y, si ¢ € L'(R):

O(H)We = Web(Hy), Wie(H) = b(Ho)W:. (4.46)

(b) Si R(E+) C H.(Hy), entonces R(W.) C H.(H).
(¢) Si R(Ey) C Hyp(Ho), entonces R(IWy) C H,(H).
(d) Sis—lmFE,JLUEL =0 cuando t — oo Vr < oo, entonces R(Wy) C HE (H).

(e) El rango de Wy, el complemento ortogonal R(W+)* y su cerradura son invari-
antes bajo U;. (Contrariamente a R(21), R(W4) no necesita ser cerrado.)

Como resultado final, se establece una relacion entre W y Q4
Proposicién 4.18 Suponga que

s— lim (Jp — UYEL = 0. (4.47)

t—*+oo

Entonces

(a) Si Wy existe, entonces Qy también existe y Wy = Qi. En particular Wy son
wsometrias parciales con WiW, = E.

(b) Si Qi existe, entonces también Wy y Wy = Q.

4.3. Condiciones abstractas para la existencia y la
completitud de los operadores de onda

El propodsito de esta seccién es la de enunciar un teorema abstracto sobre la exis-
tencia y completitud de los operadores de onda. A continuacion, en la siguiente seccién,
se observara que las condiciones de este teorema se satisfacen para los operadores de
Schrodinger.

A lo largo de esta seccién suponemos que Ji son dos operadores en B(H) y Ey
dos proyecciones que satisfacen (4.24). Primero se enuncia el criterio de existencia para
los limites Wy = s — lim U} JLU?E. cuando t — oo (proposiciones 4.20 y 4.21). Se
observa que es suficiente demostrar la existencia de s — lim U} JLUP E+ en un conjunto
total DF de R(F.). El siguiente lema da una condicién suficiente para que s — lim f(t)
exista cuando t — oo.
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Lema 4.19 Sea {W,}1>¢ una familia de operadores acotados. Suponga que {W;} es
fuertemente continua diferenciable y que la siguiente integral impropia de Riemann de
valor real existe para alguna a < oo:

* d
LH£MMﬁ<w

Entonces {W,} es fuertemente convergente cuando t — oo. Un resultado similar se
cumple para t — —o0.

Proposicién 4.20 Suponga que Ji transforma D(Hy) en D(H) y que t — ||(HJy —
JLH) UL f|| es integrable en t = +oo para toda f en algin subconjunto DF de R(F.)
el cudl es total en R(FE1) y contenido en D(Hy). Entonces los operadores de onda
Wi =s—1imy oo U JLUPEy existen.

Para el siguiente resultado introducimos las notaciones R, = (H — z)™', R? =
(Ho—2)""y
Y =J.R—R.J.. (4.48)

De la identidad A(A — 2)7! = I + 2(A — 2)7!, se deduce facilmente que

Y *=HR,J.R’ — R,J.HR" = R, (HJy — J+Hy)R". (4.49)

La primera igualdad se cumple sobre todo H (debido a que HR, y HoR? estan
definidos en todos lados), mientras que la segunda es cierta sélo bajo la suposicion
adicional que JyD(H,) C D(H).

Proposicion 4.21 Suponga que existe un conjunto total DSE de R(EL) tal que, para
cada [ € DF y alguna z € p(H) N p(Hy):

+oo
A |ufwvw4<al (4.50)

Entonces Wy = s — limy 1 U JLUPEL existe.

La proposicién 4.20 muestra que, para que los operadores de onda W, existan,
basta saber que la funcién ¢ — |[(HJy — JoHy)ULf]|| es integrable en ¢ = 400 para
un nimero suficientemente grande de vectores f. En las aplicaciones, U es a menudo
dado de manera explicita en alguna representacion de H como un espacio de funciones
(considere e.g. el grupo de evolucién libre de Schrédinger), y por lo tanto, lo es H.J. —
Ji Hy. Es bastante facil verificar las condiciones de integrabilidad arriba mencionadas.

Similarmente la proposicién 4.21 requiere la integrabilidad en t = 400 de la funcién
t — ||Y,U? f|| para un nimero suficientemente grande de vectores. En lo que sigue, hace-
mos una suposicién de integrabilidad m4s fuerte, esencialmente que t — ||V U EL D ||
sea integrable en +00, donde D son dos operadores adecuadamente seleccionados (es-
encialmente, D, deben formar una particién de la unidad, i.e. D, +D_ = I, y satisfacen
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algunas condiciones adicionales). Mientras esta suposicién es demasiado fuerte si sola-
mente se quiere demostrar la existencia de los operadores de onda, es apropiado para
establecer simultaneamente la completez asintotica de la teoria y varias propiedades
espectrales del Hamiltoniano total H.

Estableceremos un conjunto de condiciones las cuales implican la existencia y la
completitud de los operadores de onda. A continuacién, en una secuencia de lemas,
se derivan varias conclusiones a partir de estas condiciones y finalmente se concretan,
en la proposicion 5.28, los resultados generales implicados por el conjunto entero de
condiciones.

Para efectos de simplicidad, supondremos a partir de ahora que F, = E_. Asi, en
las condiciones (C1)-(C8) a continuacién, E es una proyeccién que conmuta con U y
tal que R(F) C H.(Hyp); D+, J+ v K+ son operadores en B(H) y z es algin nimero
complejo en p(H) N p(Hy). Las condiciones que involucran una funcién ¢ se suponen
que se satisfacen para cada ¢ € Cj.

(C1) E = B(Dy +D_).

(C2) (a) s —lmy_ 10 D-UYE =0,
(b) s —limy_+o0 DEUPE = 0.

(C3) [ [ IIV26(H)UPED. |t < oc.

C4) Y* € By

C5) (J. — J_)R'E € B

(C4)

(C5)

(C6) Jed(Ho)(I — E) € Buo

(O7) Vg & [T KL(L — JUS|PdE =0 Vf € H(H).
(C8) s — limy_so(Je — IUPE = 0.

Hagamos algunos comentarios sobre estas condiciones. (C1) esencialmente significa
que D% y D* forman a particién de la unidad sobre el subespacio R(E). (C2) es mas
facilmente interpretado cuando Dy son proyecciones. Entonces significa que, bajo el
grupo de evolucién libre, cada vector en R(E) eventualmente no queda componente
en el rango de D_ cuando t — 400, i.e. se propaga fuera del subespacio R(D_), y
similarmente para D, y t — —o0o. (C3) es la condicién de integrabilidad ya mencionada.
(C4) significa que la diferencia entre H y Hy debe ser pequena en un cierto sentido, cf.
(4.49). (Cb) requiere que J4 y J_ no sean demasiado distintos. Se cumple de manera
trivial cuando J; = J_. Similarmente (C6) es trivial cuando E = I. Significa que E
no deberia ser muy diferente de I e implica una restriccion en el espectro puntual de
Hyj el cudl discutiremos después. (C8) establece que J dificilmente cambia un vector
en R(E) que ha evolucionado a través de una cantidad muy grande de tiempo bajo el
grupo de evolucién libre. (C8) se hace trivial cuando Ji = I.
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Todas las condiciones que hemos mencionado hasta el momento involucran, aparte
de E y DL, s6lo el Hamiltoniano libre y la diferencia de H y Hy. (C7) es diferente
en este respecto, ya que es una hipdtesis sobre el grupo de evolucion total. Es una
condicién de desvanecimiento, como se considerd en la seccién 4.1. Si, por ejemplo,
Ky =1y Jy =1—F,, significa que todos los vectores en H.(H) se desvanecen, en
el promedio temporal, desde la bola B, (en el contexto del la seccién 4.1). Si r puede
tomar todos los valores en (0, 00), entonces (C7), con Ky = I, es el requerimiento que
H.(H) = M*(H). Si J. = I, entonces (C7) se hace trivial.

Lema 4.22 (a) Suponga (C1), (C2, a) y (C3). Entonces los operadores de onda
Wi =s—lMmU;JLU)E cuando t — +oo existe.

(b) Suponga ademds (C8). Entonces Qy = s —Um U;UYE cuando t — +oo también
existe, y Wy = Q.

Lema 4.23 Suponga que (C4) se cumple. Entonces se tiene que para cada ¢ tal que ¢
y ¢ estdn en L'(R):
G(H) T+ — Jop(Ho) € B (4.51)

y (Jo = UL JLUD)p(Ho) € Boo. (4.52)
Lema 4.24 Suponga (C1), (C2, a), (C3), (C4). Entonces, para cada ¢ € C55(R):
R.(J+ — Wi)b(Hy)EDs € B (4.53)
Lema 4.25 Suponga (C4) y (C5). Entonces R.(J, — J_)E € Bw.
Lema 4.26 Suponga (C1), (C2,a,b) y (C3)-(C6). Suponga que f es tal que f € H.(H)N

D(H) y f L R(W,). Entonces, para cada ¢ € C55(R),

1 T
lim — / T2 (H)U,f|ldt = 0. (4.54)
T—oo T 0

Sabemos de la proposicién 4.17 que R(W4.) y R(W)* son invariantes bajo U; y que
R(W.) C H.(H). Por lo tanto, G := R(Wy) NH.(H) son subespacios de H.(H) los
cuales son invariantes bajo U, y el problema de la completitud asintotica o completi-
tud asintotica generalizada consiste en estudiar estos espacios G+. En particular los
operadores de onda W, son completos si y sélo si Gy = {0}, i.e. R(WL)t = 3, (H).

Derivamos ahora algunas propiedades de los subespacios G.

Lema 4.27 Suponga (C1)-(C6). Entonces se tiene para cada f € Gy:

1 +T
lfm f/ | JLU; f||*dt = 0. (4.55)
0

T—o0
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Lema 4.28 Suponga (C1)-(C7). Entonces se tiene para cada f € G:

T—o00

1 +T
Ifm ?/ | KLU, f||2dt = 0. (4.56)
0

Proposicién 4.29  (a) Suponga (C1)-(C7) con Ky = I. Entonces los operadores

de onda Wy = s — lUim U} JLUPE cuando t — +oo ezisten y son completos en
el sentido de que R(Wx) = H,(H)*. Ademds, si R(E) C H,(Hy), entonces
j’CC(Ho) = wa(HO)

(b) Suponga (C1)-(C8) con Ky = I. Entonces los operadores de onda Qy = s —

lim U;UPE cuando t — +oo existen y son isometrias parciales que cumplen
QL =F yQiQf = E.(H) (en otras palabras Q4 son operadores unitarios de
R(E) C H.(Hy) sobre H.(H)). St R(E) C Hae(Hp), entonces H.(H) = Hq(H),

i.e. H no tiene espectro singularmente continuo.

Se termina esta seccién con un resultado sobre el especto puntual de H y algunas
anotaciones sobre las condiciones (C1)-(C8).

Proposicién 4.30 Suponga (C1)-(C6) con JL = I. Entonces cada eigenvalor distinto
de cero de H es de multiplicidad finita (i.e. el subespacio propio correspondiente es de

dimension finita), y los inicos puntos de acumulacion posibles de los eigenvalores de
Hson A=0y A= +o0.

Nota 4.31 (a) Las condiciones (C3) y (C6) fueron requeridas para cumplirse sobre

todas las ¢ € C55(R). La eleccion de esta clase particular de funciones fue hecha
simplemente por razones de conveniencia y porque es una clase adecuada para las
aplicaciones que nos interesan, a saber los operadores de Schrodinger. En vista
del comentario 3.28, la demostracion de la completitud asintotica se obtiene si se
requiere que (C3) y (C6) se cumplan sélo para todas las ¢ € CP(R\T'), donde I'
es un conjunto numerable cerrado. Bajo estas hipotesis mas débiles, la conclusion
de la proposicion 4.30 se hace un poco diferente: Cada valor propio A ¢ T" de H es
de multiplicidad finita, y los unicos posibles puntos de acumulacion de los valores
propios de H son los puntos A € I y £o0.

Ahora comentaremos brevemente sobre la condicion (C6), suponiendo que Jx = 1.
FEsta condicion se lee entonces ¢(H)(I — E) € Bo para todos las ¢ € C5(R) o
para todas ¢ € C§°(R\T"). Supongamos también que la proyeccion E es la mdzima
admisible, digamos E = E.(Hy). (C6) entonces se convierte la condicion de que
¢(Ho)E,(Hy) € Bo para todas las ¢ en una de las clases indicadas anteriormente.
Esta condicion requiere que ¢p(X) = 0 en cada A que es un valor propio de Hy
de multiplicidad infinita asi como también en cada una de las A que son puntos
de acumulacion de los valores propios de Hy. Debido a que I" debe ser numerable
y cerrado, ésto muestra que Hy no puede ser arbitrario (por ejemplo, se exluyen
todos los operadores Hy que tienen un conjunto denso de valores propios en algun
intervalo A).
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(¢) También es posible demostrar que las hipdtesis de la proposicion 4.29 (a) jun-
to con la suposicion adicional de que R(E) C Huo(Hp), implican que H.(H) =
Hae(H), por lo tanto H no tiene espectro singularmente continuo. La condicion
R(E) C Hae(Hy) se satisface siempre que Hy mismo no tenga espectro singu-
larmente continuo, i.e. cuando H = F,(Hy) ® H..(Ho). En particular esto es
cierto para el Hamiltoniano libre de Schridinger (2.40), para el cual se tiene que
H = H,.(Hy) por la proposicién 3.35.

4.4. Completitud asintética para los operadores de
Schrodinger

Ahora aplicamos los resultados abstractos de la seccion precedente a los operadores
de Schrodinger con potenciales de rango corto. Primero definimos la clase de potenciales
que consideraremos, luego verificamos las condiciones (C1)-(C8), y por ultimo estable-
cemos algunos resultados sobre la completitud asintotica. En esta seccién tenemos que
H = L*(R").

Definicién 4.32 Sea I' un conjunto cerrado y acotado de medida de Lebesgue cero en
R", y sea k > 0. Entonces una funcion medible v : R" — R se dice de clase vr ., si
puede ser escrita en la forma v(z) = w(Z)(1 + |(Z)|)™" con w € vr (ver la definicidn
2.78).

Habra diferencias esenciales entre los casos I' = () y T # () y entre los casos k > 1y
k < 1. Cuando I' = (), las singularidades locales de v (si las hay) deben estar en LP(R™),
mientras que en el caso I' # () estas singularidades pueden ser muy fuertes. Hablaremos,
por lo tanto, de potenciales débilmente singulares y fuertemente singulares. Cuando
k > 1, la funcién |wy(Z)(1 + |Z|)|~" tiende a cero en el infinito més rapido que el
potencial de Coulomb Ve = 7|x|~!. Se habla entonces de potenciales de rango corto.
Sik <1y |wi(Z) > c> 0 en una vecindad del infinito, el decrecimiento no es més
rapido que |Z|~!. Tales potenciales se llaman potenciales de rango largo.

El Hamiltoniano libre es Hy = P2, y el Hamiltoniano total H se define como en
el capitulo 2. Todos los resultados del capitulo 2 pueden aplicarse aqui debido a que
vr, C vp. Cuando I' = (), Hy + V es autoadjunto en D(Hy). Por otra parte, cuando
I’ # (), H serd una extensién autoadjunta arbitraria del operador minimal H dado en
(2.50).

Ahora definamos los operadores E y J.. La proyeccion E serd tomada como el op-
erador de identidad I. Esto es admisible debido a que Hj tiene exclusivamente espectro
absolutamente continuo, asi que R(E) = H = H,.(Hp). Con esta eleccion de E, la
condicién (C6) se satisface de manera trivial.

Cuando I' = (), también hacemos Jy = I. (C7) y (C8) se cumplen trivialmente.
Cuando T" # (), escogemos un nimero positivo M tal que I" estd contenido en el interior
de la bola By, = {z € R"||z| < M}, y tomamos J, = J_ = j(Q) como el operador de
multiplicacién por una funcién real j € C*(R"™) tal que j(Z) = 0 para |Z| < M + 1y
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j(z) = 1 para |z| > M +2. En este caso puede pasar que (C7) no se satisfaga, un punto
que se discutird mas adelante. (C8) sin embargo se satisface también en este caso; de

hecho uno tiene que I — j(Q) = [I — j(Q)]Fpr42, de donde, para cada f € H:

I = G@IUFI < X+ [lillo) [ Far2U7 £

Esta tultima tiende a cero cuando t — oo por el ejemplo 4.6, lo que demuestra
(C8).

Observe que los operadores J = j(Q) "corta” aquella parte del espacio de configu-
racién donde el potencial v puede ser fuertemente singular. También remarcamos que,
en el caso I # (), el potencial de corte v(Z)j(Z) pertenece a vy,

VEUr., I #0=vj€uvy,. (4.57)

La condicién (C5) es trivial tanto para I' = ) y I # (). Después verificaremos (C4).
Observe que Y7 =Y, = Y,.

Lema 4.33 Suponga que v € vr . Entonces Y, € B.

Ahora prestamos atencién a las condiciones (C1)-(C3) restantes las cuales involu-
cran los operadores D.. Ligeramente hablando, Dy serd como sigue: D, selecciona
aquella parte de un vector f en la cual la componente de velocidad a largo de la direc-
cion del vector de posicion de la particula es positiva, mientras D_ selecciona aquella
parte de f en la cudl esta componente es negativa. Se puede demostrar que, para cada

¢ € Ci5 (R),

I(Z +1Q) "¢ (Ho)Uy Dl < c(¢, 5)(1+ [t])™" para t 2 0. (4.58)

Asi, la norma en el lado izquierdo de la ecuacién (4.58) es una funcién integrable
de t sobre [0, +00) siempre que k > 1, la cual permite obtener (C3) para potenciales
que decrecen més rapidamente que |Z|~! en el infinito.

Damos una definicién precisa de los operadores D en la mecanica cuantica. Existen
varias maneras de obtener una analogo mecéanico cuantico de la condicién z - v > 0.
Para este efecto, es conveniente usar el siguiente operador:

1/P - - P
A0—§<E~Q+Q-ﬁ>, (4.59)
con dominio D(Ag) = C°(R™ \ {0}), el conjunto de todas las funciones de R™ a C
cuyas tranformadas de Fourier son infinitamente diferenciables, de soporte acotado y
se anulan en alguna vecindad de k = 0. Ay es simétrico en este dominio (sin embargo
no tiene extensiones autoadjuntas). Més atin, como Q = iV en L2(R™), vemos que A
deja a D(Ap) invariante, de tal manera que D(Ay) = D(Af) para cada n > 1.

En calculos anteriores y venideros, es 1til tener a nuestra disposicion la siguiente
relaciéon de conmutacién: Si ¢, f € S(R™), entonces
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Quit(P)f = 9(PYQuf +i5 - (P)f. (4.60)

La ecuacién (4.60) se obtiene escribiendo Q,,, = i0/0k,, en las variables de momento
y usando la regla de derivacion de un producto.

En este momento estableceremos algunas relaciones que involucran a Ag. Para tal
efecto es 1til introducir coordenadas esféricas polares (k,w) en el espacio de momentos.
k € (0,00) se define como k = |k|, mientras que @ = k/k es un vector en la esfera
unitaria S"~! de R™ : S"7! := {k € R"||k| = 1}. En lugar de k usaremos la variable
A = k2. (X se llama la energfa cinética asociada con el vector de onda k). Usando las
relaciones Q = iVy, 0k/0k,, = kn/k y k0/Ok = S _| ky,O/Oky,, tenemos que para
f S D(A())

Fan® = 53 (g fw+ g {Eim))
- 52 [P0+ )
= (%% + nzgf) Flko). (4.61)
En particular tenemos
Ao = (P [15 0 +z‘i("2_ 2)} . (4.62)

De la misma manera se puede obtener una expresion para A teniendo todos los
operadores de momento a la izquierda de los operadores de posicién:

l n
Al = (P2)*l (a(()l) + Zag) Z Py P Qumy - ka> , (4.63)
k=1

mi--my=1

donde ozél)(k‘ =0,...,[) son constantes que dependen de n. Para 1=1, (4.63) es idéntica
con (4.62), y para | general puede deducirse facilmente a partir de (4.62) por induccion,
por medio de un calculo similar al de (4.61).

La expresién (4.61) para Ay se hace ain mas simple si transformamos el espacio de
Hilbert H = L?(R™) por medio de una transformacién unitaria Uy sobre el espacio de
Hilbert K = L?((0,00), L*(S™!)). Esta transformacién Uy también serd importante
m4s adelante. Primero damos las definiciones relevantes. L?(S"!) es el conjunto de
todas las funciones medibles cuadrado integrables de la esfera unitaria S~ ! a C, con
respecto a la medida de Lebesgue en S™~!. Denotamos esta medida por dw, el producto
escalar en L*(S™!) por (-,+)o y la norma en este espacio por || - ||o.
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L*((0,00), L2(S™ 1)) es el conjunto de todas las funciones medibles definidas en
(0, 00) con valores en el espacio de Hilbert L*(S™™1), cuyas L?(S"!) normas son cuadra-
do integrables con respecto a la medida de Lebesgue dA en (0, 00). Denotamos el valor
de tal funcién g en el punto A € (0,00) por gy. Asi gy es un vector en L*(S"7!), i.e.
una funcién cuadrado integrable g, (@) de las variables @ € S™™, y [ dX||gallo < oo.
El producto escalar entre f = {fy} v g = {ga} en L*((0,00), L*(S" 1)) es

)= [ odr= [ [ dohGIn@). (4.64)

Definamos ahora, para f € L*(R"):

(Uof)r(@) = 27 2AC=DIF(NV2). (4.65)
Usando el hecho de que d"k = k"~ 'dkdw = IX""2/2d)\dw vemos que

o 1 [ -
|l = 5 [ A [ dolfoota)?
0 2 0 Sn—1

= [ awdr = s
R

Asi Uy es un operador isométrico de L*(R™) a L*((0, o), L*(S™')). De hecho Uy es
sobre, en consecuencia unitario, debido a que su inversa es como sigue: Si g = {g»} €
L*((0,00), L*(S™1)), entonces

[TUy 9] (k) = 2262 gpa ().

También mostramos la siguiente relacion que corresponde al lema 5.3:

[Uod(Ho) flx = ¢(A) (U f)- (4.66)
Esto significa que la transformacién unitaria U, diagonaliza el operador Hy = P2
Se dice que es la transformacién espectral de H.
Calculemos UgAgUy ', usando (4.61) y k719/0k = 20/0\. Si g estd dada como
arriba tal que Uy 'g € D(Ay), obtenemos

0 +n—2
o\ 2\

(UoAgUy ') = i)/ [2 } A gy = 2i J

ag)\a

En consecuencia, formalmente

UpAoUy ! = 21’(%. (4.67)

Es méds conveniente ahora ver a L?((0,00), L?(S™™!)) como un subespacio de L?(R,

L*(S™1)) y aplica la transformada inversa de Fourier en este iltimo espacio respecto
a la variable \. Asi, definimos, para z € R:

o0

TR, @) = £-(8) = (2n) 12 / £ f(@)dA.

—0o0
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Esto transforma i9/9\ en multiplicacién por z : Si g = {g,}, entonces
(F1 U AUy ' Frg) . = 229..

Los operadores D, y D_ deberia ahora seleccionar las z componentes positivas
y negativas de ¢, respectivamente. Asi, definimos dos proyecciones F en la z repre-
sentaciéon de L*(R, L*(S™1)) por

A
~ A

(FJrg)z = X(O,oo)(z)gza (F*g)z = X(—00,0) (Z)gz'

Claramente 'y + F_ = I. Sin embargo, si ¢ = {g.} es la imagen bajo F7' de
un vector en L2(R,L%(S™")) (i.e. que tengan A soporte en (0,00)), entonces Fig
no tendra esta propiedad. En otras palabras, Fy = Srlﬁ’ifr'“l_ ! no conmutan con la
proyeccion E, de L2(R, L*(S™1)) en L*((0,00), L?*(S™')). Para obtener los operadores
D2 que actien en L*((0,00), L?(S™™1)) (en la variable \), debemos proyectar de vuelta
hacia L*((0,00), L*(S™1)). Tomemos asi, en L*(R"™):

Dy = Uy ELF FLF7 Uy, (4.68)

Como Fy + F_ = I, D, + D_ es el operador de identidad en L*(R"). D. son
autoadjuntos y estan en B(H). De hecho [|[D|| < 1, ya que D+ son productos de
operadores unitarios y de proyecciones. Ademds D, satisfacen la desigualdad (4.58);
sin embargo, se enuncia un resultado mas débil:

Lema 4.34 Sea k > 0. Entonces, para cada k' € [0,k) y cada ¢ € C§5(R) :

17+ 1Q1) *$(H)UP D || < (¢, h ) Wt 2 1 (4.60)

(I +1QN " ¢(Ho)UP D-|| < e(¢, my &)t Wt < —1. (4.70)

Discutiremos ahora (C2) y (C3), usando el lema 4.34. (C2) involucra sélo el Hamil-
taniano libre y puede obtenerse como sigue: Sea f € D(I+|Q|), i.e. f = D(I+|Q|)"'g
para algiin g € H, y sea ¢ € C55(R). Entonces, debido a que UY* = U?,:

ID-UPp(Ho) fIl < |1 D-Ud(Ho)(I +1Q1)Illlgl (4.71)
= I +1QN ™" o(Ho)UL,D_| g1,

la cual converge a cero cuando ¢t — 400 (i.e. =t — —o0) por (4.70). Como D(I +|Q)])
es denso en H, (4.72) muestra que s — lim D_UPh = 0 cuando ¢t — +oo para todos los
h en el subconjunto total {¢(Ho)D(I + |Q])|¢ € C55(R)}, ver la proposicién 3.27. Por
lo tanto, s — lim D_Up = 0 cuando ¢ — +oc. Esto demuestra (C2).

Respecto a (C3), debemos suponer que v € vr, con x > 1. Sabemos que Y, =
B.(I +1Q|)™"R?, donde B, es un operador en B(H) ([7]). Si ¢ € C55(R), definimos 1)
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por ¥(A) = (A — z)"'¢(A\) y observe que ¢ € C§5(R) también. Consecuentemente, por
(4.69),

IY2b(Ho)UP Dyl < 1B + Q1) "¢ (Ho)Uy D ||
< e,k K| Bl(L+ )7 W20,

Como k > 1, podemos tomar k" > 1, la cual muestra que ||Y,¢(Ho)U?D,y| es
integrable en [0, +00). Esto demuestra (C3).

Resumiremos los resultados obtenidos hasta el momento, usando las proposiciones
4.29 vy 4.30.

Proposicién 4.35 Suponga que v € vy ,, para alguna k > 1, i.e. v(ZT) = [wq(x) + wa(x)]
(1+1Z))™" con wy € L®(R™) y wy € LP(R™),p > 2,p > v/2. Sea H = Hy+ V. En-
tonces los operadores de onda Qi = s — limU;UY cuando t — +oo existen y son
completos en el sentido que

R(Q4) = F6,(H)- = Hoo(H) = ME(H). (4.72)

El operador H no tiene espectro singularmente continuo, cada valor propio distinto de
cero de H es de multiplicada finita y los inicos puntos de acumulacion de estos valores
propios son A =0 y A = oo (ver también el comentario 4.57).

Proposicion 4.36  (a) Sea I' un conjunto cerrado y acotado de medida cero en R™.
Suponga que v € vr,, para algin k> 1. Sea H una extension arbitraria autoadjun-
ta del operador minimal H dado en (2.50), y Uy el grupo de evolucion asociado.
Entonces los operadores de onda 1y = s — Um U;U? cuando t — +oo existen.

(b) Suponga que ademds, que para cada f € H.(H),

1 +T
lfm — F.U f|)?dt = 0, 4.73
Jim 7 [ 1RO (4.73)
donde 1 es tal que I estd contenido en el interior de la bola B, = {z € R"||z| <
r}. Entonces Qi son completos, i.e. se tiene (4.72). En particual H no tiene
espectro singularmente continuo.

Nota 4.37 (a) Bajo las suposiciones de la proposicion 4.35 es posible para mostrar
usando diferentes métodos que los valores propios de H forman un conjunto aco-
tado, en consecuencia se pueden acumular a lo mds en A = 0; para los valores
propios negativos, este resultado se sigue de las proposiciones 2.66 y 2.71.

(b) La proposicion 4.36 (a) muestra que las singularidades locales del potencial no
tienen influencia sobre la existencia de los operadores de onda 2. Su compor-
tamiento en el infinito sin embargo es crucial. La demostracion de existencia
falla cuando k < 1, debido a que no se puede verificar (C3). De hecho se sabe
que {U;UP} no es fuertemente convergente para los potenciales de Coulomb y
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otros potenciales de rango largo [16]. Sin embargo, se tiene que los operadores de
onda W = s—Um U} JLUY cuando t — +o0o para operadores Jy (dependiendo del
potencial) [37], [40] y [22]. La completitud de tales operadores de onda también
ha sido demostrada en [22], por métodos distintos a los utilizados aqui.

(¢) Cuando nos interesamos en la completitud de Qy, se ve de las proposiciones 4.36
(b) (y también de la discusion al final de la seccion 4.1) que ésta depende de las
singularidades locales de v. Si v es débilmente singular, Qo son siempre comple-
tos. Si v tiene fuertes singularidades locales, entonces una condicion suficiente y
necesaria para la completitud es (4.73), indicando que todos los vectores en H.(H)
desaparecen en el promedio temporal en una bola que contiene todos los puntos
de singularidad fuerte de v en su interior. Si se elimina la hipdtesis (4.73), se
pueden demostrar algunas formas de completess asintotica generalizada. Digamos
que se tiene completitud asintotica generalizada en el promedio asi como también
completitud asintotica en el sentido geométrico a tiempos positivos y neqativos.

Proposicién 4.38 Bajo las hipdtesis de la proposicion 4.36 (a), se tiene que (4.43) y
(4.41), i.e.

IC(H) = R(Q.) ® M (H) = R(Q_) @ My (H) (4.74)
Y _
ME(H) € M3 (H). (4.75)
También se tiene que
H=M_(H)dMJ(H)=M_(H)®dM, (H). (4.76)
Usando el teorema espectral, se puede demostrar mas [6]
3, (H) = R(2) © M (H) = R(Q-) & My (H)
y

Hoe(H) C Mo(H). (4.77)
(4.77) se sigue de la proposicién 4.38 debido a que H,. C R(2,)* N R(Q_)*.

4.5. Potenciales de rango largo

La familia {efte =50t} no tiene limites fuertes cuando t — oo si H = Ko+ V y V
es un potencial de Coulomb u otro potencial de rango largo. Esta seccion estd dedicada
a enunciar la existencia de los operadores de onda generalizados para la dispersién de
operadores de rango largo asi como también la no existencia de los operadores de onda
ordinarios.

El problema de dispersién por un potencial de Coulomb V,(z) = v|Z|™! es de gran
interes en fisica atémica y nuclear. La ecuacion de Scrodinger independiente del tiempo
se ha podido resolver de manera exacta en términos de funciones especiales desde los
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primeros dias de la mecéanica cudntica. Las funciones propias de Coulomb 9§(Z), las
cuales son las soluciones de la ecuacién (A — V(z) + A\ (z) = 0 para A = k* > 0.
La parte dominante de la solucién asi como la onda esférica dispersada tiene una
distorsién logaritmica en sus fases (Amrein [5]). El plano distorsionado de la onda
exp[ik - & + ivk~ log(kr — k - 7)] no es una funcién propia de K, correspondiente
al punto espectral A = k% Uno por lo tanto espera que también en el formalismo
dependiente del tiempo la evolucién total exp(—iH.t) con H. = Ky + V. no parezca
como la evolucién libre exp(—iKyt) cuando t — +oo, sino mas bien alguna distorsién
de la evolucién libre.

Para una teoria satisfactoria se formula la condicién asintética en términos de ob-
servables y encuentra que bajo suposiciones adecuadas esto implica la existencia de
una familia de operadores unitarios {Y;}, los cuales son las funciones de K; o de P tal
que

s —1im V;"Y; = Q. existe cuando ¢ — +o0. (4.78)

Reciprocamente, si existe tal familia {Y;} que satisface (4.78), es facil verificar que
VAV, f converge fuertemente a Q4 AQ% cuando ¢ — oo para cada A € B(H) que
conmuta con K, o con P respectivamente y para toda f en el rango de €. {Y;}
representa la distorsion anteriormente mencionada de la evolucion libre, y €24 son los
operadores de onda generalizados. A continuacién se da un método formal para llegar
al candidato para {Y;}.

La convergencia de V;'Y; se muestra al demostrar que ffaoo \|d/dtV Y, flldt < oo
para todos los vectores f en un conjunto fundamental. Al escribir YV; = Uy exp(—iX;) y

X; = X, (P), se tiene
[d/dtVEYifl| = [I(V = d/dtX)Y fI| = (U7 VU — d/diX) exp(—iXo) fll,  (4.79)

debido a que U; conmuta con d/dtX;(P). De las definiciones de los operadores unitarios
Ci v Q¢ ([5] pag. 529) se tiene que U; = C;Q;, se sigue que si ¢ € L°(R3?) o0 ¢ € L*(R?),
entonces
Cro(Q)C, = ¢(2tP), Uo(Q)Uy = Q7 (2t P)Q;. (4.80)
Se sabe que )y y (Jf convergen fuertemente a I cuando ¢ — +o0o. Por lo tanto, por
(4.80), UV (Q)U; — V(2tP) convergerd fuertemente a cero bajo hipétesis adecuadas
sobre V. Asf si
d/dtX,(P) =V (2tP), (4.81)

encontramos de (4.79) que ||d/dtV;*Y,f|| converge a cero cuando ¢ — oo e incluso

puede ser integrable en el infinito. Como se acaba de ver, X; que satisface (4.81)

da un buen candidato para Y; para potenciales que se comportan como |Z|™” en el

infinito. con 1/2 < # < 1. En particular para un potencial de Coulomb, resulta X; =
1

%7(3@'971 t)K, 2 log |t|. Este operador fue introducido por Dollard para demostrar la
existencia de los operadores de onda de Coulomb generalizados.

Es claro que para potenciales esféricamente simétricos, { X, } y {Y;} son funciones de
Ky y en consecuencia conmuta con todas las constantes del movimiento libre, mientras
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que en general {X,} son funciones de P, y {Y;} conmutan con todos los operadores
acotados que conmutan P. Para potenciales de rango corto, i.e. 8 > 1, vemos a partir
de (4.81) que X; converge a cero cuando t — +o00, demostrando que el comportamiento
asintotico de V; en tal caso esta dado por U; como se espera.

Supondremos que el potencial V puede escribirse como una suma de dos partes
reales Vg y V7, i.e.

V=Vs+V,, con (1+]|z]*)Vs € L*(R?) (4.82)
y VL es cuatro veces continua diferenciable y satisface

|ID™V(Z)| < e(1+|z])"™=*  para algiina a con 0 < o < 1
y0<|m| <4 (4.83)

Se usa la notacién multiindice para las derivadas con m = (m1l, m2,m3), |m| = ml +
m2+m3y D" f(z) = (0™ /ox1) (0™ 0x5?) (0™ /0x53) f(z), donde m1, m2, m3 son
enteros no negativos.

Claramente V7, definida anteriormente es un operador acotado y como (4.82) implica
que Vs € L?(R3), Vs is Ky-compacto, por la proposicién 8.7 de [5], Hy = Ko+ V =
Ky + Vs + Vi, es autoadjunto con D(H) = D(Kj).

Podemos considerar (4.81) como una ecuacién para la funcién X;(k) e integrarla
para obtener X;(k) — Xo(7) = fot V1(2sk)ds, donde Xy (k) es la constante de integracién
y s6lo hemos usado la parte de rango largo de la interacion, llamémosla Vy, en (4.81).
En la expresién Y; = U, exp(—iX;), la constante de integraciéon X, solamente multiplica
por un operador independiente del tiempo y no tiene influencia sobre el problema de
convergencia de (4.78). Por lo tanto, eliminamos X y escribimos

Xi(k) = /Ot Vi(2sk)ds. (4.84)

Tal ambigiiedad es una caracteristica general de los operadores de onda generalizados.

Ahora enunciaremos (la demostracion se encuentra en Amrein [5]) el teorema prin-
cipal: la existencia de los operadores de onda generalizados como limites fuertes (4.78).
Para esto establecemos Y; = U, exp(—iX;) con X; definido por (4.84).

Proposicién 4.39 (a) Suponga (4.82) y (4.83) con 3 < a < 1. Los limites fuertes

(4.78) ezisten y definen dos isometrias Q. (b) Q4 intercala H y Ko, i.e. HQL = QLK.

Nota 4.40 Para el potencial de Coulomb podemos escoger cualquier o con % <a<l
en las cotas de (4.83) y en consecuencia los resultados de la proposicion 4.39 son vdlidos
en este caso.

Concluimos que para V(z) = ~|z|?(5 < # < 1), los operadores de onda generaliza-
dos existen y tienen la propiedad usual de entrelazamiento. Ahora para un subconjunto
de estos potenciales enunciamos que los operadores ordinarios de onda no existen, i.e.
{V;*U,} no tienen los limites fuertes cuando t — +oo.
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Proposicién 4.41 Sea V(Z) = «|z|™". Entonces (a) si 0 < 3 < 1,{exp(iX;)} con-
verge débilmente a cero cuando t — +oo, (b) si 3/4 < B < 1,{V,*U;} converge débil-
mente a cero pero no tiene limites fuertes cuando t — 4o0.

Discutimos brevemente otros trabajos en teoria de la dispersién para potenciales
de rango largo. La existencia de los operadores de onda generalizados primero fue
demostrada para el potencial de Coulomb por Dollard [16]. El método para construir
X; presentado en esta seccién falla para 0 < o < 1/2. En tal caso, uno tiene que
reemplazar (4.81) por la ecuacién mas general:

dX/dt =V (2tP + VX(P)). (4.85)

Para obtener X; a partir de (4.85) se puede intentar resolver esta ecuacién no lin-
eal, lo cuél fue hecho por Hérmander, [30] o un esquema de interaccién seguido por
Buslaev y Matveev [14], y Alshom [4]. El esquema de interaccién es como sigue:
X0 = O,Xt(m)(l;;) = fot V(2sk + ?Xgm_l)(l;:))ds. Entonces se usa la soluciéon X; de
(4.85) o alguna Xt(m) para demostrar la existencia de los operadores de onda general-
izados.

El operador exp(—iX;) a veces es llamado una transformacién de "vestido” depen-
diente del tiempo. Existen construcciones de operadores de onda generalizados usando
transformaciones de ” vestido” independientes del tiempo. Esto fue introducido por Mul-
herin y Zinnes para el potencial de Coulomb.

La completitud asintotica de la teoria para el potencial de Coulomb fue demostrada
por Dollard [16] usando una expansion en funciones propias.



Capitulo 5

Teoria de la dispersion

Como ya se menciono en la introduccién, la teoria de dispersion es la descripcion
matematica del siguiente tipo de experimento fisico: Un haz de particulas con unas
condiciones iniciales bien definidas se hace colisionar con un blanco fijo, y se observa
la distribucién angular asi como también otras propiedades fisicas de las particulas
dispersas después de la colision.

Usando los operadores de onda, se pueden predecir los resultados de dichos exper-
imentos si se supone que la interacciéon entre los constituyentes del haz y aquellos del
blanco son conocidos. Para tal efecto, se divide el problema en dos partes observando
que tanto el haz como el blanco estan hechos de un gran niimero de particulas idénticas
o atomos.

i) Se describe la dispersién de una séla particula del haz por medio de un sélo centro
de dispersién (i.e. Un tnico constituyente o dtomo del blanco). En el caso més
simple éste es un problema de dos cuerpos; en situaciones un poco mas complejas,
cuando los constituyentes del haz o del blanco son sistemas compuestos tales como
atomos, se tiene un problema de N cuerpos, donde N es pequenio (por ejemplo,
en una dispersion protén a proton se tiene que N=2, en una dispersiéon proton a
deuteron se tiene que N=3, ya que el deuteron estd compuesto de un protén y
un neutrén).

i1) Tomando en cuenta las propiedades del haz y del blanco, se trata la situacién
real -la cudl involucra un nimero muy grande de particulas- por medio de los
resultados de i) y un método estadistico apropiado.

Para el caso N=2 en i) si la interaccién entre dos particulas es invariante bajo
simultaneas traslaciones de ambas particulas, es facil reducir el problema en uno de
dispersiéon de una sola particula sobre un potencial. Esto nos permite usar los resultados
sobre los operadores de Schrodinger obtenidos en los capitulos anteriores.

El problema i) se trata en la seccién 5.1 donde introducimos el operador de disper-
sion y se deducen algunas de sus propiedades.

Para el desarrollo de este capitulo se ha tomado parte del contenido del capitulo 6
de Amrein [7].
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5.1. El operador de dispersién y la matriz S

Sean {U;} y {UP} dos grupos de evolucién, Fy dos proyecciones que conmutan
con cada U y Jr € B(H). Supongamos que los operadores de onda Wi = s —
lm U} JLUPEy cuando t — =+oo existen, se puede definir un operador lineal S, lla-
mado el operador de dispersion, como sigue:

S:=W:W_, D(S)=0%H. (5.1)

Primero estableceremos algunas propiedades matemaéticas de este operador y luego
comentaremos sobre su interpretacion en la teoria de dispersion.

Proposicién 5.1 (a) SU? =UPS VteR.
(b) If f € D(H,), entonces Sf € D(Hy) and HySf = SHf.

La proposicién 5.1 expresa el hecho de que el operador S no mezcla diferentes
valores espectrales del Hamiltoniano libre Hy. Si H tiene espectro puramente puntual,
entonces esto significaria -como en el lema 3.7- que S transforma cada subespacio
propio de Hj en si mismo. Ahora la dispersién esté asociada con el espectro continuo,
y en este caso existe una generalizacion del concepto de ”dejar cada subespacio propio
invariante”, llamado descomponibilidad. Explicaremos esto para el caso Hy = P? en
L?*(R™), debido a que este operador puede diagonalizarse explicitamente. Resultados
similares pueden demostrarse en un nivel mas abstracto para un operador autoadjunto
Hy (ver [5], capitulos 5-7).

La transformacién espectral Uy que diagonaliza Hy = P? ha sido definido en la
seccién 4.4. Es un operador unitario de L?(R™) sobre G := L*((0,00),H,) dado por
(4.65), donde Hy := L*(S™ ') es el espacio de Hilbert de todas las funciones cuadrado
integrables definidas sobre la esfera unitaria S"~! de R". El operador lineal A que
actia en G se dice descomponible si tiene la siguiente forma: para cada A > 0 existe
un operador A(\) € B(H,) tal que

D(A) = {f] / JAM) 24 < oo} (5.2)

(Af)x = AQA) S (5-3)

Asi, después de diagonalizar Hy, un operador descomponible A puede descompon-
erse en una familia {A()\)} de operadores cada uno de los cuales actia en Hy, de tal
manera que distintos valores espectrales de Hy no se mezclan entre si. (La familia de
operadores {A(\)} también debe tener la propiedad de ser medible, i.e. Vf, g € H, la
funcién A — (f, A(N)g) debe ser Lebesgue medible.)

Si A es descomponible en G, escribiremos A = {A(A)}, y denotamos por || A(N)||o
la norma del operador A(A). Establecemos, a continuacién, algunos resultados simples
sobre los operadores descomponibles.
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Proposicién 5.2 (a) Sea A descomponible. Entonces A es acotado con D(A) = G
si y solo si ||A(N)||o es una funcion esencialmente acotada de X, y

|Al| = esssup ||[A(N)]|o- (5.4)
A>0

(b) Si A ={AN)} y B = {B(\)} son descomponibles y estan en B(G), entonces
A+ aB,AB y A* son también descomponibles y estan dados por

A+taB = {A)) +aB\)}, (5.5)
AB = {ANB)Y, (5.6)
A = {AN)) (5.7)

Una clase especial de operadores descomponibles son los operadores diagonalizables
los cuales tienen la forma A = {¢(\)1}, donde ¢ es una funcién de (0, co) hacia C e I
denota el operador de identidad en Hy. En este caso A es el operador de multiplicacién
por ¢(\) en L*((0,00),Hy). Es natural llamar a este operador ¢(Hy), ya que Hy es
justamente multiplicacién por A. Por supuesto esta definicion de ¢(Hp) es equivalente
a aquella dada en la seccion 3.2 si ¢ pertenece a la clase de funciones ahi consideradas.
En efecto tenemos:

Lema 5.3 (a) El operador UoUPUy" es diagonalizable y estd dado por UgUPUy"' =
{6(—1)\t)]0}.
(b) Suponga que ¢ es la transformada inversa de Fourier de una funcion b e L'(R), y
sea ¢(Hy) definido por (3.18). Entonces Uod(Hy)Uy ' es diagonalizable y estd dado
por Uop(Ho)Ug™ = {(A\) 1o}

Del lema 5.3 (a) vemos que cada operador descomponible A conmuta con U}:

(U AT} fa = AN [e7™ (Uof)a] = e M AN (Uof)a] = (Ul Af).

En las siguientes proposiciones se enuncia el reciproco de esto:

Proposiciéon 5.4 Suponga que B € B(L*(R™)) es tal que BUY = UPB para cada
t € R. Entonces UgBUy* es un operador descomponible en G.

Se sigue de las proposiciones 5.1 y 5.4 que el operador de dispersion es descom-
ponible: UoSUy' = {S(N)} que actia en Hy = L*(S"!) se llama la matriz S a energia
A

Es conveniente definir un operador R como:

R:=5-1 (5.8)
Claramente R es descomponible, UgRU;' = {R(\)}, v la matriz R(\) estd dada
por R(\) = S(A) — I.
En muchas situaciones fisicas S es un operador unitario. La siguiente proposicion
contiene condiciones sobre S para que sea unitario en el caso especial donde J, =1y
E. = I. Resultados similares pueden obtenerse en el caso general.
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Proposiciéon 5.5 Suponga que Q. = s — UmU;UY cuando t — +oo existe, y sea
S = Q_. Entonces

(a) S es isométrico si y sélo si R(_) C R(2y).

(b) S es unitario si y solo si R(2-) = R(Q). En particular S es unitario si se tiene
completitud asintotica en el sentido ordinario o en el geométrico.

Finalmente, concentramos nuestra atencién sobre la interpretacion del operador de
dispersién. Suponemos que Jr = Iy Ex = EZ(H,) (cf. el inicio de la seccién 4.2). Sea
f un vector en el subespacio M (Hy) y g = Q2_ f. Entonces, por (4.22),

|Uig — U2 f|| — 0 cuando t — —oo. (5.9)
Més aun, F g € R(€2,), (F+ de ha definido en (4.32)) de tal manera que
|UFyg — U gl = |UFrg — US| — 0 cuando t — +oc. (5.10)

El significado de las dos relaciones precedentes puede ser descrito como sigue. El
vector f € M__(Hp) se interpreta como el estado inicial de un evento de dispersion,
dado al tiempo t = 0, g es un estado que evoluciona bajo el grupo de evolucién real {U, }
el cual es indistinguible del estado inicial f, que evoluciona bajo el grupo de evolucion
libre {UP}, a tiempos negativos muy grandes (antes de que la interaccién tenga lugar).

Ahora escribamos g = Fyg + (I — F,)g. La parte F.g de g es un estado de dis-
persién en t = +oo, i.e. Fi g € MZ (H) (ver el corolario 4.16). Ademés, su evolucién
temporal U, F, g se hace indistinguible a tiempos positivos muy grandes de aquel estado
que se obtiene permitiendo que Sf € M1 (H,) evolucione bajo el grupo de evolucién
libre {U}. As{ Sf puede ser interpretado como la parte saliente del estado final (dado
también a tiempo t = 0); Esto se dice en el sentido de (5.10): la evolucién libre de Sf a
tiempos positivos grandes da la parte saliente de un evento de dispersién iniciado, en
el sentido de (5.9), en el estado f € M (Hy).

La ventaja de esta representacién es que se puede describir el estado saliente a
tiempos positivos muy grandes usando el operador de dispersién y el grupo de evolucion
libre, el cual, en el caso de Schrodinger, tiene una forma muy simple, contrariamente
al grupo de evolucién total.

Hemos escrito g = F g + (I — F)g y se ve que F, g describe una parte de g que
serd saliente cuando t — +o00. Para interpretar la parte restante (I — Fl)g, se tiene
que suponer completitud asintética en algin modo. Si se tiene completitud asintotica
generalizada, entonces (I — Fy)g serd un estado absorbido en t = +00. En este caso la
imagen es como sigue: El evento de dispersién se inicia en el estado f (o mejor dicho
aUlf at << —1). Cuando t — +o00, una parte del estado serd absorbida, mientras
que otra parte, dada por UJSf, se propagard hacia el infinito. Esta tltima parte es
analizada en un experimento de dispersién; en consecuencia esta parte es la que debe
ser utilizada para calcular la seccion transversal.

La situacion se hace mas simple si se supone la completitud asintética en el sentido
ordinario o en el sentido geométrico. Se ve que R(€2y) = R(€2_), de tal manera que
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g=Q_f € R(Q,),ie F.g = g. En este caso no hay parte absorbida (aunque los
subespacios M (H) no necesitan ser vacios).

Por ejemplo, si My (Hp)* = 3, entonces en una situacién subsecuente, donde
R(Q2y) = R(Q_), S es unitaria por la proposicién 5.5, mientras que la situacién anterior
S en general no es unitario. Se ve asi que la propiedad de ser unitario o no serlo (més
precisamente, ser isométrico o no serlo) de S estd relacionada con la posibilidad o
imposibilidad, respectivamente, de absorciéon en ¢ = +o0o0 de una parte de los estados
de dispersién en t = —oo (i.e. de los estados en M (H)).
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Capitulo 6

Formulacion general de la
dispersion multicanal

Este capitulo contiene una descripcion de la estructura general y de las propiedades
tipicas de sistemas de dispersion multicanal. Las aplicaciones de esta teoria a la dis-
persién de N cuepos por potenciales se vera mas adelante. La seccién 6.1 es una in-
troduccién que da los fundamentos fisicos de la nocién de agrupamiento de particulas
en sistemas de muchas particulas. En la secciéon 6.2 se formula la condicion asintética
en un sentido abstracto y se muestran las propiedades de los operadores de onda y de
dispersién. En la seccion 6.3 introducimos el concepto de canales de dispersién. Ahora
se ha usado el libro de Amrein et. al. [5] capitulo 6 para la redaccién de este capitulo.

En este capitulo nos encontraremos con operadores de la forma A = A1 QI Q- ®
I+ +I®I®---®A, es un espacio producto tensorial H = H; QHo®- - -QH,,, donde
cada Aj, es autoadjunto en Hjy. Puede demostrarse que A es esencialmente autoadjunto
en D(A])®---®D(A,), en consecuencia también en el dominio mas grande U,D(I ®
R AR®---®1). Ademds, si cada Ay, es acotado por abajo, entonces el operador suma
es autoadjunto. (Ver capitulo VIIL.10 [43]). En nuestras aplicaciones los operadores Ay
son Hamiltonianos de ciertos sistemas fisicos.

6.1. Agrupamiento de particulas

Se define un sistema de dispersion simple por la propiedad de que la evolucién
temporal de cada estado de dispersion de H puede aproximarse a tiempos negativos y
positivos grandes por estados cuyo evolucién temportal estd gobernada por un grupo
de evolucion sin perturbar. El concepto de sistema simple de dispersion es adecuado
para la descripcion de sistemas fisicos compuestos de solo dos subsistemas elementales,
por ejemplo, dos particulas elementales. En tal caso es usual distinguir dos tipos de
estados del sistema, los estados ligados, en los cuales los dos subsistemas permanecen
ligados uno con el otro en todo tiempo, y los estados de dispersion, en los cuales los
dos subsistemas se apartan cada vez mas entre si cuando ¢t — +oo.

Si un sistema fisico consiste de mas de dos elementos constitutivos, esta simple
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imagen ya no es suficiente. Como ejemplo, consideremos un sistema compuesto de tres
subsistemas elementales etiquetados como a,b y c. Los estados ligados de nuevo seran
caracterizados por la propiedad de que los tres subsistemas permanecen juntos en todo
tiempo, y un estado de dispersion sera aquel que a tiempos negativos y positivos muy
grandes el sistema se divide en al menos dos partes cuya distancia relativa se hace mas
y mas grande cuando ¢ — F00. Se ve que existen varias posibilidades para esta division
en partes, y en consecuencia, distinguiremos varios tipos de dispersion.

Puede pasar que cada uno de los tres constituyentes se mueva separadamente de
los otros dos, con la distancia relativa entre cualesquiera dos constituyentes haciéndose
cada vez mas grande cuando t — +oo. El tiempo total de evolucién de tal esta-
do de dispersién sera asintéticamente aproximado por aquel de los tres subsistemas
en movimiento libre. Caracterizaremos formalmente tales estados de dispersién por
{lal, [b], [c]} (los corchetes indican las partes individuales en las cuales el sistema estd di-
vidido). Otra posibilidad es que a y b permanezcan ligados a tiempos muy grandes y
el sistema compuesto [a,b] se aleja cada vez mas de ¢ cuando t — +o00, i.e. estados
que pueden ser designados por {|a, b], [c]}. El tiempo de evolucién total de tal estado se
aproximara asintoticamente por la evolucion libre de un cierto estado de un sistema de
dos componentes que consiste del sistema compuesto [a,b] y del subsistema elemental
c. Este grupo de evolucién libre sera diferente de aquel indicado anteriormente para
los estados del tipo {[al, [b], [c]}, ya que sera necesario tomar en cuenta las fuerzas que
mantienen a a y b ligados, mientras que la libre evolucion de los tres sistemas indepen-
dientes no contiene fuerzas entre ellos. Debe indicarse que en nuestra descripcién un
sistema compuesto como [a, b] es considerado como un sélo objeto fisico, el cual puede
tener una estructura interna en el sentido de que pueden ser varios estados ligados. Su
movimiento libre estd determinado (excluyendo la energia de enlace) por el operador
de energia cinética de su centro de masa. También se ve en la descripcién anterior que
de la divisién del sistema de tres particulas en [a,b] y [¢] involucra tres espacios difer-
entes: los estados de dispersién de H del tipo {[a, 0], [¢]} para t — Fo0 respectivamente
(estos dos conjuntos pueden ser diferentes), y el conjunto de los posibles estados de dos
componentes que consisten de [a, b] y [c] (el dltimo conjunto contiene los estados en los
cuales los dos primeros son asintéticamente aproximados).

Asi en el ejemplo anterior se tiene que distinguir (para cada signo del tiempo) cuatro
tipos de estados de dispersién de H, a saber {[al, [0], [c|}, {[ab], []}, {]ac], [b]}, {[a], [bc]},
y una descripcién asintotica del tiempo total de evolucion de cada tipo sera en términos
de un grupo de evolucién sin perturbacion para cada uno de ellos. Una situacion similar
se encontrard cuando se considere un sistema de N > 3 subsistemas elementales; el
ntimero de posibilidades de dividir el sistema en al menos dos subsistemas (elementales o
compuestos) determinara de nuevo el nimero de tipos posibles de estados de dispersién.
Como un ejemplo fisico simple podemos considerar la dispersiéon de un protén por un
deuterén. Esto involucra tres particulas elementales, a saber dos protones y un neutrén,
y el deuterén es un sistema compuesto dado como un estado ligado de un protén y
el neutréon. Debido a la indistinguibilidad de los dos protones y porque no existen
estados ligados protén a proton, sélo hay dos tipos de estados de dispersion, aquellos
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que estan compuestos asintoticamente de dos protones libres y un neutrén libre y aquel
que esta compuesto por un protén y un deuterén. Debe agregarse que el niimero total
de particulas (i.e. subsistemas elementales) en el tipo de teoria multicanal considerada
aqui es fija, por lo tanto tal teorfa no describira la creacion de particulas adicionales
tales como los mesones a altas energias.

Se ve a partir de este ejemplo que los varios tipos de estados de dispersion pueden
llevar asintéticamente a situaciones fisicas muy diferentes. El primer paso hacia una
teoria de dispersion es, por lo tanto, introducir los estados que apropiadamente de-
scriban la situacion, i.e. los cuales, cuando evolucionen bajo un grupo de evolucién sin
perturbar apropiado, puede dar la descripcién asintética apropiada de los distintos es-
tados de dispersion del Hamiltoniano H. En el caso de un sistema simple de dispersién
estos estados fueron determinados como aquellos en M, (Hy), y su evolucién temporal
fue dada por U; = exp(—iHpt). En el presente contexto existirdn varios subespacios
como éste (llamados subespacios de agrupacion de aqui en adelante), y con cada uno de
ellos habrd un grupo unitario uniparametrizado asociado que dejarda el subespacio de
la agrupacién invariante. El generador infinitesimal de este grupo se llamara un Hamil-
toniano de la agrupaciéon. Por el momento, nos contentaremos con una descripcipon de
las propiedades caracteristicas de estos subespacios de agrupacion y Hamiltonianos de
agrupacion. En el capitulo 7 se tratara explicitamente la dispersién por un potencial
para sistemas de N particulas.

Consideramos un sistema que consiste de N particulas indistinguibles, cada una de-
scrita por los estados y observables asociados a un espacio de Hilbert Hy.(k =1,..., N).
El espacio de Hilbert del sistema entero es entonces H = H; ® ... ® H,,. Habra un
espacio de agrupamiento de H para cada particion posible del conjunto de nimeros
{1,..., N} en n subconjuntos con 2 < n < N. Estos subconjuntos se llamaran agrupa-
ciones y se denotan por (1),(2),...,(n). La particién correspondiente serd designada
por D = {(1),...,(n)} u ocasionalmente por D,, para indicar que el nimero de agru-
paciones en la particién es n. Observe que para una n dada existen varias particiones.
Como cada particula esta etiquetada por un nimero, podemos asociar con cada agru-
pacién (k) un subconjunto de las N particulas, a saber aquellas cuyos niimeros aparecen
en (k), asi como también un espacio de Hilbert H{(¥), el producto tensorial de los espa-
cios H; con j € (k). Asi cada particion lleva a la divisién de las N particulas en al menos
dos subconjuntos. Estos subconjuntos pueden consistir de 1,2,..., N — 1 particulas y
ocasionalmente se llamaran agrupaciones de particulas. H®*) es el espacio de Hilbert
correspondiente al conjunto de particulas asociado con la agrupacién (k), y el espacio
de Hilbert de N particulas puede escribirse como

H=HVY@HP ®...0H™. (6.1)

Un hamltoniano de agrupacién es un operador autoadjunto de la forma HP =
HY@I@ - @I+...+1®1®---® H™ en la representaciéon (6.1) de H como
un producto tensorial, donde para cada k, H® es un Hamiltoniano para el conjunto
de particulas que forman la agrupacién (k), y H *) actia en H®. El grupo unitario



88 Formulacién general de la dispersién multicanal

uniparametrizado asociado (el grupo de evolucién de la agrupacién) tiene la forma
UP = exp(—iHPt) = exp(—iHVt) @ - - - @ exp(—i H ™), (6.2)

lo que significa que cada agrupacion de particulas se mueve independientemente de las
otras. ((6.2) puede verificarse al observar que el generador infinitesimal del lado derecho
coincide con H? en D(HM) @ --- ® D(H™)) y recordando que H? es esencialmente
autoadjunto en este subconjunto de .

Considere ahora uno de los Hamiltonianos autoadjuntos H®) que actiia en FH*).
Definimos My (H™®)) como el subespacio de H*) que consiste de todos los estados lig-
ados asociados con H® (i.e. el conjunto de estados en los cuales todas las particulas
que pertenecen a (k) permanecen juntas en todo tiempo relativas al grupo de evolu-
ci6n {exp(—iH®™1)}). Estos estados pueden ser definidos como en (4.3) usando los
operadores de posicion relevantes. El subespacio de agrupacién asociado con el Hamil-
toniano de agrupaciéon H” estd determinado como el siguiente subespacio de H en la
representacion (6.1):

MP =My(HY) @ --- @ Mo(H™). (6.3)

Hay algo que agregar sobre las agrupaciones que consisten de una soéla particula. En
este contexto una particula se considera como un estado ligado en si mismo, i.e. si (k)
contiene sélo un elemento, entonces Mo(H®)) se toma como el espacio entero H®) (el
cudl es idéntico con el espacio original H;).

Como My(H™®) reduce H*) para cada k, M reduce H”, o en otras palabras
el grupo de evolucién de la agrupacién deja invariante a M?. Los estados en MP
describen n subsistemas (compuestos o elementales) cada uno de los cuales forma un
"fragmento de dispersion” y los cuales se mueven independientemente el uno del otro
bajo el grupo de evolucién de la agrupacién {UP}. Para que esta interpretacién sea
consistente, debemos requerir que el grupo de evolucién de la agrupacion no lleve a
un enlace entre las agrupaciones (si esto pasara, los correspondientes estados ligados
simplemente estarian incluidos en un subespacio de agrupamiento diferente).

El conjunto de subespacios de agrupacién { M} supone el rol que jugé el conjunto
Moo (Hp) de estados de dispersién del Hamiltoniano no perturbado de la seccién 5.1.
El ntimero total de estos subespacios es finito y no excede el nimero My de distintas
maneras de dividir en particiones el conjunto {1,..., N} en al menos dos agrupaciones.
Puede, sin embargo, ser considerablemente mas chico que My, ya que ciertas agrupa-
ciones pueden no tener estado ligado alguno. Asi MP # {0} si y sélo si para cada
agrupacién (k) de més de una particula que aparece en la particién D, el Hamiltoniano
H® tiene al menos un estado ligado. Si todas las fuerzas interparticulas son repulsivas,
no hay estados ligados de agrupacién en lo absoluto, por lo tanto, el tinico subespacio
de agrupacién no trivial sera el correspondiente a N particulas libres, i.e. MP¥ = H, y
la teoria de dispersién sera aquella de un sistema de dispersién simple.

Debido a que los vectores de estado en los subespacios de agrupacién evolucionan
bajo el grupo de evolucion de agrupacion éste sera usado para aproximar los distintos
tipos de estados de dispersién de H para tiempos grandes, es claro que el Hamilto-
niano de agrupacion debe estar relacionado de alguna manera al Hamiltoniano total
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H. Una receta simple para obtener un Hamiltoniano de agrupacién H” a partir de H
serfa simplemente eliminar en H todas las partes de la iteraccién en las que intervienen
particulas pertenecientes a distintas agrupaciones en la particion D. Esto es posible si,
por ejemplo, la interaccion total es una suma de términos los cuales solo involucran dos
particulas, e.g. una suma de pares de potenciales que dependen de la distancia relativa
del par de particulas respectivo. Luego es posible retener en H? sélo aquellos poten-
ciales que corresponden al par de potenciales que pertenecen a la misma agrupacion.
En situaciones mas generales se podria introducir algin tipo de interaccion efectiva
entre las particulas en cada agrupacién para definir los operadores HP.

En general la posicion relativa en H de dos subespacios de agrupacién es bastante
arbitraria, aunque en ciertos casos una relacién de inclusion puede existir. Por ejemplo,
ya hemos visto que el subespacio de agrupacion correspondiente a la agrupacion Dy en
N particulas individuales es el espacio de Hilbert entero, por lo tanto, M? C MP~ = K
para cualquier particion D.

Para la descripcién matematica de los sistemas de dispersion multicanal es con-
veniente introducir ademas del espacio de Hilbert H un espacio de Hilbert auxiliar
llamado el espacio de Hilbert asintotico H,,. Se construye tomando la suma directa de
todos los espacios de agrupacion, i.e.

Ho = OMP, (6.4)

donde la suma se extiende sobre todas las particiones D de {1,..., N} en al menos
dos agrupaciones. De aqui en adelante escribiremos MP cuando MP” sea visto como un
subespacio de H y M2 cuando es visto como un subespacio de H,,. Similarmente un
vector fP € MP serd denotado por f£ cuando se vea como un vector en Hy,.

Como cada sumando en (6.4) se identifica con un subespacio de H, se puede definir
un operador lineal J, el operador de inyeccion, de H,s a H, como sigue: la restriccién
de J como un sumando H,, como la identificacién, y ésta es extendida por linearidad
a combinaciones lineales de vectores en diferentes sumandos. Asi, si f2 € M2 JfD =

fD E 5}(7 y as)
J (Z f£> => P (6.5)
D D

Como la restriccién de J a cada M2, tiene norma 1 y la suma en (6.4) es finita, J
es un operador acotado de H,, a H. Su adjunto J* esta bien definido, es acotado y
transforma H en H,, (ver [5] pag. 577).

Es usual dividir mas alla los subespacios de agrupacién en los asi llamados los
subespacios de canal. Esta subdivisién esta basada fisicamente en la especificacién de la
estructura interna o la energia de enlace de las distintas agrupaciones de las particulas,
las cuales son también determinadas en experimentos. Esta subdivision también se
discutird en la seccién 6.3, después de la formulacién de la condicion asintotica para la
cual basta tener a la disposicion los subespacios de agrupamiento.
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6.2. La condicion asintdtica

Los objetos mateméticos necesarios para una teoria de la dispersiéon multicanal son
(1) Un espacio de Hilbert separable H,

(77) Un grupo unitario uniparametrizado fuertemente continuo {V;}, llamado el grupo
total de evolucién, y un subespacio My, (H) de estados de dispersién asociados
con él,

(ii7) Para cada D que pertenece a algin conjunto de indices =, un subespacio MP
de H y un grupo unitario uniparametrizado fuertemente continuo {U”} dejando
MP invariante.

Los subespacios {MP”} se llamarén subespacios de agrupacion, los grupos {UP} gru-
pos de evolucién de agrupacién. Estos podrian ser, por ejemplo, los objetos definidos
en la seccion 6.1, en cuyo caso = es un conjunto finito. Sin embargo, en lugar de estos
objetos se podria también tomar los subespacios de canal y los grupos de evolucién de
canal asociados que seran introducidos en la seccién 6.3 (en cuyo caso Z serd infinito
numerable) o en algiin otro conjunto de subespacios y de grupos de evolucién. Denota-
mos por E,(H) la proyeccién con rango My (H) y por EP aquella proyeccién que tiene
como rango MP. Por hipétesis tenemos que V;E,(H) = Eo(H)V; y UPEP = EPUP
para cada D € =.

La observacion basica hecha en un experimento de dispersion es que el arreglo de las
particulas en agrupaciones (i.e. el tipo de fragmentos de dispersién) a tiempos grandes
junto con la medida del momento de estos fragmentos. Correspondientemente deberia
existir para cada D € = un observable sobre el conjunto de los estados de dispersion
Moo (H) determinando si la evolucién temporal de un estado llevara asintéticamente
al tipo de agrupamiento determinado por D o no. En efecto, deberian de existir dos
de estos observables para cada D, representados por dos operadores autoadjuntos B2,
correspondientes a t — 400 y t — —o0o respectivamente. Ademas habrd un operador
de momento adecuado (u otros observables) definidos en cada MP.

Discutamos aqui el primer tipo de observables. Digamos que un estado de dispersion
g de H llega a la agrupacion D cuando ¢ — +o00 si existe ff € MP tal que ||Vig —
UP f2|| — 0 cuando t — +oo. El conjunto de los estados g € My (H) que verifican esta
condicién es claramente un subespacio N f de M, El observable Bf se requiere que
satisfaga que el subespacio N f es el subespacio propio de B f correspondiente a un valor
propio definido, digamos el 1. Asi NP = {g € M, (H)|BPg = g}. Similarmente uno
define NP = {g € M (H)|||Vig—UP f2|| — 0 cuando t — —oo para algin f2 € MP}
y requiere que NP = {g € M (H)|B”g = g}. Denotamos por F'P las proyecciones
ortogonales con rango NP y observamos que F'P son las proyecciones espectrales de B?
asociadas con el conjunto de Borel {1}. No serd necesario especificar los observables
BP més adelante.

Usualmente se supone en la interpretacién de experimentos que las observaciones
de los distintos arreglos de particulas en agrupaciones son medidas compatibles. Asi se
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requiere que los observables {Bf } pe= formen un conjunto de operadores mutualmente
conmutantes, y similarmente para { B} pe=. La conmutatividad de dos operadores au-
toadjuntos implica la conmutatividad de sus proyecciones espectrales. En consecuencia
este requirimiento lleva en particular a

FEFP = FPFY FOFP = FPFC para todo C, D € =. (6.6)

Si la descripcién asintotica de los estados de dispersién por medio de los grupos
de evolucion de agrupacion quiere ser significativa, ningin estado de dispersion de H
debe llevar simultaneamente a dos agrupaciones distintas. Esto significa que se tiene
que pedir ademas que

Nf N Nf = {0}, NY N N? siempre que C' # D. (6.7)

Esto junto con (6.6) tiene la siguiente consecuencia. Sea C' # D y sea g” € NP,
ie. FPgP = ¢P. Considere el vector F¢g” € N¢. Tenemos por (6.6) FPFCgP =
FfngD = ngD =, tal que el vector ngD es un vector propio de F'P con valor
propio 1, i.e. F¢gP € NP. Asi F€gP € NPNNY. En consecuencia, por (6.7) FEgP” =0
para cada g” € N f . Esto significa que N f es ortogonal a Nf siempre que C' # D.
Similarmente los subespacios { N7} son mutuamente ortogonales. En términos de las
proyecciones { FP} esto significa que

FEFP =0, FEFP =0 siempre que C # D. (6.8)

Como (6.8) implica (6.6) y (6.7), de aqui en adelante se reemplazaran las dos condi-
ciones (6.6) y (6.7) por (6.8).

Una tltima hipétesis sera la completitud asintética de la teoria, i.e. el conjunto
de subespacios de agrupacién junto con los grupos de evolucion asociados es suficien-
temente grande para proporcionar una descripcion asintotica de todos los estados de
dispersién de H. Esto puede restablecerse en términos de los subespacios { NP} al re-
querir que la suma directa de todos los NV f asi como aquellos donde N? es la totalidad
de M (H).

Las consideraciones precedentes llevan a la siguiente formulacion de la condicion
asintética: Para cada D € = existe un par de proyecciones ortogonales F'P que verifican
(6.8) tal que WP = s — im UP*V,F'P cuando t — 400 existen, con rango WP c MP,
ytal que Y, FP =5, FP = E(H).

Los operadores WL son isometrias parciales con conjuntos iniciales N1 y conjuntos
finales J\/[;ED C MP. Como en cada estado principal en MP” puede prepararse como
un estado inicial posible (siempre que MP esté definido adecuadamente, e.g. como
en la seccién 6.1), se debe tener que MP = MP. Como en el caso de los sistemas
de dispersion, es conveniente requerir que M’f = MP. Si este es el caso, se puede
reescribir la condicién asintética al usar los operadores de onda de agrupaciéon QF =
s — lim V;*UP EP en lugar de los operadores WP. Esto lleva a la forma mds usual de
condicién asintotica que consiste de los siguientes postulados dados a continuacién:
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(B1) Los siguientes limites, llamados los operadores de onda de agrupacion, existen
para cada D € =:
O =s— lim V;UPEP.
t—=+oo

Se sigue que QF son isometrias parciales con un conjunto inicial M” y conjunto
final FPH, donde
FP =qQPab~ (6.9)

FEFP =0, FCFP = 0 siempre que C # D. (6.10)

Y FP=> FP=E,(H). (6.11)

De= De=

Observe que WP = QP

La descripcién del proceso de dispersion ahora puede estar dada como sigue. Supong-
amos que el estado inicial es f€ € MY. Sea g = Q°f° i.e. ||Vig — UF €] — 0 cuando
t — —o0. Se tiene que descomponer g en una suma de estados cada uno de los cuales
lleva a la definicién de estados de agrupamiento cuando t — +o0o. Tal descomposi-
cién es posible, digamos que g = ), F f g, v es Unica. Para cada F f g existe un vector
P e QP*g, tal que |V,FPg—UP fP|| — 0 cuando ¢ — +o00. Vemos a partir de esto que
el efecto de la dispersién puede describirse asociando con cada vector f¢ = f¢ € M¢
una coleccién de vectores { f2} pez con f£ € MP. Esta correspondencia es obviamente
lineal, y ff se interpreta como la parte del estado final (en el tiempo ¢t = 0) con la
agrupacién D. Apartir de esta definicién de fP dada anteriormente vemos que

=02 f¢ = Spcfe. (6.12)

Asi el andlogo al operador de dispersién de la seccién 5.1 es una coleccién {Spc}
(C, D € E) de operadores lineales, donde Sp¢ transforma M en MP y se define como

Spc = Q2*QC. (6.13)
Como QF son isometrias parciales, tenemos
ISpell < [Q2[11QC] = 1. (6.14)

Los operadores Scc describen la parte de la dispersiéon en las cuales el agrupamiento
de las particulas permanece sin cambio, mientras que los operadores Spc con D #
C describen las varias posibilidades de reordenamiento de dispersion. Para tener el
reordenamiento de dispersion, es necesario y suficiente que F! f # FP para alguna
D e =

Repetimos que los rangos de los diferentes operadores de onda de agrupamiento
(con signo fijo 4+ o -) son mutuamente ortogonales, mientras que sus conjuntos inicial y
final estan en general en posiciones relativas muy arbitrarias en H. Ahora mencionamos
algunas propiedades simples de los operadores de onda y de dispersion.
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Proposicién 6.1 Sea Q2 definido por (B1). Entonces

(a) Qi son isometrias parciales con conjunto inicial MP, i.e.
QPQf = gP (6.15)
y con rango FPH, donde FP = QP2QP*.
(b) Los adjuntos de QF estdn dados por

O =s— im UPViFD. (6.16)

(c) QF entrelaza H y HP, i.e. se tiene para toda t € R
ViQl =QPuP. Qv = uPalx (6.17)
(d) Si f€ € D(H®), entonces Qf¢ € D(H) y
HQS ¢ = Q¢ HC f¢, (6.18)
(e) Las proyecciones F'P reducen {V;}, i.e.
FPV, = V,FP para toda t € R. (6.19)
(f) Si (B2) también se verifica, entonces
Qi*Qf =0, QY0P =0 siempre que C # D. (6.20)
Proposicién 6.2 Suponga que (B1), (B2) y (B3) se cumplen, y sea Spc definido por
(6.13). Entonces
(a) Spc entrelaza HP y HC, i.e.
UPSpe = SpcUF para toda t € R, (6.21)

y para cada f€ € D(HY) uno tiene Spcf€ € D(HP) y

HPSpefC = SpcHC €. (6.22)
(0)

> SheSper = docr B (6.23)

De=

> SepStip = doc B, (6.24)

De=

donde 5CC’ =1siC=C" yéccl =0 87;0750,.
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La proposicién 6.2(a) expresa la conservacion de la energia en el proceso de disper-
sién. Si {E{} denota la familia espectral de H®, entonces para cualquier conjunto de
Borel A C R

ERSpofC = SpeEX €. (6.25)

Si f¢ tiene soporte espectral en un intervalo pequeno A (con respecto a H C), ie.
si f€ = E{fY, entonces Spof¢ tiene soporte compacto en el mismo intervalo A (con
respecto a HP). Debe indicarse que H” puede contener una parte que describe la
energia cinética de diferentes agrupaciones asi como también una parte que describe su
movimiento interno y la proposicién 6.2(a) significa sélo la conservacién de su suma.
En consecuencia, esta teoria admite la posibilidad de conversién de energia cinética en
energia de amarre y viceversa.

La proposicién 6.2(b) expresa las relaciones de unitariedad para dispersién multi-
canal, implican que para cada f¢ € MY

> ISpefClP = (£, SpeSpefC) = 1EC £l = || £°|1*. (6.26)

De= De=

Asi, dado un estado inicial f¢ € MY, los cuadrados de las normas de los estados
finales {f2} (fP = SpcfC) asociados con f€ suman || f€]|%. Una consecuencia de (6.26)
es que en general ||SpefC1% < || fC|I%, por lo tanto los operadores individuales Spe no
son parcialmente isométricos.

Algunos de los resultados precedentes pueden expresarse mas concisamente en una
formulacion en dos espacios de Hilbert de la teoria la cual involucra el espacio de Hilbert
H y el espacio de Hilbert asintético H,s introducido en 6.4. Para motivar el uso de
Has, consideramos dos vectores f€ € MYy fP € MP con C # D. Por (B1) y (B2)

(UL, UL £9) = (VFUP PV UPSP) — (Q2FP,Q5f9) =0 (6.27)

cuando t — oo, vemos que UL f¢ y UP fP se hacen ortogonales entre si cuando
t — +o00. Asi, si solamente se estd interesado en el comportamiento de los estados de
grupo a tiempos grandes, es natural el introducir la suma directa de los subespacios
{MP}, la cual es otro sino el subespacio H,, definido en (6.16).

Definimos un Hamiltoniano asintético H,s que actua en H,, por

Has = @DGEHDEDa (628)

el cual significa que en cada M2, H,, coincide con el correspondiente Hamiltoniano de

agrupacion. Similarmente se introduce la evolucién asintética de grupo como
U = exp(—iHyst) = ©pe=UP EP. (6.29)

Se puede ver (Amrein [5]) que (B1) es equivalente al requerimiento de la existencia
de
s— lim VU = 0., (6.30)
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siempre que ||J|| < oo (el cual es el caso para el operador J definido en (6.5)). Observe
que los operadores V,* JU y Q. transforman H,s en H y que las restricciones de €2
al subespacio M2 de H,, coincide, salvo una funcién cociente, entre M2 y MP, con
las operadores de onda de agrupacién Q2: Si f2 € M2 entonces

Qufl =Q.fP € FLH, donde fP = JfP2. (6.31)

Proposicién 6.3 Si se verifican (B1)-(B3), entonces Q1 son operadores isométricos
de Hys a H con rango Mo (H), i.e.

OOy =T, Q.08 = E(H). (6.32)

La restriccion de Qi a MZ. transforma MP. en FPH, es sobre y estd dada por (6.31),
y la restriccion de 0 a FP transforma FLH en M. es sobre y estd dada por

QLFPg = (22°9),s € M. (6.33)
Ahora podemos definir un operador de dispersion en H,, por
S =0 0. (6.34)

S es unitario (siempre que (B1)-(B3) se cumplan). Como V;Q2y = Q, U, S conmuta con
H,s. La accion de S sobre M, puede ser calculada apartir de (6.31) y (6.33) resultando

SfC = ®pe=Spcfe, (6.35)

i.e. el componente del estado SfS& en ML no es nada sino (Spcf©).s (observe que

en (6.35) Spc se interpreta como un operador que transforma MC, en MZ2). Asf la
correspondencia f¢ +— {Spcf©} que caracteriza el efecto de la dispersién ha sido
incorporado en un sélo operador S el cudl actia en el espacio de Hilbert auxiliar H,,.

Se observa que en la forma de dos espacios de Hilbert, la teoria de dispersién
multicanal se parece mucho a la de dispersién simple, la tnica diferencia aparente es
el uso de dos espacios de Hilbert en lugar de uno sélo. Esta es una analogia formal y
no una equivalencia completa (Amrein [5] pag. 586).

6.3. Canales de dispersion

Como se indicé al final de la seccion 6.1, frecuentemente se especifica no sélo el tipo
de agrupamiento de los estados de dispersion de H en tiempos grandes sino también
la estructura interna (energia de enlace, spin, etc.) de los distintos agrupamientos de
particulas. Matematicamente esta sirve para subdividir los subespacios de agrupamien-
to MP en los llamados subespacios de canal. Para hacer esto, resumimos nuestra dis-
cusién de agrupamiento de la seccién 6.1; en particular suponemos que H” estd dado
por (6.2) y MP por (6.3) en el espacio de Hilbert H definido por (6.1).
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Consideremos el espacio de Hilbert H{*) asociado con una agrupacién (k) que con-
siste de dos o més particulas y el Hamiltoniano correspondiente H®). Primero se tiene
que separar el movimiento del centro de masa de la agrupacién (k) de su movimiento
interno. Para esto se introduce, en lugar de los operadores de momento de las particulas
individuales que forman la agrupacion, un nuevo conjunto de operadores de momento
en H® tales que uno de ellos, el operador de momento total Ptot), es la suma de los
operadores de momento individuales y los restantes son un conjunto de operadores
linealmente independientes que representan el momento relativo entre esas particulas
(o equivalentemente se puede escoger un conjunto de coordenadas tal que una de el-
las es la coordenada del centro de masa de las particulas que forman la agrupaciéon y
las restantes son un conjunto de coordenadas relativas linealmente independientes). Se
puede escribir

H® = 1), @ H )

rel’

(6.36)

donde los estados en fH(Ck RJ describen el centro de masa de la agrupaciéon y los estados
en }Cglzg su estructura interna.

Supongamos ahora que la evolucién temporal de los estados del centro de masa es
independiente de aquella de los estados internos, i.e. que

exp(—iH®t) = exp(—iH(Ck]\)Jt) ® exp(— iH" t), (6.37)

rel
o equivalentemente que H®*) tiene la siguiente forma en la representacion (6.36) de

FH k),
HY = B @I +10 Y (6.38)

rel *

{exp(—iH gﬂ ]3425)} describird el movimiento libre de la agrupaciéon como un todo y {exp

(— zHﬁel) t)} el movimiento relativo de las particulas que forman la agrupaciéon. En par-

ticular Hrel contendrd la interaccién entre las particulas. El subespacio Mo(H®) de
H®* serd de la forma
Mo(H®)) = 3, @ Mo(HL) (6.39)

en la representaciéon (6.36), donde MO(Hrel) es el subespacio de 5{7(]2 formado por

los estados ligados de H, (k) Los estados ligados de las particulas en (k) tienen una
g®)

H_. ) tiene una dimensién mayor a uno. Para

7®)

rel

estructura interna siempre que Mg
especificar esta estructura interna, se selecciona en Mq(H
{ g )},j =1,...,dimMy(H,el®).

En un subespacio canal cada agrupacién que consiste de dos o mas particulas esta en
uno de los estados de la respectiva base ortonormal. Usamos el indice a (o 3,7) para
etiquetar los canales de dispersiéon. Un canal se determina como sigue: Primero se

) una base ortonormal

escoge una particién D de {1,..., N} en n > 2 subconjuntos. Entonces si (k1), ..., (kn)
denotan las agrupaciones en D que consisten de dos o mas particulas, se selecciona para
cada una de ellas un vector basico egfs)(s =1,...,m). Asi se puede escribir

a= (D™ ")) con m =m(D). (6.40)

’Jl ’J
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El subespacio de canal asociado M® es de la forma
M* = MO @M g @M (6.41)

en la representacion (6.1), donde M®*)-e = M® si (k) consiste de sélo una particula y,
si k =k, para alguna s = 1,...,m, Mk = J—C(C]f]\} ® egfs) en el espacio (6.36).

El conjunto de todos los canales se obtiene tomando en (6.40) todas las posibles
elecciones de una particién y todas las posibles combinaciones de vectores basicos.
Escribiremos o + D si « es un canal asociado con la particion D como en (6.40).
Asi a+ D significa que las agrupaciones que aparecen en « son las mismas que aquellas
en las que aparecen en la particion D. También escribimos a =+ (3 si existe una particién
D tal que a+ D y =+ D. Es claro a partir de la definicién de los canales de dispersién
que el subespacio de agrupacién MP es la suma directa de los subespacios de canal
determinados por la particion D, i.e.

MP = me. (6.42)
a+D

La base {e§-k)} de MO(H,(,Z) ) puede, por ejemplo, escogerse como los vectores propios

: k
comunes de un conjunto completo de observables que conmutan en MO(erl)) ([5], pag

590). Es 1til tomar como uno de estos observables el Hamiltoniano H, 7(,];), debido a que

los estados ligados asociados con H ﬁel) usualmente coinciden con el subespacio generado

por sus vectores propios y los valores propios correspondientes a las energias de enlace.
Si ninguno de estos valores propios es degenerado cuando (k) varia sobre todos las
agrupaciones posibles (i.e. si la multiplicidad espectral de cada valor propio de todos

los Hﬁelk) es 1), entonces el conjunto de los subespacios de canal estd univocamente

determinado por esta eleccion de {eg-k)}. Por otro lado, si alguno de los valores propios
es degenerado, el subespacio de canal depende de la eleccién de observables adicionales
tales como espines. El nimero de canales de dispersién se determina por el niimero
de valores propios (incluyendo las multiplicidades) de varios operadores H£51)~ Si cada
uno de los operadores tiene sélo un nimero finito de valores propios de multiplicidad
espectral finita, el nimero total de canales es finito. Si ﬂ{p(Hfz) ) es de dimension

infinita para al menos alguna agrupacién (k), entonces el nimero de canales es infinito
numerable (debido a que H es separable).

Durante lo que resta de este capitulo supondremos que los vectores basicos {eék)}

son eigenvectores de Hy;). Esto nos permite introducir para cada canal a un canal
Hamiltoniano H®. Para esto observamos bajo la suposicién anterior que M reduce el
Hamiltoniano de agrupacién H? correspondiente, y es facil ver [5] que la parte de H”

en M es autoadjunta y esta dada por

S

HP /M@ =" HE /M + 3722, con a = D. (6.43)
k=1 s=1
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Aqui n es el nimero de agrupaciones en la particion D que aparecen en la definicion
de a, m es el nimero de agrupaciones en D que consisten de dos o mas particulas y
{A2} son los valores propios asociados con los vectores propios en (6.40), i.e.
(ks) k's _ (03 ks
Hrel ejs - >\s ejS : (644)

En M el Hamiltoniano del canal H* estd dado simplemente por (6.43). Es conve-
niente definir el siguiente operador en el espacio de Hilbert entero:

He =Y "HE 4+ A = HE, + (6.45)
k=1

s=1

H®y HP(a+ D) coinciden en M* pero pueden bastante diferentes en el complemento
ortogonal de MP. HZ representa la energfa cinética total de los fragmentos del canal
a vy A\ su energia total de enlace.

El operador autoadjunto H* define un grupo unitario de evolucién del canal U® =
exp(—iHt). La parte de U en M* describe el movimiento libre de las agrupaciones
(1),...,(n) mientras que los estados internos de cada agrupacién que consiste de més
de una particula es estacionaria.

Sea E* la proyeccion con rango M®. Entonces U E“ = E*UY, y puede definir los

operadores de onda de canal por

T =s5— th'im VIUSE. (6.46)
Sus rangos son F'{H, donde
Fy =Q309". (6.47)

Como H®E* = HPE® por (6.43), tenemos

0 =QYE*(a+ D)y Qf => 0f. (6.48)
a+D

De la relacién (6.42) se tiene que
E“EP = 0 siempre que a # Sy o = 3. (6.49)

(6.48), (6.15) v (6.49) implican que, si f* € M, f# € M?,a # By a =+ 3, entonces
Qe fo, Q1P = (AP f, QP fP) = (f*, f) = 0. En consecuencia los rangos de Q¢ y
Qi son ortogonales si & # 3y « + [3, en otras palabras Fj_“Ff = 0. Por otra parte, si

a 'y [ pertenecen a distintas particiones, entonces FﬁFf = 0 por (6.47) y (B2). Asi, si
(B1)-(B3) se verifican, tenemos

FfFf =0, F*F" = 0 siempre que o # £, (6.50)

Y F¢=) F*=E.(H) (6.51)



6.3. Canales de dispersion 99

Las consideraciones anteriores muestran que, si (B1)-(B3) se cumplen para subespa-
cios de agrupacion y grupos de evolucion de agrupaciéon, entonces también se verifican
para subespacios de canal y grupos de evolucién de canal. Asi, todas las afirmaciones
en las proposiciones 6.1 y 6.2 siguen siendo ciertas si uno reemplaza los indices de
agrupacion C y D por los indices de canal a y (3. Los operadores de dispersion de canal
se definen como

Sge = QIO (6.52)

y en términos de los canales la dispersion se describe al asociar con cada vector f¢ € M*
una familia de vectores { ff} con ff = Sgaf. Un subindice « indica que estamos
usando una ecuacién de la seccion 6.2 para canales en lugar de agrupaciones. Asi, por
ejemplo, (6.9)a es la misma que la ecuacién (6.47).

El operador S, describe la dispersion elastica en canal «, i.e. no involucra cambio
alguno de agrupacion y ningin cambio en la estructura interna de los fragmentos
de dispersién. En particular sus energias de enlace son las mismas antes y después
de la dispersién, por lo tanto, por (6.45) y (6.22)« su energia cinética total Hp, se
conserva. Los operadores Sg, con oo+ 3y av # 3 describe la dispersién ineldstica entre
los fragmentos del canal a. Los fragmentos permanecen igual, pero al menos uno de
ellos sufre un cambio de su estado interno. En particular las energias de enlace y en
consecuencia la energia cinética total de los fragmentos puede cambiar. Finalmente, si
las particiones que definen o y 3 son diferentes, entonces Sg, describe la dispersién de
reordenamiento.

Dados cualquier par de canales a y 3, la dispersion de « en  puede no ser posible
para valores pequenos de la energia total cinética total de los fragmentos en el canal
inicial o. Para ilustrar esto, tomese un valor especifico Ag;,, de esta energia cinética total.
Entonces por (6.22)a y (6.45), X%, + A* = A2, 4+ \°. Debido a que la energfa cinética
es positiva, esta relacién no puede verificarse si A% < A\ — X% Asi, si A’ — \* > 0, no
hay dispersién del canal a al canal 3 siempre que A2, < M — A\ i.e.

SsaES = 0 para todo A < M — A%, (6.53)
donde {E¢} denota la familia espectral de HY . La energia total minimal (i.e. energia
cinética més de la enlace) en el canal « en la cual la dispersién hacia el canal (3 se hace
posible en el sentido anterior se llama umbral de energia A(a — [3) para la dispersién
del canal « al canal 3. Asi bajo las circunstancias anteriores

S ES = 0 para todo A < AP — \*, (6.54)

Finalmente, debemos decir que el enfoque de la dispersiéon multicanal basada en
dos espacios de Hilbert definida en términos de canales es exactamente igual a la dada
en la seccién 6.2 en términos de agrupaciones. Esto se sigue facilmente a partir de las
observaciones precedentes y de (6.42) la cudl implica que H,s = @, M*.
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Capitulo 7

Dispersion inversa multidimensional
en un campo eléctrico

En este capitulo se hace una resena del articulo de Weder (1996) [49]. Se agregan
detalles tanto en el apéndice como en el cuerpo del presente capitulo.

7.1. Resumen

Demostramos que el limite de alta velocidad del operador de dispersion de un sis-
tema de dos cuerpos en un campo eléctrico externo constante determina univocamente
el potencial. En caso de un sistema de N cuerpos se demuestra que el limite de alta
velocidad de cualquiera de los operadores de dispersién de Dollard determina univo-
camente el potencial. Mds aun, obtenemos una féormula con término de error para la
reconstruccion del potencial. Demostramos nuestros resultados con un método simple
dependiente del tiempo.

7.2. Introduccion

Estudiamos la dispersion por un potencial de una particula mecanica cuantica, o
un sistema de dos cuerpos en el sistema de referencia del centro de masa, en un campo
eléctrico externo constante. Demostramos en el teorema 7.2 que el operador de dis-
persion, S, determina univocamente el potencial. Como mostramos abajo es suficiente
conocer el limite de alta velocidad del operador de dispersién. Ademds, damos en (7.54)
una férmula con término de error para la reconstruccion del potencial a partir del limite
de alta velocidad de S - 1.

Una caracteristica importante de la dispersion en un campo eléctrico externo con-
stante es que los potenciales que son de rango largo en la ausencia de un campo eléctrico
se convierten de rango corto cuando se agrega un campo eléctrico externo y constante.
Por ejemplo, los potenciales que decaen en el infinito cuando V(z) ~ |z|77,1/2 < v < 1,
son de rango largo en la ausencia de campo eléctrico y requieren, por lo tanto, la in-
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troduccién de una evolucion libre en el tiempo modificada para la definicion de los
operadores de onda y los operadores de dispersién. Por el contrario, en un campo
eléctrico externo constante los mismos potenciales (definidos unas lineas arriba) son de
rango corto en el sentido de que los operadores de onda y de dispersién existen; i.e.,
no es necesario considerar una evolucién temporal libre modificada para ellos.

Este hecho es particularmente importante en el estudio del problema inverso porque
para definir una evolucién temporal libre modificada apropiada, por ejemplo, una evolu-
cion temporal libre de Dollard, es necesario conocer la ”cola”del potencial. Esto implica
que para definir un operador de dispersién cuando no hay un campo eléctrico es nece-
sario conocer a priori la parte de rango largo del potencial. En los trabajos de Enss y
Weder [19], [20], [21] se demostré para un sistema mecénico cudntico de N cuerpos que
el operador de dispersién de Dollard, S”, determina univocamente la parte de rango
corto del potencial y, ademéds, que cualquiera de los operadores de dispersion de Dol-
lard determina univocamente el potencial total. Se obtuvo una férmula con el término
de error para la reconstruccién del potencial a partir del limite de alta velocidad de
SP 1.

Los operadores de dispersién de Dollard son una clase natural de operadores de
dispersién modificados. Sin embargo, no estan univocamente definidos (observe que la
divisién en las partes de rango corto y largo no es tnica) y, mas atn, otras opciones
de operadores de dispersién modificados son posibles. Claramente en el caso de rango
largo sin campo eléctrico no existe una eleccién canodnica del operador de dispersiéon
como en el caso de rango corto. Entonces los resultados de Enss y Weder [19], [20], [21]
dejan abierta la pregunta sobre como reconstruir la parte de rango largo del potencial
a partir de un operador de dispersién definido.

A continuacién se da una solucién a este problema al considerar la dispersién en
un campo eléctrico constante, donde, como se menciond anteriormente, no se requiere
ninguna evolucion temporal libre modificada. De esta forma demostramos la unicidad
y damos una féormula de reconstruccion con término de error en el caso de dos cuerpos
para una gran clase de potenciales con decaimiento lento la cual contiene al potencial
de Coulomb.

El Hamiltoniano de una particula, o de un sistema de dos cuerpos en el marco de
referencia del centro de masa, en un campo eléctrico externo y constante esta dado por
el siguiente operador en L?(R"),n > 2,

Hy= (2m)"'p* +q¢E -7, p=—iV, (7.1)

donde = = (x1,...,x,) € R™ denota la posicién de la particula, o la posicién del centro
de masa de las dos particulas, V = (0/0x1,...,0/0x,),q # 0 es la carga eléctrica de
la particula o la carga relativa del sistema de dos cuerpos, m > 0 es la masa de la
particula, o la masa reducida del sistema. El campo eléctrico esta dirigido a lo largo de
la direccién —x1, E = (—FE,0,...,0), E = |E| > 0. El operador (7.1) es esencialmente
autoadjunto en el espacio de Schwartz (ver Avron y Herbst [9]; Veseli¢ and Weidmann
[48]). Denotamos por igual como Hj a su inica extensién autoadjunta. Decimos que un

operador es Kato chico en L?(IR™) si es relativamente acotado con respecto al Laplaciano
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con cota relativa cero (cf 2.62). Para cualquier conjunto O C R™ denotemos por F(z €
0) el operador de multiplicacién por la funcién caracteristica de O.
Supondremos que el potencial pertenece a la siguiente clase de funciones:

Definicién 7.1 Denotamos por Vi la clase de potenciales, VE(Z), definida en R™ con

valores en R y tal que
VE(z) = VP (z) + VI (2), (7.2)

con VE(Z) € Vg, y VEYT) € Vg, y donde Vg es la clase de potencmles de valor
real, V*(), gue satisfacen VIS (z) = V,7%(&) + V575(7), con (1+ |z1|) ViP5 (Z) es
Kato chico, V*(Z) acotado y

/Oo dR|VE*(z) (=A + 1)  F(|z| > R)|| < oo. (7.3)

0

Ademds, Vi es la clase de potenciales de valor real, VEY(Z), que satisfacen

VEN @) < C(L+[2)™7, v > 3/4, (7.4)
y para alguna 1 < 7 <n
0 -l
|8x VEZ( ) < C(1+|z|) e 0<a <A, (7.5)
j

La propiedad de decaimiento en (7.3) es equivalente a la condicién mas intuitiva de
que
1F(jz| = R)VE(@) (=& + )7

decae integrablemente.

La clase Vg estd fuertemente relacionado a la clase de los potenciales (ver la defini-
ci6n 7.3) considerada en Enss y Weder [21]. VE#(Z) v VP!(Z) corresponde respec-
tivamente a las partes de corto y rango largo de los potenciales en Enss y Weder
[21]. Observemos que en Enss y Weder [21] se pide que V! satisfaga que |VV!(z)| <

C(1+ |a))?, 8 > 3/2.
El Hamiltoniano de interaccion se define como

H = Hy+V¥(2), (7.6)

con VE(z) € Vg. Se sigue del lema 2 en Simon [47] que VF(Z) es Hy acotado con cota
relativa cero. Entonces H es autoadjunto con D(H) = D(H,).
Los operadores de onda se definen como

Qp =s— lim et (7.7)

t—=o0
La existencia de €24 ha sido demostrado en Avron y Herbst [9] y en Veseli¢ y
Weidmann [48]. Esta existencia también se sigue para V¥(z) € Vg a partir de nuestras
estimaciones de la seccién 7.3. De hecho requerimos condiciones de decaimiento mas
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fuertes que las necesarios para la existencia (ver Avron y Herbst [9]) ya que necesitamos
un decaimiento mas fuerte para resolver el problema inverso; las condiciones son mas
fuertes ya que requerimos que una parte del potencial sea Kato chico, otra que sea
acotada y un decaimiento integral (ver nuestra definicién 7.1), por otra parte, las
condiciones en Avron y Herbst [9] bésicamente son estimaciones sobre la fuerza (el
gradiente del potencial) y sus derivadas.

El operador de dispersion se define como

S = ()"0 (7.8)

y S, una funcién de Vg en el subespacio de Banach de todos los operadores acotados en
L*(R™), se llama la funcién de dispersién (ver la seccién 4.1). A continuacién se enuncia
uno de los resultados principales de este capitulo: El problema inverso de determinar
el potencial a partir del operador de dispersién tiene solucion.

Teorema 7.2 La funcion de dispersion S : Vg — L*(R"™) es inyectiva.

La demostracién del teorema 7.2 y de nuestra formula de reconstruccion seran
dadas en la seccién 7.8. Nuestros resultados se demuestran por medio de un método
dependiente del tiempo simple que es una extensién al caso de un campo eléctrico
externo constante del método de Enss y Weder [19], [20] y [21].

Ahora consideremos el caso de un sistema de N cuerpos. Denotemos por m;, q;, T; €
R" n > 2,1 < j < N, respectivamente, las masas, las cargas y las posiciones de las
particulas. El Hamiltoniano del sistema de N cuerpos en un campo eléctrico constante

€S
N N

Ho =3 (2my)"'0j + 3B 5, b= =iVa, (7.9)

j=1 j=1

donde el campo eléctrico E = (=E,0,...,0), E = |E| > 0 est4 dirigido a lo largo de
menos la primera direccién coordenada.

Como es usual, estudiamos el sistema de N cuerpos en el marco de referencia del
centro de masa esta dado por

N N
Xow = (1/M)> myz;, M=> m, (7.10)
=1 i=1

donde M es la masa total. El momento del centro de masa es

N
PCM = szj
j=1

El espacio de Hilbert de estados, H, se descompone de la siguiente manera

H=Hey @ H, (7.11)
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donde Feyy es el espacio de Hilbert de los estados del centro de masa y I es el espacio
de Hilbert de estados internos en el centro del marco de referencia del centro de masa.
Hear es representado en el espacio de configuracion por L?(R™). H se representa en el
espacio de configuracion por funciones de onda ¢ en

N
L2(X),X = {(I},. .. 7.17:]\[) | ijfj — 0} ~~ RTZ(N—I)7

J=1

1/2
. . . . . —_ N ~
con la medida inducida en X por la siguiente norma en R™ : ||z|| = [E i1 mjfj?]

~

El conjunto de las funciones de onda en el espacio de momentos, ¢, es el espacio
N
L*(X),X = {(pl, ooy PN) | Zp] - O} >~ RrN-1),
j=1

R /2
X esta equipado con la métrica dual inducida por [ijzl(mj)*lpﬂ en R™N. Las

medidas de X y X son equivalentes a la medida de Lebesgue y la transformada de
Fourier es un operador unitario del L?(X) sobre L*(X). Dado un estado (abstracto)
® € JH usaremos tanto su funciéon de onda en el espacio de configuracién o en el
espacio de momentos como se necesite. Bajo (7.11) Hy se descompone como

Hy= Heoy @ I+ 1 ® Hy,
donde H¢ys es el Hamiltoniano para el movimiento del centro de masa
Hen = M) P2y + QE - Xew,
donde @) = Zjvzl q;, es la carga total, y Hy es el Hamiltoniano en un campo eléctrico

constante externo en el marco de referencia del centro de masa

N N
Ho =) (2m))"'p; — @M) ™" P2y, + ) (g5 —m;Q/M)E - F;.

j=1 j=1

Hj es esencialmente autoadjunto en el espacio de Schwartz (ver abajo). También de-
notamos por Hy la tnica extensién autoadjunta.

Para obtener la intuicién de cémo formular el problema inverso en el caso de N
cuerpos es particularmente instructivo examinar la forma en la que Hy toma en la
coordenadas de Jacobi. Estas coordenadas se definen de la siguiente manera (ver Reed
y Simon [44]).

j 1
gj::%jﬂ—(ka) ( mk%k>, j=1,...,N—1. (7.12)
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Estas coordenadas se obtienen primero cambiando las variables (7;,7;) a & =
Ty — T1 y el centro de masa de particulas (1) y (2), Ry = (my + mo) L (miZ1 + mals).
Entonces cambiamos de (ng,ig) a &, = T3 — Ri5 v el centro de masa de particulas
(1), (2), v (3), v asi sucesivamente. Al final obtenemos las coordenadas de Jacobi
£,1<j < N-1,en X y la coordenada del centro de masa X¢ys. En estas coordenadas
Hj se expresa como

N-1

Hy = Z((Q"Uj)_lﬁ? +q'E- &), pj=—iVe, (7.13)

Jj=1

donde

. -1
J
vit=mil + (ka> . 1<j<N-1,
k=1

J
QJR = (1M — mjn1Q5)/(mjr + Mj),  M; = ka, (7.14)
k=1

J
Qj:ZQk7 1<j<N-1L
k=1

v; y qf, 1 <75 < N —1, son, respectivamente, la masa reducida y la carga relativa de
la particula (j+1) con respecto a las masas y las cargas de las primeras j particulas. La
férmula (7.13) muestra que la demostracién de que Hj es esencialmente autoadjunta
en el espacio de Schwartz se reduce al caso de dos cuerpos. Las coordenadas de Jacobi
anteriormente dadas se basan en el par de particulas (1,2) en el sentido de que hemos
tomado como primera coordenas & = Ty — 7; la distancia relativa de las particulas
(1) y (2). Por supuesto, podemos basar las coordenadas de Jacobi en cualquier par de
particulas (j,k),j,k=1,2,...N.

Para determinar el potencial para un par dado numeramos las particulas de tal
manera que el par dado consiste de las particulas uno y dos. Entonces por (7.13)

. my —maqy) - .
Hy = |(201)'p} + (@2 —maq) . 51} ®1+1® Hy, (7.15)
my + Mgy
bajo la descomposicién de L*(X) como
N-1
LX) = PRY) @ |@ [] L2®D)]
j=2
donde
N-1
Hy=> ((20)7'0 + ¢['E - &), (7.16)
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Esto muestra que si la carga relativa del par (1,2), (gam; — maqr)/(my + my), es
diferente de cero la distancia relativa del par (1,2) se acelera por el campo eléctrico
como en el caso de los dos cuerpos. Sin embargo, si la carga relativa es cero ambas
particulas se aceleran en la misma manera por el campo eléctrico y la distancia relativa
no es acelerada, y entonces con respecto al par (1,2) la dispersién relativa es como en
el caso donde el campo eléctrico constante externo es cero.

Esto muestra que para cualquier par dado de particulas el problema de dispersion
inversa tiene que ser formulado como en caso de dos cuerpos sin campo eléctrico si la
carga relativa del par es cero y, como en el caso de dos cuerpos con un campo eléctrico,
si la carga relativa del par es diferente de cero. Para este propdsito introducimos a
continuacién una clase apropiada de potenciales.

Denotamos por V la clase de pares de potenciales consideradas en Enss y Weder
[21]. Por CL (R™) designamos el espacio de todas las funciones continuamente diferen-
ciables que tienden a cero en el infinito.

Definicién 7.3 Denotamos por Vy la clase de potenciales de valor real, V°(Z),z € R",

tal que
VO(z) = VP (z) + VO(z), (7.17)

con VO4(z) € Vo, y VOUZ) € Vo, y donde Vo s es la clase de potenciales de valor real,
V$(z) que son Kato-Chico y
/ ARV () (A + 1) F(|7] > R)|| < oo. (7.18)
0

Ademds, Vo, es la clase de potenciales reales, V%!, tal que Vo' € CL(R") y
VVo(@) < C+|z)7" B >3/2 (7.19)

V0 v VOl son, respectivamente, las partes de rango corto y rango largo del poten-
cial. Esta separacién no es unica y sin pérdida de generalidad podemos hacerlo de tal
manera que ademads, (ver Hormander [30]),

V(@) € CR™),  [DV] < C(L+ [a])~tlelert/2),

para 1 < |a] < 4,0 < e < 1/2, y donde D® denota las derivadas con la notaciéon multi
indice.

Designamos por ¢;x = (qgem; — ¢;mu)/(m; + my) la carga relativa del par (j.k)
y denotamos por Zg <x Y Zf<k, respectivamente, la suma sobre todos los indices,
j<k,jk=1,...,N,con gy =0,y qgjr #0.

Suponemos que el potencial del sistema de N cuerpos es un operador de multipli-
cacién que es una suma de pares de potenciales,

0 E
V= Vi@ — )+ Y Vi@ — 1), (7.20)

j<k j<k
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con Vj € Vo, y Vi = Vﬁs —I—ij’l € Vg (ver la definicién 7.1). Al usar una descomposi-
cién de Hy como en (7.15) para cada par (j,k) vemos que para cada par de potenciales
Vi o Vi estén relativamente acotados con respecto a Hy con cota relativa cero. Ob-
serve que para un par dado el correspondiente potencial del par pertenece a Vj si la
carga relativa del par es cero y pertenece a Vg si la carga relativa es diferente de cero.
Entonces V' es relativamente acotado con respecto a Hy con cota relativa cero y el
Hamiltoniano de interaccion,

H=Hy+V, (7.21)

es autoadjunto en D(H) = D(Hy), ([5] teorema de Rellich-Kato (8.5) y (8.7)).
La evolucion de Dollard modificada esta dada por

UP(t) = e o0 (1), (7.22)
donde
U(t) = exp [—ZZ/ dSV}Ok’l(pjk/Mjk)] ; (7.23)
j<k 70
donde pji/ujx es la velocidad relativa del par (j,k), pjr/ i = (Px/mi) — (p;/m;), con

Wik = mjmy/(m;+my) la masa reducida (observe que en la notacién de 7.14 p15 = vy).
Los operadores de onda de Dollar modificados para el canal libre se definen como

QF =5 — lim ™UP(1). (7.24)

t—=+o0
La existencia de los limites fuertes es conocida y, de hecho, se sigue de nuestras
estimaciones en la seccién 7.4. Son isometrias parciales y satisfacen (Q2)*(QP) = 1.
En este punto es conveniente partir en potencial en su parte de rango largo del par de

potenciales entre particulas con carga relativa cero y el resto del potencial. Para este
proposito definimos

0 E
Vsr = {vs =Y V(@ —3) + Y Vi (@ — 3)| Vi € Vo, Vi € VE} , (7.25)

j<k j<k
0
Vir = {VL =) Vi@ — %)V e Vo,l} : (7.26)
j<k
Entonces
V=VS4+VE H=Hy+V==Hy+V°+Vh (7.27)

El operador de dispersién de Dollard modificado entre los canales libres se define
como

SP = Q2P = sP(vE v, (7.28)

Note que S” — 1 = (QF —QP)*QP. Llamamos a la funcién SP(VE;+) : Vg — L(H)
la transformacion de dispersién.
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Teorema 7.4 Sea VE € V. un potencial de rango largo dado. Entonces la transfor-
macion de dispersion SP(VY;2) : Var — L(H) es inyectiva. Mds ain, cualquiera de los
operadores de dispersion de Dollard SP determina univocamente el potencial V.

Como en el caso de dos cuerpos demostramos este teorema extendiendo el método
simple dependiente del tiempo de Enss y Weder [21] al caso con un campo eléctrico
externo constante. También damos una férmula de reconstruccion con un término de
error para el par de potenciales.

En el caso particular cuando todas las cargas relativas son diferentes de cero, el
teorema 7.4 implica que el potencial total V estd univocamente definido por el oper-
ador de dispersién canénico. Por ejemplo, en el caso del hidrégeno (un protén y un
electrén) nuestros teoremas prueban que el potencial de Coulomb estd univocamente
determinado por el operador de dispersién. Como se mencioné anteriormente también
damos un método para la reconstruccién del potencial.

El problema inverso de reconstruir univocamente el potencial a partir del operador
de dispersién fue primeramente propuesto por Heisenberg [24, 25, 26].

Hay una extensa literatura sobre el problema directo de dispersién en un campo
eléctrico constante. En los articulos ya mencionados de Avron y Herbst [9]; Veseli¢ and
Weidmann [48] se demuestra la existencia de los operadores de onda en el caso de
los dos cuerpos. En Herbst [28] y Simon [47] se demuestra la completitud en el caso
de los dos cuerpos. En Adachi y Tamura [1] y en Herbst, Moller y Skibsted [29] se
demostroé la completitud en el caso de N cuerpos. En estos dos ultimos articulos se dan
mas referencias a contribuciones a la dispersion de dos cuerpos y multiparticula. Véase
tambien Hunziker [31] para mayores referencias sobre la literatura inicial.

7.3. El caso de dos cuerpos

La siguiente férmula para la evolucion libre en el tiempo fue demostrada por Avron
y Herbst [9] y en Veseli¢ y Weidmann [48]. Los segundos autores consideraron un caso
mas general,

. ; 4327102 . 2 )
e itHo _ equ:vlte it3q*E /Gme ip1qEt /2m6 itp /2m‘ (729>

También haremos uso frecuente de las siguientes relaciones que se obtienen bajo
traslacion en el espacio de configuracion o de momentos generados por p o x, respecti-
vamente,

eiﬁ'mf(i)e_iﬁ‘m _ f(i’ + T}t), (73())
e f(p)e™ T = f(p+m), (7.31)

para cualquier funcién medible y acotada f. En particular, aplicando (7.31),
e—imf;@e—itﬁ?mmeim@.f _ e—iﬁﬁte—it;ﬁQ/2me—imv2t/2’ (7.32>

donde v = |v]. Denotamos por B,,, la bola abierta en R" con centro en cero y radio
mn. Observe que la condicién (7.3) implica que

IVE*(@)g(p)F(I7] > R)|
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es una funcién integrable de R para todas las g € C§°(R™) (ver el corolario 2.4 en
Enss [17]). Se sigue que el potencial en Vg satisface la condicién (7.33) siguiente
con p = 0. Por supuesto, valores mas grandes de p significan un decaimiento mas
rapido. Denotamos por e; = (1,0,...,0) el vector unitario a lo largo de la direccién x,

b=/l y B = E/|E].

Lema 7.5 Suponga que VE* € Vg, y que para alguna 0 < p < 1 y todas las g €
Cg°(R™)

(1+ R |V5*(2)g(p) F (2| = R)I| € L'((0,00),dR). (7.33)
Entonces para cualquier funcion f € C§°(Byy) y cualquier 0 < § < 1 hay una constante
¢ > 0 y una funcion h con (147)°h(t) € L*(0,00) tal que para cadav € R" que satisface
v >, y|@-ﬁ7\ <9,

Vs (@)e " f(p — mo) (1 + %)~
= |VE*(z + vt + e1qEt?/2m)e 2™ £(p)(1 + 72) /2| < h(jvt]). (7.34)

DEMOSTRACION.  Seguimos la demostracién del lema 2.2 de Enss y Weder [21]. La
igualdad de las normas es una consecuencia inmediata de (7.29)-(7.32). Se aplican tres
traslaciones, la primera por —mo, la segunda por ot y la tdltima por é,qFEt/2m. En el
transcurso desaparecen factores de la forma, e donde el argumento de la exponencial
es puramente imaginario. Tome g € C§°(B,,,) tal que satisfaga que g = 1 en el soporte
de f. Entonces por (7.29) y la desigualdad del triangulo

[VES(z)e 0 f(p — mo) (1 + 22) 2| < I, + I + I, (7.35)
donde
Lo = [[VP(@)g(p — mov)ePram/2m|
X|[F (1 — ot = Ajvt|5/8)e™""/*" f(p — m)
XF(jz] < Altl/8)(1+2%)7"]), (7.36)
L = [[VP(@)g(p — mov)e PraP/2m|
x| F(|z = ot > Avt]5/8)e ™"/ £ (p — mv)
xF(|z] > Aot|/8)(1+2%) 72, (7.37)
Is = |VE*(2)g(p — mv)e PaEC2mE(|z — bt| < Not|5/8)e 7 /2m
X f(p —mv) (14 72)~2, (7.38)

con \ cualquier constante positiva. Por (7.31) y la proposicién 2.10 de Enss [17]
Lo < [VP@)g@IIF(jz — vt| > Not[5/8)e"7/>™ f (5 — mv)
X F(|z] < Alvt[/8)]]
< C(1+ Mot|/4)7?, (7.39)
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siempre que v > 4n/A. Més aun, usando de nuevo (7.31),
I, < C||F(|z] > Mot|/8)(1 + 22)73/2|| < C(1 + |vt|/4) 2. (7.40)

Como |- E| < § < 1, existen constantes 0 < d;,, < 1 tal que |0t + &,¢Et2/2m| >
V/01|vt]? + 62(gE/2m)2th. Entonces por (7.30) y (7.31)

I3 ClVE(z)g(p)F (|7 — vt — e1gEt*m| < Avt[5/8)]|
ClIVZ*(2)g(p) F (12| = [vt](v/61 — 5A/8))]|

= h(ot)), (7.41)

[VARVAN

donde, por (7.33), (1+7)°hi(7) € L*((0,00)), siempre que A < 8/5; /5. Las ecuaciones
(7.35), (7.39), (7.40) y (7.41) demuestran el lema. u

Lema 7.6 Suponga que VE! satisface

VE@| < OO+ lE) T, 12> (7.42)

Entonces para toda funcion f € C3°(Byy) y toda 0 < § < 1 existen constantes
0 < ¢, M tales que para cada v € R™ que satisfacen v > c y [v - E| < 6:

| avE e g - o) 7))

= / dt|VENZ + ot + erqBt? /2m)e "7 2m f () (1 + 22) %2
RGN PR
= | o (7.43)
| Invfp~t, y=1.
DEMOSTRACION.  Como en el lema 7.5, tomando cualquier A > 0,
[VEL(Z)e= ™0 f(5 — mo)(1 + 72) 32| < I, + I + I,
con
L= VP @|IIF(z - ot| > Aot[5/8)e 7 /*" f(p — ma)
<F(Ja| < Notl/$)(1+ )], o
L = |[VP@|IF(j — ot| > Avt|5/8)e*"/*" f(p — m)
x F(|z| > Avt|/8)(1 + 22) 737, (7.45)
I = |VP3)emmaPE2mp(|T — 5t < Aut|5/8)e "7 /2m

X f(p—mo)(1+2%) 732 (7.46)
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Observe que ahora la funcién g(p — m®) no se requiere porque V! estd acotada.
Demostramos como en el lema 7.5 que si v > 4n/\,

L+ <C+ ut]) 2 (7.47)
Ademés, usando (7.30) y (7.42), ya que

|ot+e1g 12 /2m| > /61 [vt]? + 02(qE /2m)2t* con 0 < &;,8, < 1, y tomandoX < 81/, /5,

[e'¢] 400
/ gty — c/ QH[VEL T + 0t + &g B2 /2m) F(|1F — 5| < Alt]5/8)|

o0

IN

“+o00
c/ dt(1 + /51t + 5a(q B 2m)PH — Nwt|5/8)

IN

C

/WM/ME di(1+ (v/51 = A5 /8)vt)

0
—+00

+C dtt=>

2muv+/61/62/1q|E
{U(Q’Yl), T <y<1,

|Invjo™t, ~=1. (7.48)
La conclusion del lema se sigue de (7.47) y (7.48). ]
Sea ® cualquier configuracién asintotica en el espacio de Hilbert de estados H

representada por las funciones de onda ¢(z) y gzg(ﬁ), respectivamente, en el espacio de

configuracién y el espacio de momentos, donde ¢ € L*(R2) y ¢ € L2(RY).

Note que si V = VEs 4 VEL con VE* como en el lema 7.5 con p = 0y V! como en
el lema 7.6, los limites fuertes existen en (7.7) para cualquier configuracién asintética
en un conjunto denso, y luego, por continuidad, los operadores de onda {24 existen
y son isometrias parciales con nicleo trivial. Para el caso de £, puede verse que el
limite fuerte existe fijindose en la estimacién (7.3) de Enss [18] y notando que el factor
1+ |z]? fue acotado por 1 en las demostraciones de los lemas 7.6 y (7.7) de Weder [49]
(este articulo). El conjunto denso en L?(R") donde existen los operadores de onda es
el de todas las funciones infinitamente diferenciables soportadas en bolas de radio m.

Sea ®( € H una configuracién asintética con su momento soportado en B, i.e.,
¢20 € C§°(Bymy)- Denotamos por @5 la configuracién impulsada

Dy = €MDy & dy(p) = do(p — mb). (7.49)

Observe que ®; tiene soporte compacto contenido en la bola abierta centrada en v
y radio 7.

Ahora estudiaons el limite de alta velocidad de €24 sobre cualquier direccién fija
v="0/|v],con [v-E| <1, yv=|v] — o0.
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Corolario 7.7 Suponga que VE = VES £ VEL cop VES € Vg
VE<CO+|z)™, 1<y<1. (7.50)

Entonces para cualquier o y cualquier 0 < 0 < 1 existe una constante C tal que para

cualquier v con [v- E| < § y para toda t € R,

PG N POV}

7.51
|Invjo™t, ~=1. (7.51)

192z — e~ 05| < C{

DEMOSTRACION.  Damos la demostracién para Q.. El caso de Q_ se sigue similar-
mente. Por la férmula de Duhamel

(Qp — De Hod, = / dt' e B eit Hop=itho gy (7.52)
0

Note que ||(1 + 22)*/2®,|| < C, uniformemente en 9. Tome f € C5°(B,,,) tal que
f(p — mv)®; = ®;. Entonces,

(@ — Deoa, | < 0[/ At [ V52 (@) f(p — mi) (1 -+ 2%)

o0

+/ dt"|[VE (z)e 0 f(p — mo) (1 +2°) 72|

o —(2y-1) 1 1
%/ h(r)dr +C {“ 25T (7.53)
0

IN

|Invjv™!, y=1.

Teorema 7.8 Férmula de Reconstruccion. Suponga que VE € Vi y que VE3(Z) sat-
isfacen (7.33) para toda g € CP(R™) con 0 < p <4y —3,p<a <~y <1, donde v,«
son respectivamente como en (7.4) y (7.5). Entonces para cualquier 0 < 6 < 1 y todas
®y como en (7.49) con v - E| <6,

400
v(i[S, pj| Py, Uy) = / dr [(VES(:E—}—Tﬁ)ijDO,\IJO)

o0

— (VE’S (i' —+ T'ﬁ)@o, pj‘P(J)

+i <<6;Z’l) (T + 70) Dy, %)]

+ O(U_p)a O§p<47_37
Ow="), p=4y—-3<1.

(7.54)

DEMOSTRACION.  Se sigue de la formula de Duhamel y las relaciones de entrelazado
e QL = Qe o que

i(S— 10y =i(Q — Q) Q Oy = / dt ey EQ et (7.55)

o0
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Ademas, como

[S,p5] =[S =1, p; —my], (7.56)

tenemos que
o(i [S, p;] B, Wy) = / dr15(7) + R(D), (7.57)
donde 7 = vt y
(1) = [(VE@)e 70 (p;@)p, e 070y

—(VE(z)em 01 Dy, 7O (p; W)5)], (7.58)

es el término dominante, y
400

R(v) = v dt [((Q- — e ™0 (p,d),, VEe itHop, )

_(<Q_ _ I)e_ZtH(J@f” VEe—’LtHO (p]\:[l)i)]’ (759)
es el residuo. Pero los lemas 7.5, 7.6, y el corolario 7.7 implican que R(v) satisface
rE<c v <<t o)
(Inv)?v~t, v =1.
Ademas,
l@(T) = (vE,s<j>efiH0‘r/v(qu)){” efz'Ho‘r/v\Ij{))
(VA @)y, e (),

+i (<£VE7Z) (z)e oD, e—iHOT/v\IJ@> : (7.61)
J

donde hemos usado que, por (7.29) y (7.31), e tHom/vpcttor/v = . — §, 1 qET/v, ¥
entonces
ls(r) = (VE’S(f + T + elqE72/2mv2)e*i7ﬁ2/2m”pj®o, 67”52/27””\1!0)
—(VE’S(JT: + o+ elqETQ/QmUZ)e’”pzﬂm”(I)O, e’iTﬁQ/2m”pj\IJO)

0 . - .
+1 ((%VEZ) (T + o1 + elqETQ/vaz)e_”p2/2m”<I>0, e‘”p2/2m“\110) ,
j

(7.62)
donde se usé (7.29)-(7.32). Ademas, para cada 7 fija,
lim iy(7) = (VE*(2 + 07)p; Do, ¥o)
—(VE#(Z 4 27)®0, p; Vo)

+i ((iv’”) (z + 27) Dy, \I!O) , (7.63)
817]'
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y, por el lema 7.5,
|l5(7) < Ch(|7]) (7.64)

con h integrable, (7.54) se sigue en el caso p = 0 por el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. Para demostrar (7.54) para 0 < p < 4 — 3 estimamos la tasa
de convergencia de la integral del primer término en el lado derecho de (7.62) a su valor
limite. Tenemos que

+oo
/ dr(VES(z 4 o1 + elqETQ/QmUQ)e_”ﬁQ/Qm”ﬁj(IDO, e‘”ﬁz/zmv\lfo)

e}

+0o0
— / dT(VE’S([f + f)T)ﬁj(po, qjo)

+oo
= [ TP @ 10w, (7.69
donde
hgl) (7_) _ (VE’S(Q_? + @T)efiplqETQ/vaQefiﬁQT/vapj(I)O’
(efiplqETz/Qm’UQe*iﬁQT/QmU o I)\If()), (766)

WP () = ((emmalrt e 2my _ [ypg, VIS (2 + 07) W), (7.67)

Note que como ¥, tiene soporte compacto en el momento ||(e~#14E7"/2mv? g=ip/2mv
—D)Wy|| < C|7r/v|(1+ |7/v]), ¥ como también ||(e~P1alr?/2mv* o=ip*r/2mv _ [\ |l < O

se sigue que

) - p
”(e—lplqE'rQ/vaQ6—@p27-/2m’v _ I)\IJOH é C (‘z‘) ’ 0 S 0 S 1. (768)
()

Entonces, por el lema 7.5, v7’|hq(51)(7)] < C(1 +|7])*h(|7]) € L'(0,00), y se sigue del
teorema de la convergencia dominada que

+o00 —p
. _ Jow™), 0<p<l,
/_ drhy’ (1) = {O(v_l) pe 1 (7.69)

[e.9]

donde hemos usado que cuando p < 1, lim, v”hg)(T) = 0, para cada 7 fija. Ademas,

“+oo
/ dr(1+ |7 [V53(& + 70) Do |

oo

+o0
< ¢ / dr(1+ 7)) [||VE* (@ + &r)g(@)F (2 + 57| > |71/2)|

—00

#IvEete + angto)]| | el > D] <o 7.1

por (7.33) y el decaimiento répido en el espacio de configuracién de Wy
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Entonces, usando (7.68), demostramos con en el caso de (7.69) que

e o(v™), 0<p<l,
/;OO d7h1(72)<7) = {O(U_1> P 1 (771)

(7.54) se sigue, estimando las contribuciones de los otros términos en el lado derecho
de (7.62) de una forma similar, y por (7.60). Note que en (7.54) no permitimos que
p =47 — 3 =1 cuando 7 = 1 porque necesitamos que p < a < 7. [

DEMOSTRACION.  (Del teorema 7.2). Sean ViZ(z) = V{"*(z) + V"' (z) y ViF(z) =
V75 (z) + VP! () dos potenciales en Vp que tienen el mismo operador de dispersion,
y denotemos

QPs(z) =V (x) - VP (2),
QPz) =V(x) - VPl (), (7.72)
Qf(z) =V (@) - V(@) = QP (z)+ QP(2).

Identificamos cualquier § = (y1, y2) € R? con el vector y1€; + 12, € R"™ para alguna
1 <k <n,k#j, donde por €;,1 < j < n, denotamos el vector unitario a lo largo de
la direccién z;. Para cualesquiera estados ®, U con ¢, € C§°(R™) denotamos por

B(y) = e PID, U(y) =PIV (7.73)
los estados trasladados por § y por
F@) = (@%p;2(y), ¥(7)) — (@™ 2(y), p;¥(7))
+i ((agjl) (), \If(g)) . (7.74)

f(y) es una funcién continua y acotada, y por (7.3), (7.5), y el decaimiento répido en
el espacio de configuracién de ®, f(y) € L?(R?).

Para cualquier o en el plano ¢ con |t - E| < 1 la transformada de Radon de f(7)

estd dada por
/ f(y+70)

_ / [(QP*(z +70)p;®(7), ¥(7))

—(Q"*(z 4+ 10)®(), ;¥ (1))

+i ((a;g;l) (T + 70)D(7), qf@))} =0, (7.75)

por el teorema 7.8.
Entonces (ver Helgason [27] capitulo I, teorema 2.17)

f(@) =0.
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Pero como

0

5., (Q°2(®), V() = —if (7). (7.76)
Y1
se sigue que (Q¥®(y), ¥(y)) es independiente de y;. Pero por (7.3) y (7.4), limy o
(QF® (), ¥()) = 0. Entonces Q¥ (Z) = 0 como un operador y como una funcién casi
en todo punto.

Note que la demostracion anterior da una método un método constructivo para la
reconstruccién del potencial. Primero, al invertir la transformada de Radon reconstru-
imos f(y) a partir de la limite de alta velocidad del operador de dispersion y, entonces,

el potencial a partir de la integral de f(y),

VP, 0) = i/ooo f(y1,0)dys. (7.77)

Remarcamos que se sigue de (7.3), (7.4), y (7.5) que f(7y) es integrable a lo largo de
cualquier linea y que el lim; o (VF®(y), ¥(y)) = |

7.4. El caso de N cuerpos

Para cualquier par de potenciales construimos como en Enss y Weder [21] esta-
dos apropiados donde todas las particulas tienen una alta velocidad relativa a ca-
da una de las otras para reconstruir el correspondiente par del potencial. Para este
proposito primero introducimos alguna notaciéon cinematica. Usamos una numeracion
de las particulas tales que el par en cuestién consiste de las particulas 1 y 2. Como es
usual, tomamos como una variable n dimensional la distancia relativa  y momento p
del par escogido (1,2)

T =Ty — 21, p = —iVz = p2[(=iVz,/m2) — (=iVz,)/m1)], (7.78)

donde p15 es la masa reducida del par (1,2), u12 = myma/(my 4+ ms). Usamos también
la posicién 7; y el momento p; de la j-ésima particula, j = 1,..., N, relativa al centro
de masa del par (1,2),

X szj—(m1;%1+m21%2)/(m1+m2), jzl,...,N,

]3] :H’J(ﬁ]/mj_(ﬁ1+ﬁ2)/(m1+m2))7 j:177N7

donde p; es la masa reducida de la j-ésima particula con respecto al centro de masa
del par (1,2),

szmj(m1+m2)/(m]+m1+m2), j:]-a"')Na

ypj = —iV;, es el momento relativo a algtin origen (véase (7.9)). Observe que  es la
primera coordenada de Jacobi &;.
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Sea &) € H una configuracion asintética con el producto de las funciones de onda
en el espacio de momentos de la forma,

q)O ~ ¢12(p)¢3(p37 s aﬁN)a (779>
donde ¢y, € C5°(R™) varfa mientras que ¢3 € C3°(R™™~2)) es una funcién normalizada
fija con soporte en {(ps,...,pn) : |Dj| < p;}; ie., las particulas 3 a N tienen una

velocidad menor que una relativa al par (1,2). Tomamos una 7 tal que &12 € C5°(Byazy)-
El estado de alta velocidad se define como (ver Enss y Weder [21])

Dy ~ dr1a(F — p1190)ds(Fs — paTs, - - ., PN — INTN),s (7.80)

donde o = vt, 0] = 1,v; = v?d;, con d; # 0, para j = 3,..., N y donde suponemos que
d; —di # 0 para j,k = 3,... N. Ademas, definimos vy = —0p1a/mq, Vo = —0p12/mo.
Denotamos las velocidades relativas por

@jk:@k_@ja 'Ujk::|®jk‘|7 j,kzl,,N

Entonces con d; = |d;],

Uy = U2(Jj + p120/mav) #0  si v > pia/mad,
Vg = 'Uz(dj + p120/mav) £ 0 8i v > g/ mad;
Ui = V(dp—d;) #0 g, k=3, ... N.

Denotamos vj; = ¥;x/|0jx| y supongamos que |v;;, - E| < & para algin 0 < 4§ < 1y
todos los pares (j,k) con g, # 0. Se sigue que en nuestros estados de alta velocidad la
velocidad promedio relativa del par (1,2) es v mientras todas las demds particulas viajan
con una velocidad minimal proporcional a v? relativa a cada otra asf como también con
respecto a las particulas 1y 2. Se sigue a partir de la definicién que ¢y € S(R*™V=1) y

que
N

Oy = 20T [T %% @y, (7.81)
j=3

Ademsds, tenemos una buena localizacion inicial uniformemente en v,
(1 + o, — 9;*)* W8] <O, j,k=1,...,N, (7.82)

y existen funciones fjr € C5°(By,,y,,) tal que

Qs = fir(Djx — 1k05K) Ps, (7.83)
donde pji es el momento relativo de particulas j y k,

en donde en la derivada las posiciones de las demds particulas, asi como también del
centro de masa, se mantienen fijas. p;k es la masa reducida del par (j,k). Ademaés,
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me = 1,1y = 2(1 + nuiz/ma),me; = 2(1 + nuia/ma),j = 3,..., N, y n;, = 4, para
J,k=3,...,N. Como en Enss y Weder [21], (7.82) y (7.83) nos permiten reducir las
demostraciones en el caso de N cuerpos a aquellas para los dos cuerpos.

Usando las coordenadas de Jacobi como en (7.12) - (7.16) pero basados en el par
(j,k) demostramos, como en Enss y Weder [21], que si VJ%S satisface (7.33) en L?*(R™)

Vil (@ — 2)U () [T Fiw By — myowvin) (1 + 2 — 357)
j/<k/

< hjr(Jvjt]), (7.85)

donde (1 + 7)Phji(7) € L'((0,00)) y que

| VR G = 3) = Vit e UP (1)

x [T i B = ionempnr) 0+ 30 = 351
j/<k/

< C(+ |ot]) 1 (7.86)

Més atn, si g, # 0 usando de nuevo las coordenadas de Jacobi basdndose en el par
(j.k) y tomando g;, € C5°(B ) con gjifir = fjk, demostramos como en el lema 7.5

HikNjik
que
Vﬁ’s(k 7)) JUP(t) H Fie Py — prwrvjonr ) (1 + |Tg — $J| )7
JI<k!
<L+ I+ I, (7.87)
donde
o= Cf[P(= 7 -l 2 A|vjkt|5/8>e*“ﬁ?k/2wkg'km ~ W)
X F (|25 — 5] < Mugst] /8)U () T] F®jw — mynvyne)
JI<k!
x(1+ )2, — ;)72 (7.88)
I2 = CHF |Ik — 1‘]| > )\’Uﬂct|/8 H f p]’k’ ,u_]’k’vj’k'>
JI<k!
(14 |5 — ;%j|2)—2( , (7.89)
Es
Iy = C|| Vi@ — 5)gin(mn) P13k — 351 = (+/31 = 5A/8)|uat]3/8)||, (7.90)

para A < 8y/0;/5. Como en el lema 2.1 tenemos que

I < C(1 + |vjit]/4) 2. (7.91)
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Ademads, demostramos como en la seccién IV de Enss y Weder [21] que para A > 0

Y

| P = a5l = Aot 0@ TT fie Gine = agnetyne) (1 + [ = 5/2) 2
j<k!
(7.92)

< C(L+ Jot]) >

Se sigue que
I <O+ |ut]) < (7.93)

Entonces se sigue de (7.90), (7.91), y (7.93) que
‘ ~ - )UD(t) H fj/k/(pj/k/ - Mj/k/@j/kl>(1 ‘l— |i'k - %j|2)_2
< hye(|vjt]),

Vﬁs(xk — T
GI<k
(7.94)
donde (1 + 7)?hjr(7) € L'((0,00)) y ahora suponemos que V]fs satisface (7.33) en

Y

L*(R™).
Maés atin, supongamos que ¢;; # 0 y que

1
V'@l < C+a)7, 5 <v <1, (7.95)
demostramos, similarmente (ver el lema 7.6), que
Bl s =D = = 2y-2
/ Vil (@ — 2)UP () [T Fiw @i — i 0ion) (1 + |2 — 251)
e 3 <k
—(2v=1) 1
cdlie o a<y<h (7.96)
- |lnvjk]vj_k1, v =1

En consecuencia, se sigue de la formula de Duhamel, (7.85), (7.86), (7.94), (7.96),
y notando que vis = vy vjr = O(v?) para j < k =3,..., N que (ver la demostracién
del corolario 2.3 y del corolario 3.4 de Enss y Weder [21]) los operadores de onda Q%

existen y que para ®; como en (7.80)
O(v——1 L - n e
(v ) 2 =7 ’ (7.97)

H(e_itHin — UD(t))q)’TJH - {O(’ no™), y=1

Teorema 7.9 Férmula de reconstruccion. Suponga que V° € Vgp y VL € Vigr. En-
tonces para toda @5, V; como en (7.80) con una ¢3 normalizada fija, y con |vj- E| < 8

para algin 0 < § < 1 y todos los pares (j,k) con q;r # 0:
(a) Siqa=0 1y VY satisface (7.33),

lim v(i(SP — 1)@y, Uy) =

V—00

+o00
/ dr((VS (& + 79) + VS + 79)

—V5' (70) P12, Ur2) (7.98)
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Y, mas aun,

p=4y—-3 <1, (7.99)

Adicionalmente, si0 < p < f—1,8<2, con 3 como en (7.19)

U(i[SD,pj](I)@, \Prf)) = / dr [(‘G%S(j' + T'lij)qu)lg, \1112)

o0

_(V1027S(5z + T@)q)lmpj\llw)

(fovig\ .
+1 (ZL’—F’T’U)@Q,‘I/Q
(( 8xj ! ! :|

o(v™"), 0<p<dy-—3,
OW™), p=4y-3<1,

(7.100)
para 1 < 5 < mn.

(b) Siqua # 0, Vi5* satisface (7.33) con 0 < p<4y—3,p<a <~ <1, donde v,
son, respectivamente, como en (7.4) y (7.5);

Wil ) W) = [ dr[(VE* (o4 o) Wi

—00

_(Vlgs(j + T@)q)lz,Pj\I’u)

Nl -
+i| | = | (T +70)P12, U
( < (93,’] 12 12 ]

-r 0< 4~ — 3
o(v™?), 0<p<dy-3, (7.101)
Oww="), p=4y—-3<1.

DEMOSTRACION. . La demostracién de (7.98),(7.99), y (7.100) se sigue como en
la demostracién del teorema 4.1 de Enss y Weder [21] usando (7.85), (7.86), (7.94),
(7.96), y (7.97). En las siguientes lineas demostramos (7.101). Se sigue a partir de la
férmula de Duhamel como en el caso de dos cuerpos que

+0o0

o(i[SP, p;] By, W) / dr 1y(7) + R(D), (7.102)

—00
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donde

la(r) = /_Ood (VE@)UP(7/0)(p;®)s, U (7/v)5)

o0

~ (Vi3 (@)UP(7/0) @5, U (7/0)(p;©)5)] (7.103)

es el termino dominante y el residuo es

oY [ a5 G- 3

J<k=3
—V}% (thjr/ 1) ]UP (1) (p;®)5, UP (1) W5)
(V5 (@ — &) + VI F — 7)) — VI Do/ )]
><UD< )5, U (1) (0 ¥)5) }

+vz / AL (V5 (& = ) UP(0)(p;)s, U (1) W)

Jj<k=3

—(Vii (@ — 2)UP ()5, UP () (p;V)5) }

o[ (e v m)m ),

o0

<[ D (V@ — &) + Vi (E — 7))
i<k
VR W/ ) + 3 ViR (@ — )] UP (1))
o i<k
—o [ a((emer —vP e,
X[ (Vs (@ — &) + Vi (@ — &)
i<k
—V i/ min)) + > Vik(@, — 2,)]UP(t) (pj\If)l—,). (7.104)
i<k

Se sigue a partir de (7.85), (7.86), (7.94), (7.96), (7.97), y recordando que viy = v,
vy v =00?),j<k=3,...,N, que

o JOowm), 3/4 <y <1,
(m_{o«mmwm,7:1. (7.105)

En este punto hemos completado la demostracién de (7.101) como en el teorema
7.8 (ver también la demostracién del teorema 3.5 en Enss y Weder [21]).
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|

DEMOSTRACION. Demostracién del teorema 7.4. Demostramos como en Enss y
Weder [21] que si V¥ es conocido de antemano, cada uno de los Vj(,)g’s esta univocamente
reconstruido a partir de S? usando la ecuacién (7.98) y las férmulas correspondientes
para Vj con (jk) # (12). También demostramos como en Enss Weder [21] que cada
uno de los VJ% esta univocamente reconstruido a partir de cualquiera de los operadores
de Dollard SP usando la férmula (7.100) y las correspondientes ecuaciones para (jk) #
(12). Ademds, como en la demostracion del teorema 7.2 demostramos que cada uno
de los Vﬁ esta univocamente reconstruido a partir de cualquiera de los operadores de
Dollard SP; usando la ecuacién (7.101) y las correspondientes férmulas para (jk) #
(12); esto demuestra el teorema. |
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4
Capitulo 8
», °
Apéndice
En este capitulo se presentaran calculos y demostraciones mas detalladas de afir-

maciones del capitulo 7.

Calculo 8.1 Deducir la ecuacion (7.13).

DEMOSTRACION.  La primera parte de (7.13) se encuentra en Reed y Simon [44],
pag. 78. Para la segunda parte:

N-1
= QfE : 5]
7j=1
N-1
_ gj+1 M —minQy\ =
= i E-¢;
j=1 J+1
N-1
_ (%‘+1Mj T G My = Q1M1 — ijQj) B¢
= M ’
N-1
B (Qj+1Mj+1 - mj+1@j+1) i
— i NS
j=1 Jj+1
N
_ m;Q;\ =
- Y (6-"2) B g
7j=2
N 7j—1
m;Q;\ = |= 1 =
— o E _
Z; (qj M; ) " (Mj—1> ;mkxk]
J= =
N N j—1
m;(Q) _ L m;Q; 1 _ L
= Z(Qj_ J(/[jj>E x]—z (Qj &jj) (Mj_l)mkE'Ik
j=2 7j=2 k=1
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N
- (o R )

J

j=2
N j-1
i) () et
_ Z i — mipl - x
=2 k=1 ( M; M
N N
m;Q\ = Q Q e
— Z(qj— ]\Z)E xj—i_,zmj(M__jj)EIJ
j=2 =2
N-1 N
m;Q; 1 o
_ Z Z q — M, ) (Mj1> meE - Tp
k=1 j=k+1
N N
m;Q\ = - Q_Qi\ g -
= Z(qj— ]\J/[)E :L‘j—l—zmj(ﬁ—_jj)ExJ
Jj=1 J=1
N-1 N
_ mQr 1
_ ' mJE € Z <Qk - Mk ) (Mk—l)
7=1 k=j+1
N
mQ — =~
_ ;(%_ e )E 7+

N-1 N
. Q  Q myQy 1
B — = = = -
i m; g M .7\{] Z r M, M4

I
ME
N
S
|
3
<15
N———
eyl
Q&E\z
+

<.
I
—

N-1 N
o @ myQk 1
. B 7 — Q-1 —
VA S T BT
N
_ Z@_m]\ff)ﬁ P+
j=1
N-1 N N
o o mi ) Qk 3 Qr-1
B D I A 1——
2R T Z M) M, T 2 M,
le k::] 1 k_]—"_l
N N-1 N N
mQ\ - - __ o M1 Qx Qr—1
- § - E E EVaE E : Z
— (qJ M ) it — M=y —~ M, Mg, * — My
iz = k=j+1 k=j




127

N N-1 i N N
m Q = =~ = o~ Q Qk Qk*l
- (- ) B S G- 3 Sy 2]
j=1 j=1 | k=j1 T F p—jqo R
N N-1 TON-1 N-1
m;Q\ - - _ Qk Qp
= Z(q]— A})E j-i—ijE Z; _Z_k+ _k;]
=1 j=1 | k=j+1 k=j+1
N
m;Q\ - -
7j=1

Calculo 8.2 Deduccion de la estimacion (7.39).

DEMOSTRACION.

La proposicién 2.10 de Enss [17] se reformula en Enss y Weder [21] proposicién 2.1
siendo mas claro para el lector que el exponente del lado derecho de la estimacién puede
ser cualquier niimero entero. Siguiendo a Enss y Weder [21], sean M = {|z| < |vt|/8},
M = {|z — vt| > |vt|5/8} y r > |vt|/4. Observe que ||VE*(z)g(p)|| no depende de v.
Todo lo anterior lleva a (7.39).

|

Calculo 8.3 Algunos detalles de la demostracion de 7.6.

DEMOSTRACION.
Veamos qué es lo que pasa con la estimacion de la integral de I + I5:

- 9]
T(1 + [vt])~2 .= Cvt. (8.1)

/ dt(I; + ) <

0

Por el teorema del binomio
—2|vt||qEt?/2m| > —|vt|* — |qEt?/2m]|?, (8.2)

Aplicando (8.2)

g B2 Et2)2
0t + e1qEt?2m| = \/yvtP +2 <17t- 612(1 ) +]4 ’
m

2m

qbBt? | qEt? |2
\/|Ut|2—2|vt|‘%‘|(vel)|+ ‘

2m
Et?
\/[|vt|2 + ‘q
2m

v

v

lo-c-a
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De aqui se observa que podemos poner §; = d = 1 — (0 - €;) > 0, gracias a que
v-E|<§<1.

Algunos otros comentarios sobre la deduccién de la estimacién (7.48). La integral
respecto al tiempo de —oco a +o00 se convierte en una integral de 0 a +o0 ya que
el integrando es una funciéon par respecto al tiempo, el factor 2 es absorbido por la
constante C. Observe la siguiente estimacion:

E 2
vV 51U2t2 S \/51U2t2 + 52 <m) t4
2m

E 2
1+ (V0 = A5/t < 1+ \/(512;2152 + 6y (%) 4 — Mot|5/8
m

-

_ o\ ?
[1 (Vo — )\5/8)vt] R P \/51v2t2 + 6 (%) 4 Aut|5/8| .(8.3)
Cuando t > 2muv+/61/92/|q|E tenemos que:
d2 |q|E
Vo< (5_12mfut
2\ 2
51"Ut|2 < (52 (%) t4 <84)

2 2
%l,m% (MEY e ¢ (MEY' e @5)
2mu 2mu

Gracias a las estimaciones anteriores tenemos que,
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E\? 5
144/ 61022 + b, lalE t+ — <At
2m 8

E 2
> 14 \/51@2752 + 0, (M) 4 — /8 |vt]
2m
E 2
> \/51v2t2 + 6y (%) t— /6|t

2
\/511)2752 + 9 <%) 4+ /6 |vt]

Vo (ME) £, (8.6)

(V2+1)

Veamos el calculo de la segunda integral del pentltimo paso de (7.48), observando
que 1/2 <~y < 1:

+o0o
/ dtt=
2mu+/61/62/1q|E

t—(2V—1) ‘Jroo

(2"}/ — 1) 2mv\/(51/52/|q|E
= Cov @&, (8.7)

Supongamos que 1/2 < v < 1 y estimemos la primera integral:

/%w\/m/'qm dt [1 + (Vo — )\5/8)1)25} B
1 —7+1 2mu\/51/62/la| B
= SrwE s [ e
- 1 AN
= SO 5 <1+ (V31 — A5/8)° ’ = ) 1

Podemos escoger v suficientemente grande, i.e., v > ¢ para alguna constante ¢ > 0.
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—y+1
—(2v=1)

2 2m (51/52
(7 + (/3 = 25/8) [f W E

Tomemos el caso especial v = 1:

-1

/2mv\ /61/62/|q|E

0

dt [1 + (/6 — >\5/8)vt]

2mv\/61/52/|q\E
= In |1+ A5 /8)ut
(/o )\5/8 nfL+ (Vo= 25/8)ut]|

— ln‘l—i— V= 25/8)* \/51—/52‘.

(Vo1 — A5/8 gl E .
8.8
De nuevo tomando v grande:
< mz}_l ln’ (V61— A5/8) ||¢E51/—52
< mv_l ln’ (v/6, — A5/8) 4m|\/|(2/—(52’ +21n|v|] :
< \/6_1+/\5/8@1 In |v].
(8.9)

Para obtener (7.48) y también para concluir la demostracién es importante tener
la siguiente estimacion:

v nw + cvt < 2méax{cr, o }v ! Inw. (8.10)
|

Calculo 8.4 Comentario sobre la demostracion del corolario 7.7.

DEMOSTRACION.

La férmula de Duhamel es una version generalizada del teorema fundamental del
célculo. En (7.52), al aplicar la férmula de Leibnitz para la derivada de un producto
aparece una diferencia entre el Hamiltoniano perturbado y el Hamiltoniano libre, razén
por la cual aparece en factor VE. A continuacién se reescribe (7.52)

(QJr - [)efitHo(I)ﬁ — Z/ dt/eit’HvEefit’HoefitHo(DT).
0



131

Calculo 8.5 Identidad (7.56).

DEMOSTRACION.

p; es una componente cualquiera del operador de momento p, p; en el espacio
de configuracion es igual a —idz; y en el espacio de momentos es el operador de
multiplicacién por p;. v; es la componente de la velocidad promedio v de la particula,
por lo tanto es solo un escalar. v es el valor esperado del médulo del operador de
velocidad, este tltimo en el espacio de momentos es igual a p/m.

[S = 1,pj—mu;] = (S —I)(p; —mu;) — (pj — mw;)(S — I)
= Sp; — Smv; — p; + mv; — p; S+ mv;S + p; — mu;
= Spj —p;S
= [Svpj]

Calculo 8.6 Deduccidon de (7.57).

DEMOSTRACION.
Primero desarrollemos los siguiente:

i[S,ps] = 4[S —I,p; —muvj]
I)(pj — mv;) — (pj — mv;)i(S — 1)

— (S —
= (/ dt eitHOVEQ_e_“HO) (p; — mvy)

—(p; — mvy) (/ dt eitHOVEQ_e_itHO)

= (/ dt eitHOVEeitH‘)) (pj — mv;)
_(p] o m,U]) (/ dt eitHovEe’itHo)
+ </ dt eV E(Q_ — I)e_itHO) (pj — mv;)
—(p; — mvy) (/ dt ™oy E(Q_ — I)e_”H0>

También se utilizara la siguiente relacion:
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(pj®0)s = (pj0)(p=p—mv)
= (pj — mw;)o(p — mo)
= (p; —mw;)P;

Note que las componentes del operador de momento p son autoadjuntas en el espacio
de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto.

v (i[S, p]Ps, V) = v (i[S —I,p; — mv;] @y, ¥y)

= v / dt eitHOVEe_itHO) (pj — mu;) Py, \115)

—v | (p; — mv;) (/ dt eitHOVEe_“HO) by, \va)
+v </ dt eV EQ_ — [)e“HO) (pj — mw;) Py, \I/U)

/ dt eitHOVEe_itHO) (p; — muv;) Py, \IJ@)
—v / dt eitHOVEe_itHO) Oy, (p; — mvj)\I’v)

dt eV EQ_ — [)e“HO> (pj — mw;) Py, \I/U)

(
(
(L
> (<pj — ;) ( / bV~ I)e—“HO) @, \P)
(
(
(
(

|
o4
YN
|\
g
QU

tettoyEQ I)e_itHO) Py, (pj — mvj)\lfg)

= /dw ((/ vdt eitHOVEe_“HO) (pj(ID)U\I/_v)
—/da:( / vdte”HOVEe_itHO) @v(pj\If)v)
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/ vdt/dm ety Ee=itho (. &), Uy
—/ vdt/dxeitHOVEe_itH‘)(Dv(pj\I/)v

—|-’U/ dt/d:ne“HOVE(Q_ — De "0 (p,®),

S]]

- / dt / dx "VE(Q_ — e "Mody(p,; V),
/ vdt (e"MVFe o (p,@);, Uy)

—/ vdt (e"MVFe " 0d, (p,1);)

o0

+v / dt (e"VE(QL — Ie ™0 (p; )5, Us)

—00

—v / dt (e"VE(QL — Iem ™Dy, (p;)5)

/ ’Udt (VEe—itHo (pj(b)T” e_itHO\IJ'D)
_/ ’Udt (VEe—itH()@’D, e_itHO(pj\IJ)ﬁ)

+v / dt (- — e ™0 (p; @)y, VEe M0Wy)
/ dt (- — I)e ™M0dy, Ve o (p,0);)

Calculo 8.7 Estimacion (7.60).

DEMOSTRACION.

Consideremos R;(v) definido a continuacién, la estimacién para

(R — Ry)(v) es completamente andloga y se omite. Con ambas estimaciones se obtiene
la correspondiente para R(0)

Ry (v)

|R1(0)]

= v / dt ((Q= — Ie ™0 (p;®)5, VFe Mowy)

o0

< v/ dt’ ((Q= — De "o (p; @)y, VFe "Howy)

o0

IN

v/ dt’(Q_—I)e_itHO(ijI))@ VEe_itHO\If@‘

o0
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IN

o][(@- = Do ;)

/ dtHVEe_”HO U

2
s ([ tey<n
- (Inv)o™t, =1
—(4y— 3
v~ 3), 1 <7< 1,
(Inv)?v~t, =1

Para estimar H(Q_ — I)e ™0 (p;®)5|| se usé (7.51). [ dtHVEe*“HO\I/@H se ha es-
timado usando el lema 7.5 para la parte de rango corto y el lema 7.6 para la de rango
largo; ambas estimaciones se ”suman”de la misma manera que la tltima linea de (7.53).

|

Calculo 8.8 Deduccion de (7.61).

DEMOSTRACION.  Primero demostremos la relaciones siguientes:

e*lHoT/’Upje’LHoT/’U

ina:ltefit3q2E2/6m€fip1th2/2mefitﬁ2/2m itﬁQ/Qmeim th2/2meit3q2E2/Gmefin:plt

= e pje
—it3q?E? /6m _—ip1qFt? /2m —itp?/2m itp?/2m ip1qEt?/2m it3¢? E? /6m

= pj —0;1qET /v

ezHOT/v VE,l (E) e*ZHoT/’U

=2 : 2 13 2 2 . N g 43,272 . 2 a2
_ eztp /2mezp1th /2m€zt ¢°F /6m6 iqEz1t VE’Z<J]) qu$1t6 it3q°E /Gme ip1qEt /2me itp* /2m

e
152 . 2 N 2 2
eztp /2m€zp1th /2m VE’Z<.’L') e ip1qEt /2me itp*/2m

1 =2 _ _ it
_ eztp /2m VE’Z<I + 61QET2/2mU2) e itp?/2m
Consideremos la siguiente expresion:

(VE’Z(.f') efiHOT/UCDT” efiHOT/v(pj\D)i)
_ ((I)q—}, eiHoT/v VE’Z(ZZ‘) e—iHoT/v(pj . mvj)\lf@)

<<I>1—,, ¢itP*/2m VENE + eqBT?/2mu?) e‘itﬁQ/zm(pj — mvj)\I/@>
— (CDI—,, eitp*/2m VENZ + e qET?/2mu?) (p; — mvj)e’itﬁQ/Qm\Ilf,)

(pj — mv)VEN T + &,qgE7T? [2mu?) e~ Rm g e_itﬁQ/Qm\I/g>



135

— <(—i8jVE’l)(a_: + eqET2m?) e P B e’itp2/2m\115>
+ (VE’l(i + e1gET? /2mu?)p; e itD?/2m Oy, e‘itﬁZ/Qm\I&—,)
<—mvjVE’l(f + élqET2/2mvg) e~ itP*/2m Oy, 6_”172/2’”\1'@)
0 L .
= — ((—VE’Z) (z + élqET2/2m’U2) e~ itp*/2m Dy, e_ZtPQ/Qm\va)
8xj
+ (VEJ(IIZ + e1qET? /2mu?) e_“ﬁz/Qmpj b, e_itIEQ/zm\IJ@)
<—mvjVE’l(§: + e1qET?/2mu?) e TP e’”ﬁz/m@@)
L 0 .
= —i (eZtPQ/Qm <%VE’I> (7 + e1qBr?/2mo?) e P o \117;)
j
+ <eitﬁ2/2mVE’l(:Z’ + e1qBET?/2mu?) e‘itﬁ2/2m(pj — mu;) Oz, %—,)

= — <(eiH07'/v aivE,l) (i’) e—iHOT/U (I)q—), \111_]>
Lj

+ (eMor/v B (g) T (D), W)
aSCj

+ (VE’l(f> ef'iHQ‘r/v(pj(I))’D’ efiHoT/v ‘I]T))

Calculo 8.9 Deduccion de (7.62).

DEMOSTRACION.  Consideremos s6lo un sumando de (7.61), la deduccién para los
demas sumandos es completamente similar.

(VE,S (f)efiHoT/v (qu)){” efiHor/v\I,T))

(eiHOT/U VE,S (j)e—iHoT/veimT)-iqu)o’ eimi:ﬁ\ljo)
(e—imﬁ-ieitﬁz/%nvE,s(i, + élqETQ/QWLUQ) e—itﬁ2/2m6im6~iqu)0’ ‘I’o)
(eitﬁQ/szE’s(f + 70 + e1gBT? /2mu?) e‘itﬁQ/QmijI)o, Uy)
(VES(z + 10 + eyqET? /2mu?) e‘itﬁ2/2mpj<1>o, e‘itﬁQ/Qm\Ifo)

Caélculo 8.10 Determinacion de (7.54).
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DEMOSTRACION.  Caso p = 0.
Entonces tenemos que h(7) € L'(0,00). Por demostrar que

S O +eo o
Uh—{EOE v(i[S, pj| Py, V) — /_Oo dr [(VP5(z 4 70)p;Po, Vo)

—(VE’S<i' -+ Tﬁ)q)o, p]\IIO)

, oV B .
+1 (( (933]' > (1’+TU)(I)0,\I/()>:| ‘ =0

Equivalentemente

+oo
lim v(i[S, p;]Ps, ¥5) = / dr [(VP*(z 4 70)p; ®o, o)

V—00

— VE’S(Zi‘ + T?s)q)o,pj\:[fo)

+i ((a;jl) (T + 70) Py, xpo)]

Por (7.57).

lim v(i[S, p;]®s, ¥p) = lim ( /_ T lo(7) +R(v)>

— V—00
V—00 )

Por (7.64) el integrando estd dominado por una funcién integrable, en consecuencia
se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada. También se aplica (7.60). El
resultado se obtiene utilizando (7.63).

Caso 0 < p < 4~ — 3, exceptuando el caso p=4y—-3=1.

Por demostrar que

+oo
v(i[S, pj| Py, V) — / dr [(VP*(z + 70)p;Po, Vo)

—0o0

—<VE’S<£Z' + T?i))q)o, P]\IJO)

+i ((a;jl> (T + 70) Py, \1/0)]

B {o(v_p), 0<p<dy-—3,

Ow="), p=4y—-3<1.
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Sustituyendo (7.57) y (7.62) se obtiene:

400
/ dr [(VE’S(E + T + elqETQ/quﬂ)e*”ﬁ?ﬂmvqu)o’ e*iTﬁz/va\Ijo)

o0

—(VES(Z + 01 + e1q B2 [2ma?)e TP /20 6_i752/2mvpj‘1’0)

0 . ., .
+1 <(87VEZ) (Z + 0T + e1qBET?/2mu?)e P [2mo g e miTP /2mv\1,0>]
j

+o00o
— / dr |:(VE’S<ZU + Té)ijDQ, \I’())

o)

— (VE’S (i —+ T'la))q)o, p]‘PO)
oV E! .

+1 << )(f-%T@)@O,WO)}-+fﬁ@)
81']‘

~Jo(w™h), 0<p<dy-3,
OWw™"), p=4y-3<1.

Para esto basta ver las cuatro siguientes tasas de convergencia.

“+o0o
/ dr [(VE’S(E + 0T + elqE72/2mv2)e*”ﬁzﬂmvqu)o’ e*’iTﬁQ/va\IIO)

o0

—(VE’s(i’ + Tﬁ)qu)o, \I’O)}

_Jo(vTr), 0<p<dy-3,
OWw™"), p=4y-3<1,

+oo
/ dr {VE’S(i’ + 071 + elqETZ/va2)e’iTﬁ2/2m”<I>o, e’”ﬁ2/2m”pjk110)

o0

— (VE’S (i‘ —+ TTAJ)(I)(), pj‘I/0>

_ Jo(w™), 0<p<dy-—3,
O™), p=4y-3<1,

oo 0 . . o
/ dr [ (%VE’Q (z+ T + 61qETQ/ZmUQ)e_”pQ/Qm”CI)O, e~ 2y
o j

. ((8;5’[) (@ + 70) Dy, \1/0) ]

{o(v_p), 0<p<dy-3,

Oww=™"), p=4y—-3<1.



138 Apéndice

, 0<p<dy -3,
Oww™"), p=4y—-3<1.

Weder [49] ha considerado que, para las tres primeras estimaciones anteriores, basta-
ba verificar la tasa de convergencia para (7.65).

Verifiquemos que las funciones definidas por (7.66) y (7.67) satisfacen (7.65).

h(l)(T) + h(@Q) (7_) _ (VE,S(E + %T>efip1qE7-2/2mv2efiﬁ27/2mvpj(p07
(6—ip1qET2/2mv26—1';527'/27711) N I)\IJO)
_,_((efiplqETQ/QmUQefiﬁQT/va N ])qu)()’ VE,s(i, + @T)\Ifo)
_ (VE,S(:Z, + @T)efiplqE‘rz/vazefiﬁQT/vapj(I)Oj

. 2 2 2
e ip1gET*/2mu e~ P T/Zqulo)

_(VE,S(j + @T)e—iplqETQ/vage—iﬁQT/vaqu)()? \110),
_’_(efiplqETQ/vaQefiﬁQT/vapj(I)o7 vE,s(j + @T)‘IIO)
—(pj®o, VIS (z + 07)y)
= (VES(z 401+ elqETQ/ZmUQ))e‘iﬁ27/2m”pjtl>0,
e—iﬁ2T/2mv\I,O)
_(VE,s(i, + @T)efiplqE72/2mv2efiﬁQT/vapj(I)O’ ‘I’o),
+(VE,3(£ + @7_)efiplqET2/2mU2efiﬁ27/2mvqu)0’ \Ifo)
—(VES(Z + 07)p;®o, Vo)
= (VES(z 407+ elqE72/2mv2))6_i’327/2m”pj¢>0,
e—inT/va\Ilo)

—<VE’s(f + ?A}T)qu)o, \Ijo)

Ahora deduzcamos las dos desigualdades que se utilizan para obtener la estimacion
(7.68).
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|| (e—iplqETQ/vag6—1'1527'/27711) . [)
Wl = (e e )|

— —3 m _—ip>t/2m T or=\|2
- / dp |(e=PaP e 1)y (p)|

t d ’ 2 ) 2. 2
= 7] _ —ip1gEs?/2m —ip?s/2m _
/dp)/o dsds (6 e ) ‘%(P)‘
2 2

t
d

< _

< /dp[/odsds

/d [/Otds‘ (PrgEs/m +p*/2m) ”2 Yolp)

IN

2

A

< [ o [lpaie f2m + gty [ioto

2

Por la compacidad del soporte < C?(|t| + t?)? / dp ‘@/AJO (p)

< [Olr /ol + [r/u])]?

La segunda estimacién necesaria para la desigualdad (7.68) es:

H(efiplqETQ/Qm'UQefiﬁQT/va . I)\IIOH < ||efiplqE‘rQ/vaQefiﬁQT/va\Ijo|| + ”\IIOH
= [[Woll + [[Woll
= 2
< C

Para deducir la estimacién (7.68) se toman dos casos. Recuérdese que 0 < p < 1.

(a) |t| < 1: En este caso claramente tenemos que |t|? > |t|, por lo tanto:

(e praBm e/ 1) | Clr/ol(1 +[7/v])
Clr/vl(2)
201 /|

201 /vl?

VAN VAN VAN VAN
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(b) |t| > 1: Ahora se tiene que |t|? > 1, asi:

|| (e—iplqETZ/QmUQe—iﬁQT/va . I)\DO”

IN A

Clr/ol?

Ahora estimemos el valor absoluto de A" (7):

|hg1)(7_>| < ”VE,S(i_+@T)e—iplqET2/2mU2e—iﬁ2’r/2mvpj®0||

< H (e—iplqE72/2mv2e—iﬁ27/2mv . ])\POH

S ||VE,s(i,_|_{}T)e—iplqE’rQ/vaQe—i;ﬁQ'r/vapj||
< || (e—ip1qE7'2/2mv2e—iﬁQT/va _ ]) ||
< Clr/vl’h(|7])
oIy ()] < ClrlPh(lr]) € L'(0,00)

Veamos el siguiente limite:

+oo +o0o
lim v”/ drhi(r) = lim drv*hi) (1)

Cuando p < 1, por el teorema de la convergencia dominada:

V—00 V—00
—00

+o00 +oo
1fm drv*nV (7)) = / dr lim v"h{ (1)

o)

_ / :o a7 (0)

= 0

Cuando p =1, y por el teorema de la convergencia dominada:

—+o00
v / dThél)(T)

o0

+0o0
< lim drv

v—o0 |

lim

v—00

n(r)

o)

+o0
_ / dar lim v 1 (7)|

IA

/ " dr 01+ [rDh(ir))

oo

M

IN
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Esto nos permite concluir (7.68).
Veamos la siguiente estimacién inocente, supongamos que |z + 70| < |7|/2.

| = ||z + 7o = [r0]]
> 7] = [z 4 70
= |7| — |z + 79|
> |l =I71/2
= |l/2

Con la desigualdad anterior podemos demostrar la estimacién siguiente que ayu-
dard a demostrar (7.70).

[VE( +70)Wol| = [[VE(@ +70)g(p) Wl

+E(jz + 7o) < [7]/2)) T
< V5@ +70)g9(p)F (|17 + 70| > |7]/2) W0
HIVE (@ + 70)9(p) F (|7 + 70| < |71/2) W0
= V5@ +70)9(®)F(1Z + 70| > |7]/2)I[ | o]
HIVE(@ + ro)g @) ||F (17 + 70| < |71/2) W0
IVE*(@ + 70)g(p)F (|7 + 70| > |71/2)l]
HIVE(@ + 70) g IF(|2] > [7]/2) T

IN

Veamos cémo el decaimiento rapido en el espacio de configuracion de ¥y hace que
la segunda integral de (7.70) esté acotada. Observe el uso de la desigualdad de Holder
y que la integral de una funcién de decrecimiento rapido multiplicada por un polinomio
es finita (gracias también a la desigualdad de Holder).

/ T ar(L+ [P IIF () > [rl/2) Tl

—00

< /Oo dr(1+ 7)) |F(Jz] = |7]/2) W0

—00

< 2/0de(1+7)-1 I(1+7)?F (2] > 7/2) |

2 (/Ooo dr(1+ T)‘?)l/2 (/Ooo dr||(1+ 7)*F(|z| > 7/2)%“2>1/2

IN
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IN
Q

IA
Q
e N N N

IN
g Q

(8.11)

Como tultimo paso para demostrar (7.60) veamos qué pasa con R(v). Sustituyendo
(7.60):

v 34 <y <1 0<4y -3 <1,
(Inv)?vr™t y=1&4y-3=1

v—00 v—00

lim v*|R(v)] < lim C{

(lim, oo v @730 0< p<dy—3<1,
= (lim,_(Inv)? !, 0<p<dy—-3=1,
‘ —(4y—3— _
khmv_,oov(”*‘gp), p=4y—-3<1.
(0, 0<p<4y—-3<1,

= 40, 0<p<dy—-3=1,

(O, p=4y-3<1

-P < 4y —
R(D) - o(v7"), 0<p<dy-—3,
O(w="), p=4y-3<1.

Aqui se observa muy claramente porque no se permite el caso p =4y —3 = 1.

Calculo 8.11 Demostracion de las propiedades de la funcion definida en (7.74).

DEMOSTRACION.
Sea, f: R* = C

Reescrita de la siguiente forma:
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f@) = fH@)+ L)+ f:(y
fim) = (Q%°p;®(y), ¥(Y))
L@ = —(@Q"2(5).p;¥(®))
(7)

- ((a(?) @(yww)) .

Veamos que f3 es acotada, continua y estd en L?(R?). Tomemos g € C5° tal que
9(p), tal que g(p)p = y 0 < g(p) < 1

)

n) = +i((%) swew.vm) (5.1

(%) s 1o

< || HaQ He@F ] = /2] 1ew)l
£ IF(2 < [yl/2)e 0| ]
HaQ e raz = w21

+HIF(2] < lyl/2)e 7] ] (8.13)

|/3(9)]

IN

Observe también que:

aQE,l
H O

y por (7.5), f3 es acotada.

El primer término del lado derecho de la desigualdad (8.13) es integrable porque g en
el espacio de configuracion es de rapido decaimiento. El segundo termino es integrable
gracias al decaimiento rapido en el espacio de configuracién de ®. En ambos casos esto
se puede demostrar de la misma manera en la que se hace en (8.11).

Para ver la continuidad de f3 consideremos, para Z fija, el integrando de (8.12):

dQF! o -
(%) @ ot oty ita) (8.14)
Lj
De aqui se ve que basta ver la continuidad de:

g = e TH(T)
= JFlePVFH(x). (8.15)



144 Apéndice

La continuidad en (8.15) se tiene ya que F es continua y tiene inversa continua del
espacio de Schwartz en si mismo.

Una estimacién muy parecida a la de (8.13) permite finalmente demostrar que se
puede aplicar el teorema de la convergencia dominada para establecer la continuidad
de f3 (ver Bartle [12] Corolario 5.8).

Ahora trabajemos con f;.

@) = (Q@%p®(y), V(7)) (8.16)
= (QP%e™Pp;®,U(p))
(pchD,elprEs A

< |lpy®| €7@ Py
< ClQ™ (@ +7)v
= ClleriQEse Ty
= QP
< Q™ @) F (e = ) v (@)
HIQP*(@)g(p) (|7 < i) ¥(@)]]
< ClIQP@)gw)F(al = I3
HIQ @I I1F (1a] < 1) ¥ @] (3.17)

El primer término del lado derecho de la desigualdad (8.17) es integrable por (7.33).
El segundo termino es integrable gracias al decaimiento rapido en el espacio de config-
uracion de . En ambos casos esto se puede demostrar de la misma manera en la que
se hace en (8.11).

Trabajar con f, es andlogo al caso de f; y no lo repetiremos.

Calculo 8.12 Justificacion de (7.75).

DEMOSTRACION.  Para cada potencial V] y V3 se tiene una instancia de (7.54). Ambas
instancias (ecuaciones) se restan y se pasa al limite cuando v — 0. ]

Calculo 8.13 Cldlculo de la derivada parcial que aparece después de (7.75).

DEMOSTRACION.  Descompongamos (Q¥®(3), ¥(%)), en sus partes de corto y largo
rango.
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(a) Calculo para la parte correspondiente a la parte del potencial de rango largo.

o

5y (@7'20). @) = F-(@¥(@e 7, T)
= aiyl(elp IQEN(T)e PID, W)
— @+ oY
— aiyl /d:p QE (7 + y)ov (8.18)
Antes de seguir veamos qué sucede con la siguiente derivada:
aileE’l(i + Y1€j + Yar). (8.19)

Para calcular la derivada (8.19) tenemos que calcular primero la derivada de
la siguiente transformacion (yi,y2) — T + y1€; + y2€;. Esta dltima derivada es
una matriz que tiene 1 en sus entradas (j,1) y (k,2) y cero en todas las demés.
Asi pues, para obtener la derivada parcial (8.19) hay que calcular el gradiente de
Q¥ respecto a T y multiplicarlo por el vector e;. En consecuencia:

d E|l/~ _ _ . aQE’l — =
8_y1Q (T +y1€; +yo8r) = oz, (T + 7). (8.20)

Para poder intercambiar la derivada con la integral en (8.18), se puede invocar

un corolario del teorema de la convergencia dominada (Bartle [12] Corolario 5.9)

donde es suficiente ver que: %}f’l(f—i—y_) estd dominada por una funcién integrable,
J

pero esto se sigue de (7.5).

Por lo tanto:

0 oQE! —
5 @00 v@) = [ar (4

_ < 3§ZJ>@+17)<1>,\I/>

- (%) o v0) (821)

(b) Célculo para la parte correspondiente a la parte del potencial de rango corto.

(@0 0) — - [dpIQRTeEE (22
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Antes de seguir veamos qué sucede con la siguiente derivada (en este caso es
mejor considerar el espacio de momentos):

@) Tm) - 5 + o %Y
_ a(e;;y@)w+ q)(_)a(eazzxp) 53)

Para calcular la derivada (8.23) tenemos que calcular primero la derivada par-
cial respecto a y; de la siguiente transformacién (yi,y2) — —ip - y. Esta ltima
derivada es igual a —ip;. En consecuencia:

G- @@V = i [P 0TG) - blp)e 5T
= —i _p]e*’g@Tﬂ) —(@)p e*‘pyqf]
= i [p,2@¥{) - @) (8.24)

Tenemos que justificar el intercambio de la derivada y la integral en (8.23). De
(8.24) se observa que %(@(Q)W) es una funcién de decrecimiento rapido.
®(y) v ¥(y) son funciones de decrecimiento rapido y al multiplicarlas por el
"polinomio”p;, siguen siendo de decrecimiento répido (considerando el espacio
de momentos). Ahora imitando lo realizado en (8.13) y gracias al decaimiento de
los potenciales de rango corto se ve que QE’SB%I(@(Q)\I/(@)) estd dominado por

una funcion integrable.

Calculo 8.14 Conclusion de la demostracion del teorema 7.2.

DEMOSTRACION.  Citando el libro de Helgason [27] se obtiene que aiyl(QE(I)(gj), U(y))
= 0, implicdndose de manera inmediata que (Q¥®(y), ¥ (7)) no depende de y;. (7.3)
y (7.4) implican que las partes tanto de corto y largo alcance del potencial tienden a
cero cuando la posicion tiende a infinito. Ahora seguiremos usando el hecho de que el
producto interno puede intercambiarse con el limite.

Jim (Q%2(7),¥(®) = lim (@ +9)2, V)
— <|y1|finoo QE(§:+17)CI>,\IJ)
= (07 qj)

= 0 (8.25)
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Por lo tanto, por (8.25), tenemos, para todo y; € RT que

(QECI)a \Ij) = (QE(b(O’ 0)7 \I/(O’ 0))
= (QECI)(?JL 0)7 ‘I’(yh 0))
= lim (QEq)(yl, 0), ¥(y1,0))

ly1|—o00

= 0.

Como ¥ es un elemento arbitrario en un conjunto denso de L?(R"), tenemos que
QF® = 0 para toda ® en un conjunto denso de L*(R™). Por lo tanto, QF(Z) = 0 como
operador. Por lo tanto, su norma como operador (y en consecuencia como funcién en
L?*(R™)) es cero. Esto implica que Q¥ (Z) = 0 como una funcién en casi todo punto.

|

Calculo 8.15 Reconstruccion del potencial.

DEMOSTRACION.

Se toma la definicién de f(7) como en (7.74), pero en lugar de Q¥ se sustituye
VE. Se encuentra la transformada de Radon como en (7.75). La ecuacién (7.76) sigue
siendo valida con V¥ en lugar de QF, se integra respecto a y; v se evalua en yo = 0.
Se obtiene asi (7.77).

El limite limyy—o (VF®(7), ¥(y)) = 0 por la misma razén que limy,_... (Q¥®(7),
U(y)) = 0, es decir, porque el potencial tiende a cero en el infinito. Las propiedades de
f(y) se demostraron en (8.11).

|
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