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Caṕıtulo 1

Introducción

A lo largo del desarrollo de la f́ısica, se ha visto que una pregunta ha sido fundamen-
tal en su historia, la pregunta es la de conocer las leyes que gobiernan el comportamiento
de los sistemas f́ısicos. Durante el desarrollo de las ciencias f́ısicas se han venido real-
izando experimentos que se fundamentan en un fenómeno f́ısico conocido con el nombre
de dispersión y que han otorgado muchas respuestas para poder dar a conocer al mundo
algunas de las leyes que actualmente rigen el mundo atómico; por mencionar algunos
de los experimentos que se desarrollan actualmente bajo este fenómeno están: los ex-
perimentos de espectroscoṕıa, de difracción, y de colisiones dentro de aceleradores de
part́ıculas.

En esta parte introductoria se habla de lo que es el fenómeno de dispersión a rasgos
generales para después dar el tratamiento matemático necesario para la comprensión
total del problema.

La teoŕıa de dispersión es una herramienta que ayuda a explicar algunos de los
fenómenos del mundo atómico, forma una parte importante de la gran teoŕıa de la
f́ısica que se conoce como Mecánica Cuántica (también es importante en la Mecánica
Clásica). Existen muchas variedades de experimentos de dispersión, pero en general
dichos experimentos constan de cuatro partes esenciales que son:

(a) La fuente, que es un aparato que producirá las part́ıculas que han de interac-
tuar con las que se encuentran en el blanco. Aqúı es importante mencionar que
la fuente debe producir part́ıculas de manera repetida, continua y bajo práctica-
mente las mismas condiciones, esto es porque todos los experimentos de dispersión
involucran mediciones repetidas para sistemas que son idénticos.

(b) Un aparato “preparador”(que puede ser por ejemplo un “colimador”, el rayo
de un espectrómetro, o un polarizador), y que sirve para definir las condiciones
iniciales de las part́ıculas idénticas que van incidiendo en él.

(c) El blanco, que contiene a las part́ıculas que interactuarán con las partes inci-
dentes. Las condiciones en que se encuentre el blanco influirán mucho en las
mediciones, por lo que deben conocerse para poder dar la interpretación correc-
ta. Por ejemplo, si el blanco es grueso entonces será posible observar dispersión
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múltiple, y si por ejemplo, el blanco tiene estructura cristalina entonces será posi-
ble observar un patrón de difracción. Por otro lado, si se trata de un blanco móvil
(por ejemplo un gas) entonces ese efecto también será reflejado en las mediciones
que se realicen. La interpretación más sencilla de los resultados se encuentra
cuando el blanco es muy fino y contiene una distribución aleatoria de part́ıculas
en reposo.

(d) El detector, que es un aparato que se encarga de registrar los resultados y que
usualmente se encuentra en un lugar en el que sea posible detectar únicamente
las part́ıculas dispersadas, dicho de otra forma, si el blanco se retira del arreglo
experimental entonces el detector no registra nada. En la práctica esta condición
no es tan fácil de llevar a cabo pues no siempre es posible tener un rayo lo sufi-
cientemente bien colimado, o porque existen residuos de dispersión en el material
debido a otras interacciones (es por ello la importancia de la buena calibración
del detector). También es muy importante situar al detector lo suficientemente
lejos del blanco para que no detecte las interacciones entre las part́ıculas disper-
sadas y las part́ıculas del blanco. En casi todos los casos el detector tiene un
ángulo finito de resolución, lo mejor que se puede hacer es que dicho ángulo sea
lo suficientemente pequeño para tener mejores mediciones, pero también es cierto
que existen ciertas limitaciones f́ısicas que no permiten hacer la resolución muy
precisa, y estos mismos problemas suceden con el aparato “preparador”.

1.1. Caracteŕısticas f́ısicas de los sistemas de dis-

persión

Las caracteŕısticas f́ısicas esenciales de un sistema de dispersión son las siguientes:

En un proceso de dispersión debemos distinguir tres momentos en la evolución
temporal del sistema. En el primer momento el estado del sistema se encuentra en el
pasado remoto. Durante este momento la part́ıcula incidente y la part́ıcula del blanco se
encuentran lo suficientemente lejanas como para poder despreciar la interacción entre
ellas, en términos de teoŕıa de dispersión clásica las part́ıculas incidentes se comportan
como part́ıculas libres. De esta forma se espera que el estado del sistema evolucione
en este primer momento obedeciendo las leyes que rigen el comportamiento de las
part́ıculas libres.

Durante el segundo momento las part́ıculas interaccionan mutuamente y la evolu-
ción del sistema es gobernada por una ecuación de movimiento para la cuál el término
de interacción desempeña un papel fundamental. Es en el momento de la interacción
que la dispersión ocurre.

Para el tercer momento uno se encuentra en una situación análoga que en el primer
momento. De hecho, cuando el fenómeno de dispersión ha ocurrido, las part́ıculas se
han alejado de tal forma que la interacción mutua es nuevamente despreciable y no tiene
efecto en el futuro de la evolución del sistema. En el futuro del sistema, el detector,
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observa el nuevo estado de las part́ıculas ocasionado por el proceso de dispersión.
La condición de que los estados que describen los fenómenos de dispersión deban

ser caracterizables en el tiempo remotamente pasado (−∞) y en el tiempo remota-
mente lejano (+∞) por cantidades que conciernen a la dinámica de part́ıculas libres,
se conoce como la condición asintótica. Para poder describir dicha condición en térmi-
nos matemáticos es necesario estudiar la descripción de la evolución en el tiempo de
sistemás mecánico cuánticos (se puede hacer para los sistemas mecánico clásicos) y tam-
bién es necesario introducir una topoloǵıa (una noción de convergencia) que servirá para
expresar la diferencia entre el sistema perturbado y el sistema libre (en el pasado remoto
y el futuro lejano). En la próxima sección se entrará de lleno a este planteamiento.

1.2. Distintos tipos de dispersión

Hasta el momento no hemos hecho distinción entre los distintos tipos de dispersión.
El proceso más simple de dispersión es la dispersión elástica entre distintas part́ıcu-
las. Este proceso puede representarse simbólicamente por una expresión tal como la
siguiente:

a + b → a + b. (1.1)

Esta expresión indica que las part́ıculas a y b en algún estado inicial son dispersadas
en las part́ıculas a y b en algún estado final. El término elástico se refiere al hecho de
que la enerǵıa cinética total de las part́ıculas antes y después es la misma. Un caso
especial de la dispersión elástica es la dispersión entre part́ıculas idénticas.

a + a → a + a. (1.2)

Cuando las part́ıculas incidentes o el blanco tienen grados internos de libertad es
posible que durante el proceso de dispersión una de las part́ıculas sufra un cambio en
su estado interno. Si esto sucede entonces la enerǵıa cinética de las part́ıculas antes
y después de la dispersión ya no es la misma y se habla entonces de dispersión in-
elástica. El caso más frecuente es la excitación de un estado interno, la enerǵıa cinética
final es menor en una cantidad igual a la enerǵıa de excitación. Esta se llama disper-
sión hypoelástica o endoérgica. Es, sin embargo, también posible que algunos estados
excitados metaestables de una de las part́ıculas se desexciten durante el proceso de
dispersión. En este caso la enerǵıa cinética final es mayor que la inicial, y podemos
hablar de dispersión hyperelástica o exoérgica.

Otro tipo de dispersión asociado con los grados internos de libertad se observa
cuando esos grados están degenerados en la enerǵıa. Es el caso para part́ıculas con
spin, el proceso de dispersión estaŕıa todav́ıa descrito por (1.1) pero debe tomarse en
cuenta el efecto de la dispersión sobre los grados internos de libertad de las part́ıculas
incidentes. Esto da lugar a una gama de fenómenos interesantes de polarización los
cuales pueden dar significante información sobre la dependencia del espin sobre la
interación.



8 Introducción

Un tipo enteramente diferente de dispersión se observa si las part́ıculas salientes
difieren en número y clase de las entrantes. Por ejemplo los constituyentes del haz inci-
dente y los centros de dispersión en el blanco pueden no ser part́ıculas elementales sino
estructuras compuestas tales como part́ıculas α, átomos de hidrógeno, etc., y durante el
proceso de dispersión la interacción puede descomponer tales sistemas compuestos en
algunos de sus partes constituyentes o reorganiza sus partes constituyentes en nuevos
sistemas compuestos. Se habla entonces de reordenamientos de dispersión y se puede
escribir esquemáticamente

a + b → c + d + e + . . . (1.3)

La teoŕıa de la dispersión puede desarrollarse de tal manera que la dispersión elásti-
ca, dispersión inelástica, dispersión hiperelástica y la dispersión con reordenamiento
pueden tratarse en una manera unificada. Esta teoŕıa unificada se llama teoŕıa de
dispersión de multicanal.

Un ejemplo t́ıpico de dispersión multicanal es la dispersión de un deuteron d por
un centro fijo de fuerza. Un deuteron puede ser dispersado elásticamente o puede ser
descompuesto en sus partes constituyentes (un protón p y un neutrón n), de tal manera
que tenemos dos posibilidades

d »»»: d
XXXz p + n

Cada colección diferente posible de part́ıculas y sistemas compuestos después de la
colisión determina el llamado canal de dispersión. En el ejemplo anterior sólo hay dos
canales de dispersión.

Otra razón para un cambio en el tipo y el número de part́ıculas es la creación de
nuevos tipos de part́ıculas durante el proceso de dispersión. Estos procesos de creación
se observan frecuentemente en dispersiones a altas enerǵıas; a suficientemente altas
enerǵıas éstas están siempre presentes. Una colisión entre dos nucleones N1 y N2, por
ejemplo, se puede proceder de acuerdo a los esquemas

N1 + N2
½

½½>
N1 + N2 canal elástico

»»»: N1 + N2 + πXXXz

}
varios canales inelásticosN1 + N2 + K + K̄Z

ZZ~ . . . . . .
Aqúı part́ıculas nuevas, como mesones π y K, pueden ser creados, y ciertos canales

finales claramente representan más que un simple reordenamiento de los constituyentes
de N1 y N2. La teoŕıa de dispersión multicanal usual no incluye tales colisiones y su
descripción teórica va más allá del alcance de este trabajo.

En todos los casos hemos considerado hasta el momento que el número inicial de
part́ıculas o sistemas compuestos, los cuales participan en una dispersión individual es
siempre dos. Es lógicamente posible considerar procesos de dispersión con más de dos
part́ıculas iniciales. Tales situaciones rara vez se encuentran en el laboratorio debido a
las dificultades experimentales para preparar tales estados. Estos experimentos juegan
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un cierto rol en la teoŕıa de gases densos. Pero en la f́ısica de part́ıculas elementales no
son importantes.

Otro caso de importancia, sin embargo, es aquella en la que sólo hay una part́ıcula
incidente. La evolución del estado de una sóla part́ıcula libre estable no da información
sobre ningúna interacción. Si es inestable, sin embargo, decaerá en algunos fragmentos
estables o inestables y es perfectamente posible mirar un decaimiento como un cierto
tipo de proceso de dispersión degenerado de acuerdo con el esquema

a → b + d + . . . (1.4)

En este caso no se necesita ningún blanco para observar el proceso. Es posible
considerar tal decaimiento de una part́ıcula inestable como parte de un proceso de
dispersión ordinario, debido a que la part́ıcula inestable debió haberse creado en algún
punto en el pasado gracias a otro proceso de dispersión ordinario. Esta manera de
ver a los sistemas inestables es especialmente útil si el tiempo de vida de la part́ıcula
inestable es muy corto. Tenemos entonces un caso de dispersión resonante (formación y
decaimiento de una resonancia). Esto se observa a menudo y es bien conocido en f́ısica
nuclear donde las resonancias se asocian con algún estado excitado de corta duración
de un núcleo intermedio.

Si la part́ıcula inestable tiene un tiempo de vida suficientemente largo es posible
producir efectos de dispersión ordinarios con ella y desarrollar una teoŕıa donde la
part́ıcula es tratada con una suficientemente buena aproximación como una part́ıcula
estable.

1.3. Cantidades observables

Toda teoŕıa f́ısica debe tener una interpretación en términos de ciertos efectos f́ısica-
mente observables. Estos efectos usualmente se expresan dando valores numéricos de
ciertas cantidades. Las cantidades principales que aparecen en la teoŕıa de la dispersión
son la sección transversal de dispersión, el tiempo de vida de una part́ıcula inestable
o el ancho de resonancia y la razón de bifurcación para procesos multicanal. Por las
razones expuestas anteriormente el tiempo de vida es en cierto sentido una cantidad
secundaria la cual puede relacionarse al comportamiento de la sección transversal en
algún proceso de dispersión apropiado.

La razón de bifurcación (i.e. la probabilidad de la dispersión en un canal part́ıcular)
en realidad no es una cantidad f́ısica independiente, debido a que se puede obtener
si las secciones transversales individuales para los distintos canales son conocidos. A
menudo es posible sobre la base de consideraciones de simetŕıa, sin una teoŕıa detallada,
obtener expresiones para las razones de bifurcación sin el conocimiento de los valores
de las secciones transversales.

Existe otro enfoque teórico, el cuál se conoce como el problema de dispersión inversa.
En esta teoŕıa se supone que ciertos datos experimentales, resultados de un proceso de
dispersión son dados, entonces se encuentra una interacción (usualmente un potencial)
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que produce precisamente los datos dados cuando se considera el problema de dispersión
directa.

En las siguientes secciones se discutirán brevemente los conceptos sobre problemas
inversos primero en general y después en el contexto de la mecánica cuántica; las
siguientes secciones están basadas principalmente en el libro de Chadan y Sabatier [15]
y en los contenidos del curso “Inverse scattering in Quantum Mechanics”impartido por
el Dr. Ricardo Weder dentro de la escuela de primavera en mecánica clásica y cuántica
realizada en el IIMAS-UNAM en el mes de marzo de 2008.

1.4. Problemas inversos en la f́ısica

El trabajo normal de los f́ısicos puede pensarse esquemáticamente como una predic-
ción del movimiento de las part́ıculas sobre la base de fuerzas conocidas, o la propa-
gación de radiación sobre la base de un conocimiento de la constitución de la materia.
El problema inverso es el de concluir qué fuerzas o constituciones están sobre la base
del movimiento observado. Una gran parte de nuestro contacto sensorial con el mundo
que nos rodea depende de una solución intuitiva de un problema inverso: Inferimos la
forma, el tamaño y la textura de la superficie de objetos externos a partir de dispersión
y absorción de luz, la cuál es detectada por nuestros ojos. Cuando se usan experimen-
tos de dispersión para conocer el tamaño o la forma de las part́ıculas, o las fuerzas
que unas ejercen sobre las otros, la naturaleza del problema es similar, o más refinada.
La cinemática, las ecuaciones de movimiento, usualmente se suponen conocidas. Se
investiga como son las fuerzas, y cómo vaŕıan de punto a punto.

La expresión matemática de una ley f́ısica es una regla que define una transfor-
mación M de un conjunto de funciones C, llamados los parámetros, en un conjunto
de funciones E llamadas los resultados. Esta regla usualmente es un conjunto E de
ecuaciones, en los cuáles los parámetros son elementos de C, las soluciones son los cor-
respondientes elementos de E, por lo tanto, la definición de M está dada impĺıcitamente.
Sin embargo, a partir de la sola definición de una transformación, la solución de E debe
existir y ser única en E para cualquier elemento de C. Esta es la única restricción que se
le tiene que pedir a E. Llamamos resultados calculados a los elementos de E los cuales
son aśı obtenidos a partir de aquellos de C. Derivar los resultados calculados para un
elemento dado de C se llama resolver el problema directo. Rećıprocamente, obtener
el subconjunto de C que corresponde a un elemento dado de E se llama resolver el
problema inverso.

Para dar significado f́ısico a M, E debe ser tal que sus elementos pueden ser com-
parados con los resultados experimentales. En lo que resta, suponemos que el resultado
de cualquier medición relevante es un elemento de un subconjunto, Ee de E, llamado el
conjunto de resultados experimentales. E por lo tanto contiene la unión de los resulta-
dos experimentales y los resultados calculados. También se supone que a E se le puede
dar la estructura de un espacio métrico. La comparación de un resultado computado
dado ei, y un resultado experimental, ej, es medido entonces por la distancia d(ei, ej).

El conjunto C fue definido como el conjunto de funciones para las cuales E puede
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ser resuelta. Mayores limitaciones a menudo aparecen cuando las propiedades f́ısicas se
toman en cuenta. En otras palabras, C podŕıa ser el conjunto S de todas las funciones
para las cuales E puede resolverse y que son consistentes con toda la ”información
f́ısica”que proviene ya sea de los principios generales o a partir de medidas previas. Sin
embargo, la definición de S es, en la mayoŕıa de los casos, indirecta y dif́ıcil para hacer
precisa, y por eso, a uno se le deja la elección de C como un subconjunto conveniente de
S, con una clara definición. Por otro lado, el intento de incrementar la definición de C

muchas veces da acceso a una nueva clase de parámetros para los cuales los problemas
directo e inverso pueden resolverse.

Con estas definiciones, podŕıa parecer que todos los problemas f́ısicos son proble-
mas inversos. Realmente, uno generalmente reserva este nombre para los problemas
donde se buscan formas matemáticas precisas para las transformaciones inversas gen-
eralizadas de E en C. Esto excluye el llamado procedimiento de ajuste en el cuál los
modelos que dependen de algunos parámetros y que dan un buen ajuste de los resul-
tados experimentales son obtenidos por ensayo error o por otra técnica.

La primera persona que estudió problemas inversos de la clase que nosotros consid-
eramos fue Lord Rayleigh (1877)[41], quien discutió la posibilidad de inferir la densidad
de una cuerda por medio de sus frecuencias de vibración. Más recientemente, una gen-
eralización fue expuesta por Marc Kac (1966) [35] en su famoso art́ıculo titulado: ”Can
one hear the shape of a drum ?”.

1.5. Dispersión inversa en mecánica cuántica

Con la invención de la ecuación de Schrödinger se incrementó enormemente la apli-
cabilidad de los problemas espectrales en ecuaciones diferenciales parciales a los proble-
ma de la f́ısica: el tipo de ecuaciones que anteriormente teńıan solamente aplicaciones a
problemas de vibraciones mecánicas, se utilizaŕıan ahora para la descripción de átomos
y moléculas.

Nuestro tema de estudio son los problemas inversos de la teoŕıa de dispersión
(principalmente en mecánica cuántica). Aśı, los resultados experimentales son canti-
dades medidas en experimentos de dispersión, e.g., secciones transversales o cantidades
relacionadas. Debido a que estas cantidades están relacionadas a un comportamiento
asintótico de las funciones de onda, siempre consideraremos problemas donde el conjun-
to E consiste de ”medidas teóricas”de este comportamiento asintótico, e.g., la amplitud
de dispersión o el cambio de fase. Esto lleva, de manera natural, al problema particular
de construir la amplitud de dispersión a partir de la sección transversal. Dejando esta
discusión, las ecuaciones E que definen la transformación M consisten de una ecuación
de onda (e.g., la ecuación de Schrödinger, la ecuación de Klein-Gordon, la ecuación
de Dirac junto con las condiciones apropiadas). Los conjuntos C de ”parámetros”son
conjuntos de ”potenciales”locales o no locales, a partir de los cuales es posible predecir
los resultados de dispersión.

Los problemas de dispersión inversos en mecánica cuántica han sido extensivamente
estudiados desde el trabajo inicial de W. Heisenberg en la teoŕıa de la matriz de disper-



12 Introducción

sión en 1943 y 1944. En términos precisos, existen tres problemas de dispersión inversa
en mecánica cuántica:

Unicidad. Demostrar que el operador de dispersión determina uńıvocamente los
potenciales.

Reconstrucción. Dar métodos para reconstruir los potenciales a partir del oper-
ador de dispersión.

Caracterización. Dar condiciones necesarias y suficientes para que un operador
sea el operador de dispersión asociado a un potencial, que pertenece a una cierta
clase de potenciales dada.

Hay distintas maneras de proporcionar información de la dispersión. Por ejemplo,
se puede dar el operador de dispersión para todas las enerǵıas, el ĺımite de alta enerǵıa
del operador de dispersión, o el operador de dispersión a enerǵıa fija.

Debido a que toda la información que se puede obtener sobre núcleos, part́ıculas y
subpart́ıculas f́ısicas se obtiene a partir de experimentos de dispersión, estos problemas
son de importancia f́ısica obvia. Además, existe el problema muy relacionado de la
dispersión inversa de ondas acústicas, electromagnéticas y elásticas, el cual tiene muchas
aplicaciones tecnológicas, por ejemplo, la tomograf́ıa.

Su interés intŕınseco, como problemas matemáticos, aparece en su conexión con
varias ramas del análisis: resultados avanzados en teoŕıa de ecuaciones diferenciales e
integrales, análisis armónico, teoŕıa espectral de operadores, funciones holomorfas, ex-
pansiones asintóticas, análisis numérico, todo lo necesario para estudiar estos problemas
impropiamente planteados.

La mayoŕıa de las contribuciones a los problemas inversos en la f́ısica cuántica uti-
lizan métodos estacionarios, es decir, la solución f́ısica es idealizada como periódica en
el tiempo, con enerǵıa infinita. Haciendo ésto, las propiedades f́ısicas de propagación
en las soluciones se pierden (ya que la función de onda en realidad no evoluciona en el
tiempo, sino permanece en un estado estacionario). Esta carencia de intuición f́ısica im-
plica que la herramienta matemática que se utiliza para resolver los problemas dé poca
información acerca de la f́ısica del problema. Además, en los métodos estacionarios
se utiliza una transformada de Fourier generalizada que integra las funciones de onda
sobre espacios de medida infinita y que son periódicas en el tiempo. Otro problema
de los métodos estacionarios es que utilizan de manera fundamental la linealidad del
problema directo, siendo dif́ıcil pensar en generalizar el método para resolver problemas
no lineales.

En (1993 [19], 1994 [20], 1995 [21]) V. Enss y R. Weder introdujeron un nuevo méto-
do dependiente del tiempo, en donde se aplican fundamentalmente las propiedades
f́ısicas de propagación de las funciones de onda de enerǵıa finita para resolver los
problemas inversos en mecánica cuántica, utilizando más clara y sencillamente la her-
ramienta matemática, la cual está muy relacionada con la intuición f́ısica del prob-
lema. Además, a diferencia de los métodos estacionarios, este método puede apli-
carse para la solución de problemas de dispersión inversa para ecuaciones no lineales
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[46, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62, 63]. En los últimos años, el método depen-
diente del tiempo ha tenido varias aplicaciones: para estudiar hamiltonianos con campo
eléctrico y magnético [8]; en la ecuación de Dirac [34]; en el caso de N cuerpos [20, 21];
en el efecto Aharonov-Bohm [60], [10] y [11]; en el efecto Stark [49]; en potenciales
dependientes del tiempo para la ecuación de Schrödinger [50] y para la ecuación de
Dirac [32, 33], entre otras.

1.6. Alcance de la tesis

Este trabajo de tesis, es una reseña del art́ıculo de Weder [49].
La estructura de la tesis es la siguiente: La introducción da la motivación f́ısica

del problema y lo ubica dentro del área espećıfica de los problemas inversos en teoŕıa
de la dispersión en la mecánica cuántica no relativista. Dando por supuestos la teoŕıa
de la medida y algunas nociones de topoloǵıa general a continuación se estudian los
espacios de Hilbert (caṕıtulo 2) necesarios para postular la mecánica cuántica. En el
caṕıtulo 3 se estudian los grupos de evolución los cuales permiten dar una descripción
de la dinámica de un sistema, en particular usando la ecuación de Schrödinger. Con las
propiedades aśıntóticas de los grupos de evolución se prepara el terreno para definir los
operadores de onda para terminar estableciendo el operador de dispersión (caṕıtulos 4 y
5). El caṕıtulo 6 se dedica a generalizar la teoŕıa para la dispersión multicanal, dando
un marco para el problema de N cuerpos. Todo esto permite enunciar el problema
directo de la teoŕıa de la dispersión. Estos caṕıtulos están basados en los libros de
Amrein, et. al [5] y Amrein [7].

El caṕıtulo 7 muestra la solución de Weder [49] al problema inverso para el efecto
Stark con un campo eléctrico externo constante, estableciendo la unicidad y la recon-
strucción de los potenciales. Por último, en el apéndice se dan bastantes detalles sobre
afirmaciones del art́ıculo de Weder [49].

1.7. Trabajos posteriores a la tesis

Dentro de un proyecto de doctorado, se desea extender los resultados de Weder [49]
para el caso donde el campo eléctrico depende del tiempo.

Para esto se define un hamiltoniano de tipo Stark (relacionado al efecto Stark)
dependiente del tiempo. Un problema abierto es el desarrollar más la existencia y
completitud para estos hamiltonianos ya que los resultados existentes para dos y N
cuerpos de Weder (1996) [50], Jacob Schach Moller (2000) [36], Koichiro Yokoyama
(1999) [64] y Adachi (2007) [2] son muy restrictivos respecto a la dependencia temporal
tanto del potencial como del campo eléctrico.

También se desea resolver el problema de dispersión inversa para este tipo de Hamil-
tonianos mejorando los resultados ya existentes de Weder (1996) [50] [49], Nicoleau
(2003) [38], (2005) [39] y Adachi (2007) [3] al considerar una dependencia general re-
specto al tiempo del campo eléctrico y de los potenciales.
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Caṕıtulo 2

Espacios de Hilbert y Operadores
Lineales

El objeto matemático básico, el cuál es necesario para la descripción de part́ıculas
en la mecánica cuántica, es el espacio de Hilbert.

El contenido del caṕıtulo es el siguiente: Se da una breve presentación de los espacios
Lp en la sección 2.1. En la sección 2.2 se introduce el espacio de Hilbert, se discuten
algunas de sus propiedades elementales y se ilustran éstas en los espacios L2. En la
sección 2-2 se presentan varios resultados simples concernientes a operadores lineales
en el espacio de Hilbert. El enfásis es el de empezar a trabajar con operadores acotados
y autoadjuntos. La sección 2.7 se dedica a ciertas clases de operadores como son los
llamados compactos, de Hilbert Schmidt y operadores de clase de traza. Finalmente,
en la sección 2.5, se introduce el producto tensorial y la suma directa de espacios de
Hilbert. Para la redacción de este caṕıtulo se ha utilizado los libros de Amrein [5] y [7].

2.1. Espacios Lp

Brevemente se presentarán algunas definiciones y resultados de la teoŕıa de los
espacios Lp. Sea (M ; µ) un espacio de medida, en otras palabras, sea µ una medida
definida en una σ-algebra R de subconjuntos del conjunto M . Si ∆ es un subconjunto
medible de M (i.e. un elemento de R), denotamos por χ∆ la función caracteŕıstica de
∆, la cuál se define como sigue:

χ∆(s) =

{
1 s ∈ ∆
0 s 6∈ ∆.

(2.1)

Para p ∈ [1,∞], Lp(M ; dµ) es el conjunto de todas las clases de equivalencia de
funciones medibles f : M → C que satisfacen ‖f‖p < ∞, donde dos funciones se dicen
equivalentes si son iguales µ-casi todo punto, y donde ‖f‖p se define como sigue:

‖f‖p :=

[∫

M

|f(s)|pdµ(s)

]1/p

si p < ∞ (2.2)



16 Espacios de Hilbert y Operadores Lineales

y

‖f‖∞ := ess sup
s∈M

|f(s)|. (2.3)

Aqúı ess sup g(s) es el ı́nfimo del sup h(s) con h variando sobre todas las funciones
que son iguales a g casi en todo punto. En otras palabras ess sup g(s) es el ı́nfimo de
todas las m tales que la medida µ(∆m) del conjunto ∆m = {s ∈ M |g(s) > m} es cero.
Si, por ejemplo, M es el intervalo cerrado M = [a, b], µ es la medida de Lebesgue y si
f es continua en [a, b], entonces ‖f‖∞ = máxx∈[a,b] |f(x)|.

Lp(M ; dµ) es un espacio lineal normado completo con respecto a la norma ‖ · ‖p. Si
f ∈ Lp(M ; dµ), g ∈ Lp(M ; dµ) y 1/r = 1/p + 1/q, entonces f(·)g(·) ∈ Lr(M ; dµ) y

‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q (2.4)

La desigualdad (2.4) se conoce como la desigualdad de Hölder. Los siguientes hechos
acerca de los espacios Lp se usan frecuentemente:

Lema 2.1 (a) Si ∆ es un subconjunto medible de M con medida finita, p ∈ [1,∞] y
f ∈ Lp(M ; dµ), entonces χ∆(·)f(·) ∈ Lr(M ; dµ) para cada r ∈ [1, p]. (b) Si 1 ≤ p <
q ≤ ∞, entonces Lp(M ; dµ) ∩ Lq(M ; dµ) ⊂ Lr(M ; dµ) para cada r ∈ [p, q].

Un importante teorema, el cuál permite intercambiar un ĺımite con una integral, es
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Sólo la usamos para p = 1:

Teorema 2.2 Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

i g, ft ∈ L1(M ; dµ)(t ∈ R),

ii |ft(s)| ≤ g(s) para casi toda s ∈ M y toda t,

iii ĺımt→t0 ft(s) = f(s) para casi toda s ∈ M .

Entonces f ∈ L1(M ; dµ) y

ĺım
t→t0

∫

M

ft(s)dµ(s) =

∫

M

ft0(s)dµ(s).

En lugar de usar funciones con valores en C, también podemos considerar funciones
de M a algún espacio normado H0 y definir los espacios Lp(M, H0; dµ).

2.2. Espacios de Hilbert

Definición 2.3 Un espacio de Hilbert H es una colección de objetos llamados vectores,
denotados por f,g,..., los cuales satisfacen los siguientes axiomas:

I H es un espacio vectorial lineal con coeficientes complejos.
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II Existe un producto escalar estrictamente positivo en H. Un producto escalar (f,g)
es una función de dos vectores f, g ∈ H con valores en los números complejos y
satisface las siguientes condiciones:

(f, g) = (g, f), (2.5)

(f, g + αh) = (f, g) + α(f, h) para todo complejo α, (2.6)

‖f‖ = (f, f)1/2 > 0 a menos que f = θ. (2.7)

III El espacio H es completo en la norma definida por (2.7): Siempre que {fn} sea
una sucesión de Cauchy en el sentido de que ‖fn − fm‖ → 0 cuando n,m →∞,
existe un vector f ∈ H tal que ‖fn − f‖ → 0 cuando n,m →∞.

IV El espacio H es separable. Esto significa que existe una sucesión {fn} ∈ H con la
propiedad de ser densa en H. Un conjunto D es denso en H si para toda f ∈ H

y cualquier η > 0 existe algún elemento fη en D tal que ‖f − fη‖ < η.

Pese a que existen espacios de Hilbert no separables, en este trabajo siempre hare-
mos usos de espacios separables y por eso lo hemos integrado en la definición.

Antes de introducir los espacios L2 como ejemplos concretos de espacios de Hilbert,
se dan algunas definiciones adicionales y algunas relaciones elementales que se siguen
de los siguientes axiomas.

Proposición 2.4 Desigualdad de Schwarz. Para todas f, g en H

|(f, g)| ≤ ‖f‖ ‖g‖. (2.8)

Una consecuencia de (2.8) es la desigualdad de Minkowsky también llamada de-
sigualdad del triángulo:

Proposición 2.5 Desigualdad de Minkowsky. Para todas f, g en H

‖f + g| ≤ ‖f‖+ ‖g‖. (2.9)

La desigualdad del triángulo junto con los axiomas I y II implican que un espacio
de Hilbert es un espacio normado.

Debido a que los vectores de H se pueden interpretar como estados puros de un
sistema f́ısico, dos estados f y g serán prácticamente indistinguibles si ‖f − g‖ es muy
pequeño. Por esta razón examinaremos las propiedades de convergencia de sucesiones
{fn} de elementos de H.

Definición 2.6 La convergencia de una sucesión de vectores en la norma ‖ · ‖ ya ha
sido usada en la formulación del axioma III. En la teoŕıa de los espacios de Hilbert ésta
se llama convergencia fuerte. En este caso, escribimos s-ĺım fn = f cuando n →∞. El
ĺımite fuerte f es único.



18 Espacios de Hilbert y Operadores Lineales

Una condición necesaria y suficiente para la convergencia fuerte es que la sucesión
sea de Cauchy en el sentido definido en el axioma III.

Definición 2.7 La convergencia en H por medio del producto escalar se llama conver-
gencia débil. Una sucesión {fn} converge débilmente a un ĺımite f si para cada g ∈ H

la sucesión de productos escalares {(fn, g)} converge a {(f, g)}. En tal caso, escribimos
w-ĺım fn = f cuando n →∞. El ĺımite débil f es único.

La convergencia fuerte implica la convergencia débil, pero el rećıproco no es ver-
dadero. De hecho se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.8 s-ĺım fn = f si y sólo si w-ĺım fn = f y ĺım ‖fn‖ = ‖f‖.
Ahora introduzcamos la noción de ortogonalidad y de conjuntos mutuamente or-

togonales.

Definición 2.9 Dos vectores f y g se dicen ortogonales entre śı si (f, g) = 0.

Definición 2.10 Dos subconjuntos M1 y M2 de H son mutuamente ortogonales si
(f1, f2) = 0 para todos f1 ∈ M1 y f2 ∈ M2.

Una importante relación concerniente a vectores mutuamente ortogonales es el sigu-
iente:

Teorema 2.11 Teorema de Pitágoras.

∥∥
n∑

i=1

fi

∥∥2
=

n∑
i=1

‖fi‖2 si (fi, fj) = 0 para todas i 6= j. (2.10)

Definición 2.12 Una sucesión ortonormal de vectores {hi} se caracteŕıza por la propiedad
(hi, hj) = δij, donde δij = 1 si i = j y δij = 0 si i 6= j

Proposición 2.13 Desigualdad de Bessel. Sea {hi} una sucesión ortonormal de vec-
tores en H entonces para toda f ∈ H:

n∑
i=1

|(hi, f)|2 ≤ ‖f‖2 (2.11)

Definición 2.14 Una sucesión ortonormal de vectores {ei} es una base ortonormal
de H si el conjunto de las combinaciones lineales de vectores que pertenecen a {ei} es
densa en H.

En un espacio de Hilbert separable, una base ortonormal siempre es un conjunto
numerable. La existencia de una base ortonormal puede establecerse al escoger un
subconjunto de vectores linealmente independientes de un conjunto denso numerable
D y aplicándole el proceso de ortogonalización de Schmidt.



2.2. Espacios de Hilbert 19

Definición 2.15 La dimensión de un espacio de Hilbert es igual al número N de vec-
tores de una base ortonormal.

Se puede demostrar que el número N anterior no depende de la elección de algu-
na base particular, en consecuencia, la dimensión de un espacio de Hilbert está bien
definida. Los axiomas de espacio de Hilbert aplican tanto para espacios de dimensión
finita como dimensión infinita. Sin embargo, en el caso de dimensión finita, los axiomas
III y IV son consecuencia de los axiomas I y II; además, la convergencia fuerte coincide
con la convergencia débil.

Teorema 2.16 Relación de Parseval. Si {ei} es una base ortonormal de vectores de
H y f ∈ H

‖f‖2 =
∞∑
i=1

|(ei, f)|2 (2.12)

La relación anterior implica que toda f ∈ H puede expresarse como el ĺımite fuerte
de la sucesión de vectores {fn}, donde fn =

∑n
i=1(ei, f)ei.

Proposición 2.17 Sea D un conjunto denso en H y f ∈ H. Si (f, g) = 0 para toda
g ∈ D, entonces f = θ.

Definición 2.18 Una variedad lineal es un subconjunto M de H que satisface el ax-
ioma I pero no necesariamente el axioma III (M siempre satisfará los axiomas II y IV,
debido a que es un subconjunto de H). Un subconjunto de H que satisface los cuatro
axiomas se llama un subespacio.

Un importante ejemplo de variedad lineal cerrada (i.e. un subespacio) está dado en
la siguiente definición.

Definición 2.19 El complemento ortogonal N⊥ de un subconjunto N de H es el con-
junto de todos los vectores f ∈ H tales que (f, g) = 0 para toda g ∈ N .

Hay que notar el siguiente hecho conocido como:

Teorema 2.20 Teorema de Proyección. Si M es subespacio y M⊥ es su complemento
ortogonal, entonces todo vector f en H tiene una única descomposición f = f1 + f2 con
f1 ∈ M y f2 ∈ M⊥.

Una simple, pero muy importante consecuencia es la siguiente:

Proposición 2.21 Criterio de Densidad. Si M es una variedad lineal tal que el único
vector de H es que es ortogonal a M es el vector θ, entonces M es denso en H.

A continuación se define el concepto de funcional lineal acotado.
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Definición 2.22 Un funcional lineal acotado en un espacio de Hilbert H, es una fun-
ción lineal Φ de H en C, la cuál es acotada con respecto a la norma en H, i.e.,

‖Φ‖ = sup
f 6=θ

|Φ(f)|
‖f‖ < ∞.

Si g es un vector fijo en H, podemos definir un funcional lineal acotado Φg en H

dado por Φg(f) = (g, f). Rećıprocamente tenemos el, muy famoso, resultado conocido
como:

Teorema 2.23 Teorema de Representación de Riesz. Sea Φ : H → C un funcional
lineal acotado. Entonces existe un vector g ∈ H uńıvocamente determinado tal que
Φg(f) = (g, f) para toda f ∈ H, y ‖Φ‖ = ‖g‖.

A continuación se presenta uno de los ejemplos concretos de espacios de Hilbert
más útiles: El conjunto de las funciones en L2(Rn) forman un espacio vectorial lineal
si definimos la suma y multiplicación por escalares como sigue:

(f1 + f2)(x̄) = f1(x̄) + f2(x̄), (αf)(x̄) = αf(x̄).

El producto escalar entre dos funciones está definida por

(f, g) =

∫

Rn

f̄(x̄)g(x̄)dnx.

Esta integral puede demostrarse que es finita por la desigualdad de Hölder.

El espacio de Hilbert L2(Rn) no consiste de funciones individuales por śı mismas,
en cambio, de clases de equivalencia de funciones. Dos funciones se definen equivalentes
si difieren sólo en un conjunto de medida cero. En la mayoŕıa de los casos es posible
transferir todas las operaciones en el espacio de Hilbert L2(Rn) a funciones individ-
uales. Sin embargo, existen situaciones donde la distinción entre clases de equivalencia
y funciones es esencial y debe ser tomada en cuenta.

La completez de L2(Rn) es un resultado clásico del análisis conocido como el teorema
de Riesz-Fischer. La separabilidad también puede demostrarse.

2.3. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Definición 2.24 Un operador lineal en un espacio de Hilbert H es una transformación
lineal entre vectores de H.

Ejemplos de transformaciones lineales son la transformada de Fourier F en L2(Rn)
la cuál fue definida para todos los vectores que están en el conjunto denso S(Rn) y el
cuál es lineal.
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Un operador lineal se define dando su dominio, i.e. una variedad lineal D(A) en H,
y una función lineal A de D(A) en H. La siguiente notación es muy usada: Si M es
un subconjunto de D(A), entonces AM es el conjunto de todos los vectores f en H tal
que f = Ag para alguna g en M. El conjunto AD(A) se le conoce como el rango del
operador A.

Dos operadores lineales A y B son iguales si y sólo si D(A)=D(B) y Af = Bf para
toda f ∈ D(A).

Definición 2.25 Un operador lineal A’ se le llama una extensión de A si D(A) ⊂
D(A′) y A′f = Af para toda f ∈ D(A). En tal caso escribimos A ⊂ A′. Uno puede
llamar a A la restricción de A’ en D(A). Un operador lineal usualmente lo llamaremos
un operador.

Definición 2.26 Sea A un operador en H. Decimos que A es cerrable si se cumple la
siguiente condición: Siempre que {fn} y {f ′n} sean dos sucesiones de Cauchy en D(A)
que convergen fuertemente al mismo ĺımite f, y tanto {Afn} como {Af ′n} también son
Cauchy, entonces s-ĺım Afn y s-ĺım A′fn son iguales.

Como A es lineal, tenemos la siguiente equivalencia:

Proposición 2.27 Un operador es cerrable si y sólo si siempre que {fn} ∈ D(A), fn →
θ y Afn es fuertemente Cauchy, entonces Afn → θ.

Una manera muy natural de definir una extensión Ā de un operador A es la sigu-
iente:

Definición 2.28 Si un operador A es cerrable definimos la cerradura Ā del operador
A cuyo dominio es D(Ā). Decimos que f ∈ D(Ā) si f es el ĺımite fuerte de una sucesión
de Cauchy {fn} de elementos en D(A) tal que {Afn} también es de Cauchy y converge
fuertemente a g. Definimos Āf = g. La cerradura está bien definida por ser A cerrable.

Si un operador A es cerrable, entonces su cerradura Ā es su extensión cerrada más
pequeña, i.e. si A’ es una extensión arbitraria cerrada de A, entonces Ā ⊂ A′.

Una clase de operadores cerrables muy importante es la clase de los operadores
acotados.

Definición 2.29 Se dice que un operador lineal A es acotado si existe un número
M < ∞ tal que ‖Af‖ ≤ M‖f‖ para toda f ∈ D(A). Si no existe tal M, A se dice no
acotado. Para A acotado uno define su norma ‖A‖ como

‖A‖ = sup
f∈D(A),f 6=θ

‖Af‖
‖f‖ . (2.13)

Denotamos por B(H) al conjunto de todos los operadores acotados A en H para los
cuales D(A) = H
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En consecuencia se tiene que para f ∈ D(A):

‖Af‖ ≤ ‖A‖‖f‖, (2.14)

esto tiene como consecuencia el siguiente resultado muy importante en la teoŕıa de
dispersión.

Proposición 2.30 Si A es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H,
entonces tiene un única extensión acotada Ā en el subespacio generado por D(A) (i.e.
la cerradura D(A) de D(A)). Ā es cerrado, y ‖Ā‖ = ‖A‖. En particular, si D(A) es
denso en H, entonces D(Ā) = H.

Definiremos el concepto de operador adjunto A∗ de un operador lineal A.

Definición 2.31 Supongamos que D(A) es denso en H. Primero definamos el dominio
D(A∗): Un vector g ∈ H pertenece a D(A∗) si existe un vector g∗ ∈ H tal que

(g, Af) = (g∗, f) ∀f ∈ D(A). (2.15)

La función A∗ se define entonces como A∗g = g∗.

La ecuación (2.15) puede reescribirse de la siguiente manera:

(g, Af) = (A∗g, f) ∀f ∈ D(A), g ∈ D(A∗). (2.16)

Puede demostrarse que A∗ está bien definido, i.e. el vector g∗ en (2.15) es único.
Claramente A∗ es lineal. Algunas de las propiedades del operador adjunto de un oper-
ador lineal son las siguientes:

(a) El adjunto de un operador lineal A siempre es un operador cerrado.

(b) Si A es cerrable y D(A) es denso, entonces

A∗ = (Ā)∗ ≡ Ā∗. (2.17)

Si D(A∗) también es denso en H, entonces A∗∗ ≡ (A∗)∗ existe. Tenemos el siguiente
resultado:

Proposición 2.32 Sea A un operador lineal tal que D(A) y D(A∗) son densos en H.
Entonces A es cerrable y Ā = A∗∗.

Definición 2.33 A es simétrico si D(A) es denso en H y A ⊂ A∗ (i.e. si D(A) ⊂
D(A∗) y A∗f = Af para cada f ∈ D(A)).

La condición A ⊂ A∗ también puede escribirse como:

(Af, g) = (f, Ag) para todo f, g ∈ D(A). (2.18)
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Definición 2.34 A es autoadjunto si D(A) es denso en H y A = A∗ (i.e. si D(A) =
D(A∗) y A∗f = Af para cada f ∈ D(A)).

Claramente todo operador autoadjunto es simétrico. Si A es acotado y D(A) = H,
entonces A es simétrico si y sólo si es autoadjunto. Si A no es acotado, la condición
de que A sea autoadjunto es una condición muy fuerte, ya que requiere que D(A∗)
sea exactamente igual a D(A). La condición (2.18), la cuál es fácil de verificar en las
aplicaciones, no es suficiente para que A sea autoadjunto.

Definición 2.35 Un operador simétrico A se dice esencialmente autoadjunto si Ā es
autoadjunto.

Una definición equivalente de autoadjuntez esencial es que A∗ = A∗∗. Un oper-
ador esencialmente autoadjunto tiene una y sólo una extensión autoadjunta. La noción
de autoadjuntez esencial es importante debido a que en las aplicaciones a menudo se
proporciona un operador simétrico no cerrado. Si se muestra que tal operador es esen-
cialmente autoadjunto, se sigue que determina un único operador autoadjunto.

Cada operador autoadjunto induce de manera natural una descomposición del es-
pacio de Hilbert subyacente H en una suma directa de dos subespacios ortogonales.

Definición 2.36 Sea A un operador sobre H. Definamos Hp(A) como el subespacio
generado por todos los vectores propios de A, i.e., la cerradura de la variedad lineal
de todas las combinaciones lineales finitas de vectores propios de A. Alternativamene,
Hp(A) es la suma directa de todos los eigenespacios de A: Hp(A) =

⊕
Mi =

⊕
N(A−

λi), donde {λi} son los valores propios de A.

Definición 2.37 Definimos Hc(A) como el complemento ortogonal de Hp(A).

Vemos que H es la suma directa de Hp(A) y Hc(A):

H = Hp(A)⊕Hc(A). (2.19)

Aśı cada vector f en H tiene una única descomposición como

f = fp ⊕ fc (2.20)

con fp ∈ Hp(A), fc ∈ Hc(A) y (fp, fc) = 0. Los ı́ndices p y c son abreviaciones de
”espectro puntual” y ”espectro continuo”. Si Hp(A) = H, Hc(A) = {0}, se dice que
A tiene un espectro puramente puntual. Un ejemplo es el Hamiltoniano del oscilador
armónico A = P̄ 2 + Q̄2 en L2(Rn). Si, por el contrario, Hp(A) = {0},Hc(A) = H, se
dice que A tiene un espectro puramente continuo. Un ejemplo es el Hamiltoniano libre
H0 = P̄ 2 de la mecánica cuántica no relativista.

Proposición 2.38 Sea A un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Sean
Ap y Ac las restricciones de A a D(A) ∩ Hp(A) y D(A) ∩ Hc(A), respectivamente.



24 Espacios de Hilbert y Operadores Lineales

Entonces Ap deja Hp(A) invariante y Ac deja Hc(A) invariante. Podemos, por lo tan-
to, ver Ap como un operador en Hp(A) y Ac como un operador en Hc(A). Con esta
convención, Ap y Ac son operadores autoadjuntos en Hp(A) y Hc(A), respectivamente,
y podemos escribir, en la descomposición (2.19) de H:

A = Ap ⊕ Ac. (2.21)

Definición 2.39 Sea A un operador lineal cerrado. El número complejo z se llama un
punto regular de A si

(i) (A− zI) es invertible,

(ii) D((A− zI)−1) = H,

(iii) (A− zI)−1 es acotado.

En otras palabras si (A− zI)−1 existe y está en B(H). El conjunto de todos los puntos
regulares se llama el conjunto resolvente de A y es denotado por ρ(A).

El complemento σ(A) de ρ(A) en C se llama el espectro de A:

σ(A) := C\ρ(A)

El espectro del operador Ap se llama el espectro puntual σp(A) de A y el espectro de
Ac el espectro continuo σc(A) de A. Aśı, por definición,

σp(A) = σ(Ap), σc(A) = σ(Ac).

Proposición 2.40 Sea A = A∗ y z = x + iy con x, y ∈ R y y 6= 0 entonces z ∈ ρ(A).

Si λ es un valor propio de A, N(A− λ) es un subespacio no vaćıo de H, en conse-
cuencia A− λI no es invertible. Si λ no es un valor propio pero pertenece al espectro
continuo de A, entonces A−λI es invertible pero D((A−λI)−1) es sólo un subconjunto
denso propio de H.

Definición 2.41 Sea A un operador cerrado. Entonces la función operador valuada:
z 7→ (A− zI)−1 de ρ(A) a B(H) se llama el resolvente de A.

Proposición 2.42 Sea A un operador cerrado y z, z1, z2 ∈ ρ(A). Entonces

(a) (A− zI)−1 env́ıa H sobre D(A) y

A(A− zI)−1f = (A− zI)−1Af, ∀f ∈ D(A).

(b) La siguiente identidad, llamada la primera ecuación resolvente se cumple:

(A− z1I)−1 − (A− z2I)−1 = (z1 − z2)(A− z1)
−1(A− z2)

−1
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(c) (A− z1I)−1(A− z2I)−1 = (A− z2I)−1(A− z1I)−1, i.e. el resolvente en el punto
z1 ∈ ρ(A) conmuta con el resolvente en cualquier otro punto z2 ∈ ρ(A).

Proposición 2.43 Sea A un operador cerrado. Entonces:

(a) La transformación z 7→ (A − zI)−1 es continua en la norma del operador sobre
ρ(A) = {z : (A−zI)−1 existe y está en B(H)} i.e. u-ĺımz1→z, z,z1∈ρ(A) ‖(A−z)−1−
(A− z1)

−1‖ = 0

(b) El resolvente es diferenciable en la norma del operador y

d

dz
(A− zI)−1 := u− ĺım

z1→z
(z1 − z)−1[(A− z1)

−1 − (A− z)−1]

= (A− zI)−2

Definición 2.44 Sea ∆ un conjunto abierto en Rn y a : ∆ → C una función medible.
El operador de multiplicación A asociado con a es el siguiente operador lineal en L2(∆):

D(A) = {f ∈ L2(∆) :

∫

∆

|a(x)|2|f(x)|2dnx < ∞} y

(Af)(x̄) = a(x̄)f(x̄) para cada f ∈ D(A).

Claramente D(A) es el dominio maximal en el cual la multiplicación por a(x̄) tiene
sentido.

Proposición 2.45 Sea a : ∆ → R medible y |a(x̄)| < ∞ casi en todo punto. Entonces
el operador de multiplicación asociado en un operador autoadjunto en L2(∆).

Proposición 2.46 Sea A el operador de multiplicación asociado con una función a :
∆ → C. Entonces A está en B(L2(∆)) si y sólo si ‖a‖∞ < ∞ en cuyo caso

‖A‖ = ‖a‖∞. (2.22)

Definición 2.47 Una proyección ortogonal (una proyección, brevemente) es un oper-
ador lineal E que satisface D(E) = H y

E2 = E = E∗. (2.23)

Establecemos
M(E) = {f ∈ H|Ef = f}. (2.24)

Es fácil ver que M(E) es un subespacio. Además, si g ⊥ M(E), tenemos que para
cualquier h ∈ H

(Eg, h) = (g, E∗h) = (g, Eh). (2.25)

Ahora E2h = Eh, en consecuencia Eh ∈ M(E), de tal manera que (2.25) implica
que (Eg, h) = 0. En consecuencia Eg = 0 por la proposición 2.17. Esto demuestra que
E no es otra cosa que la operación de proyección ortogonal de H sobre M(E).
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Una isometŕıa (u operación isométrica) es un operador lineal Ω en B(H) que satis-
face

Ω∗Ω = I. (2.26)

Proposición 2.48 Sea Ω una isometŕıa. Entonces

(a) Ω preserva los productos escalares:

(Ωf, Ωg) = (f, g) para todo f, g ∈ H. (2.27)

En particular
‖Ωf‖ = ‖f‖ para todo f ∈ H. (2.28)

(b) ‖Ω‖ = 1.

(c) ΩΩ∗ es una proyección, y M(ΩΩ∗) = R(Ω).

(d) Ω es invertible.

(e) Ω∗ = Ω−1f si f ∈ R(Ω), and Ω∗f = 0 si f ⊥ R(Ω).

La proposición precedente demuestra que un operador isométrico Ω env́ıa el espacio
de Hilbert H sobre un subespacio M(ΩΩ∗) mientras preserva la longitud de los vectores
y los ángulos entre vectores. Un caso especial es el operador unitario U para los cuales
M(UU∗) = H. Aśı U es unitario si es isométrico y F ≡ UU∗ = I; en otras palabras U
es unitario si

U∗U = I y UU∗ = I. (2.29)

En este caso U∗ = U−1 en todos de H

Una generalización de la noción de una isometŕıa es la isometŕıa parcial. Un oper-
ador Ω ∈ B(H) se llama una isometŕıa parcial si

Ω∗Ω = E, (2.30)

donde E es una proyección. Algunas propiedades de las isometŕıas parciales son dadas
en la siguiente proposición.

Proposición 2.49 Sea Ω una isometŕıa parcial. Entonces

(a)
ΩE = Ω, (2.31)

(b)
(Ωf, Ωg) = (Ef,Eg) ∀f, g ∈ H, (2.32)

(c) ‖Ω‖ = 1 a menos que E = 0,

(d) ΩΩ∗ es una proyección, y M(ΩΩ∗) = R(Ω).
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2.4. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es un elemento central dentro de la mecánica cuántica.

Definición 2.50 Denotamos por C∞
0 (Rn) como el conjunto de todas las funciones

infinitamente diferenciables f : Rn → C cada una de las cuales es identicamente cero
fuera de algún conjunto de soporte compacto de Rn. Finalmente, si Γ ⊂ Rn es cerrado
y con medida de Lebesgue cero, denotamos por C∞

0 (Rn\Γ) al conjunto de todas las
funciones en C∞

0 (Rn) cuyo soporte está contenido en Rn\Γ
Para definir la transformada de Fourier, aparte de las funciones infinitamente difer-

enciables, necesitamos definir las funciones de decrecimiento rápido.

Definición 2.51 Una función f pertenece a S(Rn) si es infinitamente diferenciable y
si para cada tupla de 2n coordenadas de enteros no negativos {j1, . . . , jn,m1, . . . , mn}
se tiene que

sup
x̄∈Rn

∣∣∣xj1
1 · · ·xjn

n

∂|m1+...+mn|

∂xm1
1 · · · ∂xmn

n

f(x1, . . . , xn)
∣∣∣ < ∞.

A tales funciones también se les llama de decrecimiento rápido. Un ejemplo es la
función e−x2

.

Definición 2.52 Si f ∈ S(Rn), podemos definir una nueva función f̃ : Rn → C por
medio de la fórmula

f̃(k̄) = (2π)−n/2

∫
dnxe−ik̄·x̄f(x̄), (k̄ ∈ Rn) (2.33)

Tenemos las siguientes propiedades de C∞
0 (Rn \ Γ) y S(Rn).

Lema 2.53 (a) S(Rn) es denso en Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞.

(b) S(Rn) es invariante bajo transformadas de Fourier.

Lema 2.54 Sea Γ ⊂ Rn cerrado y con medida de Lebesgue cero, entonces el conjun-
to C∞

0 (Rn Γ) es denso en Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞. En particular C∞
0 (Rn) es denso en

Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞.

El resultado del lema 2.53 todav́ıa se puede hacer más fuerte. De hecho la transfor-
mada de Fourier es una transformación de S(Rn) en S(Rn). Esto puede verse definiendo
la transformada inversa de Fourier en S(Rn) por

f̂(x̄) = (2π)−n/2

∫
dnkeik̄·x̄f(k̄), f ∈ S(Rn) (2.34)

La ecuación (2.34) define la inversa de (2.33). De aqúı en adelante, denotaremos la

transformación f 7→ f̃ por F. Entonces tenemos que f = F−1f̃ = ˆ̃f . En las siguiente
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sección se extenderán F y F−1 sobre todo el espacio L2(Rn) entero.

Tenemos que tanto F como F−1 son isométricos en S(Rn), i.e.

‖f̃‖ = ‖f‖ = ‖f̂‖ f ∈ S(Rn), (2.35)

(f̃ , g̃) = (f, g) = (f̂ , ĝ) f, g ∈ S(Rn), (2.36)

Aunque el conjunto {f̃ |f ∈ L2(Rn)} es de nuevo L2(Rn), es conveniente distinguir
estas dos representaciones de L2(Rn), debido a que las variables x̄ y k̄ tienes diferentes
interpretaciones en la mecánica cuántica. La multiplicación de f(x̄) por xi corresponde
a la i-ésima componente del operador de posición, y la multiplicación de f̃(k̄) por ki cor-
responde a la i-ésima componente del operador de momento. Por lo tanto, denotaremos
el conjunto de funciones {f |f ∈ L2(Rn)} por L2(Rn) y el conjunto {f̃ |f ∈ L2(Rn)} de
sus transformadas de Fourier por L̃2(Rn). En otras palabras, no consideramos L2(Rn)
como un espacio abstracto sino como el conjunto de las funciones de onda mecánico
cuánticas cuadrado integrables definidas en el espacio de configuración n dimensional.

Se puede aplicar la proposición 2.30 para probar que la transformada de Fourier F

definida en D(F) = S(Rn) con norma igual a 1. En consecuencia F puede extenderse a
un operador acotado de norma 1 definido en todo L2(Rn). Para funciones que también
están en L1(Rn)∩L2(Rn) la transformada de fourier también está definida por (2.33).
Para una función f en L2(Rn) arbitraria uno tiene que definir Ff como Ff = s-ĺım Ffm

cuando m → ∞, donde fm ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) y fm → f . Similarmente F−1 puede
extenderse a todo L2(Rn) y de nuevo se denotará esta extensión por F−1. Una aplicación
de la proposición 2.30 implica que FF−1 = F−1F = I en todo L2(Rn).

Ahora veamos algunos ejemplos muy importantes en la mecánica cuántica.

Ejemplo 2.55 Qm, (m = 1, . . . , n) el operador de multiplicación por xm en L2(Rn):

(Qmf)(x̄) = xmf(x̄) (2.37)

Se llama la m-ésima componente del operador de posición en la mecánica cuántica.

Ejemplo 2.56 Pm, (m = 1, . . . , n) el operador de multiplicación por km en L̃2(Rn):

(FPmf)(k̄) = kmf̃(k̄) (2.38)

A Pm se le llama la m-ésima componente del operador de momento.

Ejemplo 2.57 Denotamos por H0 el operador de multiplicación por |k̄2| en L̃2(Rn):

(FH0f)(k̄) = |k−2|f̃(k̄). (2.39)

Este operador se llama el Hamiltoniano libre de Schrödinger en la mecánica cuánti-
ca.

H0 = P̄ 2 =
n∑

m=1

P 2
m. (2.40)
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Ejemplo 2.58 Si v : Rn → R es cualquier función medible la cuál es finita en casi todo
punto entonces determina un operador de multiplicación V en L2(Rn). Usaremos las
letras v y V para tales operadores cuando tengamos en mente el operador de interacción
de una part́ıcula cuántica no relativista, y la función v será llamada un potencial.

El Hamiltoniano para una part́ıcula que se mueve bajo la influencia de un potencial
v formalmente está dado por H = H0 + V .

Proposición 2.59 (a) H0 es un operador positivo no acotado, su espectro es [0,∞)
y es puramente continuo. En particular Hp(H0) = {0}, Hc(H0) = H.

(b) D(H0) está contenido en D(Pm), y Pm(H0 − zI)−1 pertenece a B(H) para cada
complejo z fuera de [0,∞).

(c) El resolvente de H0 es el operador de multiplicación de L̃2(Rn) por (k̄2 − z)−1.

En la siguiente proposición, usamos el conjunto S(Rn) de funciones infinitamente
diferenciables de decrecimiento rápido.

Proposición 2.60 (a) Si f ∈ S(Rn), entonces f ∈ D(H0) y

(H0f)(x̄) = −(4f)(x̄), (2.41)

donde 4 :=
∑n

m=1 ∂2/∂x2
m es el Laplaciano.

(b) (H0 + I) transforma S(Rn) de manera sobreyectiva en S(Rn).

(c) La restricción Ĥ0 de H0 en S(Rn) es esencialmente autoadjunta, y Ĥ∗
0 = H0.

Nota 2.61 Existen otras subvariedades lineales de D(H0) sobre las cuáles, H0 es es-
encialmente autoadjunto. Mencionamos dos de esas subvariedades:

(a) El conjunto C∞
0 (Rn) de todas las funciones infinitamente diferenciables de soporte

compacto.

(b) El conjunto C̃∞
0 (Rn) de todas las funciones f : Rn → C cuya transformada de

Fourier f̃ infinitamente diferenciables de soporte compacto.

2.5. Teoŕıa de Perturbaciones. Hamiltonianos de -

Schrödinger

En la presente sección se dan condiciones sobre el potencial v el cual permita con-
siderar el operador V como una ”pequeña”perturbación de H0, de tal manera que el
operador suma H0 + V sea autoadjunto. Claramente una condición suficiente es que
‖v‖∞ < ∞, gracias a que V ∈ B(H). Sin embargo, es importante tratar también po-
tenciales no acotados, debido a que estos potenciales aparecen en la mecánica cuántica,
por ejemplo el potencial de Coulomb.
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Primero damos unos resultados abstractos, los cuales serán aplicados a los oper-
adores de Schrödinger. Si A y B son autoadjuntos y al menos uno de ellos es acotado,
digamos B, entonces A + B es autoadjunto con D(A + B) = D(A). Si tanto A y B
son no acotados pero D(A + B) = D(A) ∩ D(B) es denso en H, entonces A + B es
simétrico pero en general no es autoadjunto ni esencialmente autoadjunto.

A continuación introducimos el concepto de acotamiento relativo el cual permite
comparar dos operadores no acotados.

Definición 2.62 Sean A y B operadores lineales. Decimos que B es A-acotado si

(a) D(A) ⊂ D(B),

(b) Existen dos números β y γ en [0,∞) tales que

‖Bf‖ ≤ β‖Af‖+ γ‖f‖ ∀f ∈ D(A) (2.42)

El ı́nfimo de todos los números β para los cuales (2.42) es verdadera se llama la A cota
de B.

Nota 2.63 El número γ en (2.42) puede ser diferente para diferentes valores β. La A
cota de B se determina únicamente considerando todos los posibles valores de β.

Lema 2.64 Suponga que A = A∗.

(i) Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

(a) B es A acotado.

(b) B(A− zI)−1 ∈ B(H) para alguna z ∈ ρ(A).

(c) D(A) ⊂ D(B) y

‖Bf‖2 ≤ β2
0‖Af‖2 + γ2

0‖f‖2 ∀f ∈ D(A), (2.43)

donde β0, γ0 son números en [0,∞).

La A cota de B también es igual al ı́nfimo de todos los números β0 para los cuáles
(2.43) se cumple.

(ii) Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(d) B es A acotada con A cota ν < 1.

(e) Existe un número z ∈ ρ(A) tales que ‖B(A− zI)−1‖ < 1.

Proposición 2.65 Si B es A acotado, entonces B(A − zI)−1 ∈ B(H) para cada z ∈
ρ(A).
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Proposición 2.66 Teorema Kato-Rellich. Sea A autoadjunto, B simétrico y A aco-
tado con A cota ν < 1. Entonces A+B es autoadjunto en D(A). Además, si A es
acotado por abajo, también lo es A+B. (A se dice acotado por debajo si A + µ ≥ 0, o
equivalentemente si (−∞, µ) ∈ ρ(A), para alguna µ ∈ R.)

Proposición 2.67 Bajo las hipótesis de la proposición 2.66, B es (A+B) acotado.
Además, se tiene la segunda ecuación resolvente para cada z ∈ ρ(A) ∩ ρ(A + B):

(A + B − z)−1 = (A− z)−1 − (A− z)−1B(A + B − z)−1

= (A− z)−1 − (A + B − z)−1B(A− z)−1 (2.44)

Ejemplo 2.68 Sea A = A∗, B = B∗ y B ∈ B(H). Entonces sabemos que A+B es
autoadjunto en D(A). Esto resulta, por supuesto, también de la proposición 2.66. De
hecho, B es A acotado con A cota ν = 0, debido a que podemos poner β = 0, γ = ‖B‖
en (2.42)

Ejemplo 2.69 Sea A = A∗ no acotado, y sea B = −λA con λ ≥ 0. Entonces
‖Bf‖ ≤ λ‖Af‖, ∀f ∈ D(A), en consecuencia B es A acotado con A cota λ. Si
λ < 1, A + B = (1 − λ)A el cual es autoadjunto. Por otra parte, si λ = 1, A+B
es la restricción del operador cero con dominio H. Esto muestra que la hipótesis ν < 1
no puede debilitarse en la proposición 2.66 (Si ν = 1, uno puede mostrar, sin embargo,
que A+B es esencialmente autoadjunto).

Ahora aplicaremos la proposición 2.66 a los operadores de Schrödinger en L2(Rn).
Iniciamos con una estimación auxiliar.

Lema 2.70 Sea D = L2(Rn). Sea 2 ≤ p ≤ ∞ y sean φ, ψ ∈ Lp(Rn). Denote por φ(P̄ )
el operador de multiplicación por φ(k̄) en L̃2(Rn), y defina Aφψ = φ(P̄ )ψ(Q̄), Bφψ =
ψ(Q̄)φ(P̄ ). Entonces las cerraduras de Aφψ y Bφψ están en B(L2(Rn)), y

‖Aφψ‖ ≤ ‖φ‖p‖ψ‖p (2.45)

‖Bφψ‖ ≤ ‖φ‖p‖ψ‖p (2.46)

Introducimos una clase de potenciales a menudo usaremos en este trabajo. Una
función medible v : Rn → R se dirá de clase υ® si puede ser escrita como v = v1 + v2

con v1 ∈ L∞(Rn) y v2 ∈ Lp(Rn) para alguna p que satisfaga p ≥ 2 y p > n/2.
Ejemplos:

1. Pozo cuadrado o barrera:

V (x̄) =

{
V0 |x̄| ≤ a

0 |x̄| > a,

donde V0 ∈ R, podemos tomar V1 = V, V2 = 0 o V1 = 0, V2 = V .
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2. Potencial de Yukawa:
V (x̄) = α|x̄|−1exp(−µ|x̄|)

con α ∈ R y µ > 0. Si n = 3 uno puede tomar V1 = 0, V2 = V y p = 2.

3. Potencial de Coulomb:
V (x̄) = α|x̄|−1, α ∈ R

Aqúı se toma:

V1(x̄) =

{
V (x̄) |x̄| > 1

0 |x̄| ≤ 1,
, V2(x̄) = V (x̄)− V1(x̄), p = 2

Proposición 2.71 Sea H = L2(Rn), n = 1, 2, ... Sea v ∈ υ®. Entonces D(H0) ⊂
D(V ), V es H0 acotada con H0 cota V = 0, y V (H0 − z)−1 ∈ B(H),∀z ∈ ρ(H0).

Proposición 2.72 Bajo las suposiciones de la proposición 2.71 H = H0 + V es au-
toadjunto y acotado por abajo.

Lema 2.73 Sea H = L2(Rn). Suponga que v, w ∈ υ®, sea H = H0 + V y denote
por W el operador de multiplicación por w(x̄). Entonces, para z ∈ ρ(H), el operador
W (H − z)−1 y la cerradura de (H − z)−1W pertenecen a B(H).

2.6. Operadores de Schrödinger con potenciales sin-

gulares

Consideramos Hamiltonianos con potenciales singulares. Estos puntos pueden ser
singulares en el infinito o tener singularidades locales mucho más fuertes que aquellas
permitidas por la proposición 2.71. Por ejemplo: v(x̄) = α|x̄|−k, k ∈ N.

Supongamos que las singularidades locales del potencial se restringen al conjunto
Γ el cual es un conjunto cerrado de medida cero donde los potenciales (de valor real)
satisfacen que

v ∈ Lp
loc(R

n\Γ), con p ≥ 2, p > n/2. (2.47)

Esto significa que Rn\Γ es un conjunto abierto y que, para cada compacto ∆ de
Rn\Γ, ∫

∆

|v(x̄)|pdnx < ∞, (2.48)

o equivalentemente que
∫
|φ(x̄)v(x̄)|pdnx < ∞ para cada φ ∈ C∞

0 (Rn\Γ). (2.49)

Para definir H, primero introducimos el aśı llamado operador minimal Ĥ como
sigue:

D(Ĥ) = C∞
0 (Rn\Γ), Ĥf(x̄) = −∆f(x̄) + v(x̄)f(x̄). (2.50)
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Claramente −∆f(x̄) = (H0f)(x̄) está en L2(Rn).
Para ver que vf ∈ L2(Rn), escoja una función φ ∈ C∞

0 (Rn\Γ) tal que φ(x̄)f(x̄) =
f(x̄),∀x̄. Entonces

V f = V φ(Q̄)f

= V φ(Q̄)(H0 + 1)−1(H0 + 1)f

el cuál está en L2(Rn), debido a que f ∈ D(H0) y V φ(Q̄)(H0 + 1)−1 ∈ B(L2(Rn))
y por el hecho de que V φ(Q̄) es H0 acotado. Como v es de valor real y C∞

0 (Rn\Γ)
es denso en Rn\Γ, Ĥ es un operador simétrico. Puede mostrarse que siempre tiene
extensiones autoadjuntas. En general Ĥ no es esencialmente autoadjunto y puede tener
una infinidad no numerable de extensiones autoadjuntas. En lo que sigue H será una
extensión autoadjunta arbitraria de Ĥ.

Vimos en la proposición 2.72 que, si v ∈ Lp(Rn) con p ≥ 2, p > n/2, entonces
H = H0 + V es autoadjunto con D(H0) = D(H). En analoǵıa, se espera que, si
v ∈ Lp

loc(Rn\Γ) con p como antes, los dominios de una extensión autoadjunta H y
de H0 debeŕıan ser los mismos localmente en Rn\Γ. En términos matemáticos esto
se representaŕıa como sigue: Si f ∈ D(H), entonces φ(Q̄)f ∈ D(H0) para cada φ ∈
C∞

0 (Rn\Γ), y si g ∈ D(H0), entonces φ(Q̄)g ∈ D(H) para cada φ ∈ C∞
0 (Rn\Γ).

Además, si v está en Lp cerca del infinito, debeŕıa ser necesario requerir que φ(x̄) = 0
cerca del infinito.

Proposición 2.74 Sea v ∈ Lp
loc(Rn\Γ) con p ≥ 2, p > n/2. Sea H una extensión

autoadjunta de Ĥ y sea φ ∈ C∞(Rn) tal que φ, grad φ y 4φ están en L∞(Rn) y
vφ = w1 + w2 con w1 ∈ L∞(Rn), w2 ∈ Lq(Rn) con q ≥ 2, q > n/2 (i.e. vφ ∈ ν®).
Entonces, para cada z ∈ ρ(H0), Hφ(Q̄)(H0−z)−1 ∈ B(H). Además Hφ(Q̄)(H0−z)−1 =
H0φ(Q̄)(H0 − z)−1 + V φ(Q̄)(H0 − z)−1.

Si v es singular en Γ, φ debe ser cero en una vecindad de Γ. Similarmente, si v es
singular en el infinito, φ debe ser cero cerca del infinito (al menos en una vecindad
de aquellas direcciones a lo largo de la cual v tiene singularidades). Por otra parte, si
v = v1 + v2 cerca del infinito con v1 ∈ L∞, v2 ∈ Lq, entonces φ no necesita tender a
cero en el infinito pero debe permanecer acotado alĺı.

Lema 2.75 Sea w ∈ Lp(Rn), con p ≥ 2, p > n/2. Sean a, b ≥ 0 tales que a + b >
n/(2p). Entonces la cerradura de (H0 + I)−aw(Q̄)(H0 + I)−b está en B(L2(Rn)).

Proposición 2.76 Sea H = L2(Rn), v ∈ Lp
loc(Rn\Γ) con p ≥ 2, p > n/2, y sea H

una extensión autoadjunta de Ĥ. Entonces H0φ(Q̄)(H − z)−1 ∈ B(L2(Rn)) para cada
φ ∈ C∞

0 (Rn\Γ) y cada z ∈ ρ(H).

Para demostrar la proposición 2.76 se define Φ = φ(Q̄). Observe que Φ∗ = φ̄(Q̄),
donde φ̄(x̄) = φ(x̄).

Corolario 2.77 Suponga las hipótesis de la proposición 2.76. Sea f ∈ D(Ĥ∗) y φ ∈
C∞

0 (Rn\Γ). Entonces φ(Q̄)f ∈ D(H0)∩D(H)∩D(V ) y Hφ(Q̄)f = H0φ(Q̄)f+V φ(Q̄)f .
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Como en la proposición 2.74, el resultado de la proposición 2.76 puede generalizarse
a funciones φ que no se anulan en el infinito si v no es singular en el infinito. Para esto
es útil introducir las siguientes notaciones:

Definición 2.78 Sea Γ un conjunto cerrado y acotado de medida de Lebesgue cero en
Rn. Entonces denotamos por CΓ al conjunto de todas las funciones φ en C∞(Rn) tal
que φ, grad φ y 4φ están en L∞(Rn) y φ se anula en una vecindad abierta de Γ. Más
aún, denotamos por υΓ al conjunto de todas las funciones medibles v : Rn → R las
cuales pueden ser escritas como v = v1 + v2, con v1 ∈ L∞(Rn), v2φ ∈ Lp(Rn), para
alguna p con p ≥ 2, p > n/2 y para cada φ ∈ CΓ. (Aśı |v|p es integrable en alguna
vecindad del infinito aśı como también localmente en Rn\Γ).

No es dif́ıcil ver que:

v ∈ υΓ ⇔ vφ ∈ υ® ∀φ ∈ CΓ. (2.51)

Proposición 2.79 Sea H = L2(Rn), sea Γ un conjunto acotado y cerrado de medida
cero y suponga que v ∈ υΓ. Sea H una extensión autoadjunta de Ĥ. Entonces:

(a) H0φ(Q̄)(H − z)−1 ∈ B(H) ∀φ ∈ CΓ, ∀z ∈ ρ(H).

(b) Si f ∈ D(Ĥ∗) y φ ∈ CΓ, entonces φ(Q̄)f ∈ D(H0) ∩D(H) ∩D(V ) y Hφ(Q̄)f =
H0φ(Q̄)f + V φ(Q̄)f .

Finalmente se da un análogo al lema 2.73.

Lema 2.80 Sea Γ,H y v como en la proposición 2.79. Sea w ∈ υΓ, entonces para
cada φ ∈ CΓ y cada z ∈ ρ(H), el operador Wφ(Q̄)(H − z)−1 y la cerradura de (H −
z)−1φ(Q̄)W están en B(H). También, para cada m = 1, . . . , n, el operador Pmφ(Q̄)(H−
z)−1 y la cerradura de (H − z)−1φ(Q̄)Pm están en B(H).

2.7. Operadores Hilbert-Schmidt

Sea H un espacio de Hilbert separable, A un operador en B(H). Asociamos a A
una nueva norma ‖A‖HS, la norma Hilbert-Schmidt de A, como sigue:

Definición 2.81 Sea {ei} una base ortonormal de H. Entonces

‖A‖2
HS =

∑
i

‖Aei‖2. (2.52)

Si ‖A‖HS < ∞, A se llama un operador Hilbert-Schmidt. El conjunto de todos los
operadores Hilbert-Schmidt en H se denotará por B2(H) o simplemente por B2.

Lema 2.82 La suma en (2.52) es independiente de la base ortonormal {ei} de H (en
consecuencia ‖A‖HS depende sólo de A). Más aún

‖A∗‖HS = ‖A‖HS. (2.53)
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Proposición 2.83 (a) A ∈ B2 si y sólo si A∗ ∈ B2.

(b) ‖A‖ ≤ ‖A‖HS.

(c) Si A1, A2 ∈ B2 y α ∈ C, entonces (A1 + αA2) ∈ B2.

(d) Si A ∈ B2 y B ∈ B, entonces AB ∈ B2 y BA ∈ B2, y

‖AB‖HS ≤ ‖B‖‖A‖HS

‖BA‖HS ≤ ‖B‖‖A‖HS

Proposición 2.84 B2 es un espacio de Hilbert con respecto al producto escalar

< A,B >:=
∑

i

(Aei, Bei)

donde {ei} es una base ortonormal de H

Si H es un espacio de funciones, entonces los operadores de Hilbert-Schmidt tienen
una simple (y muy útil) caracterización como operadores integrales. Para tal efecto
sea H = L2(∆; dµ) el espacio de Hilbert de todas las funciones medibles de un con-
junto ∆ a C que son cuadrado integrales con respecto a una medida µ(·) sobre ∆ (en
las aplicaciones, en caso de que no se indique espećıficamente, µ será la medida de
Lebesgue).

Definición 2.85 Un operador A en H se dice que es un operador integral si existe
una función medible a : ∆×∆ → C tal que

(Af)(s) =

∫

∆

a(s, s′)f(s′)dµ(s′) (s ∈ ∆)

para toda f ∈ D(A). A a se le llama el núcleo de A.

Definición 2.86 Una función a : ∆×∆ → C se llama un núcleo de Hilbert-Schmidt
(con respecto a la medida µ) si

Ma :=

∫

∆

∫

∆

dµ(s)dµ(s′)|a(s, s′)|2 < ∞.

Proposición 2.87 Sea H = L2(∆; dµ). Entonces A ∈ B(H)2(H) si y sólo si A es un
operador integral con un núcleo de Hilbert-Schmidt, además

‖A‖2
HS = Ma =

∫

∆

∫

∆

dµ(s)dµ(s′)|a(s, s′)|2 < ∞.

Algunas propiedades importantes de los operadores de Hilbert-Schmidt
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(a) Uno puede estimar la norma de ciertos operadores calculando o estimando una
integral.

(b) Los operadores de Hilbert-Schmidt a menudo son usados para probar que ciertos
operadores son compactos.

(c) Las secciones transversales de dispersión (relacionadas con la teoŕıa de dispesión,
la cuál se expondrá más adelante) pueden ser expresadas en términos de normas
Hilbert-Schmidt.

Proposición 2.88 Sea H = L2(Rn), Q̄ = (Q1, ..., Qn) el operador de posición y P̄ =
(P1, ..., Pn) el operador de momento. Sean φ, ψ : Rn → C, sea ψ(Q̄) el operador de
multiplicación por ψ(x̄) en L2(Rn) y φ(P̄ ) el operador de multiplicación por φ(k̄) en
L̃2(Rn). Entonces ψ(Q̄)φ(P̄ ) y φ(P̄ )ψ(Q̄) son operadores de Hilbert-Schmidt si y sólo
si ambas funciones φ y ψ pertenecen a L2(Rn) o una de ellas es cero en casi todo punto,
y uno tiene que

‖ψ(Q̄)φ(P̄ )‖HS = ‖φ(P̄ )ψ(Q̄)‖HS = (2π)−n/2‖φ‖2‖ψ‖2.

2.8. Operadores compactos

Si A ∈ B2 y {ek} es una base ortonormal de H, podemos, para cada entero N < ∞,
podemos definir un operador AN por

AN [
∞∑

k=1

αkek] =
N∑

k=1

αkAek. (2.54)

Vemos en particular que ANek = Aek si k ≤ N y ANek = 0 si k > N . El rango de AN

es un subespacio finito dimensional, i.e., el subespacio generado por Ae1, . . . , AeN . El
operador AN definido en (2.54) se llama un operador de rango finito. Observe que el
operador AN puede escribirse como ANf =

∑N
k=1(ek, f)Aek

Definición 2.89 Más generalmente, un operador de rango finito se define como un
operador de la forma

Tf =
N∑

k=1

(gk, f)hk,

donde N < ∞ y g1, . . . , gN , h1, . . . , hN son 2N-vectores arbitrarios en H.

Todo operador de Hilbert-Schmidt es el ĺımite en la norma Hilbert-Schmidt de una
sucesión de operadores de rango finito (claramente todo operador de rango finito está en
B2). Uno obtiene una clase más grande de operadores acotados al considerar todos los
ĺımites uniformes de sucesiones {TN} de operadores de rango finito.

Lema 2.90 Sea T un operador de rango finito. Entonces
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(a) T ∗ es un operador de rango finito.

(b) Si B ∈ B(H), entonces BT y TB son operadores de rango finito.

(c) Si T1 es un operador de rango finito, entonces también lo es T + αT1 (α ∈ C).

Definición 2.91 Un operador A en B(H) es compacto si existe una sucesión {TN} de
operadores de rango finito tales que ‖A−TN‖ → 0 cuando N →∞. El conjunto de todos
los operadores compactos que actúan en H será denotado por B∞(H) o simplemente
por B∞.

Proposición 2.92 (a) A ∈ B∞ si y sólo si A∗ ∈ B∞.

(b) Si A ∈ B∞ y B ∈ B(H), entonces AB ∈ B∞ y BA ∈ B∞.

(c) Si A1, A2 ∈ B∞ y α ∈ C, entonces (A1 + αA2) ∈ B∞

(d) Si An ∈ B∞ (n = 1, 2, . . .), A ∈ B(H) y ‖A− An‖ → 0 cuando n →∞ entonces
A ∈ B∞.

(e) B2 ⊂ B∞, i.e. cada operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

Proposición 2.93 Sean A ∈ B∞ y {fn} una sucesión de vectores que converge débil-
mente a cero, i.e. w − ĺım fn = 0. Entonces s − ĺım Afn = 0 cuando n → ∞. (En
otras palabras, un operador compacto transforma sucesiones débilmente convergentes
en fuertemente convergentes).

Proposición 2.94 Una proyección E es compacta si y sólo si su rango es un subespa-
cio de dimensión finita.

Proposición 2.95 Sean Bn, B ∈ B(H) tales que s− ĺım Bn = B cuando n →∞.

(a) Si A ∈ B∞, entonces ‖BnA−BA‖ → 0 y ‖AB∗
n −AB∗‖ → 0, en otras palabras,

u− ĺım BnA = BA y u− ĺım AB∗
n = AB∗ cuando n →∞.

(b) Si A ∈ B2, entonces ‖BnA−BA‖HS → 0 y ‖AB∗
n−AB∗‖HS → 0 cuando n →∞.

En la siguiente proposición mostramos que un operador compacto autoadjunto tiene
propiedades espectrales muy importantes.

Proposición 2.96 Sea A un operador compacto autoadjunto. Entonces

(a) A tiene espectro puramente puntual, i.e. HC(A) = {0}.
(b) Dado ε > 0, a los más hay un número finito de eigenvalores λ de A tales que

|λ| ≥ ε.

(c) Cada valor propio no cero de A tiene multiplicidad finita, i.e. El subespacio propio
correspondiente es de dimensión finita.
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Aśı, el espectro de un operador compacto autoadjunto consiste sólo de valores pro-
pios además (si dim H = ∞) del punto λ = 0. El único punto de acumulación posible
de estos valores propios es λ = 0, y cada valor propio no cero es de multiplicidad finita.
Si H es de dimensión infinita, λ = 0 debe ser un punto de acumulación de valores
propios o un valor propio de multiplicidad infinita. Si {λi} es una enumeración de los
valores propios distintos de cero de A, {Mi} los correspondientes subespacios propios,
entonces

H =
⊕

i

Mi ⊕N(A). (2.55)

Finalmente demostraremos la compacidad de algunos operadores particulares en
L2(Rn).

Lema 2.97 Sea H = L2(Rn), 2 ≤ p < ∞ y φ, ψ ∈ Lp(Rn). Entonces los operadores
Aφψ = φ(P̄ )ψ(Q̄) y Bφψ = ψ(Q̄)φ(P̄ ) son compactos.

Corolario 2.98 Sea H = L2(Rn). Sea H0 el Hamiltoniano libre de Schrödinger (2.40)
y sea z ∈ ρ(H0).

(a) Si (I + |Q̄|)−κ es el operador de multiplicación por (1 + |x̄|)−κ y κ > 0, entonces
(I + |Q̄|)−κ(H0− z)−1 ∈ B∞ y (I + |Q̄|)−κPm(H0− z)−1 ∈ B∞ para m = 1, . . . , n.

(b) Para cada función acotada φ ∈ L2(Rn), uno tiene φ(Q̄)(H0 − z)−1 ∈ B∞ y
φ(Q̄)Pm(H0 − z)−1 ∈ B∞(m = 1, . . . , n). En particular esto se cumple para cada
φ ∈ C∞

0 (Rn).



Caṕıtulo 3

Grupos de Evolución

Un grupo de evolución en la mecánica cuántica es un grupo uniparametrizado fuerte-
mente continuo de operadores unitarios en un espacio de Hilbert H. (Estrictamente
hablando, se usa el término ”grupo de evolución”sólo para un grupo que da la evolución
temporal de un sistema, en el cuál el generador infinitesimal debe ser el Hamiltoniano
del sistema. Como se tiene precisamente esta idea en mente, usamos el término ”grupo
de evolución”, abusando del lenguaje, para denotar a un grupo uniparametrizado uni-
tario fuertemente continuo arbitrario.) En la sección 3.1 se establece el hecho de que
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de grupos de evolución y el
conjunto de operadores autoadjuntos en H. En la sección 3.2 definimos funciones de
un operador autoadjunto en términos del grupo de evolución asociado y demostramos
algunos resultados simples acerca del cálculo funcional. En la sección 3.3 mostramos
que los vectores en el espacio de continuidad HC(A) de un operador autoadjunto A
tienen ciertas propiedades ergódicas y en la sección 3.4 se muestran algunos resultados
acerca de los grupos de evolución asociados con el Hamiltoniano libre de Scrhödinger
H0. Este caṕıtulo está basado en el caṕıtulo cuatro del libro de Amrein [7].

3.1. Grupos de evolución y sus generadores infinites-

imales

Un grupo uniparametrizado unitario fuertemente continuo (brevemente, un grupo
de evolución) es una función U : R→ B(H) que tiene las siguientes propiedades:

E1 Unitario:

U∗
t Ut = UtU

∗
t = I ∀t ∈ R. (3.1)

E2 Continuidad fuerte:

s− ĺım
τ→0

(Ut+τ − Ut) = 0 ∀t ∈ R. (3.2)
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E3 Propiedades de Grupo:

UtUs = UsUt = Us+t ∀s, t ∈ R, (3.3)

U0 = I. (3.4)

Observe que, para simplicar las notaciones, escribimos Ut en lugar de U(t) para
el valor de U en el punto t. Como H es separable, bastaŕıa suponer en (3.2) sólo
continuidad débil.

Observamos que la ecuación (3.1) implica que U∗
t = (Ut)

−1, mientras que (3.3) y
(3.4) nos da que (Ut)

−1 = U−t. En consecuencia tenemos:

U∗
t = U−t ∀t ∈ R. (3.5)

El siguiente teorema asocia con cada grupo de evolución un operador autoadjunto.

Proposición 3.1 Teorema de Stone. Sea {Ut} un grupo de evolución. Defina A como
el siguiente operador lineal, llamado el generador infinitesimal de {Ut}:

D(A) = {f ∈ H|s− ĺım
τ→0

τ−1(Uτ − I)f existe}, (3.6)

Af = s− ĺım
τ→0

τ−1(Uτ − I)f donde f ∈ D(A). (3.7)

Entonces D(A) es densa en H y A es autoadjunto.

De la demostración de la proposición 3.1 se obtiene el siguiente:

Corolario 3.2 El resolvente del generador infinitesimal A se relaciona con el grupo
de evolución asociado {Ut} como sigue:

Si Im z > 0 : (A− zI)−1 = i

∫ ∞

0

eizsUsds, (3.8)

Si Im z < 0 : (A− zI)−1 = −i

∫ 0

−∞
eizsUsds. (3.9)

Corolario 3.3 Sean {Ut} y A como en la proposición 3.1. Entonces Ut env́ıa D(A) en
śı mismo, y

UtAf = AUtf ∀f ∈ D(A), ∀t ∈ R. (3.10)

Un grupo de simetŕıa continuo de un sistema mecánico cuántico debe ser repre-
sentado en el espacio de Hilbert relevante por un grupo de operadores unitarios que
dependen de uno o varios parámetros (por ejemplo: el grupo de rotación en R3 es un
grupo de tres parámetros). El teorema de Stone demuestra que los generadores infinites-
imales deben de ser autoadjuntos. En particular, si {Ut} describe la evolución temporal
del sistema, su generador infinitesimal es el Hamiltoniano del sistema, el cuál debe ser
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autoadjunto. Esto muestra la necesidad de estudiar las propiedades relacionadas con
el ser autoadjunto de los operadores de Schrödinger y de Dirac, entre otros.

El teorema de Stone tiene un rećıproco: dado un operador autoadjunto A, existe un
único grupo de evolución tal que su generador infinitesimal es A. Formalmente, vemos
a partir de las relaciones (3.10) y (3.7) que AUt = idUt/dt, por lo tanto, debeŕıamos
tener que Ut = e−iAt. Si A es acotada, la función exponencial podŕıa definirse por la
usual serie de potencias eαA =

∑∞
n=0 αnAn/n!, la cual es convergente en la norma del

operador. Si A no es acotado, An sigue estando densamente definida. Como D(An) =
(A− i)−1D(An−1) y la imagen de un conjunto denso bajo (A− i)−1 de nuevo es densa.
Sin embargo los conjuntos D(An) se van reduciendo mientras n crece, y no es simple
construir un dominio denso común. En este caso es conveniente usar una definición
diferente de la función exponencial, ver (3.12).

Proposición 3.4 Sea A un operador autoadjunto en H. Entonces existe un único
grupo de evolución {Ut} tal que A es el generador infinitesimal de {Ut}.

La demostración define la siguiente sucesión de operadores:

Ut,n := (
it

n
A + I)n =

{
I si t = 0[

n
it
(A− in

t
)−1

]n
si t 6= 0.

(3.11)

La función t 7→ Ut,n es fuermente continua e uniformemente diferenciable. La función
exponencial finalmente se define como:

Ut := s− ĺım
n→∞

Ut,n (3.12)

Corolario 3.5 Si f es un vector propio de A, Af = λf , entonces Utf = e−iλtf .

Hemos visto en la sección 2.3 que un operador autoadjunto A induce una descom-
posición ortogonal del espacio de Hilbert en dos subespacios Hp(A) y Hc(A). En la
siguiente proposición se establecen algunas relaciones entre esta descomposición de H

y el grupo de evolución asociado con A.

Proposición 3.6 Sea {Ut} un grupo de evolución, A su generador infinitesimal y
H = Hp(A) ⊕ Hc(A) la descomposición asociada de H. Denote por Ep(A) y Ec(A)
las proyecciones ortogonales con rango Hp(A) y Hc(A), respectivamente. Entonces

(a) Si B ∈ B(H) y BUt = UtB para toda t ∈ R, entonces las restricciones de
B a Hp(A) y Hc(A) dejan invariantes a Hp(A) y Hc(A), respectivamente, i.e.
B = Bp⊕Bc, donde Bp es un operador que actúa en Hp(A) y Bc es un operador
que actúa en Hc(A). En otras palabras, si fp ⊕ fc, entonces

Bf = Bpfp ⊕Bcfc, (3.13)

o equivalentemente

BEp(A) = Ep(A)B, BEc(A) = Ec(A)B. (3.14)
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(b) Ut deja Hp(A) y Hc(A) invariantes, y las restricciones de Ut a Hp(A) y Hc(A),
definen grupos uniparametrizados unitarios fuertemente continuos Ut,p y Ut,c los
cuales actuan en Hp(A) y Hc(A), respectivamente.

El siguiente lema da otro resultado sobre conmutatividad.

Lema 3.7 Sea {Ut} un grupo de evolución, A su generador infinitesimal. Suponga que
B ∈ B(H) es autoadjunto y que BUt = UtB para toda t ∈ R. Entonces

(a) Ut deja a cada subespacio propio Mi de B y Hc(B) invariantes, i.e., en la de-
scomposición H =

⊕
i Mi ⊕Hc(B):

Ut =
⊕

i

Ut;i ⊕ Ut;c(B). (3.15)

(b) Los operadores {Ut;i} forman un grupo uniparametrizado fuertemente continuo
en Mi.

(c) D(A) ∩Mi es denso en Mi.

Proposición 3.8 Sea {Ut} un grupo de evolución y A su generador infinitesimal. Para
f ∈ H, defina su órbita O(f) := {Usf |s ∈ R}, y denotemos por M(f) el subespacio
generado por O(f). Entonces, si f ∈ Hc(A) y f 6= 0,M(f) es infinito dimensional.

3.2. Cálculo funcional

Sea {Ut} un grupo de evolución y A su generador infinitesimal. El propósito de esta
sección es la de definir funciones de A y algunas de sus propiedades.

La manera estándar de definir funciones de operadores autoadjuntos es mediante el
uso del teorema espectral. Como en este trabajo se evita el teorema espectral, por lo
tanto, se usaran definiciones en términos del grupo de evolución. Esta definición sólo
da una clase restringida de funciones de A, sin embargo, es suficiente para nuestras
aplicaciones.

Supongamos que φ : R → C es la transformada inversa de Fourier de una función
φ̃ en L1(R) (en consecuencia, formalmente, φ̃ es la transformada inversa de Fourier de
φ). Considere la expresión:

(2π)−1/2

∫ ∞

−∞
φ̃(t)U∗

t dt. (3.16)

La ecuación (3.16) define un operador en B(H) ya que

∫ ∞

−∞
‖φ̃(t)U∗

t ‖dt =

∫ ∞

−∞
|φ̃(t)|dt = ‖φ̃‖1 < ∞. (3.17)

Si φ̃ es continua, la integral en (3.16) se define como una integral de Riemann; en
las aplicaciones posteriores φ̃ siempre será continua.



3.2. Cálculo funcional 43

El operador definido por (3.16) se denotará por φ(A):

φ(A) := (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
φ̃(t)U∗

t dt. (3.18)

Esto se puede justificar formalmente escribiendo U∗
t = eiAt, de nuevo de manera

formal, (3.18) da la transformada inversa de Fourier φ de φ̃, donde el argumento es el
operador A.

Demostraremos algunas propiedades de los operadores φ(A).

Proposición 3.9 Suponga que φ̃, ψ̃ ∈ L1(R). Entonces

(a) φ(A) ∈ B(H) y ‖φ(A)‖ ≤ (2π)−1/2‖φ̃‖1.

(b)

φ(A)Us = Usφ(A) ∀s ∈ R. (3.19)

(c)

[φ(A)]∗ = φ̄(A), donde φ̄(λ) := φ(λ). (3.20)

(d)

φ(A)ψ(A) = ψ(A)φ(A) = (φψ)(A), (3.21)

donde (φψ)(λ) := φ(λ)ψ(λ).

(e) Si Af = λf, entonces φ(A)f = φ(λ)f.

(f) Si f ∈ D(A), entonces φ(A)f ∈ D(A) y

Aφ(A)f = φ(A)Af. (3.22)

(g) f ∈ Hp(A) ⇒ φ(A)f ∈ Hp(A), y g ∈ Hc(A) ⇒ φ(A)g ∈ Hc(A), o equivalente-
mente

Ep(A)φ(A) = φ(A)Ep(A), Ec(A)φ(A) = φ(A)Ec(A). (3.23)

Lema 3.10 Suponga que φ̃ ∈ L1(R). Entonces

s− ĺım
τ→0

∫

R
φ̃(s)U∗

τsds = (2π)1/2φ(0)I. (3.24)

Proposición 3.11 Suponga que φ̃ ∈ L1(R), φ̃ es continuamente diferenciable y que
su derivada φ̃′ también pertenece a L1(R). Entonces R(φ(A)) ⊂ D(A), Aφ(A) esta en
B(H) y está dado por

Aφ(A) = i(2π)−1/2

∫ ∞

−∞
φ̃′(t)U∗

t dt. (3.25)
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Ejemplos de funciones que satisfacen todas las hipótesis de las proposiciones 3.9 y
3.11 son funciones φ en C∞

0 (R). El resolvente (A− z)−1 es también φ(A) ≡ ψz(A); de
hecho, por el corolario 3.2, tenemos:

Si Im z > 0 : ψ̃z(t) =
√

2πie−iztχ(−∞,0)(t), (3.26)

Si Im z < 0 : ψ̃z(t) = −
√

2πie−iztχ(0,∞)(t), (3.27)

donde χ∆ denota la función caracteŕıstica del conjunto ∆. Observe que ψ̃z ∈ L1(R)
pero su derivada no es una función. También, (3.26) y (3.27) implican, junto con (3.20)
que

[(A− z)−1]∗ = (A− z̄)−1. (3.28)

Dada una función φ, podemos definir una sucesión {φε}ε>0 agregando un factor de
convergencia en la transformada de Fourier φ̃ de φ. Más precisamente, definimos φε por

(φ̃ε)(t) = φ̃(t)e−ε|t| (ε > 0) (3.29)

En el siguiente lema relacionamos φε(A) al resolvente de A. Además se establece
que φε(A) converge a φ(A) cuando ε → 0.

Lema 3.12 Suponga que φ y φ̃ están en L1(R). Entonces

(φε)(A) = (2πi)−1

∫ ∞

−∞
φ(λ)[(A− λ− iε)−1 − (A− λ + iε)−1]dλ, (3.30)

y
ĺım
ε→0

‖φ(A)− φε(A)‖ = 0. (3.31)

El resto de esta sección se dedica a enunciar las afirmaciones que permiten demostrar
la parte (a) de la proposición 2.96: Un operador compacto no puede tener espectro
continuo. Iniciamos con unos resultados preliminares.

Escogemos una función φ ∈ C∞
0 (R) la cuál tiene las siguientes propiedades:

(i) |φ(λ)| ≤ 1 ∀ ∈ R
(ii)

φ(λ) = 1, si |λ| ≤ 1, (3.32)

(iii) φ(λ) = 0, si |λ| ≥ 2.

Para una µ ∈ R, definimos una sucesión {φµ,n} de funciones en C∞
0 (R) por

φµ,n(λ) = φ(2n(λ− µ)). (3.33)

Fácilmente se checa que estas funciones tienen las siguientes propiedades:

φµ,n(λ)φµ,n+m(λ) = φµ,n+m(λ) ∀m ≥ 1, (3.34)
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φ̃µ,n(t) = 2−ne−iµtφ̃(2−nt), (3.35)

d

dt
φ̃µ,n(t) := φ̃′µ,n(t) = −iµφ̃µ,n(t) + 2−2ne−iµtφ̃′(2−nt). (3.36)

Lema 3.13 Sea A autoadjunto. Entonces, para cada µ ∈ R,

ĺım
n→∞

‖(A− µ)φµ,n‖ = 0. (3.37)

Lema 3.14 Sea A autoadjunto, y sea Rµ,n el rango de φµ,n(A). Entonces

(a)
UtRµ,n ⊂ Rµ,n ∀t ∈ R, (3.38)

(b)
Rµ,n+m ⊂ Rµ,n ∀m ≥ 0. (3.39)

Lema 3.15 Sea A autoadjunto con espectro puramente continuo. Defina Mµ,n la cer-
radura de Rµ,n. Entonces el subespacio Mµ,n es de dimensión infinita o cero.

Lema 3.16 Sea A un operador autoadjunto con espectro puramente continuo, y sea
µ ∈ R. Entonces, existe un entero n0 tal que φµ,n(A) = 0 para toda n ≥ n0, o existe
una sucesión de vectores {gn} ∈ D(A) los cuales satisfacen ‖gn‖ = 1, w − ĺım gn = 0 y
s− ĺım(A− µ)gn = 0.

Con estos resultados se puede demostrar la proposición 2.96.

3.3. Propiedades ergódicas de los grupos de evolu-

ción

En esta sección damos algunos resultados acerca de las propiedades ergódicas de los
grupos de evolución. Estos serán muy útiles para estudiar el comportamiento asintótico
de la parte de un grupo de evolución en el subespacio de continuidad Hc(A) de su
generador infinitesimal A. En términos generales, demostraremos aqúı que los vectores
en Hc(A) tienden débilmente a cero bajo {Ut} cuando t → ±∞, pero en general sólo
cuando sean promediados sobre el parámetro t en algún sentido. Existen varias maneras
de promediar que podŕıan usarse, sin embargo, sólo consideraremos el promedio de
Cesàro de una función φ(t) definido como

1

T

∫ T

0

φ(t)dt.

Primero consideraremos un lema simple acerca del ĺımite de Cesàro, a continuación
deduciremos los teoremas básicos, el llamado teorema ergódico medio y se enunciaran
varias consecuencias de él.
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El primer lema establece que, si una función φ(t) tiene un ĺımite cuando t → ∞,
entonces también lo hace su promedio de Cesàro cuando T → ∞. El rećıproco, por
supuesto no es cierto; sin embargo, en algunos casos, si el promedio de Cesàro converge,
es posible encontrar una sucesión {tn} tal que tn → ∞ y tal que {φ(tn)} converge al
mismo ĺımite que el promedio de Cesàro. Uno de estos casos se trata en la parte (b)
del lema 3.17

Lema 3.17 (a) Sea φ : R → R integrable y suponga que ĺım φ(t) = a± cuando
t → ±∞, respectivamente. Entonces

ĺım
T→∞

± 1

T

∫ ±T

0

φ(t)dt = a±. (3.40)

(b) Sea φ : R → [0,∞) tal que (3.40) se cumple con a± = 0. Entonces existen
sucesiones {t±n } tales que t±n → ±∞ y φ(t±n ) → 0 cuando n →∞.

(c) Sea φ : R→ [0,∞) tal que ‖φ‖∞ ≡ ess supt φ(t) < ∞. Entonces

ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

φ(t)dt = 0 ⇔ ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

|φ(t)|2dt = 0.

Sea {Ut} un grupo de evolución. Sean N0 y N1 definidos como sigue:

N0 = {f ∈ H|Utf = f ∀t ∈ R}, (3.41)

N1 = {g ∈ H|g = Utf − f para alguna f ∈ H y alguna t ∈ R}, (3.42)

y sea N el subespacio generado por N1. Entonces:

Lema 3.18

(a) N0 y N son subespacios cada uno de los cuales es invariante bajo {Ut}.
(b) N0 y N son complementos ortogonales el uno del otro, i.e. H = N0 ⊕N.

(c) N0 es el espacio nulo del generador infinitesimal A de {Ut}.
Teorema 3.19 Teorema de la media ergódica. Sea {Ut} un grupo de evolución, A su
generador infinitesimal y E0(A) la proyección ortogonal cuyo rango es N(A). Entonces,
para cada f ∈ H,

s− ĺım
T→∞

± 1

T

∫ ±T

0

Utfdt = E0(A)f. (3.43)

En particular, si f ⊥ N(A), el ĺımite anterior es cero.

Lema 3.20 Sea {Ut} un grupo de evolución, y suponga que su generador infinitesimal
A tiene espectro puramente continuo. Suponga que B ∈ B∞ y que BUt = UtB para toda
t ∈ R. Entonces B = 0. (En otras palabras: el conmutador de un operador autoadjunto A
con espectro puramente continuo no puede contener ningún operador compacto distinto
de cero.)
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Lema 3.21 Sea {Ut} un grupo de evolución, A su generador infinitesimal. Suponga
que A tiene espectro puramente continuo. Entonces, para todas f, g ∈ H:

ĺım
T→±∞

1

T

∫ ±T

0

|(g, Utf)|2dt = 0. (3.44)

Proposición 3.22 Sea {Ut} un grupo de evolución, A su generador infinitesimal y
f ∈ Hc(A). Entonces para cada g ∈ H:

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

|(g, Utf)|2dt = 0, (3.45)

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

|(g, Utf)|dt = 0, (3.46)

La proposición 3.22 muestra que la evolución Utf de cada f ∈ Hc(A) converge
débilmente a cero en el promedio. De manera natural se introduce el conjunto de
vectores que convergen débilmente a cero sin promedio alguno. Por lo tanto, definimos:

H±
w(A) = {f ∈ H| ĺım

t→±∞
(f, Utf) = 0}

y

Hw(A) = H+
w(A)⊕H−

w(A) (3.47)

Denotamos por Ew(A) la proyección con rango Hw(A) y entonces tenemos:

Proposición 3.23 (a) H+
w(A) = H−

w(A) = Hw(A).

(b) Si f ∈ Hw(A), entonces w − ĺım Utf = 0 cuando t → ±∞.

(c) Hw(A) es un subespacio de Hc(A), y es invariante bajo Us para cada s ∈ R.

(d) Si B ∈ B(H) es tal que BUs = UsB para toda s ∈ R, entonces BEw(A) =
Ew(A)B.

De la teoŕıa espectral se conoce que el llamado subespacio de continuidad Hac(A)
esta contenido en Hw(A). Este subespacio también puede ser introducido en términos
del grupo de evolución {Ut} asociado con A:

Hac(A) := Subespacio generado por {f ∈ H|
∫

R
|(f, Utf)|2dt < ∞} (3.48)

Al final de la sección (Nota 3.31 y lema 3.30) se dará una descripción heuŕıstica
de que esta definición del subespacio de continuidad coincide con aquella de la teoŕıa
espectral y se dará una verificación del hecho que Hac(A) ⊂ Hw(A).

Proposición 3.24 Sea {Ut} un grupo de evolución, A su generador infinitesimal y B
un operador en B(H). Suponga que existe un operador C ∈ B(H) tal que:
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(a) CUt = UtC para toda t ∈ R,

(b) R(C) es denso en H,

(c) BC ∈ B∞.

Entonces, para cada f ∈ Hc(A):

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖BUtf‖2dt = 0, (3.49)

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖BUtf‖dt = 0, (3.50)

Además, para cada f ∈ Hw(A):

ĺım
t→±∞

‖BUtf‖ = 0, (3.51)

En particular, (3.49) - (3.51) se cumple si B ∈ B∞ o si B(A − zI)−1 ∈ B∞ para
alguna z ∈ ρ(A).

Lema 3.25 Suponga que φ̃ ∈ L1(R). Sea f ∈ Hc(A). Entonces

s− ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

dτ

∫ ∞

−∞
dsφ̃(s)U∗

τsf = 0. (3.52)

Definición 3.26 Denotemos por C∞
00(R) al conjunto de todas las funciones infinita-

mente diferenciales de R en C cada una de las cuales se anula en alguna vecindad de
λ = 0 y fuera de algún intervalo finito. Es decir:

C∞
00(R) := C∞

0 (R \ {0}). (3.53)

Proposición 3.27 Sea A autoadjunto, M un subespacio de Hc(A) invariante bajo Ut

y D un subconjunto total de M. Entonces el conjunto {φ(A)D|φ ∈ C∞
00(R)} es total en

M.

Nota 3.28 La proposición 3.27 también puede demostrarse para el caso donde C∞
00(R)

se reemplaza por otros subconjuntos de C∞
0 (R), por ejemplo: C∞

0 (R \ Γ), donde Γ es
un conjunto finito o un conjunto cerrado numerable. Sin embargo, para nuestras apli-
caciones basta saber este resultado para C∞

00(R).

Damos otra consecuencia de las propiedades ergódicas precedentes.

Proposición 3.29 Sea {Ut} un grupo de evolución y Ut,c su restricción al subespacio
continuo Hc(A) de su generador infinitesimal A. Entonces existen dos sucesiones {t±n }
tales que t+n →∞, t−n → −∞ y w − ĺım Ut±n ,c = 0 cuando n →∞.
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Terminamos esta sección con algunas consideraciones relacionadas con los subespa-
cios espectrales de un operador autoadjunto A. Primero demostramos que cada vector
en el subespacio de continuidad absoluta de A, definido en (3.48), converge débilmente
a cero bajo el grupo de evolución asociado:

Lema 3.30 Sea A un operador autoadjunto y sea {Ut} el grupo de evolución asociado.
Entonces

Hac(A) ⊂ Hw(A).

Nota 3.31 Usando las transformadas de Fourier con respecto a la variable t de las
funciones (f, Utf), es posible introducir un subdivisión adicional del espacio de Hilbert
Hc(A). Se puede demostrar que (f, Utf) puede ser representado de la forma

(f, Utf) =

∫ ∞

−∞
e−iλtdµf (λ),

donde µf es una función de R a [0,∞) la cuál depende tanto de f como del operador
A y satisface

(α) µf (λ) ≥ µf (λ
′) si λ ≥ λ′,

(β) µf (−∞) := ĺımλ→−∞ µf (λ) = 0,

(γ)
∫∞
−∞ dµf (λ) = µf (+∞) = ‖f‖2 < ∞,

(δ) ĺımε→+0 µf (λ + ε) = µf (λ) ∀λ ∈ R.

Este es un caso especial de un teorema de Bochner.
Un vector f ∈ H se dice que pertenece al espacio de continuidad absoluta Hac(A) de

A si la medida determinada por µf es absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesgue en R, i.e. si µf (∆) = 0 para cada subconjunto de Borel ∆ cuya medida
de Lebesgue es cero. f se dice que pertenece al subespacio de singularidad Hs(A) de A
si µf es singular respecto a la medida de Lebesgue, i.e. si existe un conjunto de Borel
∆0, de medida de Lebesgue cero, |∆0| = 0, tal que µf (∆) = µf (∆ ∩ ∆0) para cada
conjunto de Borel ∆ de R. Puede mostrarse que Hac(A) y Hs(A) son invariantes bajo
Ut y complementos ortogonales el uno del otro, i.e. que H = Hac(A) ⊕Hs(A) y que
también A = Aac ⊕ As con en (2.21).

Si f es tal que (f, Utf) ∈ Lp(R) para alguna p ∈ [1, 2], entonces |(f, Utf)|2 ≤
c|(f, Utf)|p para alguna constante c < ∞ que depende sólo de f. Aśı (f, Utf) también
está en L2(R), en consecuencia f está en Hac(A) de acuerdo a la definición (3.48).

Aśı φ(t) := (f, Utf) es la transformada de Fourier de una función φ̂ la cual está en
L2(R), en consecuencia, localmente en L1(R):

(f, Utf) =

∫ ∞

−∞
e−iλtφ̂(λ)dλ.
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Es claro (y puede demostrarse de manera rigurosa) que φ̂ ∈ L1(R) y que dµf (λ) =

φ̂(λ)dλ. Por lo tanto, en este caso, la medida µf es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue, además de que f ∈ Hac(A) también por la definición de
Hac(A) v́ıa la transformada de Fourier.

Suponga que f es un vector propio de A, digamos que Af = αf . Entonces (f, Utf) =
exp(−iαt)‖f‖2. En este caso la función µf debe ser como sigue: µf (λ) = 0 para λ <
α, µf (λ) = ‖f‖2 para λ ≥ α. Aśı, el soporte de la medida µf consiste en un sólo
punto ∆ = {α}, un conjunto de medida de Lebesgue cero. Esto muestra que cada
eigenvector de A pertenece a Hs(A). Por lo tanto, Hp(A) ⊂ Hs(A) y consecuentemente
Hac(A) ⊂ Hc(A).

Aparte de Hp, el subespacio de singularidad Hs(A) también puede contener una
parte de Hc(A), en cuyo caso, Hac(A) es estrictamente más pequeño que Hc(A). La
intersección de Hs(A) y Hc(A) se llama el subespacio de continuidad singular de A y
se denota por Hsc(A). Entonces se tienen las siguientes descomposición de H y A:

H = Hac(A)⊕Hsc(A)⊕Hp(A),

A = Aac ⊕ Asc ⊕ Ap.

donde cada uno de los operadores es autoadjunto en su subespacio respectivo. El espec-
tro de Aac, como un operador en Hac(A), se llama el espectro de continuidad absoluta
σac(A) de A; el espectro de Asc, como un operador en Hsc(A), se llama el espectro de
continuidad singular σsc(A) de A. Si por ejemplo, Hsc(A) = {0}, entonces A se dice que
tiene espectro singular continuo, i.e. σsc(A) = ®. Claramente σc(A) = σac(A)∪ σsc(A).

3.4. El grupo de evolución libre de Schrödinger

En el ejemplo 2.15 introducimos el llamado Hamiltoniano libre de Schrödinger H0, el
operador autoadjunto determinado por el negativo del Laplaciano en L2(Rn). El grupo
de evolución asociado será denotado por {U0

t } y será llamado el grupo de evolución
libre de Schrödinger. En la presente sección se dan algunas propiedades simples de los
operadores U0

t .

Proposición 3.32 En L̃2(Rn), U0
t está dado por

(FU0
t f)(k̄) = e−i|k̄|2tf̃(k̄). (3.54)

Proposición 3.33 En L2(Rn), U0
t es un operador integral dado para (t 6= 0)

(U0
t f)(x̄) = (4πit)n/2

∫
ei|x̄−ȳ|2/(4t)f(ȳ)dny, (3.55)

donde la rama de la ráız cuadrada es tal que
(

4πit

|4πi|
)−n/2

=

{
e−inπ/4 si t > 0

e+inπ/4 si t < 0.



3.4. El grupo de evolución libre de Schrödinger 51

Nota 3.34 Si f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), la integral en (3.55) existe para cada x̄ ∈ Rn.
Para una función arbitraria en L2(Rn), (3.55) tiene que interpretarse como un ĺımite
en la media.

Proposición 3.35 El Hamiltoniano libre de Schrödinger H0 es espectralmente abso-
lutamente continuo, i.e. se tiene que

Hac(H0) = Hw(H0) = L2(Rn).

Proposición 3.36 Sea H = L2(Rn). Para t 6= 0, defina un operador Zt como

(Ztf)(x̄) = eix̄2/4tf(x̄). (3.56)

Entonces Zt es unitario y satisface

(a)
s− ĺım

t→±∞
Zt = I, (3.57)

(b)
U0∗

t φ(Q̄)U0
t = Z∗

t φ(2tP̄ )Zt ∀φ ∈ L∞(Rn). (3.58)

Proposición 3.37 Sea φ : R → C la transformada inversa de una función φ̃ ∈
L1(R). Entonces φ(H0) es el operador de multiplicación en L̃2(Rn) por φ(k̄2). Además
‖φ(H0)‖ = ‖φ‖∞.
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Caṕıtulo 4

Propiedades asintóticas de los
grupos de evolución

En este caṕıtulo se demuestran algunos resultados sobre el comportamiento de Utf
cuando el parámetro t tiende a ±∞.

Para clasificar los vectores de acuerdo a su comportamiento asintótico bajo Ut, se
debe considerar alguna estructura matemática adicional aparte del grupo de evolu-
ción {Ut}. En la sección 4.1 ésta será una familia de ”‘operadores de localización”’.
En L2(Rn), estos operadores son precisamente la medida espectral de la n-ésima com-
ponente del operador de posición introducido en el ejemplo 2.55. Se clasificarán los
vectores de acuerdo a cómo se comportan en el espacio de configuración Rn como una
función de t, y en particular se definen los llamados estados ligados y los estados de
dispersión.

Ligeramente hablando, los vectores de dispersión son vectores cuya probabilidad de
ser localizados en cualquier región acotada del espacio de configuración tiende a cero
cuando t → ±∞. En la sección 4.2 consideramos como estructura matemática adi-
cional un segundo grupo de evolución {U0

t } y nos preguntamos si es posible describir
el comportamiento asintótico de los estados de dispersión del primer grupo {Ut} en
términos del segundo grupo {U0

t }. F́ısicamente esto corresponde a preguntarse si la
condición asintótica de los estados de dispersión se satisface respecto a un grupo {U0

t }
que describe un sistema ”sin interacción”; Matemáticamente es una manera posible de
preguntar si el generador infinitesimal A de {Ut} (o de su parte continua) es unitari-
amente equivalente a un operador más simple, el generador infinitesimal A0 de {U0

t }.
(Por ejemplo, A0 puede ser el Hamiltoniano libre de Schrödinger H0 del ejemplo 2.57,
o bien el Hamiltoniano libre de Stark (6.45)).

La comparación asintótica de {Ut} y {U0
t } puede hacerse en términos de los oper-

adores de onda. Estos se definirán en la sección 4.2, donde también establecemos sus
propiedades básicas. En la sección 4.3 damos un criterio abstracto para la existencia
y completitud de los operadores de onda, y en la sección 4.4 lo aplicamos para el caso
concreto de grupos de evolución determinados por el Hamiltoniano de Schrödinger.

El caṕıtulo 5 del libro de Amrein [7] ha sido la base del presente caṕıtulo.
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4.1. Estados ligados, estados de dispersión y esta-

dos de absorción

En esta sección consideramos la situación concreta donde H = L2(Rn). Denotamos
por Br la bola de radio r > 0 en Rn centrada en el origen:

Br = {x̄ ∈ Rn| |x̄| ≤ r}. (4.1)

Sea Fr la proyección ortogonal en L2(Rn) con rango en L2(Br), en otras palabras
el operador de multiplicación por la función caracteŕıstica χr de Br. Recordamos que
χr(x̄) = 1 si x̄ ∈ Br y χr(x̄) = 0 si x̄ /∈ Br.

Observamos que

s− ĺım
r→∞

Fr = I. (4.2)

En efecto, para cada f ∈ L2(Rn),

‖(I − Fr)f‖2 =

∫

|x̄|≥r

|f(x̄)|2dnx → 0 cuando r →∞.

La interpretación f́ısica de Fr es como sigue. Supongamos que el espacio de Hilbert
L2(Rn) se usa para describir un sistema f́ısico (sin estructura) en un espacio de con-
figuración n-dimensional de acuerdo a las reglas de la mecánica cuántica. Entonces Fr

es el observable de localización en Br; en otras palabras, si f ∈ H, f 6= 0, entonces
‖Frf‖2/‖f‖2 es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado f localizado dentro
de la bola Br. (Cada vector f 6= 0 en H determina un estado puro del sistema, el rayo
unitario {αf |α ∈ C, |α| = ‖f‖−1}. Abusando de la terminoloǵıa, nos referiremos a los
vectores f como ”estados”.)

Sea {Utf} un grupo de evolución. Denotamos su generador infinitesimal por H,
como ahora tenemos en mente el grupo que da la evolución temporal real de un sistema
mecánico cuántico, por lo tanto, H es el Hamiltoniano del sistema. Un vector f en H se
llama un estado ligado de H si, en el curso de su evolución, permanece esencialmente
localizado en una región acotada del espacio de configuración para todos los tiempos.
Matemáticamente este requerimiento puede ser formulado como sigue: dado cualquier
ε > 0, existe una bola finita Br tal que, para toda t ∈ R, la probabilidad de que Utf
se localize fuera de la bola Br es menor que ε:

1

‖f‖2

∫

|x̄|≥r

|(Utf)(x̄)|2dnx < ε ∀t ∈ R, para algún r ∈ (0,∞).

Escrito de manera distinta, f es un estado ligado si

ĺım
r→∞

sup
t∈R

‖(I − Fr)Utf‖2 = 0. (4.3)

El conjunto de todos los estados ligados de H se denotará por M0(H).
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Podemos introducir dos conjuntos M+(H) y M−(H) que consisten de aquellos es-
tados que están ligados a tiempos positivos y negativos, respectivamente:

f ∈ M±
0 (H) ⇔ ĺım

r→∞
sup

t∈[0,±∞)

‖(I − Fr)Utf‖2 = 0. (4.4)

Claramente
M0(H) = M+

0 (H) ∩M−
0 (H). (4.5)

Vamos ahora a la definicón de los estados de dispersión. En una situación de disper-
sión, el sistema debeŕıa estar localizado muy lejos de cada región acotada en tiempos
grandes (positivos y negativos); debe propagarse hacia el infinito cuando t → ±∞. De
antemano no existe razón para que los estados de dispersión en t = +∞ debieran ser
los mismos que en t = −∞, en consecuencia haremos una distinción entre los dos casos.

Las observaciones precedentes llevan a la siguiente definición: Un vector f en H es
un estado de dispersión en t = ±∞ si, para cada r < ∞,

1

‖f‖2

∫

|x̄|≤r

|(Utf)(x̄)|2dnx → 0 cuando t → ±∞, respectivamente.

Una definición equivalente es

ĺım
t→±∞

‖FrUtf‖2 = 0 ∀r < ∞. (4.6)

El conjunto de todos los estados de dispersión en t = ±∞ se denotará por M±
∞(H).

Hemos visto en el caṕıtulo 3 que los grupos de evolución automaticamente tienen
ciertas propiedades ergódicas. Para hacer uso de estas propiedades ergódicas, es con-
veniente introducir una noción algo más débil de estados de dispersión al promediar
sobre un parámetro t. En lugar de requerir la convergencia a cero de la probabilidad de
encontrar el sistema en una bola finita Br, uno simplemente requiere la convergencia a
cero de la probabilidad media cuadrada de encontrar el sistema en tal bola. Aśı, intro-
ducimos dos conjuntos M̄±

∞(H) de los ”Estados de dispersión en el promedio temporal”
como sigue:

f ∈ M̄±
∞(H) ⇔ ĺım

T→∞
1

T

∫ ±T

0

‖FrUtf‖2dt = 0 ∀r < ∞. (4.7)

Nota 4.1 El uso de las funciones caracteŕısticas para definir los estados de dispersión
en (4.6) y (4.7) no es esencial. Se hace esta elección porque los operadores Fr tienen
una interpretación f́ısica simple. Una definición equivalente seŕıa, por ejemplo:

ĺım
t→±∞

‖φ(Q̄)Utf‖2 = 0 ∀φ ∈ C∞
0 (Rn).

En la primera proposición de las siguientes damos algunas propiedades de los sub-
conjuntos M±

0 (H), M±
∞(H) y M̄±

∞(H) del espacio de Hilbert H. En particular veremos
que los vectores en Hp(H) siempre son ligados. Mientras que los estados de dispersión
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siempre están contenidos en el subespacio de continuidad Hc(H) del Hamiltoniano H.
De manera natural surge la siguiente pregunta: ¿Bajo qué condiciones se tiene que
Hp(H) = M±

0 (H) y Hc(H) = M̄±
∞(H)? Daremos condiciones suficientes para que estas

identidades se cumplan y una lista de algunos ejemplos.

Proposición 4.2 (a) M0(H), M±
0 (H), M±

∞(H) y M̄±
∞(H) son subespacios de H.

Cada uno de estos subespacios es invariante bajo Ut.

(b) M+
∞(H) ⊂ M̄+

∞(H) y M−
∞(H) ⊂ M̄−

∞(H).

(c) M+
0 (H) ⊥ M̄+

∞(H) y M−
0 (H) ⊥ M̄−

∞(H).

(d) M0(H) ⊥ M̄±
∞(H).

(e) Hp(H) ⊂ M0(H) y M̄±
∞(H) ⊂ Hc(H).

(f) M±
∞(H) ⊂ Hw(H).

Proposición 4.3 Cada una de las dos condiciones implican que M0(H) = Hp(H),
M̄±
∞(H) = Hc(H) y M±

∞(H) = Hw(H):

(α) Fr(H − zI)−1 ∈ B∞ para cada r < ∞ y alguna z ∈ ρ(H),

(β) Existe un operador C en B(H) tal que CUt = UtC para toda t ∈ R, R(C) es
denso en H y FrC ∈ B∞ para cada r < ∞.

Ejemplo 4.4 Sea φ : Rn → R y H = φ(Q̄) el operador de multiplicación en L2(Rn)
por φ(x̄). Entonces

(Utf)(x̄) = e−iφ(x̄)tf(x̄),

en consecuencia ‖(I − Fr)Utf‖2 = ‖(I − Fr)f‖2 → 0 cuando r → ∞. Vemos aśı que,
en este ejemplo, M0(H) = H y M̄±

∞(H) = {0}. En particular, si el espectro de H no
es puramente puntual, M0(H) ∩ Hc(H) 6= {0}. Por ejemplo, si H = Q̄2: M0(H) =
Hc(H) = H.

El ejemplo 4.4 muestra que las conclusiones del la proposición 4.3 sólo se cumplen
bajo condiciones adecuadas sobre H pero no en general.

Ejemplo 4.5 Sea φ : Rn → R y H = φ(P̄ ) el operador de multiplicación en L̃2(Rn)
por φ(k̄). Aqúı

(FUtf)(k̄) = e−iφ(k̄)tf(k̄).

Sea C = (|P̄ |2n + I)−1 el operador de multiplicación por (|k̄|2n + 1)−1 en L̃2(Rn).
C conmuta con Ut, su rango es R(C) = D(|P̄ |2n), el cual es denso en H, y FrC es
compacto (de hecho FrC = χr(Q̄)(|P̄ |2n + I)−1 es Hilbert-Schmidt por la proposición
2.88). En consecuencia por la proposición 4.3, M0(H) = Hp(H), M̄±

∞(H) = Hc(H) y
M±
∞(H) = Hw(H).
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Ejemplo 4.6 Un caso especial del ejemplo 4.5 es el Hamiltoniano libre de Schrödinger
H0 = P̄ 2. En este caso M0(H) = Hp(H) = {0}. Además, todos los vectores en H son
estados de dispersión en el sentido de (4.6) (Sin promediar sobre el parámetro t):

M±
∞(H0) = Hac(H0) = H. (4.8)

De hecho, tenemos M±
∞(H0) = Hw(H0) por el ejemplo 4.5 y Hw(H0) = Hac(H0) =

H = L2(Rn) por la proposición 3.35.

El siguiente lema es un caso especial del corolario 2.98

Lema 4.7 Sea H0 del ejemplo 4.6. Entonces, para cada r < ∞ y cada z ∈ ρ, Fr(H0−
z)−1 ∈ B∞.

Proposición 4.8 En L2(Rn), sea H = H0 + V , donde v ∈ V®. Entonces M0(H) =
Hp(H), M̄±

∞(H) = Hc(H) y M±
∞(H) = Hw(H).

Más adelante demostraremos (proposición 4.35) que, para una subclase de los po-
tenciales considerados en la proposición 4.8 que M̄±

∞(H) = M±
∞(H). Otro punto digno

de ser observado es que la compacidad de Fr(H − i)−1 utilizado para demostrar la
proposición 4.8 debeŕıa ser cierta unicamente imponiendo condiciones locales sobre v
(i.e. v podŕıa ser singular en el infinito). Esto es, en efecto, sencillo de verificar usando
los resultados de la sección 2.6:

Proposición 4.9 Sea v ∈ Lp
loc(Rn) para alguna p que satisface p ≥ 2, p > n/2 (i.e. v

satisface (2.49) para cada φ ∈ C∞
0 (Rn)). Sea H una extensión autoadjunta arbitraria del

operador minimal Ĥ = −4 + v(x̄) definido en D(Ĥ) = C∞
0 (Rn). Entonces M0(H) =

Hp(H), M̄±
∞(H) = Hc(H) y M±

∞(H) = Hw(H).

Ahora como en la sección 2.6, el potencial v también puede tener singularidades
locales. Más precisamente, supongamos que vφ ∈ Lp

loc(Rn)(p ≤ 2, p > n/2) para toda
φ ∈ C∞

0 (Rn \ Γ), donde Γ es un conjunto cerrado y acotado de medida de Lebesgue
cero. Sea H una extensión autoadjunta arbitraria del operador minimal (2.50), y sea ∆
un conjunto compacto de Rn \ Γ y F∆ = χ∆(Q̄) el operador de multiplicación por la
función caracteŕıstica χ∆ de ∆. Al escoger una φ ∈ C∞

0 (Rn \ Γ) tal que φ(x̄) = 1 para
x̄ ∈ ∆, se ve que, usando el lema 4.7 que F∆(H + i)−1 ∈ B∞. Consecuentemente, por
la proposición 3.24,

ĺım
t→±∞

‖F∆Utf‖2 = 0 ∀f ∈ Hw(H), (4.9)

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖F∆Utf‖2dt = 0 ∀f ∈ Hc(H). (4.10)

En otras palabras, si por ejemplo f ∈ Hw(H), entonces la probabilidad de encon-
trar el sistema en cualquier conjunto compacto de Rn \Γ tiende a cero. Intuitivamente
existen ahora dos posibilidades: el sistema se propaga al infinito, i.e. f es un estado de
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dispersión, o se mueve cada vez más cerca al conjunto Γ, i.e. el estado f queda ”ab-
sorbido” en las singularidades de v. Esto lleva a la introducción de cuatro subconjuntos
adicionales de H, los conjuntos M±

Γ (H) de estados absorbidos en t = ±∞, respectiva-
mente, y los conjuntos M̄±

Γ (H) de estados que son absorbidos en el promedio temporal.
Aśı

f ∈ M±
Γ (H) ⇐⇒ ĺım

t→±∞
‖φ(Q̄)Utf‖2 = 0 ∀φ ∈ CΓ, (4.11)

f ∈ M̄±
Γ (H) ⇐⇒ ĺım

T→∞
1

T

∫ ±T

0

‖φ(Q̄)Utf‖2dt = 0 ∀φ ∈ CΓ. (4.12)

La clase de funciones CΓ fue introducida en la definición 2.78. Si Γ es acotado,
CΓ contiene todas las funciones infinitamente diferenciables φ tal que φ(x̄) = 1 cerca
del infinito y sobre cualquier subconjunto compacto ∆0 de Rn \ Γ, y φ(x̄) = 0 en
alguna vecindad de Γ. Aśı, si f ∈ M+

Γ (H) y ∆ es cualquier vecindad abierta de Γ, la
probabilidad de que Utf esté localizada en ∆ converge a 1 cuando t → +∞. Si por
ejemplo Γ = {0}, se tiene que para todo f ∈ M+

Γ (H):

ĺım
t→∞

‖FrUtf‖2/‖f‖2 = 1 ∀r > 0. (4.13)

Debido a que este estado será localizado esencialmente en una región muy pequeña
(Γ = {0}) para tiempos muy grandes, es claro de las relaciones de incertidumbre de
la mecánica cuántica que, este estado debe adquirir momento infinito cuando t →∞.
Antes de demostrar esto, recolectamos unas propiedades muy simples de los subcon-
juntos M+

Γ (H) y M̄+
Γ (H) de H.

Proposición 4.10 Sea Γ un conjunto cerrado y acotado de medida cero. Entonces

(a) M±
Γ (H) y M̄±

Γ (H) son subespacios de H e invariantes bajo Ut.

(b) M+
Γ (H) ⊂ M̄+

Γ (H) y M−
Γ (H) ⊂ M̄−

Γ (H).

(c) M̄+
∞(H) ⊥ M̄+

Γ (H) y M̄−
∞(H) ⊥ M̄−

Γ (H).

(d) M̄±
Γ (H) ⊂ Hc(H).

(e) M±
Γ (H) ⊂ Hw(H).

(f) M+
Γ (H) ⊂ M+

0 (H) y M−
Γ (H) ⊂ M−

0 (H).

(g) M+
Γ (H) ∩M−

Γ (H) ⊂ M0(H).

Veamos ahora que, si f ∈ M±
Γ , entonces adquiere momento infinito, en consecuencia

enerǵıa cinética infinita cuando t → ±∞, respectivamente, y si f ∈ M̄±
Γ (H), entonces

adquiere enerǵıa cinética infinita en el promedio temporal (el operador de enerǵıa
cinética es precisamente el Hamiltoniano libre de Schrödinger H0 = P̄ 2.
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Proposición 4.11 Sea Γ un conjunto cerrado de medida cero, v ∈ Lp
loc(Rn \ Γ) con

p ≥ 2, p > n/2, y H una extensión arbitraria autoadjunta del operador minimal Ĥ.

(a) Si f± ∈ M̄±
Γ (H), entonces para cada ψ ∈ C∞

0 (R):

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖ψ(H0)Utf±‖2dt = 0. (4.14)

(b) Si g± ∈ M±
Γ (H), entonces para cada ψ ∈ C∞

0 (R):

s− ĺım
t→±∞

ψ(H0)Utg± = 0. (4.15)

Nota 4.12 En L̃2(Rn), (4.15) implica que, para cada M < ∞:

ĺım
t→∞

∫

|k̄|≤M

|(FUtg±)(k̄)|2dnk = 0.

Esto significa que, cuando t → ±∞, la probabilidad de que el momento o la enerǵıa
cinética del vector Utg± permanezca en cualesquier conjunto finito tiende a cero; en
otras palabras, Utg± se propaga al infinito en el espacio de momentos.

Se termina esta sección con algunos comentarios más acerca de la absorción local.
Como H conmuta con Ut y formalmente H = P̄ 2 + V , esperamos que la absorción sea
posible sólo si el potencial v tiene una parte negativa suficientemente grande cerca e
Γ; en efecto, uno formalmente tiene

(f, Hf) = (Utf, HUtf) = (Utf, H0Utf) + (Utf, V Utf). (4.16)

Si f ∈ M±
Γ (H), el primer término del lado derecho de (4.16), tiende a +∞ cuando

t → +∞ por la proposición 4.11, el segundo a (Utf, V F∆Utf), donde ∆ es cualquier
vecindad abierta de Γ. Como el lado izquierdo es independiente de t, se debeŕıa tener
que (Utf, V F∆Utf) → −∞ cuando t → +∞.

Lo anterior simplemente es un argumento heuŕıstico. De hecho, debemos escoger
f ∈ D(H) en (4.16); esto implica que Utf ∈ D(H) para cada t, pero en general Utf no
estará en D(H0) ni en D(V).

Un comentario final relacionado con el promedio temporal para definir los estados
de dispersión y los estados absorbidos. El promedio sobre el tiempo fue introducido para
permitirnos usar el Teorema Medio Ergódico y sus consecuencias probando propiedades
de los subconjuntos de los estados de dispersión y los estados absorbidos. El promedio
temporal relacionado a las propiedades espectrales de H es necesario sólo para tratar
vectores en Hsc(H) los cuales no pertenecen a Hw(H). En muchos casos no existen
tales vectores. De hecho se mostrará más adelante en este caṕıtulo, para una clase de
operadores de Schrödinger H, que M0(H) = Hp(H) y M±

∞(H) = Hc(H) = Hac(H).
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4.2. Operadores de onda

Hemos visto que los estados de dispersión asociados con un Hamiltoniano H se
propagan a infinito cuando el tiempo t tiende a +∞ o −∞. A menudo el potencial
rápidamente tiende a cero a grandes distancias, por lo tanto, un estado de dispersión
debeŕıa sentir sólo una fuerza muy pequeña cuando |t| es muy grande. Aśı, se espera
que a tiempos grandes un estado de dispersión debeŕıa comportarse casi como un esta-
do libre. El objetivo principal de la teoŕıa de la dispersión de dar una descripción más
detallada de la evolución temporal de los estados de dispersión a tiempos grandes al
mostrar que pueden ser cada vez mejor aproximados por la evolución temporal de un
estado diferente bajo un grupo de evolución distinto y más simple (llamado el grupo de
evolución libre). Si ambos grupos de evolución están dados, la posibilidad de tal aprox-
imación asintótica de uno de ellos mediante el otro no está de antemano garantizada;
es una condición sobre la interacción o el potencial (formalmente la diferencia entre los
dos generadores infinitesimales), llamada la condición asintótica.

De ahora en adelante, por lo tanto, consideraremos dos grupos de evolución {Ut}
y {U0

t }, llamados el grupo de evolución total y el grupo de evolución libre, respec-
tivamente. Por el momento, permitimos que {U0

t } sea un grupo abstracto, pero más
adelante, {U0

t } será el grupo de evolución libre de Schrödinger. Los generadores de {Ut}
y {U0

t } se denotan por H y H0 llamados el Hamiltoniano total y el Hamiltoniano libre,
respectivamente. Aśı, en el sentido de la proposición 3.4:

Ut = e−iHt, U0
t = e−iH0t. (4.17)

Iniciamos formulando la condición asintótica en términos matemáticos. Como ya se
dijo, si f ∈ M+

∞(H) es un estado de dispersión de H (en t = +∞), debeŕıa existir un
vector g+ ∈ M+

∞(H0) tal que

ĺım
t→∞

‖Utf − U0
t g+‖ = 0. (4.18)

Como Ut es unitario, se tiene

‖Utf − U0
t g+‖ = ‖U∗

t (Utf − U0
t g+)‖ = ‖f − U∗

t U0
t g+‖. (4.19)

Aśı (4.18) puede reescribirse como

ĺım
t→+∞

‖f − U∗
t U0

t g+‖ = 0, (4.20)

i.e. f = s− ĺım
t→+∞

U∗
t U0

t g+. (4.21)

En el mismo sentido, si f ∈ M−
∞(H), debeŕıa existir un vector g− ∈ M−

∞(H) tal que

f = s− ĺım
t→−∞

U∗
t U0

t g−. (4.22)
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Estas consideraciones llevan de manera natural a la introducción de los dos sigu-
ientes operadores Ω±, llamados los operadores de onda:

Ω± = s− ĺım
t→±∞

U∗
t U0

t E±
∞(H0), (4.23)

donde E±
∞(H0) denote la proyección ortogonal con rango M±

∞(H0). En la presente
sección supongamos que los ĺımites en (4.23) existen y derivemos algunas propiedades
generales de Ω±. En las siguientes dos secciones se daran condiciones para la existencia
de estos ĺımites.

Para las propiedades generales de Ω± dadas a continuación, no es esencial que
los ĺımites de U∗

t U0
t se consideren sobre los subespacios M±

∞(H0). Por lo tanto, reem-
plazaremos E±

∞(H0) en (4.23) por una proyección general E± que conmuta con U0
t , i.e.

supongamos a través de esta sección que

E± = E∗
± = E2

±, U0
t E± = E±U0

t ∀t ∈ R, (4.24)

y que los siguientes ĺımites existen:

Ω± = s− ĺım
t→±∞

U∗
t U0

t E±. (4.25)

Proposición 4.13 Ω± son isometŕıas parciales que satisfacen

Ω∗
±Ω± = E±. (4.26)

Si E± = I, entonces Ω± son isometŕıas.

Proposición 4.14 Ω± se entrelaza con H y H0

(a)
UtΩ± = Ω±U0

t ∀t ∈ R, (4.27)

Ω∗
±Ut = U0

t Ω∗
± ∀t ∈ R, (4.28)

(b) Si φ es tal que φ̃ ∈ L1(R), entonces

φ(H)Ω± = Ω±φ(H0), (4.29)

Ω∗
±φ(H) = φ(H0)Ω

∗
±. (4.30)

(c) Si f ∈ D(H0), entonces Ω±f ∈ D(H) y

HΩ±f = Ω±H0f. (4.31)

Definamos ahora

F± = Ω±Ω∗
±. (4.32)

Por la proposición 2.49 F± son las proyecciones sobre los rangos R(Ω±) de Ω+ y
Ω− respectivamente. Los subespacios R(Ω±) = R(F±) son invariantes bajo el grupo de
evolución total; esto es el contenido de la parte (a) de la siguiente proposición:
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Proposición 4.15 (a)
UtF± = F±Ut ∀t ∈ R. (4.33)

(b) Si φ es tal que φ̃ ∈ L1(R), entonces

φ(H)F± = F±φ(H). (4.34)

En particular:
g ∈ R(Ω±) ⇒ φ(H)g ∈ R(Ω±), (4.35)

g ⊥ R(Ω±) ⇒ φ(H)g ⊥ R(Ω±). (4.36)

(c) Si R(E±) ⊂ Hc(H0), entonces R(F±) ⊂ Hc(H).

(d) Si R(E±) ⊂ Hac(H0), entonces R(F±) ⊂ Hac(H).

(e) Si R(E±) ⊂ Hw(H0), entonces R(F±) ⊂ Hw(H).

(f) Si R(E±) ⊂ M±
∞(H0), entonces R(F±) ⊂ M±

∞(H).

Corolario 4.16 Sea H0 el Hamiltoniano libre de Schrödinger (2.39). Entonces, para
cualquier E±,

R(Ω±) ⊂ M±
∞(H) ∩Hac(H0). (4.37)

La proposición 4.15 y el corolario 4.16 llevan de manera natural a la noción de
completitud asintótica. Se pueden considerar varias formas de esta noción, algunas de
las cuales discutiremos brevemente.

Suponemos que, como es usualmente el caso, se tiene que R(E±) ⊂ Hc(H0). En-
tonces R(Ω±) ⊂ Hc(H) por la proposición 4.15 (c). Se dice, entonces, que los operadores
de onda Ω± son completos (se habla, entonces, de la completitud asintótica de la teoŕıa)
si las inclusiones anteriores son ambas igualdades, i.e. si

R(Ω+) = R(Ω−) = Hc(H) = Hp(H)⊥. (4.38)

En este caso se tiene se tiene una descripción asintótica completa, cuando t → ±∞,
de todos los vectores en Hc(H) en términos del grupo de evolución libre U0

t , en el
sentido de (4.18) y de su análogo para t → −∞; en otras palabras , si f ∈ Hc(H),
existen dos vectores g± ∈ R(E±) tal que

ĺım
t→±∞

‖Utf − U0
t g±‖ = 0. (4.39)

En otras situaciones los rangos de Ω± solamente seŕıan subespacios de Hc(H). Se
espera que generalmente se tenga R(Ω±) = M±

∞(H) o R(Ω±) = M̄±
∞(H). Todav́ıa se

puede hablar de la completitud asintótica en un sentido generalizado, siempre que se
pueda dar una descripción del comportamiento de los vectores en Hc(H) ∩ R(Ω±)⊥

cuando t → ±∞. Un situación simple es donde todos los vectores en Hc(H)∩R(Ω±)⊥

son estados ligados, i.e. donde Hp(H) en (4.38) se reemplaza simplemente por M0(H):
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R(Ω+) = R(Ω−) = M0(H)⊥. (4.40)

Esta última es más general que (4.38), debido a que Hp(H) puede ser un subespacio
propio de M0(H), y a esto se le llama completitud asintótica en el sentido geométrico.

Una noción algo más simple se obtiene al considerar (4.40), para cada signo del
tiempo por separado, i.e. al requerir que

H = R(Ω+) ∩M+
0 (H) = R(Ω−) ∩M−

0 (H), (4.41)

la cual puede llamarse completitud en el sentido geométrico para tiempos positivos
y para tiempos negativos. En este caso, es posible que R(Ω+) 6= R(Ω−). Este tipo de
completitud asintótica implica completitud asintótica ordinaria en el sentido geométrico
si y sólo si los estados ligados para tiempos positivos y para tiempos negativos son
iguales, i.e. si y sólo si M+

0 (H) = M−
0 (H).

El término ”completitud asintótica generalizada”se usa si todos los estados en
Hc(H) ∩R(Ω±)⊥ quedan absorbidos cuando t → ±∞. Aśı, se habla de completitud
asintótica generalizada si

Hc(H) = R(Ω+) ∩M+
Γ (H) = R(Ω−) ∩M−

Γ (H) (4.42)

y de completitud asintótica generalizada en el promedio si

Hc(H) = R(Ω+) ∩ M̄+
Γ (H) = R(Ω−) ∩ M̄−

Γ (H). (4.43)

Aqúı de nuevo los rangos de Ω+ y de Ω− en general no serán iguales. Observe que por
la proposición 4.10 (f), la completitud asintótica generalizada implica la completitud
asintótica en el sentido geométrico para tiempos positivos y tiempos negativos (al menos
si R(E±) ⊂ ¯M±∞(H0)).

En ocasiones es útil considerar un tipo más general de operadores de onda en el cual
aparezca un factor adicional entre los dos grupos de evolución. Sean J± dos operadores
en B(H). Entonces se pueden considerar los ĺımites

W± = s− ĺım
t→±∞

U∗
t J±U0

t E±. (4.44)

Usamos el śımbolo W± para estos operadores de onda más generales y Ω± para el
caso donde J± = I. Un ejemplo que se discutirá en la sección 4.4 es cuando J± son
los operadores de corte, los cuales cortan una parte del espacio de configuración. Otra
situación donde tales operadores J± aparecen se da cuando U0

t y Ut actúan sobre dos
espacios de Hilbert distintos, digamos H0 y H respectivamente. Entonces, J± son los
operadores de inyección que trasforman H0 en H.

Terminamos esta sección dando algunas propiedades de W±.

Proposición 4.17 Suponga que los ĺımites en (4.44), que definen a W±, existen. En-
tonces
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(a) W± se entrelaza con H y H0:

UtW± = W±U0
t , W ∗

±Ut = U0
t W ∗

± ∀t ∈ R. (4.45)

y, si φ̃ ∈ L1(R):

φ(H)W± = W±φ(H0), W ∗
±φ(H) = φ(H0)W

∗
±. (4.46)

(b) Si R(E±) ⊂ Hc(H0), entonces R(W±) ⊂ Hc(H).

(c) Si R(E±) ⊂ Hw(H0), entonces R(W±) ⊂ Hw(H).

(d) Si s− ĺım FrJ±U0
t E± = 0 cuando t →∞ ∀r < ∞, entonces R(W±) ⊂ H±

∞(H).

(e) El rango de W±, el complemento ortogonal R(W±)⊥ y su cerradura son invari-
antes bajo Ut. (Contrariamente a R(Ω±), R(W±) no necesita ser cerrado.)

Como resultado final, se establece una relación entre W± y Ω±:

Proposición 4.18 Suponga que

s− ĺım
t→±∞

(J± − I)U0
t E± = 0. (4.47)

Entonces

(a) Si W± existe, entonces Ω± también existe y W± = Ω±. En particular W± son
isometŕıas parciales con W ∗

±W± = E.

(b) Si Ω± existe, entonces también W± y W± = Ω±.

4.3. Condiciones abstractas para la existencia y la

completitud de los operadores de onda

El propoósito de esta sección es la de enunciar un teorema abstracto sobre la exis-
tencia y completitud de los operadores de onda. A continuación, en la siguiente sección,
se observará que las condiciones de este teorema se satisfacen para los operadores de
Schrödinger.

A lo largo de esta sección suponemos que J± son dos operadores en B(H) y E±
dos proyecciones que satisfacen (4.24). Primero se enuncia el criterio de existencia para
los ĺımites W± = s − ĺım U∗

t J±U0
t E± cuando t → ±∞ (proposiciones 4.20 y 4.21). Se

observa que es suficiente demostrar la existencia de s− ĺım U∗
t J±U0

t E± en un conjunto
total D±

0 de R(E±). El siguiente lema da una condición suficiente para que s− ĺım f(t)
exista cuando t →∞.
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Lema 4.19 Sea {Wt}t≥0 una familia de operadores acotados. Suponga que {Wt} es
fuertemente continua diferenciable y que la siguiente integral impropia de Riemann de
valor real existe para alguna a < ∞:

∫ ∞

a

‖ d

dt
Wtf‖dt < ∞.

Entonces {Wt} es fuertemente convergente cuando t → ∞. Un resultado similar se
cumple para t → −∞.

Proposición 4.20 Suponga que J± transforma D(H0) en D(H) y que t 7→ ‖(HJ± −
J±H0)U

0
t f‖ es integrable en t = ±∞ para toda f en algún subconjunto D±

0 de R(E±)
el cuál es total en R(E±) y contenido en D(H0). Entonces los operadores de onda
W± = s− ĺımt→±∞ U∗

t J±U0
t E± existen.

Para el siguiente resultado introducimos las notaciones Rz = (H − z)−1, R0
z =

(H0 − z)−1 y

Y ±
z = J±R0

z −RzJ±. (4.48)

De la identidad A(A− z)−1 = I + z(A− z)−1, se deduce fácilmente que

Y ±
z = HRzJ±R0

z −RzJ±H0R
0
z = Rz(HJ± − J±H0)R

0
z. (4.49)

La primera igualdad se cumple sobre todo H (debido a que HRz y H0R
0
z están

definidos en todos lados), mientras que la segunda es cierta sólo bajo la suposición
adicional que J±D(H0) ⊂ D(H).

Proposición 4.21 Suponga que existe un conjunto total D±
0 de R(E±) tal que, para

cada f ∈ D±
0 y alguna z ∈ ρ(H) ∩ ρ(H0):

∣∣∣∣
∫ ±∞

0

‖Y ±
z U0

t f‖dt

∣∣∣∣ < ∞. (4.50)

Entonces W± = s− ĺımt→±∞ U∗
t J±U0

t E± existe.

La proposición 4.20 muestra que, para que los operadores de onda W± existan,
basta saber que la función t 7→ ‖(HJ± − J±H0)U

0
t f‖ es integrable en t = ±∞ para

un número suficientemente grande de vectores f. En las aplicaciones, U0
t es a menudo

dado de manera expĺıcita en alguna representación de H como un espacio de funciones
(considere e.g. el grupo de evolución libre de Schrödinger), y por lo tanto, lo es HJ±−
J±H0. Es bastante fácil verificar las condiciones de integrabilidad arriba mencionadas.

Similarmente la proposición 4.21 requiere la integrabilidad en t = ±∞ de la función
t 7→ ‖YzU

0
t f‖ para un número suficientemente grande de vectores. En lo que sigue, hace-

mos una suposición de integrabilidad más fuerte, esencialmente que t 7→ ‖Y ±
z U0

t E±D±‖
sea integrable en ±∞, donde D± son dos operadores adecuadamente seleccionados (es-
encialmente, D± deben formar una partición de la unidad, i.e. D++D− = I, y satisfacen
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algunas condiciones adicionales). Mientras esta suposición es demasiado fuerte si sola-
mente se quiere demostrar la existencia de los operadores de onda, es apropiado para
establecer simultáneamente la completez asintótica de la teoŕıa y varias propiedades
espectrales del Hamiltoniano total H.

Estableceremos un conjunto de condiciones las cuales implican la existencia y la
completitud de los operadores de onda. A continuación, en una secuencia de lemas,
se derivan varias conclusiones a partir de estas condiciones y finalmente se concretan,
en la proposición 5.28, los resultados generales implicados por el conjunto entero de
condiciones.

Para efectos de simplicidad, supondremos a partir de ahora que E+ = E−. Aśı, en
las condiciones (C1)-(C8) a continuación, E es una proyección que conmuta con U0

t y
tal que R(E) ⊂ Hc(H0); D±, J± y K± son operadores en B(H) y z es algún número
complejo en ρ(H) ∩ ρ(H0). Las condiciones que involucran una función φ se suponen
que se satisfacen para cada φ ∈ C∞

00 .

(C1) E = E(D+ + D−).

(C2) (a) s− ĺımt→±∞ D∓U0
t E = 0,

(b) s− ĺımt→±∞ D∗
∓U0

t E = 0.

(C3)
∣∣∣
∫ ±∞
0

‖Y ±
z φ(H0)U

0
t ED±‖dt

∣∣∣ < ∞.

(C4) Y ±
z ∈ B∞.

(C5) (J+ − J−)R0
zE ∈ B∞.

(C6) J±φ(H0)(I − E) ∈ B∞.

(C7) ĺımT→∞ 1
T

∫ ±T

0
‖K±(I − J∗±)Utf‖2dt = 0 ∀f ∈ Hc(H).

(C8) s− ĺımt→±∞(J± − I)U0
t E = 0.

Hagamos algunos comentarios sobre estas condiciones. (C1) esencialmente significa
que D∗

+ y D∗
− forman a partición de la unidad sobre el subespacio R(E). (C2) es más

fácilmente interpretado cuando D± son proyecciones. Entonces significa que, bajo el
grupo de evolución libre, cada vector en R(E) eventualmente no queda componente
en el rango de D− cuando t → +∞, i.e. se propaga fuera del subespacio R(D−), y
similarmente para D+ y t → −∞. (C3) es la condición de integrabilidad ya mencionada.
(C4) significa que la diferencia entre H y H0 debe ser pequeña en un cierto sentido, cf.
(4.49). (C5) requiere que J+ y J− no sean demasiado distintos. Se cumple de manera
trivial cuando J+ = J−. Similarmente (C6) es trivial cuando E = I. Significa que E
no debeŕıa ser muy diferente de I e implica una restricción en el espectro puntual de
H0 el cuál discutiremos después. (C8) establece que J± dif́ıcilmente cambia un vector
en R(E) que ha evolucionado a través de una cantidad muy grande de tiempo bajo el
grupo de evolución libre. (C8) se hace trivial cuando J± = I.
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Todas las condiciones que hemos mencionado hasta el momento involucran, aparte
de E y D±, sólo el Hamiltoniano libre y la diferencia de H y H0. (C7) es diferente
en este respecto, ya que es una hipótesis sobre el grupo de evolución total. Es una
condición de desvanecimiento, como se consideró en la sección 4.1. Si, por ejemplo,
K± = I y J± = I − Fr, significa que todos los vectores en Hc(H) se desvanecen, en
el promedio temporal, desde la bola Br (en el contexto del la sección 4.1). Si r puede
tomar todos los valores en (0,∞), entonces (C7), con K± = I, es el requerimiento que
Hc(H) = M̄±(H). Si J± = I, entonces (C7) se hace trivial.

Lema 4.22 (a) Suponga (C1), (C2, a) y (C3). Entonces los operadores de onda
W± = s− ĺım U∗

t J±U0
t E cuando t → ±∞ existe.

(b) Suponga además (C8). Entonces Ω± = s− ĺım U∗
t U0

t E cuando t → ±∞ también
existe, y W± = Ω±.

Lema 4.23 Suponga que (C4) se cumple. Entonces se tiene que para cada φ tal que φ
y φ̃ están en L1(R):

φ(H)J± − J±φ(H0) ∈ B∞ (4.51)

y (J± − U∗
t J±U0

t )φ(H0) ∈ B∞. (4.52)

Lema 4.24 Suponga (C1), (C2, a), (C3), (C4). Entonces, para cada φ ∈ C∞
00(R):

Rz(J± −W±)φ(H0)ED± ∈ B∞. (4.53)

Lema 4.25 Suponga (C4) y (C5). Entonces Rz(J+ − J−)E ∈ B∞.

Lema 4.26 Suponga (C1), (C2,a,b) y (C3)-(C6). Suponga que f es tal que f ∈ Hc(H)∩
D(H) y f ⊥ R(W+). Entonces, para cada φ ∈ C∞

00(R),

ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

‖J∗+φ(H)Utf‖dt = 0. (4.54)

Sabemos de la proposición 4.17 que R(W±) y R(W±)⊥ son invariantes bajo Ut y que
R(W±) ⊂ Hc(H). Por lo tanto, G± := R(W±)⊥∩Hc(H) son subespacios de Hc(H) los
cuales son invariantes bajo Ut, y el problema de la completitud asintótica o completi-
tud asintótica generalizada consiste en estudiar estos espacios G±. En particular los
operadores de onda W± son completos si y sólo si G± = {0}, i.e. R(W±)⊥ = Hp(H).

Derivamos ahora algunas propiedades de los subespacios G±.

Lema 4.27 Suponga (C1)-(C6). Entonces se tiene para cada f ∈ G±:

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖J∗±Utf‖2dt = 0. (4.55)
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Lema 4.28 Suponga (C1)-(C7). Entonces se tiene para cada f ∈ G±:

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖K∗
±Utf‖2dt = 0. (4.56)

Proposición 4.29 (a) Suponga (C1)-(C7) con K± = I. Entonces los operadores
de onda W± = s − ĺım U∗

t J±U0
t E cuando t → ±∞ existen y son completos en

el sentido de que R(W±) = Hp(H)⊥. Además, si R(E) ⊂ Hw(H0), entonces
Hc(H0) = Hw(H0).

(b) Suponga (C1)-(C8) con K± = I. Entonces los operadores de onda Ω± = s −
ĺım U∗

t U0
t E cuando t → ±∞ existen y son isometŕıas parciales que cumplen

Ω∗
±Ω± = E y Ω±Ω∗

± = Ec(H) (en otras palabras Ω± son operadores unitarios de
R(E) ⊂ Hc(H0) sobre Hc(H)). Si R(E) ⊂ Hac(H0), entonces Hc(H) = Hac(H),
i.e. H no tiene espectro singularmente continuo.

Se termina esta sección con un resultado sobre el especto puntual de H y algunas
anotaciones sobre las condiciones (C1)-(C8).

Proposición 4.30 Suponga (C1)-(C6) con J± = I. Entonces cada eigenvalor distinto
de cero de H es de multiplicidad finita (i.e. el subespacio propio correspondiente es de
dimensión finita), y los únicos puntos de acumulación posibles de los eigenvalores de
H son λ = 0 y λ = ±∞.

Nota 4.31 (a) Las condiciones (C3) y (C6) fueron requeridas para cumplirse sobre
todas las φ ∈ C∞

00(R). La elección de esta clase particular de funciones fue hecha
simplemente por razones de conveniencia y porque es una clase adecuada para las
aplicaciones que nos interesan, a saber los operadores de Schrödinger. En vista
del comentario 3.28, la demostración de la completitud asintótica se obtiene si se
requiere que (C3) y (C6) se cumplan sólo para todas las φ ∈ C∞

0 (R \Γ), donde Γ
es un conjunto numerable cerrado. Bajo estas hipótesis más débiles, la conclusión
de la proposición 4.30 se hace un poco diferente: Cada valor propio λ /∈ Γ de H es
de multiplicidad finita, y los únicos posibles puntos de acumulación de los valores
propios de H son los puntos λ ∈ Γ y ±∞.

(b) Ahora comentaremos brevemente sobre la condición (C6), suponiendo que J± = I.
Esta condición se lee entonces φ(H)(I − E) ∈ B∞ para todos las φ ∈ C∞

00(R) o
para todas φ ∈ C∞

0 (R\Γ). Supongamos también que la proyección E es la máxima
admisible, digamos E = Ec(H0). (C6) entonces se convierte la condición de que
φ(H0)Ep(H0) ∈ B∞ para todas las φ en una de las clases indicadas anteriormente.
Esta condición requiere que φ(λ) = 0 en cada λ que es un valor propio de H0

de multiplicidad infinita aśı como también en cada una de las λ que son puntos
de acumulación de los valores propios de H0. Debido a que Γ debe ser numerable
y cerrado, ésto muestra que H0 no puede ser arbitrario (por ejemplo, se exluyen
todos los operadores H0 que tienen un conjunto denso de valores propios en algún
intervalo ∆).
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(c) También es posible demostrar que las hipótesis de la proposición 4.29 (a) jun-
to con la suposición adicional de que R(E) ⊂ Hac(H0), implican que Hc(H) =
Hac(H), por lo tanto H no tiene espectro singularmente continuo. La condición
R(E) ⊂ Hac(H0) se satisface siempre que H0 mismo no tenga espectro singu-
larmente continuo, i.e. cuando H = Hp(H0) ⊕ Hac(H0). En particular esto es
cierto para el Hamiltoniano libre de Schrödinger (2.40), para el cual se tiene que
H = Hac(H0) por la proposición 3.35.

4.4. Completitud asintótica para los operadores de

Schrödinger

Ahora aplicamos los resultados abstractos de la sección precedente a los operadores
de Schrödinger con potenciales de rango corto. Primero definimos la clase de potenciales
que consideraremos, luego verificamos las condiciones (C1)-(C8), y por último estable-
cemos algunos resultados sobre la completitud asintótica. En esta sección tenemos que
H = L2(Rn).

Definición 4.32 Sea Γ un conjunto cerrado y acotado de medida de Lebesgue cero en
Rn, y sea κ > 0. Entonces una función medible v : Rn → R se dice de clase υΓ,κ, si
puede ser escrita en la forma v(x̄) = w(x̄)(1 + |(x̄)|)−κ con w ∈ υΓ (ver la definición
2.78).

Habrá diferencias esenciales entre los casos Γ = ∅ y Γ 6= ∅ y entre los casos κ > 1 y
κ ≤ 1. Cuando Γ = ∅, las singularidades locales de v (si las hay) deben estar en Lp(Rn),
mientras que en el caso Γ 6= ∅ estas singularidades pueden ser muy fuertes. Hablaremos,
por lo tanto, de potenciales débilmente singulares y fuertemente singulares. Cuando
κ > 1, la función |w1(x̄)(1 + |x̄|)|−κ tiende a cero en el infinito más rápido que el
potencial de Coulomb VC = γ|x|−1. Se habla entonces de potenciales de rango corto.
Si κ ≤ 1 y |w1(x̄)| ≥ c > 0 en una vecindad del infinito, el decrecimiento no es más
rápido que |x̄|−1. Tales potenciales se llaman potenciales de rango largo.

El Hamiltoniano libre es H0 = P̄ 2, y el Hamiltoniano total H se define como en
el caṕıtulo 2. Todos los resultados del caṕıtulo 2 pueden aplicarse aqúı debido a que
υΓ,κ ⊂ υΓ. Cuando Γ = ∅, H0 + V es autoadjunto en D(H0). Por otra parte, cuando

Γ 6= ∅, H será una extensión autoadjunta arbitraria del operador minimal Ĥ dado en
(2.50).

Ahora definamos los operadores E y J±. La proyección E será tomada como el op-
erador de identidad I. Esto es admisible debido a que H0 tiene exclusivamente espectro
absolutamente continuo, asi que R(E) = H = Hac(H0). Con esta elección de E, la
condición (C6) se satisface de manera trivial.

Cuando Γ = ∅, también hacemos J± = I. (C7) y (C8) se cumplen trivialmente.
Cuando Γ 6= ∅, escogemos un número positivo M tal que Γ está contenido en el interior
de la bola BM = {x̄ ∈ Rn||x̄| ≤ M}, y tomamos J+ = J− = j(Q) como el operador de
multiplicación por una función real j ∈ C∞(Rn) tal que j(x̄) = 0 para |x̄| ≤ M + 1 y
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j(x̄) = 1 para |x̄| ≥ M +2. En este caso puede pasar que (C7) no se satisfaga, un punto
que se discutirá más adelante. (C8) sin embargo se satisface también en este caso; de
hecho uno tiene que I − j(Q) = [I − j(Q̄)]FM+2, de donde, para cada f ∈ H:

‖[I − j(Q̄)]U0
t f‖ ≤ (1 + ‖j‖∞)‖FM+2U

0
t f‖.

Esta última tiende a cero cuando t → ±∞ por el ejemplo 4.6, lo que demuestra
(C8).

Observe que los operadores J = j(Q̄) ”corta” aquella parte del espacio de configu-
ración donde el potencial v puede ser fuertemente singular. También remarcamos que,
en el caso Γ 6= ∅, el potencial de corte v(x̄)j(x̄) pertenece a υ∅,κ:

v ∈ υΓ,κ, Γ 6= ∅ ⇒ vj ∈ υ∅,κ. (4.57)

La condición (C5) es trivial tanto para Γ = ∅ y Γ 6= ∅. Después verificaremos (C4).
Observe que Y +

z = Y −
z =: Yz.

Lema 4.33 Suponga que v ∈ υΓ,κ. Entonces Yz ∈ B∞.

Ahora prestamos atención a las condiciones (C1)-(C3) restantes las cuales involu-
cran los operadores D±. Ligeramente hablando, D± será como sigue: D+ selecciona
aquella parte de un vector f en la cuál la componente de velocidad a largo de la direc-
ción del vector de posición de la part́ıcula es positiva, mientras D− selecciona aquella
parte de f en la cuál esta componente es negativa. Se puede demostrar que, para cada
φ ∈ C∞

00(R),

‖(I + |Q̄|)−κφ(H0)U
0
t D±‖ ≤ c(φ, κ)(1 + |t|)−κ para t ≷ 0. (4.58)

Aśı, la norma en el lado izquierdo de la ecuación (4.58) es una función integrable
de t sobre [0,±∞) siempre que κ > 1, la cual permite obtener (C3) para potenciales
que decrecen más rápidamente que |x̄|−1 en el infinito.

Damos una definición precisa de los operadores D± en la mecánica cuántica. Existen
varias maneras de obtener una análogo mecánico cuántico de la condición x̄ · v̄ > 0.
Para este efecto, es conveniente usar el siguiente operador:

A0 =
1

2

(
P̄

P̄ 2
· Q̄ + Q̄ · P̄

P̄ 2

)
, (4.59)

con dominio D(A0) = C̃∞
0 (Rn \ {0}), el conjunto de todas las funciones de Rn a C

cuyas tranformadas de Fourier son infinitamente diferenciables, de soporte acotado y
se anulan en alguna vecindad de k̄ = 0. A0 es simétrico en este dominio (sin embargo
no tiene extensiones autoadjuntas). Más aún, como Q̄ = i∇ en L̃2(Rn), vemos que A0

deja a D(A0) invariante, de tal manera que D(A0) = D(An
0 ) para cada n ≥ 1.

En cálculos anteriores y venideros, es útil tener a nuestra disposición la siguiente
relación de conmutación: Si ψ, f ∈ S(Rn), entonces
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Qmψ(P̄ )f = ψ(P̄ )Qmf + i
∂ψ

∂km

(P̄ )f. (4.60)

La ecuación (4.60) se obtiene escribiendo Qm = i∂/∂km en las variables de momento
y usando la regla de derivación de un producto.

En este momento estableceremos algunas relaciones que involucran a A0. Para tal
efecto es útil introducir coordenadas esféricas polares (k, ω̄) en el espacio de momentos.
k ∈ (0,∞) se define como k = |k̄|, mientras que ω̄ = k̄/k es un vector en la esfera
unitaria Sn−1 de Rn : Sn−1 := {k̄ ∈ Rn||k̄| = 1}. En lugar de k usaremos la variable
λ = k2. (λ se llama la enerǵıa cinética asociada con el vector de onda k̄). Usando las
relaciones Q̄ = i∇̄k, ∂k/∂km = km/k y k∂/∂k =

∑n
m=1 km∂/∂km, tenemos que para

f ∈ D(A0):

(FA0f) (k̄) =
i

2

n∑
m=1

[
km

k2

∂

∂km

f̃(k̄) +
∂

∂km

{
km

k2
f̃(k̄)

}]

=
i

2

n∑
m=1

[
2
km

k2

∂

∂km

f̃(k̄) +
k2 − 2k2

m

k4
f̃(k̄)

]

= i

(
1

k

∂

∂k
+

n− 2

2k2

)
f̃(kω̄). (4.61)

En particular tenemos

A0 =
(
P̄ 2

)−1
[
P̄ · Q̄ + i

i(n− 2)

2

]
. (4.62)

De la misma manera se puede obtener una expresión para An
0 teniendo todos los

operadores de momento a la izquierda de los operadores de posición:

Al
0 =

(
P̄ 2

)−l

(
α

(l)
0 +

l∑

k=1

α
(l)
k

n∑
m1···mk=1

Pm1 · · ·Pmk
Qm1 · · ·Qmk

)
, (4.63)

donde α
(l)
0 (k = 0, . . . , l) son constantes que dependen de n. Para l=1, (4.63) es idéntica

con (4.62), y para l general puede deducirse fácilmente a partir de (4.62) por inducción,
por medio de un cálculo similar al de (4.61).

La expresión (4.61) para A0 se hace aún más simple si transformamos el espacio de
Hilbert H = L2(Rn) por medio de una transformación unitaria U0 sobre el espacio de
Hilbert K = L2((0,∞), L2(Sn−1)). Esta transformación U0 también será importante
más adelante. Primero damos las definiciones relevantes. L2(Sn−1) es el conjunto de
todas las funciones medibles cuadrado integrables de la esfera unitaria Sn−1 a C, con
respecto a la medida de Lebesgue en Sn−1. Denotamos esta medida por dω, el producto
escalar en L2(Sn−1) por (·, ·)0 y la norma en este espacio por ‖ · ‖0.
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L2((0,∞), L2(Sn−1)) es el conjunto de todas las funciones medibles definidas en
(0,∞) con valores en el espacio de Hilbert L2(Sn−1), cuyas L2(Sn−1) normas son cuadra-
do integrables con respecto a la medida de Lebesgue dλ en (0,∞). Denotamos el valor
de tal función g en el punto λ ∈ (0,∞) por gλ. Aśı gλ es un vector en L2(Sn−1), i.e.
una función cuadrado integrable gλ(ω̄) de las variables ω̄ ∈ Sn−1, y

∫∞
0

dλ‖gλ‖0 < ∞.
El producto escalar entre f = {fλ} y g = {gλ} en L2((0,∞), L2(Sn−1)) es

(f, g) =

∫ ∞

0

(fλ, gλ)0dλ =

∫ ∞

0

dλ

∫

Sn−1

dωfλ(ω̄)gλ(ω̄). (4.64)

Definamos ahora, para f ∈ L2(Rn):

(U0f)λ(ω̄) = 2−1/2λ(n−2)/4f̃(λ1/2ω̄). (4.65)

Usando el hecho de que dnk = kn−1dkdω = 1
2
λ(n−2)/2dλdω vemos que

∫ ∞

0

dλ‖(U0f)λ‖2
0 =

1

2

∫ ∞

0

λ(n−2)/2dλ

∫

Sn−1

dω|f̃(λ1/2w̄)|2

=

∫ n

R
dnk|f̃(k̄)|2 = ‖f‖2.

Aśı U0 es un operador isométrico de L2(Rn) a L2((0,∞), L2(Sn−1)). De hecho U0 es
sobre, en consecuencia unitario, debido a que su inversa es como sigue: Si g = {gλ} ∈
L2((0,∞), L2(Sn−1)), entonces

[
FU−1

0 g
]
(k̄) = 21/2k(2−n)/2gk̄2(w̄).

También mostramos la siguiente relación que corresponde al lema 5.3:

[U0φ(H0)f ]λ = φ(λ)(U0f)λ. (4.66)

Esto significa que la transformación unitaria U0 diagonaliza el operador H0 = P̄ 2.
Se dice que es la transformación espectral de H0.

Calculemos U0A0U
−1
0 , usando (4.61) y k−1∂/∂k = 2∂/∂λ. Si g está dada como

arriba tal que U−1
0 g ∈ D(A0), obtenemos

(U0A0U
−1
0 g)λ = iλ(n−2)/4

[
2

∂

∂λ
+

n− 2

2λ

]
λ−(n−2)/4gλ = 2i

∂

∂λ
gλ,

En consecuencia, formalmente

U0A0U
−1
0 = 2i

∂

∂λ
. (4.67)

Es más conveniente ahora ver a L2((0,∞), L2(Sn−1)) como un subespacio de L2(R,
L2(Sn−1)) y aplica la transformada inversa de Fourier en este último espacio respecto
a la variable λ. Aśı, definimos, para z ∈ R:

[
F−1

1 {fλ}
]
z
(ω̄) ≡ f̂z(ω̄) = (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
eiλzfλ(ω̄)dλ.
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Esto transforma i∂/∂λ en multiplicación por z : Si g = {gλ}, entonces

(
F−1

1 U0A0U
−1
0 F1g

)
z

= 2zĝz.

Los operadores D+ y D− debeŕıa ahora seleccionar las z componentes positivas
y negativas de ĝz respectivamente. Aśı, definimos dos proyecciones F̂± en la z repre-
sentación de L2(R, L2(Sn−1)) por

(F̂+g)z = χ(0,∞)(z)ĝz, (F̂−g)z = χ(−∞,0)(z)ĝz.

Claramente F̂+ + F̂− = I. Sin embargo, si g = {ĝz} es la imagen bajo F−1
1 de

un vector en L2(R, L2(Sn−1)) (i.e. que tengan λ soporte en (0,∞)), entonces F̂±g
no tendrá esta propiedad. En otras palabras, F± ≡ F1F̂±F−1

1 no conmutan con la
proyección E+ de L2(R, L2(Sn−1)) en L2((0,∞), L2(Sn−1)). Para obtener los operadores
D± que actúen en L2((0,∞), L2(Sn−1)) (en la variable λ), debemos proyectar de vuelta
hacia L2((0,∞), L2(Sn−1)). Tomemos aśı, en L2(Rn):

D± = U−1
0 E+F1F̂±F−1

1 U0. (4.68)

Como F̂+ + F̂− = I, D+ + D− es el operador de identidad en L2(Rn). D± son
autoadjuntos y están en B(H). De hecho ‖D±‖ ≤ 1, ya que D± son productos de
operadores unitarios y de proyecciones. Además D± satisfacen la desigualdad (4.58);
sin embargo, se enuncia un resultado más débil:

Lema 4.34 Sea κ > 0. Entonces, para cada κ′ ∈ [0, κ) y cada φ ∈ C∞
00(R) :

‖(I + |Q̄|)−κφ(H0)U
0
t D+‖ ≤ c(φ, κ, κ′)t−κ′ ∀t ≥ 1 (4.69)

y

‖(I + |Q̄|)−κφ(H0)U
0
t D−‖ ≤ c(φ, κ, κ′)t−κ′ ∀t ≤ −1. (4.70)

Discutiremos ahora (C2) y (C3), usando el lema 4.34. (C2) involucra sólo el Hamil-
taniano libre y puede obtenerse como sigue: Sea f ∈ D(I + |Q|), i.e. f = D(I + |Q|)−1g
para algún g ∈ H, y sea φ ∈ C∞

00(R). Entonces, debido a que U0∗
t = U0

−t:

‖D−U0
t φ(H0)f‖ ≤ ‖D−U0

t φ(H0)(I + |Q|)−1‖‖g‖ (4.71)

= ‖(I + |Q|)−1φ(H0)U
0
−tD−‖‖g‖,

la cual converge a cero cuando t → +∞ (i.e. −t → −∞) por (4.70). Como D(I + |Q|)
es denso en H, (4.72) muestra que s− ĺım D−U0

t h = 0 cuando t → +∞ para todos los
h en el subconjunto total {φ(H0)D(I + |Q|)|φ ∈ C∞

00(R)}, ver la proposición 3.27. Por
lo tanto, s− ĺım D−U0

t = 0 cuando t → +∞. Esto demuestra (C2).
Respecto a (C3), debemos suponer que v ∈ υΓ,κ con κ > 1. Sabemos que Yz =

Bz(I + |Q|)−κR0
z, donde Bz es un operador en B(H) ([7]). Si φ ∈ C∞

00(R), definimos ψ
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por ψ(λ) = (λ− z)−1φ(λ) y observe que ψ ∈ C∞
00(R) también. Consecuentemente, por

(4.69),

‖Yzφ(H0)U
0
t D+‖ ≤ ‖Bz‖‖(I + |Q|)−κψ(H0)U

0
t D+‖

≤ c(ψ, κ, κ′)‖Bz‖(1 + t)−κ′ ∀t ≥ 0.

Como κ > 1, podemos tomar κ′ > 1, la cual muestra que ‖Yzφ(H0)U
0
t D+‖ es

integrable en [0, +∞). Esto demuestra (C3).
Resumiremos los resultados obtenidos hasta el momento, usando las proposiciones

4.29 y 4.30.

Proposición 4.35 Suponga que v ∈ υ∅,κ para alguna κ > 1, i.e. v(x̄) = [w1(x) + w2(x)]
(1 + |x̄|)−κ con w1 ∈ L∞(Rn) y w2 ∈ Lp(Rn), p ≥ 2, p > ν/2. Sea H = H0 + V . En-
tonces los operadores de onda Ω± = s − ĺım U∗

t U0
t cuando t → ±∞ existen y son

completos en el sentido que

R(Ω±) = Hp(H)⊥ = Hac(H) = M±
∞(H). (4.72)

El operador H no tiene espectro singularmente continuo, cada valor propio distinto de
cero de H es de multiplicada finita y los únicos puntos de acumulación de estos valores
propios son λ = 0 y λ = ±∞ (ver también el comentario 4.37).

Proposición 4.36 (a) Sea Γ un conjunto cerrado y acotado de medida cero en Rn.
Suponga que v ∈ υΓ,κ para algún κ > 1. Sea H una extensión arbitraria autoadjun-

ta del operador minimal Ĥ dado en (2.50), y Ut el grupo de evolución asociado.
Entonces los operadores de onda Ω± = s− ĺım U∗

t U0
t cuando t → ±∞ existen.

(b) Suponga que además, que para cada f ∈ Hc(H),

ĺım
T→∞

1

T

∫ ±T

0

‖FrUtf‖2dt = 0, (4.73)

donde r es tal que Γ está contenido en el interior de la bola Br = {x̄ ∈ Rn||x̄| ≤
r}. Entonces Ω± son completos, i.e. se tiene (4.72). En particual H no tiene
espectro singularmente continuo.

Nota 4.37 (a) Bajo las suposiciones de la proposición 4.35 es posible para mostrar
usando diferentes métodos que los valores propios de H forman un conjunto aco-
tado, en consecuencia se pueden acumular a lo más en λ = 0; para los valores
propios negativos, este resultado se sigue de las proposiciones 2.66 y 2.71.

(b) La proposición 4.36 (a) muestra que las singularidades locales del potencial no
tienen influencia sobre la existencia de los operadores de onda Ω±. Su compor-
tamiento en el infinito sin embargo es crucial. La demostración de existencia
falla cuando κ ≤ 1, debido a que no se puede verificar (C3). De hecho se sabe
que {U∗

t U0
t } no es fuertemente convergente para los potenciales de Coulomb y
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otros potenciales de rango largo [16]. Sin embargo, se tiene que los operadores de
onda W = s− ĺım U∗

t J±U0
t cuando t → ±∞ para operadores J± (dependiendo del

potencial) [37], [40] y [22]. La completitud de tales operadores de onda también
ha sido demostrada en [22], por métodos distintos a los utilizados aqúı.

(c) Cuando nos interesamos en la completitud de Ω±, se ve de las proposiciones 4.36
(b) (y también de la discusión al final de la sección 4.1) que ésta depende de las
singularidades locales de v. Si v es débilmente singular, Ω± son siempre comple-
tos. Si v tiene fuertes singularidades locales, entonces una condición suficiente y
necesaria para la completitud es (4.73), indicando que todos los vectores en Hc(H)
desaparecen en el promedio temporal en una bola que contiene todos los puntos
de singularidad fuerte de v en su interior. Si se elimina la hipótesis (4.73), se
pueden demostrar algunas formas de completess asintótica generalizada. Digamos
que se tiene completitud asintótica generalizada en el promedio aśı como también
completitud asintótica en el sentido geométrico a tiempos positivos y negativos.

Proposición 4.38 Bajo las hipótesis de la proposición 4.36 (a), se tiene que (4.43) y
(4.41), i.e.

Hc(H) = R(Ω+)⊕ M̄+
Γ (H) = R(Ω−)⊕ M̄−

Γ (H) (4.74)

y
M̄±

Γ (H) ⊂ M±
0 (H). (4.75)

También se tiene que

H = M+
∞(H)⊕M+

0 (H) = M−
∞(H)⊕M−

0 (H). (4.76)

Usando el teorema espectral, se puede demostrar más [6]

Hw(H) = R(Ω+)⊕M+
Γ (H) = R(Ω−)⊕M−

Γ (H)

y
Hsc(H) ⊂ M0(H). (4.77)

(4.77) se sigue de la proposición 4.38 debido a que Hsc ⊂ R(Ω+)⊥ ∩R(Ω−)⊥.

4.5. Potenciales de rango largo

La familia {eiHte−iK0t} no tiene ĺımites fuertes cuando t → ±∞ si H = K0 +V y V
es un potencial de Coulomb u otro potencial de rango largo. Esta sección está dedicada
a enunciar la existencia de los operadores de onda generalizados para la dispersión de
operadores de rango largo aśı como también la no existencia de los operadores de onda
ordinarios.

El problema de dispersión por un potencial de Coulomb Vc(x̄) = γ|x̄|−1 es de gran
interes en f́ısica atómica y nuclear. La ecuación de Scrödinger independiente del tiempo
se ha podido resolver de manera exacta en términos de funciones especiales desde los
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primeros d́ıas de la mecánica cuántica. Las funciones propias de Coulomb ψc
k(x̄), las

cuales son las soluciones de la ecuación (4 − V (x̄) + λ)ψ(x̄) = 0 para λ = k2 > 0.
La parte dominante de la solución aśı como la onda esférica dispersada tiene una
distorsión logaritmica en sus fases (Amrein [5]). El plano distorsionado de la onda
exp[ik̄ · x̄ + iγk−1 log(kr − k̄ · x̄)] no es una función propia de K0 correspondiente
al punto espectral λ = k2. Uno por lo tanto espera que también en el formalismo
dependiente del tiempo la evolución total exp(−iHct) con Hc = K0 + Vc no parezca
como la evolución libre exp(−iK0t) cuando t → ±∞, sino más bien alguna distorsión
de la evolución libre.

Para una teoŕıa satisfactoria se formula la condición asintótica en términos de ob-
servables y encuentra que bajo suposiciones adecuadas esto implica la existencia de
una familia de operadores unitarios {Yt}, los cuales son las funciones de K0 o de P̄ tal
que

s− ĺım V ∗
t Yt ≡ Ω± existe cuando t → ±∞. (4.78)

Rećıprocamente, si existe tal familia {Yt} que satisface (4.78), es fácil verificar que
V ∗

t AVtf converge fuertemente a Ω±AΩ∗
± cuando t → ∞ para cada A ∈ B(H) que

conmuta con K0 o con P̄ respectivamente y para toda f en el rango de Ω±. {Yt}
representa la distorsión anteriormente mencionada de la evolución libre, y Ω± son los
operadores de onda generalizados. A continuación se da un método formal para llegar
al candidato para {Yt}.

La convergencia de V ∗
t Yt se muestra al demostrar que

∫ ±∞
±a

‖d/dtV ∗
t Ytf‖dt < ∞

para todos los vectores f en un conjunto fundamental. Al escribir Yt = Ut exp(−iXt) y
Xt ≡ Xt(P̄ ), se tiene

‖d/dtV ∗
t Ytf‖ = ‖(V − d/dtXt)Ytf‖ = ‖(U∗

t V Ut − d/dtXt) exp(−iXt)f‖, (4.79)

debido a que Ut conmuta con d/dtXt(P̄ ). De las definiciones de los operadores unitarios
Ct y Qt ([5] pag. 529) se tiene que Ut = CtQt, se sigue que si φ ∈ L∞(R3) o φ ∈ L2(R3),
entonces

C∗
t φ(Q̄)Ct = φ(2tP̄ ), U∗

t φ(Q̄)Ut = Q∗
t φ(2tP̄ )Qt. (4.80)

Se sabe que Qt y Q∗
t convergen fuertemente a I cuando t → ±∞. Por lo tanto, por

(4.80), U∗
t V (Q̄)Ut − V (2tP̄ ) convergerá fuertemente a cero bajo hipótesis adecuadas

sobre V. Aśı si
d/dtXt(P̄ ) = V (2tP̄ ), (4.81)

encontramos de (4.79) que ‖d/dtV ∗
t Ytf‖ converge a cero cuando t → ±∞ e incluso

puede ser integrable en el infinito. Como se acaba de ver, Xt que satisface (4.81)
da un buen candidato para Yt para potenciales que se comportan como |x̄|−β en el
infinito. con 1/2 < β ≤ 1. En particular para un potencial de Coulomb, resulta Xt =
1
2
γ(sign t)K

− 1
2

0 log |t|. Este operador fue introducido por Dollard para demostrar la
existencia de los operadores de onda de Coulomb generalizados.

Es claro que para potenciales esféricamente simétricos, {Xt} y {Yt} son funciones de
K0 y en consecuencia conmuta con todas las constantes del movimiento libre, mientras
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que en general {Xt} son funciones de P̄ , y {Yt} conmutan con todos los operadores
acotados que conmutan P̄ . Para potenciales de rango corto, i.e. β > 1, vemos a partir
de (4.81) que Xt converge a cero cuando t → ±∞, demostrando que el comportamiento
asintótico de Vt en tal caso está dado por Ut como se espera.

Supondremos que el potencial V puede escribirse como una suma de dos partes
reales VS y VL, i.e.

V = VS + VL, con (1 + |x|2)VS ∈ L2(R3) (4.82)

y VL es cuatro veces continua diferenciable y satisface

|DmVL(x̄)| ≤ c(1 + |x̄|)−|m|−α para algúna α con 0 < α < 1

y 0 ≤ |m| ≤ 4. (4.83)

Se usa la notación multíındice para las derivadas con m = (m1,m2,m3), |m| = m1 +
m2 + m3 y Dmf(x̄) = (∂m1/∂xm1

1 )(∂m2/∂xm2
2 )(∂m3/∂xm3

3 )f(x̄), donde m1,m2,m3 son
enteros no negativos.

Claramente VL definida anteriormente es un operador acotado y como (4.82) implica
que VS ∈ L2(R3), VS is K0-compacto, por la proposición 8.7 de [5], H0 = K0 + V ≡
K0 + VS + VL es autoadjunto con D(H) = D(K0).

Podemos considerar (4.81) como una ecuación para la función Xt(k̄) e integrarla
para obtener Xt(k̄)−X0(x̄) =

∫ t

0
VL(2sk̄)ds, donde X0(k̄) es la constante de integración

y sólo hemos usado la parte de rango largo de la interación, llamémosla VL, en (4.81).
En la expresión Yt = Ut exp(−iXt), la constante de integración X0 solamente multiplica
por un operador independiente del tiempo y no tiene influencia sobre el problema de
convergencia de (4.78). Por lo tanto, eliminamos X0 y escribimos

Xt(k̄) =

∫ t

0

VL(2sk̄)ds. (4.84)

Tal ambigüedad es una caracteŕıstica general de los operadores de onda generalizados.
Ahora enunciaremos (la demostración se encuentra en Amrein [5]) el teorema prin-

cipal: la existencia de los operadores de onda generalizados como ĺımites fuertes (4.78).
Para esto establecemos Yt ≡ Ut exp(−iXt) con Xt definido por (4.84).

Proposición 4.39 (a) Suponga (4.82) y (4.83) con 1
2

< α < 1. Los ĺımites fuertes
(4.78) existen y definen dos isometŕıas Ω±. (b) Ω± intercala H y K0, i.e. HΩ± = Ω±K0.

Nota 4.40 Para el potencial de Coulomb podemos escoger cualquier α con 1
2

< α < 1
en las cotas de (4.83) y en consecuencia los resultados de la proposición 4.39 son válidos
en este caso.

Concluimos que para V (x̄) = γ|x̄|−β(1
2

< β ≤ 1), los operadores de onda generaliza-
dos existen y tienen la propiedad usual de entrelazamiento. Ahora para un subconjunto
de estos potenciales enunciamos que los operadores ordinarios de onda no existen, i.e.
{V ∗

t Ut} no tienen los ĺımites fuertes cuando t → ±∞.
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Proposición 4.41 Sea V (x̄) = γ|x̄|−β. Entonces (a) si 0 < β ≤ 1, {exp(iXt)} con-
verge débilmente a cero cuando t → ±∞, (b) si 3/4 < β ≤ 1, {V ∗

t Ut} converge débil-
mente a cero pero no tiene ĺımites fuertes cuando t → ±∞.

Discutimos brevemente otros trabajos en teoŕıa de la dispersión para potenciales
de rango largo. La existencia de los operadores de onda generalizados primero fue
demostrada para el potencial de Coulomb por Dollard [16]. El método para construir
Xt presentado en esta sección falla para 0 < α ≤ 1/2. En tal caso, uno tiene que
reemplazar (4.81) por la ecuación más general:

dXt/dt = V (2tP̄ + ∇̄Xt(P̄ )). (4.85)

Para obtener Xt a partir de (4.85) se puede intentar resolver esta ecuación no lin-
eal, lo cuál fue hecho por Hörmander, [30] o un esquema de interacción seguido por
Buslaev y Matveev [14], y Alshom [4]. El esquema de interacción es como sigue:

X
(0)
t = 0, X

(m)
t (k̄) =

∫ t

0
V (2sk̄ + ∇̄X

(m−1)
s (k̄))ds. Entonces se usa la solución Xt de

(4.85) o alguna X
(m)
t para demostrar la existencia de los operadores de onda general-

izados.
El operador exp(−iXt) a veces es llamado una transformación de ”vestido” depen-

diente del tiempo. Existen construcciones de operadores de onda generalizados usando
transformaciones de ”vestido”independientes del tiempo. Esto fue introducido por Mul-
herin y Zinnes para el potencial de Coulomb.

La completitud asintótica de la teoŕıa para el potencial de Coulomb fue demostrada
por Dollard [16] usando una expansion en funciones propias.



Caṕıtulo 5

Teoŕıa de la dispersión

Como ya se mencióno en la introducción, la teoŕıa de dispersión es la descripción
matemática del siguiente tipo de experimento f́ısico: Un haz de part́ıculas con unas
condiciones iniciales bien definidas se hace colisionar con un blanco fijo, y se observa
la distribución angular aśı como también otras propiedades f́ısicas de las part́ıculas
dispersas después de la colisión.

Usando los operadores de onda, se pueden predecir los resultados de dichos exper-
imentos si se supone que la interacción entre los constituyentes del haz y aquellos del
blanco son conocidos. Para tal efecto, se divide el problema en dos partes observando
que tanto el haz como el blanco están hechos de un gran número de part́ıculas idénticas
o átomos.

i) Se describe la dispersión de una sóla part́ıcula del haz por medio de un sólo centro
de dispersión (i.e. Un único constituyente o átomo del blanco). En el caso más
simple éste es un problema de dos cuerpos; en situaciones un poco más complejas,
cuando los constituyentes del haz o del blanco son sistemas compuestos tales como
átomos, se tiene un problema de N cuerpos, donde N es pequeño (por ejemplo,
en una dispersión protón a protón se tiene que N=2, en una dispersión protón a
deuteron se tiene que N=3, ya que el deuteron está compuesto de un protón y
un neutrón).

ii) Tomando en cuenta las propiedades del haz y del blanco, se trata la situación
real -la cuál involucra un número muy grande de part́ıculas- por medio de los
resultados de i) y un método estad́ıstico apropiado.

Para el caso N=2 en i) si la interacción entre dos part́ıculas es invariante bajo
simultáneas traslaciones de ambas part́ıculas, es fácil reducir el problema en uno de
dispersión de una sóla part́ıcula sobre un potencial. Esto nos permite usar los resultados
sobre los operadores de Schrödinger obtenidos en los caṕıtulos anteriores.

El problema i) se trata en la sección 5.1 donde introducimos el operador de disper-
sión y se deducen algunas de sus propiedades.

Para el desarrollo de este caṕıtulo se ha tomado parte del contenido del caṕıtulo 6
de Amrein [7].
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5.1. El operador de dispersión y la matriz S

Sean {Ut} y {U0
t } dos grupos de evolución, E± dos proyecciones que conmutan

con cada U0
t y J± ∈ B(H). Supongamos que los operadores de onda W± = s −

ĺım U∗
t J±U0

t E± cuando t → ±∞ existen, se puede definir un operador lineal S, lla-
mado el operador de dispersión, como sigue:

S := W ∗
+W−, D(S) = H. (5.1)

Primero estableceremos algunas propiedades matemáticas de este operador y luego
comentaremos sobre su interpretación en la teoŕıa de dispersión.

Proposición 5.1 (a) SU0
t = U0

t S ∀t ∈ R.

(b) If f ∈ D(H0), entonces Sf ∈ D(H0) and H0Sf = SH0f .

La proposición 5.1 expresa el hecho de que el operador S no mezcla diferentes
valores espectrales del Hamiltoniano libre H0. Si H0 tiene espectro puramente puntual,
entonces esto significaŕıa -como en el lema 3.7- que S transforma cada subespacio
propio de H0 en śı mismo. Ahora la dispersión está asociada con el espectro continuo,
y en este caso existe una generalización del concepto de ”dejar cada subespacio propio
invariante”, llamado descomponibilidad. Explicaremos esto para el caso H0 = P̄ 2 en
L2(Rn), debido a que este operador puede diagonalizarse expĺıcitamente. Resultados
similares pueden demostrarse en un nivel más abstracto para un operador autoadjunto
H0 (ver [5], caṕıtulos 5-7).

La transformación espectral U0 que diagonaliza H0 = P̄ 2 ha sido definido en la
sección 4.4. Es un operador unitario de L2(Rn) sobre G := L2((0,∞), H0) dado por
(4.65), donde H0 := L2(Sn−1) es el espacio de Hilbert de todas las funciones cuadrado
integrables definidas sobre la esfera unitaria Sn−1 de Rn. El operador lineal A que
actúa en G se dice descomponible si tiene la siguiente forma: para cada λ > 0 existe
un operador A(λ) ∈ B(H0) tal que

D(A) = {f |
∫
‖A(λ)fλ‖2

0dλ < ∞} (5.2)

y
(Af)λ = A(λ)fλ. (5.3)

Aśı, después de diagonalizar H0, un operador descomponible A puede descompon-
erse en una familia {A(λ)} de operadores cada uno de los cuales actúa en H0, de tal
manera que distintos valores espectrales de H0 no se mezclan entre śı. (La familia de
operadores {A(λ)} también debe tener la propiedad de ser medible, i.e. ∀f, g ∈ H0 la
función λ 7→ (f, A(λ)g) debe ser Lebesgue medible.)

Si A es descomponible en G, escribiremos A = {A(λ)}, y denotamos por ‖A(λ)‖0

la norma del operador A(λ). Establecemos, a continuación, algunos resultados simples
sobre los operadores descomponibles.
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Proposición 5.2 (a) Sea A descomponible. Entonces A es acotado con D(A) = G
si y sólo si ‖A(λ)‖0 es una función esencialmente acotada de λ, y

‖A‖ = ess sup
λ>0

‖A(λ)‖0. (5.4)

(b) Si A = {A(λ)} y B = {B(λ)} son descomponibles y están en B(G), entonces
A + αB, AB y A∗ son también descomponibles y están dados por

A + αB = {A(λ) + αB(λ)}, (5.5)

AB = {A(λ)B(λ)}, (5.6)

A∗ = {A(λ)∗}. (5.7)

Una clase especial de operadores descomponibles son los operadores diagonalizables
los cuales tienen la forma A = {φ(λ)I0}, donde φ es una función de (0,∞) hacia C e I0

denota el operador de identidad en H0. En este caso A es el operador de multiplicación
por φ(λ) en L2((0,∞),H0). Es natural llamar a este operador φ(H0), ya que H0 es
justamente multiplicación por λ. Por supuesto esta definición de φ(H0) es equivalente
a aquella dada en la sección 3.2 si φ pertenece a la clase de funciones ah́ı consideradas.
En efecto tenemos:

Lema 5.3 (a) El operador U0U
0
t U−1

0 es diagonalizable y está dado por U0U
0
t U−1

0 =
{e(−iλt)I0}.

(b) Suponga que φ es la transformada inversa de Fourier de una función φ̃ ∈ L1(R), y
sea φ(H0) definido por (3.18). Entonces U0φ(H0)U

−1
0 es diagonalizable y está dado

por U0φ(H0)U
−1
0 = {φ(λ)I0}.

Del lema 5.3 (a) vemos que cada operador descomponible A conmuta con U0
t :

(U0AU0
t f)λ = A(λ)

[
e−iλt(U0f)λ

]
= e−iλt[A(λ)(U0f)λ] = (U0U

0
t Af)λ.

En las siguientes proposiciones se enuncia el rećıproco de esto:

Proposición 5.4 Suponga que B ∈ B(L2(Rn)) es tal que BU0
t = U0

t B para cada
t ∈ R. Entonces U0BU−1

0 es un operador descomponible en G.

Se sigue de las proposiciones 5.1 y 5.4 que el operador de dispersión es descom-
ponible: U0SU−1

0 = {S(λ)} que actúa en H0 = L2(Sn−1) se llama la matriz S a enerǵıa
λ.

Es conveniente definir un operador R como:

R := S − I. (5.8)

Claramente R es descomponible, U0RU−1
0 = {R(λ)}, y la matriz R(λ) está dada

por R(λ) = S(λ)− I0.
En muchas situaciones f́ısicas S es un operador unitario. La siguiente proposición

contiene condiciones sobre S para que sea unitario en el caso especial donde J± = I y
E± = I. Resultados similares pueden obtenerse en el caso general.
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Proposición 5.5 Suponga que Ω± = s − ĺım U∗
t U0

t cuando t → ±∞ existe, y sea
S = Ω∗

+Ω−. Entonces

(a) S es isométrico si y sólo si R(Ω−) ⊂ R(Ω+).

(b) S es unitario si y sólo si R(Ω−) = R(Ω+). En particular S es unitario si se tiene
completitud asintótica en el sentido ordinario o en el geométrico.

Finalmente, concentramos nuestra atención sobre la interpretación del operador de
dispersión. Suponemos que J± = I y E± = E±

∞(H0) (cf. el inicio de la sección 4.2). Sea
f un vector en el subespacio M−

∞(H0) y g = Ω−f . Entonces, por (4.22),

‖Utg − U0
t f‖ → 0 cuando t → −∞. (5.9)

Más aún, F+g ∈ R(Ω+), (F± de ha definido en (4.32)) de tal manera que

‖UtF+g − U0
t Ω∗

+g‖ = ‖UtF+g − U0
t Sf‖ → 0 cuando t → +∞. (5.10)

El significado de las dos relaciones precedentes puede ser descrito como sigue. El
vector f ∈ M−

∞(H0) se interpreta como el estado inicial de un evento de dispersión,
dado al tiempo t = 0, g es un estado que evoluciona bajo el grupo de evolución real {Ut}
el cual es indistinguible del estado inicial f, que evoluciona bajo el grupo de evolución
libre {U0

t }, a tiempos negativos muy grandes (antes de que la interacción tenga lugar).
Ahora escribamos g = F+g + (I − F+)g. La parte F+g de g es un estado de dis-

persión en t = +∞, i.e. F+g ∈ M+
∞(H) (ver el corolario 4.16). Además, su evolución

temporal UtF+g se hace indistinguible a tiempos positivos muy grandes de aquel estado
que se obtiene permitiendo que Sf ∈ M+

∞(H0) evolucione bajo el grupo de evolución
libre {U0

t }. Aśı Sf puede ser interpretado como la parte saliente del estado final (dado
también a tiempo t = 0); Esto se dice en el sentido de (5.10): la evolución libre de Sf a
tiempos positivos grandes da la parte saliente de un evento de dispersión iniciado, en
el sentido de (5.9), en el estado f ∈ M−

∞(H0).
La ventaja de esta representación es que se puede describir el estado saliente a

tiempos positivos muy grandes usando el operador de dispersión y el grupo de evolución
libre, el cual, en el caso de Schrödinger, tiene una forma muy simple, contrariamente
al grupo de evolución total.

Hemos escrito g = F+g + (I − F+)g y se ve que F+g describe una parte de g que
será saliente cuando t → +∞. Para interpretar la parte restante (I − F+)g, se tiene
que suponer completitud asintótica en algún modo. Si se tiene completitud asintótica
generalizada, entonces (I −F+)g será un estado absorbido en t = +∞. En este caso la
imagen es como sigue: El evento de dispersión se inicia en el estado f (o mejor dicho
a U0

t f a t << −1). Cuando t → +∞, una parte del estado será absorbida, mientras
que otra parte, dada por U0

t Sf , se propagará hacia el infinito. Esta última parte es
analizada en un experimento de dispersión; en consecuencia esta parte es la que debe
ser utilizada para calcular la sección transversal.

La situación se hace más simple si se supone la completitud asintótica en el sentido
ordinario o en el sentido geométrico. Se ve que R(Ω+) = R(Ω−), de tal manera que
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g = Ω−f ∈ R(Ω+), i.e. F+g = g. En este caso no hay parte absorbida (aunque los
subespacios M̄±

Γ (H) no necesitan ser vaćıos).
Por ejemplo, si M∞(H0)

± = H, entonces en una situación subsecuente, donde
R(Ω+) = R(Ω−), S es unitaria por la proposición 5.5, mientras que la situación anterior
S en general no es unitario. Se ve aśı que la propiedad de ser unitario o no serlo (más
precisamente, ser isométrico o no serlo) de S está relacionada con la posibilidad o
imposibilidad, respectivamente, de absorción en t = +∞ de una parte de los estados
de dispersión en t = −∞ (i.e. de los estados en M−

∞(H)).
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Caṕıtulo 6

Formulación general de la
dispersión multicanal

Este caṕıtulo contiene una descripción de la estructura general y de las propiedades
t́ıpicas de sistemas de dispersión multicanal. Las aplicaciónes de esta teoŕıa a la dis-
persión de N cuepos por potenciales se verá más adelante. La sección 6.1 es una in-
troducción que da los fundamentos f́ısicos de la noción de agrupamiento de part́ıculas
en sistemas de muchas part́ıculas. En la sección 6.2 se formula la condición asintótica
en un sentido abstracto y se muestran las propiedades de los operadores de onda y de
dispersión. En la sección 6.3 introducimos el concepto de canales de dispersión. Ahora
se ha usado el libro de Amrein et. al. [5] caṕıtulo 6 para la redacción de este caṕıtulo.

En este caṕıtulo nos encontraremos con operadores de la forma A = A1⊗ I ⊗ · · · ⊗
I+· · ·+I⊗I⊗· · ·⊗An es un espacio producto tensorial H = H1⊗H2⊗· · ·⊗Hn, donde
cada Ak es autoadjunto en Hk. Puede demostrarse que A es esencialmente autoadjunto
en D(A1)⊗̂ · · · ⊗̂D(An), en consecuencia también en el dominio más grande ∪kD(I ⊗
· · ·⊗Ak⊗· · ·⊗I). Además, si cada Ak es acotado por abajo, entonces el operador suma
es autoadjunto. (Ver caṕıtulo VIII.10 [43]). En nuestras aplicaciones los operadores Ak

son Hamiltonianos de ciertos sistemas f́ısicos.

6.1. Agrupamiento de part́ıculas

Se define un sistema de dispersión simple por la propiedad de que la evolución
temporal de cada estado de dispersión de H puede aproximarse a tiempos negativos y
positivos grandes por estados cuyo evolución temportal está gobernada por un grupo
de evolución sin perturbar. El concepto de sistema simple de dispersión es adecuado
para la descripción de sistemas f́ısicos compuestos de sólo dos subsistemas elementales,
por ejemplo, dos part́ıculas elementales. En tal caso es usual distinguir dos tipos de
estados del sistema, los estados ligados, en los cuales los dos subsistemas permanecen
ligados uno con el otro en todo tiempo, y los estados de dispersión, en los cuales los
dos subsistemas se apartan cada vez más entre śı cuando t → ±∞.

Si un sistema f́ısico consiste de mas de dos elementos constitutivos, esta simple
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imagen ya no es suficiente. Como ejemplo, consideremos un sistema compuesto de tres
subsistemas elementales etiquetados como a,b y c. Los estados ligados de nuevo serán
caracterizados por la propiedad de que los tres subsistemas permanecen juntos en todo
tiempo, y un estado de dispersión será aquel que a tiempos negativos y positivos muy
grandes el sistema se divide en al menos dos partes cuya distancia relativa se hace más
y más grande cuando t → ±∞. Se ve que existen varias posibilidades para esta división
en partes, y en consecuencia, distinguiremos varios tipos de dispersión.

Puede pasar que cada uno de los tres constituyentes se mueva separadamente de
los otros dos, con la distancia relativa entre cualesquiera dos constituyentes haciéndose
cada vez más grande cuando t → ±∞. El tiempo total de evolución de tal esta-
do de dispersión será asintóticamente aproximado por aquel de los tres subsistemas
en movimiento libre. Caracterizaremos formalmente tales estados de dispersión por
{[a], [b], [c]} (los corchetes indican las partes individuales en las cuales el sistema está di-
vidido). Otra posibilidad es que a y b permanezcan ligados a tiempos muy grandes y
el sistema compuesto [a, b] se aleja cada vez más de c cuando t → ±∞, i.e. estados
que pueden ser designados por {[a, b], [c]}. El tiempo de evolución total de tal estado se
aproximará asintóticamente por la evolución libre de un cierto estado de un sistema de
dos componentes que consiste del sistema compuesto [a,b] y del subsistema elemental
c. Este grupo de evolución libre será diferente de aquel indicado anteriormente para
los estados del tipo {[a], [b], [c]}, ya que sera necesario tomar en cuenta las fuerzas que
mantienen a a y b ligados, mientras que la libre evolución de los tres sistemas indepen-
dientes no contiene fuerzas entre ellos. Debe indicarse que en nuestra descŕıpción un
sistema compuesto como [a, b] es considerado como un sólo objeto f́ısico, el cual puede
tener una estructura interna en el sentido de que pueden ser varios estados ligados. Su
movimiento libre está determinado (excluyendo la enerǵıa de enlace) por el operador
de enerǵıa cinética de su centro de masa. También se ve en la descripción anterior que
de la división del sistema de tres part́ıculas en [a, b] y [c] involucra tres espacios difer-
entes: los estados de dispersión de H del tipo {[a, b], [c]} para t → ±∞ respectivamente
(estos dos conjuntos pueden ser diferentes), y el conjunto de los posibles estados de dos
componentes que consisten de [a, b] y [c] (el último conjunto contiene los estados en los
cuales los dos primeros son asintóticamente aproximados).

Aśı en el ejemplo anterior se tiene que distinguir (para cada signo del tiempo) cuatro
tipos de estados de dispersión de H, a saber {[a], [b], [c]}, {[ab], [c]}, {[ac], [b]}, {[a], [bc]},
y una descripción asintótica del tiempo total de evolución de cada tipo será en términos
de un grupo de evolución sin perturbación para cada uno de ellos. Una situación similar
se encontrará cuando se considere un sistema de N ≥ 3 subsistemas elementales; el
número de posibilidades de dividir el sistema en al menos dos subsistemas (elementales o
compuestos) determinará de nuevo el número de tipos posibles de estados de dispersión.
Como un ejemplo f́ısico simple podemos considerar la dispersión de un protón por un
deuterón. Esto involucra tres part́ıculas elementales, a saber dos protones y un neutrón,
y el deuterón es un sistema compuesto dado como un estado ligado de un protón y
el neutrón. Debido a la indistinguibilidad de los dos protones y porque no existen
estados ligados protón a protón, sólo hay dos tipos de estados de dispersión, aquellos
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que están compuestos asintóticamente de dos protones libres y un neutrón libre y aquel
que está compuesto por un protón y un deuterón. Debe agregarse que el número total
de part́ıculas (i.e. subsistemas elementales) en el tipo de teoŕıa multicanal considerada
aqúı es fija, por lo tanto tal teoŕıa no describirá la creación de part́ıculas adicionales
tales como los mesones a altas enerǵıas.

Se ve a partir de este ejemplo que los varios tipos de estados de dispersión pueden
llevar asintóticamente a situaciones f́ısicas muy diferentes. El primer paso hacia una
teoŕıa de dispersión es, por lo tanto, introducir los estados que apropiadamente de-
scriban la situación, i.e. los cuales, cuando evolucionen bajo un grupo de evolución sin
perturbar apropiado, puede dar la descripción asintótica apropiada de los distintos es-
tados de dispersión del Hamiltoniano H. En el caso de un sistema simple de dispersión
estos estados fueron determinados como aquellos en M∞(H0), y su evolución temporal
fue dada por Ut = exp(−iH0t). En el presente contexto existirán varios subespacios
como éste (llamados subespacios de agrupación de aqúı en adelante), y con cada uno de
ellos habrá un grupo unitario uniparametrizado asociado que dejará el subespacio de
la agrupación invariante. El generador infinitesimal de este grupo se llamará un Hamil-
toniano de la agrupación. Por el momento, nos contentaremos con una descripcipon de
las propiedades caracteŕısticas de estos subespacios de agrupación y Hamiltonianos de
agrupación. En el caṕıtulo 7 se tratará expĺıcitamente la dispersión por un potencial
para sistemas de N part́ıculas.

Consideramos un sistema que consiste de N part́ıculas indistinguibles, cada una de-
scrita por los estados y observables asociados a un espacio de Hilbert Hk(k = 1, . . . , N).
El espacio de Hilbert del sistema entero es entonces H = H1 ⊗ . . . ⊗ Hn. Habrá un
espacio de agrupamiento de H para cada partición posible del conjunto de números
{1, . . . , N} en n subconjuntos con 2 ≤ n ≤ N . Estos subconjuntos se llamarán agrupa-
ciones y se denotan por (1), (2), . . . , (n). La partición correspondiente será designada
por D = {(1), . . . , (n)} u ocasionalmente por Dn para indicar que el número de agru-
paciones en la partición es n. Observe que para una n dada existen varias particiones.
Como cada part́ıcula está etiquetada por un número, podemos asociar con cada agru-
pación (k) un subconjunto de las N part́ıculas, a saber aquellas cuyos números aparecen
en (k), aśı como también un espacio de Hilbert H(k), el producto tensorial de los espa-
cios Hj con j ∈ (k). Aśı cada partición lleva a la división de las N part́ıculas en al menos
dos subconjuntos. Estos subconjuntos pueden consistir de 1, 2, . . . , N − 1 part́ıculas y
ocasionalmente se llamarán agrupaciones de part́ıculas. H(k) es el espacio de Hilbert
correspondiente al conjunto de part́ıculas asociado con la agrupación (k), y el espacio
de Hilbert de N part́ıculas puede escribirse como

H = H(1) ⊗H(2) ⊗ . . .⊗H(n). (6.1)

Un hamltoniano de agrupación es un operador autoadjunto de la forma HD =
H(1) ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + . . . + I ⊗ I ⊗ · · · ⊗ H(n) en la representación (6.1) de H como
un producto tensorial, donde para cada k, H(k) es un Hamiltoniano para el conjunto
de part́ıculas que forman la agrupación (k), y H(k) actúa en H(k). El grupo unitario
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uniparametrizado asociado (el grupo de evolución de la agrupación) tiene la forma

UD
t ≡ exp(−iHDt) = exp(−iH(1)t)⊗ · · · ⊗ exp(−iH(n)t), (6.2)

lo que significa que cada agrupación de part́ıculas se mueve independientemente de las
otras. ((6.2) puede verificarse al observar que el generador infinitesimal del lado derecho
coincide con HD en D(H(1))⊗ · · · ⊗D(H(n))) y recordando que HD es esencialmente
autoadjunto en este subconjunto de H.

Considere ahora uno de los Hamiltonianos autoadjuntos H(k) que actúa en H(k).
Definimos M0(H

(k)) como el subespacio de H(k) que consiste de todos los estados lig-
ados asociados con H(k) (i.e. el conjunto de estados en los cuales todas las part́ıculas
que pertenecen a (k) permanecen juntas en todo tiempo relativas al grupo de evolu-
ción {exp(−iH(k)t)}). Estos estados pueden ser definidos como en (4.3) usando los
operadores de posición relevantes. El subespacio de agrupación asociado con el Hamil-
toniano de agrupación HD está determinado como el siguiente subespacio de H en la
representación (6.1):

MD = M0(H
(1))⊗ · · · ⊗M0(H

(n)). (6.3)

Hay algo que agregar sobre las agrupaciones que consisten de una sóla part́ıcula. En
este contexto una part́ıcula se considera como un estado ligado en śı mismo, i.e. si (k)
contiene sólo un elemento, entonces M0(H

(k)) se toma como el espacio entero H(k) (el
cuál es idéntico con el espacio original Hi).

Como M0(H
(k)) reduce H(k) para cada k, MD reduce HD, o en otras palabras

el grupo de evolución de la agrupación deja invariante a MD. Los estados en MD

describen n subsistemas (compuestos o elementales) cada uno de los cuales forma un
”fragmento de dispersión” y los cuales se mueven independientemente el uno del otro
bajo el grupo de evolución de la agrupación {UD

t }. Para que esta interpretación sea
consistente, debemos requerir que el grupo de evolución de la agrupación no lleve a
un enlace entre las agrupaciones (si esto pasara, los correspondientes estados ligados
simplemente estaŕıan incluidos en un subespacio de agrupamiento diferente).

El conjunto de subespacios de agrupación {MD} supone el rol que jugó el conjunto
M∞(H0) de estados de dispersión del Hamiltoniano no perturbado de la sección 5.1.
El número total de estos subespacios es finito y no excede el número MN de distintas
maneras de dividir en particiones el conjunto {1, . . . , N} en al menos dos agrupaciones.
Puede, sin embargo, ser considerablemente más chico que MN , ya que ciertas agrupa-
ciones pueden no tener estado ligado alguno. Aśı MD 6= {0} si y sólo si para cada
agrupación (k) de más de una part́ıcula que aparece en la partición D, el Hamiltoniano
H(k) tiene al menos un estado ligado. Si todas las fuerzas interpart́ıculas son repulsivas,
no hay estados ligados de agrupación en lo absoluto, por lo tanto, el único subespacio
de agrupación no trivial será el correspondiente a N part́ıculas libres, i.e. MDN = H, y
la teoŕıa de dispersión será aquella de un sistema de dispersión simple.

Debido a que los vectores de estado en los subespacios de agrupación evolucionan
bajo el grupo de evolución de agrupación éste será usado para aproximar los distintos
tipos de estados de dispersión de H para tiempos grandes, es claro que el Hamilto-
niano de agrupación debe estar relacionado de alguna manera al Hamiltoniano total
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H. Una receta simple para obtener un Hamiltoniano de agrupación HD a partir de H
seŕıa simplemente eliminar en H todas las partes de la iteracción en las que intervienen
part́ıculas pertenecientes a distintas agrupaciones en la partición D. Esto es posible si,
por ejemplo, la interacción total es una suma de términos los cuales sólo involucran dos
part́ıculas, e.g. una suma de pares de potenciales que dependen de la distancia relativa
del par de part́ıculas respectivo. Luego es posible retener en HD sólo aquellos poten-
ciales que corresponden al par de potenciales que pertenecen a la misma agrupación.
En situaciones más generales se podŕıa introducir algún tipo de interacción efectiva
entre las part́ıculas en cada agrupación para definir los operadores HD.

En general la posición relativa en H de dos subespacios de agrupación es bastante
arbitraria, aunque en ciertos casos una relación de inclusión puede existir. Por ejemplo,
ya hemos visto que el subespacio de agrupación correspondiente a la agrupación DN en
N part́ıculas individuales es el espacio de Hilbert entero, por lo tanto, MD ⊂ MDN = H

para cualquier partición D.
Para la descripción matemática de los sistemas de dispersión multicanal es con-

veniente introducir además del espacio de Hilbert H un espacio de Hilbert auxiliar
llamado el espacio de Hilbert asintótico Has. Se construye tomando la suma directa de
todos los espacios de agrupación, i.e.

Has = ⊕MD, (6.4)

donde la suma se extiende sobre todas las particiones D de {1, . . . , N} en al menos
dos agrupaciones. De aqúı en adelante escribiremos MD cuando MD sea visto como un
subespacio de H y MD

as cuando es visto como un subespacio de Has. Similarmente un
vector fD ∈ MD será denotado por fD

as cuando se vea como un vector en Has.
Como cada sumando en (6.4) se identifica con un subespacio de H, se puede definir

un operador lineal J, el operador de inyección, de Has a H, como sigue: la restricción
de J como un sumando Has como la identificación, y ésta es extendida por linearidad
a combinaciones lineales de vectores en diferentes sumandos. Aśı, si fD

as ∈ MD
as, JfD

as =
fD ∈ H, y

J

(∑
D

fD
as

)
=

∑
D

fD. (6.5)

Como la restricción de J a cada MD
as tiene norma 1 y la suma en (6.4) es finita, J

es un operador acotado de Has a H. Su adjunto J∗ está bien definido, es acotado y
transforma H en Has (ver [5] pag. 577).

Es usual dividir más allá los subespacios de agrupación en los aśı llamados los
subespacios de canal. Esta subdivisión está basada f́ısicamente en la especificación de la
estructura interna o la enerǵıa de enlace de las distintas agrupaciones de las part́ıculas,
las cuales son también determinadas en experimentos. Esta subdivisión también se
discutirá en la sección 6.3, después de la formulación de la condición asintótica para la
cuál basta tener a la disposición los subespacios de agrupamiento.
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6.2. La condición asintótica

Los objetos matemáticos necesarios para una teoŕıa de la dispersión multicanal son

(i) Un espacio de Hilbert separable H,

(ii) Un grupo unitario uniparametrizado fuertemente continuo {Vt}, llamado el grupo
total de evolución, y un subespacio M∞(H) de estados de dispersión asociados
con él,

(iii) Para cada D que pertenece a algún conjunto de ı́ndices Ξ, un subespacio MD

de H y un grupo unitario uniparametrizado fuertemente continuo {UD
t } dejando

MD invariante.

Los subespacios {MD} se llamarán subespacios de agrupación, los grupos {UD
t } gru-

pos de evolución de agrupación. Éstos podŕıan ser, por ejemplo, los objetos definidos
en la sección 6.1, en cuyo caso Ξ es un conjunto finito. Sin embargo, en lugar de estos
objetos se podŕıa también tomar los subespacios de canal y los grupos de evolución de
canal asociados que serán introducidos en la sección 6.3 (en cuyo caso Ξ será infinito
numerable) o en algún otro conjunto de subespacios y de grupos de evolución. Denota-
mos por E∞(H) la proyección con rango M∞(H) y por ED aquella proyección que tiene
como rango MD. Por hipótesis tenemos que VtE∞(H) = E∞(H)Vt y UD

t ED = EDUD
t

para cada D ∈ Ξ.
La observación básica hecha en un experimento de dispersión es que el arreglo de las

part́ıculas en agrupaciones (i.e. el tipo de fragmentos de dispersión) a tiempos grandes
junto con la medida del momento de estos fragmentos. Correspondientemente debeŕıa
existir para cada D ∈ Ξ un observable sobre el conjunto de los estados de dispersión
M∞(H) determinando si la evolución temporal de un estado llevará asintóticamente
al tipo de agrupamiento determinado por D o no. En efecto, debeŕıan de existir dos
de estos observables para cada D, representados por dos operadores autoadjuntos BD

± ,
correspondientes a t → +∞ y t → −∞ respectivamente. Además habrá un operador
de momento adecuado (u otros observables) definidos en cada MD.

Discutamos aqúı el primer tipo de observables. Digamos que un estado de dispersión
g de H llega a la agrupación D cuando t → +∞ si existe fD

+ ∈ MD tal que ‖Vtg −
UD

t fD
+ ‖ → 0 cuando t → +∞. El conjunto de los estados g ∈ M∞(H) que verifican esta

condición es claramente un subespacio ND
+ de M∞ El observable BD

+ se requiere que
satisfaga que el subespacio ND

+ es el subespacio propio de BD
+ correspondiente a un valor

propio definido, digamos el 1. Aśı ND
+ = {g ∈ M∞(H)|BD

+ g = g}. Similarmente uno
define ND

− = {g ∈ M∞(H)|‖Vtg−UD
t fD

− ‖ → 0 cuando t → −∞ para algún fD
− ∈ MD}

y requiere que ND
− = {g ∈ M∞(H)|BD

− g = g}. Denotamos por FD
± las proyecciones

ortogonales con rango ND
± y observamos que FD

± son las proyecciones espectrales de BD
±

asociadas con el conjunto de Borel {1}. No será necesario especificar los observables
BD
± más adelante.

Usualmente se supone en la interpretación de experimentos que las observaciones
de los distintos arreglos de part́ıculas en agrupaciones son medidas compatibles. Aśı se
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requiere que los observables {BD
+}D∈Ξ formen un conjunto de operadores mutualmente

conmutantes, y similarmente para {BD
−}D∈Ξ. La conmutatividad de dos operadores au-

toadjuntos implica la conmutatividad de sus proyecciones espectrales. En consecuencia
este requirimiento lleva en particular a

FC
+ FD

+ = FD
+ FC

+ , FC
−FD

− = FD
− FC

− para todo C, D ∈ Ξ. (6.6)

Si la descripción asintótica de los estados de dispersión por medio de los grupos
de evolución de agrupación quiere ser significativa, ningún estado de dispersión de H
debe llevar simultáneamente a dos agrupaciones distintas. Esto significa que se tiene
que pedir además que

NC
+ ∩ND

+ = {0}, NC
− ∩ND

− siempre que C 6= D. (6.7)

Esto junto con (6.6) tiene la siguiente consecuencia. Sea C 6= D y sea gD ∈ ND
+ ,

i.e. FD
+ gD = gD. Considere el vector FC

+ gD ∈ NC
+ . Tenemos por (6.6) FD

+ FC
+ gD =

FC
+ FD

+ gD = FC
+ gD =, tal que el vector FC

+ gD es un vector propio de FD
+ con valor

propio 1, i.e. FC
+ gD ∈ ND

+ . Aśı FC
+ gD ∈ ND

+ ∩NC
+ . En consecuencia, por (6.7) FC

+ gD = 0
para cada gD ∈ ND

+ . Esto significa que ND
+ es ortogonal a NC

+ siempre que C 6= D.
Similarmente los subespacios {ND

− } son mutuamente ortogonales. En términos de las
proyecciones {FD

± } esto significa que

FC
+ FD

+ = 0, FC
−FD

− = 0 siempre que C 6= D. (6.8)

Como (6.8) implica (6.6) y (6.7), de aqúı en adelante se reemplazarán las dos condi-
ciones (6.6) y (6.7) por (6.8).

Una última hipótesis será la completitud asintótica de la teoŕıa, i.e. el conjunto
de subespacios de agrupación junto con los grupos de evolución asociados es suficien-
temente grande para proporcionar una descripción asintótica de todos los estados de
dispersión de H. Esto puede restablecerse en términos de los subespacios {ND

± } al re-
querir que la suma directa de todos los ND

+ aśı como aquellos donde ND
− es la totalidad

de M∞(H).
Las consideraciones precedentes llevan a la siguiente formulación de la condición

asintótica: Para cada D ∈ Ξ existe un par de proyecciones ortogonales FD
± que verifican

(6.8) tal que WD
± ≡ s− ĺım UD∗

t VtF
D
± cuando t → ±∞ existen, con rango WD

± ⊂ MD,
y tal que

∑
D FD

+ =
∑

D FD
− = E∞(H).

Los operadores WD
± son isometŕıas parciales con conjuntos iniciales N± y conjuntos

finales M
′D
± ⊂ MD. Como en cada estado principal en MD puede prepararse como

un estado inicial posible (siempre que MD esté definido adecuadamente, e.g. como
en la sección 6.1), se debe tener que M

′D
− = MD. Como en el caso de los sistemas

de dispersión, es conveniente requerir que M
′D
+ = MD. Si este es el caso, se puede

reescribir la condición asintótica al usar los operadores de onda de agrupación ΩD
± =

s − ĺım V ∗
t UD

t ED en lugar de los operadores WD
± . Esto lleva a la forma más usual de

condición asintótica que consiste de los siguientes postulados dados a continuación:
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(B1) Los siguientes ĺımites, llamados los operadores de onda de agrupación, existen
para cada D ∈ Ξ:

ΩD
± = s− ĺım

t→±∞
V ∗

t UD
t ED.

Se sigue que ΩD
± son isometŕıas parciales con un conjunto inicial MD y conjunto

final FD
± H, donde

FD
± = ΩD

±ΩD∗
± . (6.9)

(B2)
FC

+ FD
+ = 0, FC

−FD
− = 0 siempre que C 6= D. (6.10)

(B3) ∑
D∈Ξ

FD
+ =

∑
D∈Ξ

FD
− = E∞(H). (6.11)

Observe que WD
± = ΩD∗

± .
La descripción del proceso de dispersión ahora puede estar dada como sigue. Supong-

amos que el estado inicial es fC
− ∈ MC . Sea g = ΩC

−fC
− , i.e. ‖Vtg − UC

t fC
−‖ → 0 cuando

t → −∞. Se tiene que descomponer g en una suma de estados cada uno de los cuales
lleva a la definición de estados de agrupamiento cuando t → +∞. Tal descomposi-
ción es posible, digamos que g =

∑
D FD

+ g, y es única. Para cada FD
+ g existe un vector

fD
+ ∈ ΩD∗

+ g, tal que ‖VtF
D
+ g−UD

t fD
+ ‖ → 0 cuando t → +∞. Vemos a partir de esto que

el efecto de la dispersión puede describirse asociando con cada vector fC ≡ fC
− ∈ MC

una colección de vectores {fD
+ }D∈Ξ con fD

+ ∈ MD. Esta correspondencia es obviamente
lineal, y fD

+ se interpreta como la parte del estado final (en el tiempo t = 0) con la
agrupación D. Apartir de esta definición de fD

+ dada anteriormente vemos que

fD
+ = ΩD∗

+ ΩC
−fC

− ≡ SDCfC
− . (6.12)

Aśı el análogo al operador de dispersión de la sección 5.1 es una colección {SDC}
(C,D ∈ Ξ) de operadores lineales, donde SDC transforma MC en MD y se define como

SDC = ΩD∗
+ ΩC

−. (6.13)

Como ΩD
± son isometŕıas parciales, tenemos

‖SDC‖ ≤ ‖ΩD
+‖‖ΩC

−‖ = 1. (6.14)

Los operadores SCC describen la parte de la dispersión en las cuales el agrupamiento
de las part́ıculas permanece sin cambio, mientras que los operadores SDC con D 6=
C describen las varias posibilidades de reordenamiento de dispersión. Para tener el
reordenamiento de dispersión, es necesario y suficiente que FD

+ 6= FD
− para alguna

D ∈ Ξ.
Repetimos que los rangos de los diferentes operadores de onda de agrupamiento

(con signo fijo + o -) son mutuamente ortogonales, mientras que sus conjuntos inicial y
final están en general en posiciones relativas muy arbitrarias en H. Ahora mencionamos
algunas propiedades simples de los operadores de onda y de dispersión.
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Proposición 6.1 Sea ΩD
± definido por (B1). Entonces

(a) Ω± son isometŕıas parciales con conjunto inicial MD, i.e.

ΩD∗
± ΩD

± = ED (6.15)

y con rango FD
± H, donde FD

± = ΩD
±ΩD∗

± .

(b) Los adjuntos de ΩD
± están dados por

ΩD∗
± = s− ĺım

t→±∞
UD∗

t VtF
D
± . (6.16)

(c) ΩD
± entrelaza H y HD, i.e. se tiene para toda t ∈ R

VtΩ
D
± = ΩD

±UD
t , ΩD∗

± Vt = UD
t ΩD∗

± . (6.17)

(d) Si fC ∈ D(HC), entonces ΩC
±fC ∈ D(H) y

HΩC
±fC = ΩC

±HCfC . (6.18)

(e) Las proyecciones FD
± reducen {Vt}, i.e.

FD
± Vt = VtF

D
± para toda t ∈ R. (6.19)

(f) Si (B2) también se verifica, entonces

ΩC∗
+ ΩD

+ = 0, ΩC∗
− ΩD

− = 0 siempre que C 6= D. (6.20)

Proposición 6.2 Suponga que (B1), (B2) y (B3) se cumplen, y sea SDC definido por
(6.13). Entonces

(a) SDC entrelaza HD y HC, i.e.

UD
t SDC = SDCUC

t para toda t ∈ R, (6.21)

y para cada fC ∈ D(HC) uno tiene SDCfC ∈ D(HD) y

HDSDCfC = SDCHCfC . (6.22)

(b) ∑
D∈Ξ

S∗DCSDC′ = δCC′E
C (6.23)

∑
D∈Ξ

SCDS∗C′D = δCC′E
C , (6.24)

donde δCC′ = 1 si C = C ′ y δCC′ = 0 si C 6= C ′.
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La proposición 6.2(a) expresa la conservación de la enerǵıa en el proceso de disper-
sión. Si {EC

λ } denota la familia espectral de HC , entonces para cualquier conjunto de
Borel ∆ ⊂ R

ED
∆SDCfC = SDCED

∆fC . (6.25)

Si fC tiene soporte espectral en un intervalo pequeño ∆ (con respecto a HC), i.e.
si fC = EC

∆fC , entonces SDCfC tiene soporte compacto en el mismo intervalo ∆ (con
respecto a HD). Debe indicarse que HD puede contener una parte que describe la
enerǵıa cinética de diferentes agrupaciones aśı como también una parte que describe su
movimiento interno y la proposición 6.2(a) significa sólo la conservación de su suma.
En consecuencia, esta teoŕıa admite la posibilidad de conversión de enerǵıa cinética en
enerǵıa de amarre y viceversa.

La proposición 6.2(b) expresa las relaciones de unitariedad para dispersión multi-
canal, implican que para cada fC ∈ MC

∑
D∈Ξ

‖SDCfC‖2 =
∑
D∈Ξ

(fC , S∗DCSDCfC) = ‖ECfC‖ = ‖fC‖2. (6.26)

Aśı, dado un estado inicial fC
− ∈ MC , los cuadrados de las normas de los estados

finales {fD
+ } (fD

+ = SDCfC
− ) asociados con fC

− suman ‖fC
−‖2. Una consecuencia de (6.26)

es que en general ‖SDCfC‖2 < ‖fC‖2, por lo tanto los operadores individuales SDC no
son parcialmente isométricos.

Algunos de los resultados precedentes pueden expresarse más concisamente en una
formulación en dos espacios de Hilbert de la teoŕıa la cual involucra el espacio de Hilbert
H y el espacio de Hilbert asintótico Has introducido en 6.4. Para motivar el uso de
Has, consideramos dos vectores fC ∈ MC y fD ∈ MD con C 6= D. Por (B1) y (B2)

(UD
t fD, UC

t fC) = (V ∗
t UD

t fD, V ∗
t UD

t fD) → (ΩD
±fD, ΩC

±fC) = 0 (6.27)

cuando t → ±∞, vemos que UC
t fC y UD

t fD se hacen ortogonales entre śı cuando
t → ±∞. Aśı, si solamente se está interesado en el comportamiento de los estados de
grupo a tiempos grandes, es natural el introducir la suma directa de los subespacios
{MD}, la cual es otro sino el subespacio Has definido en (6.16).

Definimos un Hamiltoniano asintótico Has que actúa en Has por

Has = ⊕D∈ΞHDED, (6.28)

el cual significa que en cada MD
as, Has coincide con el correspondiente Hamiltoniano de

agrupación. Similarmente se introduce la evolución asintótica de grupo como

Uas
t = exp(−iHast) = ⊕D∈ΞUD

t ED. (6.29)

Se puede ver (Amrein [5]) que (B1) es equivalente al requerimiento de la existencia
de

s− ĺım
t→±∞

V ∗
t JUas

t ≡ Ω±, (6.30)
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siempre que ‖J‖ < ∞ (el cual es el caso para el operador J definido en (6.5)). Observe
que los operadores V ∗

t JUas
t y Ω± transforman Has en H y que las restricciones de Ω±

al subespacio MD
as de Has coincide, salvo una función cociente, entre MD

as y MD, con
las operadores de onda de agrupación ΩD

± : Si fD
as ∈ MD

as, entonces

Ω±fD
as = Ω±fD ∈ F±H, donde fD = JfD

as. (6.31)

Proposición 6.3 Si se verifican (B1)-(B3), entonces Ω± son operadores isométricos
de Has a H con rango M∞(H), i.e.

Ω∗
±Ω± = Ias, Ω±Ω∗

± = E∞(H). (6.32)

La restricción de Ω± a MD
as transforma MD

as en FD
± H, es sobre y está dada por (6.31),

y la restricción de Ω∗
± a FD

± transforma F±H en MD
as, es sobre y está dada por

Ω∗
±FD

± g = (ΩD∗
± g)as ∈ MD

as. (6.33)

Ahora podemos definir un operador de dispersión en Has por

S = Ω∗
+Ω−. (6.34)

S es unitario (siempre que (B1)-(B3) se cumplan). Como VtΩ± = Ω±Uas
t , S conmuta con

Has. La acción de S sobre Mas puede ser calculada apartir de (6.31) y (6.33) resultando

SfC
as = ⊕D∈ΞSDCfC

as, (6.35)

i.e. el componente del estado SfC
as en MD

as no es nada sino (SDCfC)as (observe que
en (6.35) SDC se interpreta como un operador que transforma MC

as en MD
as). Aśı la

correspondencia fC 7→ {SDCfC} que caracteriza el efecto de la dispersión ha sido
incorporado en un sólo operador S el cuál actúa en el espacio de Hilbert auxiliar Has.

Se observa que en la forma de dos espacios de Hilbert, la teoŕıa de dispersión
multicanal se parece mucho a la de dispersión simple, la única diferencia aparente es
el uso de dos espacios de Hilbert en lugar de uno sólo. Esta es una analoǵıa formal y
no una equivalencia completa (Amrein [5] pag. 586).

6.3. Canales de dispersión

Como se indicó al final de la sección 6.1, frecuentemente se especifica no sólo el tipo
de agrupamiento de los estados de dispersión de H en tiempos grandes sino también
la estructura interna (enerǵıa de enlace, spin, etc.) de los distintos agrupamientos de
part́ıculas. Matemáticamente esta sirve para subdividir los subespacios de agrupamien-
to MD en los llamados subespacios de canal. Para hacer esto, resumimos nuestra dis-
cusión de agrupamiento de la sección 6.1; en particular suponemos que HD está dado
por (6.2) y MD por (6.3) en el espacio de Hilbert H definido por (6.1).
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Consideremos el espacio de Hilbert H(k) asociado con una agrupación (k) que con-
siste de dos o más part́ıculas y el Hamiltoniano correspondiente H(k). Primero se tiene
que separar el movimiento del centro de masa de la agrupación (k) de su movimiento
interno. Para esto se introduce, en lugar de los operadores de momento de las part́ıculas
individuales que forman la agrupación, un nuevo conjunto de operadores de momento
en H(k) tales que uno de ellos, el operador de momento total P̄

(k)
tot , es la suma de los

operadores de momento individuales y los restantes son un conjunto de operadores
linealmente independientes que representan el momento relativo entre esas part́ıculas
(o equivalentemente se puede escoger un conjunto de coordenadas tal que una de el-
las es la coordenada del centro de masa de las part́ıculas que forman la agrupación y
las restantes son un conjunto de coordenadas relativas linealmente independientes). Se
puede escribir

H(k) = H
(k)
CM ⊗H

(k)
rel , (6.36)

donde los estados en H
(k)
CM describen el centro de masa de la agrupación y los estados

en H
(k)
rel su estructura interna.

Supongamos ahora que la evolución temporal de los estados del centro de masa es
independiente de aquella de los estados internos, i.e. que

exp(−iH(k)t) = exp(−iH
(k)
CM t)⊗ exp(−iH

(k)
rel t), (6.37)

o equivalentemente que H(k) tiene la siguiente forma en la representación (6.36) de
H(k):

H(k) = H
(k)
CM ⊗ I + I ⊗H

(k)
rel . (6.38)

{exp(−iH
(k)
CM t)} describirá el movimiento libre de la agrupación como un todo y {exp

(−iH
(k)
rel t)} el movimiento relativo de las part́ıculas que forman la agrupación. En par-

ticular H
(k)
rel contendrá la interacción entre las part́ıculas. El subespacio M0(H

(k)) de
H(k) será de la forma

M0(H
(k)) = H

(k)
CM ⊗M0(H

(k)
rel ) (6.39)

en la representación (6.36), donde M0(H
(k)
rel ) es el subespacio de H

(k)
rel formado por

los estados ligados de H
(k)
rel . Los estados ligados de las part́ıculas en (k) tienen una

estructura interna siempre que M0(H
(k)
rel ) tiene una dimensión mayor a uno. Para

especificar esta estructura interna, se selecciona en M0(H
(k)
rel ) una base ortonormal

{e(k)
j }, j = 1, . . . , dim M0(Hrel

(k)).
En un subespacio canal cada agrupación que consiste de dos o más part́ıculas está en

uno de los estados de la respectiva base ortonormal. Usamos el ı́ndice α (o β, γ) para
etiquetar los canales de dispersión. Un canal se determina como sigue: Primero se
escoge una partićıón D de {1, . . . , N} en n ≥ 2 subconjuntos. Entonces si (k1), . . . , (km)
denotan las agrupaciones en D que consisten de dos o más part́ıculas, se selecciona para
cada una de ellas un vector básico e

(ks)
js

(s = 1, . . . , m). Aśı se puede escribir

α = (D; e
(k1)
j1

, . . . , e
(km)
jm

), con m = m(D). (6.40)
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El subespacio de canal asociado Mα es de la forma

Mα = M(1),α ⊗M(2),α ⊗ . . .⊗M(n),α (6.41)

en la representación (6.1), donde M(k),α = M(k) si (k) consiste de sólo una part́ıcula y,

si k = ks para alguna s = 1, . . . , m, M(ks),α = H
(ks)
CM ⊗ e

(ks)
js

en el espacio (6.36).

El conjunto de todos los canales se obtiene tomando en (6.40) todas las posibles
elecciones de una partición y todas las posibles combinaciones de vectores básicos.
Escribiremos α ÷ D si α es un canal asociado con la partición D como en (6.40).
Aśı α÷D significa que las agrupaciones que aparecen en α son las mismas que aquellas
en las que aparecen en la partición D. También escribimos α÷β si existe una partición
D tal que α÷D y β÷D. Es claro a partir de la definición de los canales de dispersión
que el subespacio de agrupación MD es la suma directa de los subespacios de canal
determinados por la partición D, i.e.

MD =
⊕
α÷D

Mα. (6.42)

La base {e(k)
j } de M0(H

(k)
rel ) puede, por ejemplo, escogerse como los vectores propios

comunes de un conjunto completo de observables que conmutan en M0(H
(k)
rel ) ([5], pag

590). Es útil tomar como uno de estos observables el Hamiltoniano H
(k)
rel , debido a que

los estados ligados asociados con H
(k)
rel usualmente coinciden con el subespacio generado

por sus vectores propios y los valores propios correspondientes a las enerǵıas de enlace.
Si ninguno de estos valores propios es degenerado cuando (k) vaŕıa sobre todos las
agrupaciones posibles (i.e. si la multiplicidad espectral de cada valor propio de todos

los H
(
relk) es 1), entonces el conjunto de los subespacios de canal está uńıvocamente

determinado por esta elección de {e(k)
j }. Por otro lado, si alguno de los valores propios

es degenerado, el subespacio de canal depende de la elección de observables adicionales
tales como espines. El número de canales de dispersión se determina por el número
de valores propios (incluyendo las multiplicidades) de varios operadores H

(k)
rel . Si cada

uno de los operadores tiene sólo un número finito de valores propios de multiplicidad
espectral finita, el número total de canales es finito. Si Hp(H

(k)
rel ) es de dimensión

infinita para al menos alguna agrupación (k), entonces el número de canales es infinito
numerable (debido a que H es separable).

Durante lo que resta de este caṕıtulo supondremos que los vectores básicos {e(k)
j }

son eigenvectores de H
(k)
rel . Esto nos permite introducir para cada canal α un canal

Hamiltoniano Hα. Para esto observamos bajo la suposición anterior que Mα reduce el
Hamiltoniano de agrupación HD correspondiente, y es fácil ver [5] que la parte de HD

en Mα es autoadjunta y está dada por

HD/Mα =
n∑

k=1

H
(k)
CM/Mα +

m∑
s=1

λα
s , con α÷D. (6.43)
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Aqúı n es el número de agrupaciones en la partición D que aparecen en la definición
de α, m es el número de agrupaciones en D que consisten de dos o más part́ıculas y
{λα

s } son los valores propios asociados con los vectores propios en (6.40), i.e.

H
(ks)
rel eks

js
= λα

s eks
js

. (6.44)

En Mα el Hamiltoniano del canal Hα está dado simplemente por (6.43). Es conve-
niente definir el siguiente operador en el espacio de Hilbert entero:

Hα =
n∑

k=1

H
(k)
CM +

m∑
s=1

λα
s ≡ Hα

kin + λα. (6.45)

Hα y HD(α÷D) coinciden en Mα pero pueden bastante diferentes en el complemento
ortogonal de MD. Hα

kin representa la enerǵıa cinética total de los fragmentos del canal
α y λα su enerǵıa total de enlace.

El operador autoadjunto Hα define un grupo unitario de evolución del canal Uα
t ≡

exp(−iHαt). La parte de Uα
t en Mα describe el movimiento libre de las agrupaciones

(1), . . . , (n) mientras que los estados internos de cada agrupación que consiste de más
de una part́ıcula es estacionaria.

Sea Eα la proyección con rango Mα. Entonces Uα
t Eα = EαUα

t , y puede definir los
operadores de onda de canal por

Ωα
± = s− ĺım

t→±∞
V ∗

t Uα
t Eα. (6.46)

Sus rangos son Fα
±H, donde

Fα
± = Ωα

±Ωα∗
± . (6.47)

Como HαEα = HDEα por (6.43), tenemos

Ωα
± = ΩD

±Eα (α÷D) y Ωα
± =

∑
α÷D

Ωα
±. (6.48)

De la relación (6.42) se tiene que

EαEβ = 0 siempre que α 6= β y α÷ β. (6.49)

(6.48), (6.15) y (6.49) implican que, si fα ∈ Mα, fβ ∈ Mβ, α 6= β y α ÷ β, entonces
(Ωα

+fα, Ωβ
+fβ) = (ΩD

+fα, ΩD
+fβ) = (fα, fβ) = 0. En consecuencia los rangos de Ωα

+ y

Ωβ
+ son ortogonales si α 6= β y α ÷ β, en otras palabras Fα

+F β
+ = 0. Por otra parte, si

α y β pertenecen a distintas particiones, entonces Fα
+F β

+ = 0 por (6.47) y (B2). Aśı, si
(B1)-(B3) se verifican, tenemos

Fα
+F β

+ = 0, Fα
−F β

− = 0 siempre que α 6= β, (6.50)

∑
α

Fα
+ =

∑
α

Fα
− = E∞(H). (6.51)
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Las consideraciones anteriores muestran que, si (B1)-(B3) se cumplen para subespa-
cios de agrupación y grupos de evolución de agrupación, entonces también se verifican
para subespacios de canal y grupos de evolución de canal. Aśı, todas las afirmaciones
en las proposiciones 6.1 y 6.2 siguen siendo ciertas si uno reemplaza los ı́ndices de
agrupación C y D por los ı́ndices de canal α y β. Los operadores de dispersión de canal
se definen como

Sβα = Ωβ∗
+ Ωα∗

− (6.52)

y en términos de los canales la dispersión se describe al asociar con cada vector fα
− ∈ Mα

una familia de vectores {fβ
+} con fβ

+ = Sβαfα
−. Un sub́ındice α indica que estamos

usando una ecuación de la sección 6.2 para canales en lugar de agrupaciones. Aśı, por
ejemplo, (6.9)α es la misma que la ecuación (6.47).

El operador Sαα describe la dispersión elástica en canal α, i.e. no involucra cambio
alguno de agrupación y ningún cambio en la estructura interna de los fragmentos
de dispersión. En particular sus enerǵıas de enlace son las mismas antes y después
de la dispersión, por lo tanto, por (6.45) y (6.22)α su enerǵıa cinética total Hα

kin se
conserva. Los operadores Sβα con α÷ β y α 6= β describe la dispersión inelástica entre
los fragmentos del canal α. Los fragmentos permanecen igual, pero al menos uno de
ellos sufre un cambio de su estado interno. En particular las enerǵıas de enlace y en
consecuencia la enerǵıa cinética total de los fragmentos puede cambiar. Finalmente, si
las particiones que definen α y β son diferentes, entonces Sβα describe la dispersión de
reordenamiento.

Dados cualquier par de canales α y β, la dispersión de α en β puede no ser posible
para valores pequeños de la enerǵıa total cinética total de los fragmentos en el canal
inicial α. Para ilustrar esto, tómese un valor espećıfico λα

kin de esta enerǵıa cinética total.
Entonces por (6.22)α y (6.45), λα

kin + λα = λβ
kin + λβ. Debido a que la enerǵıa cinética

es positiva, esta relación no puede verificarse si λα
kin < λβ − λα. Aśı, si λβ − λα > 0, no

hay dispersión del canal α al canal β siempre que λα
kin < λβ − λα, i.e.

SβαÊα
λ = 0 para todo λ < λβ − λα, (6.53)

donde {Êα
λ} denota la familia espectral de Hα

kin. La enerǵıa total minimal (i.e. enerǵıa
cinética más de la enlace) en el canal α en la cual la dispersión hacia el canal β se hace
posible en el sentido anterior se llama umbral de enerǵıa λ(α → β) para la dispersión
del canal α al canal β. Aśı bajo las circunstancias anteriores

SβαÊα
λ = 0 para todo λ < λβ − λα, (6.54)

Finalmente, debemos decir que el enfoque de la dispersión multicanal basada en
dos espacios de Hilbert definida en términos de canales es exactamente igual a la dada
en la sección 6.2 en términos de agrupaciones. Esto se sigue fácilmente a partir de las
observaciones precedentes y de (6.42) la cuál implica que Has =

⊕
α Mα.
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Caṕıtulo 7

Dispersión inversa multidimensional
en un campo eléctrico

En este caṕıtulo se hace una reseña del art́ıculo de Weder (1996) [49]. Se agregan
detalles tanto en el apéndice como en el cuerpo del presente caṕıtulo.

7.1. Resumen

Demostramos que el ĺımite de alta velocidad del operador de dispersión de un sis-
tema de dos cuerpos en un campo eléctrico externo constante determina uńıvocamente
el potencial. En caso de un sistema de N cuerpos se demuestra que el ĺımite de alta
velocidad de cualquiera de los operadores de dispersión de Dollard determina uńıvo-
camente el potencial. Más aún, obtenemos una fórmula con término de error para la
reconstrucción del potencial. Demostramos nuestros resultados con un método simple
dependiente del tiempo.

7.2. Introducción

Estudiamos la dispersión por un potencial de una part́ıcula mecánica cuántica, o
un sistema de dos cuerpos en el sistema de referencia del centro de masa, en un campo
eléctrico externo constante. Demostramos en el teorema 7.2 que el operador de dis-
persión, S, determina uńıvocamente el potencial. Como mostramos abajo es suficiente
conocer el ĺımite de alta velocidad del operador de dispersión. Además, damos en (7.54)
una fórmula con término de error para la reconstrucción del potencial a partir del ĺımite
de alta velocidad de S - I.

Una caracteŕıstica importante de la dispersión en un campo eléctrico externo con-
stante es que los potenciales que son de rango largo en la ausencia de un campo eléctrico
se convierten de rango corto cuando se agrega un campo eléctrico externo y constante.
Por ejemplo, los potenciales que decaen en el infinito cuando V (x̄) ≈ |x|−γ, 1/2 < γ ≤ 1,
son de rango largo en la ausencia de campo eléctrico y requieren, por lo tanto, la in-
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troducción de una evolución libre en el tiempo modificada para la definición de los
operadores de onda y los operadores de dispersión. Por el contrario, en un campo
eléctrico externo constante los mismos potenciales (definidos unas ĺıneas arriba) son de
rango corto en el sentido de que los operadores de onda y de dispersión existen; i.e.,
no es necesario considerar una evolución temporal libre modificada para ellos.

Este hecho es particularmente importante en el estudio del problema inverso porque
para definir una evolución temporal libre modificada apropiada, por ejemplo, una evolu-
ción temporal libre de Dollard, es necesario conocer la ”cola”del potencial. Esto implica
que para definir un operador de dispersión cuando no hay un campo eléctrico es nece-
sario conocer a priori la parte de rango largo del potencial. En los trabajos de Enss y
Weder [19], [20], [21] se demostró para un sistema mecánico cuántico de N cuerpos que
el operador de dispersión de Dollard, SD, determina uńıvocamente la parte de rango
corto del potencial y, además, que cualquiera de los operadores de dispersión de Dol-
lard determina uńıvocamente el potencial total. Se obtuvo una fórmula con el término
de error para la reconstrucción del potencial a partir del ĺımite de alta velocidad de
SD − I.

Los operadores de dispersión de Dollard son una clase natural de operadores de
dispersión modificados. Sin embargo, no están uńıvocamente definidos (observe que la
división en las partes de rango corto y largo no es única) y, más aún, otras opciones
de operadores de dispersión modificados son posibles. Claramente en el caso de rango
largo sin campo eléctrico no existe una elección canónica del operador de dispersión
como en el caso de rango corto. Entonces los resultados de Enss y Weder [19], [20], [21]
dejan abierta la pregunta sobre cómo reconstruir la parte de rango largo del potencial
a partir de un operador de dispersión definido.

A continuación se da una solución a este problema al considerar la dispersión en
un campo eléctrico constante, donde, como se mencionó anteriormente, no se requiere
ninguna evolución temporal libre modificada. De esta forma demostramos la unicidad
y damos una fórmula de reconstrucción con término de error en el caso de dos cuerpos
para una gran clase de potenciales con decaimiento lento la cual contiene al potencial
de Coulomb.

El Hamiltoniano de una part́ıcula, o de un sistema de dos cuerpos en el marco de
referencia del centro de masa, en un campo eléctrico externo y constante está dado por
el siguiente operador en L2(Rn), n ≥ 2,

H0 = (2m)−1p̄2 + qĒ · x̄, p̄ = −i∇, (7.1)

donde x̄ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn denota la posición de la part́ıcula, o la posición del centro
de masa de las dos part́ıculas, ∇ = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn), q 6= 0 es la carga eléctrica de
la part́ıcula o la carga relativa del sistema de dos cuerpos, m > 0 es la masa de la
part́ıcula, o la masa reducida del sistema. El campo eléctrico está dirigido a lo largo de
la dirección −x1, Ē = (−E, 0, . . . , 0), E = |Ē| > 0. El operador (7.1) es esencialmente
autoadjunto en el espacio de Schwartz (ver Avron y Herbst [9]; Veselić and Weidmann
[48]). Denotamos por igual como H0 a su única extensión autoadjunta. Decimos que un
operador es Kato chico en L2(Rn) si es relativamente acotado con respecto al Laplaciano
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con cota relativa cero (cf 2.62). Para cualquier conjunto O ⊂ Rn denotemos por F (x ∈
O) el operador de multiplicación por la función caracteŕıstica de O.

Supondremos que el potencial pertenece a la siguiente clase de funciones:

Definición 7.1 Denotamos por VE la clase de potenciales, V E(x̄), definida en Rn con
valores en R y tal que

V E(x̄) = V E,s(x̄) + V E,l(x̄), (7.2)

con V E,s(x̄) ∈ VE,s, y V E,l(x̄) ∈ VE,l y donde VE,s es la clase de potenciales de valor

real, V E,s(x̄), que satisfacen V E,s(x̄) = V E,s
1 (x̄) + V E,s

2 (x̄), con (1 + |x1|) V E,s
1 (x̄) es

Kato chico, V E,s
2 (x̄) acotado y

∫ ∞

0

dR‖V E,s(x̄) (−4+ I)−1 F (|x̄| ≥ R)‖ < ∞. (7.3)

Además, VE,l es la clase de potenciales de valor real, V E,l(x̄), que satisfacen

|V E,l(x̄)| ≤ C(1 + |x̄|)−γ, γ > 3/4, (7.4)

y para alguna 1 ≤ j ≤ n

| ∂

∂xj

V E,l(x̄)| ≤ C(1 + |x̄|)−1−α, 0 < α ≤ γ. (7.5)

La propiedad de decaimiento en (7.3) es equivalente a la condición más intuitiva de
que

‖F (|x| ≥ R)V E,s(x̄)(−4+ I)−1‖
decae integrablemente.

La clase VE está fuertemente relacionado a la clase de los potenciales (ver la defini-
ción 7.3) considerada en Enss y Weder [21]. V E,s(x̄) y V E,l(x̄) corresponde respec-
tivamente a las partes de corto y rango largo de los potenciales en Enss y Weder
[21]. Observemos que en Enss y Weder [21] se pide que V l satisfaga que |∇V l(x̄)| ≤
C(1 + |x̄|)β, β > 3/2.

El Hamiltoniano de interacción se define como

H = H0 + V E(x̄), (7.6)

con V E(x̄) ∈ VE. Se sigue del lema 2 en Simon [47] que V E(x̄) es H0 acotado con cota
relativa cero. Entonces H es autoadjunto con D(H) = D(H0).

Los operadores de onda se definen como

Ω± = s− ĺım
t→±∞

eitHe−itH0 . (7.7)

La existencia de Ω± ha sido demostrado en Avron y Herbst [9] y en Veselić y
Weidmann [48]. Esta existencia también se sigue para V E(x̄) ∈ VE a partir de nuestras
estimaciones de la sección 7.3. De hecho requerimos condiciones de decaimiento más
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fuertes que las necesarios para la existencia (ver Avron y Herbst [9]) ya que necesitamos
un decaimiento más fuerte para resolver el problema inverso; las condiciones son más
fuertes ya que requerimos que una parte del potencial sea Kato chico, otra que sea
acotada y un decaimiento integral (ver nuestra definición 7.1), por otra parte, las
condiciones en Avron y Herbst [9] básicamente son estimaciones sobre la fuerza (el
gradiente del potencial) y sus derivadas.

El operador de dispersión se define como

S = (Ω+)∗Ω− (7.8)

y S, una función de VE en el subespacio de Banach de todos los operadores acotados en
L2(Rn), se llama la función de dispersión (ver la sección 4.1). A continuación se enuncia
uno de los resultados principales de este caṕıtulo: El problema inverso de determinar
el potencial a partir del operador de dispersión tiene solución.

Teorema 7.2 La función de dispersión S : VE → L2(Rn) es inyectiva.

La demostración del teorema 7.2 y de nuestra formula de reconstrucción serán
dadas en la sección 7.8. Nuestros resultados se demuestran por medio de un método
dependiente del tiempo simple que es una extensión al caso de un campo eléctrico
externo constante del método de Enss y Weder [19], [20] y [21].

Ahora consideremos el caso de un sistema de N cuerpos. Denotemos por mj, qj, ˜̄xj ∈
Rn, n ≥ 2, 1 ≤ j ≤ N , respectivamente, las masas, las cargas y las posiciones de las
part́ıculas. El Hamiltoniano del sistema de N cuerpos en un campo eléctrico constante
es

H̃0 =
N∑

j=1

(2mj)
−1 ˜̄p2

j +
N∑

j=1

qjĒ · ˜̄xj, ˜̄p = −i∇ ˜̄xj
, (7.9)

donde el campo eléctrico Ē = (−E, 0, . . . , 0), E = |Ē| > 0 está dirigido a lo largo de
menos la primera dirección coordenada.

Como es usual, estudiamos el sistema de N cuerpos en el marco de referencia del
centro de masa está dado por

X̄CM = (1/M)
N∑

j=1

mj ˜̄xj, M =
N∑

j=1

mj, (7.10)

donde M es la masa total. El momento del centro de masa es

P̄CM =
N∑

j=1

˜̄pj.

El espacio de Hilbert de estados, H̃, se descompone de la siguiente manera

H̃ = H̃CM ⊗H, (7.11)
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donde H̃CM es el espacio de Hilbert de los estados del centro de masa y H es el espacio
de Hilbert de estados internos en el centro del marco de referencia del centro de masa.
H̃CM es representado en el espacio de configuración por L2(Rn). H se representa en el
espacio de configuración por funciones de onda φ en

L2(X),X =

{
( ˜̄x1, . . . , ˜̄xN) |

N∑
j=1

mj ˜̄xj = 0

}
∼= Rn(N−1),

con la medida inducida en X por la siguiente norma en RnN : ‖x̄‖ =
[∑N

j=1 mj ˜̄x2
j

]1/2

.

El conjunto de las funciones de onda en el espacio de momentos, φ̂, es el espacio

L2(X̂), X̂ =

{
( ˜̄p1, . . . , ˜̄pN) |

N∑
j=1

˜̄pj = 0

}
∼= Rn(N−1),

X̂ está equipado con la métrica dual inducida por
[∑N

j=1(mj)
−1 ˜̄p2

j

]1/2

en RnN . Las

medidas de X y X̂ son equivalentes a la medida de Lebesgue y la transformada de
Fourier es un operador unitario del L2(X) sobre L2(X̂). Dado un estado (abstracto)
Φ ∈ H usaremos tanto su función de onda en el espacio de configuración o en el
espacio de momentos como se necesite. Bajo (7.11) H̄0 se descompone como

H̄0 = HCM ⊗ I + I ⊗H0,

donde HCM es el Hamiltoniano para el movimiento del centro de masa

HCM = (2M)−1P̄ 2
CM + QĒ · X̄CM ,

donde Q =
∑N

j=1 qj, es la carga total, y H0 es el Hamiltoniano en un campo eléctrico
constante externo en el marco de referencia del centro de masa

H0 =
N∑

j=1

(2mj)
−1 ˜̄p2

j − (2M)−1P̄ 2
CM +

N∑
j=1

(qj −mjQ/M)Ē · ˜̄xj.

H0 es esencialmente autoadjunto en el espacio de Schwartz (ver abajo). También de-
notamos por H0 la única extensión autoadjunta.

Para obtener la intuición de cómo formular el problema inverso en el caso de N
cuerpos es particularmente instructivo examinar la forma en la que H0 toma en la
coordenadas de Jacobi. Estas coordenadas se definen de la siguiente manera (ver Reed
y Simon [44]).

ξj = ˜̄xj+1 −
(

j∑

k=1

mk

)−1 (
j∑

k=1

mk ˜̄xk

)
, j = 1, . . . , N − 1. (7.12)
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Estas coordenadas se obtienen primero cambiando las variables (˜̄x1, ˜̄x2) a ξ1 =
˜̄x2 − ˜̄x1 y el centro de masa de part́ıculas (1) y (2), R̄12 = (m1 + m2)

−1(m1 ˜̄x1 + m2 ˜̄x2).
Entonces cambiamos de (R̄12, ˜̄x3) a ξ2 = ˜̄x3 − R̄12 y el centro de masa de part́ıculas
(1), (2), y (3), y aśı sucesivamente. Al final obtenemos las coordenadas de Jacobi
ξj, 1 ≤ j ≤ N−1, en X y la coordenada del centro de masa X̄CM . En estas coordenadas
H0 se expresa como

H0 =
N−1∑
j=1

((2vj)
−1 ˆ̄p2

j + qR
j Ē · ξj), ˆ̄pj = −i∇ξj

(7.13)

donde

v−1
j = m−1

j+1 +

(
j∑

k=1

mk

)−1

, 1 ≤ j ≤ N − 1,

qR
j = (qj+1Mj −mj+1Qj)/(mj+1 + Mj), Mj =

j∑

k=1

mk, (7.14)

Qj =

j∑

k=1

qk, 1 ≤ j ≤ N − 1.

vj y qR
j , 1 ≤ j ≤ N − 1, son, respectivamente, la masa reducida y la carga relativa de

la part́ıcula (j+1) con respecto a las masas y las cargas de las primeras j part́ıculas. La
fórmula (7.13) muestra que la demostración de que H0 es esencialmente autoadjunta
en el espacio de Schwartz se reduce al caso de dos cuerpos. Las coordenadas de Jacobi
anteriormente dadas se basan en el par de part́ıculas (1,2) en el sentido de que hemos
tomado como primera coordenas ξ1 = ˜̄x2 − ˜̄x1 la distancia relativa de las part́ıculas
(1) y (2). Por supuesto, podemos basar las coordenadas de Jacobi en cualquier par de
part́ıculas (j, k), j, k = 1, 2, . . . N .

Para determinar el potencial para un par dado numeramos las part́ıculas de tal
manera que el par dado consiste de las part́ıculas uno y dos. Entonces por (7.13)

H0 =

[
(2v1)

−1 ˆ̄p2
1 +

(q2m1 −m2q1)

m1 + m2

Ē · ξ1

]
⊗ I + I ⊗ Ĥ0, (7.15)

bajo la descomposición de L2(X) como

L2(X) = L2(Rn
ξ1

)⊗
[
⊗

N−1∏
j=2

L2(Rn
ξj

)

]
,

donde

Ĥ0 =
N−1∑
j=1

((2vj)
−1 ˆ̄p2

j + qR
j Ē · ξj), (7.16)
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Esto muestra que si la carga relativa del par (1,2), (q2m1 − m2q1)/(m1 + m2), es
diferente de cero la distancia relativa del par (1,2) se acelera por el campo eléctrico
como en el caso de los dos cuerpos. Sin embargo, si la carga relativa es cero ambas
part́ıculas se aceleran en la misma manera por el campo eléctrico y la distancia relativa
no es acelerada, y entonces con respecto al par (1,2) la dispersión relativa es como en
el caso donde el campo eléctrico constante externo es cero.

Esto muestra que para cualquier par dado de part́ıculas el problema de dispersión
inversa tiene que ser formulado como en caso de dos cuerpos sin campo eléctrico si la
carga relativa del par es cero y, como en el caso de dos cuerpos con un campo eléctrico,
si la carga relativa del par es diferente de cero. Para este propósito introducimos a
continuación una clase apropiada de potenciales.

Denotamos por V0 la clase de pares de potenciales consideradas en Enss y Weder
[21]. Por C1

∞(Rn) designamos el espacio de todas las funciones continuamente diferen-
ciables que tienden a cero en el infinito.

Definición 7.3 Denotamos por V0 la clase de potenciales de valor real, V 0(x̄), x̄ ∈ Rn,
tal que

V 0(x̄) = V 0,s(x̄) + V 0,l(x̄), (7.17)

con V 0,s(x̄) ∈ V0,s y V 0,l(x̄) ∈ V0,l, y donde V0,s es la clase de potenciales de valor real,
V 0,s(x̄) que son Kato-Chico y

∫ ∞

0

dR‖V 0,s(x̄)(−4+ I)−1F (|x̄| ≥ R)‖ < ∞. (7.18)

Además, V0,l es la clase de potenciales reales, V 0,l, tal que V 0,l ∈ C1
∞(Rn) y

|∇V 0,l(x̄)| ≤ C(1 + |x̄|)−β, β > 3/2. (7.19)

V 0,s y V 0,l son, respectivamente, las partes de rango corto y rango largo del poten-
cial. Esta separación no es única y sin pérdida de generalidad podemos hacerlo de tal
manera que además, (ver Hörmander [30]),

V 0,l(x̄) ∈ C4(Rn), |DαV 0,l| ≤ C(1 + |x̄|)−1−|α|(ε+1/2),

para 1 ≤ |α| ≤ 4, 0 < ε < 1/2, y donde Dα denota las derivadas con la notación multi
ı́ndice.

Designamos por qjk = (qkmj − qjmk)/(mj + mk) la carga relativa del par (j,k)

y denotamos por
∑0

j<k y
∑E

j<k, respectivamente, la suma sobre todos los ı́ndices,
j < k, j, k = 1, . . . , N , con qjk = 0, y qjk 6= 0.

Suponemos que el potencial del sistema de N cuerpos es un operador de multipli-
cación que es una suma de pares de potenciales,

V =
0∑

j<k

V 0
jk(˜̄xk − ˜̄xj) +

E∑

j<k

V E
jk (˜̄xk − ˜̄xj), (7.20)
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con V 0
jk ∈ V0, y V E

jk = V E,s
jk +V E,l

jk ∈ VE (ver la definición 7.1). Al usar una descomposi-
ción de H0 como en (7.15) para cada par (j,k) vemos que para cada par de potenciales
V 0

jk o V E
jk están relativamente acotados con respecto a H0 con cota relativa cero. Ob-

serve que para un par dado el correspondiente potencial del par pertenece a V0 si la
carga relativa del par es cero y pertenece a VE si la carga relativa es diferente de cero.
Entonces V es relativamente acotado con respecto a H0 con cota relativa cero y el
Hamiltoniano de interacción,

H = H0 + V, (7.21)

es autoadjunto en D(H) = D(H0), ([5] teorema de Rellich-Kato (8.5) y (8.7)).
La evolución de Dollard modificada está dada por

UD(t) = e−itH0Ũ(t), (7.22)

donde

Ũ(t) = exp

[
−i

0∑

j<k

∫ t

0

dsV 0,l
jk (p̄jk/µjk)

]
, (7.23)

donde p̄jk/µjk es la velocidad relativa del par (j,k), p̄jk/µjk = (˜̄pk/mk)− (˜̄pj/mj), con
µjk = mjmk/(mj +mk) la masa reducida (observe que en la notación de 7.14 µ12 = v1).

Los operadores de onda de Dollar modificados para el canal libre se definen como

ΩD
± = s− ĺım

t→±∞
eitHUD(t). (7.24)

La existencia de los ĺımites fuertes es conocida y, de hecho, se sigue de nuestras
estimaciones en la sección 7.4. Son isometŕıas parciales y satisfacen (ΩD

±)∗(ΩD
±) = I.

En este punto es conveniente partir en potencial en su parte de rango largo del par de
potenciales entre part́ıculas con carga relativa cero y el resto del potencial. Para este
proposito definimos

VSR =

{
V S =

0∑

j<k

V 0,s
jk (˜̄xk − ˜̄xj) +

E∑

j<k

V E
jk (˜̄xk − ˜̄xj)|V 0,s

jk ∈ V0,s, V
E
jk ∈ VE

}
, (7.25)

VLR =

{
V L =

0∑

j<k

V 0,l
jk (˜̄xk − ˜̄xj)|V 0,l

jk ∈ V0,l

}
. (7.26)

Entonces
V = V S + V L, H = H0 + V = H0 + V S + V L. (7.27)

El operador de dispersión de Dollard modificado entre los canales libres se define
como

SD = (ΩD
+)∗ΩD

− = SD(V L; V S). (7.28)

Note que SD−I = (ΩD
+−ΩD

−)∗ΩD
− . Llamamos a la función SD(V L; ·) : VSR → L(H)

la transformación de dispersión.
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Teorema 7.4 Sea V L ∈ VLR un potencial de rango largo dado. Entonces la transfor-
mación de dispersión SD(V l; ·) : VSR → L(H) es inyectiva. Más aún, cualquiera de los
operadores de dispersión de Dollard SD determina uńıvocamente el potencial V.

Como en el caso de dos cuerpos demostramos este teorema extendiendo el método
simple dependiente del tiempo de Enss y Weder [21] al caso con un campo eléctrico
externo constante. También damos una fórmula de reconstrucción con un término de
error para el par de potenciales.

En el caso particular cuando todas las cargas relativas son diferentes de cero, el
teorema 7.4 implica que el potencial total V está uńıvocamente definido por el oper-
ador de dispersión canónico. Por ejemplo, en el caso del hidrógeno (un protón y un
electrón) nuestros teoremas prueban que el potencial de Coulomb está uńıvocamente
determinado por el operador de dispersión. Como se mencionó anteriormente también
damos un método para la reconstrucción del potencial.

El problema inverso de reconstruir uńıvocamente el potencial a partir del operador
de dispersión fue primeramente propuesto por Heisenberg [24, 25, 26].

Hay una extensa literatura sobre el problema directo de dispersión en un campo
eléctrico constante. En los art́ıculos ya mencionados de Avron y Herbst [9]; Veselić and
Weidmann [48] se demuestra la existencia de los operadores de onda en el caso de
los dos cuerpos. En Herbst [28] y Simon [47] se demuestra la completitud en el caso
de los dos cuerpos. En Adachi y Tamura [1] y en Herbst, Möller y Skibsted [29] se
demostró la completitud en el caso de N cuerpos. En estos dos últimos art́ıculos se dan
más referencias a contribuciones a la dispersión de dos cuerpos y multipart́ıcula. Véase
tambien Hunziker [31] para mayores referencias sobre la literatura inicial.

7.3. El caso de dos cuerpos

La siguiente fórmula para la evolución libre en el tiempo fue demostrada por Avron
y Herbst [9] y en Veselić y Weidmann [48]. Los segundos autores consideraron un caso
más general,

e−itH0 = eiqEx1te−it3q2E2/6me−ip1qEt2/2me−itp̄2/2m. (7.29)

También haremos uso frecuente de las siguientes relaciones que se obtienen bajo
traslación en el espacio de configuración o de momentos generados por p̄ o x̄, respecti-
vamente,

eip̄·v̄tf(x̄)e−ip̄·v̄t = f(x̄ + v̄t), (7.30)

e−imv̄·x̄f(p̄)eimv̄·x̄ = f(p̄ + mv̄), (7.31)

para cualquier función medible y acotada f. En particular, aplicando (7.31),

e−imv̄·x̄e−itp̄2/2meimv̄·x̄ = e−ip̄·v̄te−itp̄2/2me−imv2t/2, (7.32)

donde v = |v̄|. Denotamos por Bmη la bola abierta en Rn con centro en cero y radio
mη. Observe que la condición (7.3) implica que

‖V E,s(x̄)g(p̄)F (|x̄| ≥ R)‖
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es una función integrable de R para todas las g ∈ C∞
0 (Rn) (ver el corolario 2.4 en

Enss [17]). Se sigue que el potencial en VE,s satisface la condición (7.33) siguiente
con ρ = 0. Por supuesto, valores más grandes de ρ significan un decaimiento más
rápido. Denotamos por e1 = (1, 0, . . . , 0) el vector unitario a lo largo de la dirección x1,

ˆ̄v = v̄/|v̄|, y ˆ̄E = Ē/|Ē|.
Lema 7.5 Suponga que V E,s ∈ VE,s y que para alguna 0 ≤ ρ ≤ 1 y todas las g ∈
C∞

0 (Rn)
(1 + R)ρ‖V E,s(x̄)g(p̄)F (|x| ≥ R)‖ ∈ L1((0,∞), dR). (7.33)

Entonces para cualquier función f ∈ C∞
0 (Bmη) y cualquier 0 ≤ δ < 1 hay una constante

c > 0 y una función h con (1+τ)ρh(τ) ∈ L1(0,∞) tal que para cada v ∈ Rn que satisface

v ≥ c, y |ˆ̄v · ˆ̄E| ≤ δ,

‖V E,s(x̄)e−itH0f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖
= ‖V E,s(x̄ + v̄t + ē1qEt2/2m)e−itp̄2/2mf(p̄)(1 + x̄2)−3/2‖ ≤ h(|vt|). (7.34)

Demostración. Seguimos la demostración del lema 2.2 de Enss y Weder [21]. La
igualdad de las normas es una consecuencia inmediata de (7.29)-(7.32). Se aplican tres
traslaciones, la primera por −mv̄, la segunda por v̄t y la última por ē1qEt/2m. En el
transcurso desaparecen factores de la forma, ei· donde el argumento de la exponencial
es puramente imaginario. Tome g ∈ C∞

0 (Bmη) tal que satisfaga que g ≡ 1 en el soporte
de f. Entonces por (7.29) y la desigualdad del triángulo

‖V E,s(x̄)e−itH0f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖ ≤ I1 + I2 + I3, (7.35)

donde

I1 = ‖V E,s(x̄)g(p̄−mv̄)e−ip1qEt2/2m‖
×‖F (|x̄− v̄t| ≥ λ|vt|5/8)e−itp̄2/2mf(p̄−mv̄)

×F (|x̄| < λ|vt|/8)(1 + x̄2)−3/2‖, (7.36)

I2 = ‖V E,s(x̄)g(p̄−mv̄)e−ip1qEt2/2m‖
×‖F (|x̄− v̄t| ≥ λ|vt|5/8)e−itp̄2/2mf(p̄−mv̄)

×F (|x̄| ≥ λ|vt|/8)(1 + x̄2)−3/2‖, (7.37)

I3 = ‖V E,s(x̄)g(p̄−mv̄)e−ip1qEt2/2mF (|x̄− v̄t| < λ|vt|5/8)e−itp̄2/2m

×f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖, (7.38)

con λ cualquier constante positiva. Por (7.31) y la proposición 2.10 de Enss [17]

I1 ≤ ‖V E,s(x̄)g(p̄)‖‖F (|x̄− v̄t| ≥ λ|vt|5/8)e−itp̄2/2mf(p̄−mv̄)

×F (|x̄| < λ|vt|/8)‖
≤ C(1 + λ|vt|/4)−3, (7.39)
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siempre que v ≥ 4η/λ. Más aún, usando de nuevo (7.31),

I2 ≤ C‖F (|x̄| ≥ λ|vt|/8)(1 + x̄2)−3/2‖ ≤ C(1 + |vt|/4)−3. (7.40)

Como |ˆ̄v · ˆ̄E| ≤ δ < 1, existen constantes 0 < δ1, δ2 ≤ 1 tal que |v̄t + ē1qEt2/2m| ≥√
δ1|vt|2 + δ2(qE/2m)2t4. Entonces por (7.30) y (7.31)

I3 ≤ C‖V E,s(x̄)g(p̄)F (|x̄− v̄t− ē1qEt2m| < λ|vt|5/8)‖
≤ C‖V E,s(x̄)g(p̄)F (|x̄| ≥ |vt|(

√
δ1 − 5λ/8))‖

:= h1(|vt|), (7.41)

donde, por (7.33), (1+τ)ρh1(τ) ∈ L1((0,∞)), siempre que λ < 8
√

δ1/5. Las ecuaciones
(7.35), (7.39), (7.40) y (7.41) demuestran el lema.

Lema 7.6 Suponga que V E,l satisface

|V E,l(x̄)| ≤ C(1 + |x̄|)−γ, 1 ≥ γ >
1

2
. (7.42)

Entonces para toda función f ∈ C∞
0 (Bmη) y toda 0 ≤ δ < 1 existen constantes

0 < c, M tales que para cada v̄ ∈ Rn que satisfacen v ≥ c y |ˆ̄v · ˆ̄E| ≤ δ:

∫ ∞

−∞
dt‖V E,l(x̄)e−itH0f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖

=

∫ ∞

−∞
dt‖V E,l(x̄ + v̄t + ē1qEt2/2m)e−itp̄2/2mf(p̄)(1 + x̄2)−3/2‖

≤ M

{
v−(2γ−1), 1

2
< γ < 1,

| ln v|v−1, γ = 1.
(7.43)

Demostración. Como en el lema 7.5, tomando cualquier λ > 0,

‖V E,l(x̄)e−itH0f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖ ≤ I1 + I2 + I3,

con

I1 = ‖V E,l(x̄)‖‖F (|x̄− v̄t| ≥ λ|vt|5/8)e−itp̄2/2mf(p̄−mv̄)

×F (|x̄| < λ|vt|/8)(1 + x̄2)−3/2‖, (7.44)

I2 = ‖V E,l(x̄)‖‖F (|x̄− v̄t| ≥ λ|vt|5/8)e−itp̄2/2mf(p̄−mv̄)

×F (|x̄| ≥ λ|vt|/8)(1 + x̄2)−3/2‖, (7.45)

I3 = ‖V E,l(x̄)e−ip1qEt2/2mF (|x̄− v̄t| < λ|vt|5/8)e−itp̄2/2m

×f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖. (7.46)
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Observe que ahora la función g(p̄−mv̄) no se requiere porque V E,l está acotada.
Demostramos como en el lema 7.5 que si v > 4η/λ,

I1 + I2 ≤ C(1 + |vt|)−3. (7.47)

Además, usando (7.30) y (7.42), ya que

|v̄t+ē1qEt2/2m| ≥
√

δ1|vt|2 + δ2(qE/2m)2t4 con 0 < δ1, δ2 ≤ 1, y tomandoλ < 8
√

δ1/5,

∫ ∞

−∞
dtI3 = C

∫ +∞

−∞
dt‖V E,l(x̄ + v̄t + ē1qEt2/2m)F (|x̄− v̄t| < λ|vt|5/8)‖

≤ C

∫ +∞

−∞
dt(1 +

√
δ1|vt|2 + δ2(qE/2m)2t4 − λ|vt|5/8)−γ

≤ C

∫ 2mv
√

δ1/δ2/|q|E

0

dt(1 + (
√

δ1 − λ5/8)vt)−γ

+C

∫ +∞

2mv
√

δ1/δ2/|q|E
dt t−2γ

≤ C

{
v−(2γ−1), 1

2
< γ < 1,

| ln v|v−1, γ = 1.
(7.48)

La conclusión del lema se sigue de (7.47) y (7.48).
Sea Φ cualquier configuración asintótica en el espacio de Hilbert de estados H

representada por las funciones de onda φ(x̄) y φ̂(p̄), respectivamente, en el espacio de
configuración y el espacio de momentos, donde φ ∈ L2(Rn

x̄) y φ̂ ∈ L2(Rn
p̄ ).

Note que si V = V E,s+V E,l, con V E,s como en el lema 7.5 con ρ = 0 y V E,l como en
el lema 7.6, los ĺımites fuertes existen en (7.7) para cualquier configuración asintótica
en un conjunto denso, y luego, por continuidad, los operadores de onda Ω± existen
y son isometŕıas parciales con núcleo trivial. Para el caso de Ω+ puede verse que el
ĺımite fuerte existe fijándose en la estimación (7.3) de Enss [18] y notando que el factor
1 + |x̄|2 fue acotado por 1 en las demostraciones de los lemas 7.6 y (7.7) de Weder [49]
(este art́ıculo). El conjunto denso en L2(Rn) donde existen los operadores de onda es
el de todas las funciones infinitamente diferenciables soportadas en bolas de radio mη.

Sea Φ0 ∈ H una configuración asintótica con su momento soportado en Bmη, i.e.,

φ̂0 ∈ C∞
0 (Bmη). Denotamos por Φv̄ la configuración impulsada

Φv̄ = eimv̄·x̄Φ0 ⇔ φ̂v̄(p̄) = φ̂0(p̄−mv̄). (7.49)

Observe que Φv̄ tiene soporte compacto contenido en la bola abierta centrada en v̄
y radio η.

Ahora estudiamos el ĺımite de alta velocidad de Ω± sobre cualquier dirección fija
ˆ̄v = v̄/|v̄|, con |ˆ̄v · ˆ̄E| < 1, y v = |v̄| → ∞.
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Corolario 7.7 Suponga que V E = V E,s + V E,l con V E,s ∈ VE,s y

|V E,l| ≤ C(1 + |x̄|)−γ, 1 < γ ≤ 1. (7.50)

Entonces para cualquier Φ0 y cualquier 0 ≤ δ < 1 existe una constante C tal que para

cualquier v̄ con |ˆ̄v · ˆ̄E| ≤ δ y para toda t ∈ R,

‖(Ω± − I)e−itH0Φv̄‖ ≤ C

{
v−(2γ−1), 1

2
< γ < 1,

| ln v|v−1, γ = 1.
(7.51)

Demostración. Damos la demostración para Ω+. El caso de Ω− se sigue similar-
mente. Por la fórmula de Duhamel

(Ω+ − I)e−itH0Φv̄ = i

∫ ∞

0

dt′eit′HV Ee−it′H0e−itH0Φv̄. (7.52)

Note que ‖(1 + x̄2)3/2Φv̄‖ ≤ C, uniformemente en v̄. Tome f ∈ C∞
0 (Bmη) tal que

f(p̄−mv̄)Φv̄ = Φv̄. Entonces,

‖(Ω± − I)e−itH0Φv̄‖ ≤ C

[∫ ∞

−∞
dt′′‖V E,s(x̄)e−it′′H0f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖

+

∫ ∞

−∞
dt′′‖V E,l(x̄)e−it′′H0f(p̄−mv̄)(1 + x̄2)−3/2‖

]

≤ C

v

∫ ∞

0

h(τ)dτ + C

{
v−(2γ−1), 1

2
< γ < 1,

| ln v|v−1, γ = 1.
(7.53)

Teorema 7.8 Fórmula de Reconstrucción. Suponga que V E ∈ VE y que V E,s(x̄) sat-
isfacen (7.33) para toda g ∈ C∞

0 (Rn) con 0 ≤ ρ ≤ 4γ − 3, ρ < α ≤ γ ≤ 1, donde γ, α
son respectivamente como en (7.4) y (7.5). Entonces para cualquier 0 ≤ δ < 1 y todas

Φv̄ como en (7.49) con |ˆ̄v · ˆ̄E| ≤ δ,

v(i[S, pj]Φv̄, Ψv̄) =

∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, pjΨ0)

+i

((
∂V E,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, Ψ0

)]

+

{
o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.
(7.54)

Demostración. Se sigue de la fórmula de Duhamel y las relaciones de entrelazado
e−itHΩ± = Ω±e−itH0 que

i(S − I)Φv̄ = i(Ω+ − Ω−)∗Ω−Φv̄ =

∫ ∞

−∞
dt eitH0V EΩ−e−itH0Φv̄. (7.55)
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Además, como
[S, pj] = [S − I, pj −mj] , (7.56)

tenemos que

v(i [S, pj] Φv̄, Ψv̄) =

∫ ∞

−∞
dτ lv̄(τ) + R(v̄), (7.57)

donde τ = vt y

lv̄(τ) = [(V E(x̄)e−iH0τ/v(pjΦ)v̄, e
−iH0τ/vΨv̄)

−(V E(x̄)e−iH0t/vΦv̄, e
−iH0t/v(pjΨ)v̄)], (7.58)

es el término dominante, y

R(v̄) = v

∫ +∞

−∞
dt [((Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄, V

Ee−itH0Ψv̄)

−((Ω− − I)e−itH0Φv̄, V
Ee−itH0(pjΨ)v̄)], (7.59)

es el residuo. Pero los lemas 7.5, 7.6, y el corolario 7.7 implican que R(v̄) satisface

|R(v̄)| ≤ C

{
v−(4γ−3), 3

4
< γ < 1,

(ln v)2v−1, γ = 1.
(7.60)

Además,

lv̄(τ) = (V E,s(x̄)e−iH0τ/v(pjΦ)v̄, e
−iH0τ/vΨv̄)

−(V E,s(x̄)e−iH0τ/vΦv̄, e
−iH0τ/v(pjΨ)v̄)

+i

((
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄)e−iH0τ/vΦv̄, e

−iH0τ/vΨv̄

)
, (7.61)

donde hemos usado que, por (7.29) y (7.31), e−iH0τ/vpje
iH0τ/v = pj − δj,1qEτ/v, y

entonces

lv̄(τ) = (V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvpjΦ0, e
−iτ p̄2/2mvΨ0)

−(V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvΦ0, e
−iτ p̄2/2mvpjΨ0)

+i

((
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvΦ0, e

−iτ p̄2/2mvΨ0

)
,

(7.62)

donde se usó (7.29)-(7.32). Además, para cada τfija,

ĺım
v→∞

lv̄(τ) = (V E,s(x̄ + ˆ̄vτ)pjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + ˆ̄xτ)Φ0, pjΨ0)

+i

((
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄ + ˆ̄xτ)Φ0, Ψ0

)
, (7.63)
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y, por el lema 7.5,
|lv̄(τ)| ≤ Ch(|τ |) (7.64)

con h integrable, (7.54) se sigue en el caso ρ = 0 por el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. Para demostrar (7.54) para 0 ≤ ρ ≤ 4γ − 3 estimamos la tasa
de convergencia de la integral del primer término en el lado derecho de (7.62) a su valor
ĺımite. Tenemos que

∫ +∞

−∞
dτ(V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvp̄jΦ0, e

−iτ p̄2/2mvΨ0)

−
∫ +∞

−∞
dτ(V E,s(x̄ + ˆ̄vτ)p̄jΦ0, Ψ0)

=

∫ +∞

−∞
dτ(h

(1)
v̄ (τ) + h

(2)
v̄ (τ)), (7.65)

donde

h
(1)
v̄ (τ) = (V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0,

(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0), (7.66)

h
(2)
v̄ (τ) = ((e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)pjΦ0, V
E,s(x̄ + v̂τ)Ψ0), (7.67)

Note que como Ψ0 tiene soporte compacto en el momento ‖(e−ip1qEτ2/2mv2
e−ip̄2τ/2mv

−I)Ψ0‖ ≤ C|τ/v|(1 + |τ/v|), y como también ‖(e−ip1qEτ2/2mv2
e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0‖ ≤ C,

se sigue que

‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0‖ ≤ C
(∣∣∣τ

v

∣∣∣
)ρ

, 0 ≤ ρ ≤ 1. (7.68)

Entonces, por el lema 7.5, vp|h(1)
v̄ (τ)| ≤ C(1 + |τ |)ρh(|τ |) ∈ L1(0,∞), y se sigue del

teorema de la convergencia dominada que

∫ +∞

−∞
dτh

(1)
v̄ (τ) =

{
o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 1,

O(v−1), ρ = 1,
(7.69)

donde hemos usado que cuando ρ < 1, ĺımv→∞ vρh
(1)
v̄ (τ) = 0, para cada τ fija. Además,

∫ +∞

−∞
dτ(1 + |τ |)ρ‖V E,s(x̄ + τ v̄)Ψ0‖

≤ C

∫ +∞

−∞
dτ(1 + |τ |)ρ

[∥∥V E,s(x̄ + ˆ̄xτ)g(p̄)F (|x̄ + ˆ̄xτ | ≥ |τ |/2)
∥∥

+
∥∥V E,s(x̄ + ˆ̄xτ)g(p̄)

∥∥
∥∥∥∥F (|x̄| ≥ |τ |

2
)

∥∥∥∥
]

< ∞, (7.70)

por (7.33) y el decaimiento rápido en el espacio de configuración de Ψ0.
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Entonces, usando (7.68), demostramos con en el caso de (7.69) que

∫ +∞

−∞
dτh

(2)
v̄ (τ) =

{
o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 1,

O(v−1), ρ = 1,
(7.71)

(7.54) se sigue, estimando las contribuciones de los otros términos en el lado derecho
de (7.62) de una forma similar, y por (7.60). Note que en (7.54) no permitimos que
ρ = 4γ − 3 = 1 cuando γ = 1 porque necesitamos que ρ < α ≤ γ.

Demostración. (Del teorema 7.2). Sean V E
1 (x̄) = V E,s

1 (x̄) + V E,l
1 (x̄) y V E

2 (x̄) =
V E,s

2 (x̄) + V E,l
2 (x̄) dos potenciales en VE que tienen el mismo operador de dispersión,

y denotemos 



QE,s(x̄) = V E,s
2 (x̄)− V E,s

1 (x̄),

QE,l(x̄) = V E,l
2 (x̄)− V E,l

1 (x̄),

QE(x̄) = V E
2 (x̄)− V E

1 (x̄) = QE,s(x̄) + QE,l(x̄).

(7.72)

Identificamos cualquier ȳ = (y1, y2) ∈ R2 con el vector y1ēj +y2ēk ∈ Rn para alguna
1 ≤ k ≤ n, k 6= j, donde por ēj, 1 ≤ j ≤ n, denotamos el vector unitario a lo largo de

la dirección xj. Para cualesquiera estados Φ, Ψ con φ̂, ψ̂ ∈ C∞
0 (Rn) denotamos por

Φ(ȳ) = e−ip̄·ȳΦ, Ψ(ȳ) = e−ip̄·ȳΨ (7.73)

los estados trasladados por ȳ y por

f(ȳ) = (QE,spjΦ(ȳ), Ψ(ȳ))− (QE,sΦ(ȳ), pjΨ(ȳ))

+i

((
∂QE,l

∂xj

)
Φ(ȳ), Ψ(ȳ)

)
. (7.74)

f(ȳ) es una función continua y acotada, y por (7.3), (7.5), y el decaimiento rápido en
el espacio de configuración de Φ, f(y) ∈ L2(R2).

Para cualquier v̄ en el plano ȳ con |ˆ̄v · ˆ̄E| < 1 la transformada de Radon de f(ȳ)
está dada por

f̃(ˆ̄v; ȳ) :=

∫ ∞

−∞
f(ȳ + τ ˆ̄v)dτ

=

∫ ∞

−∞

[
(QE,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ(ȳ), Ψ(ȳ))

−(QE,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ(ȳ), pjΨ(ȳ))

+i

((
∂QE,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ(ȳ), Ψ(ȳ)

)]
≡ 0, (7.75)

por el teorema 7.8.
Entonces (ver Helgason [27] caṕıtulo I, teorema 2.17)

f(ȳ) ≡ 0.
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Pero como
∂

∂y1

(QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) = −if(ȳ), (7.76)

se sigue que (QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) es independiente de y1. Pero por (7.3) y (7.4), ĺım|ȳ|→∞
(QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) = 0. Entonces QE(x̄) ≡ 0 como un operador y como una función casi
en todo punto.

Note que la demostración anterior da una método un método constructivo para la
reconstrucción del potencial. Primero, al invertir la transformada de Radon reconstru-
imos f(ȳ) a partir de la ĺımite de alta velocidad del operador de dispersión y, entonces,
el potencial a partir de la integral de f(ȳ),

(V EΦ, Ψ) = i

∫ ∞

0

f(y1, 0)dy1. (7.77)

Remarcamos que se sigue de (7.3), (7.4), y (7.5) que f(ȳ) es integrable a lo largo de
cualquier ĺınea y que el ĺımȳ→∞(V EΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) = 0.

7.4. El caso de N cuerpos

Para cualquier par de potenciales construimos como en Enss y Weder [21] esta-
dos apropiados donde todas las part́ıculas tienen una alta velocidad relativa a ca-
da una de las otras para reconstruir el correspondiente par del potencial. Para este
propósito primero introducimos alguna notación cinemática. Usamos una numeración
de las part́ıculas tales que el par en cuestión consiste de las part́ıculas 1 y 2. Como es
usual, tomamos como una variable n dimensional la distancia relativa x̄ y momento p̄
del par escogido (1,2)

x̄ := ˜̄x2 − ˜̄x1, p̄ = −i∇x̄ = µ12[(−i∇x̄2/m2)− (−i∇x̄1)/m1)], (7.78)

donde µ12 es la masa reducida del par (1,2), µ12 = m1m2/(m1 + m2). Usamos también
la posición x̄j y el momento p̄j de la j-ésima part́ıcula, j = 1, . . . , N , relativa al centro
de masa del par (1,2),

x̄j := ˜̄xj − (m1 ˜̄x1 + m2 ˜̄x2)/(m1 + m2), j = 1, . . . , N,

p̄j := µj(˜̄pj/mj − (˜̄p1 + ˜̄p2)/(m1 + m2)), j = 1, . . . , N,

donde µj es la masa reducida de la j-ésima part́ıcula con respecto al centro de masa
del par (1,2),

µj = mj(m1 + m2)/(mj + m1 + m2), j = 1, . . . , N,

y ˜̄pj = −i∇˜̄xj
es el momento relativo a algún origen (véase (7.9)). Observe que x̄ es la

primera coordenada de Jacobi ξ1.
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Sea Φ0 ∈ H una configuración asintótica con el producto de las funciones de onda
en el espacio de momentos de la forma,

Φ0 ∼ φ̂12(p̄)φ̂3(p̄3, . . . , p̄N), (7.79)

donde φ̂12 ∈ C∞
0 (Rn) vaŕıa mientras que φ̂3 ∈ C∞

0 (Rn(N−2)) es una función normalizada
fija con soporte en {(p̄3, . . . , p̄N) : |p̄j| < µj}; i.e., las part́ıculas 3 a N tienen una

velocidad menor que una relativa al par (1,2). Tomamos una η tal que φ̂12 ∈ C∞
0 (Bµ12η).

El estado de alta velocidad se define como (ver Enss y Weder [21])

Φv̄ ∼ φ̂12(p̄− µ12v̄)φ̂3(p̄3 − µ3v̄3, . . . , p̄N − µN v̄N), (7.80)

donde v̄ = vˆ̄v, |ˆ̄v| = 1, vj = v2dj, con d̄j 6= 0, para j = 3, . . . , N y donde suponemos que
d̄j − d̄k 6= 0 para j, k = 3, . . . N . Además, definimos v̄1 = −v̄µ12/m1, v̄2 = −v̄µ12/m2.

Denotamos las velocidades relativas por

v̄jk = v̄k − v̄j, vjk = |v̄jk|, j, k = 1, . . . , N.

Entonces con dj = |d̄j|,
v̄1,j = v2(d̄j + µ12 ˆ̄v/m1v) 6= 0 si v > µ12/m1dj

v̄2,j = v2(d̄j + µ12 ˆ̄v/m2v) 6= 0 si v > µ12/m2dj

v̄j,k = v2(d̄k − d̄j) 6= 0 j, k = 3, . . . N.

Denotamos ˆ̄vjk = v̄jk/|v̄jk| y supongamos que |ˆ̄vjk · ˆ̄E| ≤ δ para algún 0 ≤ δ < 1 y
todos los pares (j,k) con qj,k 6= 0. Se sigue que en nuestros estados de alta velocidad la
velocidad promedio relativa del par (1,2) es v mientras todas las demás part́ıculas viajan
con una velocidad minimal proporcional a v2 relativa a cada otra aśı como también con
respecto a las part́ıculas 1 y 2. Se sigue a partir de la definición que φ0 ∈ S(Rn(N−1)) y
que

Φv̄ = eiµ12v̄·x̄
N∏

j=3

eiµj v̄j ·x̄jΦ0. (7.81)

Además, tenemos una buena localización inicial uniformemente en v̄,

‖(1 + |˜̄vk − ˜̄vj|2)2Ψv̄‖ ≤ C, j, k = 1, . . . , N, (7.82)

y existen funciones fjk ∈ C∞
0 (Bµjkηjk

) tal que

Φv̄ = fjk(p̄jk − µjkv̄jk)Φv̄, (7.83)

donde p̄jk es el momento relativo de part́ıculas j y k,

p̄jk = −i∇(˜̄xk−˜̄xj), (7.84)

en donde en la derivada las posiciones de las demás part́ıculas, aśı como también del
centro de masa, se mantienen fijas. µjk es la masa reducida del par (j,k). Además,
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η12 = η, η1j = 2(1 + ηµ12/m1), η2j = 2(1 + ηµ12/m2), j = 3, . . . , N, y ηjk = 4, para
j, k = 3, . . . , N . Como en Enss y Weder [21], (7.82) y (7.83) nos permiten reducir las
demostraciones en el caso de N cuerpos a aquellas para los dos cuerpos.

Usando las coordenadas de Jacobi como en (7.12) - (7.16) pero basados en el par
(j,k) demostramos, como en Enss y Weder [21], que si V 0,s

jk satisface (7.33) en L2(Rn)
y qjk = 0,

∥∥∥∥∥V 0,s
jk (˜̄xk − ˜̄xj)U

D(t)
∏

j′<k′
fj′k′(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2

∥∥∥∥∥
≤ hjk(|vjkt|), (7.85)

donde (1 + τ)ρhjk(τ) ∈ L1((0,∞)) y que
∥∥∥(V 0,l

jk (˜̄xk − ˜̄xj)− V 0,l
jk (tp̄jk/µjk))U

D(t)

×
∏

j′<k′
fj′k′(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2

∥∥∥

≤ C(1 + |vjkt|)−1−ε. (7.86)

Más aún, si qjk 6= 0 usando de nuevo las coordenadas de Jacobi basándose en el par
(j,k) y tomando gjk ∈ C∞

0 (Bµjkηjk
) con gjkfjk = fjk, demostramos como en el lema 7.5

que
∥∥∥∥∥V E,s

jk (˜̄xk − ˜̄xj)U
D(t)

∏

j′<k′
fj′k′(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2

∥∥∥∥∥
≤ I1 + I2 + I3, (7.87)

donde

I1 = C
∥∥∥F (|˜̄xk − ˜̄xj − ˜̄vjk| ≥ λ|vjkt|5/8)e−itp̄2

jk/2µjkgjk(p̄jk − µjkv̄jk)

×F (|˜̄xk − ˜̄xj| < λ|vjkt|/8)Ũ(t)
∏

j′<k′
f(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)

×(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2
∥∥∥, (7.88)

I2 = C
∥∥∥F (|˜̄xk − ˜̄xj| ≥ λ|vjkt|/8)Ũ(t)

∏

j′<k′
f(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)

×(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2
∥∥∥, (7.89)

I3 = C
∥∥∥V E,s

jk (˜̄xk − ˜̄xj)gjk(p̄jk)F (|˜̄xk − ˜̄xj| ≥ (
√

δ1 − 5λ/8)|vjkt|3/8)
∥∥∥ , (7.90)

para λ < 8
√

δ1/5. Como en el lema 2.1 tenemos que

I1 ≤ C(1 + |vjkt|/4)−3. (7.91)
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Además, demostramos como en la sección IV de Enss y Weder [21] que para λ > 0
∥∥∥F (|˜̄xk − ˜̄xj| ≥ λ|vjkt|)Ũ(t)

∏

j′<k′
fj′k′(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2

∥∥∥,

≤ C(1 + |vjkt|)−2−ε. (7.92)

Se sigue que
I2 ≤ C(1 + |vjkt|)−2−ε. (7.93)

Entonces se sigue de (7.90), (7.91), y (7.93) que
∥∥∥V E,s

jk (˜̄xk − ˜̄xj)U
D(t)

∏

j′<k′
fj′k′(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2

∥∥∥,

≤ hjk(|vjkt|), (7.94)

donde (1 + τ)ρhjk(τ) ∈ L1((0,∞)) y ahora suponemos que V E,s
jk satisface (7.33) en

L2(Rn).
Más aún, supongamos que qjk 6= 0 y que

|V E,l
jk (x̄)| ≤ C(1 + |x̄|)−γ,

1

2
< γ ≤ 1, (7.95)

demostramos, similarmente (ver el lema 7.6), que

∫ +∞

−∞

∥∥∥∥∥V E,l
jk (˜̄xk − ˜̄xj)U

D(t)
∏

j′<k′
fj′k′(p̄j′k′ − µj′k′ v̄j′k′)(1 + |˜̄xk − ˜̄xj|2)−2

∥∥∥∥∥

≤ C

{
v
−(2γ−1)
jk , 1

2
< γ < 1,

| ln vjk|v−1
jk , γ = 1.

(7.96)

En consecuencia, se sigue de la fórmula de Duhamel, (7.85), (7.86), (7.94), (7.96),
y notando que v12 = v y vjk = O(v2) para j < k = 3, . . . , N que (ver la demostración
del corolario 2.3 y del corolario 3.4 de Enss y Weder [21]) los operadores de onda ΩD

±
existen y que para Φv̄ como en (7.80)

∥∥(e−itHΩD
± − UD(t))Φv̄

∥∥ =

{
O(v−(2γ−1)), 1

2
< γ < 1,

O(| ln v|v−1), γ = 1.
(7.97)

Teorema 7.9 Fórmula de reconstrucción. Suponga que V S ∈ VSR y V L ∈ VLR. En-

tonces para toda Φv̄, Ψv̄ como en (7.80) con una φ̂3 normalizada fija, y con |ˆ̄vjk · ˆ̄E| ≤ δ
para algún 0 ≤ δ < 1 y todos los pares (j,k) con qj,k 6= 0:

(a) Si q12 = 0 y V 0,s
12 satisface (7.33),

ĺım
v→∞

v(i(SD − I)Φv̄, Ψv̄) =

∫ +∞

−∞
dτ((V 0,s

12 (x̄ + τ ˆ̄v) + V 0,l
12 (x̄ + τ ˆ̄v))

−V 0,l
12 (τ ˆ̄v)Φ12, Ψ12) (7.98)
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y, más aún,

v
[
(i(SD − I)Φv̄, Ψv̄)−

∫ +∞

−∞
dt((V 0,l

12 (x̄)− V 0,l
12 (tp̄/µ12))U

D(t)

×Φv̄, U
D(t)Ψv̄)

]

=

∫ +∞

−∞
dτ(V 0,s

12 (x̄ + τ ˆ̄v)Φ12, Ψ12)

+





o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1,

O((ln v)2v−1), ρ = 4γ − 3 = 1.

(7.99)

Adicionalmente, si 0 ≤ ρ < β − 1, β ≤ 2, con β como en (7.19)

v(i[SD, pj]Φv̄, Ψv̄) =

∫ ∞

−∞
dτ

[
(V 0,s

12 (x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ12, Ψ12)

−(V 0,s
12 (x̄ + τ ˆ̄v)Φ12, pjΨ12)

+i

((
∂V 0,l

12

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ12, Ψ12

) ]

+

{
o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1,
(7.100)

para 1 ≤ j ≤ n.

(b) Si q12 6= 0, V E,s
12 satisface (7.33) con 0 ≤ ρ ≤ 4γ − 3, ρ < α ≤ γ ≤ 1, donde γ, α

son, respectivamente, como en (7.4) y (7.5);

v(i[SD, pj]Φv̄, Ψv̄) =

∫ ∞

−∞
dτ

[
(V E,s

12 (x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ12, Ψ12)

−(V E,s
12 (x̄ + τ ˆ̄v)Φ12, pjΨ12)

+i

((
∂V E,l

12

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ12, Ψ12

) ]

+

{
o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.
(7.101)

Demostración. . La demostración de (7.98),(7.99), y (7.100) se sigue como en
la demostración del teorema 4.1 de Enss y Weder [21] usando (7.85), (7.86), (7.94),
(7.96), y (7.97). En las siguientes ĺıneas demostramos (7.101). Se sigue a partir de la
fórmula de Duhamel como en el caso de dos cuerpos que

v(i[SD, pj]Φv̄, Ψv̄) =

∫ +∞

−∞
dτ lv̄(τ) + R(v̄), (7.102)
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donde

lv̄(τ) =

∫ +∞

−∞
dτ [(V E

12(x̄)UD(τ/v)(pjΦ)v̄, U
D(τ/v)Ψv̄)

−(V E
12(x̄)UD(τ/v)Φv̄, U

D(τ/v)(pjΨ)v̄)] (7.103)

es el termino dominante y el residuo es

R(v̄) = v

0∑

j<k=3

∫ −∞

+∞
dt

{
([V 0,s

jk (˜̄xk − ˜̄xj) + V 0,l
jk (˜̄xk − ˜̄xj)

−V 0,l
jk (t ˜̄pjk/µjk)]U

D(t)(pjΦ)v̄, U
D(t)Ψv̄)

−([V 0,s
jk (˜̄xk − ˜̄xj) + V 0,l

jk (˜̄xk − ˜̄xj)− V 0,l
jk (tp̄jk/µjk)]

×UD(t)Φv̄, U
D(t)(pjΨ)v̄)

}

+v

E∑

j<k=3

∫ −∞

+∞
dt

{
(V E

jk (˜̄xk − ˜̄xj)U
D(t)(pjΦ)v̄, U

D(t)Ψv̄)

−(V E
jk (˜̄xk − ˜̄xj)U

D(t)Φv̄, U
D(t)(pjΨ)v̄)

}

v

∫ −∞

+∞
dt

(
(e−itHΩD

− − UD(t))(pjΦ)v̄,

×[ 0∑

j<k

(V 0,s
jk (˜̄xk − ˜̄xj) + V 0,l

jk (˜̄xk − ˜̄xj)

−V 0,l
jk (t ˜̄pjk/µjk)) +

E∑

j<k

V E
jk (˜̄xk − ˜̄xj)

]
UD(t)Ψv̄

)

−v

∫ +∞

−∞
dt

(
(e−itHΩD

− − UD(t))Φv̄,

×[ 0∑

j<k

(V 0,s
jk (˜̄xk − ˜̄xj) + V 0,l

jk (˜̄xk − ˜̄xj)

−V 0,l
jk (t ˜̄pjk/µjk)) +

E∑

j<k

V E
jk (˜̄xk − ˜̄xj)

]
UD(t)(pjΨ)v̄

)
. (7.104)

Se sigue a partir de (7.85), (7.86), (7.94), (7.96), (7.97), y recordando que v12 = v,
y vjk = O(v2), j < k = 3, . . . , N , que

R(v̄) =

{
O(v−(4γ−3)), 3/4 < γ < 1,

O((ln v)2/v), γ = 1.
(7.105)

En este punto hemos completado la demostración de (7.101) como en el teorema
7.8 (ver también la demostración del teorema 3.5 en Enss y Weder [21]).
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Demostración. Demostración del teorema 7.4. Demostramos como en Enss y
Weder [21] que si V L es conocido de antemano, cada uno de los V 0,s

jk está uńıvocamente

reconstruido a partir de SD usando la ecuación (7.98) y las fórmulas correspondientes
para V 0

jk con (jk) 6= (12). También demostramos como en Enss Weder [21] que cada
uno de los V 0

jk está uńıvocamente reconstruido a partir de cualquiera de los operadores
de Dollard SD usando la fórmula (7.100) y las correspondientes ecuaciones para (jk) 6=
(12). Además, como en la demostración del teorema 7.2 demostramos que cada uno
de los V E

jk está uńıvocamente reconstruido a partir de cualquiera de los operadores de
Dollard SD, usando la ecuación (7.101) y las correspondientes fórmulas para (jk) 6=
(12); esto demuestra el teorema.
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Caṕıtulo 8

Apéndice

En este caṕıtulo se presentarán cálculos y demostraciones más detalladas de afir-
maciones del caṕıtulo 7.

Cálculo 8.1 Deducir la ecuación (7.13).

Demostración. La primera parte de (7.13) se encuentra en Reed y Simon [44],
pag. 78. Para la segunda parte:

=
N−1∑
j=1

qR
j Ē · ξj

=
N−1∑
j=1

(
qj+1Mj −mj+1Qj

Mj+1

)
Ē · ξj

=
N−1∑
j=1

(
qj+1Mj + qj+1mj+1 − qj+1mj+1 −mj+1Qj

Mj+1

)
Ē · ξj

=
N−1∑
j=1

(
qj+1Mj+1 −mj+1Qj+1

Mj+1

)
Ē · ξj

=
N∑

j=2

(
qj − mjQj

Mj

)
Ē · ξj−1

=
N∑

j=2

(
qj − mjQj

Mj

)
Ē ·

[
˜̄xj −

(
1

Mj−1

) j−1∑

k=1

mk ˜̄xk

]

=
N∑

j=2

(
qj − mjQj

Mj

)
Ē · ˜̄xj −

N∑
j=2

j−1∑

k=1

(
qj − mjQj

Mj

)(
1

Mj−1

)
mkĒ · ˜̄xk
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=
N∑

j=2

(
qj − mjQ

M
+

mjQ

M
− mjQj

Mj

)
Ē · ˜̄xj

−
N∑

j=2

j−1∑

k=1

(
qj − mjQj

Mj

)(
1

Mj−1

)
mkĒ · ˜̄xk

=
N∑

j=2

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N∑
j=2

mj

(
Q

M
− Qj

Mj

)
Ē · ˜̄xj

−
N−1∑

k=1

N∑

j=k+1

(
qj − mjQj

Mj

)(
1

Mj−1

)
mkĒ · ˜̄xk

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N∑
j=1

mj

(
Q

M
− Qj

Mj

)
Ē · ˜̄xj

−
N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

N∑

k=j+1

(
qk − mkQk

Mk

)(
1

Mk−1

)

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

[
Q

M
− Qj

Mj

−
N∑

k=j+1

(
qk − mkQk

Mk

)(
1

Mk−1

)]

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

[
Q

M
− Qj

Mj

−
N∑

k=j+1

(
Qk −Qk−1 − mkQk

Mk

)
1

Mk−1

]

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

[
Q

M
− Qj

Mj

−
N∑

k=j+1

(
1− mk

Mk

)
Qk

Mk−1

+
N∑

k=j+1

Qk−1

Mk−1

]

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

[
Q

M
−

N∑

k=j+1

Mk−1

Mk

Qk

Mk−1

+
N∑

k=j

Qk−1

Mk−1

]
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=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

[
Q

M
−

N∑

k=j+1

Qk

Mk

+
N∑

k=j+2

Qk−1

Mk−1

]

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj +

N−1∑
j=1

mjĒ · ˜̄xj

[
−

N−1∑

k=j+1

Qk

Mk

+
N−1∑

k=j+1

Qk

Mk

]

=
N∑

j=1

(
qj − mjQ

M

)
Ē · ˜̄xj

Cálculo 8.2 Deducción de la estimación (7.39).

Demostración.
La proposición 2.10 de Enss [17] se reformula en Enss y Weder [21] proposición 2.1

siendo más claro para el lector que el exponente del lado derecho de la estimación puede
ser cualquier número entero. Siguiendo a Enss y Weder [21], sean M = {|x̄| ≤ |vt|/8},
M′ = {|x̄ − vt| ≥ |vt|5/8} y r ≥ |vt|/4. Observe que ‖V E,s(x̄)g(p̄)‖ no depende de v̄.
Todo lo anterior lleva a (7.39).

Cálculo 8.3 Algunos detalles de la demostración de 7.6.

Demostración.
Veamos qué es lo que pasa con la estimación de la integral de I1 + I2:

∫ ∞

0

dt(I1 + I2) ≤ −C

v
(1 + |vt|)−2

∣∣∣
∞

0
= Cv−1. (8.1)

Por el teorema del binomio

−2|vt||qEt2/2m| ≥ −|vt|2 − |qEt2/2m|2, (8.2)

Aplicando (8.2)

|v̄t + ē1qEt2/2m| =

√
|vt|2 + 2

(
v̄t · ê1qĒt2

2m

)
+

∣∣∣qEt2

2m

∣∣∣
2

≥
√
|vt|2 − 2|vt|

∣∣∣qEt2

2m

∣∣∣|(v̂ · ê1)|+
∣∣∣qEt2

2m

∣∣∣
2

≥
√[

|vt|2 +
∣∣∣qEt2

2m

∣∣∣
2
]

[1− (v̂ · ê1)].
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De aqúı se observa que podemos poner δ1 = δ2 = 1 − (v̂ · ê1) > 0, gracias a que

|ˆ̄v · ˆ̄E| ≤ δ < 1.

Algunos otros comentarios sobre la deducción de la estimación (7.48). La integral
respecto al tiempo de −∞ a +∞ se convierte en una integral de 0 a +∞ ya que
el integrando es una función par respecto al tiempo, el factor 2 es absorbido por la
constante C. Observe la siguiente estimación:

√
δ1v2t2 ≤

√
δ1v2t2 + δ2

( |q|E
2m

)2

t4

1 + (
√

δ1 − λ5/8)vt ≤ 1 +

√
δ1v2t2 + δ2

( |q|E
2m

)2

t4 − λ|vt|5/8

[
1 + (

√
δ1 − λ5/8)vt

]−γ

≥

1 +

√
δ1v2t2 + δ2

( |q|E
2m

)2

t4 − λ|vt|5/8


−γ

. (8.3)

Cuando t > 2mv
√

δ1/δ2/|q|E tenemos que:

v <

√
δ2

δ1

|q|E
2mv

t

δ1|vt|2 < δ2

( |q|E
2mv

)2

t4 (8.4)

√
δ1|vt|2 + δ2

( |q|E
2mv

)2

t4 <

√
2δ2

( |q|E
2mv

)2

t4. (8.5)

Gracias a las estimaciones anteriores tenemos que,
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1 +

√
δ1v2t2 + δ2

( |q|E
2m

)2

t4 − 5

8
λ|vt|

> 1 +

√
δ1v2t2 + δ2

( |q|E
2m

)2

t4 −
√

δ1|vt|

>

√
δ1v2t2 + δ2

( |q|E
2m

)2

t4 −
√

δ1|vt|

=
δ2

(
|q|E
2m

)2

t4

√
δ1v2t2 + δ2

(
|q|E
2m

)2

t4 +
√

δ1|vt|

≥
δ2

(
|q|E
2m

)2

t4

(
√

2 + 1)
√

δ2

(
|q|E
2mv

)
t2

=

√
δ2

(
√

2 + 1)

( |q|E
2m

)
t2. (8.6)

Veamos el calculo de la segunda integral del penúltimo paso de (7.48), observando
que 1/2 < γ ≤ 1:

∫ +∞

2mv
√

δ1/δ2/|q|E
dt t−2γ

=
t−(2γ−1)

−(2γ − 1)

∣∣∣
+∞

2mv
√

δ1/δ2/|q|E

= Cv−(2γ−1). (8.7)

Supongamos que 1/2 < γ < 1 y estimemos la primera integral:

∫ 2mv
√

δ1/δ2/|q|E

0

dt
[
1 + (

√
δ1 − λ5/8)vt

]−γ

=
1

(−γ + 1)(
√

δ1 − λ5/8)v

[
1 + (

√
δ1 − λ5/8)vt

]−γ+1 ∣∣∣
2mv
√

δ1/δ2/|q|E

0

=
1

(−γ + 1)(
√

δ1 − λ5/8)v




(
1 + (

√
δ1 − λ5/8)

2mv2
√

δ1/δ2

|q|E

)−γ+1

− 1


 .

Podemos escoger v suficientemente grande, i.e., v > c para alguna constante c > 0.



130 Apéndice

≤ 2

(−γ + 1)(
√

δ1 − λ5/8)

[
(
√

δ1 − λ5/8)
2m

√
δ1/δ2

|q|E

]−γ+1

v−(2γ−1).

Tomemos el caso especial γ = 1:

∫ 2mv
√

δ1/δ2/|q|E

0

dt
[
1 + (

√
δ1 − λ5/8)vt

]−1

=
1

(
√

δ1 − λ5/8)v
ln

∣∣1 + (
√

δ1 − λ5/8)vt
∣∣
∣∣∣
2mv
√

δ1/δ2/|q|E

0

=
1

(
√

δ1 − λ5/8)v
ln

∣∣∣1 + (
√

δ1 − λ5/8)
2mv2

√
δ1/δ2

|q|E
∣∣∣.

(8.8)

De nuevo tomando v grande:

≤ 1√
δ1 − λ5/8

v−1

[
ln

∣∣∣(
√

δ1 − λ5/8)
4mv2

√
δ1/δ2

|q|E
∣∣∣
]

.

≤ 1√
δ1 − λ5/8

v−1

[
ln

∣∣∣(
√

δ1 − λ5/8)
4m

√
δ1/δ2

|q|E
∣∣∣ + 2 ln |v|

]
.

≤ 4√
δ1 − λ5/8

v−1 ln |v|.
(8.9)

Para obtener (7.48) y también para concluir la demostración es importante tener
la siguiente estimación:

c1v
−1 ln v + c2v

−1 ≤ 2 máx{c1, c2}v−1 ln v. (8.10)

Cálculo 8.4 Comentario sobre la demostración del corolario 7.7.

Demostración.
La fórmula de Duhamel es una versión generalizada del teorema fundamental del

cálculo. En (7.52), al aplicar la fórmula de Leibnitz para la derivada de un producto
aparece una diferencia entre el Hamiltoniano perturbado y el Hamiltoniano libre, razón
por la cual aparece en factor V E. A continuación se reescribe (7.52)

(Ω+ − I)e−itH0Φv̄ = i

∫ ∞

0

dt′eit′HV Ee−it′H0e−itH0Φv̄.
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Cálculo 8.5 Identidad (7.56).

Demostración.

pj es una componente cualquiera del operador de momento p̄, pj en el espacio
de configuración es igual a −i∂xj y en el espacio de momentos es el operador de
multiplicación por pj. vj es la componente de la velocidad promedio v̄ de la part́ıcula,
por lo tanto es sólo un escalar. v es el valor esperado del módulo del operador de
velocidad, este último en el espacio de momentos es igual a p̄/m.

[S − I, pj −mvj] = (S − I)(pj −mvj)− (pj −mvj)(S − I)

= Spj − Smvj − pj + mvj − pjS + mvjS + pj −mvj

= Spj − pjS

= [S, pj]

Cálculo 8.6 Deducción de (7.57).

Demostración.

Primero desarrollemos los siguiente:

i[S, pj] = i[S − I, pj −mvj]

= i(S − I)(pj −mvj)− (pj −mvj)i(S − I)

=

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V EΩ−e−itH0

)
(pj −mvj)

−(pj −mvj)

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V EΩ−e−itH0

)

=

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V Ee−itH0

)
(pj −mvj)

−(pj −mvj)

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V Ee−itH0

)

+

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
(pj −mvj)

−(pj −mvj)

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)

También se utilizará la siguiente relación:
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(pjΦ0)v̄ = (pjφ̂)(p̄ = p̄−mv̄)

= (pj −mvj)φ̂(p̄−mv̄)

= (pj −mvj)Φv̄

Note que las componentes del operador de momento p̄ son autoadjuntas en el espacio
de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto.

v (i[S, pj]Φv̄, Ψv̄) = v (i[S − I, pj −mvj]Φv̄, Ψv̄)

= v

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V Ee−itH0

)
(pj −mvj)Φv̄, Ψv̄

)

−v

(
(pj −mvj)

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V Ee−itH0

)
Φv̄, Ψv̄

)

+v

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
(pj −mvj)Φv̄, Ψv̄

)

−v

(
(pj −mvj)

(∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
Φv̄, Ψv̄

)

= v

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V Ee−itH0

)
(pj −mvj)Φv̄, Ψv̄

)

−v

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V Ee−itH0

)
Φv̄, (pj −mvj)Ψv̄

)

+v

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
(pj −mvj)Φv̄, Ψv̄

)

−v

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
Φv̄, (pj −mvj)Ψv̄

)

=

∫
dx

((∫ ∞

−∞
vdt eitH0V Ee−itH0

)
(pjΦ)v̄Ψv̄

)

−
∫

dx

((∫ ∞

−∞
vdt eitH0V Ee−itH0

)
Φv̄(pjΨ)v̄

)

+v

∫
dx

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
(pjΦ)v̄Ψv̄

)

−v

∫
dx

((∫ ∞

−∞
dt eitH0V E(Ω− − I)e−itH0

)
Φv̄(pjΨ)v̄

)
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=

∫ ∞

−∞
vdt

∫
dx eitH0V Ee−itH0(pjΦ)v̄Ψv̄

−
∫ ∞

−∞
vdt

∫
dx eitH0V Ee−itH0Φv̄(pjΨ)v̄

+v

∫ ∞

−∞
dt

∫
dx eitH0V E(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄Ψv̄

−v

∫ ∞

−∞
dt

∫
dx eitH0V E(Ω− − I)e−itH0Φv̄(pjΨ)v̄

=

∫ ∞

−∞
vdt

(
eitH0V Ee−itH0(pjΦ)v̄, Ψv̄

)

−
∫ ∞

−∞
vdt

(
eitH0V Ee−itH0Φv̄, (pjΨ)v̄

)

+v

∫ ∞

−∞
dt

(
eitH0V E(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄, Ψv̄

)

−v

∫ ∞

−∞
dt

(
eitH0V E(Ω− − I)e−itH0Φv̄, (pjΨ)v̄

)

=

∫ ∞

−∞
vdt

(
V Ee−itH0(pjΦ)v̄, e

−itH0Ψv̄

)

−
∫ ∞

−∞
vdt

(
V Ee−itH0Φv̄, e

−itH0(pjΨ)v̄

)

+v

∫ ∞

−∞
dt

(
(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄, V

Ee−itH0Ψv̄

)

−v

∫ ∞

−∞
dt

(
(Ω− − I)e−itH0Φv̄, V

Ee−itH0(pjΨ)v̄

)

Cálculo 8.7 Estimación (7.60).

Demostración. Consideremos R1(v̄) definido a continuación, la estimación para
(R−R1)(v̄) es completamente análoga y se omite. Con ambas estimaciones se obtiene
la correspondiente para R(v̄)

R1(v̄) = v

∫ ∞

−∞
dt

(
(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄, V

Ee−itH0Ψv̄

)

|R1(v̄)| ≤ v

∫ ∞

−∞
dt

∣∣∣
(
(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄, V

Ee−itH0Ψv̄

) ∣∣∣

≤ v

∫ ∞

−∞
dt

∣∣∣(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄

∣∣∣
∣∣∣V Ee−itH0Ψv̄

∣∣∣
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≤ v
∥∥∥(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄

∥∥∥
∫ ∞

−∞
dt

∥∥∥V Ee−itH0Ψv̄

∥∥∥

≤ Cv

({
v−(2γ−1), 3

4
< γ < 1,

(ln v)v−1, γ = 1

)2

≤ C

{
v−(4γ−3), 3

4
< γ < 1,

(ln v)2v−1, γ = 1

Para estimar
∥∥∥(Ω− − I)e−itH0(pjΦ)v̄

∥∥∥ se usó (7.51).
∫∞
−∞ dt

∥∥∥V Ee−itH0Ψv̄

∥∥∥ se ha es-

timado usando el lema 7.5 para la parte de rango corto y el lema 7.6 para la de rango
largo; ambas estimaciones se ”suman”de la misma manera que la última ĺınea de (7.53).

Cálculo 8.8 Deducción de (7.61).

Demostración. Primero demostremos la relaciones siguientes:

e−iH0τ/vpje
iH0τ/v

= eiqEx1te−it3q2E2/6me−ip1qEt2/2me−itp̄2/2m pj eitp̄2/2meip1qEt2/2meit3q2E2/6me−iqEx1t

= e−it3q2E2/6me−ip1qEt2/2me−itp̄2/2m pj eitp̄2/2meip1qEt2/2meit3q2E2/6m|p=p−(qEτ/v,0,··· )
= pj − δj,1qEτ/v

eiH0τ/v V E,l(x̄) e−iH0τ/v

= eitp̄2/2meip1qEt2/2meit3q2E2/6me−iqEx1t V E,l(x̄) eiqEx1te−it3q2E2/6me−ip1qEt2/2me−itp̄2/2m

= eitp̄2/2meip1qEt2/2m V E,l(x̄) e−ip1qEt2/2me−itp̄2/2m

= eitp̄2/2m V E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m

Consideremos la siguiente expresión:

(
V E,l(x̄) e−iH0τ/vΦv̄, e−iH0τ/v(pjΨ)v̄

)

=
(
Φv̄, eiH0τ/v V E,l(x̄) e−iH0τ/v(pj −mvj)Ψv̄

)

=
(
Φv̄, eitp̄2/2m V E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m(pj −mvj)Ψv̄

)

=
(
Φv̄, eitp̄2/2m V E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) (pj −mvj)e

−itp̄2/2mΨv̄

)

=
(
(pj −mvj)V

E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)
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=
(
(−i∂jV

E,l)(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)

+
(
V E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2)pj e−itp̄2/2m Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)

(
−mvjV

E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)

= −i

((
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)

+
(
V E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2mpj Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)

(
−mvjV

E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m Φv̄, e−itp̄2/2mΨv̄

)

= −i

(
eitp̄2/2m

(
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m Φv̄, Ψv̄

)

+
(
eitp̄2/2mV E,l(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2m(pj −mvj) Φv̄, Ψv̄

)

= −i

((
eiH0τ/v ∂

∂xj

V E,l

)
(x̄) e−iH0τ/v Φv̄, Ψv̄

)

+
(
eiH0τ/v V E,l(x̄) e−iH0τ/v(pjΦ)v̄, Ψv̄

)

= −i

((
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄) e−iH0τ/v Φv̄, e

−iH0τ/v Ψv̄

)

+
(
V E,l(x̄) e−iH0τ/v(pjΦ)v̄, e

−iH0τ/v Ψv̄

)

Cálculo 8.9 Deducción de (7.62).

Demostración. Consideremos sólo un sumando de (7.61), la deducción para los
demás sumandos es completamente similar.

l1v̄(τ) = (V E,s(x̄)e−iH0τ/v(pjΦ)v̄, e−iH0τ/vΨv̄)

= (eiH0τ/v V E,s(x̄)e−iH0τ/veimv̄·x̄pjΦ0, eimv̄·x̄Ψ0)

= (e−imv̄·x̄eitp̄2/2mV E,s(x̄ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2meimv̄·x̄pjΦ0, Ψ0)

= (eitp̄2/2mV E,s(x̄ + τ v̂ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2mpjΦ0, Ψ0)

= (V E,s(x̄ + τ v̂ + ē1qEτ 2/2mv2) e−itp̄2/2mpjΦ0, e−itp̄2/2mΨ0)

Cálculo 8.10 Determinación de (7.54).
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Demostración. Caso ρ = 0.
Entonces tenemos que h(τ) ∈ L1(0,∞). Por demostrar que

ĺım
v→∞

1

v0

∣∣∣∣∣v(i[S, pj]Φv̄, Ψv̄) −
∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, pjΨ0)

+i

((
∂V E,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, Ψ0

)] ∣∣∣∣∣ = 0

Equivalentemente

ĺım
v→∞

v(i[S, pj]Φv̄, Ψv̄) =

∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, pjΨ0)

+i

((
∂V E,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, Ψ0

)]

Por (7.57).

ĺım
v→∞

v(i[S, pj]Φv̄, Ψv̄) = ĺım
v→∞

(∫ ∞

−∞
dτ lv̄(τ) + R(v̄)

)

Por (7.64) el integrando está dominado por una función integrable, en consecuencia
se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada. También se aplica (7.60). El
resultado se obtiene utilizando (7.63).

Caso 0 < ρ ≤ 4γ − 3, exceptuando el caso ρ = 4γ − 3 = 1 .
Por demostrar que

v(i[S, pj]Φv̄, Ψv̄) −
∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, pjΨ0)

+i

((
∂V E,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, Ψ0

)]

=

{
o(v−ρ), 0 < ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.
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Sustituyendo (7.57) y (7.62) se obtiene:
∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvpjΦ0, e

−iτ p̄2/2mvΨ0)

−(V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvΦ0, e
−iτ p̄2/2mvpjΨ0)

+i

((
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvΦ0, e

−iτ p̄2/2mvΨ0

)]

−
∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, pjΨ0)

+i

((
∂V E,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, Ψ0

)]
+ R(v̄)

=

{
o(v−ρ), 0 < ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.

Para esto basta ver las cuatro siguientes tasas de convergencia.

∫ +∞

−∞
dτ

[
(V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvpjΦ0, e

−iτ p̄2/2mvΨ0)

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)pjΦ0, Ψ0)

]

=

{
o(v−ρ), 0 < ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1,

∫ +∞

−∞
dτ

[
V E,s(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvΦ0, e

−iτ p̄2/2mvpjΨ0)

]

−(V E,s(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, pjΨ0)

=

{
o(v−ρ), 0 < ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1,

∫ +∞

−∞
dτ

[(
∂

∂xj

V E,l

)
(x̄ + ˆ̄vτ + e1qEτ 2/2mv2)e−iτ p̄2/2mvΦ0, e

−iτ p̄2/2mvΨ0

−
((

∂V E,l

∂xj

)
(x̄ + τ ˆ̄v)Φ0, Ψ0

)]

=

{
o(v−ρ), 0 < ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.
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R(v̄) =

{
o(v−ρ), 0 < ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.

Weder [49] ha considerado que, para las tres primeras estimaciones anteriores, basta-
ba verificar la tasa de convergencia para (7.65).

Verifiquemos que las funciones definidas por (7.66) y (7.67) satisfacen (7.65).

h
(1)
v̄ (τ) + h

(2)
v̄ (τ) = (V E,s(x̄ + ˆ̄xτ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0,

(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0)

+((e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)pjΦ0, V
E,s(x̄ + v̂τ)Ψ0)

= (V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0,

e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvΨ0)

−(V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0, Ψ0),

+(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0, V
E,s(x̄ + v̂τ)Ψ0)

−(pjΦ0, V
E,s(x̄ + v̂τ)Ψ0)

= (V E,s(x̄ + v̂τ + e1qEτ 2/2mv2))e−ip̄2τ/2mvpjΦ0,

e−ip̄2τ/2mvΨ0)

−(V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0, Ψ0),

+(V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0, Ψ0)

−(V E,s(x̄ + v̂τ)pjΦ0, Ψ0)

= (V E,s(x̄ + v̂τ + e1qEτ 2/2mv2))e−ip̄2τ/2mvpjΦ0,

e−ip̄2τ/2mvΨ0)

−(V E,s(x̄ + v̂τ)pjΦ0, Ψ0)

Ahora deduzcamos las dos desigualdades que se utilizan para obtener la estimación
(7.68).
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‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)

Ψ0‖2 = ‖(e−ip1qEt2/2me−ip̄2t/2m − I)ψ̂0(p̄)‖2

=

∫
dp̄

∣∣(e−ip1qEt2/2me−ip̄2t/2m − 1)ψ̂0(p̄)
∣∣2

=

∫
dp̄

∣∣∣
∫ t

0

ds
d

ds

(
e−ip1qEs2/2me−ip̄2s/2m

) ∣∣∣
2 ∣∣∣ψ̂0(p̄)

∣∣∣
2

≤
∫

dp̄

[∫ t

0

ds
∣∣∣ d

ds

(
e−ip1qEs2/2m−ip̄2s/2m

) ∣∣∣
]2 ∣∣∣ψ̂0(p̄)

∣∣∣
2

≤
∫

dp̄

[∫ t

0

ds
∣∣∣
(
p1qEs/m + p̄2/2m

) ∣∣∣
]2 ∣∣∣ψ̂0(p̄)

∣∣∣
2

≤
∫

dp̄
[
|p1qE|t2/2m + p̄2t/2m

∣∣∣
]2 ∣∣∣ψ̂0(p̄)

∣∣∣
2

Por la compacidad del soporte ≤ C2(|t|+ t2)2

∫
dp̄

∣∣∣ψ̂0(p̄)
∣∣∣
2

≤ [C|τ/v|(1 + |τ/v|)]2

La segunda estimación necesaria para la desigualdad (7.68) es:

‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0‖ ≤ ‖e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvΨ0‖+ ‖Ψ0‖
= ‖Ψ0‖+ ‖Ψ0‖
= 2

≤ C

Para deducir la estimación (7.68) se toman dos casos. Recuérdese que 0 ≤ ρ ≤ 1.

(a) |t| < 1: En este caso claramente tenemos que |t|ρ ≥ |t|, por lo tanto:

‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0‖ ≤ C|τ/v|(1 + |τ/v|)
≤ C|τ/v|(2)

≤ 2C|τ/v|
≤ 2C|τ/v|ρ
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(b) |t| ≥ 1: Ahora se tiene que |t|ρ ≥ 1, aśı:

‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0‖ ≤ C

≤ C|τ/v|ρ

Ahora estimemos el valor absoluto de h
(1)
v̄ (τ):

|h(1)
v̄ (τ)| ≤ ‖V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpjΦ0‖
×‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)Ψ0‖
≤ ‖V E,s(x̄ + v̂τ)e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mvpj‖
×‖(e−ip1qEτ2/2mv2

e−ip̄2τ/2mv − I)‖
≤ C|τ/v|ρh(|τ |)

vρ|h(1)
v̄ (τ)| ≤ C|τ |ρh(|τ |) ∈ L1(0,∞)

Veamos el siguiente ĺımite:

ĺım
v→∞

vρ

∫ +∞

−∞
dτh

(1)
v̄ (τ) = ĺım

v→∞

∫ +∞

−∞
dτvρh

(1)
v̄ (τ)

Cuando ρ < 1, por el teorema de la convergencia dominada:

ĺım
v→∞

∫ +∞

−∞
dτvρh

(1)
v̄ (τ) =

∫ +∞

−∞
dτ ĺım

v→∞
vρh

(1)
v̄ (τ)

=

∫ +∞

−∞
dτ(0)

= 0

Cuando ρ = 1, y por el teorema de la convergencia dominada:

ĺım
v→∞

∣∣∣∣v
∫ +∞

−∞
dτh

(1)
v̄ (τ)

∣∣∣∣ ≤ ĺım
v→∞

∫ +∞

−∞
dτv

∣∣∣h(1)
v̄ (τ)

∣∣∣

=

∫ +∞

−∞
dτ ĺım

v→∞
v

∣∣∣h(1)
v̄ (τ)

∣∣∣

≤
∫ +∞

−∞
dτC(1 + |τ |)h(|τ |)

≤ M
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Esto nos permite concluir (7.68).
Veamos la siguiente estimación inocente, supongamos que |x̄ + τ v̂| ≤ |τ |/2.

|x̄| ≥ ||x̄ + τ v̂| − |τ v̂||
≥ ||τ | − |x̄ + τ v̂||
= |τ | − |x̄ + τ v̂|
≥ |τ | − |τ |/2
= |τ |/2

Con la desigualdad anterior podemos demostrar la estimación siguiente que ayu-
dará a demostrar (7.70).

‖V E,s(x̄ + τ v̄)Ψ0‖ = ‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)Ψ0‖
= ‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)(F (|x̄ + τ v̂| ≥ |τ |/2)

+F (|x̄ + τ v̂| ≤ |τ |/2))Ψ0‖
≤ ‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)F (|x̄ + τ v̂| ≥ |τ |/2)Ψ0‖

+‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)F (|x̄ + τ v̂| ≤ |τ |/2)Ψ0‖
= ‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)F (|x̄ + τ v̂| ≥ |τ |/2)‖ ‖Ψ0‖

+‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)‖ ‖F (|x̄ + τ v̂| ≤ |τ |/2)Ψ0‖
≤ ‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)F (|x̄ + τ v̂| ≥ |τ |/2)‖

+‖V E,s(x̄ + τ v̄)g(p̄)‖ ‖F (|x̄| ≥ |τ |/2)Ψ0‖

Veamos cómo el decaimiento rápido en el espacio de configuración de Ψ0 hace que
la segunda integral de (7.70) esté acotada. Observe el uso de la desigualdad de Hölder
y que la integral de una función de decrecimiento rápido multiplicada por un polinomio
es finita (gracias también a la desigualdad de Hölder).

∫ ∞

−∞
dτ(1 + |τ |)ρ ‖F (|x̄| ≥ |τ |/2)Ψ0‖

≤
∫ ∞

−∞
dτ(1 + |τ |) ‖F (|x̄| ≥ |τ |/2)Ψ0‖

≤ 2

∫ ∞

0

dτ(1 + τ)−1 ‖(1 + τ)2F (|x̄| ≥ τ/2)Ψ0‖

≤ 2

(∫ ∞

0

dτ(1 + τ)−2

)1/2 (∫ ∞

0

dτ‖(1 + τ)2F (|x̄| ≥ τ/2)Ψ0‖2

)1/2
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≤ C

(∫ ∞

0

dτ

∫

|x̄ |≥τ/2

dx̄(1 + τ)4|ψ0(x̄)|2
)1/2

= C

(∫

Rn

dx̄

∫

τ≤2|x̄|
dτ (1 + τ)4|ψ0(x̄)|2

)1/2

≤ C

(∫

Rn

dx̄

∫

τ≤2|x̄|
dτ (1 + 2|x̄|)4|ψ0(x̄)|2

)1/2

≤ C

(∫

Rn

dx̄ |x̄| (1 + 2|x̄|)4|ψ0(x̄)|2
)1/2

< ∞ (8.11)

Como último paso para demostrar (7.60) veamos qué pasa con R(v̄). Sustituyendo
(7.60):

ĺım
v→∞

vρ|R(v̄)| ≤ ĺım
v→∞

C

{
v−(4γ−3−ρ), 3/4 < γ < 1 ⇔ 0 < 4γ − 3 < 1,

(ln v)2vρ−1, γ = 1 ⇔ 4γ − 3 = 1

=





ĺımv→∞ v−(4γ−3−ρ), 0 ≤ ρ < 4γ − 3 < 1,

ĺımv→∞(ln v)2vρ−1, 0 ≤ ρ < 4γ − 3 = 1,

ĺımv→∞ v−(4γ−3−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.

=





0, 0 ≤ ρ < 4γ − 3 < 1,

0, 0 ≤ ρ < 4γ − 3 = 1,

C, ρ = 4γ − 3 < 1.

R(v̄) =

{
o(v−ρ), 0 ≤ ρ < 4γ − 3,

O(v−ρ), ρ = 4γ − 3 < 1.

Aqúı se observa muy claramente porque no se permite el caso ρ = 4γ − 3 = 1.

Cálculo 8.11 Demostración de las propiedades de la función definida en (7.74).

Demostración.

Sea, f : R2 → C

Reescrita de la siguiente forma:
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f(ȳ) = f1(ȳ) + f2(ȳ) + f3(ȳ)

f1(ȳ) := (QE,spjΦ(ȳ), Ψ(ȳ))

f2(ȳ) := −(QE,sΦ(ȳ), pjΨ(ȳ))

f3(ȳ) := +i

((
∂QE,l

∂xj

)
Φ(ȳ), Ψ(ȳ)

)
.

Veamos que f3 es acotada, continua y está en L2(R2). Tomemos g ∈ C∞
0 tal que

g(p̄), tal que g(p̄)φ̂ = φ̂ y 0 ≤ g(p̄) ≤ 1

f3(ȳ) = +i

((
∂QE,l

∂xj

)
g(p̄)Φ(ȳ), Ψ(ȳ)

)
(8.12)

|f3(ȳ)| ≤
∥∥∥∥
(

∂QE,l

∂xj

)
g(p̄)Φ(ȳ)

∥∥∥∥ ‖Ψ(ȳ)‖

≤ ‖Ψ‖
∥∥∥∥
∂QE,l

∂xj

∥∥∥∥ [ ‖g(p̄)F (|x̄| ≥ |y|/2)‖ ‖Φ(y)‖

+ ‖F (|x̄| < |y|/2)e−ip̄·ȳΦ‖ ]

≤
∥∥∥∥
∂QE,l

∂xj

∥∥∥∥ [ ‖g(p̄)F (|x̄| ≥ |y|/2)‖

+‖F (|x̄| < |y|/2)e−ip̄·ȳΦ‖ ]
(8.13)

Observe también que:

f3(ȳ) ≤
∥∥∥∥
∂QE,l

∂xj

∥∥∥∥

y por (7.5), f3 es acotada.
El primer término del lado derecho de la desigualdad (8.13) es integrable porque g en

el espacio de configuración es de rápido decaimiento. El segundo termino es integrable
gracias al decaimiento rápido en el espacio de configuración de Φ. En ambos casos esto
se puede demostrar de la misma manera en la que se hace en (8.11).

Para ver la continuidad de f3 consideremos, para x̄ fija, el integrando de (8.12):

ȳ 7→
(

∂QE,l

∂xj

)
(x̄) g(p̄)e−ip̄·ȳφ(x̄)eip̄·ȳψ(x̄). (8.14)

De aqúı se ve que basta ver la continuidad de:

ȳ 7→ e−ip̄·ȳφ(x̄)

= F−1e−ip̄·ȳFφ(x̄). (8.15)
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La continuidad en (8.15) se tiene ya que F es continua y tiene inversa continua del
espacio de Schwartz en śı mismo.

Una estimación muy parecida a la de (8.13) permite finalmente demostrar que se
puede aplicar el teorema de la convergencia dominada para establecer la continuidad
de f3 (ver Bartle [12] Corolario 5.8).

Ahora trabajemos con f1.

f1(ȳ) = (QE,spjΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) (8.16)

= (QE,se−ip̄·ȳpjΦ, Ψ(ȳ))

= (pjΦ, eip̄·ȳQE,se−ip̄·ȳΨ

≤ ‖pjΦ‖ ‖eip̄·ȳQE,se−ip̄·ȳΨ‖
≤ C‖QE,s(x̄ + ȳ)Ψ‖
= C‖eip̄·ȳQE,se−ip̄·ȳΨ‖
= C‖QE,se−ip̄·ȳΨ‖
≤ C

[‖QE,s(x̄)g(p)F (|x̄| ≥ |ȳ|)Ψ(ȳ)‖
+‖QE,s(x̄)g(p)F (|x̄| < |ȳ|)Ψ(ȳ)‖]

≤ C
[‖QE,s(x̄)g(p)F (|x̄| ≥ |ȳ|)‖

+‖QE,s(x̄)‖ ‖F (|x̄| < |ȳ|)Ψ(ȳ)‖] (8.17)

El primer término del lado derecho de la desigualdad (8.17) es integrable por (7.33).
El segundo termino es integrable gracias al decaimiento rápido en el espacio de config-
uración de Φ. En ambos casos esto se puede demostrar de la misma manera en la que
se hace en (8.11).

Trabajar con f2 es análogo al caso de f1 y no lo repetiremos.

Cálculo 8.12 Justificación de (7.75).

Demostración. Para cada potencial V1 y V2 se tiene una instancia de (7.54). Ambas
instancias (ecuaciones) se restan y se pasa al ĺımite cuando v →∞.

Cálculo 8.13 Cálculo de la derivada parcial que aparece después de (7.75).

Demostración. Descompongamos (QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ)), en sus partes de corto y largo
rango.
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(a) Cálculo para la parte correspondiente a la parte del potencial de rango largo.

∂

∂y1

(QE,lΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) =
∂

∂y1

((QE,l(x̄)e−ip̄·ȳΦ, Ψ)

=
∂

∂y1

(eip̄·ȳQE,l(x̄)e−ip̄·ȳΦ, Ψ)

=
∂

∂y1

(QE,l(x̄ + ȳ)Φ, Ψ)

=
∂

∂y1

∫
dx̄QE,l(x̄ + ȳ)ΦΨ (8.18)

Antes de seguir veamos qué sucede con la siguiente derivada:

∂

∂y1

QE,l(x̄ + y1ēj + y2ēk). (8.19)

Para calcular la derivada (8.19) tenemos que calcular primero la derivada de
la siguiente transformación (y1, y2) 7→ x̄ + y1ēj + y2ēk. Esta última derivada es
una matriz que tiene 1 en sus entradas (j, 1) y (k, 2) y cero en todas las demás.
Aśı pues, para obtener la derivada parcial (8.19) hay que calcular el gradiente de
QE,l respecto a x̄ y multiplicarlo por el vector ej. En consecuencia:

∂

∂y1

QE,l(x̄ + y1ēj + y2ēk) =
∂QE,l

∂xj

(x̄ + ȳ). (8.20)

Para poder intercambiar la derivada con la integral en (8.18), se puede invocar
un corolario del teorema de la convergencia dominada (Bartle [12] Corolario 5.9)

donde es suficiente ver que: ∂QE,l

∂xj
(x̄+ȳ) está dominada por una función integrable,

pero esto se sigue de (7.5).

Por lo tanto:

∂

∂y1

(QE,lΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) =

∫
dx̄

∂QE,l

∂xj

(x̄ + ȳ)ΦΨ

=

((
∂QE,l

∂xj

)
(x̄ + ȳ)Φ, Ψ

)

=

((
∂QE,l

∂xj

)
Φ(ȳ), Ψ(ȳ)

)
(8.21)

(b) Cálculo para la parte correspondiente a la parte del potencial de rango corto.

∂

∂y1

(QE,sΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) =
∂

∂y1

∫
dp̄ F−1QE,sFΦ(ȳ)Ψ(ȳ) (8.22)
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Antes de seguir veamos qué sucede con la siguiente derivada (en este caso es
mejor considerar el espacio de momentos):

∂

∂y1

(Φ(ȳ)Ψ(ȳ)) =
∂Φ(ȳ)

∂y1

Ψ(ȳ) + Φ(ȳ)
∂Ψ(ȳ)

∂y1

=
∂(e−ip̄·ȳΦ)

∂y1

Ψ(ȳ) + Φ(ȳ)
∂(eip̄·ȳΨ)

∂y1

(8.23)

Para calcular la derivada (8.23) tenemos que calcular primero la derivada par-
cial respecto a y1 de la siguiente transformación (y1, y2) 7→ −ip̄ · ȳ. Esta última
derivada es igual a −ipj. En consecuencia:

∂

∂y1

(Φ(ȳ)Ψ(ȳ)) = −i
[
e−ip̄·ȳpjΦΨ(ȳ)− Φ(ȳ)eip̄·ȳpjΨ

]

= −i
[
pje

−ip̄·ȳΦΨ(ȳ)− Φ(ȳ)pje−ip̄·ȳΨ
]

= −i
[
pjΦ(ȳ)Ψ(ȳ)− Φ(ȳ)pjΨ(ȳ)

]
(8.24)

Tenemos que justificar el intercambio de la derivada y la integral en (8.23). De
(8.24) se observa que ∂

∂y1
(Φ(ȳ)Ψ(ȳ)) es una función de decrecimiento rápido.

Φ(y) y Ψ(y) son funciones de decrecimiento rápido y al multiplicarlas por el
”polinomio”pj, siguen siendo de decrecimiento rápido (considerando el espacio
de momentos). Ahora imitando lo realizado en (8.13) y gracias al decaimiento de
los potenciales de rango corto se ve que QE,s ∂

∂y1
(Φ(ȳ)Ψ(ȳ)) está dominado por

una función integrable.

Cálculo 8.14 Conclusión de la demostración del teorema 7.2.

Demostración. Citando el libro de Helgason [27] se obtiene que ∂
∂y1

(QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ))

= 0, implicándose de manera inmediata que (QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ)) no depende de y1. (7.3)
y (7.4) implican que las partes tanto de corto y largo alcance del potencial tienden a
cero cuando la posición tiende a infinito. Ahora seguiremos usando el hecho de que el
producto interno puede intercambiarse con el ĺımite.

ĺım
|y|→∞

(
QEΦ(ȳ), Ψ(ȳ)

)
= ĺım

|y|→∞
(QE(x̄ + ȳ)Φ, Ψ)

=

(
ĺım
|y|→∞

QE(x̄ + ȳ)Φ, Ψ

)

= (0, Ψ)

= 0 (8.25)
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Por lo tanto, por (8.25), tenemos, para todo y1 ∈ R+ que

(QEΦ, Ψ) = (QEΦ(0, 0), Ψ(0, 0))

= (QEΦ(y1, 0), Ψ(y1, 0))

= ĺım
|y1|→∞

(QEΦ(y1, 0), Ψ(y1, 0))

= 0.

Como Ψ es un elemento arbitrario en un conjunto denso de L2(Rn), tenemos que
QEΦ = 0 para toda Φ en un conjunto denso de L2(Rn). Por lo tanto, QE(x̄) ≡ 0 como
operador. Por lo tanto, su norma como operador (y en consecuencia como función en
L2(Rn)) es cero. Esto implica que QE(x̄) ≡ 0 como una función en casi todo punto.

Cálculo 8.15 Reconstrucción del potencial.

Demostración.
Se toma la definición de f(ȳ) como en (7.74), pero en lugar de QE se sustituye

V E. Se encuentra la transformada de Radon como en (7.75). La ecuación (7.76) sigue
siendo válida con V E en lugar de QE, se integra respecto a y1 y se evalua en y2 = 0.
Se obtiene aśı (7.77).

El ĺımite ĺım|y|→∞
(
V EΦ(ȳ), Ψ(ȳ)

)
= 0 por la misma razón que ĺım|y|→∞

(
QEΦ(ȳ),

Ψ(ȳ)) = 0, es decir, porque el potencial tiende a cero en el infinito. Las propiedades de
f(ȳ) se demostraron en (8.11).
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