
pef .~ 
p09gr8do en chlnelal flalc311; 

u na m 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA. 
DE MEXICO 

POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS 

"DINAMICA CAOTICA y SINCRONIZACION EN EL 

TRANSPORTE DE MOTORES BROWNIANOS" 

T E s I s 
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE: 

DOCTOR E N CIENCIAS 

P R E S E N T A 

FERNANDO RAMIREZ ALATRISTE 

DIRECTOR DE TESIS: DR. JOSE LUIS MATEOS TRIGOS 

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR. OCTAVIO MIRAMONTES VIDAL 

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR. GERMINAL COCHO GIL 

MEXICO, D. F. 2007. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



AGRADECIMIENTOS 

APOYO FINANCIERO 

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología (CONACyT) por la beca otorgada 
durante 5 aftos (No. de becario 167189). 

ACADÉMICOS 

Al Dr. José Luis Mateos Trigos por invertir su tiempo en mi formación y en la 
realización de este trabajo de tesis. 

A mi comité tutoral: Dr. Octavio Miramontes Vidal y Dr. Germinal Cocho Gil por su 
apoyo en mi formación. 

A los miembros del jurado: Dr. Denis Pierre Boyer, Dr. Hemán Larralde Ridaura, Dr. 
Emilio Cortés Reyna y Dr. Álvaro Salas Brito, por su valiosa ayuda para mejorar este 

trabajo. 

INSTITUCIONALES 

A la Universidad Nacional Autónoma de México por todas las facilidades brindadas 
para mi formación. 

Al Instituto de Física de la UNAM, por brindarme los espacios académicos necesarios 
para el desarrollo de mis estudios. 



Le dedico este trabajo a mi esposa Cony Moreno Zentena, 
a mi madre Margarita Alatriste Papaqui y a mi hennana 
Gabriel Ram{rez Alatriste. 



, 
Indice general 

1. Introducción 

2. Movimiento browniano 
2.1. Comentarios históricos . . . . . . . . . . . . . . . . . 
2.2. Ecuación de Langevin para el movimiento browniano 
2.3. Desplazamiento cuadrático medio . . . . . . . . . . . 

1 

5 
5 
6 

11 

3. Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck 13 
3.1. Solución estacionaria de la ecuación de Fokker Planck 15 
3.2. Procesos de Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 
3.3. Algoritmo para resolver ecuaciones diferenciales estocásticas 19 

4. Movimiento browniano en potenciales periódicos 23 
4.1. Normalización de las ecuaciones de Fokker Planck y de Lan-

gevin ........ 24 
4.2. Solución estacionaria 25 

5. Motores brownianos 29 
5.1. Máquinas de movimiento perpetuo 29 
5.2. Ratchet de Feynman . . . . . . 30 
5.3. Modelo simplificado estocástico 32 

5.3.1. Solución estacionaria 35 
5.4. Efecto ratchet 38 

6. Sincronización 41 
6.1. Osciladores auto sostenidos: un modelo de objetos oscilantes 42 

6.1.1. Caracterización del ritmo: periodo y frecuencia. 43 
6.1.2. Acoplamiento de objetos oscilantes . . . . . . . 43 

3 



6.1.3. Ajuste del ritmo: enganche de frecuencia y de fase . 44 
6.2. Sincronización de un oscilador por una fuerza externa . 49 

6.2.1. Dinámica de la fase. . . . . . . . . . . . 49 
6.2.2. Pequeñas perturbaciones e isócronas " 50 
6.2.3. La ecuación para la dinámica de la fase. 51 
6.2.4. Dinámica lenta de la fase. . . . . . . . . 52 
6.2.5. Enganche de fase y región de sincronización 54 
6.2.6. Rotores forzados como osciladores autosostenidos 57 

6.3. Sincronización de frecuencia y fase en sistemas estocásticos 58 
6.3.1. Fase lineal interpolada cjJL •• 58 

6.4. Fase discreta 4JD y fase de Hilbert cjJH • • • • • . 62 

7. Sincronización del ratchet Sobreamortiguado 65 
7.1. Definición de la fase. . . . . . 66 
7.2. Ratchet sobreamortiguado . . 68 

7.2.1. Resultados numéricos . 69 

8. Sincronización del Ratchet inercial 83 
8.1. Inversión de corriente y diagrama de bifurcación 86 
8.2. Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . 89 

8.2.1. Ratchet inclinado inercial como un rotor 90 
8.2.2. Sincronización del ratchet inclinado con inercia con una 

fuerza externa periódica .............. " 91 

9. Sincronización de dos motores brownianos 105 
9.1. El modelo del caminante . 106 
9.2. Definición de las fases. . 107 
9.3. Resultados numéricos . . . 108 

10. Conclusión y perspectivas 119 



Resumen 

El propósito del presente trabajo es estudiar la sincronización de fase y la 
dinámica caótica en motores brownianos también llamados "ratchets". Con
sideramos tres casos: una partícula sobreamortiguada, una partícula inercial 
y dos partículas sobreamortiguadas acopladas a través de un potencial bies
table. Estas partículas están sujetas a una fuerza periódica, a una fuerza 
constante y a una fuerza debida a un potencial periódico y asimétrico, llama
do potencial ratchet. La fuerza constante es necesaria para obtener un rotor 
forzado en ausencia de la fuerza periódica. Este rotor tiene una frecuencia 
característica que puede ser enganchada con la frecuencia de la fuerza pe
riódica. Introducimos una fase lineal a través de un conjunto de tiempos 
determinados por la ocurrencia de saltos entre pozos del potencial ratchet. 
Mostramos que la frecuencia promedio asociada a la fase lineal puede ser 
sincronizada con la frecuencia del forzamiento periódico. De esta forma, po
demos formalmente caracterizar la sincronización a través de las lenguas de 
Arnold, las cuales representan regiones de sincronización en el espacio de 
parámetros del forzamiento. Discutimos en todos los casos las implicaciones 
de la sincronización en el transporte de ratchets. 

Abstract 

In this work we study phase synchronization and the chaotic dynamics in 
Brownian motors al so called "ratchets". We consider three cases: one over
damped particle, one underdamped particle and two overdamped particles 
coupled through a bistable potential. These particles are subject to a pe
riodic force, a constant force and a force due to a periodic and asymmetric 
potential called "ratchet potential". The constant force is necessary in order 
to tilt the ratchet and obtain a forced rotor in the absence of the periodic 
force. This forced rotor has a characteristic frequency that can be locked 
with the frequency of the external driving. We introduced a linear phase 
through a set of times based on the occurrence of jumps between the wells 
of the ratchet potential. We show that the average frequency associated to 
the linear phase can be locked with the frequency of the external driving. In 
this way, we can properly characterize the phenomenon of synchronization 
through Arnold tongues, which represents regions of synchronization in the 
parameter space. We discuss the implications of the synchronization for the 
transport in ratchets. 



Capítulo 1 

Introducción 

La física estadística fuera del equilibrio ha mostrado avances sorpren
dentes en la última década. Estos avances han revelado fenómenos de suma 
importancia sobre el orden inducido por el ruido. Los cuales se deben prin
cipalmente al papel constructivo del ruido en sistemas no lineales. La reso
nancia estocástica [1, 2, 3, 4] Y los motores brownianos [5, 6, 7] son ejemplos 
claros de que el ruido induce orden. La resonancia estocástica es un fenómeno 
a través del cual una señal débil puede ser amplificada y optimizada con la 
ayuda del ruido, de la misma forma los motores brownianos utilizan las fluc
tuaciones para generar un transporte directo (velocidad promedio diferente 
de cero). 

El transporte directo inducido por el ruido térmico en sistemas espacial
mente periódicos está descartado por la segunda ley de la termodinámica. 
Entonces, para generar transporte directo, el sistema debe ser llevado fuera 
del equilibrio térmico ya sea por una fuerza determinista o estocástica. El 
caso más interesante aparece cuando estas fuerzas son de promedio cero y 
con esto nos referimos a que el promedio temporal, espacial o de ensamble de 
las fuerzas asociadas es cero. Además de tener al sistema fuera del equilibrio 
térmico, se requiere que el sistema tenga una asimetría espacial. 

Los motores brownianos pueden ser modelados por una partícula brow
niana sujeta a una fuerza determinista o estocástica. externa dependiente del 
tiempo de promediO cero y a la fuerza debida a un potencial periódico y 
asimétrico llamado potencial ratchet. 

Los avances en el área de investigación sobre motores brownianos, también 
llamados ratchets" (o motores moleculares en el á.mbito biológico), han sido 
motivados en parte, por el reto de explicar el transporte unidireccional de 
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proteínas en el interior de las células. En particular, la cinesina es uno de 
estos motores moleculares que han atraído especial interés debido a que los 
detalles de su dinámica ya han sido medidos [8, 9]. Otros avances que han 
impulsado el estudio de los motores brownianos se deben a razones científicas 
y tecnológicas enfocadas al entendimiento de las técnicas de separación y 
bombeo inducidas por ruido [10]. 

Los motores brownianos han sido utilizados en una gran variedad de áreas 
como: Uniones Josephson [11, 12, 13], ratchet cuánticos [14], reduciendo la 
densidad de vórtices en superconductores [15, 16], suspensiones coloidales 
de partículas ferromagnéticas [17], solo por mencionar algunas. Para una 
revisión extensa sobre los motores brownianos consultar [7]. A pesar de que 
la mayoría de la literatura en este campo considera la presencia de ruido, 
ha habido trabajos que modelan las propiedades de transporte de ratchets 
deterministas [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26], mostrando que existe una 
gran variedad de fenómenos no lineales relacionados. 

Por otro lado, existen otros fenómenos relacionados con los sistemas no 
lineales como la sincronización. La sincronización en términos generales sig
nifica la correlación o la concordancia en el tiempo de dos procesos. Esta es 
muy común en sistemas complejos, no sólo en las ciencias físicas, sino también 
en las ciencias de la vida [12, 27, 28, 29]. 

La sincronización ha sido estudiada desde los primeros días de la físi
ca. Empezó desde el siglo XVII cuando Huygens encontrÓ que dos péndulos 
débilmente acoplados (colgando del mismo soporte) se sincronizaban en fase. 
Actualmente las investigaciones en sincronización se han enfocado en siste
mas caóticos y estocásticos, para una revisión ver [12, 28]. En el primer caso, 
la aparición de una dinámica sincronizada es en general no trivial. Un sis
tema caótico se caracteriza por que su evolución depende sensiblemente de 
las condiciones iniciales. Esto quiere decir que dos condiciones iniciales muy 
cercanas se separan exponencialmente con el tiempo. Por lo que un sistema 
caótico desafía intrínsecamente la de~nición de sincronización. 

Recientemente han habido trabajos donde se estudia la sincronización 
en motores brownianos, pero sólo abarcan la sincronización completa entre 
dos ratchets acoplados [30, 31, 32, 33], y con sincronización anticipada entre 
dos ratchets acoplados con un retraso temporal [34]. Sin embargo todavía 
queda por estudiar muchos aspectos interesantes, por lo que en esta tesis nos 
enfocaremos en la sincronización de frecuencias en ratchets. 

El esquema de la tesis es el siguiente: en el capitulo 2 revisamos los con
ceptos básicos sobre le movimiento browniano, que serán fundamentales para 
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la discusión de los siguientes capítulos. En el capítulo 3 revisamos de forma 
general la ecuación de Langevin, la cual describe la dinámica de una partícu
la browniana sujeta a fuerzas externas. También revisamos en este mismo 
capítulo la ecuación de Fokker-Planck, la cual describe la. evolución temporal 
de la densidad de probabilidad asociada a la ecuación de Langevin. En el 
capítulo 4 revisamos los resultados analíticos sobre el movimiento browniano 
en potenciales periódicos. En el capítulo 5 revisamos el tema de los motores 
brownianos y el efecto ratchet. En el capítulo 6 introducimos los concep
tos básicos sobre sincronización y definimos la fase de un sistemas caótico 
o estocástico. En el capítulo 7 presentamos los resultados obtenidos para la 
sincronización en el ratchet sobreamortiguado. En el capítulo 8 revisamos 
algunos conceptos básicos sobre sistemas caóticos y presentamos los resulta- . 
dos para el caso de la sincronización en el ratchet inercial. En el capítulo 9 
presentamos los resultados de la sincronización para dos partículas acopladas 
sobre un ratchet, este modelo está motivado por la dinámica de la cinesina. 
Finalmente en el capítulo 10 presentamos las conclusiones de este trabajo de 
tesis. 



Capítulo 2 

Movimiento browniano 

En este capítulo presentamos los conceptos básicos asociados al movi
miento browniano. Estos conceptos van a ser útiles para el desarrollo de los 
capítulos posteriores. 

2.1. Comentarios históricos 

En 1827 un famoso botánico llamado Robert Brown observó que, cuan
do suspendía unos pequeños granos de polen en agua, éstos presentaban un 
movimiento irregular. Este fenómeno fue llamado Movimiento browniano en 
honor a su trabajo pionero. Brown demostró que el movimiento estaba pre
sente en cualquier suspensión de partículas finas de vidrio y minerales, por 
lo que descartó cualquier origen orgánico de este movimiento. 

EL problema del movimiento browniano no fue resuelto hasta que Einstein 
en 1905 dio una explicación satisfactoria [35]. Otra explicación alternativa la 
dio independientemente Smoluchowski [36]. 

Los dos puntos principales en la explicación de Einstein al problema del 
movimiento browniano son: 

• El movimiento es causado por los impactos frecuentes en el grano de 
polen de las moléculas del líquido, las cuales están en un movimiento 
incesante. 
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Figura 2.1: Movimiento browniano en un plano 

• El movimiento de estas moléculas es tan complicado, que su efecto en el 
grano de polen puede describirse sólo probabilísticamente, en términos 
de los impactos frecuentes estadísticamente independientes. 

La explicación de Einstein puede ser considerada para propósitos prácti
cos, como el primer modelo estocástico de un fenómeno natural. De los resul
tados de Einstein sobre la constante de difusión del movimiento browniano, 
Perrin, un físico francés, determinó el número de Avogadro. 

2.2. Ecuación de Langevin para el movimien
to browniano 

El movimiento browniano revela claramente las fluctuaciones estadísticas 
que ocurren en un sistema en equilibrio térmico [37]. 

Por simplicidad tratemos el problema en una dimensión. Consideremos 
una partícula de masa m cuya coordenada del centro de masa al tiempo 
t está designada por x(t) y cuya velocidad es v = dxjdt. Esta partícula 
está inmersa en un liquido a temperatura absoluta T. Tratar de describir la 
interacción de la partícula con los grados de libertad del líquido que la rodea 
es una tarea muy complicada. Pero el efecto de todos estos grados de libertad 
se puede considerar como una fuerza neta efectiva F(t) sobre la partícula. 
Si además la partícula interactúa con otras fuerza externas, tales como la 
gravedad o campos electromagnéticos, a través de una fuerza denotada por 
F(t), entonces la segunda ley de Newton puede ser escrita como 

dv 
m dt = F(t) + F(t). (2.1) 
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A partir de aquí poco se puede decir de la fuerza F(t), la cual describe 
la interacción de x(t) con los demás grados de libertad del sistema. Básica
mente F(t) debe depender de las posiciones de muchos átomos en constante 
movimiento. Entonces F(t) es una función que fluctúa rápidamente en el 
tiempo y varía de una forma irregular, de hecho no podemos especificar la 
dependencia explíCita de F en t. Para progresar formulemos el problema en 
términos estadísticos. Entonces consideremos un ensamble de muchos siste
mas similares, cada uno consiste de una partícula y el medio que la rodea. 
Para cada uno de estos sistemas la fuerza F(t) es alguna función aleatoria 
de t. Entonces uno puede hacer consideraciones estadísticas del ensamble. 

Los siguientes comentarios descriptivos se pueden hacer acerca de F(t): 
la razón a la cual varia F(t) puede ser caracterizada por un "tiempo de 
correlación" T*, el cual mide el tiempo promedio entre dos máximos (o míni
mos) sucesivos de la función fluctuante F(t). Este tiempo es muy pequeño 
macroscópicamente hablando (generalmente es del orden de la separación 
intermolecular media dividida por la velocidad molecular media, esto es el 
tiempo de colisión). La fuerza F(t) no tiene una dirección preferencial en el 
espacio; entonces F(t) debe ser tanto positiva como negativa de tal forma 
que su promedio de ensamble es cero. 

La ecuación (2.1) es válida para cada miembro del ensamble y nuestro 
objetivo es hacer predicciones estadísticas acerca de v. Como F(t) es una 
función que fluctúa rápidamente, por (2.1) se sigue que v también es una 
función fluctuante en el tiempo. La función v tiene una parte que varía len
tamente (su promedio) y otra que fluctúa rápidamente (Vi), cuyo promedio 
es cero, por lo que podemos escribir 

v = v + Vi. (2.2) 

La parte de variación lenta v, es crucial para determinar el comporta
miento de la partícula en grandes periodos de tiempo. Para investigar su 
dependencia integremos la ecuación (2.1) sobre un intervalo T, el cual es pe
queño a escala macroscópica, pero es grande en el sentido de que se cumple 
T » T*. Por lo que se obtiene 

1
t+,-

m[v(t + T) - v(t)] = F(t)T + t F(t')dt' . (2.3) 

Donde suponemos que F(t) es una función que varía lentamente, de tal 
forma que cambia por una cantidad despreciable durante el tiempo r. La in
tegral en (2.3) debería ser muy pequeña (del orden de ..Ji « r)ya que cambia 
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muchas veces de signo en el tiempo T. Por lo que podríamos despreciarla y 
escribir 

(2.4) 

Pero este orden de aproximación es muy burdo para describir la situa
ción física. La interacción con el ambiente expresada por F, debe ser tal que 
siempre tienda a restablecer a la partícula a la situación de equilibrio. Esta 
situación de equilibrio está caracterizada por v = O, si suponemos que la 
fuerza externa:F = O. La interacción expresada por F es tal que, si al tiempo 
inicial v -=/: O, provoca que v se aproxime gradualmente a su posición de equi
librio v = O. Claramente (2.4) es incapaz de predecir este comportamiento. 
La razón es que la fuerza F es afectada por el movimiento de la partícula de 
tal forma que, F contiene una parte que varía lentamente P, tal que tienda 
a restablecer a la partícula al equilibrio. Por lo que análogamente a (2.2) 
podemos escribir 

F = P + F', (2.5) 

donde F' es la parte de F que fluctúa rápidamente cuyo promedio es cero. La 
parte que varía lentamente P, debe ser alguna función de ii tal que P(ii) = O 
cuando ii = O. Si v no es muy grande, P(v) puede ser desarrollada en una 
serie de potencias de v, cuyo primer miembro diferente de cero es lineal en 
v. Entonces P tiene la forma general de 

P = -Q:v, (2.6) 

donde a es una constante positiva (llamada "coeficiente de fricción"), el signo 
menos indica explícitamente que la fuerza P tiende a reducir v a cero mien
tras el tiempo transcurre. El presente argumento no permite decir ninguna 
propiedad de Q: ni su magnitud. Pero podemos decir que a debe ser expresa
ble de alguna forma en términos de F, ya que la fuerza de fricción es también 
causada por la interacción descrita por F(t). 

Por lo que (2.3) se puede escribir como 

dv 
m dt =:F - av + F'(t), (2.7) 

donde se ha hecho la aproximación Q:V ~ Q:V con error despreciable (ya que 
Q:V' puede ser despreciado comparado con F'(t)). 

Introduciendo "Y = a/m y la fuerza fluctuante por unidad de masa ~(t) == 
F'(t)/m (llamada también fuerza de Langevin) en (2.7) tenemos 
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dv F 
-d +1v = - +~(t). 

t m 
(2.8) 

La ecuación (2.8) es la llamada "ecuación de Langevin" . Difiere de la ecuación 
original (2.3) por la descomposición explicita de F(t)/m, en su parte que varía 
lentamente -1V y la parte fluctuante ~(t), la cual es una función aleatoria 
pura, esto es, que su promedio es cero independientemente de la velocidad o 
la posición de la partícula. 

En adelante consideraremos el caso en que la fuerza externa sea cero 
(F = O) en (2.8), por lo que tenemos 

dv 
dt +- 1V = ~(t). (2.9) 

Como ya habíamos mencionado antes, es razonable suponer que el pro
medio sobre el ensamble de la fuerza de Langevin, y por lo tanto de e, es 
cer01 

(e(t)) = O. (2.10) 

Si multiplicamos dos funciones e(t) a tiempos diferentes t y t', suponemos 
que el valor promedio es cero si la diferencia de tiempo t - t' es más grande 
que el tiempo de colisión T·, i.e., 

(e(t)~(t')) = O para I t - t' I~ T". 

Esta suposición parece razonable, ya que las colisiones de las moléculas 
del fluido con la pequeña partícula son aproximadamente independientes. 
Usualmente, el tiempo de una colisión T" es mucho más pequeño que el tiempo 
de relajación T = 1/,), de la velocidad de la partícula. Podemos entonces tomar 
el límite T" ~ O como una aproximación razonable, dando 

(~(t)e(t')) = q6(t - t'), (2.11) 

donde 6(t) es la función delta de Dirac y q es la intensidad del ruido. 
Una posible representación de está función es 

6(t) = lím 6t;(t) , 
t;-+O 

(2.12) 

1 En lo siguiente denotaremos al promedio de ensamble por (-) 
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con 
E E 

-- < t <-
2 2 

en otro caso. 

Si suponemos que el ruido e(t) tiene una distribución gaussiana, entonces 
a este ruido se le llama ruido blanco gaussiano, ya que su densidad espectral 
S(w) (que es la transformada de Fourier de la función de correlación (2.11)) 
es independiente de la frecuencia, esto es 

S(w) = 2 i: e-iwr qÓ(í)dí = 2q. 

En general la densidad espectral dependerá de w y en este caso se dice 
que el ruido es coloreado. 

Queremos ahora una solución de (2.9) con F = O Y con la condición inicial 
de que al tiempo t = O la variable estocástica v tiene un valor dado Vo· Para 
esta condición inicial la solución de (2.9) es [13] 

v(t) = voe--yt + 1t 
e--r(t-t')€(t')dt'. (2.13) 

Usando (2.11) obtenemos la función de correlación de la velocidad 

(V(tl)V(t2)) = v5e--r(tl+t2 ) + fotl1t2 e--r(tl+t2-t~-t;)qó(t~ - t~)dt~dt~. 

Para calcular la doble integral, integramos primero sobre f2. La integración 
sobre t't es de O a t 2 o tI, cualquiera que sea menor. Tenemos entonces 

... dt~dt~ = q e--r(tl+t2-2tDdt~ = _(e--rl t l-t21 _ e--y(tl+t2»). 
Io

t1lot2 /omín(t!,t2) q 

o o o 2, 

Por lo que el resultado de la función de correlación de la velocidad es 

(2.14) 

Para tI Y t2 grandes, Le., ,tI ~ 1, ¡!2 ~ 1, la función de correlación de la 
velocidad es independiente de la velocidad inicial Vo y solamente es función 
de la diferencia de tiempos tI - t2 , esto es 

(2.15) 
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Entonces en el estado estacionario la energía promedio de una partícula brow
niana está dada por 

(E) = ~m([v(tW) = ~m~. 
2 2 21 

(2.16) 

La constante q está dada por la ley de equipartición de la energía de la 
mecánica estadística clásica, 

donde kB es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta. Por 
lo que la constante q es 

(2.17) 

2.3. Desplazamiento cuadrático medio 

Para el movimiento browniano es muy difícil medir la función de correla
ción de la velocidad (2.15). Es más fácil medir el desplazamiento cuadrático 
medio. Si suponemos que la partícula empieza en el tiempo t = O en x = xo 
con la velocidad inicial va, podemos calcular el desplazamiento cuadrático 
medio al tiempo t por 

((x(t) - XO)2) = ([J~ v(t1)dt1 t) = (fot v(t1)dt1 fot v(t2)dtz) 

J~~ (v(t1)V(t2 ))dt1 dt2' 

Aquí (v(t1 )V(t2 ) es la función de correlación de la velocidad (2.14). Como 

fotfot e-"(t1+t2 )dt
1
dt

2 

fotfot e -"(Itl -t21 dt
l 
dt

2 

entonces obtenemos 
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(2.18) 

Si empezamos no con una velocidad dada vo, sino con una distribución de 
velocidades inicial para el caso estacionario, el promedio de la velocidad al 
cuadrado es igual a (v6) = q/(2"(), ver (2.16). Entonces el primer término del 
lado derecho de (2.18) es cero. Para grandes t bt» 1) el término dominante 
es 

((x(t) - xo)2) = 2Dt, (2.19) 

con 

(2.20) 

El último resultado es la bien conocida relación de Einstein para la constante 
de difusión D. 

Si estamos interesados solamente en el límite de tiempos grandes, po-
demos derivar (2.19) en una forma más corta. Si despreciamos la derivada 
temporal en (2.9) obtenemos 

por lo que tenemos 

Si pensamos en la fuerza de Langevin como funciones pico sucesivas de 
ancho casi cero y altura casi infinita, entonces la velocidad consiste en fun
ciones pico sucesivas con ancho rv "( y altura rv "(-l. Al despreciar la derivada 
temporal en (2.9), es equivalente a remplazar funciones pico de ancho "( por 
funciones pico de ancho casi cero en la velocidad. 



Capítulo 3 

Ecuaciones de Langevin y 
Fokker-Planck 

Sea x una variable estocástica para la cual la ecuación de Langevin general 
tiene la forma 1 [13] 

± = A(x, t) + B(x, t)f(t), (3.1) 

donde el punto denota la derivada temporal, A y B son funciones arbitrarias 
y r(t) es la fuerza de Langevin, la cual supondremos que es una variable 
aleatoria Gaussiana con promedio cero y función de correlación o, esto es 

(r(t)) = O; (r(t)r(t')) = o(t - t'). (3.2) 

En general el término fluctuante se llama ruido multiplicativo y cuando B(t) 
es una constante, se le llama ruido aditivo. 

La variable x(t) puede ser vista por motivos descriptivos como la posición 
de una partícula sujeta a una fuerza macroscópica A(x, t) y a una fuerza 
microscópica B(x, t)r(t). 

Como la variable x(t) es aleatoria, no podemos simplemente resolver (3.1), 
en vez de eso debemos considerar propiedades estadísticas de r(t), como la 
densidad de probabilidad, promedios temporales o de ensamble, funciones de 
auto correlación , etc .. En particular, consideremos la densidad de probabili
dad W(x, t) para el proceso x(t). Para un ensamble de partículas W(x, t)dx 

1 Entendida en la forma de Stratonovich, esto es, la ecuación discreta correspondiente 
a 3.1 es x(t + 1St) - x(t) = A(x((tf + ti)!2)) + B(x((tf + ti)!2))f(x((tf + t i )!2)), donde 
1St = tf - ti-

13 
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denota la probabilidad de encontrar a la partícula entre x y x + dx al tiem
po t. Específicamente, estamos interesados en la probabilidad condicional 
W(x, t I Xo, to), que es la densidad de probabilidad de x al tiempo t para 
una colección de partfculas, las cuales estaban en Xo al tiempo to. Esto es, la 
función W(x, t I Xo, to) tiene una condición inicial 

W(x, t = O I xo, to) = 6(x - xo), (3.3) 

donde 6(x) es la funci6n delta de Dirac. Con una densidad de probabilidad 
inicial W(xo, to) al tiempo to, la densidad de probabilidad a cualquier tiempo 
t (posterior a to), puede ser obtenida por 

rrx; 
W(x, t) = Lrx; W(x, t I Xo, to)W(xo, to)dxo· (3.4) 

Si el proceso x(t) está gobernado por la ecuación de Langevin (3.1), en
tonces, la densidad de probabilidad W(x, t) está gobernada por la ecuaci6n 
de Fokker-Planck [38, 39, 13] 

aw(x, t) 8 éf2 
8t = - 8x [A(x, t)W(x, t)] + 8x2IB(x, t)W(x, t)]. (3.5) 

Notamos que esta ecuación puede ser escrita como una ecuación de continui
dad 

8W(x, t) 8J(x, t) 
fJt + ox = O, (3.6) 

donde hemos definido a la corriente de probabilidad 

8 
J(x, t) = A(x, t)W(x, t) - 8x [B(x, t)W(x, t)]. (3.7) 

Enfoquémonos ahora en una partícula en una dimensión sujeta a un po
tencial V(x) y a un ruido aditivo, debido a que estamos considerando un 
sistema microsc6pico, el número de Reynolds es muy pequeño 2, la dinámica 
se puede aproximar por una dinámica sobreamortiguada gobernada por la 
ecuación 

x = __ 1 dd V(x(t)) + ..fl5e(t), 
m¡ x 

(3.8) 

2Para mM detalles ver la sección 5.3 
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donde ~(t) es un ruido blanco Gaussiano delta correlacionado 

(e(t)~(t')) = b(t - t'). 

Para esta partícula tenemos que A(x, t) = -(11m')') (dldx)V(x) y 

B(x, t) = JI5 = jkBT 1m,. Por lo que la ecuación de Fokker-Planck (tam
bién llamada ecuación de Smoluchowski) queda como 

aw(x, t) = ~ [v/ex) + kBT i..] W(x, t). 
()t ox m, m, ax 

(3.9) 

Por último, cabe hacer notar que la ecuación de Fokker-Planck puede ser 
generalizada para varias variables. 

3.1. Solución estacionaria de la ecuación de 
Fokker Planck 

Consideremos la ecuación de Fokker Planck en un proceso estacionario 
(8tW(x) = O) 

aJ = O 
ox ' 

lo que implica que la corriente de probabilidad J debe ser una constante. 
Si esta constante es cero(sistema aislado) entonces de (3.7) se sigue que 

Podemos poner esta ecuación de la fonna 

integrando obtenemos 

( ) _ ~ (¡X A(x') /) _ -<l>(x) 
W8t X - B(x) exp B(x,)dx - Ne, ' (3.10) 

donde N es una constante de normalización, que debe ser elegida tal que 
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En (3.10) se introdujo el potencial 

¡z A(x') , 
<I>(x) = In B(x) - B(x') dx , (3.11) 

el cual es válido para cualquier J. 
Ahora podemos obtener una solución para cualquier J notando que 

o~(x) = _l_~B(x) _ A(x), 
ox B(x) ox B(x) 

y 

! [ect>(z)W(x, t)] = é'(z) OWo~' t) + o~~x) W(x, t)e~(z), 

sustituyendo la expresión para (o/{)x)~(x) resulta 

{) ~W[{) 1 ox [e~(z)W(x, t)] = B(x) {)x (B(x)W(x, t» - A(x)W(x, t) , 

el término en corchetes del lado derecho de la ecuación es el negativo de 
la corriente de probabilidad J(x), por lo que despejando obtenemos que la 
corriente de probabilidad se puede expresar como 

(3.12) 

En el estado estacionario, donde J(x) es una constante arbitraria J po
demos integrar (3.12) obteniendo 

:I: ~(:I:') 
W (x) = N e-~(z) - Je-~(z) ¡ _e -dx' 

st B(xt) . (3.13) 

Existen dos constantes de normalización en 3.13, una constante de inte
gración está determinada por la condición de normalización 

(3.14) 

la otra constante debe ser determinada por las condiciones de frontera del 
problema. 
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3.2. Procesos de Wiener 

Obtener soluciones analíticas explicitas para la ecuación de Fokker-Planck 
no estacionaria es muy difícil, y sólo pueden ser encontradas para coeficientes 
de arrastre A(x, t) y difusión B(x, t) especiales. Por ejemplo, cuando el coe
ficiente de arrastre es igual a cero (A(x, t) = O) Y el coeficiente de difusión es 
constante B(x, t) = D. Para estos valores el proceso se llama de Wiener, y la 
ecuación para la probabilidad de transición W = W(x, tlx' , t') es la ecuación 
de difusión. 

(3.15) 

con la condición inicial 

W(x, t'lx', t') = c5(x - x'). (3.16) 

Para resolver (3.15) usamos la transformada de Fourier de W(x, tlx' , t') 

~(s, t) = J dxW(x, tlx' , t') exp(isx), 

la cual obedece la ecuación 

por lo que 

~(s, t) = exp ( - Ds2 (t - tI)) ~(s, ti). 

de (3.16), la condición inicial es 

~(s, t) = exp(isx' ), 

entonces 
~(s, t) = exp (isxl 

- Ds2(t - t')) . 
Realizando una transformada de Fourier inversa tenemos que 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

W( I ' ') 1 ((X-x')2) ( x, t x ,t = . / exp ( ). 3.22) 
y 47rD(t - t') 4D t - ti 
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Figura 3.1: (a) Posición promedio escalada con VD/,,(b) Posición cuadrática 
media escalada con D /" para un ensamble de 1000 partículas brownianas, 
la línea continua muestra los resultados de la simulación y la línea punteada 
el resultado analítico. 

Podemos realizar simulaciones numéricas a partir de la ecuación de Lan
gevin correspondiente al proceso de Wiener para compararlas con la solución 
analítica (3.22). 

La ecuación diferencial estocástica a simular 3 es 

1: = .fD€(t), (€(t)) = O, (€(t)~(s)) = c5(t - s). (3.23) 

Las simulaciones se hacen para un ensamble de 1000 partículas brownia
nas con una posición inicial Xo = O. 

Calculemos el promedio de x(t) y su desviación estándar: 

(x(t)) = JD fot (~(t'»dt' = o. 

(x(t)x(t)) = D fot lo' (~(t")~(t'''))dt''dt''' = Dt. 

En la figura 3.1 se muestra la comparación de las simulación con los 
resultados analíticos. En (a) se muestra la posición escalada con VD/, y en 

3En la siguiente secci6n se explica con detalle el método numérico emplearlo para si
mular nwnéricamente una ecuación estocástica como (3.23). 
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(b) se muestra la posición cuadrática media escalada con D /,y. Se observa 
que la posición cuadrática media es proporcional al tiempo y el coeficiente 
de proporcionalidad es el coeficiente de difusión D. 

En general para un proceso que no sea de Winer se suele definir al coe
ficiente de difusión efectivo como De!! = límt--->oo«(x(t) - XO)2) /t. Cuando 
De!! es constante se llama difusión normal; cuando depende del tiempo se le 
llama difusión anómala. 

La distribución de probabilidad asociada a la ecuación diferencial es
tocástica (3.23) está dada por (3.22) 

1 ( (X-XO)2) 
W(x, tlxo, to) = J exp -4D( )' 

41rD(t-to) t-to 

con la condición inicial 

W(x, tolxo, to) = b(x - xo). 

Esta probabilidad se muestra en la figura 3.2 para un tiempo t, = 2 Y una 
posición inicial (.j, / D)xo = 3. 

Se realizaron otros chequeos para el algoritmo con tiempos de primer paso 
y resonancia estocástica, dando resultados satisfactorios. 

3.3. Algoritmo para resolver ecuaciones dife
renciales estocásticas 

Una ecuación diferencial estocástica tiene la forma general [40J 

donde suponemos que el proceso estocástico es un ruido Gaussiano blan
co. Denotaremos como h el tamaño del paso del tiempo. U na aproximación 
simple para resolver (3.24) es expresarla en forma integral, después usar un 
desarrollo de Taylor alrededor del punto t = O, para encontrar recursivamente 
varias contribuciones. 

Para el caso unidimensional la ecuación toma la forma 

i: = f(x) + g(x).;(t). (3.25) 
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Figura 3.2: Probabilidad para un ensamble de 500,000 partículas brownianas, 
las cruces muestran los resultados de la simulación, con una condición inicial 

(V-y/D)xo = 3 a un tiempo t-y = 2 

Una integración formal da 

x(h) - x(O) = foh (f(x(t)) + g(x(t))€(t))dt. (3.26) 

definiendo 

fo = f(x(O)), !t' = 8f(x(t)) I 
o - 8x(t) x=x(O) ' 

y algo equivalente para g(x). Desarrollando en serie de Taylor tenemos que 
f(t) = fo + (x - xo)f~ + .. '. A simple vista el término de orden h parece ser 

x(h) - x(O) = foh (f(x(t)) + g(x(t))€(t))dt ~ hfo + go foh €(t)dt. (3.27) 

veremos que este no es el término correcto de orden h. Mientras tanto nótese 
que en el lado derecho de la ecuación hay lo que se llama una "integral 
estocástica" 

Z(h) = Joh €(t)dt, (3.28) 
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la cual es la integral sobre el rango (O, h) del proceso estocástico e(t). Esta 
integral es una variable aleatoria, la integración es similar a la suma de va
riables Gaussianas, entonces, Z(h) es una variable gaussiana. Lo cual implica 
que la distribución de probabilidad de Z(h) ésta determinada una vez que el 
promedio y la desviación estándar son conocidas. Un algoritmo simple sería 

• generar una variable aleatoria Gaussiana, con el promedio y desviación 
estándar apropiados para simular la integral estocástica; 

• sustituir la integral estocástica en (3.27) con esta variable aleatoria; 

• integrar la ecua.ción usando cualquier integrador válido para la ecuación 
diferencial determinista. 

Calculemos las propiedades estadísticas de Z(h) 

(Z(h)) = foh (e(t))dt = 0, (3.29) 

(Z(h)2) = Io
h 

Io
h 

(e(t)~(s))dtds = Io
h 

Io
h 

6(t - s)dsdt = Io
h 

ds = h. (3.30) 

Si introducimos una variable aleatoria de promedio cero y desviación estándar 
1, Y, podemos representar a Z(h) como 

Z(h) = JhY, (3.31) 

por lo que podemos rescribir (3.27) como 

x(h) - x(O) = hfo + VhgoY. (3.32) 

Podemos notar que el primer término del lado derecho de la ecuación es de 
orden h, mientras que el segundo término es de orden Vh, por lo que debemos 
tomar otro término del desarrollo de Taylor para g(x) 

x(h) - x(O) = hfo + goZ(h) + g~ Io
h 

(x(t) - xo)e(t)dt, (3.33) 

utilizando (3.27) en la integral y tomando sólo los términos de orden h tene-
mos 

x(h) - x(O) = hfo + goZ(h) + g~go !oh Z(t)~(t)dt, (3.34) 
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como (,(t)dt = dZ nos queda 

x(h) - x(O) = hfo + 90Z(h) + ~9~90[Z(hW. (3.35) 

Finalmente para la ecuaci6n de difusi6n g(x) = v'2D= constante, 
tenemos varios algoritmos: 

Euler 
x(h) = x(O) + hfo + goZ(h). (3.36) 

Precisi6n O(h). 

Heun 

xl x(O) + hfo + v'2DZ(h), 

x(h) 
h 

x(O) + V2DZ(h) + 2(/0 + f(xl)). (3.37) 

Precisi6n O(h2). 

"Propagador exacto" 
Resolver exactamente x = f(x) y después sumar Z(h) para tomar en cuenta 
el ruido. Sin error numérico por definici6n. En la práctica este algoritmo es 
obtenido usando un algoritmo de integraci6n de alto orden para la parte 
determinista (por ejemplo un Runge-Kutta de cuarto orden). 



Capítulo 4 

Movimiento browniano en 
potenciales periódicos 

En el capítulo anterior se obtuvo la solución general para la densidad 
de probabilidad. En este capítulo nos vamos a enfocar a la solución general 
para potenciales periódicos. En particular nos interesa calcular la corriente 
promedio. 

Como vimos en el capítulo anterior, un proceso de Wiener está gobernado 
por la ecuación de difusión (3.15). Este proceso representa a una partícula 
browniana en ausencia de potenciales. Esta partícula se difunde libremente 
y su posición cuadrática media es proporcional al tiempo y al coeficiente de 
difusión D. Cuando existe un potencial, las partículas ya no pueden difundirse 
libremente, pero, debido a las fuerzas de Langevin las partículas pueden 
saltar de un pozo del potencial a otro contiguo, e incluso después de un 
tiempo pueden estar en pozos más alejados. Para tiempos suficientemente 
grandes las partículas se habrán difundido en ambas direcciones del eje x. 
Está difusión puede ser descrita por un coeficiente de difusión efectivo DelJ, 
que cumple con la relación 

([x(t) - (X(t))]2) = 2Defft. (4.1) 

Sin embargo, aunque exista una difusión efectiva de las partículas, en pro
medio no van ninguna parte, esto es, su velocidad promedio sigue siendo 
cero. Si aplicamos ahora una fuerza adicional F constante, las partículas se 
difundirán en promedio en la dirección de la fuerza y la velocidad promedio 
será diferente de cero ( llamada velocidad de arrastre), la cual dependerá en 

23 
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general de F. Para fuerzas pequeñas podemos definir a la movilidad J.L como 

(v) = J.LF. (4.2) 

Como ya hemos visto, la ecuación de movimiento de la partícula está dada 
por la ecuación de Langevin 

m"(x + V'(x) = F + m"'lv2i5e(t), (4.3) 

donde V(x) = V(x + L) es un potencial periódico de periodo L, V'(x) 
denota la derivada de V(x)con respecto a x, "Y es el coeficiente de fricción 
dividido por la masa m de la partícula, F es una fuerza constante y e(t) 
represeilta un ruido blanco Gaussiano de promedio cero y con función de 
correlación dada por 

(~(t)~(t'») = b(t - t'), (4.4) 

donde b(t) es la función delta de Dirac y D es el coeficiente de difusión 

D = kBT, (4.5) 
m"( 

donde kB es la constante de Boltzmann y T es la temperatura. 
Podemos escribir un potencial efectivo V(x) = V(x) - xF, el cual se 

puede representar como un "potencial inclinado". 

4.1. Normalización de las ecuaciones de Fok
ker Planck y de Langevin 

Para tratamientos posteriores es conveniente trabajar con cantidades adi
mensionales usando las siguientes variables, parámetros y potenciales 

xn = x/L; tn = votj L; 

"'In = "'IL/vo; Dn = "(D/v6; (4.6) 

Fn = LF/mv~; v.. = V/mv6 

dVn L dV 
en(tn) = J!e(t) , 

dXn mvZ dx' 
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donde el parámetro Va es una velocidad característica del sistema, la cual 

puede ser la velocidad térmica Vth = JkHT 1m u otra velocidad en función 
de los parámetros del sistema, por ejemplo Va = ,L. 

Bajo esta normalización la ecuación de Langevin (4.3) se transforma en 

En los desarrollos posteriores omitiremos el índice n, esto es, trabajaremos 
con la ecuación 

dx dV(x) r;;;:;: 
, dt + ~ = F + V2D,~(t); V(x + 1) = V(x), 

(~(t)~(tl)) = Ó(t - tI). 

(4.7) 

(4.8) 

Como ya hemos visto la ecuación de Fokker Planck correspondiente a 
(4.7) es 

aw(x, t) = !~ (VI (x) _ F + D~) W(x, t) = 
&t ,ax ax 

donde J(x, t) es la densidad de corriente definida por 

aJ(x, t) 
ax 

J(x, t) = ~ (F - VI(x) - D :x) W(x, t). 

4.2. Solución estacionaria 

(4.9) 

(4.10) 

Es conveniente para cá.lculos posteriores considerar el potencial efectivo 
U(x), al cual está sujeta la partícula browniana, esto es 

U(x) = V(x) - Fx. (4.11) 

Este potencial tiene la propiedad 

U(x + n) = U(x) - nF, (4.12) 

donde n es un número entero y se ha usado el hecho de que V(x) es periódico. 
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Como ya hemos visto, en el estado estacionario la corriente de probabili
dad es una constante J y la solución para W(x) está dada por (3.13), donde 
el>(x) está dado por (3.11). Calculando el> obtenemos que 

el>(x) = Ui;) + cte. 

Como el potencial V(x) está indeterminado hasta una constante, podemos 
omitir sin pérdida de generalidad a la constante de la ecuación anterior, 
obteniendo 

el>(x) = ut). (4.13) 

La densidad de corriente puede escribirse como 

,J = [F - V'(x)]W(x) _ Da~;x), ( 4.14) 

y la función de distribución como 

(4.15) 

Veamos que la distribución es periódica. Para hacer esto, consideremos pri
mero la integral (O ~ x < 1) 

Haciendo un cambio de variable para la j-ésima integral (j = O, ... , n), de 
la forma u = x' - j , tomando en cuenta la propiedad (4.12) y definiendo a 
1 como 

(4.16) 

podemos escribir 

{n+x 
Jo eU(xl)j D dx' 

1[1 + e~FjD + ... + (e~F/Dt-l] + lox eU(x')jDdx', 

el término del corchete es una suma geométrica y puede calcularse fácilmente, 
por lo que la integral puede escribirse como 
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{"+x eU(x'}/Ddx' = 1 (1- e-nF/D) -+- (X eU(x'}/Ddx'. 
Jo 1 - e--FI IJ Jo 

Por lo tanto 

W(:c -+- n) = e--U(x.;n)/D[N -¡(JID) fox+n éJ(xl)IDdx'J, 

utilizando (4.12), remplazando la integral y factorizando los términos que 
tengan dependencia en n tenemos 

W(x -+- n) __ e-U(x)/D [N - . ,J1 ] enF/D 
D(1- e- FID ) 

-+- -U(x)ID [ /,J1 _!.... r U(X/)/Dd'] (4.17) 
e D(1 _ e-F/D) "( D Jo e x. 

Para F > O (F < O), esta expresión está acotada para n --+ 00 (n --+ -(0) 
si el primer corchete del lado derecho es cero, esto es 

"(JI = DN(1 - c--F / D ). ( 4.18) 

Por lo tanto tomando en cuenta esta ultima ecuación y comparando (4.17) 
con (4.15) obtenemos la relación buscada 

~F(x -+- 1) = vV(x). (4_19) 

Como W(x) es periódica, podemos normalizarla en el intervalo de periodici
dad, esto es 

= 1. 

Calculemos ahora la velocidad promedio 

(v) = (i:) O-~ ,,(--l(F - V'(x) -+- ¡¡;¡D~(t)) 

,,(-l(F _ V'(x)) =._"(-1 fol[F - V'(x)JW(x)dx 

"(--1 !al (lJ -+- DóWléJx)dx = J. 

(4_20) 

(4.21) 
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Para derivar este resultado hemos tomando en cuenta (4.7,4.14,4.19). 
Las dos ecuaciones (4.20,4.18) determinan las constantes de integración 

N y J. Despejando N de (4.20) y sustituyendo en (4.18) obtenemos una 
expresión para J, la cual puede ser sustituida en (4.21) obteniendo 

,(v) = J¿ eU(x}fDdx J¿ e-U(x}fDdx - (1 - e-FfD) J
0
1 e-U(x)fD J; eU(xl)fDdxdx" 

(4.22) 
Es importante notar que si la fuerza externa F es cero, la velocidad pro

medio también es cero independientemente de la forma del potencial. 



Capítulo 5 

Motores brownianos 

En el capítulo anterior observamos que la velocidad promedio es diferente 
de cero sólo se aplica una fuerza constante que inclina al potencial. En este 
capítulo discutiremos la forma de obtener una velocidad promedio diferente 
de cero si sólo actúan fuerzas de promedio cero. 

5.1. Máquinas de movimiento perpetuo 

Las máquinas de movimiento perpetuo son máquinas hipotéticas que pue
den produCir energía útil de la "nada". La existencia de dicha máquina viola 
las leyes de la física. 

Las máquinas de movimiento perpetuo se clasifican en dos categorías, 
definidas según la ley que deben violar para ser una legítima máquina de 
movimiento perpetuo. Estas categorías son llamadas "máquinas de movi
miento perpetuo del primer tipo" o "máquinas de movimiento perpetuo del 
segundo tipo". 

La primera ley de la termodinámica es en esencia un enunciadQ de con
servación de la energía. La segunda ley de la termodinámica tiene varios 
enunciados, el más intuitivo tal vez sea que el calor siempre fluye del lugar 
más caliente al lugar más frío; el más conocido es que la entropía siempre 
incrementa en el tiempo en sistemas aislados; otro enunciado es que ninguna 
máquina trabajando en ciclos es más eficiente que la máquina de Carnot. 

Las máquinas de movimiento perpetuo del primer tipo producen más 
energía de la que consumen, por lo que la máquina puede continuar traba
jando por siempre. Esta acción viola la primera ley de la termodinámica. 
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Las máquinas de movimiento perpetuo del segundo tipo son aquellas que 
convierten completamente el calor en otras formas de energía. Estas máquinas 
violan la segunda ley de la termodinámica. 

Se han realizado trabajos teóricos serios que involucra experimentos pen
sados, para probar los límites del entendimiento de las leyes de la física, por 
ejemplo: El demonio de Maxwell [41] y el ratchet browniano de Feynman 
[42]. 

El demonio de Maxwell, un ser hipotético de tamaño molecular que 
está sentado alIado de una puerta que separa a dos contenedores denotados 
por A y B. En estos contenedores se encuentra un gas en equilibrio térmico. 
Este demonio posee la información para todo tiempo de la posición y velo
cidad de las partículas de ambos contenedores. El demonio abre y cierra la 
puerta de manera que sólo deja pasar a las partículas más rápidas de B a A, y 
sólo las más lentas de A a B. El objetivo es colectar las partículas que tienen 
una velocidad mayor a la velocidad promedio en el contenedor A y a las que 
tienen una velocidad menor que la velocidad promedio en el contenedor B. 

Al final obtenemos un gas caliente de alta presión en un extremo, y un 
gas menos caliente de baja presión en el otro extremo. La primera ley de la 
termodinámica no se ha violado, pero se ha redistribuido la energía cinética al 
azar de las moléculas (calor), de tal manera que la energía puede ser extraída 
del contenedor B. 

En el experimento pensado de Maxwell, el demonio administra al sistema, 
de tal forma que la entropía disminuye incrementando su conocimiento del 
movimiento de las partículas. La segunda ley de la termodinámica dice que 
en sistema de energía constante es imposible: Sólo se puede incrementar la 
entropía (o disminuirla en algún lugar siempre que al menos esté balanceada 
con el incremento en algún otro lugar). Para una discusión detallada del 
demonio de Maxwell ver [41]. 

El ratchet browniano de Feynman se discute en la siguiente sección. 

5.2. Ratchet de Feynman 

El ratchet de Feynman es un aparato con una hélice de paletas simétricas 
unida por un rodillo a un engranaje con dientes asimétricos (Figura 5.1). 
Atascado en los dientes está una lengüeta, que sirve para evitar que el engra
naje dé vueltas libremente; esta lengüeta es empujada con un resorte para 
mantenerla en su lugar. Si ahora lo rodeamos con un gas en equilibrio térmico, 
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Figura 5.1: Representación pictórica de un Motor browniano. 

las moléculas al azar de este gas impartirán su energía cinética a las pale
tas, provocando que giren rápidamente hacia atrás y hacia adelante, dando 
lugar a una especie de movimiento browniano rotatorio. El truco es que la 
lengüeta se detenga en los dientes asimétricos, permitiendo el movimiento 
en una dirección (llamada "adelante") y evitando que gire el engranaje en 
la dirección opuesta ("atrás"). Parece convincente que este sistema realice 
sistemáticamente en promedio una rotación en una dirección e incluso si un 
pequeño peso en dirección opuesta es aplicado. 

A pesar de la asimetría construida el sistema no tiene una dirección prefe
rencial de rotación, de otra forma violaría la segunda ley de la termodinámica 
por ser una máquina de movimiento perpetuo del segundo tipo. Este sistema 
ya había sido discutido por Smoluchowski en 1912 y popularizado después 
por Feynman [42J. El error está en la suposición del funcionamiento de la 
lengüeta: como los impactos de las moléculas son considerados a escala mi
croscópica, la lengüeta necesita ser de escala microscópica también, por lo 
que las fluctuaciones térmicas no son despreciables. Entonces, debido a los 
impactos de las moléculas del gas, la lengüeta se levanta eventualmente, per
mitiendo así que el engranaje gire libremente. El resultado neto es que no 
hay un movimiento promedio rotacional preferencial, estando de acuerdo con 
la segunda ley de la termodinámica. 

Para obtener una máquina que funcione como se espera, necesitamos apli-
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car una fuente externa de energía para sacar del equilibrio al sistema. Feyn
man propuso sacar del equilibrio al sistema poniendo al resorte más frío que 
las paletas, asegurándose así que el resorte sea menos susceptible a los impac
tos que las paletas, obteniendo de esta manera un movimiento unidireccional 
en promedio. En este caso el aparato ya no viola la segunda ley de la termo
dinámica, ya que el sistema está fuera del equilibrio térmico, por lo que la 
segunda ley de la termodinámica ya no es válida. 

A pesar de que hubo contribuciones en el área de los ratchets después de 
Feymann [6], no fue hasta que Ajdari y Prost [43] en 1992, Magnasco [44] en 
1993 y los artículos seminales de 1994 [18, 19,45,46,47,48,49], que hubo una 
creciente actividad de trabajos teóricos y experimentales sobre los motores 
brownianos. En parte, el crecimiento del área de los motores brownianos 
es motivado por la investigación del transporte intracelular, específicamente 
por los motores moleculares [45, 48, 49, 50] Y las bombas moleculares [51]. 
Investigaciones posteriores incluyen los ratchet cuánticos [14, 52], potenciales 
ratchet para fluxones en arreglos de uniones Josephson [53,54], efecto ratchet 
en átomos frfos usando una red óptica asimétrica [55], efecto ratchet para 
reducir la densidad de vórtices en superconductores [15]. Ejemplos típicos 
de ratchet son: ratchet mecidos (rocking ratchet)[44], ratchet destellantes 
(ftashing ratchet)[20], ratchet de difusión (diffusion ratchet) [56], ratchet de 
correlación (correlation ratchet) [46, 57] y ratchet de tiro de ruido blanco 
(white-shot-noise ratchet) [58]. Para una revisión sobre motores brownianos 
ver [4, 5, 7, 10, 59]. 

5.3. Modelo simplificado estocástico 

En vez de modelar la maquinaria del ratchet de Feynman, trabajaremos 
con un modelo simple [6], pero que mantiene los elementos esenciales del 
ratchet de Feynman. Consideremos una partícula browniana de masa m en 
una dimensión con coordenada x(t). La ecuación de movimiento es 

rPx dx dV(x) Inn 
m dt2 + m, dt + ~ = F + m,v 2De(t), (5.1) 

donde V(x) es el potencial periódico y asimétrico 
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llamado potencial ratchet. Aquí L es el periodo del ratchet, esto es V(x+ L) = 
V(x). e(t) representa un ruido blanco Gaussiano delta-correlacionado 

(~(t)~(t')) = c5(t - t'). 

El ambiente donde están los motores moleculares es un ambiente donde las 
fuerza asociadas a la viscosidad son predominantes. Para ver esto utilizamos 
el número de Reynolds. El número de Reynolds es un parámetro adimensional 
que compara el efecto de la fuerza inercial con la fuerza debido a la viscosidad 
1, Y se puede escribir como 

avp Ffne R----- 'TI - F
vis

' 
(5.3) 

donde a y v son una distancia y una velocidad característica del sistema, p es 
la densidad del fluido, 'TI es la viscosidad del fluido, Fine es la fuerza asociada 
a la inercia y Fvb es la fuerza asociada a la viscosidad. 

Por ejemplo [5], para el agua p ,...., 19rjcm3 y 'TI "-' 1O-2grj(cm· seg). 
Para un molusco en el agua de 10 cm de longitud y a una velocidad de 10 
cmjseg, el número de Reynolds es R = 100. Sin embargo, para una bacteria 
de 1O-3cm de longitud y a una velocidad de v = 1O-3cmj seg, el número de 
Reynolds es R = 10-4

. Entonces para esta bacteria, la fuerza de inercia FfM 
es 10-4 veces más pequeña que la fuerza asociada a la fricción Fvis , por lo 
que la dinámica se puede aproximar por una dinámica sobreamortiguada sin 
problemas. 

Para los sistemas en los que estamos interesados la escala característica 
es ,...., lO-Bm, por lo que los sistemas que estamos tratando tienen números 
de Reynolds muy pequeños. Por lo tanto podemos aproximar la dinámica, a 
una dinámica sobre amortiguada. Esto es, la ecuación de movimiento es 

. dV(x) 
m,x = F - --;¡;;- + m,.J2i5~(t). (5.4) 

Es conveniente trabajar con variables adimensionales. Para ello tomemos 
como tiempo característico a ,-1 y como longitud característica L. Definiendo 
las variables adimensionales: 

1 Este parámetro se obtiene a partir de la forma adimensional de la ecuación de N avier
Stokes. 
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xn = x/L, 

(5.5) 

Tenemos que la ecuación de movimiento para X n es 

(5.6) 

donde V (xn ) es el potencial ratchet adimensional 

Quitando el subíndice n a las variables tenemos 

x = F - V'(x) + V2DE(t), (5.8) 

donde la prima denota la derivada con respecto a x y el potencial ratchet 
adimensional es 

1 
V(x) = -Va [e + sin(21l'(x - xo)) + 4' sin(41l'(x - xo))], (5.9) 

donde e:::: -1.1 y Xo :::: -.19, son dos constantes tal que el mínimo del po-. 
tencial está localizado en el origen (ver figura 5.2). El ruido blanco Gaussiano 
tiene la función de correlación 

(e(t)e(t')} = o(t - t'). (5.10) 

Como vimos en el capítulo anterior, la ecuación de Langevin (5.8) tiene 
asociada una ecuación de Fokker-Planck (EFP). Para nuestro caso la EFP 
está dada por (4.9) 

8W%;, t) = ! (V'(X) _ F + D!) W(x, t) = _ aJ~:, t), (5.11) 

donde J(x, t) es la densidad de corriente definida por 
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Figura 5.2: Potencial ratchet adimensional (5.9) para Vo = 1/2tr_ 

J(x, t) = (F - V'(x) - D :x) W(x, t), (5.12) 

La cantidad de más importancia en el transporte de partículas es la 
corriente de la partícula definida como el promedio de ensamble de la ve
locidad (v) = (i)_ En la siguiente sección veremos la expresión analítica de 
esta cantidad tan importante. 

5.3.1. Solución estacionaria 

La solución general se obtuvo en el capitulo anterior, llegando a la ecua
ción (4.22). 

D(1 - e-FID ) 

(v) = J¿ eU(x)IDdx I¿ cU(x)IDdx - (1 - e-FID ) I¿ e-U(x)ld 1; eU(x')IDdxdx" 

(5.13) 
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Figura 5.3: Potencial ratchet inclinado U(x) = V(x) - Fx, para F = -1 Y 
VD = 1/27r. 

donde F es una fuerza constante, D es el coeficiente de difusión, U(x) = 

V(x) - Fx (ver figura 5.3) y V(x) es el potencial ratchet (5.9)_ Es importante 
notar que independientemente de la forma del potencial, si la fuerza constante 
F es cero, la velocidad promedio es cero_ Esto es una consecuencia de la 
segunda ley de la termodinámica. No se puede obtener transporte directo a 
partir de las fluctuaciones térmicas de un solo baño térmico_ A pesar de la 
asimetría del espacio debido al potencial ratchet, el efecto del baño térmico 
hacia la partícula es simétrico. 

La densidad de probabilidad para el caso estacionario con F = O está dada 
por la distribución de Maxwell 

W(x) = Ne~V(x)/D, 

donde N es una constante de normalización dada por 

N = (101 e~V(x)/D dX) ~1 

(5.14) 
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Figura 5.4: Potencial ratchet ¡(x) lineal a trozos, Al y A2 son el ancho de 
cada segmento; el periodo del potencial es A = Al + A2; el ancho de simetría 
rota es ..6. = Al ~ '\2. 

Para el caso de F =1 O, esperamos que la velocidad promedio sea diferente 
de cero y que tenga el mismo signo que F. Esto es debido a que la partícula 
siente un potencial efectivo U(x) = V(x) ~Fx, que se puede visualizar como 
el ratchet inclinado, por ejemplo para F < O, el ratchet está inclinado hacia 
la izquierda (ver figura 5.3), empujando a las partículas en promedio hacia 
la izquierda, por lo que la (i:) < o. Cerca de F = O podemos desarrollar la 
exponencial en (5.13) y quedarnos hasta primer orden, en este caso es claro 
que la velocidad promedio es proporcional a F. 

'El problema ahora es resolver las integrales que se encuentran en (5.13). 
Debido a la forma del potencial, no es posible resolverlas analíticamente. En 
estos casos se puede recurrir a otra representación para el potencial ratchet, 
una representación lineal a trozos [60], (ver figura 5.4).Sin embargo, esta re
presentación no es práctica para implementarla en un algoritmo que resuelva 
las integrales numéricamente, ya que la fuerza (derivada del potencial) no es 
continua, por lo que no usaremos esta representación, 

Una forma de visualizar el comportamiento de (5.13) para el potencial 
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Figura 5.5: Velocidad promedio estacionaria vs. la fuerza de inclinación, ob
tenida a partir de (5.13),Vo = 1/2-rr y D=O.l. 

ratchet suave (5.9) es realizar las integrales numéricamente, también podemos 
partir desde la ecuación de Langevin (5.8), y realizar promedios temporales 
y de ensamble para obtener la velocidad promedio en el estado estacionario. 

En la figura 5.5 se muestra la velocidad promedio estacionaria contra la 
fuerza de inclinación, la curva fue obtenida de la integración numérica de 
(5.13). Como se esperaba el signo de la corriente coincide con el signo de F. 
La curva es simétrica para el orden dominante (respuesta lineal), pero no las 
contribuciones siguientes. 

5.4. Efecto ratchet 

Como ya hemos visto en la sección anterior, para un sistema en equilibrio 
la velocidad promedio es cero, a pesar de la asimetría debida al potencial 
ratchet. Lo cual resulta congruente con la segunda ley de la termodinámica. 
También vimos que si aplicamos una fuerza constante F para sacar al siste
ma del equilibrio, obtenemos una velocidad promedio diferente de cero, que 
concuerda en dirección con la fuerza F. Este resultado es de esperarse y no 
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resulta sorprendente ya que aplicamos una fuerza constante en magnitud y 
dirección. 

Ahora consideremos una fuerza FD(t) cuyo promedio temporal y de en
samble sea cero. Apliquémosla al sistema para llevarlo fuera del equilibrio. 
Esta fuerza puede ser determinista o estocástica. 

x = F - f'(x) + FD(t) + ..fil5e(t). (5.15) 

Lo que obtenemos es un motor browniano capaz de realizar trabajo. La ve
locidad promedio estacionaria en función de F se muestra en la figura 5.6, 
la curva fue obtenida a partir de realizar promedios de ensamble en la simu
lación numérica de la ecuación (5.15). Como podemos observar la velocidad 
promedio es diferente de cero para F = 0, e incluso su dirección es opuesta 
para un intervalo de P. Esto es, realizamos trabajo en contra de la fuerza 
F llevando a la partícula en dirección opuesta a F. Este fenómeno se llama 
"efecto ratchet" . 

La forma más común de explicar el efecto ratchet es con el ratchet de 
encendido-apagado. El ratchet de la figura 5.4 se prende y apaga con periodo 
T. (Figura 5.7) .Cuando el ratchet está encendido y la energía térmica kBT es 
menor que la altura del potencial, la distribución de probabilidad está centra
da en un mínimo del potencial. Después de medio periodo se apaga el ratchet, 
por lo que ahora la partícula se puede difundir libremente (con coeficiente de 
difusión D = kBT 1m,) con la misma probabilidad para ambas direcciones. 
Después se vuelve a prender el ratchet, obligando a la partícula a moverse 
hacia un mínimo del potencial. Como el potencial ratchet es asimétrico la 
partícula se desplaza en promedio hacia una dirección. 

La energía para mover la partícula no viene del baño térmico, sino que se 
obtiene al encender el potencial, sin embargo el baño térmico juega un papel 
importante, sin él, la partícula se quedaría en el origen. 

Otro fenómeno importante asociado a los ratchet son las inversiones de 
corriente y pueden ser generadas variando un parámetro del sistema [47, 61, 
62, 63]. Las inversiones de corriente son muy importantes para la creación de 
nuevos aparatos para la separación de partículas [64]. 
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Figura 5.6: Velocidad promedio estacionaria vs. la fuerza de inclinación. se 
muestra que la velocidad promedio es diferente de cero para F = O. FD(t) = 
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Figura 5.7: Esquema del efecto ratchet donde se muestra un periodo de en
cendido apagado,(a) F = O ,(b) F -1- O. 



Capítulo 6 

Sincronización 

Dado que nos interesa abordar el problema de la sincronización en rat
chets, en este capítulo revisaremos los conceptos básicos sobre sincronización 
[12, 28], así como también definiremos la fase de un oscilador caótico o es
tocástico. 

El origen de la palabra sincronización es de raíz griega, que significa "ocu
rrir en el mismo tiempo". El significado original de esta palabra se ha man
tenido hasta hoy en el uso coloquial, como un acuerdo o correlación en el 
tiempo de diferentes procesos. 

Históricamente, el análisis del fenómeno de sincronización en la evolución 
de sistemas dinámicos ha sido estudiado desde los principios de la física. 
Empezó en el siglo XVII, donde Huygens encontró que dos relojes de péndulo 
acoplados débilmente (colgados de la misma viga), se vuelven sincronizados 
en fase. 

Inicialmente el fenómeno de sincronización fue investigado en aparatos 
hechos por el hombre, desde el reloj péndulo hasta instrumentos musicales, 
generadores eléctricos, sistemas de poder eléctricos y láser. Donde se en
contró numerosas aplicaciones en ingeniería eléctrica y mecánica. Ahora el 
foco de atención de la investigación se ha movido hacia los sistemas biológicos, 
donde la sincronización se ha encontrado en diferentes niveles. Sincronización 
del pulso de neuronas, ajuste entre el ritmo del corazón con el respiratorio 
y /0 locomotor, diferentes formas de comportamiento cooperativo entre in
sectos, animales e incluso entre humanos, estos son sólo ejemplos de un sólo 
fenómeno natural fundamental: sincronización. 

Estamos rodeados por objetos oscilantes, no s610 en ffsica, si no también 
en las ciencias de la vida [27, 29]. Algunos ejemplos de sincronización son: 
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radio comunicaciones y equipo eléctrico, luciérnagas que emiten secuencias 
de pulsos de luz, pájaros que aletean sus alas, sistemas químicos que exhi
ben variaciones oscilatorias de la concentración de rea.ctantes. Todos estos 
sistemas y muchos otros tienen una característica en común: producen un 
ritmo. Usualmente estos objetos no están aislados de su ambiente, si no que 
interactúan con otros objetos, esto es, que forman un sistema abierto, en el 
sentido de que el sistema puede intercambiar energía e información con su al
rededor. Relojes biológicos que regulan los ciclos diarios, están sujetos al día 
y la noche, a las variaciones de temporadas en iluminación y temperatura, 
una luciérnaga es influenciada por la emisión de luz de toda la población etc. 
Esta interacción puede ser muy débil, en ocasiones imperceptible, pero a me-
nudo causa una transición cualitativa: un objeto ajusta su ritmo de acuerdo 
al ritmo de otros objetos. Como resultado, insectos en la población emiten 
pulsos acústicos o luminosos Con un ritmo común, pájaros en una parvada 
aletean sus alas simultáneamente, el corazón de un caballo galopando se con
trae una vez por un ciclo locomotor. Este ajuste de ritmos debido a una 
interacción es la esencia de la sincronización. En la siguiente sección 
ilustraremos esta definición general de sincronización con el clásico ejemplo 
de un reloj péndulo. 

6.1. Osciladores auto sostenidos: un modelo 
de objetos oscilantes 

Discutamos como funciona un reloj. Su mecanismo transforma la energía 
potencial de un peso en altura (o de un resorte comprimido o de una ba
tería), en el movimiento oscilatorio del péndulo. En su recorrido, esta osci
lación es transferida en la rotación de las manecillas del reloj. No estamos 
interesados en el diseño particular del reloj. Lo que es importante es que este 
toma energía de una fuente y mantiene una oscilación estable del péndulo. 
El cual continúa sin ningún cambio hasta que se agota la fuente de energía. 
La siguiente propiedad importante es que la forma exacta del movimiento 
oscilatorio depende sólo de factores internos del reloj y no de cómo el péndu
lo fue puesto en movimiento. Es más, después de una pequeña perturbación, 
seguido de un transiente, el péndulo restablece su ritmo interno. 

Estas características son típicas no sólo de relojes, también de muchos 
sistemas oscilatorios de diversa naturaleza. En física tales osciladores son 
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llamados osciladores auto sostenidos. Sus propiedades son las siguientes: 

• Este oscilador es un sistema activo. Contiene una fuente interna de 
energía que es transformada en un movimiento oscilatorio. Si lo aisla
mos, el oscilador continúa generando el mismo ritmo hasta que se agote 
su fuente de energía. 

• La forma de la oscilación está determinada por los parámetros del sis
tema y no depende de como el sistema fue "prendido", esto es, después 
de un transiente regresa a la oscilación estacionaria. 

• La oscilación es estable a pequeñas perturbaciones, esto es, siendo per
turbado, la oscilación regresa a su forma original. 

6.1.1. Caracterización del ritmo: periodo y frecuencia 

Los osciladores auto sostenidos pueden presentar ritmos de varias formas, 
desde formas simples sinusoidales, hasta una secuencia de pulsos cortos. Aho
ra cuantificamos ese ritmo usando el ejemplo del reloj péndulo. La oscilación 
del péndulo es periódica, y el periodo T es la característica principal del reloj. 
De hecho, el mecanismo de rotación de las manecillas cuenta el número de 
oscilaciones del péndulo, así es que su periodo constituye la unidad básica 
de tiempo. Usualmente se caracteriza el ritmo por el número de oscilaciones 
por unidad de tiempo, definida como la frecuencia delica 

(6.1) 

En el tratamiento teórico de la sincronización, la frecuencia angular w = 
27r f = 27r /T es a menudo más conveniente. Llamaremos a la frecuencia 
angular del sistema autónomo (aislado), frecuencia natural o característica. 

6.1.2. Acoplamiento de objetos oscilantes 

Ahora supongamos que tenemos dos relojes, incluso si son del mismo tipo 
o hechos por el mismo fabricante, debido a que algunos parámetros mecánicos 
finos difieren el periodo de los relojes no es el mismo. Entonces estos dos 
relojes muestran una diferencia pequeña en el tiempo, de tal forma que si 
los miramos en un instante de tiempo, estos péndulos típicamente muestran 
diferentes posiciones. 
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Supongamos que estos péndulos no idénticos no son independientes, si 
no que interactúan débilmente. Puede haber varias formas de interacción, 
o acoplamiento entre estos dos osciladores. Supóngase que estos dos relojes 
están fijos a un mismo soporte, que no sea una barra absolutamente rígida, 
entones esta barra puede doblarse, o puede vibrar muy poco, moviendo de 
la derecha a la izquierda, esto no importa mucho, lo que importa es que el 
movimiento de cada péndulo es transmitido a través de la estructura que 
los soporta al otro péndulo, y como resultado los dos péndulos se "sienten": 
interactúan por medio de las vibraciones del soporte. Esta vibración puede 
ser perceptible sólo con aparatos de medición de alta precisión. Sin embargo, 
a pesar de su debilidad, puede alterar el ritmo de los dos relojes. 

6.1.3. Ajuste del ritmo: enganche de frecuencia y de 
fase 

Los experimentos muestran que incluso una interacción débil puede sin
cronizar dos relojes. Esto es, dos relojes no idénticos, los cuales, si se separan, 
tienen diferentes periodos de oscilación, cuando son acoplados, ajustan sus 
ritmos y empiezan a oscilar con periodo común. Este fenómeno usualmente 
es descrito en términos de la coincidencia de frecuencias como enganche de 
frecuencias. Si dos osciladores no idénticos tienen sus propias frecuencias JI 
y h, y son acoplados, pueden comenzar a oscilar con una frecuencia común. 
Si se sincronizan o no depende de los siguientes dos factores 

1. Fuerza del acoplamiento 

Esto describe que tan débil (o fuerte) es la interacción. En una situa
ción experimental no siempre es claro como medir está cantidad. En 
el experimento descrito anteriormente, depende de una manera com
plicada de la habilidad del soporte para moverse, de hecho, si la barra 
es totalmente rígida, entonces el movimiento del péndulo no afecta al 
soporte, y entonces no hay forma de que los dos relojes interactúen, la 
fuerza de acoplamiento es cero. Si la barra no es rígida, sino que puede 
vibrar o doblarse, entonces la interacción aparece. 

2. Diferencia de frecuencias 

La diferencia de frecuencias /),.1 = 11 ~ 12, cuantifica qué tan diferentes 
son los osciladores no acoplados. En contraste con la fuerza del aco
plamiento, en los experimentos la diferencia de frecuencias puede ser 
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fácilmente medida y variada. En el caso de los relojes, las frecuencias 
se pueden ajustar a un valor dado cambiando la longitud del péndulo. 
Entonces podemos averiguar cómo el resultado de la interacción (es
to es, si se sincronizan o no) depende de la diferencia de frecuencias. 
Supóngase que realizamos el siguiente experimento. Primero separamos 
los dos relojes (por ejemplo, poniéndolos en diferentes cuartos) y medi
mos sus frecuencias JI y Jz. Habiendo hecho esto, ponemos a los relojes 
en un soporte común, y medimos sus frecuencias FI y H del sistema 
acoplado. Podemos llevar acabo estas mediciones para diferentes valo
res de l:1J, para encontrar la dependencia de l:1F con l:1f. Graficando 
esta dependencia obtenemos una curva que se muestra en la figura 6.1, 
la cual es ti pica para osciladores interactuantes, independiente de su 
naturaleza (mecánica, química, eléctrica, etc.). Analizando esta curva, 
vemos que si la diferencia de frecuencias en el sistema sin acoplamiento 
no es muy grande, la frecuencias de los dos relojes es idéntica (l:1F = O) 
o enganchadas, esto es, la sincronización aparece. Remarcamos el hecho 
de que las frecuencias fl,2 y F1,2 deben ser medidas para los mismos ob
jetos, pero para diferentes condiciones experimentales: h,2 caracterizan 
oscilaciones libres (sin acoplamiento), mientras que las frecuencias F1,2 

son obtenidas en presencia del acoplamiento. Generalmente esperamos 
que la región de sincronización crezca cuando se aumenta la fuerza de 
acoplamiento. 

Una inspección más detallada de los estados sincronizados revela que la 
sincronización de dos relojes puede aparecer de diferentes formas. Puede pa
sar que los dos péndulos oscilen de manera similar, por ejemplo, que los dos 
lleguen casi simultáneamente a la esquina izquierda y que crucen casi si
multáneamente la línea vertical. Las posiciones de los péndulos evolucionan 
en el tiempo como se muestra en la figura 6.2. Alternativamente, podemos 
encontrar que los péndulos siempre se mueven en direcciones opuestas: cuan
do el primer péndulo, digamos, está en el tope izquierdo de su trayectoria, y 
el segundo péndulo está en el tope derecho de su trayectoria; cuando cruzan 
la línea vertical, los péndulos se mueven en sentido opuesto. Para describir 
estos dos distintos comportamientos, introducimos el concepto clave de fase 
de un oscilador. 

Entenderemos como fase a una cantidad que crece 27r con cada ciclo osci
latorio. La fase determina sin ambigüedad el estado de un oscilador periódico. 
En este caso la fase crece linealmente en el tiempo, ver figura 6.3 . La fase no 
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F 

.11 

Zona d. s cronlzaclon 

Figura 6.1: Diferencia de frecuencias con acoplamiento vs. diferencia de fre
cuencias naturales, a una fuerza de interacción fija. Para cierto rango de la 
diferencia de frecuencias naturales D.f, las diferencia de frecuencias D.F = 0, 
indicando sincronización 

parece dar nueva información del sistema, pero su utilidad se hace eviden
te cuando consideramos la diferencia de fase de los dos péndulos. Esto nos 
ayuda a diferenciar entre dos diferentes regimenes de sincronización. 

Si los dos péndulos se mueven en la misma dirección y casi simultáneamen
te, entonces sus fases eP1 y c/>2 se parecen y su estado es llamado sincronizaci6n 
de fase 1 . Si miramos más de cerca las fases de los péndulos, podemos detectar 
que los movimientos no son exactamente simultáneos. Un reloj que inicial
mente era más rápido, estará ligeramente adelantado al segundo péndulo, en 
ese caso hablamos de un desplazamiento de fase. 

Si los dos péndulos se mueven es direcciones opuestas, el estado de sin
cronización se llama en antifase, esto es la diferencia de fase es 1r. Otra vez, 
los péndulos no están exactamente en antifase, si no que existe un desplaza
miento de fase entre ellos. 

La relación entre las fases de dos osciladores auto sostenidos sincronizados 
se llama. enganche de fase. 

1 La fonna general de la sincronizaci6n de fase se establece por 14>2 - 4>11 ::; " 
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Figura 6.2: Posibles estados de sincronización de dos reloj péndulos casi 
idénticos, pueden estar casi sincronizados en fase 1>1 = eh ;:::::: 0, o en anti
fase 1>1 = eh ;:::::: 1r. 

Proce.o 
Fatla 

~" .,----j-------::>I' 

2 Tlampo 

Figura 6.3: La definición de la fase. La fase de un oscilador periódico crece 
uniformemente en el tiempo y gana 271" cada periodo. 
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Este experimento pensado demuestra el sello de la sincronización, esto es, 
dos osciladores que inicialmente tienen diferentes frecuencias y fases propias, 
al ser acoplados (débilmente) ajustan sus ritmos y empiezan a oscilar con una 
frecuencia común, cabe destacar que la identidad de frecuencias se mantiene 
para un cierto rango de la diferencia de frecuencias naturales. 

Como ya hemos mencionado la sincronización es debida al acoplamiento 
de dos osciladores autosostenidos. Se pueden distinguir dos clases principales 
de sincronización según su acoplamiento: acoplamiento unidireccional y aco
plamiento bidireccional. En el primer caso el sistema global formado por dos 
subsistemas, tiene una configuración conducción-respuesta (o amo-esclavo)2. 
Esto implica que un subsistema evoluciona libremente y llevando la evolu
ción del otro. En el segundo caso los dos subsistemas están acoplados uno al 
otro, este acoplamiento induce una modificación del ritmo a una sincroniza
ción común, esta situación ocurre en fisiología, entre el sistema cardiaco y el 
respiratorio o entre neuronas interactuantes. 

En el contexto de osciladores acoplados, muchos estados sincronizados 
han sido estudiados, entre ellos están la sincronización completa o idéntica 
(CS), sincronización de fase (PS) y de retraso (LS), sincronización generali
zada (eS), sincronización intermitente revestida (ILS), sincronización de fase 
imperfecta (IPS) y sincronización aproximada (AS) [28]. 

La sincronización más Simple es la CS, consiste en una perfecta coinci
dencia en las trayectorias de los dos subsistemas, llevada a cabo por una 
señal que los acopla, de tal manera que una sigue a la otra en el transcurso 
del tiempo. Este mecanismo es encontrado cuando dos sistemas idénticos son 
acoplados unidireccionalmente. 

La es va más allá utilizando sistemas completamente diferentes y aso
ciando la salida de un sistema a una función dada del otro sistema. 

Osciladores diferentes acoplados o sistemas rotatorios pueden alcanzar 
un régimen intermedio, cuando se produce una sincronización de fase (PS), 
mientras que la correlación de las amplitudes permanece baja. 

La LS es intermedia entre PS y es. Implica límites asintóticos de la 
diferencia de la salida de un sistema al tiempo t y la salida del otro sistema a 
un tiempo diferente de retraso nag. Esto implica que las dos salidas enganchan 
sus fases y amplitudes en un tiempo de retraso. 

2EI caso típico es un oscilador autosostenido sometido a una fuerza temporalmente 
periódica. 
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La IL8 implica que los subsistemas en la mayor parte del tiempo están en 
L8, pero estallidos intermitentes en el comportamiento local pueden ocurrir, 
rompiendo la L8. 

Análogamente la IP8 ocurre cuando se rompe la P8. Finalmente la A8 
resulta cuando hay un límite asintótico en la diferencia entre un subconjunto 
de variables de un sistema y su correspondiente subconjunto de variables del 
otro sistema. 

Es importante notar que la sincronización de fase implica una sincroni
zación de frecuencia, pero, una sincronización de frecuencia no implica una 
sincronización de fase. 

6.2. Sincronización de un oscilador por una 
fuerza externa 

Consideremos el caso de un oscilador autosostenible, el cual está sujeto a 
una fuerza externa periódica. Este esquema representa el caso de dos oscila
dores autosostenibles, donde el acoplamiento es unidireccional. Un ejemplo 
de este tipo de sistema son los relojes biológicos, el ritmo de los organismos 
está controlado por el ritmo de la rotación de la tierra alrededor de su eje y 
del sol. Definitivamente está acción es unidireccional. 

6.2.1. Dinámica de la fase 

Describiremos el efecto de una fuerza externa débil en Un oscilador pe
riódico autosostenido. La idea principal es que la fuerza débil s610 influye en 
la fase, no en la amplitud, entonces podemos describir la dinámica sólo con 
una ecuación para la fase. 

Considere un sistema ordinario de ecuaciones diferenciales M -dimensional 
(M ~ 2), disipativo y autónomo 

dx 
dt = f(x), (6.2) 

y supongamos que el sistema tiene una solución estable periódica (con perio
do To) xo(t) = xo(t+To). En el espacio fase (el espacio de todas las variables 
x), esta solución es una trayectoria cerrada atractiva, llamada ciclo límite. 
Un punto moviéndose a lo largo del ciclo límite representa oscilaciones auto
sostenidas. El ejemplo clásico de un oscilador autosostenido es el de Van der 
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PoI 
(6.3) 

Introducimos la fase 4> como una coordenada a lo largo del ciclo límite, 
tal que crece monotónicamente en la dirección del movimiento y gana 27r 
durante cada rotación. Más aún, pedimos que la fase crezca uniformemente 
en el tiempo tal que obedezca la ecuación 

d4> 
dt = Wo, (6.4) 

donde Wo = 27r ITa es la frecuencia de la oscilación autosostenida. Cuando el 
periodo de las oscilaciones sea influenciado (por un acoplamiento), necesita
remos referirnos a la frecuencia del oscilador aislado; por lo que llamaremos 
a Wo la frecuencia natuml o característica. 

De la ecuaciÓn (6.4) podemos ver una propiedad muy importante de la 
fase: es una variable neutral estable. Una perturbación en la fase permanece 
constante, esto es, no decrece ni aumenta en el tiempo. En términos de la 
estabilidad de la trayectoria significa que un ciclo límite tiene un exponente 
de Lyapunov que es cero, que corresponde a las perturbaciones alrededor del 
ciclo (los otros exponentes corresponden a las perturbaciones transversales y 
son negativos). Esto refleja la propiedad del sistema dinámico autÓnomo es 
invariante ante desplazamientos temporales: x(t) = x(t + ~t) es una solución 
también. En el ciclo límite, el desplazamiento temporal 6,t es equivalente al 
desplazamiento de fase 6,4>. 

6.2.2. Pequeñas perturbaciones e isócronas 

Consideremos ahora el efecto de una fuerza externa débil periódica sobre 
el oscilador autosostenido. Describimos el sistema por las ecuaciones 

dx 
dt = f(x) + Ep(X, t), (6.5) 

donde la fuerza Ep(X, t) = Ep(X, t + T) tiene periodo T, el cual es en general 
diferente de Ta. La fuerza es proporcional a un parámetro pequeño E. 

La fuerza externa lleva a la trayectoria fuera del ciclo límite, pero debi
do a que es pequeña y el ciclo es estable, la trayectoria sólo se desvía poco 
de la original XQ, esto es, cae en la vecindad del ciclo límite. Entonces, las 
perturbaciones transversales al ciclo límite son pequeñas. Este esquema cua
litativo sugiere una descripción de la dinámica perturbada solamente con la 
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fase. Para esto debemos introducir la fase del sistema no sólo sobre el ciclo 
límite, si no también en la vecindad. 

La idea clave es definir la fase de tal forma que rote uniformemente de 
acuerdo con la ecuaci6n (6.4) no sólo en el ciclo, si no también en su vecindad. 
Para lograr esto definimos las llamadas is6cronas. Observemos al sistema 
(6.2) estrobosc6picamente con el intervalo de tiempo exactamente igual al 
periodo del ciclo límite To. De esta manera obtenemos de (6.2) un mapeo 

x(t) -+ x(t + To) := <I>(x). 

Este mapeo tiene a todos los puntos del ciclo lfmite como puntos fijos, y todos 
los puntos de la vecindad son atraídos a él. Escojamos un punto x'" en el ciclo 
y consideremos todos los puntos de la vecindad que son atraídos a x'" bajo 
la acci6n de <I>(x). Estos forman una hipersuperficie 1 de dimensión (AJ -1), 
llamada isócrona, que cruza el ciclo límite en x"'. Una hipersuperficie puede 
ser dibujada para cada punto en el ciclo límite. A partir de esto, podemos 
parametrizar todas las hipersuperficies con la fase ,p. Ahora extendemos la 
definici6n de fMe para puntos de la vecindad del ciclo límite, demandando 
que la fase sea constante para cada isócrona 1 (,p). De esta forma definimos 
la fase en la vecindad del ciclo límite. o al menos donde la is6crona existe. 

6.2.3. La ecuación para la dinámica de la fase 

Habiendo definido la fase en la vecindad del ciclo límite, podemos escribir 
la ecuaci6n para la fase en la vecindad como 

d,p(x) 
--;¡¡- = Wo· (6.6) 

Como la fase es una función suave de las coordenadas, podemos escribir su 
derivada temporal como (regla de la cadena) 

(6.7) 

La cual da junto con la ecuación (6.2), la relaci6n 
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Consideremos ahora el sistema perturbado (6.5). Usando la definición de 
fase para el sistema sin perturbar y sustituyendo (6.5) en (6.7) obtenemos 

d4>(x) 84> 84> (x) 
-d - = L -8 (A(x) + epk(x, t)) = Wo + eL -8-Pk(x, t)). 

t k Xk k Xk 

El segundo término de lado derecho es pequeño (proporcional a e), y las 
desviaciones de x del ciclo límite Xo son pequeñas también. Entonces, en 
primera aproximación podemos despreciar estas desviaciones y calcular el 
lado derecho en el ciclo límite: 

d4>(x) 84>(Xo) 
-d- = Wo + EL 8 Pk(XO, t)). 

t le Xk 
(6.8) 

Debido a que los puntos en el ciclo límite tiene correspondencia uno a uno 
con la fase 4>, obtenemos una ecuación cerrada para la fase 

d4>(x) --;¡¡- = Wo + EQ(4), t), (6.9) 

donde 

Q(4), t) = L 84>C:(4))) Pie (xo(4», t)). 
k Xk 

Q es una función de periodo 211" en 4> y de periodo T en t. 

6.2.4. Dinámica lenta de la fase 

En la aproximación de orden cero" , cuando despreciamos el efecto de la 
fuerza externa (E = O), la ecuación (6.9) tiene la solución 

4> = wot + 4>0. (6.10) 

Sustituimos esta solución en la función Q. Como Q es una función de periodo 
211" en 4> y T periódica en t, podemos representarla como una doble serie de 
Fourier 

(6.11) 
',le 

donde w = 211"/T es la frecuencia de la fuerza externa. Substituyendo (6.10) 
en (6.11) 

Q( 4>, t) = L al,keik4>oe(ík"'O+ilw)t. (6.12) 
l,k 
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Observamos que la función Q contiene términos oscilantes rápidos (com
parados con la escala de tiempo l/e), como también términos que varían 
lentamente. Estos términos satisfacen la condici6n de resonancia 

kwo + lw ~ O. (6.13) 

Sustituyendo en (6.9), los términos resonantes en la suma (6.12) son los más 
importantes para la dinámica. Entonces, para mantener sólo la dinámica 
esencial, promediamos la fuerza (6.12) dejando solamente los términos reso
nantes. Los términos resonantes dependen del la relación entre la frecuencia 
externa w y la frecuencia natural wo. El caso más simple es cuando son casi 
iguales w :::::;; wo. Entonces, sólo los términos con k = -l son resonantes. La 
suma de estos términos da una nueva fuerza promedio 

I: al,keik<t>+ilwt = I:a_k,keik(Q'>-wt) = q(q, - wt). (6.14) 
l=-oo,oo;k=-l k 

La fuerza promedio q es una función de periodo 21l' y contiene todos los 
términos resonantes. Substituyendo en (6.9) obtenemos 

dq, 
dt =wo+eq(q,-wt). (6.15) 

Ahora definimos una nueva variable. la diferencia de fase entre la fase del 
oscilador y la fase de la fuerza externa 

7jJ = q, - wt. (6.16) 

También introducimos la diferencia de frecuencias como 

v=w-wo, (6.17) 

para obtener finalmente 
d7jJ di = -v + eq(7jJ). (6.18) 

La condición de resonancia puede tomar una forma. más general 
m 

w::::;: -Wo, (6.19) 
n 

donde n, m son enteros sin un común divisor. Esta condición de resonancia 
lleva a una ecuación de la forma (6.18), con 7jJ = mq, - mwt y v = nw - mwo. 
La función de periodo 21l' más simple es la función seno, entonces la forma 
más Simple de la ecuación de la fase promedio es 

d7jJ . di = -v + E sm(7jJ). (6.20) 

Usualmente llamada ecuación de Adler. 
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(a) (b) (e) 

o o o 

Figura 6.4: El lado derecho de la ecuación (6.18), (a) adentro, (b) en el borde 
y (c) afuera de la región de sincronización. Los puntos estables e inestables 
se muestran con círculos llenos y vacíos. En (b) se muestra la transición de la 
sincronización, aquí, los puntos estables e inestables colisionan para formar 
un punto semiestable( caja). 

6.2.5. Enganche de fase y región de sincronización 

Consideremos las soluciones de la ecuación (6.18), la cual es una ecuación 
diferencial ordinaria de primer orden no lineal. Hay dos formas de introducir 
el espacio fase: la fase 'lj; puede variar ya sea de -00 a 00 (esquema extendido), 
o usando la periodicidad de la función q, podemos tomar el círculo O :::; 'lj; < 211' 
como el espacio fase (esquema reducido). La ecuación (6.18) depende de dos 
parámetros, de acuerdo a la ecuación inicial (6.5), E puede ser interpretado 
como la amplitud de la fuerza externa. El parámetro 1/ de acuerdo con (6.17), 
es la diferencia de fase entre la fase natural y la fase de la fuerza externa. 

De acuerdo a la ecuación (6.18), existen dos casos en la dinámica de la 
fase 'lj;, como se muestra en la figura 6.4. La función q('lj;) es una función de 'lj; 
con periodo 211' y por tanto tiene en el intervalo [0,211') un máximo qmax y un 
mínimo qmín; típicamente estos dos extremos no son degenerados. Entonces, 
si la diferencia de frecuencias v está en el intervalo 

(6.21) 

entonces hayal menos un par de puntos fijos de la ecuación (6.18), esto es, 
un par de soluciones estacionarias para 'lj;. Uno de estos puntos es estable y 
el otro inestable; generalmente puede haber varios pares de puntos estable
inestable si la función q tiene más de dos valores extremos. Entonces si (6.21) 
se satisface, el sistema evolucionara a uno de los puntos estables y permane-
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cerá ahí, de tal forma que la fase 'ljJ es constante. Para la fase <p esto significa 
una rotación constante con la frecuencia de la fuerza constante: 

<p = wt + 'ljJs, (6.22) 

y este es el régimen de sincronizaci6n o lengua de Amold. Este régimen existe 
adentro del dominio (6.21), en el plano de parámetros (v, E). Usualmente se 
dice que la fase del oscilador está enganchada por la fase de la fuerza externa 
wt, y este régimen es llamado enganche de fase, lo cual significa que la fase 
del oscilador coincide con la fase de la fuerza externa. 

Otra situación se observa si la diferencia de frecuencias v cae fuera del 
rango (6.21). Entonces la derivada de la fase 'ljJ es permanente positiva (o 
negativa) y la frecuencia de oscilación difiere de la frecuencia de la fuerza 
externa w. La solución de (6.18) puede ser escrita formalmente en cuadraturas 
como 

j 1P_d----'-'ljJ_-t 
Eq('ljJ) - v - , (6.23) 

la cual define la fase lenta 'ljJ en función del tiempo 'ljJ = 'ljJ(t). Esta función 
tiene periodo T,¡, 3 definido por la ecuación 

I 
r2~ d'ljJ I 

T,¡, = Jo Eq('ljJ) - V . 
(6.24) 

La fase 4> rota de forma no uniforme, 

<p = wt + 'ljJ(t). (6.25) 

U na característica importante de la dinámica fuera de la región de sincro
nización es la velocidad promedio de la rotación de la fase, llamada frecuencia 
observada. Cuando la fase 'ljJ gana ±27r durante el tiempo T,¡" la frecuencia 
promedio de las rotaciones de la fase lenta 'ljJ es 

(12~ d?jJ )-1 
O - 27r 

,¡, - o Eq(1/;) - V 
(6.26) 

La frecuencia observada O de la fase original <p es 

(6.27) 

3Ia fase 'IjJ crece de O a 27r en T", 
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(a) (b) 

~r----~-----+-----.--~ c: 

o v v 

Figura 6.5: (a) Región de sincronización en el espacio de parámetros v, €. (b) 
Dependencia de la frecuencia observada contra la diferencia de frecuencias v, 
para un valor fijo de €o 

Podemos ver que la frecuencia n.¡.. depende monotónicamente de la diferencias 
de frecuencias v. Más aún, en la vecindad de la región de transición podemos 
estimar su dependencia analíticamente. Cuando el parámetro v cambia hasta 
la región de sincronización en v = eqmax, donde los puntos fijos estable e 
inestable se colapsan y desaparecen a través de una bifurcación silla-nodo. 
Consideremos la transición en Vma:l: = Eqmax. Si v - vm= es pequeña, la 
expresión leq( 'Ij;) - vi es muy pequeña en la vecindad del punto 'lj;maz, entonces 
esta vecindad domina la integral (6.26).Desarrollando la función q('Ij;) en serie 
de Taylor en 'lj;maz y poniendo los límites de integración a infinito nos lleva a 
un comportamiento de una raíz cuadrada 

In", I ~ 27r { -r-----...,..-----
1 

00 d'lj; 1-1 

1-00 ~Eq"('Ij;m=)'Ij;2 - (v - vmax ) 

velq"('Ij;m=)I· (v - vmaz) f"V Jv - Vmaz. (6.28) 

Mostramos una dependencia típica de n.¡.. contra la diferencia de frecuen
cias v en la figura 6.5. 

Cabe mencionar que la dinámica en la vecindad del punto de transición 
de la fase 'Ij; es altamente no uniforme en el tiempo (ver figura 6.6). De hecho, 
cerca de la bifurcación la trayectoria gasta un tiempo grande (proporcional a 
(v - vma:c)-1/2) en la vecindad de 'lj;ma:c, el lado derecho de (6.18) es casi cero. 
Estos tiempos de fase casi constante 'Ij; ~ 'lj;max se entremezclan regularmente 
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Figura 6.6: LA dinámica de la fase descrita por (6.18), para q('Ij;) = sin('Ij;), 
f = 1 Y diferentes valores de la diferencia de frecuencias v: de abajo hacia 
arriba v =1.001, 0.0, -1.01, 1.1. 

en intervalos donde la fase 1/J se incrementa (o decrece) por 27r; estos eventos 
son llamados resbalones de fase. La rotación de la fase entonces puede repre
sentarse como una secuencia periódica (de periodo T",) de resbalones de fase. 
Entre estos resbalones de fase, el oscilador está casi enganchado a la fase de 
la fuerza externa. Durante el resbalón la fase realiza una rotación más (o una 
menos) con respecto a la de la fuerza externa. 

6.2.6. Rotores forzados como osciladores autososteni
dos 

En este capítulo hemos considerado oscilaciones autosostenidas, y el efecto 
de una fuerza externa sobre estas. Los osciladores autosostenidos tienen una 
frecuencia característica fija y están oscilando desde antes de interactuar con 
cualquier fuerza externa. 
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Los rotores son osciladores que si los forzamos con una fuerza externa 
constante, empiezan a oscilar a una frecuencia fija (dependiente de la fuerza 
constante). A primera vista, los rotores forzados no pertenecen a los osci
ladores autosostenidos, debido a que necesitan una fuerza constante para 
oscilar. Sin embargo, estos tienen las mismas propiedades de un oscilador 
autosostenido: en el espacio fase hay un ciclo límite y uno de los exponentes 
de Lyapunov es cero [12]. Entonces las rotaciones forzadas son similares a las 
oscilaciones autosostenidas: pueden ser sincronizadas por una fuerza externa 
periódica [65]. 

6.3. Sincronización de frecuencia y fase en 
sistemas estocásticos 

Esta sección está basada en el artículo [66]. El estudio de la sincronización 
en sistemas estocásticos necesita una revisión de los conceptos fundamenta
les. Es obvio que cuando estamos hablando de un sistema estocástico, este se 
refiere a la existencia de un ruido, por ejemplo ruido blanco. Cuando conside
ramos el fenómeno de enganche de fases, el ruido va a prohibir la existencia 
estricta de un límite para las diferencia de fase de dos sistemas. Sin embar
go, la reformulación del fenómeno de sincronización en presencia de ruido es 
posible calculando el promedio de la duración de los episodios de enganche 
(Teng ). En el caso de que (Teng ) :::;P To, donde To es un tiempo característico 
de la dinámica, por ejemplo, el periodo de una fuerza externa o el inverso 
de una frecuencia intrínseca natural del sistema, en este caso es justificado 
hablar de sincronización efectiva. 

Dado un conjunto de datos o alguna dinámica, existe una variedad de 
métodos para definir la fase instantánea 4>(t) de una señalo una dinámica. 

6.3.1. Fase lineal interpolada cjJL 

Podemos utilizar cualquier punto de cruce como referencia para decir que 
un ciclo es completado. Sin embargo toda la dinámica debe ser conocida 
en detalle. En muchos casos no tenemos acceso a todos los datos sobre la 
dinámica, si no a una serie de datos que muestran una repetición de un even
to característico, como por ejemplo, los picos pronunciados de la actividad 
neural, los picos de un electrocardiograma, o los máximos pronunciados en la 
dinámica de poblaciones. Estos eventos pueden servir como marca cuando un 
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Figura 6.7: En la primera figura se muestra un ejemplo de una serie de tiem
pos tomados en un evento que sirve como marca para completar un ciclo. En 
la siguiente figura se muestra como crece la fase 27r veces por cada evento 

ciclo k (o medio ciclo) es completado, y comienza otro ciclo k + L Entonces 
es posible definir una fase instantánea </>L(t) por interpolación lineal, esto es 

(6.29) 

donde los tiempos tk están fijados por los eventos marca. Cabe notar que en 
general se supone que tenemos una gran colección de datos (k .-.-.+ (0). 

También cabe notar (a partir de la definición 6.29) que, cuando ocurre un 
evento la fase aumenta por 27t (o 7r si es la mitad del ciclo) con respecto a la 
fase del evento anterior. Otra propiedad importante es que cuando la serie de 
tiempo representa un oscilador con una frecuencia 'fija (oscilador armónico) 
la definición de fase lineal coincide con la fase del oscilador armónico </>L (t) = 
</>(t) = W(lt, donde W(l = 27r jT, con T siendo el tiempo entre dos eventos 
(periodo). 

Estamos interesados en calcular la frecuencia característica de nuestro 
sistema, definida como la derivada temporal de la fase lineal </>L(t). Como la 
fase es lineal a trozos, su derivada es discontinua, y es constante en cada in
tervalo [tk, tk+l)' Podemos representar una función constante en un intervalo 



60 

Figura 6.8: La frecuencia (6.30) definida como la derivada de la fase. 

con ayuda de la función escalón e(x) 

8(x) = {01 x 2: O, 
x < O, 

con esto una función que tiene un valor constante de lo, en el intervalo 
[a,b] se puede escribir como f(x) = lo [e(x - a) - e(x - b)]. 

Por lo tanto, la frecuencia al tiempo t se puede escribir como una suma 
de funciones constantes en el intervalo [tk, tk~t}, esto es 

N-l 27r 
w(t) = 2: [8(t - tk ) - 8(t - tk+l)], 

k=O tk+l - t k 
(6.30) 

donde N es el número de eventos ocurridos al tiempo tN. Obviamente el valor 
de w depende del tiempo, por lo que podemos definir su promedio temporal 
como 

1laT 

{w} = lfm T w(t)dt. 
T--->oo o (6.31) 

Hay dos formas de realizar esta integral, la más fá.cil es notar que la 
frecuencia esta definida como la derivada temporal de la fase w(t) = ~(t), 
entonces 
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Debido a la definición de fj>L(t), tenemos un conjunto de tiempos {tk}, por lo 
que en el límite en (6.31), se puede remplazar por un límite en k. 

(w) = lím fj>L(T) - fj>L(O) = lím fj>L(tk) - fj>L(O) , 
T--->oo T k--->oo tk 

(6.32) 

podemos tomar sin perdida de generalidad que fj>(0) = O, por la definición de 
la fase (6.29), tenemos que fj>(tk) = k21f, por lo tanto el promedio lo podemos 
escribir como . 

k 
(w) = lím 21f-. 

k--->oo tk 
(6.33) 

En la práctica el límite hacia infinito no se puede alcanzar, por lo que 
quitaremos la parte del límite, sobrentendiendo que cuando nos refiramos a 
promedios temporales, tk es un tiempo muy grande comparando con tiempos 
característicos de la dinámica del sistema. 

k 
(w) = 21f-. 

tk 

Otra forma de obtener (6.33), es integrando directamente (6.30) 

(6.34) 

donde N es el numero de elementos en {tk} para el tiempo T (tN :s; T). Por 
lo que sustituyendo en (6.31) y sustituyendo el límite sobre T por un límite 
sobre k, llegamos a (6.33) 

Otra propiedad de la definición de fj>L(t) es que la frecuencia asociada al 
promedio aritmético del tiempo entre eventos es igual al promedio temporal 
de la frecuencia w(t) = ~(t). En efecto, el tiempo entre el evento k y k + 1 
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es rk = tk+l - tk Y el promedio aritmético de Tk es sumar sobre todos los 
eventos y dividir entre el número de eventos totales, esto es 

pero la suma de todos los tiempos Tk es igual al tiempo total tN, por lo que 

(r) _ tN 
- N' 

La frecuencia asociada al tiempo promedio entre eventos es 

27r k 
(w) = -( ) = 27r-, 

r tk 
(6.35) 

la cual corresponde con (6.34) para k muy grandes. Entonces la fase tjJL(t) 
nos sirve para definir la frecuencia promedio asociada al tiempo promedio 
entre eventos . Más adelante podremos relacionar este tiempo con el tiempo 
promedio de primer paso cuando estemos tratando sistemas estocásticos visto 
anteriormente. 

6.4. Fase discreta cjJD y fase de Hilbert cjJH 

Existen otras opciones para definir una fase de un proceso irregular, por 
ejemplo la fase discreta tjJD. Su definición es similar a la de la fase lineal tjJL, 
la diferencia radica en que al lugar de crecer linealmente en el tiempo en el 
intervalo (tk-l, tk), se mantiene constante y crece 27r cada vez que ocurre un 
evento, esto es, crece discontinuamente en el tiempo 

tjJD(t) = 27rk(t), (6.36) 

donde k(t) es el número de eventos ocurridos al tiempo t. Esta descripción es 
muy usual cuando se quieren hacer cálculos teóricos en procesos dicótomos, 
ya que se ajusta a la teoría de renovaciones [67]. 

Otra opción es la fase de Hilbert q,H, utilizada en procesamiento de señales 
llamada también señal analítica. Este concepto basado en la transformada de 
Hilbert da sin ambigüedad la fase instantánea y la amplitud para una señal 
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arbitraria s(t) vía la construcción de la señal analítica «(t), la cual es una 
función compleja del tiempo definida como 

((t) = s(t) + isH (t) = A(t) expi.pH(t) . 

Aquí la función sH (t) es la transformada de Hilbert de 8(t) 

sH (t) = 1l"-l p.y. (lO 8(T) dT, 
Loot-r 

(6.37) 

(6.38) 

donde P.Y. significa que la integral es tomada en el sentido del valor principal 
. de Cauchy. Enfatizamos que la transformada de Hilbert es libre de parámetros 

y que el cálculo de la fase instantánea requiere el conocimiento de todo el 
proceso en el tiempo. 

El hecho de que la fase 

cPH (t) = arctan [ s;;;) 1 ' (6.39) 

sea obtenida como el resultado de la convolución de las funciones 8(t) y lj1l"t, 
al lugar de la diferenciación, hace que esta sea menos sensitiva a pequeñas 
fluctuaciones de corta duración, actuando como un filtro sobre la dinámica. 

En el artículo [66], se muestra que para un proceso dicótomo, la fase lineal, 
discreta y de Hilbert coinciden bajo cierto rango. 

Por la facilidad de cálculo e interpretación, así como sus propiedades en 
relacionar una frecuencia a el tiempo promedio entre eventos, utilizaremos 
en este trabajo la fase lineal cPL(t) para describir los procesos relacionados 
con sincronización, por lo que en lo posterior quitaremos el subíndice L a la 
fase para representarla sólo como cP(t). 



Capítulo 7 

Sincronización del ratchet 
So breamortiguado 

En el capítulo 5 hablamos del efecto ratchet y de la necesidad de llevar al 
sistema fuera del equilibrio con una fuerza externa estocástica o determinista 
para obtener este efecto. Sin embargo ha habido interés en investigar las 
propiedades de transporte en ratchets deterministas [18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 
68], es decir ratchet en ausencia de ruido. Cabe mencionar que la dinámica de 
potenciales inclinados ha sido estudiada en distintos contextos físicos, como: 
potenciales ópticos [69], conductores superiónicos [13], sistemas excitables 
[70], difusión en superficies [71, 72, 73, 74, 75, 76], ondas de densidad cargadas 
[77] y uniones Josephson [13, 11, 12]. Cuando el potencial ratchet inclinado 
es forzado periódicamente, exhibe una gran variedad de fenómenos físicos, 
incluyendo enganche de fase, histéresis [78] y caos [79]. 

Primero nos enfocaremos en la dinámica determinista sobreamortigua
da del potencial ratchet sujeto a una fuerza constante (ratchet inclinado) y 
definiremos una frecuencia característica! para cada valor de la inclinación, 
tomándolo formalmente como un oscilador autosostenido. Veremos la sincro
nización entre la frecuencia promedio del ratchet inclinado con la frecuencia 
de un forzamiento externo temporalmente periódico. 

1 Partiendo de la definición de fase introducida en el capítulo anterior. 

65 



66 

DA 

0.35 

0.3 

0.25 

B0,2 
> 0.15 

0.1 

1 o.os 
OL.......--"l..._L.-.--'II..._.l...----"'------' 

:( _____________ ., -1.5 -1 .oS O 05 

: I X 
I 

I 

tktl 

x 

Figura 7.1: Potencial ratchet inclinado mostrando la dinámica que define los 
eventos a los tiempos {tk }. El potencial ratchet sin inclinación se muestra en 
el cuadro superior de la figura. 

7.1. Definición de la fase 

Definamos los tiempos {tk } como el conjunto de tiempos cuando la 
partículll avanza (o retrocede) a las posiciones discretas X±i = ±i, la cual 
corresponden a los mínimos del potencial sin inclinación (ver fig. 7.1), donde 
k, i toma valores enteros no negativos (k, i = 0,1,2, ... ). 

Además de los tiempos discretos, definamos las variables discretas Nf y 
N L . 

k· 

• Nf - número de pozos avanzados hacia la derecha al tiempo t k • 

• Nf: - número de pozos retrocedidos hacia la izquierda al tiempo tk. 
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Se considera que la partícula avanzó o retrocedió un pozo si estando en el pozo 
x = i al tiempo t k , llega al pozo x = i + 1 (avanzar) o al x = i -1 (retroceder) 
al tiempo tk+l. El evento de avanzar o retroceder un pozo será nuestro evento 
marca. 

Es conveniente definir otras dos variables que están relacionadas con las 
cantidades promedio de interés: la frecuencia y la velocidad promedio. 

Estas variables son el número total de saltos NI y el número de pozo en 
el cual se encuentra la partícula al tiempo tk 

(7.1) 

N[ = k nos dice cuántos saltos o eventos han ocurrido al tiempo t k y Nk 

nos dice el número del pozo en el que se encuentra la partícula al tiémpo 
tk. Cabe mencionar que esta representación discreta de la dinámica filtra la 
información de tal forma que se obtiene la dinámica entre pozos (dinámica 
lenta) y se elimina la dinámica intrapozos (dinámica rápida). 

Podemos expresar la fase lineal interpolada como 

(7.2) 

La frecuencia es la derivada temporal de la fase 4>(t), dada por la ecuación 
(6.30), y su promedio temporal está dado por la ecuación (6.34) 

(7.3) 

donde k es un número muy grande, de tal forma que tk sea muy grande con 
respecto a un tiempo característico de la dinámica, usualmente el periodo de 
la fuerza externa periódica Tv . 

También estamos interesados en calcular el promedio temporal de la ve
locidad 

(v) = lím fT v(t)dt = lím x(T). 
T ..... oo Jo T->oo T 

(7.4) 

o términos del proceso discreto Nk 

(7.5) 
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Cabe recalcar que la posición y el tiempo son cantidades adimensionales (con 
dimensiones X(tk) = LNk) Y t k » TD· 

Hasta ahora no hemos metido los detalles de la dinámica (si es sobre
amortiguada, inercial o estocástica). Por lo que la definición de fase es muy 
general y sirve para cualquier sistema donde se puedan definir el conjunto 
{t k }. Por lo tanto, esta definición de fase se va a utilizar en los siguientes 
capítulos cuando abordemos el caso sobreamortiguado, inercial, estocástico 
e incluso cuando tengamos dos o más partículas (definiendo un conjunto de 
tiempos para cada partícula). 

7.2. Ratchet sobreamortiguado 

Para empezar consideremos la dinámica sobreamortiguada (5.15) para el 
caso determinista (D = 0)2, esto es, una partícula en una dimensión go
bernada por la ecuación de movimiento adimensional (con L y ,-1 como la 
distancia y el tiempo característico) 

x + d~ V(x) = F + FD cos(wDt), (7.6) 

donde V(x) es el potencial periódico y asimétrico ratchet, F es una fuerza 
constante, FD y WD son la amplitud y la frecuencia de la fuerza externa 
periódica respectivamente. El potencial periódico y asimétrico ratchet V(x) 
está dado por 

V(x) = -VD [sin(21r(x - xo» + ~ sin(41r(x - xo» - e] , (7.7) 

donde Xo ~-0.19 y e = - sin (21r(xo» - ~ sin(41r(xo) ~ 1.1, son dos constan
tes tal que el mínimo del potencial está en el origen. 

Podemos reescribir la ecuación de movimiento (7.6) como 

. a 
x + 8x U(x, t) = O, (7.8) 

donde U(x, t) es el potencial efectivo 

U(x, t) = V(x) + x(F + FD cos(wDt». (7.9) 

2La dinámica sobre amortiguada del ratchet presenta un rango de rectificaci6n de 
corriente mostrada en la figura. 7.5 para. F = O, la. cual ya ha sido reportada. y estudiada 
[78, 11, 68, 19, 20]. 
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Para PD = O el potencial se llama "ratchet inclinado" o ''potencial de lava
dero" , para F = O el potencial se llama "ratchet mecido" (del ingles rocking 
ratchet), cuando los dos términos son diferentes de cero decimos que es un 
"ratchet mecido e inclinado" . 

Para el ratchet inclinado, la dinámica de la partícula se puede representar 
como un rotor, esto es, existe un tiempo característico (dependiente de la 
inclinación) para el cual la partícula recorre un periodo espacial del ratchet. 
En la siguiente sección presentaremos con detalle a este rotor. 

7~2.1. Resultados numéricos 

Aun que existen resultados analíticos estos se basan en lo que se llama el 
"límite adiabático", lo cual significa que se toma el límite cuando la frecuen
cia de oscilación tiende a cero o infinito. Nosotros estamos interesados en el 
régimen intermedio para la frecuencia de oscilación, para el cual no hay re
sultados analíticos, por lo que los resultados que presentamos son numéricos. 
Los resultados de esta sección fueron obtenidos resolviendo numéricamente 
la ecuación de movimiento (7.6). Usamos el algoritmo de Runge-Kutta de 
cuarto orden y la condición inicial de que al tiempo t = O la partícula está en 
x = O. Una vez obtenida la trayectoria completa, identificamos el conjunto 
de tiempos {td cuando la partícula cruza la posición x = Nk . Con estos 
eventos marca calculamos directamente la frecuencia promedio usando (7.3), 
y después de calcular N k , obtenemos la corriente usando (7.5). En todo este 
trabajo fijamos la amplitud del potencial ratchet a Va = 1j21r. 

Ratchet inclinado como un rotor 

Consideremos la dinámica del ratchet inclinado (Fv = O) 

± + d~ V (x) = F, (7.10) 

donde V(x) es el potencial ratchet (7.7) y F es una fuerza constante. 
La ecuación de movimiento se puede escribir como ± + dU(x)jdx = O, 

donde U(x) = V(x) - Fx es el potencial efectivo, que se muestra en la figura 
7.1 como el potencial ratchet inclinado. 

En la figura 7.2, se muestran la frecuencia y velocidad promedio, cal
culadas a partir de (7.3) y (7.5) respectivamente para el ratchet inclinado 
(7.10). Podemos ver que existen 2 umbrales para los cuales la velocidad y la 
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Figura 7.2: Frecuencia y velocidad promedio en función de la fuerza constante 
F, para el rotor (7.10). Podemos observar que 21!'(v} = (w) debido a que no 
hay pasos hacia atrás. 

frecuencia promedio es diferente de cero, esto es, dos inclinaciones críticas 
F; = -3/2 Y FcR = 3/4. Para valores mayores que la inclinación crítica la 
velocidad y la frecuencia son diferentes de cero. La velocidad crece monotóni
camente con F yen la misma dirección mientras que la frecuencia siempre es 
positiva. Las gráficas no están centradas en el origen debido a la asimetría del 
ratchet. Para una F fija mayor que Fg, digamos F = 1, la partícula recorre 
cada periodo del ratchet en un tiempo constante To, al cual le corresponde 
una frecuencia "característica" Wo = 21!' /ro -::::::3.4l31. En este sentido el rotor 
forzado con una fuerza constante F se comporta como un oscilador aut(? 
sostenido, en el sentido de que comparten las mismas propiedades: tienen un 
periodo bien definido, y en su espacio fase existe un ciclo límite. Entones, el 
rotor al igual que un oscilador aut(?sostenido puede ser sincronizado con una 
fuerza externa periódica. 

También podemos observar que la frecuencia promedio coincide con 21!' 
veces la velocidad promedio para inclinaciones positivas y mayores que FcL , 

esto es por que no existen pasos hacia atrás y las definiciones de 271" veces la 
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Figura 7.3: velocidad promedio en función de la fuerza constante F, la línea 
punteada muestra el caso cuando la fuerza periódica está ausente (FD = O) Y 
la línea constante muestra el caso cuando la fuerza periódica está actuando 
sobre la partícula con amplitud FD =0.5, en ambos casos la frecuencia de 
forzamiento es WD =0.7 

velocidad y frecuencia promedio coinciden. 

Sincronización con una fuerza externa periódica 

Como ya hemos visto en el capítulo 6, podemos hablar de sincronización 
si tenemos a dos osciladores autosostenidos (cada uno con una frecuencia 
característica bien definida) interactuando. En nuestro caso un oscilador es 
la fuerza externa periódica FD(t) y el otro oscilador es el ratchet inclinado. 
Por lo tanto, la dinámica del sistema está gobernada por 

_ d 
x + dx V(x) = F + FD cos(WDt) , (7.11) 

donde FD y WD son la amplitud y la frecuencia de la fuerza externa respec
tivamente. 

En la figura (7.3) se muestra la velocidad promedio escalada con la fre
cuencia de forzamiento, 27r(v) /WD como función de F, la línea punteada 
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Figura 7.4: Frecuencia promedio en función de la fuerza constante F, la línea 
punteada muestra el caso cuando la fuerza periódica está ausente (FD = O) Y 
la línea constante muestra el caso cuando la fuerza periódica está actuando 
sobre la partícula con amplitud FD =0.5, en ambos casos la frecuencia de 
forzamiento es WD =0.7. 

indica el caso sin forzamiento FD = O, previamente mostrado (figura 7.2), en 
comparación con el caso con forzamiento F D=0.5. Cuando está presente el 
forzamiento periódico la corriente normalizada muestra claramente escalones 
para 21r(V)jwD ,con valores dados por pjq, donde p y q son números enteros. 
En muchos casos q = 1 Y la corriente promedio normalizada es un entero. 
En el contexto de uniones Josephson, estos son los escalones de Shapiro [79]. 
También cabe notar que los umbrales de la inclinación F para una corriente 
diferente de cero se recorrieron con respecto al ratchet inclinado. Ahora se 
necesita una inclinación menor para que existan saltos. 

En la figura 7.4 mostramos la frecuencia promedio escalonada con la fre
cuencia de forzamiento WD, al igual que la figura anterior podemos ver el 
enganche de las frecuencias cuando la fuerza externa periódica es diferente 
de cero FD =0.5, y la línea punteada nos muestra el caso sin forzamiento 
externo periódico FD = O. Al igual que la corriente, la frecuencia promedio 
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se escala con la frecuencia de forzamiento WD, esto es, < W > /WD = p/q, 
donde p y q son enteros. Aun que en esta figura queda patente un enganche 
de frecuencias con q = 1, no queda claro cuál es el papel de la frecuencia 
característica wo, ya que el parámetro que estamos variando es precisamente 
la inclinación F que define la Wo, e incluso existe un rango de la inclina
ción F, donde hay enganches de frecuencia para FD #- O y para ese mismo 
valor de la inclinación F, la frecuencia característica Wo es cero, por lo que 
no tiene sentido la sincronización. Para evitar esto, en los siguientes cálculos 
mantendremos fija la inclinación F = 1, la cual le corresponde una frecuencia 
característica Wo ~3.41. De esta manera tenemos los ingredientes básicos para 
poder hablar de sincronización del ratchet inclinado con la fuerza periódica. 

En la figura 7.5 mostramos la velocidad promedio escalada 21r(v) /WD 

en función de la amplitud de la fuerza externa periódica FD • En (a) la línea 
punteada nos muestra el caso sin inclinación F = O, y coincide con los cálculos 
hechos en [18, 19,20], mostrando una estructura de escalones de una unidad 
de alto. La línea punteada muestra el ratchet inclinado con F = 1, el cual 
también tiene escalones de una unidad de alto. En (b), (c) y (d) mostramos 
magnificaciones sucesivas de la velocidad promedio escalada la cual exhibe 
una estructura de escalones autosimilar, típica de una escalera del diablo 
[80, 81]. Esta estructura detallada ha sido reportada anteriormente [19, 20] 
para el ratchet sobreamortiguado sin inclinación, en este trabajo mostramos 
esta estructura fractal en la corriente con una escalera del diablo también para 
el ratchet inclinado y la podemos asociar al fenómeno de sincronización. 

Ahora fijémonos en las definiciones de la velocidad y frecuencia promedio 

(v) 
N k 

- - , 
tk 

(w) 
k 

- 21r-
tk' 

donde N k Y k están dadas por las definiciones 7.1, de las cuales se puede 
ver que para F > O Y FD menores que una fuerza crítica Fo, no hay saltos 
hacia la izquierda, esto es Nt = O. Para este caso la velocidad promedio y la 
frecuencia promedio escaladas coinciden, esto es 

21r(v) = (w). (7.12) 

En la figura 7.6 mostramos cómo la velocidad y frecuencia promedio escaladas 
en función de la amplitud de forzamiento FD coinciden para un valor de 
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Figura 7.5: Velocidad promedio escalada 21r(v) /WD en función de la amplitud 
del forzamiento periódico FD - (a) La línea punteada indica el caso cuando 
la inclinación está ausente F = O Y la línea continua es el caso con una in
clinación F = 1. (b),(c) y (d) corresponden a magnificaciones sucesivas de 
la corriente para el ratchet inclinado, mostrando una estructura de escalo
nes autosimilar, típica de una escalera del diablo_ En ambos casos usamos 
WD =0.7 

FD < Fo. Desde luego que esta Fo tiene que ver con la amplitud necesaria 
para que haya saltos a la izquierda y depende de la frecuencia del forzamiento 
WD [68] y de la inclinación F_ 

En las siguientes figuras vamos a restringirnos en el régimen FD < Fo, 
de tal forma que la frecuencia promedio coincida con 21r veces la velocidad 
promedio, por lo que hablaremos indistintamente de estas dos cantidades 
según nos convenga y hasta que no se especifique lo contrario_ 

En la figura 7.7 mostramos en el espacio de parámetros FD contra WD/WO 
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Figura 7.6: La línea continua muestra la velocidad promedio escalada y la 
línea punteada muestra la frecuencia promedio escalada, en ambos casos con
tra la amplitud del forzamiento periódico FD . Note que estas dos líneas coin
ciden para un rango de FD , debido a que todos los saltos son hacia la derecha. 

las zonas de sincronización, llamadas lenguas de Arnold3
, para los valores de 

la inclinación F = 1 la cual le corresponde una frecuencia natural del rotor 
Wo ~ 3.41. En estas zonas o regiones, la razón (W)/WD (ó 27r(V)/WD) es una 
constante formada por la razón de dos números enteros p/q (sincronización 
p: q) y localizadas en los valores de WD/WO = q/p. De esta forma mostramos 
el enganche de frecuencias entre la frecuencia promedio del ratchet inclinado 
y forzado (w) con la frecuencia del forzamiento WD propiamente como un 
fenómeno de sincronización. 

En la figura 7.8 mostramos una gráfica tridimensional de la velocidad 
promedio escalada en función de FD y WD/WO, para los valores de F = 1 Y 
Wo ~3.41. Una proyección de esta gráfica en el espacio de parámetros nos 
da las lenguas de Arnold de la figura 7.7. Cabe aclarar que en esta figura 
y la anterior sólo están representadas las lenguas de Arnold más anchas, ya 
que como vimos anteriormente, estas presentan una estructura fina, que por 

3Sólo mostramos las lenguas de Arnold más notorias. 
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Figura 7.7: Lenguas de Arnold en el espacio de parámetros FD contra WD/WO' 

Las lenguas de Arnold están localizadas justamente en los valores racionales 
WD/WO = q/p, donde p y q son números enteros. Para esta figura se utilizaron 
los valores de la inclinación F = 1 Y su correspondiente frecuencia natural 
Wo ~ 3.41. 

cuestión de resolución, no es posible observarlas en estas gráficas. 
Además de la proyección de esta gráfica, podemos hacer cortes sobre los 

ejes. Un corte ya lo hemos mostramos en la figura 7.5, la cual la obtuvimos 
manteniendo a WD constante WD =0.7. Ahora en la figura 7.9 mostramos un 
corte de la gráfica tridimensional 7.8 manteniendo a FD constante FD =0.5. 
En esta figura es explícito que la lengua p : q le corresponde el valor de la 
velocidad promedio escalada p/q y las lenguas están localizadas en su origen 
en los valores WD/WO = q/p. 

Desde luego que queremos conectar claramente las propiedades de trans
porte con la sincronización. La propiedad más importante es la corriente o 
la velocidad promedio, la cual como ya aclaramos, coincide con la frecuen
cia promedio propiamente escalada. En la figura 7.10 tenemos a la velocidad 
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Figura 7.8: Gráfica tridimensional de la velocidad promedio escalada 
21r(V)/WD como función de FD y WD/WO. Una proyección de esta gráfica 3D 
muestra las lenguas de Arnold en el espacio de parámetros de la figura 7.7. 
Aquí F = 1 Y Wo ~ 3.41 

promedio escalada ahora con Wo la cual coincide con la frecuencia promedio 
escalada con la misma Wo. Ahora tenemos segmentos rectos en lugar de esca
lones por que estamos escalando con Wo (el cual es un parámetro fijo para una 
inclinación F fija), al lugar de escalar con el parámetro WD que corre en el eje 
x. Note que los picos de la velocidad promedio corresponden a los bordes de 
las lenguas de Arnold, de tal forma que cuando estamos cruzando una lengua 
de Arnold (región de sincronización) la corriente incrementa linealmente con 
WD/WO; en el borde derecho la corriente es un maximal y afuera de la lengua 
la corriente decrece repentinamente hasta que llegamos a la siguiente lengua, 
en la cual empieza a incrementar otra vez, y así se sigue. En el borde derecho 
de la legua de Arnold 1:1 (q/p = 1), la corriente tiene su máximo, seguido por 
el segundo pico más grande en el borde derecho de la lengua 1:2(q/p = 2). 
Los picos de la corriente dependen tanto del ancho de las lenguas de Arnold 
como de la pendiente de los segmentos lineales. La pendiente de los segmen
tos lineales es precisamente el valor q/p que etiqueta a la lengua de Arnold 
p : q. Entonces los picos de la corriente están asociados al fenómeno de la 
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Figura 7.9: Corte de la gráfica 3D 7.8 manteniendo a FD constante. Aquí ve
mos explícitamente que la lengua de Arnold p : q, corresponde al valor de la 
velocidad promedio escalada p/q. Aquí F = 1, Wo ~ 3.41 Y FD=0.5. 

sincronización, esto es a la salida de las zonas de sincronización. 
Cabe hacer notar que en la figura 7.10 para WD grandes la frecuencia 

promedio tiende a la frecuencia natural Wo. Si estamos en lengua p : q, esto 
es, (w) = {P/q)WD, Y para los valores del forzamiento externo WD = {q/p)wo, 
obtenemos que (w) /wo = 1. Esto es, si la lengua p : q sigue centrada en 
WD/WO = q/p, entonces en la gráfica 7.10 la corriente escalonada con Wo 

cruza la Unea (w}/wo = 1 justamente en WD/WO = q/p. 
En la figura 7.11 mostramos en (a) la lengua de Arnold 1:1 y tres puntos: 

1 (WD/WO=1.0) centrado en la lengua, 2 (wD/wo=3.3251) en el borde derecho 
de la Lengua y 3 (wD/wo=3.328) afuera de la lengua cerca del borde. En 
(b) graficamos la diferencia de la fase lineal (7.2) con la fase del forzamiento 
1JD = wDt, en función del tiempo t/TD, donde TD = 21[' /WD es el periodo del 
forzamiento. Podemos ver que para los puntos 1 y 2 que están dentro de la 
región de sincronización la diferencia de fase es constante, siendo cero sólo 



79 

1.4 

1.3 

1.2 

8 o - 1.1 8 
A 

A > 
V 8 
~ V 

C\I 

o.~ 

o.a 

0.7 
O 2 3 4 6 

roD/roO 
Figura 7.10: Velocidad promedio escalada ahora con Wo y la frecuencia prome
dio escalada con Wo también, como función de WD/WO. Los segmentos rectos 
corresponden a los escalones en la figura 7.9, debido a la sincronización, los 
máximos de la velocidad promedio están localizados en los bordes derechos 
de las lenguas de Amold. Aquí otra vez F = 1, Wo ~ 3.41 Y F D=0.5. 

para el punto 1 que está justamente en el centro, para el punto 3 la dinámica 
de la diferencia de fase es intermitente: la dinámica aparece con saltos repen
tinos de 211' intercalados con épocas de un comportamiento casi sincronizado. 
Cabe mencionar que este comportamiento cualitativo de la dinámica de la 
diferencia de fase para los puntos de adentro y afuera de la lengua de Arnold 
es general para el fenómeno de sincronización [12]. 

Hasta ahora hemos estudiado la sincronización en el ratchet determinista, 
sin embargo, se sabe [12J que este fenómeno está presente incluso si el sistema 
tiene una componente ruidosa pequeña (comparado con la altura del poten
cial m, D / Ur « 1). Para ver este fenómeno adicionamos una componente 
ruidosa J2Df,(t) a la ecuación de movimiento (7.10), donde f,(t) representa 
un ruido blanco Gaussiano delta correlacionado y D es el coeficiente de di-
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Figura 7.11: En la figura (a) mostramos la lengua de Arnold 1:1 resaltando 
3 puntos en el espacio de parámetros: 1 (WD/WO=1.0), 2 (wD/wo=1.3251) Y 3 
(wD/wo=3.328), todos con FD =0.5. En la figura (b) mostramos la diferencia 
entre la fase lineal (7.2) y la fase de la fuerza externa periódica ~D = wDt en 
función del tiempo t/TD, con TD = 2'Tr/WD, para los puntos 1, 2 Y 3. 

fusión adimensional. Luego podemos resolver la ecuación de Langevin con el 
algoritmo de la sección 3.3. 

En la figura 7.12 se muestra la velocidad promedio (ahora es un promedio 
temporal mas un promedio sobre un ensamble de 400 partículas) escalada en 
función de la frecuencia del forzamiento escalada W D / wo, con una inclinación 
de F = 1 Y una amplitud del forzamiento FD =1.0. En la línea punteada 
se muestra el caso determinista (D = O). En la línea continua se muestra el 
caso con D =0.01. Podemos observar que el fenómeno de sincronización se 
mantiene en las lenguas 1:1 y 1:2, incluso en la presencia de ruido. 
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Figura 7.12: Velocidad promedio escalada en función de la frecuencia del 
forzamiento escalada WD/WO, con una inclinación F =1.0 Y una amplitud de 
forzamiento FD =1.0. En la línea punteada se muestra el caso determinista 
(D =0.0). En la línea continu.a se muestra el caso con ruido D =0_001. 



Capítulo 8 

Sincronización del Ratchet 
inercial 

En la mayoría de los trabajos sobre motores brownianos se estudia 0010 
la dinámica sobreamortiguada, sin embargo, existe interés por el efecto de la 
inercia en los ratchets, en particular en el caso determinista [16, 21, 22, 23, 
24, 25, 26, 68, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96J. Estos 
ratchet tienen en general una dinámica caótica que altera sus propiedades de 
transporte. 

La dinámica inercial y determinista (temperatura cero) de una partícula 
de masa m en presencia del potencial ratchet y de una fuerza externa J(t) es 

" . dV(x) F() 
mx + m¡x = ----;¡;;- + t, (8.1) 

donde ¡ es el coeficiente de fricción divido por la masa, F(t) es una función 
periódica del tiempo, de periodo TD = 27r/WD, dada por 

F(t) = FD COS(WDt). (8.2) 

El potencial ratchet V(x) está dado por 

V(x) = -Va [sin (27rx~XO) + lSin (47rx~XO)] +~, (8.3) 

donde L es el periodo del potencial V(x + L) = V(x), Vl Y Xo son dos 
constantes tal que el mínimo del potencial se encuentra en el origen. Cuyos 
valores son ~/Vo ~1.1 y xo/ L ~ -.19. 

83 
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Es conveniente hacer un cambio de variable para trabajar con una ecuar
ción adimensional. Definamos las siguientes cantidades adimensionales 

X' = x/L, f = "(t, 

I WD F 
wD = Fb = mL~!2' 

"( 

I Vo V 
Va = 12 2' VI = mL~'Y2' m "( 

(8.4) 

(8.5) 

(8.6) 

Entonces, la ecuación de movimiento adimensional, después de quitar las 
primas a las variables queda como 

... dV(x) F (t) 
x+x=-~+ DCOSWD , (8.7) 

donde el potencial adimensional es 

V(x) = -Va [sin(211'(x - xo) + ~ sin(411'(x - xo) - c)] , (8.8) 

con C ~l.l. En la fig. 8.1 se muestra una gráfica del potencial ratchet. 
Queremos saber si existe la posibilidad de una dinámica caótica. Para 

esto revisaremos algunos conceptos generales de sistemas dinámicos caóticos 
[97]. 

En general es usual llamar "caos" a la evolución temporal irregular e im
predecible de un sistema no lineal determinista, a tiempos arbitrariamente 
lagos. Una característica importante es que el sistema no repita su compor
tamiento; a pesar de esta falta de regularidad los sistemas caóticos siguen 
ecuaciones determinista como las de la segunda ley de Newton. 

Un fenómeno importante de la dinámica caótica es la sensibilidad a con
diciones iniciales, como, por ejemplo, dos sistemas idénticos, cada uno con 
condiciones iniciales ligeramente diferentes, debido a errores asociados a la 
medición. En un sistema caótico el error crecerá exponencialmente en el tiem
po, por lo que el estado del sistema se volverá prácticamente impredecible 
después de un tiempo relativamente corto. El hecho de que la capacidad de 
predicción se vea limitada en sistemas caóticos nos recuerda a los sistemas 
estocásticos (un sistema sujeto a fuerzas externas azarosas), sin embargo, el 
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Figura 8.1: Potencial ratchet adimensional (8.8) 

origen de la irregularidad es totalmente diferente. Para el caos la irregulari
dad es parte de la dinámica intrínseca del sistema, no de influencias externas 
azarosas. 

Consideremos un sistema dinámico determinista, para el cual las condi
ciones necesarias para la existencia de un movimiento caótico son: 

• Sensibilidad ante condiciones iniciales (divergencia exponencial de tra
yectorias) a tiempos cortos. 

• Confinamiento del movimiento a una región finita del espacio fase de x 
y x. 

• Movimiento no periódico a largo plazo. 

Para cumplir con estas tres condiciones en un sistema dinámico gober
nado por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en el continuo, 
y teniendo en cuenta las limitaciones que impone el teorema de existencia 
y unicidad necesitamos al menos 3 variables. Ya que en un espacio de tres 
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dimensiones podemos "estirar" y "doblar" las 6rbitas sin que se intercepten 
en un punto. Es como si el caos mezclara las orbitas en el espacio fase de la 
misma manera que un panadero mezcla la masa al cortarla, primero estira la 
masa (divergencia) y luego la dobla (confinamiento). 

A pesar de que en algunas ocasiones es posible utilizar aproximaciones 
linealizadas, generalmente las ecuaciones diferenciales no lineales de primer 
orden son muy difíciles o incluso imposibles de resolver analíticamente, por 
lo que su soluci6n requiere métodos numéricos cuya implementaci6n práctica 
demanda el uso de una comoutadora. 

Podemos observar que la ecuación (8.7) cumple con las condiciones antes 
mencioriadas, ya que esta ecuaci6n es equivalente a tres ecuaciones diferen
ciales de primer orden debido a la presencia explícita de la función F(t), y 
como el potencial ratchet es no lineal es posible la existencia de una dinámi
ca caótica. Si el término de inercia estuviera ausente, entonces el sistema 
dinámico no puede ser ca6tico. 

8.1. Inversión de corriente y diagrama dé bi
furcación 

Consideremos el sistema dinámico (8.7), este sistema está descrito por 
una ecuación diferencial no lineal de segundo orden, y no es posible obtener 
una solución analítica, por lo que se usará el algoritmo de Runge-Kutta de 
cuarto orden para obtener una soluci6n numérica del sistema [98]. 

Existen varias herramientas para analizar la dinámica ca6tica de un sis
tema, entre ellas están la gráfica de recurrencia y el diagrama de bifurcación. 

La gráfica de recurrencia se construye viendo el espacio fase estroboscópi
camente. Para sistemas con un forzamiento externo periódico, la frecuencia 
estroboscópica coincide con la frecuencia del forzamiento. 

La gráfica de recurrencia puede proporcionar informaci6n de la razón 
entre la frecuencia estroboscópica W 8 , Y la frecuencia natural de la dinámica 
Wo· Por ejemplo, si un movimiento tiene una frecuencia natural Wo = 2w8 , 

la gráfica de recurrencia tendrá s610 dos puntos. En general si la relaci6n es 
wo/w8 = p/q, donde p/q es racional, entonces hay q puntos, y el orden de 
su aparición es tal que, cuando un punto dado aparece en el diagrama, los 
siguientes q - (p + 1) son saltados. Con ayuda de la gráfica de recurrencia 
podemos diferenciar entre orbitas peri6dicas y ca6ticas, y podemos obtener 
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Figura 8.2: Sección de Poincaré de la ecuación (8.7) para wD=0.895. En 
puntos podemos observar un atractor caótico para FD=0.948266, con cruces 
vemos un atractor periódico (de periodo 1) para FD=0.948267. 

el diagrama de bifurcación en función de la amplitud FD . 

En la figura 8.2 se muestra la gratica de recurrencia representada en 
el plano (x, v), de la ecuación (8.7) después de un transiente, para el va
lor de wD=0.895 Y con condiciones iniciales de x(O) = O, v(O) = O. Para 
FD=0.948266, la gráfica de recurrencia nos muestra un atractor caótico y 
para un valor ligeramente diferente de FD (FD=0.948267) el atractor es pe
riódico. Para obtener un panorama más general de la dinámica sobre un 
rango de uno de los parámetros es necesario el diagrama de bifurcación. Con 
el diagrama de bifurcación podemos comparar simultáneamente el compor
tamiento periódico o caótico del sistema. 

Como ya lo indicamos anteriormente, cuando el valor de un parámetro 
cambia ligeramente, puede cambiar la dinámica. Este cambio depende de 
las condiciones iniciales. En dinámica cuando el número de soluciones de una 
ecuación diferencial cambia (de una a dos o varias soluciones estables) cuando 
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Figura 8.3: Para wD=0.895. se muestra en la figura superior el diagrama de 
bifurcación, en la figura inferior vemos el promedio temporal de la velocidad 
normalizado por la frecuencia externa. 

variamos un parámetro del sistema se llama bifurcación. Para nuestro caso 
podemos detectar bifurcaciones graficando los valores de v de la gráfica de 
recurrencia contra la amplitud de forzamiento FD. Este tipo de gráficas se 
llaman diagramas de bifurcaci6n. 

En el ratchet inercial se observa un fenómeno interesante: inversiones de 
corriente [21, 22, 24, 25, 85, 87, 84, 99, 100, 101, 102], estas inversiones de 
corrientes fueron explicadas en [22]. Actualmente el ratchet inercial tiene 
mucha importancia por cuenta propia debido a experimentos recientes en 
vortices y SQUID ratchets [92, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110]. 

En el artículo [22], se estudia la relación entre el diagrama de bifurca
ción y la velocidad promedio y se identifica el origen de las inversiones de 
corriente como una bifurcación del régimen caótico a uno periódico. En la 
figura superior 8.3 se muestra el diagrama de bifurcación para WD =0.895 
para un rango de FD . Podemos observar una ruta al caos por doblamiento 
de periodo y después de esta región caótica hay una bifurcación que toma 
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lugar al valor crítico Fí) :=:::: 0.9482665, es en este punto de bifurcación donde 
ocurre la inversión de corriente. Después de este punto de bifurcación una 
ventana periódica emerge, con una orbita de periodo 1. En la figura inferior 
8.3 se muestra el promedio temporal de la velocidad (7.5), normalizado con 
la frecuencia externa dividida por 21T' (que es el número de oscilaciones de la 
fuerza externa por unidad de tiempo), con el mismo rango que el diagrama 
de bifurcación. Podemos observar una transición abrupta justamente en el 
punto de bifurcación que da origen a una inversión de corriente. 

Aunque ya se ha abordado el enganche de fase en ratchets en otros traba
jos [85, 86], no es clara la definición de fase y su relación con la sincronización. 
Por lo que en la siguiente sección abordaremos la sincronización en ratchets 
propiamente caracterizada por las lenguas de Amold. 

8.2. Resultados numéricos 

Siguiendo la misma línea que en el caso sobreamortiguado, utilizamos la 
misma definición de fase de la sección 7.1 (ecuación (7.2)), En esta sección 
resolveremos numéricamente la ecuación de movimiento del ratchet inclinado 
y mecido 

... dV(x) 
x + x = -----¡¡x + F + FD cos(wDt), (8.9) 

donde V(x) es el potencial ratchet, F es una fuerza constante, FD es la 
amplitud del forzamiento periódico y WD es la frecuencia del forzamiento. 

Usamos un algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden [98J para resolver 
la ecuación diferencial (8.9). Tomaremos como condiciones iniciales que al 
tiempo t = O la posición x(t = O) = O y la velocidad v(t = O) = O. Una vez 
que obtenemos la trayectoria completa, identificamos al conjunto de tiempos 
discretos {tk } cuando la partícula cruza las posiciones Xi por primera vez. 
Con estos eventos marca, podemos utilizar las definiciones de la sección 7.1. 
Calculamos la frecuencia promedio a partir de (7.3) y la velocidad promedio 
de (7.5). Otra vez fijaremos la amplitud del potencial Yo = 1/21T'. Como ya 
se ha mencionado antes, esta definición es muy general y puede ser usada en 
sistemas caóticos o incluso con sistemas que contienen ruido. 
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Figura 8.4: Velocidad promedio como función de la inclinación F. La línea 
punteada muestra el caso sin forzamiento periódico FD = O (rotor). La línea 
continua muestra el caso con forzamiento periódico FD=l.O y WD =0.6. 

8.2.1. Ratchet inclinado inercial como un rotor 

Consideremos ahora la dinámica determinista inercial del ratchet inclina
do 

... dV(x) F X+X=---+ 
dx ' 

(8.10) 

donde V(x) es el potencial ratchet (8.8) y F es una fuerza constante. 
En la figura 8.4 se muestra en la línea punteada la dinámica (8.10). Al 

igual que el caso sobreamortiguado existen valores críticos FcR ~O. 72 y FcL ~-
1.27, para valores de F entre estos dos valores críticos la velocidad es cero, 
sin embargo a diferencia del caso sobreamortiguado, la curva tiene una dis
continuidad en estos valores críticos debido a la inercia. 

En la figura 8.5 se muestra en la línea punteada la frecuencia promedio 
escalada en función de la inclinación F, esto es, la frecuencia "natural" o 
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Figura 8.5: frecuencia promedio como función de la inclinación F. La línea. 
punteada muestra el caso sin forzamiento periódico FD = O (rotor), la cual 
da el valor de la frecuencia "natural" o característica del rotor para una F 
fija. La línea continua muestra el caso con forzamiento periódico FD =1.0 y 
WD =0.6. 

característica del rotor Wo. Por ejemplo, para una inclinación de F = 1, le 
corresponde una frecuencia característica Wo :::::6.19974321. 

8.2.2. Sincronización del ratchet inclinado con inercia 
con una fuerza externa periódica-

Teniendo nuestro rotor forzado (ratchet inclinado) con una frecuencia 
característica Wo. podemos sincronizarlo con una fuerza externa periódica. Lo 
que implica que los valores de la frecuencia y velocidad propiamente escalada 
con la frecuencia de forzamiento WD. pueden tomar valores p/q, donde p y q 
son dos enteros. 

En la figura 8.5 se muestra en la línea continua la frecuencia promedio 
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Figura 8.6: Acercamiento de la figura 8.4. La velocidad promedio es positiva 
para valores de la inclinación F negativas. 

escalada (W)jwD en función de la inclinación F, para valores de la amplitud 
de forzamiento FD = 1 Y la frecuencia de forzamiento WD =0.6. Al igual que la 
velocidad promedio, la frecuencia promedio escalada muestra escalones donde 
(W)/WD = p/q, con p y q enteros. Mostrando claramente un enganchamiento 
de frecuencias. Sin embargo, como estamos variando la inclinación F, no 
queda claro la relación con la frecuencia característica Wo de rotor con la 
sincronización. Por lo que en los siguientes cálculos fijaremos la inclinación 
F = 1 con su correspondiente frecuencia ~o ~6.19974321. 

En los siguientes cálculos nos enfocaremos en la velocidad promedio por 
ser una cantidad directamente relacionada con el transporte al contrario de 
la frecuencia promedio, recordando que en general 27T(V) =F (w). En la figura 
8.4 se muestra en la línea continua la velocidad escalada 21T'(v) /WD en función 
de la inclinación F, para una amplitud del forzamiento FD = 1 Y WD =0.6. Se 
puede observar claramente escalones donde 21T'(V)/WD = pjq, donde p y q son 
enteros. Sin embargo, a diferencia del caso sobreamortiguado, estos escalones 
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Figura 8.7: Diagrama de bifurcación como función de la inclinación F. La 
línea representa a la fig. 8.6. 

no se mantienen en todo el rango de F. Podemos observar que cerca de 
F = O, para F negativas la velocidad promedio es positiva, a este fenómeno 
se le llama movilidad negativa. En la figura 8.6 se muestra un acercamiento 
de esta zona, este efecto ya ha sido estudiado para partículas brownianas 
interactuantes [111, 112, 113, 114] Y para una partícula browniana [115, 116, 
117, 118, 119, 74, 120, 121, 122]y para el caso inercial [95, 123]. 

En la figura 8.7 se muestra el diagrama de bifurcación en función de la 
inclinación F, en el mismo rango que 8.6. Podemos observar que alrededor del 
valor F =-0.035 existe una bifurcación de una orbita caótica a una periódica 
que es la responsable de la inversión de corriente de negativa a positiva. La 
corriente es constante y positiva por un rango de -0.035~ F ~ -0.0175 dando 
origen al fenómeno de movilidad negativa. También se observa movilidad 
negativa para F :::=0.005. Sin embargo este fenómeno no es completamente 
general, por ejemplo en F =-0.05 no hay inversión de corriente aun que hay 
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Figura 8.8: Atractor caótico alrededor del punto de bifurcación F =-0.035 Y 
el circulo representa el atractor periódico para F =-0.035122. En el recuadro 
se muestra una trayectoria típica subiendo el ratchet inclinado, aunque la 
inclinación es negativa, la corriente es positiva. 

una bifurcación de una orbita caótica a una periódica. 
En la fig. 8.8 se muestra el atractor caótico en el punto de bifurcación F =-

0.035 y el atractor periódico se muestra en un circulo para F =-0.035122. El 
recuadro muestra una trayectoria típica de la partícula subiendo (corriente 
positiva) para la inclinación negativa de F =-0.035122, característico de la 
movilidad negativa. Estos resultados fueron presentados en el artículo [124]. 

En la figura 8.9, se muestra en la gráfica inferior a la velocidad promedio 
escalada en función de la amplitud de forzamiento Fv , para una frecuencia 
de forzamiento wv/wo =0.1 y una inclinación de F = 1 (que le corresponde 
una wo ::::::6.19974321). Al igual que en el caso anterior existen escalones para 
valores de la velocidad promedio escalada 27r (v) / Wv en p / q, con p, q enteros. 
Sin embargo hay intervalos para los cuales la corriente varia mucho, lo cual 
puede indicar la existencia de caos. 



95 

•• c..,' --.......... --.----....... ---........ -.....----r-......--~ 

.~------~ ______________________ ~ ____ __J . 

. ~ Qfl,. u :U 

11 

10,G 

B.G 

7.G 

7L--__ ~_~~L_ __ ~ ____ ~ ______ ~ 

O o.e l.e a,e 

Figura 8.9: Se muestra en la figura superior el diagrama de bifurcación y en 
la figura inferior vemos el promedio temporal de la velocidad escalada con la 
frecuencia externa en función de la amplitud de forzamiento FD , para una 
frecuencia WD/WO =0.1, para una inclinación F = 1. 
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Siguiendo el artículo [22], se calcula el diagrama de bifurcación y se mues
tra en la gráfica superior de la figura 8.9. Podemos observar que las regiones 
donde hay caos, la velocidad promedio escalada no esta enganchada a p/q. 
y en las regiones del diagrama de bifurcación donde la orbita es periódica, 
la velocidad promedio escalada está enganchada. 

En el diagrama de bifurcación de la figura 8.9, para FD <0.5859 parecie
ra que existe caos, sin embargo, si observamos la misma región en la figura 
de abajo, el comportamiento de la velocidad promedio escalada es más bien 
constante, debido a que los atractores en ese intervalo no son caóticos. En la 
figura 8.10, mostramos la gráfica de recurrencia para dos valores de FD • En 
la figura superior se muestra la gráfica de recurrencia para FD =0.5, pode
mos ver que el atractor es cuasiperiódico1. En la figura inferior se muestra 
la gráfica de recurrencia para FD =1.75, en este caso el atractor es caótico. 
Por lo tanto podemos diferenciar tres zonas en el diagrama de bifurcación de 
la figura 8.9, la primera (FD <0.5859) corresponde a una serie de atractores 
cuasi periódicos, después de esta zona se intercalan zonas de atractores caóti
cos con atractores periódicos. El cambio entre estos atractores corresponde 
a un cambio abrupto en la corriente promedio, se puede observar que pa
ra atractores periódicos la corriente promedio escalada está enganchada con 
valores p/ q, con p, q enteros. 

En la figura 8.11 se muestra la velocidad promedio escalada en función 
de la amplitud FD . En (b), (c) y (d) se muestran sucesivas ampliaciones de 
(a). Podemos observar que aunque existe caos, hay regiones dentro de las 
ampliaciones donde la velocidad promedio escalada está enganchada. Debido 
al caos, ya no hay una estructura detallada como en el caso sobreamortiguado, 
sin embargo, existe una estructura autosimilar. 

En la figura 8.12 se muestra el espacio de parámetros FD contra WD/WO 

que muestra las regiones de sincronización, llamadas lenguas de Arnold, lo
calizadas en valores racionales q/p, con p, q enteros. Cada lengua de Arnold 
está etiquetada por estos valores enteros p : q, implicando que las lenguas de 
Arnold para FD = O empiezan en los valores de WD/WO = q/p y toda la lengua 
p: q corresponde al valor de la velocidad promedio escalada 21r(V)/WD = p/q. 
Esta gráfica es una proyecci6n de la gráfica tridimensional 8.13. Para es rango 
de FD no hay pasos hacia atrás, es decir 27T'(v) = (w). 

1 En general tenem08 3 atractores en el espacio fase: periódico (un punto), caótico 
y cU8Biperiódico, cuando el atractor es cuasi periódico no llega exactamente a la misma 
posición después de un periodo, de tal forma que barre todo el atractor de manera continua. 
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Figura 8.10: Gráfica de recurrencia para el ratchet inercial con una inclinación 
F = 1. En la figura superior se muestra un atractor cuasiperiódico para una 
amplitud de forzamiento FD =0.5. En la figura inferior se muestra un atractor 
caótico para una amplitud de forzamiento FD =1.75. En ambos casos se 
utilizó una frecuencia de forzamiento WD/WO =0.1. 
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Figura 8.11: (a) Velocidad promedio escalada para el ratchet inercial en fun
ción de la amplitud del forzamiento FD , con una inclinación de F = 1 Y una 
frecuencia del forzamiento WD/WO =0.1. (b), (e) y (d) se muestran sucesivas 
ampliaciones de (a). 

En la figura 8.13 mostramos a la velocidad promedio escalada 21r(V)/WD 
en función de de la amplitud de forzamiento FD y la frecuencia del forzamien
to escalada WD/WO. Con esta gráfica podemos obtener con una proyección a 
las Lenguas de Arnold de la figura 8.12. Con un corte manteniendo a WD/WO 
y variando a FD , obtenemos la gráfica 8.11. La grá.fica 8.14 es un corte de 
8.13, ahora manteniendo a FD fijo y variando a WD/WO' 

En la figura 8.14 se muestra la velocidad promedio escalada 21r(v) /WD 
en función de la frecuencia del forzamiento escalada WD/WO' Podemos ver 
claramente en esta figura los escalones para 21r( v) I W D = pi q, con p, q enteros. 
Esta figura es un corte de la gráfica tridimensional 8.13, con FD =1.0. Cada 
escalón corresponde a una lengua de Arnold p : q localizada para F D = O en 
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Figura 8.12: Lenguas de Arnold en el espacio de parámetros FD contra WD/WO, 

para el ratchet inercial con una inclinación de F = 1 (wo :::: 6,19774321). 

WD/WO = q/p. 
En la figura 8.15 se muestra al velocidad promedio escalada ahora con 

la frecuencia característica Wo en lugar del parámetro que corre WD. Las 
líneas rectas corresponden a los escalones de la figura 8.14, cuya pendiente es 
precisamente el valor del enganchamiento de 27r(V)/WD = p/q. Podemos ver 
que los máximos de la corriente están en los bordes derechos de las lenguas de 
Arnold, lo que implic~ que, al igual que el caso sobreamortiguado, la corriente 
máxima promedio se debe a un efecto conjunto entre el ancho de la lengua y 
el valor de la pendiente (el valor del enganchamiento). 

Al igual que en el caso sobreamortiguado, queremos investigar la sincro
nización en presencia de ruido. Para ello podemos adicionar una componente 
ruidosa V2l5e(t) a la ecuación de movimiento (8.7), donde e(t) representa un 
ruido blanco Gaussiano delta correlacionado y D es el coeficiente de difusión 
adimensional (D / L2"'f). 

En la figura 8.16 se muestra la velocidad promedio (ahora es un promedio 
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Figura 8.13: Gráfica tridimensional de la velocidad promedio escalada 
21r(v) /WD en función de la amplitud de forzamiento FD y la frecuencia del 
forzamiento escalada WD/WO, para una inclinación F =1 (wo ~6.19774321). 
Una proyección de esta gráfica muestra las lenguas de Amold de la figura 
8.12. 

temporal mas un promedio sobre un ensamble de 400 partículas) escalada en 
función de la frecuencia del forzamiento escalada WD/WO, con una inclinación 
de F = 1 y una amplitud del forzamiento FD =1.0. En la línea continua se 
muestra el caso determinista (D = O). En la línea punteada se muestra el 
caso con D =0.005. Podemos observar que el fenómeno de sincronización al 
igual que en el caso sobreamortiguado, se mantiene en la lengua 1:1, incluso 
en la presencia de ruido. 
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Figura 8.14: velocidad promedio escalada en función de la frecuencia fficalada 
del forzamiento WD/WO, para el ratchet inercial con una inclinación de F = 1 
Y una amplitud de forzamiento FD =1.0. Aquí se muestra claramente los 
escalones donde 2n(v)/wD = p/q, con p, q enteros. 
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Figura 8.15: Velocidad promedio escalada ahora como 21r(v)/wo como funci6n 
de la frecuencia del forzamiento escalada WD/WO, para una inclinaci6n de F = 
1 Y una amplitud de forzamiento FD =1.0. Las líneas rectas corresponden a 
los escalones de la. figura 8.14. Los picos de la corriente están localizados en 
el borde derecho de las lenguas de Amold. 
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Figura 8.16: Velocidad promedio escalada 27r(v) /WD en función de la fre
cuencia del forzamiento escalada WD/WO, para una inclinación de F =1.0 
(wo ::::6.19774321) y una amplitud de forzamiento FD =1.0. En la línea con
tinua se muestra el caso determinista (D = 0,0) y en la línea punteada se 
muestra el caso con ruido D =0.005. 



Capítulo 9 

Sincronización de dos motores 
brownianos 

Existen proteínas motoras en el interior de la célula capaces de reali
zar un transporte unidireccional. Una de estas proteínas motoras o moto
res moleculares es la cinesina. Esta proteína motora ha atraído considerable 
atención, motivada por los resultados experimentales, en los cuales detalles 
dinámicos de su movimiento han sido medidos [125, 8, 9J. Las cinecinas son 
proteínas con dos cabezas que realizan una caminata sobre microtubulos 
adentro de la célula. Motivados por estos resultados experimentales, varios 
autores [126, 127, 128, 129, 130, 131] han introducido diversos modelos para 
entender la forma de caminar de la cinesina. Usualmente, estos modelos con
sideran dos partículas acopladas sujetas al potencial ratchet, que modela la 
estructura periódica de los microtubulos. En las referencias [126, 127], los au
tores consideran dos partículas puntuales en un potencial ratchet y acopladas 
elásticamente (linealmente). 

En [132, 133, 134, 135] se estudia un modelo motivado en la caminata 
de la cinesina. El modelo cOIlBidera a dos partículas sobre un ratchet acopla
das a través de un potencial no lineal biestable y sujetas a ruidos blancos 
independientes. 

A pesar de que la gran mayoría de los trabajos consideran ruido, en 
está sección vamos a considerar la dinámica determinista de este caminante 
y vamos a aplicar los conceptos relacionados a la sincronización de estos 
caminantes con una fuerza externa periódica. 
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9.1. El modelo del caminante 

El modelo que vamos a utilizar es el usado por [132, 133, 134, 135], el 
modelo considera a un caminante sobre un potencial ratchet. Este caminante 
tiene dos pies que son representados por dos partículas puntuales de masa m 
en una dimensión acopladas por un potencial no lineal biestable. Adicional
mente estas partículas están sujetas en nuestro caso a una fuerza constante 
F y a una fuerza periódica FD sin(wDt). La dinámica de las partículas es 
sobreamortiguada y esta dada por las ecuaciones 

dV(x) OVb(x - y) F F . ( ) --- - + + D sm wDt , 
dx ox 

(9.1) 

donde, es el coeficiente de fricción divido por la masa, -ox V(x) es la fuerza 
debido al ratchet, -ox Vb(x - y) es la fuerza del acoplamiento debida al po
tencial biestable, F es una fuerza constante, F D Y WD son la amplitud y la 
frecuencia de la fuerza periódica respectivamente. 

Estas ecuaciones representan a dos partículas sobre el potencial ratchet 

V( ) [
. (27r(X - xo)) 1. (47r(X - XO))] v, x = - VR sm + ~ sm L + 1, 

L 4 
(9.2) 

donde L es el periodo del potencial V(x + L) = V(x);las constantes xo/ L ~
.19 Y \tí/Va ~1.1 se utilizan para que el mínimo del potencial este en el 
origen. 

El potencial biestable esta dado por 

[( X - y)4 (X - y)2] Vb(x-y)=v,,+Vb -/- -2 -z- , (9.3) 

donde Vi, es la amplitud del potencial y representa la fuerza del acoplamiento 
entre las dos partículas, y 21 es la distancia entre los dos mínimos. 

Sigamos con la misma convención que en las secciones anteriores para 
derivar las ecuaciones adimensionales. Esto es, tomemos como longitud ca
racterística a el periodo del ratchet L y como tiempo característico al inverso 
de ,. Definamos las siguientes cantidades adimensionales: x' = x / L, x'o = 
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x~/ L, y' = y/ L, Yo = y~/ L, t! = t,,/, l' = l/ L, w'¡y = WD/"/, F' = F /mL,,/2, F'v = 

FD /mL,,/2, vk = VR /mL2,,/2, V{ = ~/mL2,,/2, V¿ = ~/mL2,,/2. Sustituyendo 
estas definiciones en las ecuaciones de movimiento (9.1), después quitando 
las primas, obtenemos las ecuaciones de movimiento adimensionales 

x 
dV(x) aVí,(x - y) F F . ( ) --- - + + Dsm wDt , 

dx ax 
(9.4) 

Y
· dV(y) aVí,(x - y) F F . ( t) - ------;¡;¡¡- - ay + + D sm WD , 

con el potencial ratchet adimensional 

1 
V(x) = - VR [sin(27r(x - xo)) + 4 sin (47r(x - xo))] + ~, (9.5) 

y el potencial biestable adimensional 

[( X - y)4 (X - y)2 1 Ví,(x-y) = Vb -z- -2 -l- + 1 . (9.6) 

Este modelo es diferente a los modelos previos [126, 127], debido a que el 
acoplamiento es no lineal a través de un potencial biestable. Es importante 
hacer notar que el acoplamiento entre las dos partículas involucra a la varia
ble x-y. Esta variable puede ser positiva, negativa o cero. Cuando x-y> O 
implica que la partícula x está adelante de la partícula y. Cuando x - y < O, 
ahora la partícula y está adelante de la x (ver fig 9.1). Entonces, las tran
siciones entre los dos estados estables en el potencial biestable, corresponde 
al cambio de orden entre las partículas. Los mínimos del potencial biestable 
están localizados en x - y = ±l, donde l es la distancia de relajaci6n entre 
las dos partículas. Este acoplamiento no lineal nos permite considerar un 
aspecto de la verdadera caminata: la posibilidad de alternar los dos pies. 

9.2. Definición de las fases 

Al igual que en los casos anteriores utilizaremos las definiciones de la fa
se, la velocidad promedio y la frecuencia promedio introducidas en la secci6n 
7.1. Como ya se mencion6 estas definiciones son muy generales y pueden ser 
utilizadas en nuestro caso (ver fig. 9.2); desde luego, cada partícula tendrá su 
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Figura 9.l: El caminante sobre el ratchet, en el recuadro se muestra el poten
cial biestable. (a) Si x - y < O, implica que la partícula y está adelante de la 
x. (b) Si x - y > O implica que la partícula x está adelante de la partícula y. 
Cuando el caminante da un paso hay una transición entre los estados estables 
del potencial biestable. 

propia fase, velocidad promedio y frecuencia promedio. Sin embargo estamos 
interesados en el comportamiento global del caminante, por lo que nos cen
traremos en el promedio de las posiciones, esto es, en la dinámica del centro 
de masa z = (x+y)/2. Por lo que en lo cálculos siguientes cuando reportemos 
la velocidad promedio y la frecuencia promedio, nos estaremos refiriendo a 
la velocidad y frecuencia promedio del centro de masa z 1. 

9.3. Resultados numéricos 

En esta sección resolvemos las ecuaciones 9.4 del caminante en un rat
chet inclinado y mecido por una fuerza periódica. Usamos el algoritmo de 
Runge-Kutta de cuarto orden para resolverlas ecuaciones 9.4. Utilizaremos 
las condiciones iniciales x(t = O) = O Y y(t = O) = 1. Una vez que obte
nemos las trayectorias completas, identificamos el conjunto de los tiempos 
discretos {tk} y {tn cuando las partículas x y y cruzan las posiciones Xk Y 
Yk respectivamente, con k entero. Con estos eventos marca calculamos para 
cada partícula la frecuencia promedio a partir de (7.3), y después de calcu-

1 Como en 188 secciones anteriores el punto de referencia es el cruce con los mínimos del 
potencial sin inclinar. 
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Figura 9.2: Caminante sobre el ratchet inclinado indicando la dinámica que 
define los eventos temporales discretos tk para la partícula x. El acoplamiento 
se representa por un resorte sólo por motivos ilustrativos, ya que la interac
ción no es lineal. El potencial ratchet sin inclinación se ilustra en el recuadro. 

lar N: y N%, obtenemos la corriente usando (7.5) para cada partícula. Con 
esto obtenemos la velocidad y frecuencia promedio como un promedio entre 
las velocidades y frecuencias de las partículas respectivamente. Fijaremos el 
valor de la amplitud del potencial ratchet a Ur = 1/21r. 

A diferencia de los casos anteriores, el acoplamiento entre las partículas 
da una dinámica dependiente de la distancia de relajación entre los pies 1 
y la amplitud del potencial biestable lib. Los valores importantes de estos 
parámetros son con respecto al periodo del ratchet (que el caso adimensional 
es 1) 1/1 y la razón entre las alturas de los potenciales Vb/Ur . Para simplificar, 
usaremos en todos los cálculos posteriores el valor de Vb = 2Ur (esto es, las 
alturas de los potenciales similares). 

En la figura 9.3 se muestra la inclinación crítica Fe para la existencia de 
saltos en función de la distancia de relajación entre los pies 1 sin forzamiento 
externo (FD = O). Podemos observar que la Fe mínima se encuentra en 
1 = 1/2 y para 1 = 1 esta coincide con la fuerza crítica para una sola partícula 
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Figura 9.3: Inclinación crítica Fe para la existencia de saltos en función de 
la distancia de relajación de los pies l. Sin forzamiento externo( FD =0.0) Y 
con una amplitud del potencial biestable de Vb = 2UR . 

Fe=0.75, esto es, cuando 1 = 1 (la distancia de relajación entre las partículas 
es igual al periodo del ratchet), es como si no existiera acoplamiento entre 
las partículas (ya que siempre mantienen su distancia igual a la distancia de 
relajación ) y para 1 = 1/2, existe un comportamiento cooperativo entre las 
dos partículas, tal que se necesita una menor inclinaci6n del ratchet para que 
existan saltos. 

En la figura 9.4 se muestra la frecuencia "característica" Wo en función de 
la distancia de relajación de los dos pies l, para una inclinaci6n fija F = 1. 
La Wo presenta un máximo en 1 = 1/2, congruente con la figura 9.3. En este 
caso, todos los saltos son a la derecha, ya que s610 actúa la fuerza constante 
F = 1 sobre el caminante en el ratchet, por lo que Wo = 27l'(v), esto es, la 
velocidad promedio tiene un máximo en 1 = 1/2. Debido a esto utilizaremos 
en los siguientes cálculos el valor 1 = 1/2 y una inclinación de F =1.0, para 
estos parámetros de 1 y F les corresponde una frecuencia "característica" 
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Figura 9.4: Frecuencia "característica" Wo en función de la distancia de relaja
ción de los dos pies l, para una inclinación F =1.0, sin forzamiento periódico 
(Fv =0.0). En este caso, todos los saltos son hacia la derecha y Wo = 21T(V). 

Wo ::::: 5.14980744. 
En lo próximos resultados consideraremos solamente a la velocidad pro

medio debido a que está directamente relacionado con las propiedades de 
transporte y recordando que en general 21T(V) -=1- (w) esto solo es válido cuan
do no hay saltos hacia atrás (para FvyF menores que un cierto valor crítico 
). 

En la figura 9.5 mostramos la velocidad promedio escalada 21T(V)jWV en 
función de la inclinación F. La línea continua indica el caso sin forzamiento 
periódico (FD = O). La Hnea punteada muestra el caso con un forzamiento 
periódico con amplitud Fv =1.0 y con frecuencia WD =0.6. Podemos ver que 
hay un enganche de la velocidad escalada, pero como en los casos anteriores 
de una sola partícula, no es claro como está relacionada la sincronización con 
wo, de hecho, existe una velocidad promedio escalada enganchada en pjq, 
con p, q enteros, para valores de F en donde la frecuencia característica Wo 
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Figura 9.5: Velocidad promedio escalada 2-rr(V)jWD en función de la inclina
ción F. La línea continua muestra el caso sin forzamiento periódico FD = O. 
La línea punteada muestra el caso con un forzamiento periódico con una 
frecuencia WD =0.6 y una amplitud FD =1.0, para una altura del potencial 
biestable Vb = 2U R y una distancia de relajación entre los pies 1 =0.5. 

es cero. Por lo que no podemos hablar de sincronización para todo el rango 
de F. 

En la figura 9.6 se muestra la velocidad promedio escalada 21r(v) jwv en 
función de la amplitud del forzamiento Fv . En (b), (c) y (d) se muestran 
ampliaciones sucesivas de (a). Podemos observar claramente el fenómeno de 
sincronización con el enganche de la velocidad promedio escalada 21r(v)jwD 
en los valores p j q, con p, q enteros. Al igual que en el caso de una sola partícu
la, la velocidad promedio muestra una estructura autosimilar de escalones, 
típica de una escalera del diablo. 

En la figura 9.7 se muestra el espacio de parámetros FD contra wDjwO. 
que muestran las regiones de sincronización, también llamadas Lenguas de 
Arnold, localizadas en los valores racionales wvjwo = qjp, con p, q enteros. 
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Figura 9.6: (a) Velocidad promedio escalada 27r(V)/WD en función de la 
amplitud del forzamiento FD. (b), (c) y (d) ampliaciones sucesivas de (a). 
La frecuencia del forzamiento es wv/wo =0.1, la inclinación es F =1.0 
(wo ':C::'5.14980744), una altura del potencial biestable V¡, = 2UR y una dis
tancia de relajación entre los pies l =0.5 

Cada lengua corresponde a un valor de q/p y están etiquetadas por estos 
valores. A la lengua p : q le corresponde el valor de la velocidad promedio 
escalada 27r(V)/WD = p/q, localizadas en wv/wo = q/p. 

En la figura 9.8 se muestra una gráfica tridimensional de la velocidad 
promedio escalada 27r(v)/wv en función de la amplitud de forzamiento Fv 
y la frecuencia de forzamiento wv/wo. Una proyección sobre el espacio de 
parámetros FD y wv/wo nos da la gráfica 9.7. Podemos obtener la gráfica 9.6 
a partir de un corte de la gráfica 9.8, manteniendo a WD constante, también 
podemos obtener a 9.9 manteniendo a Fv constante y variando a wv. 

En la figura 9.9 se muestra la velocidad promedio escalada 27r(v) /WD en 
función de la frecuencia del forzamiento escalada wv/wo. Aquí se ve explíci-
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Figura 9.7: Lenguas de Arnold en el espacio de parámetros FD contra WD/WO. 
Para un inclinación de F = 1 (wo ~5.14980744), con una altura del potencial 
biestable Vi. = 2U R y una distancia de relajación entre los pies l =0.5. Las 
lenguas de Arnold están localizadas en los valores racionales q/p (con p, q 
enteros), de la frecuencia del forzamiento escalada WD/WO. 

tamente los escalones donde hay enganche de la velocidad promedio escalada 
21r(V)/WD con p/q, para p, q enteros. Esta figura se puede obtener a partir 
de un corte de la figura tridimensional 9.8 manteniendo a FD =1.0. 

En la figura 9.10 se muestra la velocidad promedio escalada ahora como 
21r(v}/wo (en vez del parámetro que corre WD) en función de la frecuencia 
del forzamiento escalada WD/WO. Al lugar de escalones ahora tenemos líneas 
rectas cuyas pendientes corresponde al valor del enganchamiento de la velo
cidad promedio escalada 21r(V}/WD = p/q, cuyo inverso da la localización de 
la lengua a la que corresponde (WD/WO = q/p). Los máximos de la velocidad 
promedio escalada, al igual que en los casos anteriores, están en el borde 
derecho de las lenguas de Arnold. Esto es cuando la velocidad promedio es
calada está en una lengua, esta incremente linealmente con WD. Entonces, al 
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Figura 9.8: Gráfica tridimensional de la velocidad promedio escalada 
21r(v) /wv en función de la amplitud de forzamiento FD y la frecuencia de 
forzamiento wv/wo, para una inclinación de F = 1, una altura del potencial 
biestable Vi. = 2U R y una distancia de relajación entre los pies l =0.5. 

igual que en los casos anteriores, los máximos de la velocidad promedio están 
asociados al fenómeno de sincronización. 

Al igual que en los casos anteriores, queremos investigar la sincroniza
ción del caminante en presencia de ruido. Para ello podemos adicionar a 
cada ecuación de movimiento en (9.4) una componente ruidosa J2De'(t) y 
J2D(,1I(t) respectivamente, donde CCt) y (,lI(t) representan dos ruidos blan
cos Gaussianos delta correlacionados independientes y D es el coeficiente de 
difusión adimensional (D / L 2

,). 

En la figura 9.11 se muestra la velocidad promedio (ahora es un promedio 
temporal mas un promedio sobre un ensamble de 400 partículas) escalada 
21r(V)/WD en función de la frecuencia del forzamiento escalada wv/wo,. En la 
línea continua se muestra el caso determinista (D = O). En la línea punteada 
se muestra el caso con ruido D =0.01. Podemos observar que el fenómeno de 
sincronización al igual que en los casos anteriores, se mantiene en la lengua 
1 :2, incluso en la presencia de ruido. 
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Figura 9.9: Velocidad promedio escalada 27r(V}jwD en función de la frecuencia 
del forzamiento escalada WD/WO con una amplitud del forzamiento FD =1.0, 
una inclinación de F = 1 (wo ~5.14980744), una altura del potencial biestable 
Vi, =. 2U R y una distancia de relajación entre los pies 1 =0.5. 
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Figura 9.10: Velocidad promedio escalada ahora como 2tr(v)/wo en función 
de la frecuencia del forzamiento escalada WD/WO con una amplitud del forza
miento FD =1.0. Las líneas rectas corresponde a los escalones de 9.9, para 
un inclinación de F = 1 (wo ~5.14980744), con una altura del potencial 
biestable \lb = 2UR y una distancia de relajación entre los pie$ l =1/2. 
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Figura 9.11: Velocidad promedio escalada 27r(V)JWD en función de la fre
cuencia del forzamiento escafada WDJWO con una amplitud del forzamiento 
FD =1.0. La línea continua muestra el caso determinista D=O.O. La línea 
punteada muestra el caso con ruido D =0.01. En ambos casos la inclinación 
es F = 1 (wo :::-5.14980744), con una altura del potencial biestable Ví. = 2UR 

y una distancia de relajación entre los pies l=1/2. 



Capítulo 10 

Conclusión y perspectivas 

La investigación en motores brownianos creció enormemente en la última 
década, debido a la gamma de sistemas físicos y biológicos en los que estos 
motores brownianos se encuentran, por ejemplo: proteínas motoras, uniones 
Josephson , densidad de vórtices en superconductores y sólo por mencionar 
algunos. Recientemente el caso determinista (temperatura cero) ha atraído 
una gran atención, en particular el caso inercial, ya que en general tiene una 
dinámica caótica que puede afectar las propiedades de trasporte del ratchet. 

En este trabajo hemos analizado el fenómeno se sincronización en tres 
casos: 

• Una partícula sobreamortiguada sobre un ratchet inclinado con forza
miento periódico . 

• Una partícula inercial sobre un ratchet inclinado con forzamiento pe
riódico. 

• Dos partículas acopladas a través de un potencial biestable, sobre un 
ratchet inclinado y forzado periódicamente, la dinámica en este caso se 
caracterizó por el centro de masa de las partículas. 

En los tres casos, las partículas están sujetas a la fuerza debida al ratchet, a 
una fuerza periódica y a una fuerza constante. La fuerza constante es nece
saria para que el ratchet esté inclinado, de tal forma que en ausencia de la 
fuerza periódica el ratchet inclinado tenga una frecuencia característica. 

Introducimos una fase lineal a través de un conjunto de tiempos determi
nados por la ocurrencia de saltos entre pozos del potencial ratchet, y mostra-
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mos que la frecuencia promedio asociada a la fase lineal del ratchet inclinado 
puede ser sincronizada con la frecuencia del forzamiento periódico. 

En todos los casos se obtuvieron lenguas de Arnold bien definidas en el 
espacio de parámetros bidimensional, dado por la amplitud y la frecuencia del 
forzamiento periódico. Cada lengua de Arnold está etiquetada por un número 
racional p/q (sincronización p:q ), donde p y q son dos números enteros, cuyo 
valor da la velocidad promedio normalizada 27r < v > / W D y su inverso nos 
dice la posición de las lenguas. 

Se obtuvo una estructura autosimilar para la velocidad promedio en fun
ción de la amplitud del forzamiento. Pero sólo para los casos sobre amorti
guados (a) y (c) se obtuvo una estructura fractal tipo escalera del diablo. 

Se mostró que los máximos de la velocidad promedio escalada corres
ponden a los bordes de las lenguas Arnold, con lo cual se estableció una 
conexión entre el transporte óptimo en ratchets inclinados y el fenómeno de 
sincronización. 

Se estudió brevemente el efecto del ruido sobre la sincronización del rat
chet inclinado y se obtuvo que para ruidos pequeños comparados con la altura 
del potencial, el fenómeno de sincronización se mantiene para las lenguas de 
Arnold más anchas. 

Se mostró que el fenómeno de movilidad negativa está relacionado con las 
inversiones de corriente debida a una bifurcación de una trayectoria caótica 
a una periódica. 

Para un trabajo futuro se podría explorar con más detalle el espacio 
de parámetros y considerar rangos más amplios. Investigar más a fondo la 
dinámica inercial del ratchet. La relación del enganche de la velocidad pro
medio con la frecuencia de forzamiento y tratar de relacionarla con la sincro
nización para el fenómeno de la movilidad negativa. 
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We .tudy phaoe .ynchroniz.¡¡lion for a ratchet oy.tem. We conoider lhe determlnlllic dynamic. of .. particle in a tilted 
ratche! potential with sn external periodie forelna.ln the overdamped =. The mtehet potential ha. to be tilted in order to 
obtain • rotalor or self·ou.tained nonlineür osclllator In th .. absence of extemal perlodlc forona. Thi. 03Cillator hao an 
intrinlie frequency thal can be entrained with the frequeney of the extemal drlvlna. We introduced a linear phase throuah a 
..,t oE di""rete time evenU snd the associated kversae frequeney, and .how Ihat thls frequency can be oynchronized with the 
frequency of Ihe externsl driving. In Ihi. way, we can properly characterize lhe phenomenon of .ynchronization through 
Arnold tonaue., which repre""n! regions of 8ynchronization in parameler .pace, and dillCu •• their implications for 
tran.port In ratcheu. 
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1. Introductlon 

The phenomenon of synchronization is widespread in Nature. We witness its manlfe"ations in many 
different places and contexts. Synchronization 15 essentially a nonlinear phenomenon and is very common in 
many complex systems, not only in the physical sciences, but in the life sciences as well [1--4]. In particular, the 
case of phase synchronization establishes a common formalism to treat both nonlinear periodic oscillaton, as 
weIl as chaotic snd noisy oscillators [1,5). 

In a different context, there has becn an increasin¡ interest during recent years in the study of transport 
phenomena of non linear systems that can extraet usable work. from unbillsednon-equilibrium Iluctuations. 
These, so-<:alled Brownian motors (or thermal ratchets) can be modeled by a Brownian partide undergoing a 
random walk in a periodic asyrnmetric potential, and being acted upon by an external lime-dependent force of 
zero average. The recent burst of work. is motivated by both: (1) the challenge to model unidirectional 
transport of molecular motors within lhe biological realm and; (ii) the potential for novel technolo¡ical 
applieations that enables an efficient scheme to shuttle, separate and pump partides on the micro· and even 
nanometer scale [6"11]. 

Although the vast majority of the literature in this fleld considers the presence of noise, there have becn 
attempts to model the transport properties of dassical deterministic ratchets as well (12-19]. In this paper we 
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will be dealin¡ with a deterministic tilted ratchet in the overdamped re¡ime that act5 as a rolator or self
sustained oscillator with a characteristic frcquency, even in the absence of an external periodic Corcing. The 
dynamics can be represented by a particle in a washboard potential that has been studied in many different 
contexts, Iike phase dynamics in synchronizatlon [1,5], pendulum dynamics [20], rotators [1], superionic 
conductors (21), optical potentials (22), excitable systems [23], diffusion on surfaces [24-29], char¡e density 
wavcs [30]llnd Josephson junctions dynamics [1,21,31]. When the washboard potential IS periodically driven it 
exhibits a great variety of nonlinear phenomena ineluding phase locking, hysteresis [32] and chaos [33]. 

Here we will study the synchronization properties of an overdamped partiele moving on a tilted ratchet 
potential that is rocked by a periodic external force. Throughout this paper we will consider a constant force 
aboye the critica1 value, in such a way that the particle slides down the washboard potential, even though it is 
in the overdamped regime. When the periodic Coreing is absent, the partiele experiences only a fixed 
washboard potential, and movcs through each period of the ratchet in a ¡iven constant time that defines the 
period to ofthis rotator. The associated frcquency euo - 211:/'<0 is its characteristic frequency. In this sense, thls 
rolator is effcctively acting as a self-sustained oseillator, with its own characteristic frequency. That is, if the 
rOlator is driven by a constant force, it acquires the sorne features of a selC-SU5lained oseillator, having a limit 
cycle in phase space. Thus, forero rOlators are similar to sclf-suslained 05cillators and can be 5ynchronized by 
a periodic external force. We will drive this rotator with an external periodic force of period CIJo. In this way we 
can define properly the synchronization of the rotator and the extornal forcing. The current or average 
velocity, which is the important quantifier for this system, displays steps as a Cunction oC a control para meter. 
This last result has becn found previously by other authors that have studied overdamped detenninistic 
ratchets [12-14,34]. On the experimental side, these so-called Shapiro steps ha ve been found rccently for 
detenninlstic Josephson vortex mtchets and three-junction SQUID rocking ratchets [35,36]. 

More recent ¡tudies consider the problem of synchronization of detennlnistic ratchets. but they deal with 
complete synchronization between two coupled ratchets [37-40], and with anticipated synchronization 
between twO unidirectional coupled ratchets with time dclay [41]. In this work, instead, we are dealing with 
phase synchronization through a linear phase, properly defined through a set of diserete time events. 

As a way oC chamcterizing the synchronization phenomenon, we will calcula te, for the first time, the so
called Amold tongues for the tilted deterministic ratche\. For a description of Arnold tongues in circle maps 
and pendulum dynamics see Refs. [20,30,42]. Arnold tongues are regions of synchronization in a paramcter 
space. Here, we will calcula te these regions in a two-dimensional parameter space defined by the ratio CIJo/CiJO 
and the amplitude of the driving periodic force F o. The tips oC the tongues are located on rational values of 
the ratio OJo/euo - p/q, where p and q are integer numbers. Each tongue is thereCore labeled by a rational p/q 
whose inverse is precisely the value of the current in the driven washboard potential; the widths of these 
Amold tongues correspond to the size of the steps of the current as a function of F D. 

2. Tllted ratcbels as nonllnear rotators 

To start out, let us consider now the one-dimensional problem of a partiele driven by a periodic time
dependent ex terna I force in an asymmetric periodic ratchet potential. HeTe, we do not take into account any 
50rt oC noisc, meaning that the dynamics is Qeterministic. Two additlonal forces act on the partiele: a 
dissipative force proportional tO velocity, and an external constant force. We thus deal with a rockl'Ki 
detcrministic tilted ratchet [12,14) in the overdamped limit that obeys the following cquation of motion: 

. dV(x) 
myx + ~ "" F + F o cos(CIJot), (1) 

where m is the maBS of the particle, )'i5 the friction coefflcient, V(x) is the asymmetric periodic ratchet 
poten ti al, F is a constant force, F o and CIJo represent the amplitude and the frequency of lhe external driving 
force, respectively. The ratchet potential is given by 

V() V [e . 21t(x - xo) l. 41t(x - xo)] 
x = o - SIO L - ¡ SIO L • (2) 
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where L la the periodicity oC the potential, Vo is the amplitude, and e Is an arbitmry constant. The potential is 
shified by an amount Xo in order that the minimum of the potential is located at the orisin (16). 

Let us define the followinS dimensionle~s units: x' - x/L, x'o - xo/L, r' '" y/, w~ - wo!r, F',., F/rnLy1, 
F'o - Fo/rnLr, V' = v/rnL2i and Vó = Vo/rnLly2. Thus, we are usinS the periodieity of the potential L as 
the natuml length IICBle and the inverse of the friction coefficient V defines the natural time seale. With these 
two quantiti~, the natuml force i5 given by rnLyl and the associated eneri)' by rnL1yl. 

The dimensionless equation of motion, afier renaming the variablC!l again without the primes, becomes 

. d V(x) 
x + ----¡¡x- = F + F o COS(WO/), 

where the dimensionless potential can be written as 

V(x) = Vote - sin 27t(x - Xo) - lsin 47t(x - xo)] 

(3) 

(4) 

and Is depicted in the inset of FiS. 1. The constant e is such that V(O) '" O, and is given by 
e", -(sin 27txo + 0.25 8in47tXo). We choose, Xo ::: -0.19. 

We can rewrite the equation of motion Eq. (3) as 

. 8U(x,l) O (5) 
x + ----a:x- "" , 

where U(x, r) = V(x) - [F + F o cos(wo/)]x. The important point to stress here is that we need to add a 
constant force F to lhe ratchet in order to tllt the ratchet potential and, in this way, obtain a rotator (that acts 
as a self-sustaincd oseillator), even without the external periodic forcin¡ [1,44]. In this way, we can properly 
synchronize the charactcristic frequency of the rotator with the driving frequency wo. 

When F o .. O, we have a tilted ratchet that obeys the equation of motion: x + d V(x)/dx ". F. The tilted 
(time-independent) washboard potential is, in this case, U(x)". V(x) - Fx, se!: Fig. 1. Thus, this ratchet 
becomes a rotator that has a characteristic frequency WQ. The associated perlad of the rotator ro = 27t/WQ can 
be obtained directly by intesratins this equatlon of motion. However, there is another way to obtain Wo for 
this tilted ratchet that relays on the introduction of a phase variable for lhis rotator. So, in what follows we 
will introduced this general concept that we will use in the rest of the papero 

In arder to define a phase variable we necd Ilrst to obtain a discrete proces5 from the continuous dynamics 
by introducing discrete time events. These di serete times can be defined as the times when the partide arrives at 
the discrete posilion Xk ." ±k, which correspond to lhe minima of the Tatchet potential without tilt. Here, 

0.' 
1 .... 

!4-----------.., , , , 

x 

Fill. 1. Thc tilll!d w .. hbo.rd potentllllndicatinll lb. dynamico ,h., doft_ lho dilOCfoto limo ovontll,. Tho mtohet polenlial WilhoUllilt i. 
Ilhnll1lll!d in tho in .. t. 
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k -= O, 1,2, .... Rememher that the period of the ratchet is one: V(x + 1) = V(x). This defines the set of times 
Ik, where k is a nonnegative integer. In Fig. I we show the washboard potential iIIustrating these discrete times. 
Once we obtain these set of markers, we can define an instantaneous linear phase for the rotator as [1,5] 

1- Ik 
"'(t) ",21t---+2Itk, Iko;;l<Ik+I. (6) 

Ik+l - Ik 

Thls linear phase is vIII id in the indicatcd interval and defines a piccewise linear function of time that increases 
by 21t each time the partide crosses the dimensionless position Xk - ±k. 

Given this phase, we can define the instantaneous frequency of the rolator !I.S ro(l) = .p(I), and the average 
frcquencyas 

(ro) _ tim 2. ¡T ro(l) dI = lim 2.["'(D - ",(O)]. 
t~oo T Jo T~", T 

(7) 

Without 10lllJ of generality, we choose lo = O, and thus "'(O) .", O. The Iimit aboye can be written as 

. "'(Ik) . k 
(ro) = hm --- 21C!lm-. 

k~oo Ik k~oo Ik 
(8) 

This i5 the simplest way to calculate the average frequency; we slmply count the number of jumps (¡iven by k) 
and divide by the total time span Ik. 

The other quantity of importance i8 the average velocity or current in the tiltcd ratchet. In order to evaluate 
this current we have to calculate the number k of unit periods that the partide crosses to the right, denoted by 
Nf, and the number ofcrossings to the left, ¡iven by Nf. The total number ofperiods traverscd on the ralchet 
is given by N[ - NC + Nf. Thll difference 

Nk = N: -Nf 

Indicates that during the time Ik the partide has covercd the distance Xk - N k, 

Therefore, the average velocity (current) is given by 

. N k (v)-lim-. 
k~", Ik 

(9) 

(10) 

In the particular case when Nr .. O, that Is, when there are no jumps to the leJ), we have Nk - Nf ... k. Thus, 

l . k I ( 
(v) = 1m -=- w). 

k~oo Ik 21t 
(11 ) 

Tn lhe simple case of a tiltcd ratchet without external forcing, F D - O, the average frequency defincd aboye 
coincides wilh lhe natural frequency of the rotator, that is, (m) = mo. 

The aboye treatment is quite general and can be uscd in the casc oC a tilted ratchet with an inertial term, 
even though this inertial ratchet can display a ehaotie dynamics [15-19], and also in the case oCa tiltcd ratchet 
with noise. We have used the concept oC a linear phase due to its broad-range applications to the cascs of 
periodic and chao tic oscillators [1], chaotic rotators [44], and oscillators in the presence of noise [5]. 
Additionally, the Introductlon of the discrete events that define the linear phase II1l0w U5 to simplify the 
dynamics and have a more clear picture of the synchroniutlon ¡nvolved. 

3. Numerlcal nlIUlts 

In this section we will solve numerically the cquation of motion for the rocking tiltcd ratehet. We use the 
fourth-order Runge-Kutta algorithm to solve the difTerential equation (3). Once we obtaln the full trajectory, 
we idenlify the set of discrete times Ik when the partid e crosses the posilions Xk. With lhis mllrker events we 
calculate directly the average frequency using Eq. (8) and, after calculating the quantity Nk, we obtain the 
current, using Eq. (10). We will fix throughout the paper the amplitude of the ratchet potential as Vo "" !It. 
With this value, the critical tilt to Ihe right is F~ = 0.75 and to the \eft F~ = -1.5. 

In Fig. 2, we deptct the average velocity, scaled with the driving frequency, 21t(V)/WD as a function ofthe tiJt 
F. The dashed line shows the case without periodic driving (F D - O) and corresponds to the fi¡¡cd washboard 
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Fig. 2. n. averaae veloclty a. a CUnctlon or the external rorce F. Tbe d •• hed llne Indlcat .. the cue when !he perlodio drlvlna l •• bsent 
(F o - O) and ,"" continuou. lino i. ,ho CII" whon lho period;c dril';ng i •• ctina on !ho poniclo with an amplitud. F o - O.,. In bo!h ca_ 
we U.Kd OJo _ 0.7. 

potential U(x) = V(x) - Fx. Note that the current is zcro until we arrive at the critical tilt F: = 0.75 to the 
right or to the critical tilt F~ = -1.5 to the left. This step of zero current is not centered around the origin, due 
lo the asymmetry of the ratchet potential. For valucs grCIIIler than F: we have a IInite current Ihat increases 
monotonically with F. or course, for values less than F~ we obtain a negative avemge velocity that dccfCllses 
fur negalive values of tho tilt. When Ihe periodic driving ia present, this lICIIled current acq ulres a lleries of 
c1early defined steps for valucs of the current given by Ihe ratio p/q, where p lInd q are integer numben;. [n 
many Ca5eS, q = 1 lInd the lIvemge scaled current ia an inte¡er. In the conte)(t of Josephaon junctions, these are 
the celebrated Shapiro steps [33]. 

Remember thal in the caSCI where all the jumps are to the ri¡ht, that is, Nf = O, we show that 2n{v) = (w). 
Therefore, a ralional value of 21t{v)/wo = p/q means that (w) "" (P/q)mo fOf a wholo ran¡e of values of the 
tilt. This phenomenon is called frcquency locking. 

[n Fig. 3, we show the scaled average veloclty 2n{v)/wo as a function of the amplitude of the periodic 
driving F o. [n (a), the dashed line depicts the current for the mlchel without tilt (F - O) and coincide with 
previous calculalions [12-14]showing a structure of steps of unit height. The solid line shows the current for a 
tilted ratchet with F", 1 that al so has well defined steps for rational values. [n (b)-{d) we show successive 
ma¡niflcations of the current Ihat c1early e)(hibits a self-similar structure of steps, typical of a devil's staircasc 
[42,43]. This detailed struct.ure has becn reportod before [13,14] for an overdamped ratchet without tllt, but 
here we obtained this fractal current with a devil's staircase also for the tilted ratchet. 

In Fig. 4, we depict Ihe parameter space F D against wo/WfJ that ahows re¡ions of synchronitation, called 
Amold tongues, located at rational values p/q, where p and q are integer numben. We choose a tilt F = 1, 
which corresponds to Wo :::: 3.41. Note that the ton¡uos staft, for small values oC F D, prcciscly at these rational 
values, as indicated in the figure. Each Arnold tongue corresponda to ono particular rational p/q whose 
inverse givC!; the value of the scaled average velocity 2n{v) /wo in that regio n of the para meter apace. This is 
deplcted in !I three-dimensional plot in Fig. 5. Therefore, the average velocity, properly scaled, acquires 
rational values q/p, which correspond to the phenomenon of phase synchronitatlon in this foreed tilted 
ratchet, acting as a rolalor [44]. 

Finally, in Fig. 6, we plot the average ve\ocity, scaled now 118 2n{v)/WfJ, as a function of the mtio WD/Wo. 
Here, WfJ is a flMd value that correspond to the characteristic frcquency of the tilted ratchet in the absence of 
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periodic driving. In the slIme figure, we plot the IIverllge frequency orthe rotlltor, scaled liS (wl!w¡¡, CIIlculllted 
usin¡ the discrete dynllmics explained in the previous section. Instead oC plllteaus, we have now straight lines, 
since we are scaling the current with a Ihed parllmeter W¡¡, instClld of Ihe running parameter WD. In Ihis case, 
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Fla. 5. Th,.o-<;limoru¡ion.1 plOI of lhe IC.Illed •• orago volocity 21«O)/"'D ., , f""etlon of Fo .nd wo/wo. A projoc'ion of 'hi. Ihree
dhnemion.1 plo! .ho .... the Amold tonguo. in tho por,motor opaco of Fla. 4. Here th. !lIt 1, F - 1 .nd wo '" 3.41. 

all the jumps are to lhe right direction and therefore 2n(v) ." (00), that Is, the average velocity is proporlional 
lO lhe average frequeney of lhe rotator. 

NOle lhat the peak values oC lhe average velocily correspond lo the borders of lhe Arnold tongues in Fig. 4. 
Thus, when we are crossing an Arnold tongue (synehronization region) the current inereases IInearly with 
000/000; al Ihe righl border of the tongue the current is maximal and outside the tongue starts to decrease unlil 
we arrive al the next tongue lo inerease linearly again, and so forth. At the righl border of the Arnold tongue, 
labeled by p/q = 1, the currenl has a maximum, followed by lhe second largest peak at the right border orthe 
tongue withPlq'" 2. The heighlS ofthe peaks in lhe current arille due lo the combined effOCl ofboth the width 
of the longues and the slopc of the linear segmenls_ The slopcs of each of Ihe segments correspond procisely to 
the inverse values q/p lhal label the tongues. Therefore, lhe peaks in lhe current IIre associated with the 
phenomenon of synchroniZlllion_ 

4. Concludlng remllrks 

In surnmary, we have analyzed the phenomenon of phase synchronjzation in lillod deterministic ralchets in 
the overdamped regime and wjlh an exlernal periodic forcing. The dynamics in this rocked washboard 
potenlial eorresponds preciscly with the dynamies of a rotator that, aeting as a self-sustained oseillator, can be 
capable of being synehronized with thc external periodic drive. We can c1early identify three frequencies for 
this syslem: lhe characteristie frequeney of the rotator without driving, the driving frequeney jlself, and the 
averagc frequency of the rotator with driving. This avera¡e frequency is the derivative of a time-dependent 
phaso, thal can be obtained through a set of discreto lime events and is a piecewise linear funelion of time 
belween these markers. We calculaled lhe IIverage frequeney and the average velocity lIS a funetíon of the tilt 
and obtained the well-known ShapifO sleps that eharaeterize the phenomenon of frequency locking. We also 
exhibil the solf-similar struclure of steps in Ihe current. typieal of a devil's staircase. We obtained well-defined 
Arnold tongues in Ihe two-dimensional paramcler spaco given by the amplllude and the frequency of the 
periodic forcing. Each Arnold longue is labeled by a rational number p/q, wherep and q are integer numbers, 
whose inverse ¡ives preciscly the rational value of the average scaled vclocily of the partic1o. Finally, we show 
that the local maxima in the average velocity eorrespond lO the borders of these Arnold tongues and, in this 
way, we established a connoction between optimal lfansport in ralehets IInd the phenomenon of phasc 
synchronization. 
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Anomalous mobility and current reversals in inertial 
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deterministic ratchets 
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We analyze the tmnsport propertie! of inerti,,1 detennlnlstic rocking mtchet. in the pr_nce of an external constant 
force, For Imall values oC thi. load, we can obtain iI positive current Cor a negativc load, and vice ver ... Thi! phenomenon, 
in which the direction oC the current i. opposcd to the m¡¡n of the extemal Corce, i. a lignature oC anomalou9 neptive 
mobility. We .how that thi! al)omllloU! mobility i. po •• ible in the detenninlstic cuc, and explain tbi. phenomenon lis 
current reversal. associated to bifurcatio"" in an inertial delennini!tlc rockin¡ mtchet in the presence oC an extemalload. 
<t? 2007 Elllevier B. V. AII righll reserved. 

PACS: 05.45.Ac; OHO.Fb; 05.45.Pq; 05.60.Cd 

XeylYord.,: Ralchcl.; Browni.n moton; CI ... lcaltran.port 

1. Introductloo 

A ratchet is a system in which ao asyrnmetry is built in to rectify a si¡nal of lero average [1-4]. Among tho 
many kinds of ratchets studied rocently, an important claB8 refers to c1assical detenninistic inertial ratchets in 
which the dynamic& does not have any randomness or stochastic elements [5--7]. Since a mtchet is a non linear 
system, in sorne cases its detenninistic dynarnlcs can oxhibit chaotic molíon. This is indeed the case when we 
consider inertial effects, for instance, in a one'{]imensional rocking ratchet [8-11]. This kind of mtchet can be 
modeled by a parlicle wilh inertia and friction on a one-dimc!IlIionlll asymmetric ratchet potential and acted by 
a hannonic time-dcpcndent force of zero average, For this case, a surprising phenomenon appears: current 
reversals [8-20]. Thesc reversals of the average velocity whero oxplruned in Ref. [9], by establishing a 
connection of the current with the bifurcation diagram as a function of a control parameter. It has been found 
that oven in the case of bifurcations from periodic to periodic orbits it is poSllible to found current roversals, or 
that in sorne other case!l a tangent bifurcation is not 8.S8OCialed with a current rever~a\. Howevor, we can say 
lhal, in genoral, there is a strong connection between the currenl in a deterministic ratchet and ils bifurcation 
diagram. Usulllly, the dilTerent types of bifurcations are Iinked with sudden changes in the curren!: either 

·Corrc.pondin¡ aulhor. Tel.: + 52 55 56225130; fax: + 5 55 5622 5OlS. 
E-mail aJd.INs:nullco.@li!ica.un.m.mx (1.L. Maleo.). 
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current reversals, Ilbrupt changes from a finite cunent (positive or negalive) lo a zero current, or just audden 
changes in lhe absolute value of the current. 

In Ref. [9], a delerministic rockin¡ inerlial ratchet was sludied and it WIlS CIIlablished that current reversals 
can be associated with tangent biCurcations Crom chaotic to penodic orbits, tbat lead to intermiuency and 
anomalous diffusion. In Ihis case, the control parameter oC the bifurcation dia¡ram was the amplitude oC the 
harmonic forcing. As in many other nonlinear dynamical 'ysterns, Ihe dynamics oC a determiniBtic ratchet can 
be even more comple... For other values oC the amplitude oC fordn¡, we notice In the biCurcation dia¡ram 
si¡natures lhat indicate tbe possibility oC coel(isting attractors in phllllCl space. In Ref. [tI J, the effect oC current 
reversals in inertlal chao tic ratchets, without changin¡ a control parameter, was studied. Thi8 aituation, which 
was termed the battle oC the attractors, can occur when we have muhip!e coexistin¡ attractors that transporl 
partide¡; in opposite direclions. Each attractor has its own hasin oC attraction that is 6e!ected throu¡h initial 
condltions. 

The study oC inertial deterministic ratchets is nowadays an important subfield In ils own, due to recent 
cxpenments on vortex and SQUID ratchets, whcre tbe importance oC inertial deterministic ratchets has been 
stressed [21-29J: 

We will be dealing with a deterministic Inertial ratche!, but with an additional el(ternal constant Corce that 
pro vides a fixed tilt in the ratchet potential, and Ihus the dynamics can be represented by sn inertlal particle In 
a washboard potenlial. In this paper, we will show that a delerministic partide 15 able to exhibit anomaloull 
mobility in a one-dimensional penodic ralchet potential. Thal is, the current has lhe opposIte si," oC Ihe 
external constant Corce, Cor small values oC the !alter. Previous studiCII of anomalous and absolute negative 
mobility considered nonequHibrium systerns wilh slochaslic force& or thermal noise, in the case oC inleracllng 
Brownian partides (30-34) and single partide stochastic modela [35-45). More recenlly, the cose of absolute 
negalive mobility in a one-dimensional penodic and symmetric potential, including Ihe deterministic case, WDS 

studied [46,47). Therefore, this one-dimensional deterministic model can be considered (he simplest case 
exbibiting anomalous mobility in a mlchet syslem. 

1, AlIIHDalous mobiUty lo loerti.1 tIlted ratcbelll 

Lel U5 consider the one-dimensionw problem of a particJe driven by a periodlc tlrne-dependent el(ternal 
force in un ll8ymmetnc penodic ralchet potenlial. Here, we do not take into acmunt uny sort of noise, 
meanin¡ that the dynamiC8 is deterrninistic. Two additional Corces ac! on the partide: a diSBipative force 
proportional to the velocity, and an external constant force. We thus denl with a rocked deterministlc tilted 
ratchet in tbe underdamped case Ihat obeys Ihe dimensionlcs.'i equation oC motion: 

_ . dV(x) 
x + x + -d- == F + F D COs(WDt), 

x 
(1) 

where V(x) is the asymmetnc penodic ralchet potenlial, F is a constant Corce, F D and (¡JD represent the 
amplitude and the Crequency oC the el(ternal driving force, respectively. The dirnensionlesa ratchet potential ia 
¡Iven by 

V(x) - vo[e - sin 21t(x - xo) -lain 41t(x - Xo)j, (2) 

where Vo is the amplilude, and e is an arbitrary constant. The potential is shifted by an amount Xo in order 
that the minimum of the potential i5 located at the ongin, and is depicted in the Inset oC Fig. 1. The constant 
e is such that V(O) - O, and is g1ven by e"" -(sin 21tXQ + 0.258in 41tXQ). We choose, Xo ~ -0.19, see [9). 

When F D .. O, we have a lilted ralchet that obeys the equation oCmollon: x + x + d V(x)/dx = F. The tilted 
(time-independent) washboard potential is, in this case, U(x) "" V(x) - Fx, see Fig. 1. 

3. NumerlcII results 

In this section we will solve numerically the equalion ofmotion Cor the rocking tihect inertial ratcbet. We use 
Ihe fourth-order Runge-Kutta al¡orithm to solve the differential equation (1). We will fix throughout the 
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paper the amplitude of the ratchet potential as Vo = 1!2rr.. Wlth this value, the critica! tilt to the rieht is 
F::::: 0.71 and to the left F~:::: -1.26. 

In Fig. 2, we depict the time avemge velocity, scaled wlth the driviog frequency, 2rr.(vl!(t)D as a function of 
the titt F. The dashed line shoW8 the case without periodic driving (FD "" O) and corresponds to the fixed 
wllllhboard poten ti al U(x) = V(x) - Fx. Notice that the current is lClrO until wo arrive at the critical tilt F: to 
the right or to the critical tilt F~ to the len. This step ahora curront is not centered around Ihe origin, due lo 
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the lIJIymmetry of the ratehet potentlal. For values greater lhan F: we have a finile current that Increases 
monotonically with F. Of eourse. for values less than F; we obtain a negatlve average velocity that decrcases 
for negative values of tho tilt. When tho periodic driving is present, !he current aequiros a series of clearly 
defined steps for values of tho current ¡iven by the ratio p/q, where p and q are inte¡er numben. In many 
CIISOIi, q" I and the avera¡e eurront is an Integer. Therefore. a rational value of 2rr(v)/wD - p/q means that 
(ro) - (P/q)mD for 11 whole range of values of the tilt, sioce the average fm¡uency (00) == 2rr(v). This well
known phenomenon of frequency locking IInd aynehronization hu been explored recently for detenninistie 
overdamped ratehets (48J, and coupled Inortial ratehotB with time delay (49J. 

In Fi¡. 3, wc ahow In dotall tho bohavior of the eurront for small valUOI oC the tllt F around tho ori¡in. Wo 
notlce that the eurrent is positive even though the, tilt iJl negativo, and vico vena; a clear ai¡nature oC 
anomaloUli negative mobility. For F :: -0.03, we notice tha! the eurrent is constant in a whole range oC values 
oC F, indicating Ccequency locldng; in tbls CIUIe 21t(v) /ooD :c= l. That is, Cor negative values of the tilt, the current 
is posltlve and larF. On !he other hand, in a narrow ran¡e around F:: 0.005, tho current iJl ne¡ative with 
21t(V)/ooD - -2. Therefore, this figure clearly showa tho effect oC ne¡ative mobility in lhe caso oC a 
delenninistic inortial ratcho!. Tbis fi¡ure also shows a very rieh slructuro oC olher narrower sleps roveatin¡ 
other iDltances oC anomalous no¡ativo mobility, and a sublle slruclure oC eurrent reversals. Additionally, we 
also observe posltive mobility Cor other values of lhe til! F. Outsldo lhe ranae --0.07 <F <0.03, we recover tho 
uBual,ituation in which the mobilily i. zero or hu !he lI8l11e sigo as the external tilt. ThUl, II ia only in a lirnited 
fange oC amall valuea oC F around zero thal we expect to flnd the erreet of negative mobility. To elucldate the 
richness of infonnation in this figure, in what Collows we will make a comparlson of this response with tho 
associllled bifurcation dia¡ram. 

In ordof to understand the origln oC tho anomalous negative mobillty in tbis detcrrninistic ratchet, we will 
calculato lhe bifurcation diagram using tho titt Fu the control parameter. To calculate tbis diagram we solve 
numerieally Eq. (1) IInd obtain lbe velocity 88 a function oC timo X(r) and Ihen plot tho asymptotic value ofthis 
velocity as a function oC F. In Fi¡. 4, we show the bifurcation diagram as a funelion of F. Notice lbe rieh 
slructure oC lbe dynamics, showin¡ periodic and chaotic orbits, as is usually the case for inertial determinlatic 
ratchets [9]. In particular, for a critical value around F "" -0.035, we notice a tangent bifureation from a 
chaolie to a period orbit, that 15 responsible for current reversal from negative lo positive current. This current 
is posltive and constant for a whole ran¡o botween -0.03S<F < ~ 0.0175 leading to the phenomenon oC 

1J~ ,..----.----..---..,....-,---.,..----r----r---..., 

-1 

-1.6 
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~.08 ~08 ~.02 o 0.02 O.IM 0.06 

F 

Fil. 3. n.. detalled Ilructun) ofthe scaled •• era., ... Iocity 17l(DI/OJD a. a functlon oflhe amplllude oflbe exlerna! fome F, around F .. O, 
foc FD _1.0 and OJD _0.6. Nolice Ihe .Iop al l"(DI/OJD _1 In lile Inlerval -0.035<F< -0.0175, Indloatln¡ anomaloul ne¡atlve 
mobility, 
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anomalous negativo mobility. Another iMtance of current rcversal& ali80dated with bifurcations lending to 
ne¡ative mobility can be obServed for positive tilt around F ::: 0.00.5. Notlce however that in sorne other cases, 
for instance around F::: -0,05, we have Ilnother periodicwindow In tbe bordees of which we have 
bifurcations from chao tic to period orblts that does not lcad to current reversals and anomalous mobllity. 
Additionally, it migbt be possible lbat sorne otber k.ind of bifurcations may induce tbis anomalous mobility. 

Therefore, the negative mobility can be interpreted as a current reversal from the expected direction of 
motion, and this reversal is associated with a tang ... nt bifurcation from a chaotic to a periodic orbit in tbe 
bifurcation dia¡ram, as has becn shown In Ref. [9]. 

It is natural to wonder about tbe g.:¡nerality of tbis result for tbls modeL Therefore, we have explored other 
values In the parameter space and found that the phenomenon of anomaloUll negative mobility appears only 
for small values of the tilt F. We have encounter the sarne dynamJc8 of current reversals lcading to anomaloua 
mobility throu¡h bifurcations, for drivin¡ amplitudes in the lnterval I <FD<2, and drivin¡ frequendes in the 
interval 0.5 <ruD < l.0. This allow9 UIl to infer that Ibis efrect might be robust, aUhough it would be desirablo to 
explore also other values of the parameters and even otber forms for the ratchet potential. 

In Fi¡. 5, we iIIustrate the chaotic and periodic attractors around the bifurcation polnt F = -0,035. For the 
chaotic attmclor, F - -0.035123, and for the periodic attmctor, F"" -0.035122. The inset shows a typical 
trajectory climbing the ti!too ratchet potential (positivo current), for tbe ne¡atlve value oC the tilt 
F = -0.035122, characleristic of anomalous ne¡ative mobility. In tbis trajectory we notice that tbe partide 
movcs one weU to the rigbt during exactly one period of the external forcing. Tbis corresponds to a frequency 
locldng wbere p(q "" 1(1. Due to this 1:1 resonance, the sca\ed average volocity 21C(vl(ruD = 1, in a whole 
range of values of the tilt (-0.035 <F < - 0.0175), as depicted in Fi¡. 3. Wo mow in Flg . .5 a chaotic and a 
periodic attractor. The periadic attractor correspond to a period ono orbit and Is iIIustratOO as a thick dot near 
the point (0.2, 1.8) in phase space. This QCCurs since we are pIottin¡ a Poincaré section using the perlod of the 
external fordo¡ as the stroboocopic time. The phase space represented here has the topolo¡y of a cylinder, 
meaning tbat tbe velocity is not bounded, but !he coordinate x is bounded due to tbe periodicity of the ratchet 
potential; in Ibis representation we used x modulo one. In an extended (or unfolded) representation, we would 
see an unbounded coordinate x that corresponds to an open t.nUcctory !hat tramport partlc\es, as shown in the 
inset. The chaotic attractor is represented as a set of do15 that apan throu¡h phase space. Since this attractor 
corresponds to a value of the titt F very close to the blfurcation point, the density of points in the attractor 
tends to increase in the vicinity of the periodic attractor. We have here a typical tangent bifurcation where the 
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chaotic attmctor auddenly collapses to a single point (the periodlc attractor) at the critical value oC the tiltF. 
The dynamla¡ corresponding lo the chao tic attmctor shown in Fig. S has an intermittent character, as 
discussed in detail in ReC. [9,10]. As mentionro before, at this bifurcation point, we have a current reversa! that 
leads to a positive current Cor a negatlve tilt, and thercfore to anomalous Mgative mobillty. 

4. CoududIllII remarks 

In surnmary, we have ana!ymd the deterministic dynamics oC a tilted inertial rockin¡ ratchet as a (unction oC 
the externa! constant force. We obtained the remarkable phenomenon oC anoma1ous ne¡ative mobility in this 
deterministic case, that Is, the direction of the current (average velocity) is opposed to the sign oC the applied 
Corce. After analyzln¡ the relationship between the current and Ihe bifurcation diagram, la\c.ln¡ the tilt as tbe 
control parameler, we established that this negative mobility can be interpreted as a current reversal from tbe 
expected direction oC motlon, associated with bifurcations between chaotic and period orbitll. We found this 
conneclion in a whole range oC va!ucs of tbe parameters oC the model, such as the driving frequency of the 
periodic fordng and the drivin¡ amplilude. This fact allows us to infer Ihat the phenomenon oC anomalous 
ne¡ati ve mobility mighl be obtained not only Cor this particular model but also for otber fOTm5 oC the ratchet 
potentiala. . 

Finally, it is worth mentionin¡ tbat this effect IS amenable to be explored experimentally usin¡ Josephson 
Junctions or vortex ratchets, where the equatlons oC molion and the lUIIIOCiated dynarnics is similar to the 
nonlinear dynamics of inertial deterministic ratchets. 
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