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Introduccion

Resulta sorprendente la cantidad de datos, conocimiento y experiencia que el cere-
bro es capaz de almacenar, asi como la versatilidad de los temas que maneja. A través
de la historia su estudio ha cautivado a filésofos, médicos, psicologos, pedagogos y estu-
diosos de diversas areas, que desean comprender el origen y procesos de las creaciones
cientificas, tecnolégicas y artisticas que este drgano orquesta.

Las maquinas de cémputo més sofisticadas en su respectiva épocal han servido para
que el hombre compare su funcionamiento con el cerebro. En nuestra época el dispositivo
mas cercano a las funciones de este 6rgano es la computadora, incluso es llamada cerebro
electrdonico.

El conocimiento que actualmente tenemos ha sido fuente para la creacion de modelos
que tratan de imitar sus procesos. Los humanos nos encontramos ante algo que nos
acompana desde siempre y nos conforma, pero que nos resulta extremadamente complejo
entender y analizar a profundidad.

Se han desarrollado métodos neuroquimicos, electrofisiolégicos, conductuales y de
imagenologia para el estudio del sistema nervioso, cada método aporta informacion
importante para el andlisis global del funcionamiento de este érgano.

Aunque aun no existen teorias que expliquen totalmente su funcionamiento, los mo-
delos que ha inspirado muestran interesantes caminos para el desarrollo de la inteligencia
artificial.

Los diversos algoritmos basados en el cerebro como modelo, resuelven miltiples
problemas practicos y a la fecha son usados con éxito en diversas dreas.

Se reconoce que “[...Jun sistema para el procesamiento de la informacién con cinco
mil millones de anos de experiencia en el diseno, debe ser tomado seriamente como una
fuente de buenas ideas.” [Anderson, 2007, p. 289]

La estructura neuronal del sistema nervioso descubierta por Santiago de Ramén y
Cajal en 1888 inicia la historia de las redes neuronales, las neuronas son las unidades
fundamentales del sistema nervioso y desde el punto de vista funcional son procesadores
de informacién [Del Brio, 2001] y son la base del aprendizaje de los animales.

El estudio de sus componentes, principalmente las neuronas y sus sinapsis condujeron
a la arquitectura actual de las computadoras. [Rojas, 1996]

1 . . . . . . . .

Las comparaciones se han establecido con maquinas de calculo, relojes, redes telefénicas e incluso
en estudios recientes se ha comparado su topologia con sistemas complejos tales como las redes sociales.
sakata



Los modelos de redes neuronales artificiales estan inspirados en los componentes y
funcionamiento del cerebro, por lo tanto una de las cuestiones de interés es el estudio
de las semejanzas en el aprendizaje entre éstas y el cerebro.

Estos modelos han ganado un lugar a lado de epistemologia, la psicologia cognitiva
y la lingiiistica en la tarea de comprender los procesos de aprendizaje.

En nuestro trabajo usamos un modelo de red neuronal® conocido como percep-
trén multicapa que contiene los cuatro componentes funcionales de la representacion
fisiolégica de la neurona: componente de entrada, componente desencadenante, compo-
nente de conduccién y de salida.

Nuestra tarea es analizar los errores y aciertos de la red neuronal cuando se enfrenta
a aprender a contar en distintas bases numeéricas.

Las pregunta inicial en la investigaciéon es: jexiste una base dptima para aprender a
contar? y de ser asi, scudl es esa base?

Las redes neuronales son un recurso idéneo para experimentar ya que si tratamos
de implementar alguna nueva técnica de ensefianza necesitariamos esperar varios anos
para poder analizar si ésta propuesta repercutié positivamente en el desarrollo de los
estudiantes.

Las pruebas en redes neuronales se pueden correr las veces necesarias, monitorear
los errores, hacer modificaciones pertinentes al programa, esto se logra en un periodo
de tiempo muy corto y lo mejor de todo es que ningin nino tiene que sufrir los estragos
de los experimentos.

Aunque existen investigaciones que han buscado identificar la similitud en el apren-
dizaje las redes neuronales son un camino poco explorado y explotado para su uso en
pedagogia. Esto repercute de manera negativa en el conocimiento de los posibles pa-
ralelos en estas dos areas ya que su estudio es fuente de ideas que repercuten en una
y otra, pues la comprensién de los procesos cognitivos permite el desarrollo de nuevos
modelos de redes neuronales y viceversa.

Consideramos que el aprendizaje de las matematicas elementales es un factor trascen-
dental que debe ser analizado para proponer mejoras. Ahi radica la utilidad de experi-
mentar en redes neuronales artificiales.

Con el fin de mostrar las dificultad para ensefiar y aprender matematicas® en el
capitulo 1 discutimos el fracaso escolar y los resultados de pruebas aplicadas a estu-
diantes de nivel basico, también mostramos dos teorias pedagdgicas que senalan cémo
el desarrollo de las habilidades matematicas estructura y posibilita el aprendizaje en
general y la ultima seccién del capitulo trata acerca de la importancia de aprender a
contar.

En el capitulo 2 se detalla el fundamento bioldégico de las redes neuronales en gen-
eral y de los perceptrones multicapa en particular. En el capitulo 3 se presentan los
experimentos y se muestran los resultados, al tiempo que se da una interpretacién a la
luz del aprendizaje de las redes neuronales.

2 . . . .
En lo sucesivo a las redes neuronales artificiales las denotaremos simplemente como redes neuronales.
3En este trabajo aprender matematicas significara “[...] una verdadera comprensién de la matemética
como un todo orgdnico y como base para el pensamiento y la accién cientificos.” (Courant, 1955, p. IX)



Finalmente presentamos las conclusiones donde se resumen los puntos importantes
y el trabajo futuro en el que enfatizamos las posibilidades de las redes neuronales como
modelos de aprendizaje en humanos.






Capitulo 1

Fracaso escolar en matematicas

Lo unico que interfiere con mi aprendizaje es mi educacion

Einstein

Dada la importancia que las matematicas han tenido en el desarrollo de todas las
culturas humanas podemos afirmar que es fundamental crear soluciones ante la pro-
blematica en su ensenanza y aprendizaje.

Preguntamos a un grupo de matemaéticos que dedican parte de su tiempo a la
ensenanza a nivel medio y superior, acerca de las razones que hay para aprender
matemdticas.!

Cada uno de los entrevistados estd convencido de la indiscutible utilidad de esta
ciencia y entre sus argumentos estan los siguientes:

“Aprender matematicas permite estructurar una forma de pensar propicia para la
solucién de problemas, asi como desarrollar el pensamiento abstracto y razonamiento.”

Otro motivo para estudiar matemaéticas es observar su interrelaciéon con otras areas
de conocimiento?, se considera que “forma parte intrinseca de muchas de ellas y que los
avances logrados en una complementan y eventualmente repercute en la otra.”

Aunque estos argumentos son reconocidos® sabemos que existe un recelo que com-
parten muchos estudiantes y educadores hacia la verdadera utilidad de las matemdticas.

El trabajo en el aula muestra que es comtun la pregunta spara qué me sirven las
matemdticas?, es decir, jmatemdticas para qué?

Tratemos de esbozar una respuesta.

La historia nos ensena a mirar el desarrollo y las aplicaciones de ésta ciencia.

Sin embargo, ocurre algo que desconcierta en el aprendizaje de las matematicas: la

!Pregunta formulada en Primer encuentro de La Ciencia en tu escuela, noviembre 2009, organizado
por la Academia Mexicana de Ciencias (AMC) memorias en elaboracién.

2 Debemos recordar que la divisién en las dreas conocimiento se ha ido modificando de acuerdo al
desarrollo de las sociedades y a la amplitud y desarrollo de las mismas, asi nos encontramos ahora que
la ensenanza superior se enfoca a la especializacién ya no en alguna de las dreas que fueron resultado
de la divisién del saber, sino las méas de las veces en alguna de las ramas de las mismas.

3Esta pregunta tuvo casi las mismas respuestas cuando preguntamos a profesores de otras reas
durante el Diplomado La Ciencia en tu escuela impartido por la AMC.



sistematizacién logica ha encubierto el desarrollo epistemolégico que dio origen a gran
parte de las matemaéticas que son ensenadas actualmente en la escuela.

Dicha sistematizacion es hoy dia una forma de aprender matemadticas que se en-
cuentra extendida mundialmente, se aplica o al menos se trata de aplicar en todos los
niveles escolares.

Es importante senalar que esta manera de aprender no se corresponde con la forma
en la que la mayor parte de las creaciones matematicas han tenido lugar, se observa por
el contrario que dicha aspiracién sistemética tiene lugar luego de un desarrollo practico
y tedrico de los saberes matematicos.

El primer ejemplo que encontramos lo proporciona Fuclides quien en su tratado
los Elementos organiza el saber matematico de su época y con ello se convierte en el
referente para diversos matematicos cuyas aportaciones son trascendentales.

Se dice de su tratado: “La obra de Fuclides durante mucho tiempo fue una fuente
de inspiracion para los matematicos y es el fundamento y la guia para algunas partes
de las matemadticas mads finas incluso hasta la época presente”. [Gemignani, 1967]

De esta manera encontramos desde 300 a.n.e. la expresién de una necesidad compar-
tida por los matematicos acerca de la sistematizacion que siglos més tarde encontramos
en matematicos como David Hilbert®(1862-1943) y Giuseppe Peano (1858 ~1932), con
ello debemos considerar lo siguiente:

Partimos de reconocer uno de los objetivos de las matemadticas: la creacién de un
sistema axiomatico. Este saber axiomatico parte de la generalizacion de conceptos y
algoritmos que el hombre inventd, en principio para facilitar operaciones, teorias y demas
aplicaciones matematicas.

De lo anterior podemos observar que los programas educativos pretenden exponer
los saberes mateméaticos de acuerdo a esta organizacién axiomitica,® lo que origina
conocimientos desconectados entre si, dificultando la aprehensién de conceptos que el
hombre tardé cientos de afios en crear y organizar.”

Si reconocemos la necesidad de establecer conexiones entre los conocimientos que
aprendemos estaremos en posibilidad de crear otra forma de ensefianza.®

4Claudio Ptolomeo (ca. 85-165), Girolamo Saccheri (1667-1773),Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y
Bernhard Riemann (1826-1866) por mencionar sélo algunos de quienes fueron estudiosos de su trabajo,
en particular el estudio del quinto postulado.

5 Se recorrié un largo camino antes de lograr la axiomatizacién de la geometria, en donde se buscaba
despegar la interpretacién intuitiva de los términos y hacer énfasis en las relaciones entre ellos. Hilbert
es reconocido entre otras cosas por inventar la teoria de la prueba, misma que en el origen de la
axiomatizacién no figuraba de manera clara para él y que hoy se exige sin tomar en cuenta las rupturas
epistemoldgicas necesarias para llegar a ella. [Rodriguez-Consuegra, 2001]

SEsta situacién es clara si se observa los planes y programas de estudio de las instituciones de
educacién superior (o si entramos a alguna clase en las mismas) que dan una formacién matemadtica, en
ellas el formalismo impera.

" Rodrigo Cambray habla de esto para el caso de la geometria “Debe causarnos admiracién que la
lucha por lograr que la geometria se convirtiera en una mathema tomara a la humanidad aproximada-
mente 2500 afnos.” [Cambray, 2003]

8Podemos incluso agregar que desde el punto de vista de las redes neuronales el aprendizaje tiene
que ver con las conexiones que son reforzadas.



Sin embargo, ninos y adultos son capaces de crear sus propios algoritmos,? lo cual
indica que la generalizacién surge también como necesidad y es consecuencia de las
matematicas que ellos hacen; este hecho debe apuntar hacia la cuestién de cémo esto
puede ser usado en la ensenianza para contribuir a la maduracién, desarrollo y evolucion
de sus conocimientos; con tales fundamentos el presente trabajo se enfoca en un tema
crucial de las matemaéticas béasicas: aprender a contar.

La posible respuesta tendria que pasar entonces por las siguientes consideraciones:

Una mirada a la historia dara cuenta de la amplitud y utilidad que ha representado
para el ser humano el conocimiento matematico.

Las matemadticas no son un evento histdrico que ya paso.

Los encargados de crear tales conocimientos matematicos son los seres humanos y
aunque la escuela no determine dicha capacidad de creacién, puede favorecerla y es
deseable que asi lo haga, entonces es importante ocuparnos del acercamiento que los
ninos y adolescentes tienen con la ciencia en general y por ende con las matematicas.

La contribucién que hagamos repercutird en beneficio de todos.

Existe, sin embargo otra razon que los apasionados de las matemaéticas argumentan
para su estudio y que no debe soslayarse: entender matemdticas es una experiencia
sumamente placentera.

Lo anterior contiene otro fundamento por el cual las matematicas se han desarro-
llado, es necesario enfatizar que si bien los planes y programas de estudio, asi como
la innovacién y andlisis acerca de céomo estudiamos y ensenamos matematicas puede
y debe ser mejorado también es necesario senalar enfiaticamente que para entender las
matemadticas es menester tomar gusto por el estudio analitico del saber cientifico y la
experiencia personal de los estudiantes de crear este saber podria reforzar el gusto por
las matematicas.

Cuando hablamos de considerar el desarrollo epistemolégico de los conceptos lo
hacemos para evidenciar el esclarecimiento que el estudiante podria experimentar al
contextualizarlos.

Por dltimo compartimos con Terezhina Nunes y Peter Bryant la razén fundamen-
tal del aprendizaje de las matemdticas “ [...] en nuestra opinién lo primero y -més
importante- que debemos puntualizar es que los ninos y las nifias necesitan aprender
mateméticas para comprender el mundo que los rodea ”.[Nunes y Bryant, 2003, p.10]

1.1. Matematica educativa: fracaso nacional

La ensenanza y aprendizaje de las mateméaticas representa un problema educativo
que no se ha podido resolver satisfactoriamente en nuestro pais.

Para mostrar de esta situacion podemos consultar los resultados de las diversas
pruebas aplicadas por organizaciones como Programme for International Student As-
sessment (PISA), la prueba nacional Evaluacién Nacional del logro Académico en cen-
tros nacionales (ENLACE), creada recientemente por la Secretaria de Educacién Publica

9Ver trabajo [Nunes, 2001]



(SEP), asi como las aplicadas por el también reciente Instituto Nacional para la Eva-
luacién de la Educacién (INEE).

Pero quizd la prueba mds irrefutable de las dificultades a la hora de aprender
matematicas es la experiencia cotidiana en las aulas y otros centros laborales.

1.1.1. Resultados de pruebas en matematicas

El primer organismo cuyas evaluaciones estan promovidas por la Organizacién para
la Cooperacién y el Desarrollo Econémicos (OCDE), en su aplicacién trianual (2006),
puso a prueba a jévenes de 57 paises, con edades de entre 15 anos tres meses y 16
anos dos meses de edad al momento de la evaluacién que se encuentran inscritos en
alguna institucién educativa, secundaria, media superior o capacitacion para el trabajo.
La prueba calificé su desempeno en las dreas de ciencias, matematicas y lectura.

Para su evaluacion, la prueba PISA usa el concepto literacy, cuya traduccion en
México es competencia o aptitud, y se define como: “|...]la capacidad de los estudiantes
para extrapolar lo que han aprendido y aplicar sus conocimientos y habilidades en
nuevos escenarios; asi como para analizar, razonar y comunicarse de manera satisfactoria
al plantear, resolver e interpretar problemas en diversas situaciones del mundo real”.
[Diaz et al, 2007, p.18]

La competencia matematica, segin este organismo, es la capacidad del individuo
para “[...Jidentificar y comprender la funcién que desempenan las mateméticas en el
mundo, emitir juicios fundados, utilizar las matematicas y relacionarse con ellas de forma
que se puedan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos como ciudadanos
constructivos, comprometidos y reflexivos”.[Ibid., p. 8§]

Los reactivos son de opcién muiltiple, opcién multiple compleja, respuesta corta,
respuesta abierta construida o respuesta corta construida.

A continuacién, dos ejemplos de los reactivos de la prueba aplicada '© en 2003
tomados de [2] :

Exdmenes de Ciencias

En la escuela de Malena, su maestro de Ciencias les aplicé exdmenes de 100 preguntas. Malena
tuvo un promedio de 60 aciertos en sus primeros cuatro examenes de Ciencias. En el quinto examen
obtuvo 80 aciertos. ;Cual es el promedio de aciertos de Malena en Ciencias después de los cinco
exdmenes?

Promedio:
Tipo de cambio

Mei-Ling, de Singapur, se estaba preparando para viajar a Sudafrica durante 3 meses como par-
ticipante en un intercambio estudiantil. Necesité cambiar ddlares de Singapur (SGD) a rands de
Sudaéfrica (ZAR).

Mei-Ling encontré que el tipo de cambio entre los ddlares de Singapur y los rands de Sudéafrica
era: 1 SGD = 4.2 ZAR

Mei-Ling cambié 3000 délares de Singapur a rands sudafricanos a este tipo de cambio.

{Cuénto dinero en rands sudafricanos recibié Mei-Ling?

Respuesta:

107,05 reactivos de PISA 2006 no han sido liberados.



Los resultados se clasifican en seis niveles de acuerdo al puntaje obtenido.

La media de los resultados de los estudiantes mexicanos se ubica en el nivel 1, que
refiere en este rango a los jovenes que “[...]pueden contestar preguntas relacionadas con
contextos familiares, en los que esté presente toda la informacién relevante y las pregun-
tas estan claramente definidas. Son capaces de identificar la informacién y desarrollar
procedimientos rutinarios conforme a instrucciones directas en situaciones explicitas.
Pueden realizar acciones obvias que se deducen inmediatamente de los estimulos da-
dos”.[ Ibid. p.104]

Resultados de la prueba aplicadall:

Porcentajes
Nivel 0 28
Nivel 1 28
Nivel 2 25
Nivel 3 13
Nivel 4-6 )

Nivell
Nivel0

Nivel4-6
Nivel2

Nivel3

El informe especifica que México se encuentra dentro de “los margenes de lo esper-
ado”. Sin embargo, es alarmante que un porcentaje significativo (28 %), se encuentre
clasificado en el nivel 0, para quienes se concluye su incapacidad de tener éxito en las
tareas més bésicas que busca medir PISA. Mientras que sélo 5 alcanza el nivel 4-6 de
la evaluacion.

1,3 suma de los porcentajes no es 100, la informacién fue obtenida de [ Diaz et al, 2007)

9



La prueba ENLACE se aplica desde el 2006 a estudiantes de tercero de primaria y
tercero de secundaria y en 2008 se aplicé por primera vez a nivel medio superior, pretende
evaluar los conocimientos en Espanol, Matematicas y Ciencias, segin el resultado del
trabajo escolar contenido en los planes y programas de estudio oficiales vigentes. Se
afirma que fue disenada bajo estandares internacionales de calidad establecidos para la
elaboracién de pruebas.

Las preguntas son de opcién multiple. A continuacién se muestran dos reactivos de
ejemplo de las pruebas aplicadas a tercero de primaria y tercero de secundaria. [3]

Julia tenia 15 pesos. Luego Pati le dio algunos mas. Ahora Julia tiene 41 pesos, jcudnto dinero le
dio Pati a Julia?

A) 66 pesos.
B) 56 pesos.
C) 36 pesos.
D) 26 pesos.

Si una circunferencia mide 53.38 cm, ;jcudl es la medida de su radio si m = 3.147

Resultados prueba ENLACE-2007 en primaria y secundaria respectivamente [1]:

Grado | Insuficiente | Elemental | Bueno | Excelente
Tercero 21.7 50.8 23.2 4.3
Cuarto 19.1 59.7 18.1 3.1
Quinto 20.4 57.7 18.9 3.0

Sexto 19.7 61.8 15.8 2.8
Medias 20.2 57.5 19.0 3.3
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Elemental

Bueno

Insuficiente

Excelente

Insuficiente

Elemental

Bueno

Excelente

Medias

57.1

37.3

5.1

0.5

En el ciclo escolar 2007-2008 se aplicé por primera vez una prueba que pertenece
a los Exdmenes de la Calidad y el Logro Educativos (EXCALE) a ninos de tercero de
preescolar, aplicada por el INEE. Esta prueba evalta los conocimientos en Lenguaje y

Insuficiente

Elemental

comunicacién y Pensamiento matemaético.

El diseno de la prueba consistié en las competencias que establece el Programa

11

Excelente
Bueno




de Educacién Preescolar, en el se senala que los ninos deben adquirir la abstraccion
numérica y el razonamiento numérico y deben desarrollar su comportamiento espacial,
es decir, capacidades de razonamiento que los nifios utilizan para establecer relaciones
con los objetos y entre los objetos.

Los reactivos en esta prueba son de dos tipos, de opciéon multiple, con y sin texto
y de respuesta construida de ejecucion manual y de respuesta verbal. La mayoria de
los reactivos son leidos y explicados por una evaluadora, no es necesario que los ninos
sepan leer.

Dos ejemplos de los reactivos correspondientes a nivel medio:

Se muestra el dibujo de unos nifios que tienen que tomar un paraguas para cubrirse. Hay menos
paraguas que ninos, y se pide que el nifio indique cudntos paraguas faltan para que cada quien

tenga uno.
Se muestran varios dibujos de vias de tren de mayor o menor longitud, en los cuales hay seis
vagones de tren, distribuidos de distintas maneras. Se pide al nifo que indique cudl de las vias

mide exactamente lo mismo que seis vagones. [Backhoff et al, 2008, p. 47]

Resultados de la evaluacién nacional en Pensamiento Matemaético:

Por debajo del béasico | bédsico | Medio | Avanzado
Nacional 9 49 27 15

Basico

Insufuciente

) Avanzado
Medio

1.1.2. Discusién sobre los resultados

En las tres pruebas la mayoria de los estudiantes obtienen resultados clasificados
como insuficientes, basicos, elementales. Si comenzamos por la prueba aplicada a nifos
de preescolar encontramos que el 9% de los estudiantes esta clasificado por debajo del
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nivel basico y conforme se avanza en los grados escolares los nifios obtienen resultados
mas bajos.

Ocurre también que la categoria de los que obtienen resultados altos en las pruebas
decrece de manera dréstica, en preescolar los ninos en tal categoria son el 19 %, mientras
que para secundaria la prueba ENLACE ubica al 0.5% y PISA al 5%.

El informe PISA especifica que México se encuentra dentro de “los margenes de lo
esperado”. Sin embargo, es alarmante que un porcentaje significativo (28 %), se encuen-
tre clasificado en el nivel 0, para quienes se concluye su incapacidad de tener éxito en
las tareas més bésicas que busca medir PISA.

Los resultados de ENLACE muestran que hay un porcentaje realmente alto para los
niveles insuficiente y elemental, tanto de primaria con un 77.7%, como de secundaria
con un 94.4 %.

De manera andloga en la prueba del INEE casi la mitad (49 %) de los nifios evaluados
se ubican en el nivel basico. Paradéjicamente los ninos con menos afios en la escuela
obtuvieron mejores resultados.

Ante los resultados descritos anteriormente cabe hacer la pregunta:

i Quiénes son los evaluados y para qué son necesarias las pruebas?

Las pruebas senalan las deficiencias de un sistema. De ahi la necesidad de crear
evaluaciones que permitan obtener informacién acerca de los aciertos y desatinos de la
institucién educativa.l?

Se recurre a ellas para medir la magnitud de las carencias en determinadas materias.
Aunque otros paises no necesariamente se llevan a cabo pruebas como senal de alerta,
en México se implementaron, entre otras causas, porque es mas o menos evidente para
todos que algo anda mal en la educacion y aunque los resultados se prestan a distintas
interpretaciones la experiencia cotidiana confirma la sospecha colectiva: existen grandes
deficiencias en la educacién en todos los niveles y es urgente investigar por qué y pro-
poner soluciones.

Pese a las deficiencias en las pruebas,'® los resultados confirman que es necesaria
una reestructuracion del sistema educativo sin perder de vista factores socioculturales
y econémicos.™

Los resultados involucran a toda la sociedad ya que de una u otra manera todos
avalamos la instituciéon encargada de la educacion basica en el pais. En apariencia existe
consenso en cuanto a que la educacién debe ser tal, que permita a los estudiantes el

12En ocasiones la forma en la que se presentan los resultados de las pruebas hace alusién Gnicamente
a las deficiencias de los estudiantes, sin tomar en cuenta a todos los actores responsables.

13 Como muestra de esta situacién, el testimonio de Raspén Dominguez, director de la escuela telese-
cundaria “Bernardino de Sahagun” de la localidad de Temaxcalapa de Gabino Barreda en el municipio
mixteco de Chietla —la cual fue la peor calificada en la prueba ENLACE- criticé la prueba ENLACE,
pues “con los resultados que obtuvimos no sélo nosotros, sino todos las escuelas de Puebla no se hara na-
da y el préoximo ano unicamente vamos seguir igual, en el sétano de la evaluaciéon. Me parece que las
autoridades deben de cumplir con lo que prometen y realizar las mejoras a las escuelas para que los
alumnos cuenten con todas las herramientas para su ensefianza. Si la prueba ENLACE evalia por igual
a todas las escuelas, entonces que el gobierno las ponga en igual de circunstancias a todas”, concluyé [4].

MNo es casualidad que los paises con mejores resultados en la prueba PISA sean a su vez los que
mayores recursos econémicos destinan a la educacién.
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desarrollo de habilidades que lo lleven a razonar y resolver problemas en cualquier area,
le ofrezca una perspectiva de desarrollo y calidad de vida.'®

El problema de enseniar es indisoluble a aprender, por tanto, conviene reflexionar
acerca de qué es menester ensenar a los estudiantes en términos que los conocimientos
sean verdaderas herramientas en su vida en el &mbito social y personal.

Es necesario senalar que la prueba PISA en su informe 2006, arroja informacion
acerca de los Gastos de Investigacién y Desarrollo que cada pais destiné en el ano 2003.
El caso de Finlandia es significativo, pues siendo el pais que més recursos destina para
esta area, 3.5 de su Producto Interno Bruto (PIB), es también el pais que mejores
resultados generales obtiene. En matematicas, por ejemplo, la mayor parte de sus estu-
diantes se ubican en el nivel 4, lo que evidencia que el desarrollo de mejoras educativas
que repercutan de manera tangible en el aprendizaje de las matemaéticas, es posible
[ Diaz et al, 2007].

Mientras que en México se destino el 0.4 del PIB, con los resultados ya vistos. El
problema educativo en nuestro pais es fundamentalmente un problema de recursos.

Pese a lo anterior o precisamente por ello, es necesario hacer investigaciones que
aporten material para la mejora en el ambito educativo.

Si partimos de considerar que los caminos que han de llevar a remediar esta situacion
hace necesario hacer investigaciones que nos ayuden a comprender cémo aprendemos
estamos en posibilidad de entender el fendmeno educativo y con ello plantear alternativas
para su mejora.

1.2. Problematica en la ensenanza
de las matematicas

Tomando en cuenta lo anterior y con la finalidad de contribuir a la soluciéon de esta
problematica, es necesario que las investigaciones en matematica educativa responda la
pregunta:

;De qué manera podemos hacer mas eficiente la ensefianza de las matematicas?

Para el anélisis de la pregunta no podemos hacer a un lado que uno de los determi-
nantes al respecto tiene que ver con el factor econémico.

Una de las condiciones para responder la pregunta anterior implica necesariamente
el estudio del érgano encargado de los procesos cognitivos: el cerebro y una forma de
acercarnos a su estudio es a través de las redes neuronales.

Por ello la pregunta clave del presente trabajo es determinar si para aprender a
contar, ;jes esencial el sistema de representacién'® o es un recurso secundario para el

5Perspectiva que dadas nuestras condiciones socioeconémicos ha dejado de ser real, pues la
preparacién profesional no representa la posibilidad en una mejora de vida, ni siquiera en el dmbito
laboral como lo expone Karina Avilés “Para muchos jévenes la educaciéon no tiene sentido, pues no
les garantiza acceder a minimos de bienestar. Siete millones de ellos, conocidos como ninis porque ”ni
estudian ni trabajan”, son blanco potencial de la ilegalidad. Ante ese panorama, se ha gestado entre la
juventud un fenémeno de desesperanza y frustracion, pero también de malestar social, que de acuerdo
con expertos ya deja sentir sus efectos. [6]

16En este caso el lugar de los sistemas de representacién lo ocupan las distintas bases.
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aprendizaje de las redes neuronales?

Al revisar las investigaciones encaminadas a la comprension de los procesos de apren-
dizaje, observamos que la aprehensién de los conceptos abstractos constituye un hito en
este campo.

En diversos momentos histéricos, las matematicas han servido como ejemplo per se
de la ciencia y el pensamiento abstracto, de ahi la importancia de investigar uno de los
primeros acercamientos del nifio con un concepto que al ser despojado de los conjuntos
concretos se convierte en una creacién abstracta: los nimeros.!”

A continuacién trataremos brevemente algunas teorias pedagogicas enfocadas a dilu-
cidar por un lado la importancia del desarrollo biolégico y por otro, la influencia del
medio sobre el aprendizaje del hombre.

La primera teoria corresponde a Jean William Fritz Piaget (1896-1980) quien es
reconocido entre otras cosas por sus aportaciones en psicologia y pedagogia.

Su teorfa estd basada en la epistemologia genética'®, que a grandes rasgos enmarca el
desarrollo del conocimiento valido, ¥ marcando cuatro estadios del desarrollo cognitivo
en el ser humano, relacionados con procesos como pensar, reconocer, percibir, recordar
y ordenar.

Para Piaget los procesos de aprendizaje son resultado del desarrollo y la ldgica.
La conducta estd basada en la necesidad de recuperar el equilibrio del individuo con su
medio, asi la accién se encamina a la adaptacion, entendida como las interacciones entre
el sujeto y su medio y el tiempo como factor determinante para la efectividad de las
readaptaciones posteriores. Con fundamento en diversos experimentos plantea la teoria
de los estadios del desarrollo. Piaget midio los grados de desarrollo a través de diversas
evaluaciones. [Piaget, 1969]

El trabajo de Piaget es otro ejemplo de como el estudio de los errores es tutil para
entender procesos. El analiz6 los patrones de errores que se superaban de una edad a otra
en el desarrollo infantil y comparé estas pruebas con otras andlogas aplicadas a adultos,
esto lo hizo distinguir los procesos cognitivos de los nifios pues son inherentemente
distintos a los procesos de los adultos.

Cabe mencionar que las pruebas que Piaget llevé a cabo, dan un marco de referencia
para mostrar la necesidad de que los nifios deben entender ciertos principios légicos para
llevar a cabo tareas como conservacion, deduccién, seriacién, etc. [Piaget, 1978]

En este sentido la l6gica es el criterio maés solido para definir la comprensién numérica

17Es interesante denotar que la pregunta acerca de la naturaleza de los nimeros ha sido abordada
por filésofos y matemdticos como Peano (1858-1932), Dedekind (1831-1916), Rusell (1872-1970), Frege
(1848-1925), entre otros y no hay una respuesta que agote las objeciones filoséficas a los planteamientos
de cada uno. [Rodriguez-Consuegra, 2001]

8Piaget describe la epistemologia genética como una investigacién esencialmente interdisciplinaria
que se propone estudiar la significacién de los conocimientos, de las estructuras operativas o de las
nociones, al recurrir, por una parte a su historia y a su funcionamiento actual en una ciencia determinada,
por otra parte a su aspecto légico y finalmente a su formacién psicogenética o sus relaciones con las
estructuras mentales. [Piaget, 1978]

9Podemos encontrar muchas clasificaciones en las categorfas de conocimiento: intuitivo, sensible,
técnico, empirico, explicito, tacito, etc., esto hace que se tengan diversos pardmetros para validar el
conocimiento.
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de los ninos. Y existe polémica en cuanto a establecer un criterio general respecto a
qué edades son “correctas” para el surgimiento de la comprensién légica.

Los procesos de aprendizaje, al menos para esta teoria no quedan reducido a la obser-
vacion del desarrollo biolégico de por si insuficiente para la explicacion de capacidades
intelectuales.

La importancia de la teoria piagetiana es senalar que existen requerimientos légicos
que deben respetarse al pensar en términos matemaéticos.

Veamos otra teoria que articula en un binomio inseparable, el desarrollo biolégico y
un entorno social y cultural que permita la aprehension y creacion del saber.

Esta teorfa es creada por Lev Semionovich Vygotsky (1896-1934), quien resalta la
importancia de las relaciones sociales, declarando que todo lo que el nifio aprende es
resultado de la relaciéon que establece con los otros. La interaccién social cumple un
papel formador y constructor.

Ademads considera la asimilaciéon de conceptos cientificos como un proceso funda-
mental que muestra el desarrollo humano y, que modifica profundamente la forma de
pensar del nino. Por otra parte, la existencia de la escuela es usada para fundamentar
sus tesis, resaltando la importancia de transformar el papel de educacion artificial que
ésta sustenta.

Una de las implicaciones de su investigacion establece que tampoco es suficiente la
consideracién de factores hereditarios (por ejemplo, la capacidad que tenemos los seres
humanos de desarrollar el lenguaje) si bien son indispensables no bastan para explicar
la complejidad del aprendizaje. [Vygotsky, 1983]

Sin la intervencion social el cachorro humano no tendria posibilidad, por si sélo de
desarrollar el lenguaje mismo que en calidad de instrumento de las relaciones sociales,
se transforma en un instrumento de la organizacion psiquica interior del nino.

Vygotsky habla sobre la apropiacion de los instrumentos culturales que se convierten
en técnicas interiores; esto atane a la formacion de los conceptos: estudios comparados
sobre los conceptos experimentales, los conceptos espontaneos y los conceptos cientificos.
[Tudge, 1989]

En el presente se estudian y se proponen otras teorias educativas y no existe un
consenso en cuanto a la efectividad infalible en alguna de ellas.

Pero nosotros elegimos éstas dos teorias por dos razones fundamentalmente: ambas
otorgan un lugar privilegiado en sus experimentos, técnicas y resultados a la emergencia
del pensamiento abstracto en el nino, como parametro de desarrollo intelectual.

Dicho lo anterior, la tarea primordial es observar los procesos que seguimos en la
conformacién del pensamiento matemaético.

Es importante conocer la estructura y las funciones del cerebro. Es en este punto
en donde la aportacion de las redes neuronales es fuente de modelos y teorias que
se retroalimentan con las investigaciones biolégicas, ya que constituyen por si mismas
nuevas formas de comprender la actividad cerebral.

En esta busqueda una de las principales fuentes de investigacién es el andlisis min-
ucioso de la forma en la que los estudiantes conciben los conceptos, operaciones y pro-
blemas que se les presentan.
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Para ejemplificar lo anterior, uno de los primeros pasos que nos acercan a la com-
prension de las funciones cerebrales, es tomar en cuenta los errores en las pruebas de
los estudiantes, pues solo la comprensién de los procesos que los lleva a dar determina-
da respuesta arrojara senales que apunten a como ellos equivocdndose en matemdticas,
aprenden matemdticas.

La importancia de los errores radica en estos permiten reconstruir los procesos de
pensamiento que los originaron, tarea comparable al estudio de la evolucién de los
conceptos.

Se debe intentar comprender la 1gica que siguen al elegir una respuesta.? Es igual-
mente importante analizar la causa de los errores tanto como el por qué de los aciertos.

Una prueba es absurdamente desaprovechada cuando nos contentamos con obtener
de ella el nimero de aciertos, sin intentar mirar lo que en medio se quedo.

En los cursos que imparto como profesora de bachillerato?!, en una de las clases
de geometria medimos la superficie de un cilindro, los estudiantes recurrieron a lo que
recordaban de la férmula, pero no estaban seguros si la recordaban bien. Algunos pre-
guntaron de dénde se obtenia el valor de 7 y al cuestionar a todo el grupo, estas fueron
las respuestas:

“Es la linea que pasa por el centro y divide al circulo.”

“Es la linea que va del centro al circulo.”

“Es lo que mide del diametro.”

“Es 3.1416”

Cuando pregunté acerca de sus respuestas varios de ellos contestaron que algo ast,
recordaban de cursos anteriores.

Sucedié algo similar con el cdlculo de area de un triangulo equilatero en el que les
proporcione las medidas de la altura y el lado.

Algunos recordaban correctamente la formula. Otros calcularon el drea multiplicando
base por altura.

Les dije que la férmula correcta para medir el drea del triangulo era multiplicar la
base por la altura y dividir el resultado entre dos.

Luego les pregunte: jpor qué esta férmula es correcta?

Estas fueron sus respuestas:

“Porque la altura divide al tridngulo en otros dos tridngulos. ”

“Porque quitando la base quedan otros dos lados.”

20Paulo Freire comenta lo siguiente: “En el nordeste brasilefio, es comin combatir la plaga de orugas,
clavando tres estacas en forma de dngulo en el lugar més castigado por ellas. En la extremidad de una de
las estacas hay un clavo, en el que el campesino inserta una de ellas. Esta convencido de que las demas,
con miedo, se retiraran en procesion, entre una estaca y otra. Mientras espera que se vaya la plaga, el
campesino pierde parte o gran parte de su cosecha. ;Qué hacer desde el punto de vista educativo, en
una comunidad campesina, que se encuentra en tal nivel? La respuesta no puede estar, en la extensién
mecanicista, de los procedimientos técnicos. El pensamiento mégico no es ilégico. Tiene su estructura
légica interna, y reacciona hasta donde puede, al ser mecanicistamente por otro. Este modo de pensar,
como cualquier otro, esta indiscutiblemente ligado tanto a un lenguaje y a una estructura, como a una
forma de actuar”.(Freire, 1973, p. 31-35 )

21Curso de Mateméticas I en la Modalidad Semiescolar del Sistema de Bachillerato del Gobierno del
D.F.
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Sin duda alguna, los estudiantes conservan algo de sus lecciones matematicas, pero
pocas veces consiguen aplicarlo correctamente y aun cuando lo logran, no significa que
comprenden lo que estan haciendo.

Las matematicas ofrecen explicaciones que si son comprendidas satisfacen el en-
tendimiento, hallando en ellas razén y sentido. Pero al no saber de dénde sale un valor,
una férmula, en fin, un resultado, el hueco que deja la explicacién precisa es llenado por
otra las mas de las veces incorrecta u olvidada.

De esta manera aunque se habla de las mateméticas como la ciencia que posibilita y
desarrolla el entendimiento, sus métodos y resultados se perciben como magicos y ase-
quibles en tanto son memorizables atin cuando se consiga resolver un tipo de problemas
planteados.??

Es decir nuestro cerebro lleva a cabo una tarea especifica para posibilitar el apren-
dizaje matematico o de otra indole.

El objetivo de este trabajo no es proponer una técnica mas de ensenanza, tampoco
establecemos el uso de las redes neuronales como maddelo de andlisis de datos. Nosotros
usamos el perceptréon multicapa como modelo de aprendizaje para que haciendo uso de
lo que ofrecen y tomando en cuenta sus limitaciones, sirvan de apoyo para experimentar
con ellas en torno a un tema crucial en las matematicas: aprender a contar.

1.3. Importancia de aprender a contar

El nombre es arquetipo de la cosa
en las letras de rosa estd la Tosa
y todo el Nilo en la palabra Nilo
Jorge Luis Borges, El Golem

Los niimeros son uno de los primeros acercamientos que el nino tiene con las matema-
ticas, es decir, con el pensamiento abstracto.

Sin el lenguaje serfa vano e imposible comprender la utilidad de los ntiimeros. Poste-
rior al manejo del lenguaje que permita la comprensién de los niimeros, estos adquieren
toda su importancia gracias a los simbolos escritos.

Péaginas atras hablamos del camino que los conceptos y creaciones matematicas han
tenido a través del tiempo, si rastreamos el origen de los simbolos que representan los
ndmeros observamos que los primeros signos que el hombre cred fueron aritméticos.
Luis Puig [Filloy, 2003] narra como 3500 anos a. n. e. en un pueblo de Mesopotamia
usaron bolas huecas de barro blando rellenas con guijarros de distintas formas y en su
exterior encontraron signos, las marcas encontradas representan los guijarros ya que
compartian con ellos su forma y su nimero. Se determind que estas bolas de barro
son un paso intermedio en la representacién de cantidades, su antecedente fueron bolas
rellenas de guijarros sin iconos y su consecuente bolas de barro sin los guijarros y con

22 ~ s . . .
“La ensenianza de la matemadtica ha degenerado con frecuencia en un vacio entrenamiento de

resolucién de problemas, que si bien puede desarrollar una habilidad formal, no conduce en cambio a
una compresion efectiva ni a una mayor independencia intelectual”.(Courant, 2003, p. IX).
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la representacion de los iconos, para luego convertirse en tablillas grabadas pues no era
necesario encerrar nada. Ahora bien, las tablillas son funcionales para los registros, pero
se piensa que los comerciantes seguirian operando los guijarros. Y es hasta 2000-1600
a. n. e. que se escriben verdaderos textos matematicos.

En el aprendizaje en general y en particular en las matematicas, la comprensién de
los simbolos y el lenguaje usados en un sistema ocupan un lugar fundamental.

Al comenzar a trabajar con los simbolos que representan los niimeros inicia la inde-
pendencia de los conjuntos de elementos antes necesarios para enumerar.

Este camino de la abstraccién serd el que recorreran los objetos matematicos con los
que el nifio tendra que lidiar durante su vida y es de hecho el camino que ha seguido la
humanidad .

No pocas veces nos topamos con que la problematica por comprender las matemaéticas
estd estrechamente vinculada a la dificultad para entender el significado de los simbolos.

El problema para aprender matematicas es un problema relacionado con la notacién
y ésta da forma y sentido a las creaciones matematicas.??

Observamos que requirié mucho tiempo el poder separar los niimeros para su uso
como digitos del uso original para medir cantidades tal como sucede cuando se trata
de comprender cualquier nocién matematica, pues es necesario establecer la diferencia
entre los objetos matemadticos y su representacion

La maduracion necesaria para el concepto de niimero parte de la capacidad de uso
y sentido del objeto matematico, atin cuando no haya ningun significante perceptible.

Ahora bien las distintas representaciones, en este caso sistemas numéricos, conocidas
como Sistemas de Representacién Semiética 24, encapsulan informacién acerca del
proceso cognitivo desarrollado que permitio la creacién de dicho sistema. Ahi podemos
encontrar su légica y por tanto el proceso que se siguié al resolver un problema inscrito
en dicho sistema.

Cuando se crea un sistema de representacién semidtica la aprehension conceptual de
un objeto 2%, puede establecerse si y sélo si se da también la aprehensién semiética; el
sistema de representacién no ocupa un lugar secundario pues es sintesis y herramienta
de la matemaética, ademas es un medio que permite la comunicacién y transmisiéon del
saber.

Las conexiones que existen entre los conceptos y objetos matematicos requieren un
manejo fluido de los mismos para comprender temas nuevos.

Bajo este contexto el aprendizaje de los nimeros es una piedra angular que permi-
tird el conocimiento posterior.

20tro ejemplo de la importancia de los simbolos y la representacién lo encontramos en el trabajo de
los programadores para quienes constituye un reto simbolizar los problemas que quieren resolver.

24 Duval comenta que una caracteristica importante de la actividad matemética es el uso de diversos
sistemas de expresién y representacién ademds del lenguaje natural: variados sistemas de escritura para
los ntimeros, escrituras algebraicas para expresar relaciones y operaciones, figuras geométricas, graficos
cartesianos, redes, diagramas, esquemas, etc. [Duval, 1996]

Z5Este proceso se conoce como noesis.
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1.3.1. ;Qué significa aprender a contar?

Terezinha Nunes y Peter Bryant senialan tres condiciones:
= Principio de correspondencia biunivoca.
= Principio de orden constante.

» Correspondencia entre el nombre del nimero de objetos contados y la cantidad
real de objetos.

Los autores senalan que estas tres condiciones pueden estar cubiertas y, sin embargo,
eso no garantiza que los ninos sepan contar. [Nunes y Bryant, 2003]

El nino que aprende a contar necesita comprender inferencias légicas y transitivas
de las unidades. Hablamos de estas condiciones paginas anteriores cuando senalamos
algunos aportes de Piaget, de hecho es una de las consecuencias de la teoria de Piaget
respecto al lugar que ocupa el pensamiento l6gico en la comprension de las matemaéticas.

Lo fundamental no reside en “recitar” los niimeros sino en dominar el procedimiento
de clasificacién.

Aprender a contar sigue el modelo de todo el aprendizaje en matematicas: saber jugar
un juego en donde se conocen los sistemas de précticas, los conceptos y las relaciones
entre ellos se manejan, de esta manera observamos que los nimeros jugaran el papel de
conceptos reutilizables a lo largo de todo el conocimiento matemético que el ser humano
desarrolla ya que funcionan como herramienta que posibilita el conocimiento posterior y
estructuran un modo de pensar, al requerir el manejo de propiedades como conservacion
y transitividad, inferencias logicas necesarias para contar.

Si el conocimiento no es resultado de la comprension, el alumno enfrenta a un mundo
lleno de confusién, donde se usan nombres, férmulas y ntimeros, que no logra relacionar
adecuadamente.

En este sentido una acercamiento “amigable” a esta comprension lo ofrece la meto-
dologia de las redes neuronales. En el problema de aprender a contar en distintas bases,
experimentaremos con las redes neuronales que seran consideradas estudiantes virtuales.
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Capitulo 2

Perceptrones multicapa

Las redes neuronales pueden ser de diferentes modelos de aprendizaje y topologias
dependiendo del uso que se espere darle a cada una. Pueden ser aplicadas a diferentes
campos tales como: control de eficiencia de maquinas, reconocimiento de firmas, re-
conocimiento de blancos mediante sonares, predicciones en el tiempo, decisiones, analisis
de inversiones, monitoreo, mercadotecnia, planeacion estratégica, diagnostico, diseno,
optimizacién y en aplicaciones (recientemente) de ingenierfa civil como la valoracién
de efectos sismicos, solucion de problemas de gerencia de construccién, control activo
estructural y diagnésticos de dafo. [Paolucci, 2000]

Para la clasificacién de las redes neuronales existen dos criterios: el tipo de apren-
dizaje y la arquitectura. Si la clasificaciéon depende del tipo de aprendizaje se considera
si éste es supervisado o no supervisado (autoorganizado), hibrido o reforzado.

Si la clasificacién depende de la arquitectura y esta no presenta ciclos se llama
unidireccional, en caso contrario se denomina recurrente o retroalimentada.

En el presente trabajo usamos una red neuronal conocida como perceptrén multicapa
que pertenece al grupo de redes unidireccionales organizadas en capas y con aprendizaje
supervisado.

Actualmente se considera que el perceptrén multicapa (o alguna de sus variantes)
es el mas usado en las aplicaciones practicas, este modelo usa el algoritmo de backprop-
agation y su popularidad se debe a que gracias al paradigma que constituyo su capa
oculta, como veremos méas adelante, se considera capaz de aprender cualquier tipo de
funcién o relacién continua entre un grupo de variables de entrada y salida.

El perceptrén multicapa tiene su origen en los componentes de las neuronas biolégi-
cas por ello presentamos brevemente la estructura y funcionamiento de éstas, para luego
mostrar los origenes y desarrollo del perceptron.

2.1. Redes neuronales bioldgicas

El estudio de los componentes del sistema nervioso ha hecho evidente su complejidad.
La clasificacién méas general para éste es el sistema nervioso central y el sistema nervioso
autéonomo. El primero esta constituido por el cerebro y la médula espinal, el segundo
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estd formado por los ganglios raquideos y los nervios craneales.! o raquideos?

Existen dos tipos de neuronas en el sistema nervioso central: las células nerviosas
(neuronas) y las células gliales (glia).

El cerebro humano contiene aproximadamente 10'! neuronas, podria darse una clasi-
ficacién de al menos mil tipos diferentes. La principal diferencia entre ellas es su forma,
especificamente el nimero y la forma de las prolongaciones que salen de su cuerpo celu-
lar. Cada una establece 1000 conexiones, puede llegar incluso a las 10,000.3 Se calcula
que por cada neurona hay entre 10 y 50 células gliales y aunque no se ha comprobado la
participacién directa de estas en la elaboracién de la informacién tienen otras funciones
vitales.

Pese a la variedad de neuronas se ha logrado conocer el mecanismo que todas com-
parten para generar una conducta. Dicho mecanismo queda descrito por cuatro senales:
un componente de entrada local (receptivo), un componente desencadenante (de suma
o integrador), un componente de conduccién de larga distancia (senalizacién) y un com-
ponente de salida (secretor).

2.1.1. Componentes de la neurona

La neurona esta constituida por cuatro regiones morfoldgicas: cuerpo celular o soma,
las dendritas, el axén y las terminales presinapticas.

Cuerpo celular: contiene un nicleo que almacena los genes y realiza las funciones
logicas de la célula.

Axd6n: es una fibra nerviosa que transmite las senales (potenciales de accién) a otras
neuronas. Puede formar sinapsis hasta con 1000 neuronas.

Dendritas: ramificaciones receptoras de senales provenientes de otras neuronas. Son un
grupo de fibras muy ramificadas y de forma irregular que se conectan directamente
al nicleo.

Sinapsis: Son las conexiones entre neuronas y pueden ser de tipo eléctrico o mecéanico.
Se considera que en ellas se almacena la informacién y que son capaces de cambiar
la polaridad de los potenciales provenientes de otras neuronas y por ello se suele
hablar de su naturaleza excitadora o inhibidora?.

! Originados en el encéfalo.

2Originados en la médula.

3Las células de Purkinje del cerebelo reciben hasta 100 000 conexiones.

“Diversos tipos de plasticidad sindptica y las distintas escalas de tiempo en las que operan sugiere
que las sinapsis cumplen un papel més activo en el proceso de informacién, son algo méas que simples
conductos. [Abbott y Regehr, 2004]
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Figura 2.1: Neurona biolégica genérica
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Las senales que permiten el flujo de informacién son eléctricas pero estos impul-
sos estan combinados con procesos quimicos regulados por las sinapsis. Las senales se
determinan midiendo los cambios de potencial eléctrico en ambos lados de la mem-
brana. Mientras la neurona se encuentra en reposo mantiene una diferencia de potencial
eléctrico de aproximadamente 65 mV.

La neurona concentra K+ y manda al exterior Na™, por tanto en el interior de la
membrana se encuentra cargado positivamente respecto al exterior, cuando el potencial
de la membrana se hace mas negativo se dice que la célula esta hiperpolarizada y cuando
se hace menos negativo se dice que la membrana esta depolarizada, los cambios en el
potencial de la membrana generan las seniales locales y de largo alcance.

2.1.2. Potencial de accién

Si las senales logran sobrepasar un umbral se genera un potencial de accién, cuando
queremos enviar algin mensaje al cerebro debe ser en forma de una serie de poten-
ciales de accion, ya que estos desencadenan que el cerebro reciba, analice y transmita
informacién.

Si un estimulo no alcanza el umbral no produce senal, si consigue alcanzar el umbral
e incluso sobrepasarlo la senal serd la misma aunque la diferencia entre intensidad o
duracién sea grande, la amplitud y el potencial de accién son los mismos.
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Figura 2.2: Neurona biolégica genérica

El potencial de accién tiene variaciones sutiles pero la mayor parte de ellos son
estereotipados, ;qué hace entonces la diferencia entre una senal para hablar y otra que
ordene al cuerpo bailar?

La clave del funcionamiento cerebral se encuentra en las redes que siguen los poten-
ciales de accién.

El elemento clave de las funciones cerebrales es su buena organizacién. El cerebro
distribuye la informacion de manera que se pueda llegar a ella a través de distintos
caminos, de manera que si alguna via sufre dano, existen rutas alternas preparadas para
conservar el funcionamiento correcto. Se ha observado que existen regiones encargadas
de tareas especificas tales como el lenguaje, la vision, etc.

Es una estructura del todo o nada. Mientras los estimulos por debajo del umbral
no producen senal todos los estimulos que superan el umbral producen la misma senal
aunque la diferencia en la intensidad o duracion sea grande la amplitud y la duracion del
potencial de accién son practicamente iguales. El potencial se regenera periddicamente.
Los potenciales de acciéon son muy estereotipados y sélo varian de forma sutil.

Lo que determina la intensidad de la sensacién o movimiento no es la magnitud o
la duracién de cada potencial sino su frecuencia. Se sabe que las senales sélo viajan en
una direccién.’

Nuevamente aqui la clave es la via nerviosa que transporta el potencial de accion,
lo que da origen a la gama de acciones de la que son fuente son los distintos tipos de
conexiones y la conformacién de circuitos anatémicos precisos.

En el caso de las redes neuronales artificiales las funciones primitivas estdn en los
nodos de la red y las reglas de composicién se encuentran implicitamente en la inter-

5 Existen otras moléculas que contribuyen en la comunicacién entre células, ya sea neuronas o glia.
La descripcién relativamente reciente de los potentes efectos de gases como el éxido nitroso (NO)
o el monéxido de carbono (CO) a nivel de la sinapsis hacen pensar que la lista de neurohumores
aumentard en el futuro. A estos agentes, junto con el dcido araquidénico, se les ha denominado “terceros
mensajeros”, pues son capaces de transmitir informaciéon en “sentido contrario”, es decir, desde la
terminal postsinaptica a la presinapsis.
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conexion de los nodos, en la sincronia o asincronia de la transmisién de informacién y
en la presencia o ausencia de ciclos.

Existe ademas otra propiedad que ha inspirado modelos para las redes neuronales de
aprendizaje no supervisado: la influencia que una neurona ejerce sobre otras es funcion
de la distancia entre ellas, mayor influencia mientras mas cercanas estén.% Otra funcién
que se estudia es el papel que juega la experiencia en la permeabilidad de las neuronas
ya que la estructura de las conexiones es susceptible de modificacién.

Aunque se reconoce la importancia genética en la determinacién de tal organizacion
es probable que parte de ella se origine durante el aprendizaje, lo que significa que
el cerebro puede poseer la capacidad inherente de formar mapas topoldgicos de las
informaciones recibidas del exterior.

Con este breve acercamiento a las redes neuronales bioldgicas podemos observar
que el estudio de cada uno de los componentes resulta un gran mosaico que muestra
los niveles de complejidad que el cerebro posee. Actualmente algunos de los modelos
de redes neuronales estan inspirados en modificaciones particulares que son fruto del
estudio detallado de alguno de los componentes del cerebro.

Observamos que cada neurona por si sola es tan compleja o ain mas compleja que
cualquier computadora.

2.2. Antecedentes del perceptréon

Se han propuesto modelos de la arquitectura de las computadoras que copian algunas
caracteristicas del funcionamiento de los organismos vivos. Uno de los primeros disenos
son los autématas celulares propuestos por John von Neumann en la década de los
cuarenta y este modelo a su vez estuvo inspirado en las redes neuronales propuestos por
Warren McCulloch y Walter Pitts.

El ser humano ha tomado el funcionamiento de su cuerpo como modelo para la

creacién de diversos sistemas.”

Sabemos que la arquitectura usada para nuestras computadoras actuales esta basada
en los principios de légica booleana y maquina de Turing. Sin embargo para abordar una
amplia gama de problemas que involucran el manejo de informacién conocida como del
mundo real (reconocimiento de patrones y procesamiento de sefial) son mejor resueltos
cuando se aplican estructuras de hardware o software inspirados en sistemas biolégicos.

El modelo de Warren McCulloch y Walter Pitts propuesto en 1943, es el antecedente
del perceptrén [McCulloch y Pitts, 1943]. Este modelo conocido como neurona de McCu-
lloch-Pitts tiene los componentes de la neurona genérica. Y su herencia al perceptrén
radica fundamentalmente en lo que se conoce como légica de umbral.

STambién ocurre que no sélo se activan células cercanas.

7 Algunos ejemplos de lo anterior los encontramos en disefios de inteligencia artificial: algoritmos
genéticos con los cuales se copia el proceso de evolucién de las cadenas de ADN, ejecucién de una
respuesta predeterminada por cada entrada, andlogas a actos reflejos en seres vivos y diversos sistemas
de reconocimiento de habla, de escritura, entre algunas de la caracteristicas que son imitadas.
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Figura 2.3: Modelo de McCulloch-Pitts
La célula de McCulloch-Pitts funciona como sigue:

= Se proporcionan entradas x1, Ta, T3,..., Tn
= El valor de las entradas se suma X = z1+xo+x3-++2,

= Se compara con el umbral si X < 0 la célula no se activa, si X > 0 la célula se
activa.

Las entradas son las encargadas de recibir informacién de sinapsis excitatorias o
inhibitorias que revelan el estado de las células presindpticas. En el primer tipo de
sinapsis los pesos son idénticos y su actividad se suma linealmente y en el segundo caso
su actividad es absoluta, es decir, si la senal es inhibitoria, la neurona no se activa.

Luego de ser recibida la suma del de las entradas se compara con el valor del umbral
0 (el cual es fijo), si es igual o mayor la neurona se activa, de no alcanzar el valor del
umbral o de estar activa una sinapsis inhibitoria la neurona permanece inactiva; esta
ultima explicacién se conoce como la ley del todo o nada. [Rojas, 1996]

Observamos que la neurona sélo puede estar en dos estados: activa o inactiva, es un
dispositivo binario y por lo tanto tiene la equivalencia al verdadero falso de la légica
booleana, por esta razén se pensdé que la actividad de cualquier neurona podia ser
representada como una proposicién légica.

Si tal estructura era una buena aproximacién al cerebro su estudio podia quedar
simplificado al analisis de procesamiento de proposiciones légicas. Sin embargo, como
observamos lineas atras la complejidad de los procesos cerebrales hizo visible que su
estudio no puede reducirse a la légica formal.

Siguiendo la idea de estos componentes bésicos de la neurona de McCulloch y Pitts
surgio el perceptrén. Fue creado por Frank Rosenblantt en 1958.

Por ser una red de aprendizaje supervisado el perceptrén trabaja con un conjunto de
datos de entrenamiento hecho con el total o un subconjunto de los patrones de entrada
y salida conocidos y esto permite que la red actualice los pesos de las conexiones de
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acuerdo a la regla aplicada y finalmente produzca las respuestas deseadas que puede ser
otro conjunto de datos o una clasificacién.

Ademads por ser basicamente una neurona de McCulloch-Pitts es una buena her-
ramienta para la representacién de funciones booleanas y como decodificador.

2.2.1. Estructura del perceptrén

El modelo simple del perceptrén se basa en los procesos del aprendizaje perceptual,
particularmente la visién.

unidades
retina de respuesta

unidades
de asociaciéon

Figura 2.4: Perceptrén simple

Tenemos superficie denominada retina que transmite valores binarios a las unidades
del area de asociacidn, las conexiones con la retina son deterministicas y no adaptativas.
Las conexiones de la segunda capa son seleccionadas estocdsticamente.

Las unidades de la primera capa obtienen informacion de un superficie conocida como
retina, las neuronas no se encuentran totalmente conectadas a esta regién se trabaja con
subconjuntos de la retina por tanto la informacién es local, a esta capa se le conoce como
sensorial o de entrada y se denota como X = (z1, x2, x3,..., T,) y la que identificamos
como un vector con todos los valores de entrada; la segunda capa es de salida y se
denota por Y = (y1, ¥2, ¥3,..., Ym), también es un vector, en el perceptrén simple se
supone que las primer y segunda capa estan conectadas totalmente. Las unidades de la
capa de salida comienzan con pesos aleatorios y que responda ante una clase particular
de eventos producidos en la retina.
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Figura 2.5: Perceptrén con umbral

La innovacién respecto a la neurona McCulloch-Pitts fue la determinacién automatica
de los pesos sinapticos y una especial interconexién de patrones, ya que en el modelo
original las conexiones se determinaban estocasticamente y el aprendizaje se llevaba a
cabo adaptando los pesos de la red con un algoritmo numérico.

El elemento béasico de cémputo en el perceptrén es un dispositivo conocido como la
unidad de légica de umbral® que se corresponde con el umbral que ha de superar el
potencial de accién de las neuronas bioldgicas. [Anderson, 2007]

La informacion para la capa asociativa proviene de una superficie sensorial conoci-
da como retina, las conexiones establecidas entre ambas son parciales, se trabaja con
subconjuntos de la retina. El perceptrén funciona ajustando los pesos de acuerdo a la
diferencia existente entre la salida actual de la red y la salida deseada. El aprendizaje
continua si es necesario un cambio en los pesos sinapticos; si la red ha alcanzado un
punto de equilibrio el aprendizaje se detiene.

El aprendizaje del perceptrén queda descrito como sigue:

Cada entrada 1, x2, x3,..., T, tiene un peso asociado wy, wa, Ws3,..., Wy,.

n
El perceptrén se activa si Z w;x; > 0
i=1
Esta operacion es el producto punto de las entradas y los pesos de la red y las

comparaciones entre éste y el umbral da lugar a una serie de desigualdades que separan
el espacio de las posibles respuestas en dos regiones.

Se ajustan los valores de los pesos para que concuerde con la salida deseada y se
repite el proceso hasta lograr el resultado deseado.

8En inglés es conocida como threshold logic unit o TLU.
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Figura 2.6: Linealmente separable

Las desigualdades organizan el espacio de las respuestas del perceptrén y por es-
ta condicion el perceptrén trabaja con funciones que son linealmente separables, de
ahi proviene su uso como clasificador de patrones.

Una funcién es linealmente separable cuando su espacio de variables de entrada
puede ser dividido en regiones de igual salida mediante una condicién lineal (un hiper-
plano). La funcién AND y OR son ejemplos de funciones linealmente separables.

La principal desventaja de los perceptrones es precisamente esta caracteristica ya
que es incapaz de resolver problemas que no sean linealmente separables. El ejemplo
clasico para mostrar esta limitacién es la representacion de la funcién OR Exclusiva.

p | ¢ | OR-Exclusiva
00 0
0|1 1
110 1
1|1 0

Cuadro 2.1: La funcion OR-Exclusiva no es separable linealmente.

Minsky y Papert hicieron un estudio de estas limitaciones y publicaron sus resultados
en un libro llamado Perceptrons.

Para trazar dos rectas en el espacio habria que anadir a la capa de salida otra
neurona y para elegir entre una u otra zona de las tres, es necesaria una nueva capa
con una neurona cuyas entradas serian las salidas de las dos neuronas anteriores, la
nueva capa no es de entrada ni de salida asi que se le nombré capa oculta. Pasamos de
un perceptrén bicapa a uno con tres capas (neuronas de entrada, capa oculta con dos
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neuronas y capa de salida con una neurona). Las dos zonas o regiones que contienen los
puntos (0,0) y (1,1) se asocian a una salida nula de la red y la zona central con la salida
1.

La idea geométrica en este caso que se corresponde con el aprendizaje es la posi-
bilidad de definir un nimero mayor de regiones que correspondan a una clasificacion
particular.

Aumentando una capa se encontré una solucién que mejora considerablemente la
capacidad del perceptrén.

2.3. Perceptréon Multicapa

A partir del primer modelo de perceptrén propuesto por Rosenblantt y de las criticas
de Minsky y Papert se crearon mas modelos. Y se mostré que con la utilizacién de mas
capas se podia dar solucion a problemas que el perceptrén simple no podia resolver.

Figura 2.7: Solucién para la funcién OR Exclusiva

De esta manera se llegd al modelo que hoy conocemos como perceptrén multicapa.
Para el cual queda resuelto el problema de la funcién OR Exclusiva.

capa de
salida

nooYvV-=srfF30
noo——aon

capa
capa de oculta
entrada

Figura 2.8: Perceptron Multicapa
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Actualmente el perceptrén multicapa es la red neuronal més utilizada en las inves-
tigaciones.

Su uso en pedagogia no es frecuente.

Una caracteristica importante en el aprendizaje del perceptrén es que sélo aprende
con los errores, de ahi vienen las semejanzas con el estudio de los procesos cognitivos;
salvando una diferencia importante: en el perceptron ocurre que una vez que los errores
se terminan, el aprendizaje se queda estancado, lo que por fortuna no ocurre con el
aprendizaje del ser humano. Cuando hemos aprendido alguna cosa, ese aprendizaje es
susceptible de ser perfeccionado.

Actualmente cuando una red neuronal es disenada por primera vez, se deben asignar
valores a los pesos a partir de los cuales comenzar la etapa de entrenamiento. Los pesos
de umbral y de conexién se pueden inicializar de forma totalmente aleatoria, si bien
es conveniente seguir algunas sencillas reglas que permitirdn minimizar la duracién del
entrenamiento.

El perceptrén refleja un tipo de aprendizaje conocido como Hebbiano en honor a
Donald Hebb (1949) quien propuso en su libro The organization of behavior: a neuropsy-
chological theory lo siguiente: cuando un axoén de la célula A est4 lo suficientemente cerca
para excitar a la célula B y repetida o persistentemente toma parte en su disparo, algiin
proceso de crecimiento o cambio metabdlico toma lugar en una o ambas células, de
tal manera en que la eficiencia de A como una de las células haciendo que se dispare
B, se incrementa, esto vuelve a hacer énfasis en la interconexién de las neuronas y la
experiencia del sujeto como factores que permiten y refuerzan el aprendizaje.

2.3.1. Algoritmo de retropropagacion

El perceptrén multicapa lleva a cabo el aprendizaje por medio de un algoritmo
conocido como backpropagation error’ (propagacién del error hacia atras), su utilidad
radica en proporcionar informacién de lo que sucede en las capas ocultas de la red a fin
de aprender la relaciéon que existe entre un conjunto de entradas y salidas, es ademas un
algoritmo iterativo que permite entrenar redes multicapa. De forma similar a la regla
delta, la base matematica del algoritmo backpropagation es la técnica de gradiente
decreciente, basada en modificar los pesos en la direccion opuesta al gradiente.

La direccién de la linea de maxima pendiente viene dada por el vector gradiente de
la derivada parcial del error con respecto al peso:

( OE  OE OE OE )
oW’ OW, oW’ T OW,

Cuando la ultima capa de salida arroja un valor se hace una estimacion del mismo,
generalmente una funcion cuadratica de los errores individuales cometidos por cada
unidad, siendo cada error individual la diferencia entre la salida deseada y la obtenida,
luego comienza el proceso contrario analizando qué es lo que ha pasado en cada neurona
de cada capa y dando ordenes a cada una de ellas para ver como puede reducir el error.
El error total sera:

9También se conoce como método de gradiente en descenso.
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Error = %Z(ek)g
e

Donde e;, es la salida deseada menos la salida obtenida correspondiente a la k-ésima
entrada o patron.

Con este entrenamiento se consigue usar la experiencia de la red para dar salidas sa-
tisfactorias a entradas que el sistema no ha visto antes pero guardan relacién con alguna
entrada proporcionada en el aprendizaje, de esta manera se consigue la generalizacion
en las clasificaciones.

2.4. Otros Modelos de Redes Neuronales

El uso de las redes neuronales artificiales se dirige en dos direcciones fundamental-
mente, como modelos para el andlisis de sistema nervioso y procesos cognitivos o
como herramienta para resolver problemas practicos.

De manera general cuando una red neuronal es disenada por primera vez, se deben
asignar valores a los pesos a partir de los cuales comenzar la etapa de entrenamiento.
Los pesos de umbral y de conexién se pueden inicializar de forma totalmente aleatoria, si
bien es conveniente seguir algunas sencillas reglas que permitirdn minimizar la duracion
del entrenamiento.

Ademas del perceptrén existen otras redes que basan su funcionamiento en la neu-
rona biolégica y ponen énfasis en distintas caracteristicas de la misma. Actualmente
se manejan 40 paradigmas de redes neuronales artificiales que son usados en diversos
campos. [5]

Ejemplos de estas redes son Adaline, red de Hamming, red de Kohonen, red de
Hopfield, red de Elman, etc.

En esta seccion presentamos dos redes neuronales que pertenecen a las redes de
aprendizaje no supervisado.

En las redes de aprendizaje no supervisado los datos son simplemente presentados
a la red, en cierto nimero de categorias de clasificacion.

A continuacién veremos dos redes neuronales: el mapeo autoorganizado y las redes
de Hopfield ambas son ejemplos de sistemas dindmicos que buscan determinar principios
y patrones en la organizacion de la red.

2.4.1. Mapeo Autoorganizado (SOM)

El mapeo autoorganizado!® SOM (Self-Organizing Maps)es un tipo de red neuronal
que se caracteriza por ser de aprendizaje no supervisado, lo cual quiere decir que no
existe una funcién de error que indique la modificacién de peso necesaria encaminada al
aprendizaje de la red, de aqui el adjetivo de autoorganizacién ya que esto es precisamente
el proceso que lleva a cabo la red por ser un sistema dindmico discreto. Esta organizacion
se establece en funcién de los datos procedentes del exterior.

0 También llamado redes de Kohonen.
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Una caracteristica de los sistemas dindamicos consiste en pasar de un estado desor-
denado a uno ordenado con un minimo de informacién compartida, esto sucede en las
neuronas del SOM, esta caracteristica permite observar que las redes neuronales tienen
una arquitectura intrinsecamente asociativa que hace que la actividad de una neurona
influya a otras.

La red debe descubrir por si misma regularidades o categorias en los datos de entrada
e incorporarlas a la estructura de sus conexiones. De acuerdo a estas categorias la
informacién similar debe activar la misma neurona de salida.

En este proceso se observan dos estados uno conocido como ordenamiento, donde
encontramos un ordenamiento topoldgico en los vectores de peso y el otro estado es
llamado convergencia en donde los vectores de peso tienen otro reajuste que mejora la
aproximacion al estado de entrada. [Kohonen, 1997]

Una caracteristica importante en el SOM es la conservacién de propiedades topoldgi-
cas. Esto resulta conveniente cuando se trabaja con objetos multidimensionales y se
requiere un mapeo en donde las vecindades se conserven para una salida que tenga un
espacio de menor dimensién.

2.4.2. Redes de Hopfield

El origen de las redes Hopfield radica en un andlisis del aprendizaje en la red neu-
ronal, fue propuesto por un fisico del mismo nombre en 1982. En el proceso de aprendiza-
je se observa cémo la red minimiza una funcién para cada posible patrén de activacién,
que puede ser equiparada con el concepto de energia de un sistema fisico.

Hopfield hizo un estudio de los cambios cualitativos de la red, estudié su dinamica
y observé que las areas de atraccién son el conjunto de estados de activacién que con
una probabilidad alta hacen alcanzar un estado de equilibrio.

Este andlisis concuerda con la teoria de los sistemas dinamicos no lineales, en donde
los valores estables funcionan como atractores y se aleja de otro tipo de puntos llamados
repulsores.

La arquitectura de la red carece de entradas o salidas en forma de neuronas y se
habla del estado de la red.

La conectividad en una red de este tipo es autoasociativa, cualquier unidad se puede
conectar con otra bajo la restriccién de no conectarse con si misma. Estas conexiones
no implican calculo de pesos sindpticos ni valores de umbral.

Ejecutar un patrén en la red de Hopfield consiste en proporcionar un patrén a la
red y actualizar las neuronas repetidamente hasta que se estabilicen los estados de
las neuronas a un patrén memorizado; es decir, las neuronas modifican su estado de
acuerdo a la activacion de las otras neuronas y lo hacen aleatoriamente, el estado de
alguna neurona concuerda con la regla y gobierna el estado de la neurona. Este proceso
se repetira hasta encontrar un equilibrio.

Entre las caracteristicas benéficas que esta red tiene, se encuentra la posibilidad de
encontrar valores en un vector de estado incompleto.
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Capitulo 3

Desarrollo de la investigacion

Los resultados que presentamos a continuacién se hiceron tomando al perceptron
multicapa como un modelo simplificado de un agente que aprende. Como antes men-
cionamos existen diferencias y limitaciones insalvables entre el aprendizaje de un ser
vivo y la red neuronal, sin embargo, los resultados podrian ayudar a comprender al-
gunos aspectos del aprendizaje en los ninos.

Tomamos como referencia para la realizacién de este trabajo, ademés de nuestro
interés personal en matematica educativa, la lectura de dos articulos asi como una
herramienta prehispanica de calculo llamada nepohualtzintzin.

El primero de los articulos se titula, La matemdtica en la vida y en la escuela: Dos
décadas de investigacion de Terezinha Nunes y el segundo Neural network models for
teaching multiplication table in primary school de Alexander L. Tatuzov.

El primer articulo es una investigacién realizada en Brasil,y trata sobre las causas
del fracaso escolar en matematicas de nifios provenientes de los sectores mas pobres, en
comparacién con ninos de escuelas privadas de estrato social alto.

Para realizar dicha investigacion el equipo de trabajo verificé la comprension de
los ninios de las operaciones béasicas en ambitos distintos al escolar, lo que dié origen
a descubrir la matemdtica de la calle, en la que los ninos desarrollan exitosamente sus
propio métodos para resolver las operaciones basicas.

El segundo articulo consiste en la simulaciéon del proceso de memorizacién de las
tablas de multiplicar y para ello se usa una red neuronal. Esta red aprende usando los
errores y aciertos de cada nino y propone tareas para guiar el aprendizaje.

Asi pues, guardando las distancias, algunas de ellas insalvables, entre el aprendizaje
humano y el de una red neuronal esta investigacién muestra que trabajar con redes
neuronales permite experimentar libremente, reduce los costos que supone la imple-
mentacion de nuevos enfoques educativos y disminuye el tiempo que lleva un experi-
mento de este tipo. Y lo que es todavia mas importante: permite un amplio margen de
error sin afectar a los estudiantes.

En nuestro trabajo la pregunta original fue:

;Lared neuronal aprende a sumar de manera més efectiva con el método tradicional®

!Nos referimos al método de colocar los sumandos en filas sucesivas ordenando las cifras en columnas,
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o con el usado por el nepohualtzintzin.?

Para contestar lo anterior debiamos encontrar la representacion del algoritmo usado
por el nepohualtzintzin para que la red pudiera aprender. La solucién a este problema
frend la investigacion por algtin tiempo y, nos hizo considerar un problema intrinseco al
que nos proponiamos explorar.

Una de las caracteristicas del nepohualtzintzin es que fue construido para usarse en
base vigesimal. 3 Para usarlo debemos familiarizarnos con esta base.

Asi la pregunta inicial se transformé en otra, al darnos cuenta de que el problema
de aprender a sumar lleva intrinseco aprender a contar.

El ser humano usé distintas bases para los sistemas de numeracién; cada cultura
desarrollé diferentes conocimientos matemaéticos.

Entonces, jhay diferencia entre las bases en las que se ensefia a contar a la red o el
aprendizaje es cualitativamente el mismo independientemente de la base?, jqué lugar
ocupa en estas comparaciones la base decimal?

Para responder lo anterior tomamos distintas bases y observamos el aprendizaje en
el perceptrén multicapa.

Para este anélisis programamos un perceptrén multicapa. Su disenio permite propor-
cionar pardmetros tales como conjunto de entrenamiento, conjunto de prueba, niimero
de épocas y nimero de neuronas de la capa oculta (también llamada capa intermedia).
La funcién de activacién que usa nuestro perceptrén es la funcién sigmoide, los pesos
se inicializan de manera aleatoria.

También necesitamos algunas bases representativas, conjuntos de distintos tamafios
con sus conjuntos de prueba correspondientes y distinto ntimero de neuronas y épocas.
A continuacién presentamos la seleccion que hicimos para cada uno de estos elementos.

3.1. Eleccién de las bases y conjuntos de entrenamiento

Las bases para apreciar el aprendizaje de la red son: 2, 4, 5, 10, 13, 20, 60, 73, 100.
El conjunto de bases seleccionadas incluye:

= Bases usadas en diversas culturas.
= Bases primas.

s La base méas usada a nivel mundial.

empezando por la derecha con la cifra de las unidades, a la izquierda las decenas, la siguiente las centenas,
la siguiente los millares, etc. Se suman en primer lugar las cifras de la columna de las unidades segin
las tablas elementales, colocando en el resultado la cifra de unidades que resulte; cuando estas unidades
sean mds de 10 las decenas se acumulan como un sumando maés en la fila de acarreo y asi sucesivamente

2Para darnos una idea del uso del nepohualtzintzin basta remitirnos a las operaciones con nimeros
mayas.

3También puede ser usado en base 10 y de hecho algunos trabajos actuales para su difusién se llevan
a cabo en esta base, sin embargo, se ha observado que usarlo en la base para la que fue creado facilita
el aprendizaje de los nifios. Aclaramos que no sucede lo mismo para los adultos pues estamos bastante
acostumbrados a usar el sistema decimal y esto entorpece el manejo del nepo.
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» La base usada en los sistemas computacionales.

= Por lo menos una base que ninguna cultura ha usado.

Uno de los principales problemas cuando se trabaja con redes neuronales es la re-
presentacién de los datos. Ya que estamos analizando el problema de aprender a contar,
proporcionamos a la red conjuntos de entrenamiento que simulen este proceso. A con-
tinuacién describimos de manera general como son estos conjuntos y después damos un
ejemplo de uno de los conjuntos tal y como lo dimos al perceptron.

Los conjuntos de entrenamiento que proporcionamos a la red para cada base cumplen
lo siguiente:

» Proporcionamos a la red 6 conjuntos de entrenamiento de tamaiios? 5, 10, 20, 100
y dos de 500.

» Estos conjuntos tienen 3 columnas, la primera es una codificacién de la base, un
valor comprendido entre [0, 1] y que varfa para cada base; en la segunda listamos
los nimeros 0, 1,2, ..., k y la tercera esta compuesta por los sucesores de cada uno
de los nuimeros de la primera 1,2,...,k + 1.

= Por cada conjunto de entrenamiento seleccionamos otro de prueba, es decir, le
hacemos un examen a la red para ver que tanto aprendié y este conjunto también
tiene 3 columnas organizadas de la misma forma que en los conjuntos de entre-
namiento. El tamano de la prueba es aproximadamente un tercio del conjunto de
entrenamiento.

Para los conjuntos de entrenamiento de tamanio 5, 10, 20 elegimos nimeros conse-
cutivos comenzando con 0, 1, 2, ..., k donde k es el tamano del conjunto de entrenamiento
y procedimos de igual manera con los conjuntos de prueba respectivos iniciando con
k+1,k+2,...,n hasta completar el conjunto de prueba.

Para los conjuntos de entrenamiento de tamano 100 quitamos % de los nimeros
del 0 al 99 de manera aleatoria, aunque tuvimos cuidado de no quitar los ejemplos
clave: multiplos y potencias, pues consideramos que estos ejemplos son vitales para el
aprendizaje. Completamos este conjunto de tamano con nimeros mayores a 100; luego
usamos el conjunto de % (el que habfamos quitado previamente) como conjunto prueba
y para completarlo tomamos % de nimeros consecutivos mayores a 100.

Para el conjunto 500a procedimos de igual manera manteniendo las proporciones
requeridas para conformar los conjuntos de entrenamiento y prueba.

El conjunto 500b contiene los nuimeros del 0 al 499 y su conjunto de prueba los
numeros del 500 al 666. Estos dos ultimos conjuntos son relevantes por lo que mas
adelante veremos.

Para ejemplificar lo anterior proporcionamos el conjunto de entrenamiento de tamano
5 correspondiente a la base binaria y su correspondiente conjunto prueba.

4E] tamaiio lo medimos de acuerdo al nimero de renglones.
5En adelante para diferenciarlos los denotaremos como 500a y 500b.
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0.12 | 0.0000000000 | 0.0000000001
0.12 | 0.0000000001 | 0.0000000010
0.12 | 0.0000000010 | 0.0000000011
0.12 | 0.0000000011 | 0.0000000100
0.12 | 0.0000000100 | 0.0000000101

Cuadro 3.1: Conjunto de entrenamiento tamano 5 para base binaria.

0.12 | 0.0000000101 | 0.0000000110
0.12 | 0.0000000110 | 0.0000000111

Cuadro 3.2: Conjunto de prueba correspondiente al conjunto anterior.

Los valores que proporcionamos a la red para analizar su desempeno deben estar
dentro del intervalo [0,1], por lo tanto, expresamos cada conjunto de nimeros de esta
forma. Cualquier anélisis llevado a cabo en el perceptrén multicapa debe cumplir con
este requisito.

Es importante aclarar y establecer la diferencia entre lo que significa aprender a
contar para los humanos y lo que quiere decir en el contexto de las redes neuronales.
La manera en la hacemos que la red neuronal aprenda es a través de los conjuntos de
entrenamiento, como podemos apreciar en los cuadros anteriores aprender a contar para
la red neuronal significa que al aplicarle la prueba, ella sera capaz de dar los sucesores
de los nuimeros sobre los cuales le estamos preguntando.

3.2. Numero de neuronas y épocas

El nimero de neuronas y épocas son otros factores a considerar en el aprendizaje
del perceptrén. En nuestras pruebas variamos ambos.

En el programa que hicimos del perceptrén multicapa nosotros podemos variar el
nuamero de neuronas de la capa intermedia y el nimero de épocas

El niimero de neuronas para comparar el aprendizaje es :1,3,5,10,y las épocas que
consideramos son:1, 5, 10, 15, 20, ..., 100.

Las épocas corresponden al ntimero de veces que mostramos el conjunto de apren-
dizaje a la red. Esto podria ser equivalente al niimero de veces que permitimos que un
estudiante vea un determinado ntimero de ejemplos.

Nos interesa determinar la combinacién de neuronas y épocas para que el percep-
tréon mejore su desempeno. Elegimos los datos anteriores considerando queu para un
primer acercamiento al desempeno del perceptron multicapa en la tarea de aprender a
contar estas combinaciones proporcionan un marco general para responder la pregunta
principal de nuestro trabajo.
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3.3. Datos relevantes para las pruebas

Para hacer una prueba en la red neuronal se eligen:

= Un conjunto de entrenamiento.
= Un conjunto de prueba.
= Numero de neuronas.

= Numero de épocas.

Estos datos conforman el conjunto de entradas para el perceptron, las variaciones
en cada uno de estos pardametros determinan el aprendizaje. La salida que obtenemos
proporciona el tamano del error. Como antes lo indicamos, el estudio de los errores
indica el éxito o fracaso en el aprendizaje en la red.

Existen diferentes métodos para estudiar el error, entre ellos encontramos el entre-
namiento online que es usado cuando se estudia cada patrén de entrenamiento y la
actualizaciéon de los pesos sindpticos se produce tras cada ejemplo de entrenamiento,
si un conjunto de entrenamiento posee n ejemplos se dan n correccién de pesos por
época. Por ejemplo, a nosotros nos interesa el desempeno de la red para cada conjunto
de entrenamiento.

Otro modo de estudiar el error es a través de lo que conocemos como entrenamiento
batch o por lotes para el cual la actualizacién de los pesos se produce una tnica vez
tras la presentacion de todo el conjunto de entrenamiento. [Haykin, 1999]

Debido al uso que estamos haciendo del perceptréon multicapa como un agente de
aprendizaje, y con el fin de determinar la combinacién para la cual el error disminuye
elegimos el criterio de entrenamiento online.

El error se encuentra definido como la diferencia entre lo que se espera y lo que se
obtiene. Es decir:

E; = error

D;. = salidadeseada

Oy, = salidaobtenida

De manera general la funcién error queda definida como:

E). = [Dy, — Oy)?

Para ejemplificar lo anterior tomemos como base el ejemplo que pusimos del conjun-
to de tamano 5 en la base binaria, supongamos que queremos comparar el aprendizaje
con la combinacién de 1 neurona 1 época contra 10 neuronas y 100 épocas. Entonces
nuestro archivo de salida es un arreglo de 2 renglones y 3 columnas. La primer columna
corresponde al niimero de neuronas, la segunda las épocas y la tercera es el error corre-
spondiente a cada una de estas combinaciones como se observa en la figura siguiente:

Lo que hace la red neuronal para arrojar este error es: modificar los pesos de acuerdo
al conjunto de entrenamiento y en base al algoritmo de backpropagation, para luego dar
sus respuestas al examen que nosotros aplicamos (conjunto prueba) luego hacemos la
diferencia renglén a renglén de las respuestas obtenidas y las deseadas, las elevamos
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Neuronas | Epocas Error
10 100 0.00000000553476762
1 1 0.00143431765848000

Cuadro 3.3: Ejemplo de conjunto de errores.

al cuadrado, las sumamos y sacamos el promedio, el error que presentamos es este
promedio.

Los archivos de salida que nosotros obtuvimos son iguales a los del Cuadro 3.3, con
84 renglones, que presentan el erro para cada uno de las combinaciones del nimero de
épocas y neuronas.

Las graficas siguientes son comparaciones entre las bases, en ellas mostramos distin-
tos aspectos del aprendizaje.

Las graficas representan los errores maximos de la red para cada conjunto de salida.
Cada curva corresponde a un conjunto de entrenamiento® de tamaiio fijo y separamos
las gréficas de acuerdo a éste para evidenciar los resultados, la primera corresponde a
los conjuntos de tamano 5, 10 y 20 y la segunda muestra los conjuntos restantes. Las
graficas indican: el tamano del conjunto, la base, su error maximo y cémo se ubican
entre si.

En los conjuntos 5 y 10, el error es relativamente pequeno comparado con los con-
juntos mayores.

En el conjunto 20 observamos que la base 73 presenta los errores maximos, seguida
en todos los casos de la base 10;la base 20 presenta los errores minimos dentro de esta
clasificacién en los conjuntos 20, 500a y 500b y la base 2 para el conjunto 100.

5Con fines précticos hacemos referencia al conjunto de entrenamiento, sin embargo, es importante
tener presente que el error se determina de acuerdo a la “calificacién” obtenida en base al conjunto
de prueba
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Figura 3.1: Errores maximos para los conjuntos de 5, 10 y 20 elementos.
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3.2: Errores méximos para los conjuntos 100, 500a y 500b elementos.
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Las siguientes graficas muestran los errores minimos. La base 2 presenta el mejor
rendimiento para los conjuntos 5, 10 y 20.

8,886 T T T T T T T T T
“C jto=-5" —+—
“C jto-18"
“Cjto-20" —=—
8,885 - B
8.884 B
5
L 8.883 - B
[
[}
8,882 B
8.881 - 1
»
- | 1

18 13 28 68 73 168
Bases

-1
£
(]

Figura 3.3: Errores minimos para los conjuntos 5, 10 y 20 elementos.
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En los otros conjuntos (figura 3.4) observamos que la base 20 obtiene el error més
bajo.

T T

“C jto-188" —+—
“C jto-5688a"
“C jto-588b" —5—

Error
o=
=
Y

T

Bases

Figura 3.4: Errores minimos para los conjuntos 100, 500a y 500b elementos.
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Las siguientes graficas indican la diferencia entre el error méaximo y el minimo, en
ellas observamos cual red consigue disminuir el error de manera mas efectiva.

8,845 T T T T T T T | —— T
“C jto=-5" —+—
"C_jto-18"

“Cjto-20" —=—

8.835 b

8,825 - b

Error

8,815 b

8,81 - i

9.005 1 1 1 1 1 1 1 1

Bases

Figura 3.5: Disminucién de error en los conjuntos 5, 10 y 20 elementos.
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et il "
.45 | C jto-588b" —&— i
8.4 - 4
8.35 4
8,3 - 4
5
L 8,25 - b
c
wi
8,2 - 4
8.15 4
8,1 - 4
8.85 4

Bases

Figura 3.6: Disminucion de error en los conjuntos 100, 500a y 500b elementos.

Como especificamos al principio de este capitulo, otra cuestiéon importante en las
redes neuronales es examinar qué papel juegan en el aprendizaje el nimero de neuronas
y de épocas.

Para los conjuntos 5, 10 y 20 se consigue el error minimo con las siguientes combi-
naciones de neuronas y épocas respectivamente: 10 y 30, 10 y 15, 1 y 80.

En el conjunto 100 el error minimo se consigue con 10 neuronas y 1 época. Para los
conjuntos 500a y 500b, el error minimo se obtiene con la capacidad méaxima de la red:
10 neuronas y 10 épocas.

Los errores maximos en los primeros tres conjuntos se “ganan” con la combinacion
10 neuronas y una época. Y para los conjuntos restantes con una neurona y una época.

Finalmente, después de mostrar resultados globales, queremos presentar algunas
caracteristicas interesantes del aprendizaje con base 20, y también algunas diferencias
entre esta base y la base 2, por ser la que obtiene mejores resultados en conjuntos
pequenos, y la base 10 por el interés que creemos, nos atane a todos.

La primera gréifica muestra la diferencia entre el desempeno del perceptron en los
conjuntos 500a y 500b, con la base 20. En ambos conjuntos la base 20 consigue disminuir
el error méas que las otras bases, pero muestra mayor eficiencia en el conjunto 500b.
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B.884
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8,882

a.8681
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Figura 3.7: Base 20

La base 2 es la 6ptima para los conjuntos 5, 10 y 20. Para los conjuntos mayores
esto no sucede. En el conjunto 500b esta diferencia se aprecia con mayor claridad.

“"Base_2-508b" ——
“Base_208-580b" ——

8,89
8.88
8,87
8.86
8,85
8,84
8.83
8,82
8,61
a

0,89
0,88
8,87
0,86
0,85
8,84
8,83

8,82
B.81

epocas

neuronas

Figura 3.8: Bases 2 y 20, conjunto 500b

La figura 3.9 nos indica la diferencia entre los errores del perceptron con las bases
10 y 20.
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Figura 3.9: Bases 10 y 20

Finalmente la figura 3.10 dan una idea del comportamiento general para algunas de
las bases mas representativas en nuestro trabajo.
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Figura 3.10: Bases 2, 10, 20 y 73 en el conjunto 500b

47



3.4. Discusion de los resultados

Con ayuda de las redes neuronales analizamos las diferencias que existen al contar
en distintas bases numéricas para el perceptrén multicapa.

Los resultados presentamos en la seccién anterior permiten analizar algunas propieda-
des en el aprendizaje del perceptrén multicapa. A partir de ellos podemos responder,
dentro de nuestro marco experimental, la pregunta que originé la investigacién, ;eziste
una base dptima para aprender a contar? y de ser asi, jcudl es esa base?

Comparamos el aprendizaje de la red y observamos que la base 2 consigue disminuir
el error en los conjuntos 5, 10 y 20; ademas logra el minimo global en el conjunto 5.

En los conjuntos 100, 500a y 500b, la base 20 consigue el mejor resultado.

Cabe resaltar que en los conjuntos 10 y 20 la base vigesimal ocupa el segundo
lugar en errores minimos, mostrando su eficiencia también en conjuntos pequenos. Otra
particularidad es que el error presenta un comportamiento homogéneo, es decir, cuando
variamos el nimero de neuronas y épocas, no se observa grandes saltos en el tamaifio
del error.

Gracias a las comparaciones descartamos la importancia del niimero de simbolos
que la base debe manejar ya que no es un factor determinante. Muestra de esto es la
base 100, que obtiene mejores resultados que otras bases mas pequenas.

Recordemos que nos interesa conocer el desempeno de la base decimal. Ahora sabe-
mos que la base que usamos tiene errores comparables con la base 73 (Ver Fig.3.3 y 3.4);
cuando en la primera disminuye o aumenta el error, ocurre lo mismo en la segunda, y
este comportamiento se mantiene en todas las comparaciones.

Lo anterior es relevante porque hemos visto que la base 73 muestra el peor desempernio
en el aprendizaje; en las bases 10 y 73 encontramos los errores maximos a partir del
conjunto 20.

Lejos de lo que podiamos augurar nuestra base presenta el peor desempeno, sélo
superada en éste por la base 73; esto es revelador pues intuitivamente podriamos pen-
sar que por ser la base usada convencionalmente, podria ser eficiente también para el
perceptrén, lo cual no ocurre.

Uno de los resultados més importantes en nuestro estudio fue analizar los errores
en los conjuntos 500a y 500b. Como ya mencionamos al principio de este capitulo el
conjunto 500a se construyé de modo que la red completara los huecos en la lista de
nimeros del 0 al 666. Sospechamos que los errores en este conjunto serian menores,
pero encontramos que las tnicas bases donde esto ocurre son para la 2 y 4.

La diferencia fundamental entre los conjuntos 500a y 500b consiste en que para el
tltimo, la red no cuenta ni con el sucesor ni el antecesor’ de los niimeros solicitados por
el conjunto de prueba.

En este conjunto la red demuestra que puede “caminar” sola en la tarea de contar;
basta darle una cantidad suficiente de ejemplos.

De esta manera mostramos que el desempeno de la red es mejor cuando construye
toda la serie, que cuando tiene que completarla.

"Excepto, claro est4, el primer elemento del conjunto de prueba.
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Por ello la base 20 presenta las cualidades que permiten un mejor aprendizaje para
el perceptron multicapa. Para el conjunto 500b obtiene resultados excelentes; asimismo
presenta una diferencia significativa en disminuir su error respecto a los otros conjuntos.

Para algunas bases el desempeno de la red es mejor cuando construye toda la serie,
que cuando tiene que completarla.

Ademas es la tinica que aun en el peor de los casos, es decir, en los errores maximos,
tiene menor error y al variar el nimero de neuronas y épocas el tamano de su error
no presenta saltos significativos. Es cierto que para los conjuntos de 500 elementos la
red requiere de toda su capacidad para disminuir el error, sin embargo, casi todas las
combinaciones de épocas y neuronas presentan resultados favorables.

Aunque la base 2 también tiene resultados satisfactorios, los mantiene sélo para
conjuntos pequenos; en el conjunto 500b, sobre el cual hemos hecho énfasis, la base dos
ocupa el ultimo sitio dentro de la clasificacién de los errores minimos. Por esta razon
consideramos a la base 20 como la que presenta las mejores cualidades para que el
perceptrén aprenda a contar.
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Conclusiones

El afdn del ser humano por comprender sus procesos mentales es un motor que ha
permitido la creaciéon de modelos que, aunque no logran explicar totalmente la comple-
jidad del funcionamiento del cerebro o para decirlo mejor, gracias a que aun no se le
comprende, es una fuente que continta inspirando la creacién de algoritmos.®

Los problemas en la ensenianza de las matematicas son numerosos. Para los interesa-
dos en el tema resulta importante analizar las causas de las dificultades para aprender.

El problema relativo al aprendizaje ha sido abordado por un considerable nimero
de teorfas pedagdgicas. Una pregunta esencial en ellas deberia ser: jcomo aprendemos?.
Si la teoria sostiene que es capaz de dar solucion a esta interrogante propondra técnicas
dirigidas a mejorar el aprendizaje. Y en el mejor de los casos, como se ha comprobado,
estas técnicas seran eficaces para algunas personas.

Si partimos desde otro punto de vista, podemos hacer otra pregunta, esta vez la
respuesta la encontramos en nuestra experiencia personal, jcémo aprendimos alguna
tarea especifica? o ain mas, tomemos como referencia alguna capacidad o conocimiento
que hemos sido capaces de desarrollar excepcionalmente, jcéomo lo hemos conseguido?

Suponemos que la respuesta no es Unica y esta peculiaridad hace sumamente intere-
sante este fenémeno educativo.

Si el aprendizaje pudiera reducirse a una técnica, el problema hace mucho podria
haberse resuelto por lo menos parcialmente. Pero es precisamente la abundancia de
técnicas y teorias lo que nos permite vislumbrar que la capacidad de aprender y crear,
no pueden ser simplificadas a métodos de ensefianza o técnicas de aprendizaje.

Aunque se afirme que “...el cardcter relativamente reciente en el drea de conocimiento
de la didéctica de las matematicas explica que no exista aun un paradigma de inves-
tigacion consolidado y dominante”® [Godino, et al, 2006]. Algunos investigadores'? en
matematica educativa sugieren un camino: el estudio de la historia de las matemaéticas.

Esta investigacién contribuye al replanteamiento acerca de la importancia de los
sistemas semioticos de informacién, creados por distintas culturas. Las producciones
culturales de cada pueblo ofrecen nuevos significantes que orientan en la bisqueda hacia

8Como ejemplo de esto tenemos el aprendizaje Hebbiano, aprendizaje comparativo y competitivo y
las variaciones en los modelos conocidos para mejorarlos.

9Las demds éreas del saber tampoco cuentan con el paradigma que garantice su enseflanza y apren-
dizaje.

10 Un ejemplo de esto es la reunién que organiza el Grupo Internacional de Estudio sobre las Relaciones
entre la Historia y la Pedagogia de las Matemdticas.
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la comprensién de los procesos que hacen posible el saber y las creaciones culturales.

El uso de las redes neuronales demuestra que en el caso de aprender a contar en
distintas bases, !! es posible encontrar una que logra disminuir el error.Una conclusién
importante es que aunque lo que se requiere aprender es lo mismo en todos los casos,
no es lo mismo hacerlo en una base u otra.

Ademas, las redes neuronales resultan de interés para los encargados del curriculo
escolar. Los recursos que se requieren para su uso son tanto cualitativa como cuanti-
tavamente mejores para experimentar.

Probar determinadas ideas o teorias pedagdgicas in silico es mucho mas facil y ético
que hacerlo in situ o in vivo. Trabajar con redes neuronales y modelos computacionales
y matematicos pueden ayudar a los pedagogos a depurar, validar y proponer nuevas
teorias.

A continuacién: especulemos con los resultados obtenidos.

Los resultados obtenidos en el aprendizaje de las redes neuronales, resultan de interés
por su aportacién para comprender la cognicién humana.

Un punto importante es la necesidad de cuestionar el curriculo escolar. Cémo y para
qué se ensenan las matemaéticas y sobre todo, qué matematicas se ensenian.

Supongamos que podemos extrapolar el aprendizaje del perceptrén. Entonces el uso
mundial de la base decimal tendria que ser revisado cuidadosamente. La base decimal
es una de entre muchas bases usadas histéricamente. j En qué momento y por qué la
adoptamos?, ;deberiamos seguir usandola?

La infancia se caracteriza por la enorme cantidad de conocimiento que durante ella
adquirimos. En ella desarrollamos capacidades fisicas y también somos capaces de de-
sarrollar una cualidad humana basica y extremadamente compleja que nos caracteriza:
el lenguaje. Los primeros anos de vida son fundamentales para el aprendizaje posteri-
or. Por tal motivo el estudio de los encuentros del nino con los saberes matematicos
presentan especial importancia.

Al respecto podemos comparar los senalamientos hechos por Piaget acerca de la
necesidad de comprension légica, con el nimero de épocas y neuronas que la red necesita
para disminuir su error. Observamos que para los conjuntos 5y 10, los mejores resultados
se obtienen con el mayor niimero de neuronas y se requiere de pocas épocas, podriamos
constatar que importa méas la “madurez” que el entrenamiento. En los conjuntos 500a y
500b, re requiere de ambas condiciones madurez y entrenamiento, para lograr resultados
exitosos.

En nuestro trabajo encontramos que la base vigesimal presenta cualidades atractivas
para proponer su uso. Tenemos la ventaja de contar con un refente para el andlisis en
la “vida real” de este hecho.

Las culturas precolombinas usaron la base vigesimal, siendo los mayas el ejemplo
mds conocido. Gracias al legado de las culturas prehispanicas podriamos establecer una
relacion entre los resultados que obtuvimos y el uso de la base vigesimal para la creacion
del saber matematico.

1 Aunque los niimeros no constituyan por sf solos un sistema semiético de informacién, si constituyen
la base para los mismos.
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Asi mismo la historia del conocimiento matematico nos introduce en una seria re-
flexién acerca de las creaciones que conformaron el bagaje tecnoldgico, artistico y cultur-
al de muchos pueblos. Quiza el reencuentro de este conocimiento provoque los beneficios
esperados de una sociedad que disfrute de las matemdticas.
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Trabajo futuro

Es importante senalar las posibilidades de las redes neuronales como modelos del
aprendizaje en humanos. Con el desarrollo de redes mas grandes, con topologias mas
realistas y mecanismos de aprendizaje que se parezcan més al de los humanos, se podrian
disenar experimentos para que el aprendizaje fuera mas rapido, con menos error, etc.

Por ejemplo, en nuestro trabajo podemos hacer nuevos experimentos trabajar con
nuevas bases, con conjuntos de entrenamiento de mayor tamano, hacer nuevas combi-
naciones de épocas y neuronas.

El uso de las redes como parte de una metodologia de investigacién educativa es una
variante importante en pedadogia.

En este punto retornamos, siempre con fundamento en las bases neuronales, a la
investigacién original: jel uso del nepohualtzintzin podria favorecer el acercamiento con
los ntimeros?

Respondimos la pregunta acerca de las bases, sin embargo, queda pendiente el estu-
dio de los algoritmos para las operaciones béasicas que el nepo ofrece.

La investigacion de Terezhina Nunes, acerca de los algoritmos creados por ninos y
adultos para las operaciones basicas, se relaciona con el algoritmo usado por el nepo-
hualtzintzin.

En una de las teorias expuestas anteriormente, creada por Vygotsky, encontramos
otra razén para el uso del nepo. El hombre crea herramientas no sélo ttiles para trans-
formar su medio sino para transformarse asi mismo en sus funciones, la percepcién, la
memoria y el pensamiento. De ésta manera el nepo es una herramienta que permite un
replanteamiento de la forma en la que se aprende a contar y, de la logica subyacente en
los algoritmos de las operaciones basicas.

El nepo senala otro camino al remitirnos al uso de los niimeros mayas considerando
que “La caracteristica principal del sistema de numeracién maya consiste en que los
simbolos que se utilizan tienen un valor intrinseco. En otras palabras, que en si mismos
contienen la multiplicidad que describen” [Calderén, 2000]

En el mismo sentido podria servir para fundamentar otras discusiones como el uso sin
tramites de la calculadora y sus repercusiones en el pensamiento y aprendizaje. Funciona
como un primer acercamiento para comprender otras repercusiones en el ambito de las
nuevas tecnologias.

El estudio de los procesos cognoscentes se enriquece con el uso de las redes neu-
ronales. Los resultados que estas proporcionan son a su vez material para vislumbrar
nuevas relaciones con la pedagogia, historia y todas aquellas areas del saber interesadas
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en comprender la dindmica del conocimiento.
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