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RESUMEN

En esta tesis se estudia las propiedades fisicas tales como la densidad de
estados y la conductividad eléctrica dc a temperatura cero bajo el modelo
de amarre fuerte, usando las funciones de Green para una sola particula y el
formalismo de Landauer para el transporte eléctrico. Los sistemas
aperioddicos elegidos para el estudio de estas propiedades son: Thue Morse,
Doble Periodo y Fibonacci. Para este fin se extendio el meétodo de
renormalizacién a dichos sistemas aperiodicos. EIl analisis realizado para
sistemas unidimensionales donde hay un ordenamiento de atomos tipo
Thue Morse exhibe una gran cantidad de estados transparentes -coeficiente
de transmision uno- en cada generacion y conforme se incrementa el
tamano del sistema aumenta la cantidad de estos estados. Esta caracteristica
la conserva la cadena de Doble Periodo excepto por el hecho que en este
sistema se presentan estos estados cada dos generaciones, ademas se
confirmo que para la cadena de Fibonacci solo existe un estado
transparente cada seis generaciones en energia igual a cero. Los estados
transparentes en cadenas Thue Morse estan inmersos en estados de alta
conductividad, los cuales generan un espectro oscilatorio, situacion que no
ocurre para las demas cadenas. Mas aun, se realiza un analisis detallado del
espectro de conductividad dc en los tres sistemas aperiddicos mostrando
que el promedio de la conductividad en las cadenas de Doble Periodo y
Fibonacci decaen como una ley de potencias la cual depende de la
aperiodicidad del sistema, en tanto para la cadena de Thue Morse el
decaimiento es mas rapido. Finalmente se extendio el estudio a sistemas
aperiodicos bidimensionales empleando los métodos de renormalizacion
desarrollados y combinandolos con la técnica de convoluciéon. Los
resultados muestran que la conductividad esta cuantizada como es
reportada en la literatura y el tamafio del escaldn es g, = he?/2, asi mismo
se conserva la auto-similaridad en los espectros. Mas aun, en los espectros
tanto de conductividad como de densidad de estados ya no presentan gaps
lo que encontramos son pseudo-gaps muy bien definidos los cuales no son
afectados por cambios en el orden de la parte imaginaria y se encontré que
el promedio de la conductividad en dos dimensiones tiene el mismo
comportamiento que el presentado para sistemas unidimensionales.
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Introduccion

Las personas siempre se han interesado por las formas que tienen los
cristales, la simetria macroscépica esta basada en la simetria de los arreglos
atomicos, es decir, en la estructura atdbmica que poseen dichos sélidos
[Janssen, 2007]. El estudio de la fisica del estado sélido comenzo6 con el
descubrimiento de difraccion de los rayos-x. Laue realizd la primera
observacién experimental de la difraccién de los rayos-x en cristales
[Kittel, 2005]. La cristalografia se encargd de estudiar el ordenamiento
atomico en los sélidos, logrando caracterizar la materia en dos grupos:
cristales y amorfos. Por otra parte, debido a las caracteristicas que poseen
los metales como la maleabilidad y su buena conduccion del calor y la
electricidad, hacen que ocupen una especial posicion en el estudio de los
solidos. Durante mucho tiempo los fisicos han tratado de construir modelos
simples, con ese proposito se analizan los sistemas de baja dimensionalidad
para encontrar una explicacion cualitativa y cuantitativa del sistema
estudiado [Aschcroft, 1976], ademaés, este tipo de sistemas ofrecen la
oportunidad Unica para introducir algunos relevantes conceptos de la fisica
del estado solido. Con el desarrollo de las microestructuras
semiconductoras, los modelos de baja dimension han servido para el
entendimiento de situaciones realistas [Grosso, 2003]. El descubrimiento
de los cuasicristales [Shechtman, 1984] en la década de los ochenta abrid
una nueva rama en la investigacion de la fisica del estado solido, por ello se
han realizado esfuerzos considerables en el estudio de la localizacion de las
excitaciones [Janot, 1994]. Sin embargo el teorema de Bloch no es valido
para este tipo de estructuras ya que carecen de espacio reciproco, por ello
es practicamente imposible estudiarlos mediante los meétodos de la
cristalografia tradicional. Por este motivo se han desarrollado en los
ultimos afios innovadoras técnicas matematicas, utilizando principalmente
la teoria de perturbaciones y las funciones de Green [Gonis, 1992].

En esta tesis se estudian las propiedades fisicas tales como la
densidad de estados y la conductividad eléctrica dc a temperatura cero bajo
el modelo de amarre fuerte, usando las funciones de Green para una sola
particula y el formalismo de Landauer para el transporte eléctrico. Los
sistemas aperiodicos elegidos para el estudio de estas propiedades son:
Thue Morse, Doble Periodo y Fibonacci. Para este fin se extendio el
método de renormalizacion a dichos sistemas aperiodicos abordando el
problema de enlaces unidimensional como bidimensional.

En el primer capitulo de esta tesis se estudian tanto las estructuras
como los materiales periddicos, aperiodicos y desordenados, asi mismo, se



analizan los tipos de impurezas que pueden estar presentes en los sélidos y
se presentan algunos métodos empleados para la obtencion de las
secuencias aperiodicas estudiadas en este trabajo.

En el segundo capitulo se da la base conceptual necesaria para
obtener la densidad de estados y la conductividad eléctrica dc bajo el
formalismo de Landauer para sistemas tanto unidimensionales como
bidimensionales, mediante el método de renormalizacion y basandonos en
el modelo de amarre fuerte. Para ello se estudian las funciones de Green, el
transporte eléctrico desde el punto de vista clasico del modelo de Drude
hasta el modelo cuantico que es el modelo de Landauer. Por otra parte, para
abordar los sistemas bidimensionales se analiza el método de convolucion.

En el tercer capitulo se presentan los resultados obtenidos para la
densidad de estados en los sistemas aperiodicos Thue Morse, Doble
Periodo y Fibonacci para una y dos dimensiones.

En el cuarto capitulo se exponen los resultados obtenidos para la
conductividad eléctrica dc en una y dos dimensiones para los sistemas
aperiddicos anteriormente mencionados haciendo énfasis en los estados
transparentes.

En el quinto capitulo se muestran las conclusiones a las que nos llevo
este trabajo. Finalmente se anexaron seis apendices en los que se dan las
expresiones para obtener la densidad de estados y la conductividad
eléctrica dc bajo el método de renormalizacion.



Capitulo 1: Estructura de la Materia

1.1 Introduccion

El ser humano posee una gran cualidad: la curiosidad, esta lo ha llevado a
desarrollar numerosas teorias asi como herramientas, con el fin de explicar
el mundo que lo rodea. Desde el tiempo de los griegos se tiene la idea que
la materia esta constituida por atomos, el cual fue un concepto bastante
Importante para su tiempo y aun para el nuestro, puesto que toda la materia
tiene una estructura atomica. La cristalografia caracterizdé los arreglos
atomicos encontrando que existe una cantidad limitada de formas de
acomodar los atomos de manera simétrica y aquellos materiales que
tuvieran este ordenamiento atébmico los denominé cristales 6 materiales
cristalinos y todos los demas que no tuvieran dichas simetrias los llamo
materiales amorfos. Méas aun establecid que no puede existir un material
cristalino con una simetria 5, 8, 10,12 (restriccion cristalografica de Hadly).
Dichas afirmaciones perduraron hasta 1982 cuando Dan Shechtman
encontro un material (aleacion de 86% de Al y 14% de Mg) que presentaba
una simetria 5 pero que no tenia una estructura cristalina periddica y
tampoco amorfa por lo que se le denomino cuasicristal, 1o cual abrié una
nueva rama de investigacion en estado solido.

Estudiar las estructuras atomicas de los materiales es de gran
importancia para el estudio de las propiedades fisicas de los mismos,
debido a que estas propiedades dependen fuertemente del ordenamiento
atémico, es decir, de la forma en que los atomos se acomoden para formar
el material. En este capitulo estudiaremos las estructuras presentes de los
materiales solidos; es decir, estructuras periodicas, desordenadas y
aperiodicas; centrandonos en conceptos clave para la compresion de los
mismos.

1.2 Materiales Periédicos

Explotar los recursos naturales y transformarlos a su mejor conveniencia
fue uno de los primeros retos de la humanidad y contintia siendo una de las
principales preocupaciones [Aguilar, 1997].

En la naturaleza podemos encontrar una gran cantidad de elementos
que a lo largo del desarrollo de la humanidad hemos aprendido a emplear



en nuestro beneficio. Los materiales se pueden clasificar en cinco grupos:
metales, ceramicos, poliméricos, semiconductores y materiales compuestos
[Askeland, 1998]. Se ha dedicado especial atencion a aquellos materiales
solidos en que los a&tomos, iones 0 moléculas que los constituyen presentan
un ordenamiento periodico tridimensional, es decir, materiales cristalinos
[Rodriguez, 1986].

El mundo de los cristales es muy amplio,
los podemos encontrar en muchos de los objetos
que nos rodean, debido a sus propiedades
eléctricas, dpticas 0 magnéticas son base para la
fabricacion de muchos dispositivos de la vida
actual como laseres, dispositivos emisores de luz
(LED), fotometros, celdas solares, transistores,
chips, pantallas de TV, transformadores, sensores
de temperatura o de humedad, etc. Lo mas
interesante de los materiales cristalinos es que
sus  propiedades pueden ser alteradas
introduciendo defectos o impurezas en el cristal

Figura 1. Muestra de cobre
(cristalizado).

[Aldabe, 2005].

Un ejemplo comin de materiales E E R
periédicos son los metales (figura 1), que junto \9" .\9" y
con sus aleaciones generalmente tienen como | e 8 °
g .. / . L ] L ] ®
caracteristicas una buena conductividad eléctrica ,
y/o térmica, una resistencia relativamente baja, f)" 9" f)
una alta rigidez, ductilidad o conformabilidad y | e e e
resistencia al impacto, etc. Por otro lado, también | = ©. L. -3
los semiconductores, muchos de ellos ceramicos 9-- 9-- ,S)
y algunos polimeros tienen una organizacion de Figura 2. Formacion de

atomos muy regular [Askeland, 1998]. enlaces  covalentes  en
atomos de silicio.

Las propiedades de los materiales estan fuertemente ligadas a su
estructura atomica, ya que la disposicion de los electrones que rodean al
nicleo de los atomos individuales afecta el comportamiento eléctrico,
magnético, térmico y optico. Asimismo, la configuracion electronica
influye en la forma que los &omos se unen entre si (Figura 2). Las
estructuras atomicas a las cuales se hace referencia las detallaré en las
subsecuentes secciones.



1.3 Enlaces Atomicos

Las propiedades fisicas de los solidos cristalinos, dependen tanto del
acomodo de las particulas como de las fuerzas de atraccion entre ellas.
[Brown, 1998]. La finalidad del enlace quimico es lograr la estabilidad
energética de los atomos involucrados. Por tanto, la “interaccion” ocurre
principalmente por las diferencias en las electronegatividades que poseen.

El enlace s6lo ocurre con los electrones de
las capas externas, puesto que son los de mayor
energia y menor atraccion respecto al nucleo, es -
decir, el enlace se consigue cuando los atomos
llenan sus niveles externos s y p [Askeland, 1998].
La formacion de un enlace estable supone que la =
estructura resultante debe tener menor energia que | Figura 3. Mar de

los atomos aislados electrones alrededor de
iones metalicos.

Los tipos de enlace son el metalico, covalente, idnico, de Van der
Waals y el mixto. A continuacion se describe cada uno de ellos.

Los solidos metalicos consisten exclusivamente en atomos de metal,
suelen tener estructuras de empaquetamiento compacto hexagonal asi como
cibico [Brown, 1998]. Los elementos metalicos tienen una
electronegatividad baja, por lo que ceden sus electrones de valencia para
formar un “mar” de electrones (Figura 3) que rodea a los atomos. Los
centros atdmicos cargados positivamente se mantienen unidos mediante la
atraccion mutua con los electrones, produciendo asi un fuerte enlace
metalico [Askeland, 1998].

Los enlaces covalentes son muy fuertes, los materiales enlazados de
esta manera comparten electrones entre dos 0 mas a&tomos y por lo general
tienen una pobre ductilidad asi como una mala conductividad eléctrica y
térmica. Para que se mueva un electron y pueda transportar corriente, debe
romperse el enlace covalente, lo que requiere de altas temperaturas o
voltajes [Askeland, 1998].



Figura 4. Estructura del diamante
en la columna izquierda y del
grafito en la columna derecha.

Dos de los ejemplos mas conocidos
de solidos de red covalente son el diamante
y el grafito, dos al6tropos del carbono
(Figura 4). En el diamante cada atomo de
carbono esta unido a otros cuatro atomos de
carbono. Esta matriz tridimensional
interconectada con fuertes enlaces sencillos
carbono-carbono contribuye a la inusitada
dureza del diamante. En congruencia con su
estructura y enlaces, el diamante tiene un
elevado punto de fusion 3550 °C [Brown,
1998].

En el grafito los atomos de carbono estan dispuestos en capas de
anillos hexagonales interconectados. Cada atomo de carbono est4 unido a
otros tres de la capa. Los electrones se mueven libremente por los orbitales
deslocalizados y esto hace que el grafito sea un buen conductor de la
electricidad a lo largo de las capas [Brown, 1998].

Cuando en un material se encuentran presentes mas de un tipo de atomos,
uno de ellos puede donar sus electrones de valencia a un atomo distinto,
llenando la capa energética externa del segundo atomo. Ambos atomos
ahora tendran su nivel de energia externo lleno (o vacio), y a la vez han
adquirido una carga eléctrica y se comportan como iones (Figura 5). Los
iones de carga opuesta se atraen el uno al otro y producen un enlace ionico

[Askeland, 1998].
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: 1:?Ii‘" 3 Gaine elestron

Sodium atom (Na)

A Elzctron transfer

Chlerine atom (Cl) Chledde lon (G

hio

B Arrangement of Wat and CHin a crystal G Sedium chlonds crystal

Figura 5. Enlace ionico.

Los enlaces de Van der Waals unen moléculas o grupos de atomos
mediante una atraccion electrostatica débil (Figura 6). Muchos pléasticos,
ceramicos, agua Yy otras moléculas estan polarizadas de manera



permanente; esto es, algunas porciones de la molécula se encuentran
cargadas positivamente, en tanto que otras negativamente.

La atraccion electrostatica entre regiones
de carga positiva de la molécula y regiones de
carga negativa de una segunda molécula unen de
manera debil ambas moléculas. Esto, Ilamado
enlace de hidrogeno, ocurre cuando una de las
regiones polarizadas estd formada de atomos de
hidrogeno.

Los enlaces de Van der Waals pueden
modificar de manera notable las propiedades de
los materiales. Dado que los polimeros por lo | Figura 6. Estructura del
general tiene enlaces covalentes, esperariamos | grafito. Los enlaces entre
que el cloruro de polivinilo (plastico PVC) fuera | 63Pas  estan unidas

- . . . mediante un enlace de Van
muy fragil, pero este material contiene moléculas | per \waals.

muy largas en forma de cadena. Dentro de cada
una de estas los enlaces son covalentes, pero las cadenas individuales se
unen una con otra mediante enlaces Van der Waals. El cloruro de polivinilo
puede ser deformado rompiendo los enlaces Van der Waals, permitiendo
que las cadenas se deslicen una frente a la otra [Askeland, 1998].

En la mayor parte de los materiales, el enlace
entre atomos es una mezcla de dos o mas tipos
(enlace mixto). Por ejemplo, el hierro (Figura 7) esta
enlazado mediante una combinacion de enlaces
metélicos y covalentes, lo que impide que los
atomos se empaqueten tan eficientemente como

Figura 7. Mineral de pudiéramos esperar.
Hierro.

Los compuestos formados a partir de dos o mas metales (compuestos
intermetalicos) pueden ser una mezcla de enlaces idnicos y metalicos,
particularmente cuando existe una diferencia importante en la
electronegatividad entre elementos.

10



1.4 Estructuras Periodicas

El estudio de la fisica del estado solido comenzo con el descubrimiento de
la difraccion de rayos-X en cristales (Figura 8) asi como con la publicacion
de una serie de simples calculos de las propiedades de los mismos [Kittel,
2005]. Los cristales los podemos encontrar en la naturaleza, en forma de
minerales, rocas y demas ejemplos que han sido mencionados en las
secciones anteriores. Algunos de ellos son particularmente grandes, como
son las piedras preciosas [Aldabe, 2005]. El arreglo atdbmico juega un papel
importante en la determinacion de la microestructura y en el
comportamiento de un material solido. El cristal, en el que los atomos se
disponen periodicamente, es el principal objeto de estudio en la fisica del
estado solido, y que aun mantiene un lugar importante en fisica de materia
condensada [Duan, 2005].

Figura 8. Equisgrafia original tomada por Von
Laue, Friedrich y Knipping en 1912, haciendo
incidir rayos X sobre un cristal de sulfato de
cobre.

Por ejemplo, el arreglo atdbmico en el aluminio proporciona buena
ductilidad, en tanto que en el hierro es la causa de una buena resistencia.
Los transductores cerdmicos capaces de detectar tumores en el cuerpo
humano se basan en un arreglo atdbmico que produce un desplazamiento
permanente de las cargas eléctricas dentro del material [Askeland, 1998].

Muchos de los materiales que nos rodean (semiconductores, metales)
estan conformados por un gran ndmero de atomos distribuidos en el
espacio de manera ordenada, formando una red cristalina. Para formar esta
red cristalina son necesarias dos cosas: una base y una red; siendo la base
un grupo de atomos y la red un sistema de puntos matematicos en donde se
coloca la base [Kittel, 2005].

11



La red difiere de un material a otro tanto en tamafio como en forma,
dependiendo de los atomos y del tipo de enlace entre ellos [Askeland,

1998].

La celda unitaria es la subdivision de la red cristalina la cual sigue
conservando las caracteristicas generales de toda la red. El tamafio y la
forma de la celda unitaria esta descrito mediante los parametros de red. Un
sistema cubico requiere de solo un pardmetro de red que viene siendo la
longitud de una de sus aristas en tanto que una celda unitaria compleja
como lo es la celda triclinica se describe mediante tres longitudes y tres

angulos.

En tres dimensiones sélo existen 14 diferentes arreglos o patrones
atomicos que son base de cualquier material cristalino, como se muestra en
la figura 9. Estos arreglos atdmicos reciben el nombre de Redes de Bravais,

en honor al cientifico Frances que las estudio [Szwacka, 2000].

Podemos definir a las redes de Bravais como un arreglo infinito de
puntos discretos con un acomodo y orientacion que es exactamente igual,

desde cualquiera de los puntos de la estructura.

cubic body-cubic

- 7 d i A
A > - g '
e p S | e //
oo [
/ / / [ | I
/ e g / / L f
fozTs b/ / ~/ | A
/ 'I}'O:"," / / I/’U,\‘,- / f .
S av eyl | 7] / [ e/
foa TS [~ a {/
L 1
triclinic monoclinic base-centered
S L TR Tt
\ h . .
I BTN / e
orthorhombic base-centered body-centered face-centered
T = :
| I
|c | [ ]
| |
joN 5
e e //
d ./ d /s
tetragonal body-centered
A //
,/ ! e S
/ ! /
i L
.
SNONE
/o xNa
ATy A
Lo 7
a
rhomboherdral
S
- - [l
I I |
| I s ! ¢
a ' T @
| | L.
A A
‘,L_/Ln‘_—' b - — |- 5 - @ /
-4 / . /

face-centered cubic

Figura 9. Las 14 redes de Bravais.

12



Cada punto en el espacio del arreglo cristalino puede ser unido mediante
vectores de traslacion de la forma:

a,=ha +ha, +ha, (1.1)

Siendo a;, a, y az vectores no paralelos entre si, denominados
vectores primitivos y hy, h,, hs nimeros enteros llamados indices de Miller
(Figura 10). Dichos vectores primitivos dan origen a un paralelepipedo
(2D) conocido como la celda primitiva. Mediante la repeticion infinita de

ésta, es posible obtener toda la estructura cristalina por lo que resulta de

2| ] ¢ gran importancia
encontrarla. Cabe
seflalar que la celda
primitiva sélo contiene
- un elemento de la
i 2 o estructura, por lo que es

(010 la celda de minimo
Figura 10. Ejemplos de indices de Miller en una | yolumen.
estructura cubica simple.

[=

Existen diversas formas de obtener la celda primitiva entre ellas esta
el meétodo de Wigner-Seitz, el cual consiste en dibujar lineas rectas desde
un determinado elemento de la red conectandolo con los elementos mas
cercanos, luego se trazan lineas rectas que bisectan las primeras lineas
dibujadas y finalmente la celda primitiva es el area contenida de la
interseccion de las bisectrices.

Los indices de Miller por su parte se
utilizan como una notacion abreviada para
identificar ciertos planos de &tomos significativos
[Askeland, 1998]. Por ejemplo, los metales se
deforman a lo largo de aquellos planos de &tomos
que estdn empaguetados mas estrechamente. De
alli su importancia al especificar la orientacion de
los planos cristalinos [Szwacka, 2000].

Figura 11. Patron de
difraccion producido por
estructura cristalina.

Podemos estudiar la estructura de un cristal
(Figura 11) a través de la difraccion de electrones (Rayos-X), asi como
también de la difraccidon de neutrones y fotones [Kittel, 2005]. Cuando un
haz monocromatico del mismo orden de magnitud que el espaciamiento
atdbmico del material lo golpea, los rayos X se dispersan en todas
direcciones. La mayor parte de la radiacion dispersa por un atomo anula la
dispersada por otros atomos. Sin embargo, los rayos X que golpean ciertos
planos cristalograficos en angulos especificos se ven reforzados [Askeland,
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1998]. La diferencia de camino éptico entre dos rayos adyacentes es
2dsin®, donde 6 es el angulo de incidencia (Figura 12). Para los rayos que
interfieren constructivamente esta diferencia de camino debe ser un nimero
entero de longitudes de onda, que conduce a la condicion de Bragg:

nA=2dsing, (1.2)

donde él entero n se conoce como el orden de la refleccion correspondiente
[Kittel, 2005].

""1 Incident B
. _plane wave _,.z"'
H‘-»_ﬂ__ : \_‘__ r- __:,
—® @ ] “f 208
dI ~a_ H B "/" Ed sin 6§
e o o 7 { ‘e @  Constructive interferend
dsin® when
e o e o o @ ni=2dsin 6
Bragg’s Law
® . ® ® [ g9
Figura 12. Obtencion ley de Bragg.

Si consideramos un sistema de puntos R que constituyen una red de
Bravais y una onda plana, e"". El sistema de todos los vectores de onda K
que producen ondas planas con la periodicidad de cierta red de Bravais es
conocida como la “red reciproca”. Podemos caracterizar a la red reciproca
como un sistema de vectores de onda K que satisfacen

e =1, (1.3)

para todo r en una red de Bravais. Esta red reciproca se construye a partir
del sistema de vectores primitivos de la red directa de la siguiente forma:

Rl

| x

b, =2

X |2l

m
[ ]
gy

(1.4)

X |
S

le X

Dl
°

b §1><§
a e (a,xa)

La celda primitiva de Wigner-Seitz de la red reciproca es conocida
como la “primera zona de Brillouin”, cabe sefialar que existe mas de una de
estas zonas, pero la informacién que contienen del sistema esta incluida en
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la primera zona de Brillouin; de aqui nace la importancia de encontrar y
estudiar esta zona [Ashcroft, 1976].

Asi como existen materiales con una estructura muy ordenada
también estdn aquellos materiales con una estructura amorfa, algunos de
ellos son parte de nuestra vida cotidiana, de este tipo de materiales se
hablara en el siguiente tema.

1.5 Materiales Desordenados (Amorfos)

Desde tiempos muy remotos, los materiales desordenados han tenido un
impacto muy importante en dos areas claves para el desarrollo de la
civilizacion: la economia y la energia. A fines del siglo XIX se pensaba que
los electrones, con sus cargas opuestas a los ndcleos, deberian tener el
papel de estabilizar los sdlidos, actuando como el “pegamento” que une a
los atomos. Estas ideas fueron desarrolladas posteriormente —usando la
mecanica cuantica, que estaba en plena fase de construccion— y ya para
1930 existia una teoria del estado solido que explicaba diversos fendmenos
con gran éxito.

En 1932 ya se sabia con certeza que los vidrios comunes no son
cristales. La estructura de un vidrio es desordenada o amorfa, donde puede
notarse que la estructura no es periddica de largo alcance (Figura 13)
[Naomis, 2003]. Se asigno el termino “amorfo” a esta estructura antes de
que la difraccion de rayos X mostrara que si existe un ordenamiento, pero

es de corto alcance [Reyes, 2000].
: . g ' : : : : T/J\\/U\ T/H\T/J
“ ”\/“r”\/“r“

Flgura 13. Comparauon entre una estructura cristalina y una estructura
amorfa.

Los materiales amorfos no son algo nuevo, la mision del Apolo
recuperé unos de esos materiales en la superficie lunar, que data de
millones de afios [Naomis, 2003]. Ejemplos de materiales desordenados
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son los plésticos, los vidrios metalicos, los vidrios de espin, los vidrios
calcogenoides, los cristales liquidos y los semiconductores amorfos.

Desde un punto de vista estructural, los solidos amorfos se clasifican
segun si estdn compuestos por redes tridimensionales no periddicas (vidrio,
Figura 14), moléculas individuales de cadena larga (polimeros y plasticos)
u ordenaciones intermedias entre estos 2 casos limite (cristales liquidos)
[Reyes, 2000].

Vs 7y B En el material amorfo las cadenas estan
ol B f | mas separadas que en la estructura laminar y esto
K se refleja en una disminucion de la densidad,

aungue se tenga la misma composicién quimica.

E F Y parre N A .
Fi ‘!14 V.d'.#‘ " g . Los factores que favorecen la formacion de
lgura 14. Vidrio (silicato |\, s4ido amorfo en lugar de uno cristalino son la

30d1c0). alta velocidad de enfriado desde el estado liquido
al solido, la alta direccionalidad del enlace y la baja pureza del material.
Las propiedades unicas de difusion ionica en los vidrios adicionados con
impurezas los hacen candidatos a ser utilizados en baterias de estado solido
con gran capacidad de almacenamiento y bajo
peso

Recientemente, las fibras oOpticas (Figura
15), hechas a base de los mismos vidrios que
descubrieron los fenicios, han producido una
revolucion en la transmision de informacion,
debido a su costo, capacidad y minimas pérdidas
energéticas [Naomis, 2003]. Asi mismo la fibra
Optica tiene aplicaciones en la medicina, en la
tecnologia laser y en los sensores. Un ejemplo
interesante del uso de la comunicacion por fibra Optica en la ciencia es la
avanzada red desarrollada en el Gran Colisionador de Hadrones en el
CERN en Ginebra que puede transferir grandes cantidades de informacion
obtenidas por los detectores de particulas para los centros de computo en
todo el mundo.

Figura 15. Fibra optica.

Debido a los revolucionarios logros, relativos a la transmision de la
luz en las fibras Opticas empleadas para la comunicacion, la Real Academia
Suiza de la Ciencia, otorgd la mitad del premio Nobel de Fisica 2009 a
Charles K. Kao. La otra mitad se otorgo a dos cientificos Willard S. Boyle
y George E. Smith quienes inventaron el CCD (Charge-Couple Device)
sensor de imagen.
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1.6 Estructuras Desordenadas

La estructura del vidrio es similar a la de un liquido, no existe un arreglo
definido de largo alcance, pero sus propiedades elasticas son tipicas de un
solido isotropo. Se obtiene en un reactor de fusion, en donde se calienta una
mezcla de arena silica y 6xidos metalicos, pulverizados o granulados. La
fusién forma un liquido viscoso que se hace transparente y homogéneo a
una temperatura superior a 1000 °C [Reyes, 2000].

Los cationes metalicos tienen un enlace no direccional, debido a su
simetria electronica muy proxima a la esférica. Cuando los metales puros o
sus aleaciones habituales son enfriados por métodos modernos, a altas
velocidades (10* a 10° °C/s), se pueden obtener materiales amorfos.

Los polimeros son compuestos moleculares de cadena larga. Su
composicion quimica es a base de C, H, y O principalmente, en algunas
ocasiones pueden presentar F, N, P, Sy Si entre otros. En la mayoria de los
casos el C forma la columna vertebral de las cadenas. Los polimeros son
resultado de la unién de moléculas simples (Monomeros) mediante una
reaccion quimica denominada polimerizacién. EI nimero de monomeros en
una cadena se denomina grado de polimerizacion y puede variar desde 100
hasta 100,000 [Reyes, 2000].

Los polimeros cuyos
monomeros son relativamente
sencillos en cuanto a su geometria,
desarrollan cierto grado de
ordenamiento  formando  cristales
segun como sean enfriados (Figura

Cadenas molecuiaras

16). Sin embargo no todo el material .
cristaliza. Ejemplos de materiales
plasticos parcialmente cristalinos son
el polietileno, polipropileno isotactico, Nylon y el politereftalato de etilen
glicol (PET) [Reyes, 2000].

Figura 16. Polimeros

Cuando los polimeros son sometidos a altas temperaturas se vuelven
liquidos muy viscosos en los que las cadenas estdn constantemente en
movimiento cambiando su forma y deslizdndose una sobre otras. A
temperaturas muy bajas, el mismo polimero se convierte un solido duro,
rigido y fréagil.
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Muchos de los sélidos amorfos son mecanicamente resistentes, duros
extraordinariamente resistentes a la accién quimica, fisica y poseen
propiedades elasticas muy valiosas. Cabe sefialar que la gran mayoria de
las sustancias amorfas son inatiles como materiales de construccion.

Las sustancias amorfas pueden sufrir un cambio en su plasticidad
antes de estar en condiciones de ser trabajadas. Generalmente se las vuelve
plasticas por algin cambio en su condicion o constitucion. Mientras estan
en este estado plastico, las sustancias son modeladas, se les da forma o se
las trabaja y luego se hacen rigidas y resistentes por destruccion de
plasticidad.

Muy recientemente se han fabricado aleaciones metélicas formadas
por hasta unos 8 elementos, que resultan ser amorfas a velocidades
moderadas de enfriamiento (1°C/s). En este caso, para obtener el estado
amorfo, se aprovecha el “alto grado de impureza” del material.

1.7 Tipos de Impurezas

Realmente no existen los cristales perfectos ya que estos presentan varios
tipos de imperfecciones y defectos, que afectan muchas de sus propiedades
tanto fisicas como mecanicas, también influyen en algunas propiedades de
los materiales a nivel de aplicacion tecnoldgica, por ejemplo la capacidad
de formar aleaciones en frio, la conductividad eléctrica y la corrosion. Las
imperfecciones se clasifican segun su geometria, por ello tenemos defectos
puntuales o de dimension cero, defectos lineales o de una dimension
Ilamados también dislocaciones y defectos de dos dimensiones.

También pueden incluirse los defectos macroscopicos tales como
fisuras, poros y las inclusiones extrafas.

Un lugar que deberia estar ocupado por un &tomo
°0 O 9000 a veces esta vacio, este defecto recibe el nombre
@900 @ @ @ ge vacancia (Figura 17). En un metal con
QDO DD Q| elementos aleantes, un lugar que normalmente
DPDPDDPDP P Q@ | esta ocupado por el metal huésped puede ser

ocupado por otro &tomo de radio atomico similar,

Figura 17. Vacancia.

este defecto se Illama &atomo de impureza
sustitucional (Figura 18).
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Cuando los éatomos de impureza son
considerablemente mas pequefios que los atomos
del metal huésped, pueden alojarse en los huecos
0 intersticios de la red cristalina, este defecto se

Ilama &tomo de impureza intersticial. (Figura 19)

[Hinojosa, 2000].

OQQQOQOQ
@929 00
QP9I 9009

Q99099000

Figura 19. Intersticial.
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Figura 18. Sustitucional.

QD

Las dislocaciones (Figura 20) son defectos
que dan lugar a una distorsion de la red centrada
en torno a una linea. Se crean durante la
solidificacion de los soélidos cristalinos o por
deformacion plastica, por condensacion de
vacantes. Entre los tipos de dislocaciones que
podemos encontrar estan, las de cufia, las

helicoidales, (los cristales con frecuencia exhiben mezcla de estas
dislocaciones) las de borde y las de tornillo.

También tenemos defectos interfaciales o superficiales, los cuales
son limites o bordes o planos que dividen un material en regiones (Figura
21), cada una de las cuales tiene la misma estructura cristalina pero

diferente orientacion.

Figura 20. Dislocacién.

Figura 21. Borde o limite
de grano.

Hasta ahora hemos realizamos una descripcién de algunos de los defectos o
impurezas presentes en los solidos. A continuacién haremos una particular
revision de solidos gue no son ni ordenados ni desordenados.
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1.8 Materiales Aperiodicos

La cristalografia se encarga de caracterizar todos los tipos de simetrias
posibles de los arreglos atomicos de los sélidos. Después de dos siglos de
estudios efectuados en el area de la cristalografia, solo se validaba la
premisa que la materia sélida se podia ordenar de dos formas: amorfa y
cristalina. Dichas afirmaciones perduraron hasta que en noviembre de
1984, D Shechman, I. Blech, D. Gratias and J. W. Cahn en el U.S. National
Bureau of Standards (ahora el Nacional Institute of Standars and
Technology) anunciaron que habian observado mediante la difraccion de
electrones una simetria 5 en un enfriamiento rapido de aluminio con 10 a
14 por ciento de manganeso (aleacion de 86% de Al y 10% - 14% de Mg)
[Shechman, 1984].

Posteriormente se encontraron otros con simetrias rotacionales de 8,
10y 12 por los investigadores Ranganathan, Bendersky, Nissen, Kuo, y sus
colaboradores. Estas aleaciones eran meta-estables y habian sido
transformadas mediante tratamientos de calor sobre las mezclas cristalinas
en equilibrio de fases. Otros cuasicristales que han sido descubiertos son
las aleaciones de: Al-Li-Cu, Al-Fe-Cu, Al-Ni-Co, el Al-Cu-Co y Al-Pd-Mn

Después de las inevitables controversias que se presentaron en un
inicio, la clave para entender estas nuevas simetrias finalmente fue
encontrada en una generalizacion mas amplia de la cristalografia,
situandose en el hiperespacio, por sobre las 3-dimensiones.

La investigacion de los materiales cuasicristalinos ha demostrado
varias caracteristicas deseables como alta dureza, baja friccion, resistencia
a la oxidacion y corrosion, baja conductividad térmica y eléctrica e
inusuales propiedades dpticas. A la vez, posee mucha fragilidad a gran
volumen, por lo que no es trivial fabricar cuasicristales grandes; esto ha
impulsado a diversos grupos de investigacion a lo largo del mundo al
estudio de las estructuras y las aplicaciones de los cuasicristales, tratando
de mantener las propiedades quimicas, mecanicas y oOpticas al reducir la
fragilidad.

Las aleaciones cuasicristalinas son materiales relativamente duros.
Por ejemplo la dureza de Vickers del -cuasicristal decagonal
Al;,Co15Cu,Siz, medidos a la temperatura del laboratorio es 9.5 GPa y
para el icosaédral Al;,,Pd,yMng es 7.8 GPa. En comparacion con los
valores de dureza para el acero que van desde 1.8 a 7.7 GPa.
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Las propiedades mecanicas de materiales cuasicristalinos cambian
drasticamente a temperaturas elevadas. En el Al;;PdyxMng la dureza
disminuye con la temperatura, alcanzando aproximadamente 0.2 GPa a los
700 °C, una temperatura a la cual este material puede deformarse con gran
facilidad. El Icosaedro Al,osPd,;Mngs se ha vuelto una clase de material
de referencia para los estudios de propiedades fisicas. Esto también se
sostiene para los experimentos de las deformaciones plésticas dado que es
la Unica aleacidn icosaedrica que puede hacerse crecer por la técnica
Czochralski.

Los cuasicristales también se caracterizan por tener baja
conductividad térmica y baja difusion térmica. Estas propiedades son
importantes para las aplicaciones en capas de superficies, como
reforzamiento de materiales blandos. Presentan una expansion térmica
similar a elementos como el acero, pero menores que el Al Mas
recientemente se han estudiado las fases icosaédricas basadas en el titanio.
El descubrimiento de nuevas fases icosaédricas de aleaciones tales como el
Al-Pd-Re y Y-Mg-Zn, y la observacion de precipitados con morfologia
icosaédrica evidente en aceros inoxidables.
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1.9 Estructuras Aperiodicas

Las fases cuasicristalinas fueron descubiertas por primera vez en la
transicion metalica de la aleacion de aluminio rico en Mn en el rango de
composicién 10-14%. El templado de esa aleacién desde una fundicion,
produjo una mezcla de aluminio y fases cuasicristalinas, las cuales fueron
de poca dimension. Luego, otra clase de fases cuasicristalinas fueron
descubiertas en aleaciones de Mg-Al-Zn.

Los cuasicristales son materiales con orden de largo alcance
perfecto, pero sin periodicidad de traslacion. Lo primero se manifiesta en la
ocurrencia de los puntos sostenidos de la difraccion y el dltimo, en la
presencia de una simetria rotatoria no cristalografica. Los cuasicristales los
podemos clasificar a través de su estructura o bien mediante su
composicion, lo cual se muestra en la tabla No. 1.

Tabla No. 1
Clasificacion de la Cuasi-cristales
Estructura Composicion

2D 3D Octagonal Decagonal | Dodeca- Icosa-

gonal hedral

Octagonal con Icosahedral V-Ni-Si Al-TMy Cr-Ni Al-Mn

simetria 8 (ejes: 12x5,
20x3,30x2)
Decagonal con Cr-Ni-Si Al-Ni-Co* V-Ni | Al-Mn-Si
simetria 10
Dodecagonal Mn-Si Al-Cu-Mn | V-Ni-Si Al-Li-
con simetria 12 Cu*
Mn-Fe-Si Al-Cu-Fe Al-Pd-
Mn*

Al-Cu-Ni Al-Cu-Fe

Al-Cu-Co* Al-Mg-

Zn
Al-Cu-Co- Zn-Mg-
Si* RE

Al-Pd-Mn* Ti-TM,

V-Ni-Si V-Ni-Si

Cr-Ni Pd-U-Si

TM, =Ir, Pd, Pt, Os, Ru, Rh, Mn, Fe, Co, Ni, Cr

RE = La, Ce, Nd, Sm, Gd, Dy, Ho, Y

TM, = Fe, Mn, Co, Ni

* = Fases estables [S. Weber, http://jcrystal.com/ste®enweber/qc.html]
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Estas estructuras se pueden modelar por varios métodos como son
inflacion, adicion, corte y proyeccion, etc. Las formas para generar una red
aperiddica son abordadas en los subsecuentes temas.

1.9.1 Método de Corte y Proyeccion

Podemos generar una red cuasiperiodica unidimensional a partir de una red
periodica bidimensional, como la que se muestra en la Figura 22,
empezando desde una red bidimensional cuadrada con parametro de red a,

p(xy)=>_6(x—na)-5(y-ma), (1.5)

donde n, m son enteros.

Se dibuja una linea recta R; en un angulo de inclinacion a. Si la
pendiente de esta linea es irracional, entonces esta linea no podra tocar
cualquier punto de la red cuadrada. Los puntos de la red proyectados sobre
la linea R pueden formar una red cuasiperiodica, siempre que los puntos
de la red proyectada estén limitados dentro de una franja con un ancho A a
lo largo de R, que es perpendicular a R;.

Al considerar el caso en que tan o = 7, siendo © = (1 + \5)/2 =
1.618034 la razon aurea, el intervalo entre los puntos vecinos proyectados
seraL =acos ¢ 0 S = asen a, mientras que el ancho de la franja A = a(cos
a + sen a), obteniéndose de este modo la red de Fibonacci a lo largo de Ry
Este es el denominado método de corte y proyeccién [Duan, 2005].

Figura 22. Método de Corte y
Proyeccion.

Esta es una de la formas en las que podemos obtener una cadena de
Fibonacci, otras formas de generarla se abordan en la siguiente seccion.
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1.9.2 Metodos de Inflacion, Deflacion y
Adicion

Recordando el problema de la cria de conejos que fue tratado por el
matematico Fibonacci en 1202: Los pares de conejos grandes y pequefios,
Ay B respectivamente, los cuales después de una generacion, un par de
conejos grandes tienen un par de pequefios conejos, mientras que un par de
pequefios conejos crecen hasta ser conejos grandes, de acuerdo a la
siguiente regla de sustitucion:

A—> AB, B A (1.6)

Al emplear la regla anterior se obtiene la secuencia de la siguiente

forma:
B —> A— AB — ABA — ABAAB —> ABAABABA —...... (1.7)

Este es el denominado método de inflacion. La red de Fibonacci
muestra una estructura autosimilar (Figura 23). La autosimilaridad implica
que existen reglas de inflacion y deflacién para transformar una secuencia
de Fibonacci en otra con diferente escala. Esto se logra mediante la
siguiente regla de sustitucion:

L>LS, S—>L (1.8)

Figura 23. Autosimilaridad de la secuencia de
Fibonacci.

Esta es la forma de realizar la deflacion [Duan, 2005]. En cambio
para el caso de la secuencia de Thue Morse se tiene la siguiente regla de
sustitucion:

L—>LS, S—SL, (1.9)
Implica que:

L—> LS - LSSL — LSSLSLLS — LSSLSLLSSLLSLSSL —...... (1.10)
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y para la secuencia de Doble periodo se tiene:
L—>LS,S—LL (1.11)

entonces:
L—>LS > LSLL - LSLLLSLS — LSLLLSLSLSLLLSLL —...... (1.12)

Otra manera de obtener la secuencia de Fibonacci es mediante el
empleo de la relacion de recurrencia:

Fn = Fn—l + I:n—2 (113)

Donde n es la generacion de la secuencia. Para utilizar esta relacion
de recurrencia se requieren de dos parametros iniciales F1=Ay F, = AB; a
esto se le denomina método de adicion. El cual se muestra de en la
siguiente en la tabla N, 2.

Tabla N, 2
Secuencias de Fibonacci
Generacion (n) A—AB, B>A Fo=FnitFao
1 A A
2 AB AB
3 ABA ABA
4 ABAAB ABAAB

Esta no es la Unica secuencia aperiddica que podemos encontrar,
como ya habiamos mencionado también existe la secuencia de Daoble
Periodo, la secuencia de Thue Morse y la secuencia de Rudin Shapiro.

En la tabla N, 3 muestran las primeras generaciones
correspondientes a la secuencia de Thue Morse y de Doble Periodo, asi
como también las expresiones de recurrencia que pueden ser empleadas
para su construccion.

Tabla N, 3
Doble Periodo y Thue Morse
Formula Recurrencia | DP, =DP,41+2*DP,, ™, =TM,+TM |,
Generacion (n) Doble Periodo Thue Morse
1 A A
2 AB AB
3 ABAA ABBA
4 ABAAABAB ABBABAAB
5 ABAAABABABAA | ABBABAABBAAB
ABAA ABBA
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Note que la secuencia de Thue Morse tiene una simetria de espejo por
construccién. No solo tenemos so6lidos aperiodicos unidimensionales sino
que también se modelan sistemas aperiodicos bidimensionales.

1.9.3 Mosaicos de Penrose

Los aspectos tanto matematicos como estéticos de los mosaicos
cuasiperiddicos han atraido la atencion mucho antes que se descubrieran
los cuasicristales [Penrose, 1974]. Bruijn ha desarrollado importantes
técnicas para la construccion y analisis de los mosaicos de Penrose [Bruijn,

1981]. Aunque los mosaicos de Penrose son originalmente mosaicos 2D
(Figura 24).
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Figura 24. Teselas de Penrose.

Existen diferentes modelos de mosaicos que reflejan una simetria de
rotacion diferente al decagonal, asi como las simetrias de dimension
superior. Una version de los mosaicos de Penrose es un mosaico rombico,
compuesto por dos formas de baldosas, denominadas usualmente como
“flaco” y “gordo” las cuales la podemos ver en la figura 25. Las reglas de
correspondencia para formar el patron rombico de Penrose fueron

formalmente expresadas por Bruijn [Bruijn, 1981]. Las reglas son las
siguientes:

1.- Cada frontera de cualquier mosaico de Penrose puede ser
marcado por una simple o una doble cabeza de flecha, asi que cada uno de
los mosaicos “gordo” 6 “flaco” esta marcado de la misma forma.
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2.- Existen solo 8 distintas configuraciones de marcas de flechas
alrededor de los Vértices; las cuales se muestran en la figura 26.

Mientras estas reglas restringen las posibles configuraciones de los
bloques basicos de construccion, existen adicionales restricciones; las
cuales son clasificadas en sitio forzado, sitio no forzado y sitio marginal.

1 1L
T -
Figura 25. Rombos basicos en V4

los mosaicos de Penrose

Figura 26. Las ocho configuraciones de vértices
permitidos con el borde de flecha de los mosaicos de
Penrose

Una forma alternativa de crear un mosaico de Penrose es mediante el
empleo de dos poligonales cerrados de cuatro lados: uno concavo
denominado “dardo” y otro convexo con forma de barrilete denominada
“cometa”. Este par de figuras se deducen de un rombo cuyos angulos
internos son de 72 y 108 grados mostrados en la figura 27.

s
,/ J,u" 108 2 .-"f ';2 R .f /r;\
¢ /] \
7 / / £ 2 ao
{ . 7/ P S Y \

P - roisos F—e— ?—9—|

Figura 27. Se muestra la cometa y el dardo, lado derecho de
a imagen..

Para evitar producir teselados periddicos, debemos evitar unir los
dardos y las cometas de manera tal que formen un rombo.

La proporcion aurea en que se presentan las cantidades de elementos
componentes, sumada a la proporcion aurea entre las dimensiones de los
modulos, impone una “irracionalidad ordenada”, comparable a la serie
numerica de Fibonacci.
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1.10 Funciones Cuasiperiodicas

Las funciones cuasiperiédicas son una generalizacion de funciones
periodicas y aparecen de forma natural en el modelado de fendmenos
relacionados con varias frecuencias.

Una funcion f: R — R es cuasiperiddica si existen constantes reales
,,,,, @y Y una funcién continua F: R R, 2n-periodica en cada variable
de modo que podemos expresar a f como:

f(t)=F(ao/t,.. o). (1.14)

Para cadat [] R, en @y son las frecuencias basicas o frecuencias

simples. El vector

a

a)=(a)l,...,a)d) , (1.15)

es también llamada la vector de frecuencia. EIl hecho de que F sea continua
y 2m-periodica en cada variable significa que uno puede considerar ésta
como una funcién de T — R. Aqui T, el toro, es el espacio cociente

T =R/(270). (1.16)

Estos elementos serdn llamados angulos. Para superar la falta de unicidad,
podemos imponer la condicidn que las frecuencias basicas de una funcion
cuasiperiodica, @, . @q4, son racionalmente independientes. Esto significa
que solo la combinacion de enteros k;...kq /7 O pueden satisfacer la
relacion

ko, + Ko, +......+ K,y =0 (1.17)
de forma con k; =.... = kg = 0. En general, una funcion es cuasiperiodica
si puede ser expresada como una superposicion de funciones cuyos

periodos son inconmensurables (es decir, su proporcion es irracional) uno
respecto del otro.
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Capitulo 2 Transporte Electrénico

2.1 Introduccion

Entre las teorias de la conductividad eléctrica en metales basada en el
promedio de las velocidades se encuentra la desarrollada por Drude en
1900. Lorentz en 1905 reinvestigo el problema usando la ecuacion de
transporte de Boltzmann y un modelo simplificado para colisiones entre los
electrones y atomos en la red. En 1928 Sommerfeld recalculo las
conductividades desarrolladas en la teoria de Lorentz remplazando la
estadistica clasica por la estadistica de Fermi-Dirac, asi mismo asumié que
el tiempo de relajacion puede ser definido como funcion de la energia de
los electrones solamente [Dekker, 1958].

La comprension de muchas de las propiedades de los electrones en
los cristales aperiodicos han sido obtenidas mediante el estudio de modelos
simples, entre ellos el mas empleado es el modelo de amarre fuerte. Al
igual que los fonones, los electrones se comportan de una manera mas
variada en sistemas cuasiperiodicos que en los periodicos. Las funciones de
onda pueden ser extendidas, localizadas o criticas, estas ultimas se
presentan en la transicion metal-aislante, en sistemas desordenados y en
cristales aperiddicos. Las funciones de onda criticas pueden decaer como
una ley de potencias [Janssen, 2007]. En el presente capitulo se desarrollan
el modelo de amarre fuerte, las funciones de Green como medio para
obtener la densidad de estados y la transmitancia para sistemas aperiodicos
dentro del formalismo de Landauer en una y dos dimensiones.

2.2 Funciones de Bloch

Las funciones de onda que son soluciones a las ecuaciones de Schrodinger
con un potencial periddico propuestas por F Bloch son de la forma:

¥, (r)=u(r)e" (2.1)

donde u(r) es un potencial periddico, es decir, u,(r+T) = uk(r), para toda
T, vector de traslacion en una red de Bravais [Kittel, 2005].
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Por lo que el teorema de Bloch se expresa:

Cualquier solucion (fisicamente aceptable) de la ecuacion de
Schrodinger en un potencial periddico toma la forma de una onda plana
viajera modulada en la escala microscopica por una apropiada funcion
con la periodicidad de la red [Grosso, 2003].

Asi entonces la funcién de onda de un electron de la forma (2.1) es
denominada funcion de Bloch y puede ser descompuesta en una suma de
ondas viajeras. Las funciones de Bloch pueden ser ensambladas en
paquetes de onda para representar electrones que se propagan libremente a
traves del campo potencial del nacleo del ion.

2.3 Amarre Fuerte

Existen dos puntos de inicio diametralmente opuestos para obtener las
eigen-energias, E(k), y las eigen-funciones W .(r), en sélidos cristalinos.
Uno, el modelo de electron casi libre (NFE, en sus siglas en ingles), toma el
punto de vista que en un solido el potencial total efectivo que siente cada
electron es suficientemente débil para ser tratado mediante el método de
perturbacion. Otro punto de vista es considerar que los solidos estan
compuestos por atomos los cuales han sido traidos desde una distancia
relativamente infinita. Es entonces natural tratar de expresar las funciones
de onda desconocidas como una combinacion lineal de orbitales atomicos
(LCAO, en sus siglas en ingles). Para simplificar un poco el problema se
considera un atomo por celda primitiva del cristal, sélo un orbital atdbmico
por atomo, esta version simplificada del LCAO es denominada “modelo de
amarre fuerte” (TBM, por sus siglas en ingles) [Economou, 2006]

Este modelo se basa en las funciones de Wannier, las cuales son
transformadas de Fourier de las funciones de Bloch, localizadas en las
posiciones atomicas; son ortonormales entre si y forman una base
alternativa para las soluciones de la ecuacion de Schrodinger [Ashcroft,
1976]. El hamiltoniano de amarre fuerte (TBH) es de la forma:

H=>|0e €]+ [V, (m] (2.2)

donde cada estado |¢ > es un orbital atdbmico centrado en el sitio ¢; los sitios
{€} forman una red. La cantidad ¢ es la energia de un electron localizado
en el sitio ¢, V¢, es la matriz de elementos para la transferencia de un
electron del sitio € al m.
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Asi entonces, cuando los potenciales atomicos son muy fuertes y los
electrones se mueven esencialmente alrededor de un atomo simple con solo
una pequefia probabilidad de estar cerca de los atomos vecinos, entonces el
modelo de amarre fuerte es mas efectivo [Duan, 2005]

2.4 Funcion de Green y Densidad de
Estados

Las funciones de Green pueden ser definidas como una solucion de una
ecuacion diferencial homogénea de tipo [Economuo, 2006]:

[2-L(n)]G(r,r;2)=6(r-r), (2.3)

sujeto a ciertas condiciones de frontera para r 6 r” en la superficie S del
dominio Q de r y r’. Donde estamos considerando a z como una variable
compleja con A = Re {z}, s = Im {z} y L(r) un operador diferencial
independiente del tiempo, lineal y hermitiano que posee un sistema
completo de eigen-funciones {#,(r)}, es decir,

L(r)¢n(r) = ﬂ’n¢n(r) ! (24)
donde {¢.(r)} satisface las condiciones de frontera como G(r,r’;z). El
subindice n puede referirse a mas de un indice unico especifico para cada

eigen-funcién y le correspondiente eigen-valor. El sistema {¢,(r)} puede
ser considerado como ortonormal sin pérdida de generalidad, es decir,

[#(Ng,(ndr =5, (2.5)

la completes del sistema {¢,(r)} significa que,
4, (N, (1) =o(r-r). (26)

Cabe sefialar que n puede pertenecer a un conjunto de indices que
pueden tomar cualquiera de los valores discretos (para la parte discreta del
espectro de L) y/o valores continuos (para la parte continua del espectro de
L).
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Es mas usual usar la funcion de Green en la notacién de Dirac, teniendo la
siguiente forma:

(z-L)G(2) =1,
L|g.) =2, |¢.),

(B |b) =
16 o] =1

(2.7)

de las ecuaciones anteriores podemos obtener:

_s 18]
G(Z)_§ Z—A

n

(2.8)

de forma explicita esta ecuacion se escribe:

G(z) = %|¢>< +jdc ></f| (2.9)

C

Como L es un operador hermitiano, todos los eigen-valores {\,} son
reales. Por lo tanto si Im {z} # 0, entonces z = {A,}, lo cual significa que
G(2) es una funcion analitica en el plano z complejo excepto en los puntos
0 porciones del eje z real que corresponde a los eigen-valores de L

Si z coincide con alguno de los eigen-valores discretos de L (z = 4),
G no existe, como se puede observar en la expresion (2.8), G(z) tiene un
polo simple en la posicion de los eigen-valores discretos. Si z pertenece al
espectro continuo de L, entonces G usualmente existe, pero no esta
univocamente definido por que uno puede afiadir a cualquier G particular,
la solucion general de la ecuacion homogeénea correspondiente a (2.3).

Dos expresiones particulares, G* y G, son usualmente empleadas en
el caso donde el espectro continuo de L corresponde a una rama de corte.
Para sistemas desordenados infinitos, parte del espectro continuo puede dar
origen a la denominada frontera natural. EI comportamiento analitico de
G(2) esta resumido en la figura 28.

Debido a que L es hermitiano, todos los eigen-valores son reales; por
lo tanto las singularidades de G(z) estan en el eje z real.
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Discrete spectrum of ©f G(2). Contintious Continuous spectrum

L, ocaized spectrum of L, of L, extended
eigenstates. ocaized eigenstates
eigenstates.

Figura 28. Comportamiento analitico de G(2).

Asi entonces, para las ramas de corte de G(z) ( las cuales
corresponden a un espectro continuo asociado con eigen-estados
extendidos ) podemos definir los limites laterales como siguen:

G (r,r;A) = limG(r,r’; A +is),
s—0*

o . L. (2.10)
G (r,r;A)= IlrglG(r,r ;A —1S),
los correspondientes operadores G*(A1), G (A).
G*(1)= Iirgl G(A=is) (2.11)

Podemos expresar la discontinuidad, G(1), en términos de la funcién delta:
G(1)=G"(1)-G (1) =-275(A1—L), (2.12)
0 en la representacion r, r’
G(r,1's ) =271 X 5(A-An), (0 (1)~ [ 60~ 204, (0 (e | @.13)
Que después de integrarlo con respecto de “r” se obtiene:
[drG*(r,r;2) = [dr(rl5*(2)[r)=Tr{G"2)}

1
=Py
n -4

n

FirSS(A-1) (2.14)
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La cantidad X 5(1-4,)es la densidad de estados (DOS) en A, N(A); donde

N(L)dA nos da el numero de estados en el intervalo [A,A + dA]. Asi mismo
la DOS por unidad de volumen esta dado como:

N (1) = j p(r; A)dr | (2.15)
donde
_1 . 1 <
pr; ) =F=Im{G*(r,r; )}=——-G(r,r; 1), (2.16)
V/a 2ri
por lo tanto
N(1)= iilm{‘rrGi(}t)}, (2.17)

de esta forma obtenemos la densidad de estados. Por otra parte la funcion
de Green asociada al hamiltomiano de amarre fuerte es:

_y k]
G(Z)—Zk]Z_E(k), (2.18)
siendo
k)= Zcé [0)=c,> e""|e), (2.19)
y en una dimensién
E(k) =¢, +2tcos(ka) . (2.20)

Entonces la matriz de elementos G(z) son:

k) (k
G(f,m; 2) E<f|G(Z)|m>:Z%

, (2.21)
gikC(r=m)

=Ldj' dk =
N(27)" 7182 7 —E(2)

La integracion debe estar restringida a la primera zona de Brillouin (1BZ).
Asi entonces sustituyendo la ecuacion (2.20) en la (2.21).
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ika(¢/—m)

G(['m;z):LJ‘ﬂ/a dk e
27N J-xla 7 — g, —2tcos(ka)

(2.22)

i®(r-m)

:i g dCD € y CD=ka.

27 1—¢g,—2tcos(P)
realizando un cambio de variable w=e* a lo largo del circulo unitario
implica que:

1 @'
G(/,m;z)=——[|/d : 2.23
( ) 27rl|t|[-ﬂ wa)2+2xa)+1 (2.23)
donde
x=2"fo p=2f. (2.24)
B
Notese que el denominador dentro del integrando tiene dos raices:
p,=—X+x* -1
, (2.25)

2

P, =—X—VX -1

Donde x pertenece al intervalo -1 <x <1, entonces las raices se encuentran
dentro del circulo unitario y la integral (2.23) no esta bien definida. Por lo
tanto, esta condicién nos da el espectro continuo de H, el cual se encuentra
en el eje real E entre gy - 2 t] y gt 2 't|. Paraz gue no coincide con esta
linea singular, se obtiene G(¢,m;z) por el método de residuos:

/—m
G(tmz)=—2 e _ ! A (2.26)
|t| =P \(z-¢g,)" -B?
Para z que coincide con el espectro:
Fi o=
G* (¢, m:2) = il (xii\/l—xz) , (2.27)

JB = (E-5,)’

donde eg— B <E <¢o+ B, x = (E - &)/B.
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Por tanto la densidad de estados por sitio de una cadena periddica infinita
estd dada por:

‘9(B_|E_‘90|)

7B —(E-5,)

p(E)=F=Im{G* (¢,;;E)| = (2.28)

N |-

Este problema no esté restringido a casos de una dimensidn si no que se
puede llevar a sistemas multidimensionales por medio de las técnicas de
convolucién.
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2.5 Método de Convolucion

Para poder emplear el método de convolucion es necesario que el
hamiltoniano del sistema sea separable. EI hamiltoniano de amarre fuerte
en dos dimensiones es:

= ;‘90|i>| DGV pap =D D]
Vi iy [T+ D] D]
+Vei iy iy [ T =D (]
+Ves joayioiy [ )] 5+ D (]

= {28_20|'><J |+V(i—1,j),(i,j)|i_1><i|+v(i+1,j>,(i,j)|i+1><i|HZ| i) |}

+{Z|'><'|HZV(LJ1),(i,J) [ T=D 3|+ Ve [T+ |+?0| J><J|}
i j
—H,®1 +1,®H,
=H,+H,
AHP = H 4H, (2.29)

Como pudimos demostrar el hamiltoniano de amarre fuerte en dos
dimensiones es separable. Esto implica que:

HY =(H, ®1,+1,®H,)¥

=(E,®1,+1, ®E,)¥ (2:30)

Por otra parte tenemos que la funcién de Green asociada al
hamiltoniano en dos dimensiones esta dada como:

6, ()= S A 2ABKU[B)E], 231

a,B Z_(Ea+EB)

Y aplicando una propiedad de la funcion delta de Dirac:

fy) =] fx)s(y-xdy. (2.32)
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Se tiene que:

G iy (D) = J Z |k><-|B><B|I>5(y—EB)dy,

z—(E,+Y)

recordando:
m[G, (2)]=>_(I|a)(alk)S(E-E,); donde z=E+iz,

a

y separamos las sumas:

G iy (2) = _[ Z |k>Z<'|B><BII>5(y—EB)dy

Z- (E +Y)5

Se obtiene:

alk
Gr. iy (2) = I ZZ E, ly>)‘: “mlm[Gu(y‘HU)ﬂ

alk y

= ,,,HOIOOZ(Z Y) |E> Im[Gj|(y+|77)]dy

A ,
= =-—lim[" G, (z-y)Im[G, (y+in) ]dy

1

DOS?*°(z) = _% Im[G(r,j)(k,l)(Z)] = __{__“m G,| (y+in )}dy Im[Grk (z- Y)]

n'—0

:>DOSZD(z)_ I|m_|. Im[G,, (z-y)]ImG;j (y +in")dy

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Otro camino que podemos seguir para obtener la DOS*® de una forma

discreta es:

Gy (D) = I_iGrk(zy)Zij B)(B[1)5(y—Eg)dy

Gee. e (2) :ZﬁGrk(Z—YXHB><B|l>5(y—EB)dy

ls 1.
= =528‘,Iw6rk(2—y)§(y—EB)dy donde -~ =(j[B)(BI)

(2.37)

(2.38)
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Recordando nuevamente las propiedades de la funcién delta de Dirac
= G jyun (2) :éZB:Grk(z—EB) (2.39)
Para obtener la densidad de estados tenemos
DOS = —ilm[G i (@)] (2.40)

1
= DOS*°(z2) = — Im [G(,,j)(k,u) (Z)}

-~ Im[G, (2-E,)] (2.41)

11
= DOS?*(2)=—==—S'Im| G (z-E
() EQ; rr( B)

Esta funcion de Green
corresponde a la parte x

o 9 o 9 o

@ o 9o o o
o o T(i-1,))(i.j) f;.'f(i” i)(i.J) o o
) @ 0 S 9

o o o o o

Figura 2.29 Integrales de salto alrededor del atomo (i,j)

De esta forma se obtiene la densidad de estados para un sistema
bidimensional. A continuacién haremos una breve descripcién de algunos
métodos para estudiar la conductividad eléctrica.

39



2.6 Modelo de Drude

El descubrimiento del electron en 1897 por J. J. Thomson trajo consigo un
gran impacto en las teorias de la estructura de la materia y sugirid un
mecanismo para la conduccién en metales. Drude construyo una teoria de
la conduccion eléctrica y térmica mediante la aplicacion de la teoria de los
gases, (aun existiendo una fuerte interaccion electromagnética electron-
electron y electrén-ion) considerando al denso gas de electrones como un
gas neutro diluido, con ciertas modificaciones. Las suposiciones basicas del
modelo son:

1)

2)

3)

4)

Se desprecian las interacciones electron-electron y electron-ion. En
ausencia de un campo magnético un electron realiza un movimiento
uniforme a largo de una linea. Caso contrario, cada electrén efectla
un movimiento que se describe mediante las leyes de movimiento de
Newton.

Las colisiones entre electrones son eventos instantaneos vy
abruptamente alteran la velocidad de los mismos, es decir, ellos no
tienen interaccion antes ni después de la colision.

Se supone que la probabilidad por unidad de tiempo con que un
electrén experimente una colision es 1/t, donde t se el denomina
tiempo de relajacion, el cual es el tiempo entre dos colisiones
consecutivas.

Se considera que los electrones alcanzan un equilibrio térmico con
sus alrededores a través de las colisiones.

De acuerdo a estas suposiciones Drude desarrollo la primera teoria de la
conduccion electronica de los metales. A continuacion, abordaremos la
conductividad dc para un metal [Ashcroft, 1976].
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2.7 Conductividad Eléctrica dc para metales

En un conductor metalico que posee n electrones por unidad de volumen,
donde todos los electrones se mueven a una velocidad promedio (v) y
paralela a ella una densidad de corriente neta (J) que esta dada por:

J =-nev. (2.42)

En cualquier punto del conductor metalico los electrones se
encuentran moviéndose en diversas direcciones con distintas energias
cinéticas. En ausencia de un campo eléctrico externo la velocidad promedio
de los electrones es cero por lo que la densidad de corriente es cero. Por
otra parte cuando se aplica un campo eléctrico (E) los electrones se
aceleran a partir de cero durante un tiempo z. Por lo tanto, en solidos
isotropicos la velocidad promedio de los electrones es:

€
Vgom = —H T, (243)

y recordando que la resistividad esta definida como una constante de
proporcionalidad entre el campo eléctrico (E) y la densidad de corriente (J)
como:

E=pJ. (2.44)

Entonces se deduce la ley de ohm dentro del modelo de Drude, la
cual es la siguiente:

2
ELE -5 (2.45)
m

Donde la conductividad eléctrica dc (o) esta dada por:

ne’r

m .

o .= (2.46)

Esta expresion fue el resultado que obtuvo Drude para calcular la
conductividad eléctrica dc en metales [Ashcroft, 1976].
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2.8 Conductancia de Landauer

La conductancia (G) de una muestra tridimensional se relaciona con la
conductividad eléctrica (o) por

G=0—, (2.47)

w
L
donde L es la longitud y W el area de la seccion transversal de la muestra.

Para un conductor conectado a dos reservorios su conductancia puede
escribirse como [Landauer, 1992]

G :Z%MT (2.48)

siendo M el numero de canales transversales y T es la probabilidad
promedio sobre los M canales de que un electron inyectado por un
reservorio sea transmitido al otro. La ecuacion (2.48) puede deducirse
partiendo de un conductor ideal, es decir, sin colisiones (z—w). Si
adicionalmente el sistema es homogéneo la ecuacion conduce a que la
funcion de distribucion es una constante que puede normalizarse como uno.
Para un solo canal de conduccion la corriente puede calcularse como:

:__jld_E k=t [ gE = Sts) (2.49)
i dk Thm 7h

donde p; y p, son los potenciales quimicos de los reservorios que se
conectan al conductor. Ahora bien, sabemos que x, x4, =-eV , siendo V la

diferencia de voltaje aplicado. Por lo tanto
G=—"=""1, 2.50
\Y (2:50)

Si insertamos obstaculos al canal, el cual transmite electrones con un
probabilidad T, la conductancia se reduce a

G- 2;? T. (2.51)

Si el conductor tiene M canales transversales, la conductancia del
sistema esta dada por la ecuacion (2.48)
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Cabe mencionar que en el formalismo de Landauer la distribucion
del potencial es una consecuencia del flujo de electrones en el conductor,
contrario a lo convencional donde se considera a la corriente como una
consecuencia del voltaje aplicado. Ahora, si el potencial se promedia sobre
una region suficientemente grande para remover las oscilaciones debido a
interferencias, la transmitancia (T) en la ecuacién (2.48) se replaza por T /
(2-T) [Imry, 1999], esto es,

G =2—e2|v| T (2.52)
h  1-T

La principal diferencia entre las ecuaciones (2.48) y (2.52) radica en
el tipo de saturadores que se conectan al sistema. Si estos son fuentes de
corriente entonces se debe emplear la ecuacion (2.52). En cambio, si ellos
son conductores perfectos entonces debe utilizarse la ecuacion (2.48)
[Economou, 1981]. También, se cree que la ecuacidn (2.52) determina
Unicamente la conductancia del sistema, mientras que la ecuacién (2.48)
evalla la conductancia del sistema junto con sus contactos [Datta, 1995].
En suma, dentro del formalismo de Landauer la conductancia eléctrica es
proporcional a la transmitancia del sistema, la cual discutiremos a

continuacion.

2.9 Transmitancia

Consideremos una cadena finita de N 4tomos conectada a dos saturadores
periddicos semi-infinitos en sus dos extremos. Las auto-energias y las
integrales de salto entre los vecinos mas cercanos del sistema son
respectivamente {e,} y {tnn+1} Y l0s parametros de los saturadores son &g y
t. Dentro del formalismo de amarre fuerte la ecuacion de Schrodinger
estacionaria puede representarse matricialmente de la siguiente forma:

C ,=TC,, (2.53)

n+l n=n

donde T, es la matriz de transferencia

tn,n+1 1 (254)

y C,, el vector de las amplitudes de la funcion de onda en la base de
Wannier:
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e
C, = , (2.55)

para una cadena no periddica, la sucesion de matrices de transferencia
sigue la secuencia de ordenamiento de los &tomos y cuyo producto es:

T=TT1--~T1=(T“ lej. (2.56)

La anterior expresion describe la propagacion de un electron a lo
largo de dicha cadena. Consideremos una energia E dentro de la banda
permitida de la cadena, ya que en caso contrario, no hay propagacion del
electron, las ondas planas en los saturadores tienen la siguiente forma:

A ikna B —ikna’ Sl
‘Pn(k):{ SorEE st (2557)

Cce"™ +De ™™, n>N
Para el caso en el que el electron incide en el extremo izquierdo (n =
1), tenemos que k >0, A=1,B=r,C=x,y D =0, donde r y y son

respectivamente las amplitudes de reflectancia y transmitancia, las cuales
satisfacen la relacion:

12" +]r[ =1, (2.58)

de la ecuacion (2.57) se sigue que:

[Zeik(i:::)aj _ (Tll T, ](eika n re—ikaj | (2.59)
xe Ty, Ty 1+r

Por lo que encontramos [Suto, 1994]

2i(sin ka)e™\@

, . , 2.60
+1,-e" (z‘me"ka + 2'22) (2.60)

- —ika
7,,€

7,8+, -e" (7, +1
P 12 ( 21 22) 1 (2.61)

7,67 + 7, —e" (rne’”‘a + 1'22)
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donde el vector de onda k se relaciona con E y ¢, a través de la relacion de
dispersion de los saturadores, es decir,

E-g

cos ka = (2.62)

Por lo que la transmitancia (T) es:

4—(E /1)
[121 — 7y, +(7p — 7y, ) E/ ZI}2 +(7y +Z'll)2 (1— =5 /4t2)

T(E)=|x[ = (2.63)

La cual se relaciona con la conductancia del sistema dentro del formalismo
de Landauer como se ha discutido en la seccidn anterior.

Para estudiar la transmitancia en dos dimensiones se ocup0 la técnica de
convolucion, esto es posible debido a que el hamiltoniano del sistema es
separable demostrado en la seccion 2.5 por lo que la transmitancia en dos
dimensiones la podemos escribir como:

T*(E)=) T(E-Ey)

4-[(E-E,)/t] (2.64)
e [0~ +(72— 7)) (E—Eg )/ 2] + (7 +7, )" [1-(5-58)2/«2}

Ahora ya tenemos la herramienta necesaria para el analisis de la densidad
de estados y la conductividad eléctrica dc para sistemas aperiodicos tanto
unidimensionales como bidimensionales cuyos resultados se presentan en
los siguientes capitulos.
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Capitulo 3. Resultados
Densidad de Estados

3.1 Introduccion

Los sistemas de baja dimensionalidad han sido estudiados por su
simplicidad matematica, debido a que son muy dUtiles como limites
analiticos de los sistemas tridimensionales. Mas aun, los sistemas de baja
dimension son inestables ante perturbaciones dado que tiene un ndmero
reducido de primeros vecinos. Las propiedades de transporté son
enteramente diferentes en dichos sistemas, debido a la localizacion de las
excitaciones [Wang, 1999].

En el presente capitulo se muestran los resultados obtenidos para la
densidad de estados por medio de los metodos de renormalizacion para una
dimension y de renormalizacion mas convolucion para dos dimensiones,
todo dentro del formalismo de amarre fuerte para los tres sistemas
aperiodicos: Thue Morse, Doble Periodo y Fibonacci.

3.2 Una Dimension

Al aplicar los métodos de renormalizacién que desarrollamos para la
densidad de estados (DOS) de los tres diferentes sistemas aperiddicos,
mostramos en la figura 3.1 los espectros de DOS contra la energia (E) para
a) n=5 con 9 atomos, b) n=5 con 17 atomos y c) n=5 con 17 atomos para
sistemas de Fibonacci, Doble Periodo y Thue Morse, respectivamente. Los
parametros empleados fueron: auto-energias de sitios nulas e integrales de
salto ta=77 y ts=t con una parte imaginaria de la energia (n) igual a 10°.
Notese, como la altura de los picos es la misma en todos los espectros y
que tenemos el mismo namero de picos que de estados, dado que en una
dimension cualquier sistema es no degenerado. La altura de estos picos se
obtiene a partir de la expresion 3.1, al calcular la parte imaginaria de la
traza de la funcion de Green como se muestra a continuacion:

DOS(E+in):—%Im(TrG+(E+i77)) -

= DOS(E +i7) = -i(-ﬁ)
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Los picos del espectro se encuentran cuando E es igual a E,, por lo que de
la expresidn anterior se sigue:
— DOS(E +in) :1(12)
zon

— DOS(E +ir7) =
n

. (3.2)
Entonces la altura de los picos viene siendo el inverso de 7.
| | ! Ia) ! I |
32} -
16 - .
OF i i
~ b)
= 16} J
L
w
O
O 0t : :
c)
16 -
0 L " " L
-2 -1 0 1 2
E/|t|

Figura 3.1 Densidad de estados (DOS) versus energia (E), a) cadena de
Fibonacci de generacion n=5 con 9 4tomos, b) cadena de Doble Periodo
de generacion n=5 con 17 atomos y c¢) cadena de Thue Morse del mismo
tamarfio del anterior. Los parametros utilizados fueron: energia de sitio
nulas, integrales de salto ta=tt, tg=t y la parte imaginaria de la energia
(7)) igual a 10°%. Estos sistemas no contienen saturador.

La figura 3.2 muestra los espectros de DOS versus la energia
considerando energias de sitio nulas e integrales de salto ta=z¢ y tg=t,
tomando la parte imaginaria de la energia igual a 10™*t para generaciones a)
n=28 con 134217729 atomos en sistemas unidimensionales de Thue Morse,
b) n=42 con 433494438 atomos en una cadena de Fibonacci y ¢) n=28 para
el sistema de Doble Periodo con la misma cantidad de atomos que en (a).
Obsérvese la abertura de gap en el espectro (c) en comparacion con el
espectro del sistema periddico, el cual muestra dos singularidades de van
Hove cerca del ancho de banda como es reportado en la literatura. El ancho
de banda de los espectros es mas pequefio debido a que se considero ta
menor que t. Ademas, los espectros b) y c) guardan cierta similitud debido
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a la forma de construccidn de las cadenas, ésta es apreciable en las tablas
No. 2 ¥y N,. 3 del capitulo anterior, la principal diferencia radica en un gap
en energia igual a cero que posee el sistema de Doble Periodo, que se
conserva para toda generacion.

T '[ T I T I T

RELTUCTTL

E/|t|
Figura 3.2 DOS contra la energia para a) Thue Morse de n=28 con
134217729 &tomos, b) Fibonacci de n=42 con 433494438 atomos y c¢) Doble
Periodo con el mismo tamafio del sistema (a). Los pardmetros son los mismos
que en la figura 3.1 excepto la parte imaginaria que es igual a 10 t. Todos
los sistemas estan conectados a dos saturadores semi-infinitos periodicos.
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Mas aun, el espectro de DOS en la Fig. 3.2 a) presenta gaps, solo que
aparentan ser pseudo-gaps debido a que la parte imaginaria de la energia no
es cero. Estos sistemas estdn conectados a dos saturadores semi-infinitos
periddicos. También en este espectro se pueden apreciar zonas en donde la
densidad de estados parece constante; el valor de la energia en el centro de
cada zona corresponde a una energia de estado transparente (coeficiente de
transmision igual a uno), estas energias se mostraran en el capitulo
siguiente. La figura 3.3 nos muestra una amplificacion del espectro de
densidad de estados alrededor de tres diferentes energias en la cadena de
Thue Morse, a) E= 1.17442345t, b) E= 0.55723272t y ¢) E=0 notese que el
espectro no es una constante en estas regiones sino que presenta
oscilaciones periodicas. Contario a lo observado cuando la energia no es de
estado transparente como lo muestra la figura 3.4, alrededor de a) E=
0.0247745t y b) E= 1.15745t.
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Figura 3.3 Amplificacion de DOS alrededor de energias de estado
transparente, para a) E= 1.17442345t, b) E= 0.55723272t y ¢) E=0, con
los mismos parametros que la figura 3.2.

Todos los sistemas estudiados anteriormente estan conectados a dos
cadenas semi-infinitas periddicas con energias de salto t y auto-energias
iguales a cero.

=01[ )

% 0.0250693 ' ’ ~0.0250696

8 8 T J T t.:l) T T T
6 -
4 i
2 J\/\N
0 1 N 1 1 1 1 ]

1.1569266 1'1569269Ef|t|1 1569272 1.1569275

Figura 3.4 Amplificacion de DOS alrededor de energias de
estado no transparentes, para a) E= 0.0250696t y b) E=
1.1569275t, con los mismos parametros que la figura 3.2.

Es conocido que para una cadena de Fibonacci existe un estado
transparente en energia igual a cero cada 6 generaciones, nosotros
encontramos que tanto la cadena de Thue Morse como la de Doble Periodo
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presentan mas de un estado transparente, este numero de estados se
incrementa conforme va creciendo el tamarfio del sistema en comparacién
con el Unico estado que presenta Fibonacci. Las figuras 3.5, 3.6 y 3.7 nos
muestran una amplificacion del espectro de DOS versus la energia para un
estado transparente en las cadenas de Thue Morse, Fibonacci y Doble
Periodo, respectivamente. En los dos primeros la energia se encuentra en
cero en cambio para Doble Periodo se encuentra en 0.2285730748t. Se han
conservando los parametros empleados en la Fig 3.2. Como podemos
apreciar tanto el espectro de Fibonacci como el de Doble Periodo no
presentan las oscilaciones que presenta el de Thue Morse por lo que se
concluye que los estados transparentes son de diferente naturaleza, es decir,
no son tan robustos ya que no tienen estados muy cercanos de alta
conductividad.

T T T T T . . .
0.30 Thue Morse 12] ! Fibo’nac{:i Doble Periodo

10 g 0.9 |
08|

06|
06

DOS(EN)
DOS(E/)
DOS(EN)

04+ q 03l

021

P S T S T R 00 .
0.0 . . L

- 0.00000008 Eﬁtl 0.00000008 -0.002 0.000 0.002 0.2285730741 Eft] 0.2285730755

E/t|

Figura 3.5 Amplificacién Figura 3.6 Figura 3.7
de la DOS para una Amplificacion de la Amplificacion de la
energia de estado DOS alrededor de E=0. DOS  alrededor de
transparente. E=0.2285730748t.

En la seccion 1.9.2 del capitulo 1 se mostré de forma matematica que
los espectros de estos sistemas son auto-similares. La figura 3.8 muestra el
espectro de DOS versus la energia para una cadena de Thue Morse de
generacion 55 con 18014398509481985 atomos, se usaron los mismos
parametros que en la Fig. 3.2. Notese que la figura 3.8a" muestra una
amplificacion alrededor de E= 0.02478648836675t, la cual presenta el
mismo espectro que la figura 3.8. Méas aun, si se volviese a tomar una
mayor amplificacion se repetiria el mismo espectro, notese que la
amplificacion es del orden 10™. Por tanto el espectro es auto-similar.
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Figura 3.8 DOS versus la energia para la cadena de Thue Morse
con los mismos parametros que la figura 3.3 con
18014398509481985 &atomos. La fig. a”) es una amplificacion
alrededor de 0.02478648836625t.

DOS(E/It|)

Este estudio se extendio a sistemas bidimensionales por medio del
método de renormalizacion méas convolucion los cuales se presentan en la
siguiente seccion.

3.3 Densidad de Estados en Dos Dimensiones
(DOS?P)

Para complementar el estudio de la densidad de estados en sistemas
aperiddicos extendimos el método de renormalizacion a dos dimensiones
por medio de la técnica de convolucion que se desarroll6 en la seccion del
capitulo 2.8.1. La figura 3.9 nos muestra la DOS?® versus la energia para un
sistema con a) un arreglo tipo Fibonacci en sus atomos en la direccion
transversal y un arreglo periodico en la direccion longitudinal, b) un orden
periddico en sus a&tomos en la direccion transversal y uno tipo Fibonacci en
la direccion longitudinal, por ultimo c) un arreglo de Fibonacci en ambas
direcciones. Los parametros que hemos tomado para esta grafica son: auto-
energias de sitio nulas, integrales de salto tg=7Yy ty=1t, la parte imaginaria
de la energia es 10, las generaciones consideradas fueron 42, X 17,
teniendo un numero de atomos 433494438 x 2584=1120149627792. En la
Fig. 3.9a) podemos observar que el espectro presenta pseudo-gaps bien
definidos, mas aun, un analisis de estos pseudo-gaps se encuentra en la
figura 3.10, también notamos una ausencia de picos en el centro del
espectro, cabe sefialar que este es auto-similar. En la Fig. 3.9b) se obtiene
un espectro parecido al de la figura 3.9a) excepto que el espectro es ruidoso

51



y por ello los pseudo-gaps no son tan apreciables, por ultimo en la Fig.
3.9¢) se presenta un espectro que exhibe un pico en la regién central y los
pseudo-gaps son mas profundos, asimismo, es ruidoso de forma similar que
3.9b). Como podemos observar en estas graficas tienen un contorno
parecido al que se presenta cuando el arreglo de los &tomos es periddico en
las dos direcciones.

1.2x10°

L 6.0x10° |
0.0 |
1.2x10° |-

6.0x10° F

0.0 |
2.1x10° -
1.4x10° |

7.0x10° |
0.0

DOS*’( E,0,0 /DOS

E /|t
Figura 3.9 DOS? versus la energia para un sistema con generaciones 42, X 17,
teniendo 1120149627792 atomos, auto-energias de sitio nulas, integrales de salto tg=7y
ta=1t y la parte imaginaria de la energia igual a 10°°. En a) un arreglo periddico en sus
atomos en la direccion longitudinal y tipo Fibonacci en la transversal, b) un acomodo de
los &tomos tipo Fibonacci en la direccion longitudinal y uno periddico en la direccién
transversal, finalmente c) un arreglo tipo Fibonacci en las dos direcciones.
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Figura 3.10 Amplificacion de un pseudo-gap correspondiente al espectro de DOS?°
alrededor de E= 1.5t, empleando el mismo orden que en la grafica 3.9
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La figura 3.11 nos muestra el espectro de la DOS?® versus la energfa,
siguiendo el orden utilizado en la figura 3.9 excepto que se emplea un
sistema aperiddico tipo Doble Periodo. Los parametros son los mismos que
en dicha figura, en tanto que las generaciones consideradas fueron 28; X
12, teniendo 134217729 x 2049 = 275012126721 atomos. En la Fig.
3.11a) se pueden observar que el espectro de la DOS?® es una combinacion
de los espectros periddicos unidimensionales con el espectro aperiddico
tipo Doble Periodo, lo cual lleva a que presenten pseudo-gaps, asi mismo,
es auto-similar, ademas conserva la caracteristica de no presentar picos en
el centro del espectro. En la Fig. 3.11b) distinguimos un espectro muy
ruidoso con el mismo ancho de banda que el de la Fig. 3.11a) debido a que
tiene una parte periodica en la direccion transversal, ademas el contorno del
espectro es similar. En la Fig. 3.11c) el espectro mostrado presenta pseudo-
gaps; mas aun, muestra un pico en el centro del espectro de DOS?® a
diferencia de las Fig. 3.11a) y 3.11b) dado que es una combinacién de
espectros aperiodicos.

1.8x10°
1.2x10° F

a6.0x10° |

0.0 |
4.0x10° F

= 2.0x10° F

0.0
3x10* |
2x10* |
1x10*

DOS*( E,0,0 )/DOS

E/|t
Figura 3.11 DOS?® versus la energia empleando los mismos parametros de la Fig. 3.9,
excepto por el uso de las generaciones 28 X 12, con 275012126721 atomos y un sistema
aperiddico tipo Doble Periodo, asimismo se respeta el orden de las gréaficas.

La figura 3.12 exhibe la DOS® versus la energia, respetando el
orden en que los espectros se presentaron en la figura 3.9, ademas de
utilizar los parametros de dicha figura excepto por el empleo de un sistema
aperiodico tipo Thue Morse y las generaciones 28; X 12, con 134217729
x 2049 = 275012126721 atomos. En la Fig. 3.12a) se observa el espectro de
DOS? el cual presenta pseudo-gaps a lo largo del mismo, como también
exhibe una ausencia de picos en el centro del espectro, cabe sefialar que
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dicho espectro es auto-similar. En la Fig. 3.12b) nos encontramos con un
espectro ruidoso que conserva el mismo ancho y un perfil similar que el
mostrado en la Fig. 3.12a), no posee picos en el centro del espectro.
Finalmente en la Fig. 3.12c) se encuentran pseudo-gaps en algunas
regiones del espectro, este resulta ser de menor tamafio que los anteriores
espectros de esta misma figura, ademas presenta un pico en la vecindad del
centro del espectro. NGtese gque los espectros son mas anchos que el de las
figuras anteriores.
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Figura 3.12 DOS?® versus la energia usando los parametros de la Fig. 3.9, excepto por el
uso de las generaciones 28 X 12, con 275012126721 atomos y un sistema tipo Thue
Morse, ademas se respeta el orden de las graficas

Con este tipo de métodos podemos estudiar la densidad de estados de
sistemas multidimensionales ya sea con orden periodico 6 aperiddico en
sus atomos. En el siguiente capitulo mostraremos los resultados obtenidos
para la conductividad dc para los mismos sistemas estudiados en este
capitulo.
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Capitulo 4. Resultados

Conductividad Eléctrica dc

4.1 Introduccion

Las propiedades de los electrones en cristales aperiddicos son diferentes a
los periddicos. La ausencia de zonas de Brillouin es la razon por lo que las
técnicas habituales no pueden ser usadas, los eigen-estados no
necesariamente son extendidos, el espectro y la densidad de estados son
diferentes. Esto se refleja en las propiedades fisicas como la conductividad
eléctrica. La formacion de pseudo-gaps en la densidad de estados puede
jugar un papel en la estabilizacion de cuasicristales [Janssen, 2007]. En este
capitulo se muestran los resultados obtenidos para la conductividad
eléctrica dc dentro del formalismo de amarre fuerte en sistemas aperiddicos
como lo son: Thue Morse, Doble Periodo y Fibonacci, mediante la
extension del método de renormalizacion para una dimension y de
renormalizacién méas convolucion para dos dimensiones.

4.2 Transmitancia

Por medio del método de renormalizacion analizamos la transmitancia de
los diferentes sistemas aperiodicos considerados en el capitulo anterior. La
figura 4.1 muestra la transmitancia versus la energia para cadenas de a)
Thue Morse, b) Fibonacci y c¢) Doble Periodo en el arreglo de sus atomos.
Los pardmetros empleados fueron: integrales de salto ta=1t, tz=t, auto-
energias nulas, las generaciones n=28 con 134217729 atomos para Thue
Morse y Doble Periodo y n=42 en Fibonacci con 433494438 atomos. En
los espectros de las Fig. 4.1a), Fig. 4.1b) y Fig. 4.1c) podemos observar que
existen muchos estados de alta conductividad dc, los cuales presentan gaps
en diferentes partes de su respectivos espectros, siendo que estos tienen los
mismos parametros a excepcion de la cantidad de 4tomos que solo es del
mismo orden. Con el fin encontrar estados de conductividad balistica se
realizo un estudio detallado de los estados de alta conductividad de cada
espectro.
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Figura 4.1 Transmitancia versus la energia, empleando auto-energias
nulas, integrales de salto ta=1t, tg= t, generaciones a) n=42 con
433494438 atomos para un sistema aperiodico tipo Fibonacci, b) n=28
con 134217729 atomos para Thue Morse y ¢) n=28 teniendo la misma
cantidad de atomos que en b) para un sistema de Doble Periodo.

Al realizar un andlisis de los estados de alta conductividad para la
cadena de Thue Morse observamos que existen muchos estados con
transmitancia igual a uno, haciendo una amplificacion alrededor de dos de
estas energias, E= 1.175572369t para la Fig. 4.2a), E= 0 para la Fig. 4.2b)
observamos que presentan un patron oscilatorio, es importante resaltar que
solo una de las crestas es igual a uno (estado transparente); en contraste con
las figuras 4.3a) y 4.3b) en donde se muestran estados de alta
conductividad pero no transparentes; el espectro no oscila periédicamente.
Las energias consideradas para el centro de las amplificaciones son: E=
1.1575t en la Fig. 4.3a) y E= 0.0247499t en la Fig. 4.3b), los demas
parametros son los mismos que los empleados en la Fig. 4.1.

Es importante notar que para este tipo de sistemas el estado balistico

se encuentra rodeado por una gran cantidad de estados de transmitancia alta
por lo tanto el estado es robusto.
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Figura 4.2 Amplificacion del espectro de la transmitancia para una
sistema tipo Thue Morse conservando los parametros empleados en la
Fig. 4.1 alrededor de a) E = 1.175572369t y b) E = 0.
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Figura 4.3 Amplificacién del espectro de la transmitancia alrededor
de a) E = 1.1567681415t y b) E = 0.24052105t. Conservando los
parametros empleados en la Fig. 4.1 para una sistema tipo Thue
Morse

Para el sistema de Doble Periodo se realizaron amplificaciones
alrededor de dos energias E= 0.6662250880001811973t y E= 0.228573074t
donde la transmitancia es igual a uno -estado transparente- en la primera
energia, Figura 4.4a) y 4.4b) respectivamente, podemos observar que estos
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espectros no muestran periodicidad como en el sistema anterior, ademas el
estado transparente no se encuentra rodeado por estados de alta
conductividad asi como también el espectro no es simétrico alrededor de
esta energia. Por otra parte para la cadena de Fibonacci se considero una
amplificacion alrededor de la energia E= 0, puesto que esta es la energia
reportada como de estado transparente en la literatura [Sanchez, 2004]. En
la Fig 4.5a) podemos observar dicha amplificacion y de igual forma que en
el sistema de Doble Periodo el estado transparente no esta rodeado de
estados de alta conductividad, sin embargo este espectro es simétrico, en
cambio la amplificacion alrededor de una energia de alta conductividad
pero no de estado transparente E= 0.1893661606t mostrado en la Fig. 4.5b)
el espectro no presenta simetria y guarda cierto parecido al espectro
mostrado en la Fig. 4.4a).
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T(E/t])
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Figura 4.4 Amplificacion del espectro de la transmitancia para un

sistema tipo Doble Periodo alrededor de la energia de estado

transparente a) E= 0.6662250880001811973t y no transparente b) E=

0.228573074t. Conservando los parametros empleados en la Fig. 4.1

para este tipo de sistema.
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Figura 4.5 Amplificacion de transmitancia alrededor de a) E = 0
(estado transparente) y b) E = 0.1893661606t para un sistema tipo
Fibonacci, empleando los parametros usados en la Fig. 4.1.

Como se observo en la figura 4.1a) existe un gap en el centro del
espectro para un sistema tipo Doble Periodo; empleando los mismos
parametros que en la Fig. 4.1 y al ir variando la generacién dicho gap
permanece constante, es decir, no importa la generacion considerada este
siempre es el mismo. En la Fig. 4.6 mostramos el comportamiento de dicho
gap; el cual disminuye su ancho (AG) cuando se incrementa la razon
aperiodica y= tp | tg, este decaimiento cumple con la expresion
correspondiente a un polinomio de grado 2:

AG (y)=0.0797+1.81886y —2.06118;> (4.1)
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Figura 4.6 Comportamiento del ancho del gap central para un
sistema tipo Doble Periodo.
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Continuando con el andlisis de los estados de conductividad balistica
encontramos que tanto en el sistema de Doble Periodo como para el de
Thue Morse, se presenta mas de un estado transparente para una misma
generacion contrario al Unico estado reportado para la cadena de Fibonacci.
En las figuras 4.7 y 4.8 se muestra el incremento de estados transparentes
conforme aumenta el tamafio del sistema para las cadenas de Doble Periodo
y Thue Morse respectivamente, los parametros usados fueron integrales de
salto t, =1, tg=t y auto-energias nulas. Es importante resaltar que el
sistema de Thue Morse presenta estados transparentes para toda
generacion, en cambio en Doble Periodo presenta sus respectivos estados
transparentes cada dos generaciones en contraste con la cadena de
Fibonacci que es cada seis generaciones.

T T T T T T T

b el TEDe
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102_ (2 _aw 1. X T | L I X I B 1]
= ]
* ® e o ® 0 @ *
101'5 ° °
20 -15 10 -05 00 05 1. 1.5

E/|It|

Figura 4.7 Energia de estados transparentes contra el tamafio del
sistema para un ordenamiento de atomos tipo Doble Periodo, los
parametros usados fueron integrales de salto tn =, tg=t y auto-
energias nulas
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Figura 4.8 Energia de estados transparente versus el tamafio del
sistema, empleando integrales de salto tn =1t, tg=t y auto-energias
nulas para un sistema aperiddico tipo Thue Morse.

Para estos sistemas encontramos dos energias analiticas
correspondientes a estados transparentes. Para la cuarta generacion en un
sistema con un ordenamiento tipo Doble Periodo encontramos que la
energia del estado transparente es:

1( 4 2
—(4y" +y +1)
E=9 v p-tid,0.2 4.2)
\/, 1 2773 73
3E+ f——
27

= Rl A i
p= \/ 108" 1087 "547 T36” 547 "187 187

<
[1]
Il

I

1

que al sustituir el valor de 1 se obtiene:

F2=0.20827, 4.3)

la cual se obtiene al considerar el sistema:

E JE _z)}(E _t)(E _z)(E _}(E _4|(E _tYyE _z}(E _t
t t t)|y|lr ||t ti|r T r Tt tyr
1 o2 ONMN1 O)1 OJ)l1 ON1 O)2 OMN1T ON1 O

Empleando la expresion (2.63) para obtener el coeficiente de transmision,
el sistema de matrices anterior se reduce a

5r2r +472r2- A7 -r + 2r2-r3+ 2+ 74 + 7% =0, (4.4)
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Con E2=r. Por otra parte siguiendo la misma estructura para el sistema de
matrices y considerando la cuarta generacion para el sistema de Thue
Morse, se obtiene:

E JE _z)}(E _4)(E _tYyE _z}(E _t)(E _)E _z}(E _t
t t t| r Tt tiylr Tt t T T
1 o2 OoNMN1 OJ)2 OJ)212 ON1 O)1 OMN1T ON1 O

Para el cual se encuentra que la energia analitica de estado transparente
involucra el pardmetro aperiddico (y), asi la expresion encontrada es:

E=.r*+1, (4.5)

al sustituir el valor de t resulta que para esta cuarta generacion la energia
de estado transparente es:

E=-1.17557,y E=1.17557, (4.6)

también encontramos de forma analitica que en la energia igual a cero
todas las generaciones presentan estados transparentes para este sistema

Como mencionamos anteriormente los estados transparentes en el
sistema de Thue Morse cumplen un ciclo de uno, en el de Doble Periodo
cada dos tiene méas de un estado transparente y en Fibonacci un ciclo de
seis, tomamos una energia de estado transparente tanto para la cadena de
Thue Morse como la de Fibonacci, la energia considerada es E = 0 y
mostramos en la figura 4.9 sus respectivos ciclos conforme crece el tamario
del sistema.
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Figura 4.9 Estados transparentes contra el tamafio del sistema en
energia E=0 para Thue Morse (circulos huecos) y Doble Periodo
(circulos rellenos).
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Para realizar un estudio completo del espectro de transmitancia en una
dimension calculamos el promedio espectral para el sistema de Thue Morse
y el de Doble Periodo. EI promedio espectral esta dado por la expresion:

Ia(E,0,0)DOS(E)dE/I DOS(E)dE . (4.7)

Este analisis se encuentra representado en la figura 4.10 para ambos
sistemas, los parametros usados son auto-energias iguales a cero, integrales
de salto ta= 0.99t representado por cuadros huecos y triangulos huecos, ta=
0.98t con circulos huecos y estrellas huecas.
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Figura 4.10 Promedio espectral para el sistema de Thue Morse y

Doble Periodo, paray= 0.99 (cuadros huecos y tréngulos huecos) y
y=0.98 (circulos huecos y estrellas huecas).

Como podemos observar en la Fig. 4.10 el sistema de Doble Periodo tiene
un comportamiento lineal tras tomar el logaritmo en ambas componentes y
al realizar un analisis de su comportamiento resultd que decae como una
ley de potencias de la forma y=aN®, asi entonces las correspondientes
constantes se colocaron en la tabla No. 4.

Tabla No. 4 Sistema de Doble Periodo

ia a b
0.99 1.01008 -0.00955
0.98 1.01728 -0.01685
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En cambio para el sistema de Thue Morse su decaimiento se comporta
como se muestra en la siguiente expresion y las constantes empleadas estan

en la tabla No. 5.

y—ms| AP 49)
]
1+ —
XO
Tabla No. 5 Sistema de Thue Morse
y=1talts A A, Xo P
0.99 5.65608 0.32587 3.90683° 0.10317
0.98 8.16708 0.28824 2.03172 0.1131

Para confirmar la veracidad de estos resultados realizamos un promedio de
la transmitancia para los tres sistemas aperiodicos (Thue Morse, Doble
Periodo y Fibonacci) como es mostrado en la Fig. 4.11, siguiendo la

expresion:
1 &
<T> Z_ZT(EJ)
NE ] ,

donde Ng es el numero de divisiones de la energia.

o
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Figura 4.11 Promedio de la transmitancia para los sistemas a)
Fibonacci, b) Doble Periodo y c) Thue Morse, con y en el intervalo
[0.90,0.99].

(4.9)
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El espectro de tono gris claro mostrado en la Fig. 4.11 corresponde al
promedio de la transmitancia para un sistema periddico, el cual siempre es
uno. Se puede observar que el comportamiento es el mismo que en la figura
anterior, lo cual respalda la fidelidad de los resultados. Al examinar y
analizar la figura 4.11 llegamos a que el promedio de la transmitancia para
el sistema de Fibonacci decae como una ley de potencias de acuerdo a:

b
y=aN (4.10)
Se procedio a relacionar con el parametro aperiodico (y) como se muestra

en la tabla No. 6; con el fin de encontrar una relacion que describa el
comportamiento de estos dos sistemas de una forma general.

Tabla No. 6 Sistema de Fibonacci

y=talts a b
0.99 1.01853 -0.00582
0.98 1.03176 -0.01209
0.97 1.04324 -0.01876
0.96 1.0529 -0.02571
0.95 1.06028 -0.03284
0.94 1.06445 -0.03284

Se llego a que cualquiera de las lineas mostradas en la figura 4.11a) puede
ser descrita mediante la siguiente expresion:

Y = gx(70-73326) (4.11)

De esta forma comprobamos que el promedio de la transmitancia para un
sistema tipo Fibonacci tiene un decaimiento como una ley de potencias.
Este mismo analisis se realizd para el sistema de Doble Periodo
obteniéndose la siguiente expresion, basandose en los datos recopilados en
la tabla No. 7

Y = ax("072482) (4.12)
Tabla No. 7 Sistema de Doble Periodo
y=talts a b
0.99 1.01958 -0.00659
0.98 1.02916 -0.01326
0.97 1.0339 -0.01997
0.96 1.03419 -0.0267
0.95 1.03127 -0.03346
0.94 1.02757 -0.04042
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Asi mismo, también se realiz6 un analisis similar para el sistema de Thue
Morse encontrandose que el decaimiento de la transmitancia se puede
describir mediante la expresion (4.8) siendo que las constantes empleadas

para cada y se encuentran en la tabla No. 8.

Tabla No. 8 Sistema de Thue Morse

y=1taltg A A, Xo p
0.99 155.79305 0.32868 4.1659°4 0.10182
0.98 406.50306 0.2933 3.3435% 0.12144
0.97 593.97505 0.26549 3.64467 0.13063
0.96 652.09022 0.24202 418374 0.13447
0.95 665.65479 0.22444 4.75144 0.13689
0.94 627.09016 0.2067 3.7312°4 0.13663

Més aun se realizd el analisis de la razon de participacion de la
conductividad (CPR) para los tres sistemas aperiodicos como se muestra en
la Fig. 4.12, bajo la expresion:

{%“TZ(E j)}
CPR=-L1"
NE§T4(E‘) (4.13)
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Figura 4.12. Razon de participacion de la conductividad con y en el intervalo [0.90,0.99]
para los sistemas a)Fibonacci, b) Doble Periodo y finalmente ¢) Thue Morse.

De igual forma podemos observar el mismo comportamiento que el
exhibido en la gréafica en donde tanto los sistemas de Doble Periodo como
el de Fibonacci decaen como una ley de potencias, por otra parte el sistema
de Thue Morse tiene un decaimiento méas rapido que los sistemas
mencionados anteriormente.
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4.3 Conductividad Eléctrica en Dos Dimensiones

Para el estudio del transporte electronico en sistemas bidimensionales
aperiodicos extendimos el método de renormalizacién mas convolucion
dentro del formalismo de amarre fuerte. La figura 4.13 muestra los
espectros de conductividad versus la energia para a) un arreglo tipo
Fibonacci en sus 4&tomos en la direccion transversal y un arreglo periodico
en la direccion longitudinal, b) un orden periddico en sus atomos en la
direccidn transversal y uno tipo Fibonacci en la direccion longitudinal, por
ultimo c) un arreglo de Fibonacci en ambas direcciones. Los parametros
empleados fueron auto-energias iguales a cero, integrales de salto tg=t y
ta= , el tamafio de la red fue de 28658 x 433494438 = 12423083604204
atomos. Como podemos observar el espectro en los tres casos es simétrico
debido a que es un problema de enlaces. Mas aun, en la Fig. 4.13a)
notemos la cuantizacion de la transmitancia como es reportada
experimentalmente para hetero-estructuras [Picciotto, 2001], la diferencia
es que aqui se presenta un espectro auto-similar y el tamafio de los
escalones es igual a go. En cambio, cuando la periodicidad se encuentra en
la parte transversal Fig. 4.13b) empiezan a aparecer pseudo-gaps en el
espectro teniendo uno de ellos alrededor del cero, que a diferencia de la
figura 4.13c) tiene un pico de conductividad en el centro y es un espectro
ruidoso menos extendido que los espectros en las Fig. 4.13a) y 4.13Db).
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Figura 4.13 Conductividad versus la energia para un sistema tipo
Fibonacci, con auto-energias iguales a cero, integrales de salto tg=ty

ta= 1t, con generaciones 28658 x 35 = 1003030 atomos

En la figura 4.14 se muestran los espectros de transmitancia versus la
energia, siguiendo el mismo orden que en la figura 4.13 asi como los
mismos parametros exceptuando el empleo de un sistema aperiodico tipo
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Doble Periodo y considerando generaciones de 8193 x 134217729 =
1099645853697 atomos. Como podemos observar el espectro en los tres
casos es simétrico. En la Fig. 4.14a) hay una cuantizacion de la
transmitancia, ademas presenta un espectro auto-similar y el tamafio de los
escalones es igual a go. En la Fig. 4.14b) encontramos pseudo-gaps a lo
largo del espectro cuyo ancho es el mismo que el del inciso anterior, dichos
pseudo-gaps se deben a que la periodicidad se encuentra en la direccion
transversal. Finalmente la parte central del espectro de la Fig. 4.14c)
tenemos un pico de conductividad, ademas de que es un espectro ruidoso y
de menor anchura que los otros espectros de esta figura.
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Figura 4.14 Conductividad versus la energia considerando
generaciones 8193 x 33 con 270369 4tomos para un sistema tipo
Doble Periodo, los demés parametros son iguales a los utilizados en
la Fig. 4.13.

En la figura 4.15 se muestran los espectros de transmitancia contra la
energia, siguiendo el mismo orden asi como parametros que en la figura
4.13 excepto que se emplea un sistema tipo Thue Morse. En la figura
4.15a) notamos la cuantizacion de la transmitancia con el tamafio de los
escalones igual a go y un espectro es auto-similar. En cambio, cuando la
periodicidad se encuentra en la parte transversal como en la figura 4.15b)
empiezan a aparecer pseudo-gaps en el espectro teniendo uno de ellos
alrededor del cero, que a diferencia de la figura 4.15c tiene un pico de
conductividad en el centro.
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Figura 4.15 Conductividad contra la energia baja los mismo

parametros que en la Fig. 4.14, excepto se considera para un
sistema tipo Thue Morse.

Para realizar un estudio completo del espectro de transmitancia en dos
dimensiones calculamos el promedio espectral para los dos sistemas
aperiodicos (Thue Morse y Doble Periodo), este promedio espectral esta
dado por:

IGZD(E,O,O)DOSZD(E)dE/J‘DOSZD(E)dE . (4.14)

Este analisis se encuentra representado en la figura 4.16, con parametros
tanto para el sistema de Doble Periodo como para el de Thue Morse; con
auto-energias iguales a cero, ta= 0.99t (cuadros huecos, estrellas huecas) y
ta= 0.98t (circulos huecos, tridngulos huecos).
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Figura 4.16 Promedio espectral para los sistemas de Thue Morse y Doble Periodo con y=
0.99 (cuadros huecos, triangulos huecos) y y= 0.98 (circulos huecos, estrellas huecas).
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Asi mismo como se puede apreciar en la figura 4.16 el promedio espectral
para los sistemas de Thue Morse como el de Doble periodo muestran un
comportamiento similar al presentado en la Fig. 4.10 por lo que podemos
asegurar que el promedio espectral en el sistema de Doble Periodo decae
como una serie de potencias y el de Thue Morse tiene un comportamiento
descrito la expresion (4.8), pero la caracteristica que se conserva del
analisis en una dimension es que decae de una forma mas rapida que un
sistema tipo Fibonacci o que el sistema Doble Periodo.

A través del empleo de este tipo de métodos logramos estudiar la

conductividad eléctrica en sistemas multidimensionales con un orden
periddico 0 aperiddico en sus atomos.
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Capitulo 5 Conclusiones

En esta tesis se estudiaron la propiedades fisicas tales como: la densidad de
estados y la conductividad eléctrica dentro del formalismo de amarre fuerte
para los sistemas aperiodicos: Thue Morse, Doble Periodo y Fibonacci.
Para ello se extendié el método de renormalizacion méas convolucion para
los tres sistemas. Inicialmente este anélisis se realizo para sistemas de una
dimension y posteriormente mediante la técnica de convolucion se extendio
para considerar sistemas aperiodicos bidimensionales. Las conclusiones a
las que Ilegamos son las siguientes:

1.- Se comprobo que los sistemas aperiodicos estudiados tienen un espectro
auto-similar ya sea en la densidad de estados o en de la conduccion
eléctrica tanto en sistemas aperiodicos unidimensionales como de dos
dimensiones.

2.- Para el sistema de Thue Morse se encontrd dos energias analiticas de
estados transparentes, las cuales se conservan para todas las generaciones.
En cambio, para el sistema de Doble Periodo encontramos una energia
analitica sélo para la cuarta generacion.

3.- Se observa que los sistemas de Thue Morse y Doble Periodo tienen mas
de un estado transparente cuando la generacion es mayor que cuatro. Por
otra parte para el sistema de Doble Periodo encontramos que presenta mas
de un estado transparente cada dos generaciones y Thue Morse presenta
estos estados en todas las generaciones. Ademas, comprobamos que para
un sistema de Fibonacci existe solo un estado transparente cada seis
generaciones.

4.- El nimero de estados transparentes para los sistemas aperiédicos tanto
de Doble Periodo como de Thue Morse se incrementan conforme aumenta
el tamafo del sistema.

5.- El ancho del gap central en el espectro de la conductividad eléctrica del
sistema de Doble Periodo es invariante ante el cambio en el tamafio del
sistema, pero depende del parametro aperiddico (y).

6.- Se presenta un espectro oscilatorio en la conductividad eléctrica para un

sistema aperiodico de enlaces tipo Thue Morse alrededor de los estados
transparentes similar al que presenta la cadena de Fibonacci tipo mixta.
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7.- La conductividad eléctrica para sistemas bidimensionales esta
cuantizada, siendo la altura de cada escalon igual a go. Asi mismo, los
sistemas contintan guardando un espectro auto-similar.

8.- Se mostro que el promedio de la conductividad eléctrica decae como
una ley de potencias como funcion del tamafno del sistema, tanto para
sistemas unidimensionales como bi-dimensionales tipo Doble Periodo vy
Fibonacci. Ademas, el decaimiento en sistemas tipo Thue Morse es mas
rapido.

Finalmente, tras realizar este trabajo de tesis he logrado adquirir un

panorama mas amplio acerca de la fisica del estado solido, asimismo las
bases que constituyen un trabajo de investigacion en este &mbito.
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APENDICE |
Densidad de Estados para un Sistema Tipo
Fibonacci

La densidad de estados esta dado por la siguiente expresion:
DOS(E +in) :—ilm(TrG*(E +in)), (A1.1)
T
donde G es la funcion de Green.

Para desarrollar el método de renormalizacion se propone la densidad de
estados de la siguiente forma:

DOS(E, n) = DOS(E,n—1)+ DOS(E,n—2 JGii, (Al.2)
DOS(E,N) = -+ Im[A(N)G,; + B(N)G,, + C(N)G,, + D(N)]. (A1.3)
T

En este caso “n” corre desde 3 hasta N; siendo N la generacion maxima
para la cual se quiere calcular la densidad de estados.

Siendo:
A(n) = A(n-1)+[A(N-2) + B(n—-1)-10] & (n) +C(n—1) 5 (n),
B(n) =B(n—2)+[A(n—2)+B(n—1)-1.0] 1 (n) + C(n—2) 11, (n),
(Al.4)
C(n) =2.0[A(n—2)+B(n—1)—1.0] 1, () £, (n) + C(n—1) 11, (n) + C(n— 2) z1,(n),

D(n) =[A(n—2) +B(n—1)-1.0] s, (n) + D(n—1) + D(n—2).

Asl mismo CT(-D

“TECE M)

__T(-2)
o E- EM (n) ’
(A1.5)
10
CE-E, ()’

H3
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Como toda relacion de recurrencia se requiere de condiciones iniciales, las
cuales se muestran a continuacion:

2

A1) =10, T@=t,, AQ2) =1.0+%, T :%,
B(1)=1.0, E.(1)=0.0, o e (ALE)
C@ =00, E.(1)=0.0, B(2) =10+, E@=2¢
D(1) = 0.0, i
c@=22b) g g :tEB.
1.0
D(Z) :?,

Cuando el sistema ha sido renormalizado las relaciones efectivas tanto de la
energia como la energia de salto son las siguientes:

By (n)=Eg(n-D)+E (n-2), E, (n) == (nE_i);T(n()n =
T(Nn-D)T(n-2)
T = , _ 2 _
(M=—F" E () E ()= ER(nE i) E+T(n()n 2) (AL)

Las funciones de Green para el caso sin saturador son:

_ (E-Ex(N))
© [E-E-(N)][E-EL(N)]-T*(N)’

) (E—E.(N))
“E-E(N)][E-E(N]-T(N)’ (ALE)

RR

_ T(N)
B [E-Ex(N)][E-EL(N)]-T*(N)’

Y para el caso con saturador:

(A1.9)

___T(N)
e KK, _TZ(N)1

74



donde:

K = (E- EMPl)_TPZ(N)
b (E-EL(N)

Con EMP1=ERP(N)+EL(N)'
K Z(E_Empz)_sz(N) EMPZZELP(N)+ER(N)-
© (E-ER(N)

(A1.10)

Por otra parte, las relaciones de recurrencia para los saturadores estan dadas
por:
Ep(M-1)+Tg (M -1)

B (M) =EquM -+ E,(M-2, Mg E ) (AL11)
_To(M -1)T,(M -2) Ewp (M -2)+T7(M -2)
To(M) E_E,.(M) d Erp (M) = E—E,,(M) '

Donde M es la generacion maxima para esta cadena. Con las condiciones
iniciales:

t
T.(1) =t, Tp(2):—
E..(1)=0.0, ¢
E. (1) =0.0, Ee(@=2 (AL.12)
t
ERP(2)_E
ot
(1) gr(1)
t, 2)
2- _°_° — Q=—=Q
e(1)  em(2) Er(1) £12) £r(2)
3- o_o_o - Q= o
E1(2) Em(3) Er(1) £1(3) r(3)
®
[ ]
[ ]
o
oN1° N2)° __o‘E(N)o
£L(N-1) Em(N) Er(N-2) £L(N) £r(N)

Figura Al. Método de Renormalizacion aplicado a la DOS de un sistema aperiddico tipo
Fibonacci

Con estas relaciones hemos obtenido todos los espectros de DOS para
cadenas de Fibonacci, en el siguiente apéndice se dan las relaciones de
recurrencia para sistemas de Doble Periodo.
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APENDICE Il
Densidad de Estados para un Sistema Tipo Doble
Periodo

La densidad de estados esta dado por la siguiente expresion:

DOS(E+i77):—llm(TrG*(E+i77)), (A2.1)
T

donde G es la funcion de Green.

Para obtener los coeficientes método de renormalizacion de la densidad de
estados, proponemos a la DOS de la siguiente forma:

DOS(E,n) = DOS(E,n-1)+ DOS(E,n-2 )Gii (A2.2)
DOS(E, N) = -+ IM[A(N)G,, +B(N)G,, +C(N)G,, + D(N)] (A2.3)
T

Siendo POs la densidad de estados asociada a la conexién de dos
secciones de generacion “n-2”.

En este caso “n” corre desde 3 hasta N; siendo N la generacion maxima
para la cual se quiere calcular la densidad de estados.

Donde:
A(n) = A(n-1) +C(n-1)x,(n) + E,cx5(n),

By () + Eve (MT7' () | Ce (MTy ()

B(n) = 2 ,
[E-E, ]  E-E,()

(A2.4)
_2 B (MT; (MT(n-1) N C(n-1T;(n) N Cc.(MT(n-1)

C(n) 2 ’
[E-E, (] E-Ey,(n) E-E,(n)

__Ewe(n) _
D(n) = E-E, (n)+D(n 1)+ Dy (n).
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Asi mismo

A.(n) = A(n—2)+[A(n-2) + B(n—2)-1.0]Q; () + C(n—2)Q, (n),
Bg (n) = B(n—2)+[A(n—2)+ B(n—2)-1.0]Q7 (n) + C(n—2)Q, (n),
Cc(n)=2.0[A(n-2)+B(n-2)-1.0]Q, (n)+C(n—-2)Q, (n),

D, (n) = [A(h—2)+B(n-2)-1.0]
E-Eg,

+2.0D(n-2), (A2.5)

Eye (n) =[B(n—1)+ A, (n)-1.0],

T(n-2)
EEM (n) ,

T(n-1)
Ey(n)

Qu (n) =

KA(n) =

En las relaciones de recurrencia se requiere de condiciones iniciales, las
cuales se muestran a continuacion:

A() =10, TM=t,, A(2):1.0+|t5—f\2, T(2)=%,

cw-co c@oco POOE  E@=g (@29

D(1) = 0.0, C(Z)ZZ-Ogé\tB), ER(2)=%
D@)-=2,

Cuando el sistema ha sido renormalizado las relaciones de las energias e
integrales de salto efectivas del sistema son:

E, (n) = E(n—1)+ E. (n), E.(n) = EL(nE—l) E+T(2 ()n ~1)
_T.(MT(n-1) (A2.7)
e £, ) - 00
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donde

B () =Eo(-2)+E (-2),  E_(n)-= E (n-2)+T*(n-2)

E- EEM (n)

T?(n-2)

T.(n)= :
! (n) E- EEM (n) EER (n) =

E.(n-2)+T?*(n-2)

E- EEM (n)

Las funciones de Green para el caso sin saturador son:

o _ (E-EL(N)) |
H T [E-EL(N)][E-EL(N)]-T(N)

G - (E-E_(N))
®[E-E.(N)][E-EL(N)]-T*(N)’

G, = T(N) .
o [E-E(N)][E-EL(N)]-T*(N)

Y para el caso con saturador:

donde:

— (E — EMPl) _TPZ(N)

K
(E - ELP(N))

— (E — EMPZ)_TPZ(N)

K
(E - ERP(N))

Con  Ewr=Ege(N)+E_(N).
Eup, = Ep(N)+EL(N).

(A2.8)

(A2.9)

(A2.10)

(A2.11)
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En tanto que las relaciones de recurrencia de las energias e integrales de
salto para los saturadores estan dadas por:

ELP(M _2) +TP2(M _2)

Eeye (M) = Epu(M -2)+E (M -2), Fer(M)= E—Eqp(M) (A2.12)
_T,(M-2)T,(M -2) Eep(M —2)+T7(M -2

Donde M es la generacion maxima para el saturador. Teniendo las
siguientes condiciones iniciales:

2

t
TP (2) = E’
TP (1) = t! )
t
E,-(1)=0.0, Ep(2) =1 (A2.13)
E.-(1)=0.0, 2
Ere (2) = E
1 b
2 tA tB T(2)
€(1) em2) &&r(1) £4(2) £r(2)
T(2) TT(1) 1(3)
> Q Q  — 90—O
£1(2) EM3) £Er(2) £1(3) £r(3) ) ¢
o - Q2@ — Q=9
] 1) em(1)  Er(1) £&u(1) EEr(1)
° L ]
° L ]

[ ]
T(N-1) TT(N-2) T(N)

- _ TT(N-2) g TT(N-2) TT(N-2
—9—9 —Q w29 Q-2
EL(N-1) Em[N) EER(N-1) EL(N) Er(N) £4(N-2) EMN-2)  EEa(N-2) £€1(N-2)  EERr(N-2)

Figura A2. Método de Renormalizacion aplicado a un sistema aperiddico tipo Doble Periodo
para obtener la DOS.

<

De esta forma se obtuvo todos los espectros de DOS para sistemas de
Doble Periodo.
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APENDICE 11
Densidad de Estados para un Sistema Tipo Thue
Morse

La densidad de estados esta dado por la siguiente expresion:
DOS(E +in) = —ilm(TrG*(E +in)). (A3.1)
T
Para este tipo de sistemas la densidad de estados toma la siguiente forma:

DOS(E, n) = DOS(E,n—1)+ DOS"(E,n-1) - Gii, (A3.2)
DOS(E,N) = -+ IM[A(N)G,, +B(N)G,, +C(N)G,, + D(N)]. (A3.3)
T

Siendo la DOS™ la densidad de estados de la cadena representada en la
figura A3.

En este caso “n” corre desde 3 hasta N; siendo N la generacion maxima
para la cual se quiere calcular la densidad de estados.

Donde:

A(M) = A(N—1) + [A,(n-1)+B(n-1) —1.?) |T?(n-1) s C(n-DT(n-1)
[E-Eu ()] E-Ey(n)
[A(n-D+B(-D-10) [T'(n-1) C(n-)T(n-1)

B(n)=Bg(n-1)+ 5
[E—EM (n)] E_EM (n) (A3.4)

C(n) = 2.0[A,(n-1)+B(n-1)-1.0)]T, (n—-1)T (n-1) ,CO-DT;(n-1)  Cc(n-DT(n-1)

[E -Ey (I‘I)]2 E-Ey(n) E-Ey(n)

[Au(n-1)+B(n-1)-1.0)]
E-Ey(n)

D(n)= +Dy(n-1)+D(n-1)
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Asi mismo

A.(n)=A,(n-1)+ [A(n—1)+ By (n —1)—2..0]TT2(n—1) N C.(n=1T,(n-1)
[E_EEM] E-E.y

B, (n) = B(n—1)+ AN =D+Ba(1-H-10]T*(0-1)  C(n 1T (n-1)
[E_EEM] E-E.,

(A3.5)

c m)_20UKn—D+BJn—D—lOD}@—DTU%JJ+Ccm—DTUL4)+Cm—Dﬂ(n—D
cv [E_wa E-E,, E-Eg,

_[A(-1)+B,(n-1)-10]

D (M) —
EM

+D(n-1)+Dy(n-1)

Eye (n) =[B(n—1)+ A, (n)-1.0]

En todas relaciones de recurrencia requieren de condiciones iniciales, las
cuales se muestran a continuacion:

A(L) =1.0,
B(1) =1.0,
C(1) =0.0,
D(1) = 0.0,

A, (1) =10,
B, (1) =1.0,
C.(1)=0.,
D, (1) =0.0,

T@)=t,,
E (1) =0.0,
E.(1) =0.0,

TT = le,

E., (1)=0.0,
EER (1)=0.0,

t2
A(2) =1.0+E—A2,
t2

B(2) :1.0+E—E‘2,

2.0(t,t,)

E2

1.0

D(2) =2,
(2) =

C(2) =

2
Axa=10+ég,

t2
B (2) =10+,

Cc (2) = E2
1.0
DD (2) = E,

2'0(ttAttB)

LA
E i)
2

E (2)=-2,
(@A=L

2

E; (2)= EB-

T(2)=

(A3.6)

t,t
T — tA™tB
1(2) £
t2
EEL(Z) :t_B1
E  (A3.7)

EER (2) = %
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Cuando el sistema ha sido renormalizado las relaciones obtenidas tanto

para la energia como las integrales de salto efectivas son:

EM (n) = ER (n _1) + EEL (n)’
() _T,(n-1)T(n-1)
B E- EM (n)
donde

Eew () =Eg (N1 +E, (n-1),

T, (n-1)T(n-1)

TT (n) ) E- EEM (I’])

EL (n) =

ER (n) =

E (n-D)+T?*(n-1)

E_EM (n)

EER (n _1) +TT2 (n)

E- EM (n)

EEL (n) =

EEL (FI _1) +TT2 (n _1)

E- EEM (I’l)

E.(n-1)+T?(n-1)

EER (n) =

E- EEM (n)

Las funciones de Green para el caso sin saturador son:

(E—-Eq(N))

G
t [E-Ex(N)][E-E.(N)]-T*(N)

(E-E (N)

GRR: 2
[E—ER(N)][E—EL(N)]—T (N)

T(N)

G
H o [E-E(N)][E-EL(N)]-T*(N)

Y para el caso con saturador:

(A3.8)

(A3.9)

(A3.10)

(A3.11)

82



Donde:
K o= (E_EMPl)_TPZ(N)
b (E-E(N)

Ever = Erp (N) +E_(N).

Con Eypy = Ep (N)+EL (N).

(A3.12)

— (E — EMPZ)_TPZ(N)

K,
(E—Eg(N))

Las relaciones de recurrencia para las energias e integrales de salto de los
saturadores estan dadas por:

Eer (M -1) +TT2P(M -1)

EEMP(M )= EERP(I\/I -+ ELP(M -1, EELP(M) - E- EEMP(M) | (A3.13
) .
=TTP(M _l)Tp(M _1) E M —1 -|-2 M —1
TTP(M) E_EEMP(M) ’ EERP(M): RP(E—E)+ (Pl\z) )

Donde M es la generacion méxima para el saturador. Las condiciones
iniciales:

2
t? _v
To() =t Trp (1) =t Te(@=2 T2 =1
E,-(1)=0.0 Ecr(1)=00 t2 t2
E..(2)=— Er(2)=— (A3.14)
Err (1) =0.0 Ecp (D) =0.0 e \S) = F E
£ E,@-L
Eerr (2) =— RRASITE
E
tt
A 1- _B
" 0-(1}—8?(1) 8(1} gnm
t tt 1tB tﬁ TT(2)
- Q@ — =9 - Q-0 — 0—Q
1)  em(2) EEr(1) £1(2) £r(2) EEL1) E£Em(2) Er(1) EEL(2) EER(2)
3- ch — Q=Q 3.- 0”(210 7(2) o - Q T7(3) Y
£u2) £m(3) EEr(2) £1(3) Er(3) EEL?2) £EM(3) Er(2) £E4(3) £6r(3)
L ]
. .
° [ ]
¢ .
N.- o r(N-1)°r’ctN-1J° ) - oﬂo \L TTN-) TN1) TN
EN-1)  Eu(N)  EER(N-1) &) Ex(N) ' 0_0 o (* ] Qo
EEL(N-1) £Em(N) Er(N-1) EEL(N) EEr(N)

Figura A3. Método de Renormalizacion para un sistema aperiédico tipo Thue Morse con el fin de

obtener la DOS. La figura de la izquierda muestra la cadena 1y la de la derecha la cadena 2.
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Estas son las relaciones de recurrencia con que se calcularon todos
espectros de DOS para sistemas con un ordenamiento de atomos tipo Thue
Morse.
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APENDICE IV
Transmitancia para un Sistema Tipo Fibonacci

Para poder obtener el coeficiente de transmitancia se emplea la siguiente
expresion anteriormente deducida:

(%]

T(E)= z ; A4.1
[721 — 7, + (15, —7y) %} +('[22 +711)2 (1_ E 4t2j ( :

Por ello es necesario obtener la matriz de transferencia del sistema; en el n-
esimo atomo es de la forma:;

(A4.2)

Con el fin de facilitar la obtencion de la matriz de transferencia total, esta
se puede descomponer en tres sub-matrices: inicial, media y final. La
matriz inicial para toda generacion es:

E t

L, | = ——
I(n):( " 12J: 6.t | (A4.3)
I21 IZZ l 0

En cambio, la matriz final cambia dependiendo si la generacion es par o
impar:

F(n)= (A4.4)
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La matriz media para la generacién n-esima

Mll MlZ
M (n) = (M v ] (A4.5)

Donde cada una de la entradas son:

Mll(n) :[Mn(n'z Qll(n)Mll(n'l)]+[M1z(n'2 021(n)M11(n'1)]
+[M21(n'1)M11(n'2 le(n)]+[M21(n-1)M12(n-2 sz(n)]’

M, (n) =[M,(n-)M,;(n-2 G, (N)]+[M,(n-)M,(n-2 §,,(n)]
+[M,,(n-)M;;(n-2 Q,,(n)]+[M,,(n-1)M,(n-2 G,,(n)],
(A4.6)
M, (n) =My, (n-)M,; (n=2 G, (N)]+[M,(N-DM, (N =2 G, (n)]
+[M,,(n-1)M,,(n-2 Q,,(N)]+[M,(n-DM,,(n-2 G, (n)],

Mzz(n) :[Mlz(n‘l)le(n_z Gll(n)]+[M12(n_1)M22(n_2 G2l(n)]
+[M22(n'1)M21(n'2 le(n)]+[M22(n'1)C22(n)M22(n_2 ])

Asi mismo

(A4.7) Cn)=

Con las condiciones iniciales

2t E
: =t
|V|11(2): ty t |, M11(3): B ° . (A4,8)
1 0

86



Por lo que la matriz de transferencia del sistema resulta:

I T
(n) = (Z‘ j (A4.9)

Ty
Siendo

28 :[|11F11M11(N)]+[|11F12M21(N)]+[|21F11M12(N)]+[|21F12M22(N)]v

12 =[|12F11|\/|11(N)]+[|12F12|\/|21(N)]+[|22F11|V|12(N)]+[F12|\/|22|22(N)],
(A4.10)
21 :[|11F21M11(N)]+[|11F22M21(N)]+[|21F21M12(N)]+[IlezzMzz(N)]’

22 :[|12F21M11(N)]"‘[|12F22M21(N)]+[|22F21M12(N)]+[IzzezMzz(N)]-

De esta manera podemos encontrar el coeficiente de transmitancia.

t
? : ?
t

t
A B
g) N%) F(2)
tA tB tA
?. .o. .o. ? - o °
I3) =M(3)= F(3) 1(3) 3) F(3)

Ao B ? °
1(4) qM(G)- ) M ) 4) |(4) M(4) F(4)

—

t, _t t, _t
%00000“00“0 -Q
- M@)o C(5) =M@= F(5) I(5) M(5) F(5)
L ]
. - M(5) >
L ]

Figura A4. Método de Renormalizacion en un sistema aperiddico tipo Fibonacci para con el
propdsito de obtener la Transmitancia.
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APENDICE V
Transmitancia para un Sistema Tipo Doble Periodo

El coeficiente de transmitancia se puede obtener por medio de:

(%]

E 2 2 EZ (A5.1)
[721_712 +(7 —1711) 4'[} +(2'22 +711) (1_ 4t2j

T(E)=

Para ello es necesario obtener la matriz de transferencia del sistema; en el
n-esimo atomo es de la forma:

E- gn _ tn,n—l
Tn = tn,n+1 tn,n+l ' (A52)
1 0

Con el fin de obtener la matriz de transferencia total, esta la vamos a
descomponer en tres sub-matrices: inicial, media y final. La matriz inicial

para toda generacion es:
I, | E_t
|(n):£|ll I”]: t, ot | (A5.3)
21 22 1 O

En cambio, la matriz final depende si la generacion es par o impar.

F(n)= (AS.4)
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La matriz media para la generacion n-esima es:

(A5.5)

(Mll MlZ]
M(n) =

M21 MZZ ’

donde,

Mn(n) = Mll(n '1)(?(11(n)(M11(n - 2)(M11(n - Z)ﬁn(n) + M12 (n - 2)1821(”))
+M,,(n-2)(My;(n-2) B,(n) + My, (N-2) B, (N))) + 21 (MM, (n-2)(M, (n-2) B, (n)
+M,,(n-2) B, (n)) + My, (n-2)(M,,(n-2) B,(n) + My, (n-2) B,,())))
+ My (N-1)(72. (N)(My,(n-2) (M, (n-2) B, (n) + My, (n-2) B,,(n))
+M,,(n-2)(My,(n-2) B, (n) + My, (n-2) B,,(n))) + 2, (N) (M, (n - 2)(M,,(n-2) B, (n)
+M,,(n-2)5,,(n) + M, (n-2)(M;;(n-2) B, (n) + My, (n - 2) B,,(N)))

My, (n) =My, (N-1) (x5, (MM, (n-2)(M, (n-2) B, (n) + My, (n-2) 5,,(N))
+ My (n-2)(My,(n-2) B, (n) + My, (n-2) B,, (M) + 2, (N)(M, (n-2) (M, (n-2) B, (n)
+ MlZ (n - 2)ﬂ21(n)) +M 22 (n - 2)(M11(n - 2)1812 (n) + M12 (n - Z)ﬂzz (n))))
+M,, (N-D)(72, (N)(My; (n-2)(M,,(n-2) B, (n) + My, (- 2) B, ()
+M,,(n-2)(My;(n-2) B,(n) + My, (N-2) B,,(N))) + 1, (N) (M, (n-2)(My,(n-2) B, (N)
+M,,(n-2) B, (n)) + My, (n-2)(M,;,(n-2) B, (n) + My, (N -2) B,,(N)))

M 21(n) = Mll(n -l)(le(n)(Mll(n - 2)(M 21(n - 2)1811(”) +M 22 (n - 2)ﬂ21(n))
+ M, (n-2)(My; (n-2) 5, () + My, (n-2) 8,(N))) + 21, (M(My, (n-2) (M, (n-2) 8, ()
+M 22 (n - 2)1321(n)) +M 22 (n - 2)(M 21(n - 2)1812 (n) +M 22 (n - 2)1822 (n))))
+ M, (n-1) (7, ()M, (n-2)(M 1 (n-2) B, (n) + M, (- 2) B, ())
+M 21(n - 2)(M 21(” - 2)1312 (n) +M 22 (n - Z)ﬂzz (n))) + Zzz(n)(Mlz (n - 2)(M 21(n - Z)ﬂn(n)
+M,,(n-2)B,,())) + M, (n-2)(M,,(n-2) B,(n) + My, (n-2) 5,,(N)))

M 22 (n) = M1z(n '1)(7(11(n)(M11(n -2 (M 21(” -2 /)11(“) +M 22 (n -2 ﬁu(n))
+M,,(n-2)(M,,(n-2)B,,(n) + M, (n-2) B, (N))) + 2 (N)(My, (n-2)(M 4 (n-2) B, ()
+M 22 (n - 2)1321(”)) +M 22 (n - 2)(M 21(n - 2)ﬂ12(n) +M 22 (n - 2):822 (n))))
+M 22 (n '1)(9512 (n)(Mn(n - 2)(M 21(n - Z)ﬂn(n) +M 22 (n - 2);321(”))
+M,,(n-2)(My,(n-2) 5, (n) + My, (n-2) 5, (N))) + 22, (M)(M, (N - 2)(M 1 (n-2) 5, ()
+M 22 (n - 2)ﬂ21(n))) +M 22 (n - 2)(M 21(n - Z)ﬁlz (n) +M 22 (n - Z)ﬁzz (n)))

(A5.6)
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Asimismo

E & E
C(n) = tA tA ) CA(n) = tA
1 0

ﬂ(n):(ﬁll ﬁle_
- “ {(CAH CAle
Impar ,
CA21 CA22

(A5.7)
Par{[CAll CAlZJ’
Can Cax
Z(H)Z(;{M 112}:
Xn X2

Con las condiciones iniciales

Ea t,a
E _t_A t 11 - At 11
M@2)=tg | M@)=| _° "
1 0 Eay _ayt,
22
tB tB
(A5.7)
2
o= A A
E b
tA tA
Por lo que la matriz de transferencia del sistema resulta:
T.
r(n):(fﬂ 12]. (A5.8)
Tan T
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Siendo
711 :[|11F11M11(N)]+[|11F12M21(N)]+[F11M12(N)]+[F12M22(N)]’

T2 :[|12F11M11(N)]+[|12F12M21(N)]’
(A5.9)
Tn :[|11M11(N)]+ M, (N),

Ty = 1My (N).

De esta manera podemos encontrar el coeficiente de transmitancia para este
sistema.

t
22

t, ot
229

t,ﬂ tB tﬁ tA "
8) °-- 9(3} 9 "%) ?3) M(3) l%)
‘0"0"0"9"9" 0 9" 9-9—9
%) - n?(e.)_.. %14)) &(2) B(4) M(2) l%) I(4) M(4) F(4)

t oot it to ot t t, ot ot ottt t t,

S B * Ba* R* Ray* By By By« Ras By Rays By Ray+ R+ Rox* Bay* | 0—0—0
%} »ﬁn %) -—M@3)— Xx(5 = '33) = FB) 5 M(E) FB)
[ ] - ~M(5). -

[ ]
[ ]

Figura A5. Método de Renormalizacion para un sistema aperiddico tipo Doble Periodo para
obtener la Transmitancia.
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APENDICE VI
Transmitancia para un Sistema Tipo Thue Morse

La transmitancia eléctrica se puede obtener mediante:

(%]

E/T 2(, E?
[721_712+(722_711) A[} +(T22+Tll) (1_ 4t2j

T(E)= (A6.1)

Por ello es necesario obtener la matriz de transferencia del sistema; siendo
que para el n-esimo atomo es de la forma:

T (A6.2)

Descomponemos la matriz de transferencia total en tres sub-matrices:
inicial, media y final. La matriz inicial para toda generacion es:

I, | E_t
I(n):( H 12]: t, ot (A6.3)
21 22 1 0

La matriz final cambia dependiendo si la generacion es par o impar.

E &L
Par4| t t |,
1 0
F(n)= (AB.4)
E L
Impar 4| t t |
1 0
La matriz media para la generacion n-esima es:
M, M
M (n) :( . HJ, (A6.5)
M21 MZZ
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donde,

My, () = M 4, (n-DC,; (MM, (N-1) + M, (n-DM,, (0 -1) + M, (n-1)M i, (n-1)C,, (n),
My, (n) =My, (n-DM ;; (n-DC;y (N) + My, (N-1)M, (n-1) + M, (N -DM i, (n-1)C,, (),
My () =My, (N-DM 5, (N-1)C;y () + My, (N-DM 5 (-1) + My, (N-1)M 4 (n-1)Cy, (),
M3, (n) = M, (N-DM 4, (n-1)C;; (M) + M, (N-DM 5 (n-1) + M, (N -1)M 5, (n-1)C,, (),
M1 () = M, (N-D)Ciy (MM, (N-1) + M, (N-DM 5 (0-1) + My, (N -DM 5, (n-1)C i, (N),
M 12 (N) = My (N-DM 4, (N-1)C 3 (N) + M 1, (N-DMy, (n-1) + My, (N-1)M .5, (N -1)C (D),
M 21 (N) = My (N-DM 4, (N-1)C 5 (N) + M, (N-D)M i, (N -1) + M, (N-1)M 5, (0 -1)C 1, (),

M A22 (n) =M 21(n '1)M A12 (n '1)CA11(n) +M 22 (n ‘1)M A12 (n ‘1) +M 21(n '1)M A22 (n 'l)CAlz (n)

(A6.6)
Asi mismo
E t, E &
Par [Q _E} Par [a _a]
1 0 1 0
C(n) — (Cll Clzj — CA(n) — (CAM CAle — (A67)
C21 C22 E CA21 CA22 E
— -1 — -1
Impar 4| t; , Impar 4| t,
BN 5

Con las condiciones iniciales

E L E &
M@=ty t5], M,(2)=|t, Ly | (A6.8)
1 0 1 0

Por lo que la matriz de transferencia del sistema resulta ser:

7(n) = (T“ lej. (A6.9)

Ty T
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Siendo
11 :[|11F11M11(N)]+[|11F12M21(N)]+[F11M12(N)]+[F12M22(N)]’

12 :[|12F11M11(N)]+[|12F12M21(N)],
(A6.10)
21 :[|11M11(N)]+ MlZ(N)a

Ty = 1;,M; (N).

Asi encontramos el coeficiente de transmitancia del sistema.

t )
29 ""
tﬁ tB
8) h%) F(2)
t, t ty t, 0
%) o.. B.I9(3) 9 F%) I(3) M(3) %)

tﬁ tB tﬂ tA tB t.ﬂ °
ﬁ) 0—- &3} 9 &1) 0__ I\? 9 %«) ?4) M(4) F°(4)

M(4) -

t.ﬂ tE tﬂ tﬁ ts t.‘ tk tq lB tA tA tF] ll« tB t!'-] t»ﬂ
Q°9°9 '9'0Q 9'90'090°9°'90°0°0 -9
%) - hﬂi} - (.?‘5) - W(4) - ?5) I(5) M(5) F(5)
- M(5) -

b)

9-‘“?}
8) ul2) l?

B B °
% °- M°(3) ? F%) t(°3> M, (3) l%)

lB tﬂ A tB tl\ tB tB tA
14)?0004)0.&3)9%) 0-Q—9

M, (4) ~ I4) M, 4) F(4)

I(5) M, (5) F(5)
M,.(5) -

Atﬁtgt&tstgt,\tﬁttt’\ttat&t
%39 Qo M?MO -9 c%) 93090 h?@)*’o Q 9335) Q-9
: -
[ ]

Figura A5. Método de Renormalizacion para obtener la Transmitancia de un sistema Doble
Periodo.
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