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INTRODUCCIÓN

Durante el doctorado se han seguido tres líneas de investigación, todas rela-
cionadas con las hipergrá�cas. Como resultado, se han enviado cuatro artículos
a revistas de circulación internacional y con arbitraje, de los cuales dos están
ya publicados.

La primera línea parte de de�nir el concepto de "hipergrá�ca dirigida": una
generalización de las digrá�cas relacionada estrechamente con las hipergrá�cas.
Básicamente, consiste en generar una partición en cada arista de una hipergrá-
�ca dada (de acuerdo con ciertos principios) y dar un orden total a los elementos
de dichas particiones. Después se de�ne el concepto de "núcleo transversal" y se
demuestran resultados relativos a él, que implican generalizaciones de los teore-
mas de Neumann-Lara y Richardson referentes a núcleos en digrá�cas. Puede
también asociarse una digrá�ca a cada hipergrá�ca dirigida, lo que permite en-
contrar una familia de digrá�cas con núcleo, aunque su caracterización queda
como problema abierto.

La segunda dirección consiste en asociar a cada hipergrá�ca otra que respeta
su estructura pero a veces tiene muchos menos vértices (y nunca más). Esto
permite "traducir" resultados de hipergrá�cas cuyas hipótesis tienen que ver
con cantidad de vértices a otros planteados en términos de la estructura de
la hipergrá�ca. En ocasiones resultan dichas traducciones en generalizaciones
y a veces son resultados independientes, aunque suelen aplicar a familias más
amplias de hipergrá�cas.

La tercera línea consiste en establecer una relación entre digrá�cas e hiper-
grá�cas cuadradas con un sistema (�jo) de representantes. De acuerdo con ella,
cierto tipo de conjunto transversal en la hipergrá�ca corresponde a un núcleo
en la digrá�ca asociada. Esto permite encontrar una familia de digrá�cas con
núcleo: de hecho, una restricción de una famosa conjetura debida a Meyniel
(probada falsa por Galeana-Sánchez).

A lo largo del texto, muchos resultados que no son nuestros se enunciarán
sin demostración.
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CAPÍTULO 1: RESULTADOS PRELIMINARES

Grá�cas y digrá�cas

De�nición: Una grá�ca G en un conjunto V consiste en una familia de
subconjuntos de V con uno o dos elementos. Decimos que x 2 V es un vértice
de G y que A 2 G es una arista de G. Si G no es un conjunto, es decir, si hay
aristas repetidas, decimos que G es una multigrá�ca. Si todas las aristas tienen
dos elementos y G es un conjunto, G es simple.

De�nición: Dada una grá�ca G, un camino de longitud k es una sucesión no
vacía (x0; A0;:::; xk�1; Ak�1; xk), donde xi 2 V para todo i 2 f0; :::; kg, Ai 2 G
para todo i 2 f0; :::; k� 1g y Ai = fxi; xi+1g. Un camino es cerrado si x0 = xk.
Una trayectoria es un camino tal que xi 6= xj para todo fi; jg � f0; :::; k � 1g.
Un ciclo es una trayectoria cerrada.
Si no hay aristas repetidas en G, un camino queda determinado por su

sucesión de vértices (x0; :::; xk).
Proposición 1.1: Dada una grá�ca G, todo camino en G tiene una trayectoria

como subsucesión. Todo camino cerrado de longitud impar en G tiene un ciclo
de longitud impar como subsucesión.

De�nición: Dada una grá�ca G en un conjunto V , un conjunto S � V es
independiente si no hay aristas entre los vértices de S.
De�nición: Una grá�ca es bipartita si hay una partición de su conjunto de

vértices en dos conjuntos independientes.
Proposición 1.2: Una grá�ca G es bipartita si, y sólo si, no tiene ciclos de

longitud impar.

De�nición: Una grá�ca simple es completa si tiene todas las aristas posibles,
es decir, si hay una arista entre cualesquiera dos de sus vértices.

De�nición: Una digrá�ca D en un conjunto V consiste en una familia de
pares ordenados de V . Decimos que x 2 V es un vértice de D y que F 2 D es
una �echa de D. Se de�nen multidigrá�ca y digrá�ca simple de manera análoga
al caso de grá�cas.
Se de�nen camino dirigido, trayectoria dirigida y ciclo dirigido de la misma

forma que para grá�cas, pidiendo Fi = (xi; xi+1).
Notemos que puede considerarse una grá�ca como una digrá�ca en la que

toda �echa es simétrica, con la salvedad de que en el segundo caso hay ciclos
(dirigidos) de longitud 2 y en el primero no.

Proposición 1.3: Sea D una digrá�ca. Todo camino dirigido cerrado de
longitud impar en D tiene un ciclo dirigido de longitud impar como subsucesión.

De�nición: Dada una digrá�ca D y x 2 V (D), el conjunto N+(x) = fy 2
V (D) j (x; y) 2 Dg es el conjunto de ex-vecinos de x, y el conjunto N�(x) =
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fy 2 V (D) j (y; x) 2 Dg es el conjunto de in-vecinos de x. Dado S � V (D),
el conjunto N+(S) = fy 2 V (D) j (x; y) 2 D para algún x 2 Sg es el conjunto
de ex-vecinos de S, y el conjunto N�(S) = fy 2 V (D) j (y; x) 2 D para algún
x 2 Sg es el conjunto de in-vecinos de S.

De�nición: Sea D una digrá�ca en un conjunto V . El símbolo D�1 denota
a la digrá�ca en V tal que (x; y) 2 D�1 , (y; x) 2 D.

Núcleos en digrá�cas

De�nición: Dados una digrá�ca D en un conjunto V y S � V , decimos que:
1) S es independiente si para cualquier par de vértices fx; yg � S, ninguno

de los pares ordenados (x; y) y (y; x) está en D;
2) S es absorbente si para todo vértice x 2 V n S existe un vértice y 2 S tal

que (x; y) 2 D;
3) S es un núcleo de D si es independiente y absorbente.
Si ordenamos los subconjuntos de V por contención, todo núcleo de D es

tanto un conjunto independiente máximo como un conjunto absorbente mín-
imo. Esto no necesariamente sucede si ordenamos los subconjuntos de V por
cardinalidad, es decir, puede haber núcleos de diferentes tamaños.

De�nición: Una digrá�ca D es núcleo-perfecta si, y sólo si, toda subdigrá�ca
inducida de D tiene núcleo.
Teorema 1.4 (Richardson) [51]: Toda digrá�ca sin ciclos dirigidos de longitud

impar es núcleo-perfecta.
Este es uno de los resultados más importantes relativos a núcleos en digrá-

�cas.

De�nición: Dada una digrá�ca D, un conjunto S � V (D) es un seminúcleo
de D si, y sólo si, es independiente y cumple lo siguiente: dado x 2 V n S, si
existe s 2 S tal que (s; x) 2 D, entonces existe s0 2 S tal que (x; s0) 2 D.
En otras palabras, un seminúcleo es un conjunto independiente de vértices que
absorbe a todos sus ex-vecinos.
Todo núcleo de una digrá�ca dada D es trivialmente un seminúcleo de D,

pero el inverso no se cumple.
Teorema 1.5 (Neumann-Lara) [48]: Sea D una digrá�ca tal que todas sus

subdigrá�cas inducidas tienen seminúcleo no vacío. Entonces D es núcleo-
perfecta.

Hipergrá�cas

De�nición: Dado un conjunto �nito V = fx1; :::; xng, una hipergrá�ca en V
es una familia H = (E1; :::; Em) de subconjuntos de V tal que:
1) 8i 2 f1; :::;mg; Ei 6= ;
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2)
mS
i=1

Ei = V

Cada Ei es una arista de H. Una arista de cardinalidad 1 es un lazo.
Notemos que todo vértice aislado debe tener un lazo para que se cumpla la
segunda condición. Podemos ver a una grá�ca como una hipergrá�ca cuyas
aristas no tienen más de dos elementos, con la salvedad de que los vértices
aislados deben tener lazos.

De�nición: Una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) es simple si, y sólo si, 8i 2
f1; :::;mg; Ei � Ej ) i = j.

Puede representarse una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V =
fx1; :::; xng mediante su matriz de incidencia A = (aij), una matriz de n �m
tal que aij = 1 si xi 2 Ej y aij = 0 si xi =2 Ej .

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V , un
conjunto S � V es independiente si, y sólo si, 8i 2 f1; :::;mg; jEij > 1) Ei *
S. El conjunto S � V es fuertemente independiente si, y sólo si, 8i 2 f1; :::;mg;
jEi \ Sj � 1. Notemos que para grá�cas ambos conceptos coinciden.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V , un
conjunto S � V es transversal si, y sólo si, 8i 2 f1; :::;mg; jEi \ Sj � 1.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V , un
conjunto S � H es una cubierta si, y sólo si,

[
E2S

E = V .

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V , un
conjunto S � H es un apareamiento si, y sólo si, 8E;F 2 S; E \ F = ;.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V y un
entero k � 2, un camino de longitud k es una sucesión C = (x0; E0; x1; : : : ; xk�1;
Ek�1; xk = x0) tal que:
1) 8i 2 f0; :::; k � 2g; Ei 6= Ei+1, y Ek�1 6= E0
2) 8i 2 f0; :::; k � 1g; xi 6= xi+1
3) 8i 2 f0; :::; k � 1g; xi; xi+1 2 Ei
La segunda condición implica que los lazos no pueden formar parte de

caminos.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V y un
entero positivo k, un ciclo de longitud k es una sucesión C = (x0; E0; x1; : : : ; xk�1;
Ek�1; xk = x0) tal que:
1) 8fi; jg � f0; :::; k � 1g; Ei 6= Ej
2) 8fi; jg � f0; :::; k � 1g; xi 6= xj
3) 8i 2 f0; :::; k � 1g; xi; xi+1 2 Ei
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Proposición 1.6: Toda hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) sin ciclos de longitud
impar tiene un conjunto independiente transversal. Más aún, toda hipergrá�ca
H tal que cualquiera de sus ciclos de longitud impar tiene una arista con cuando
menos tres vértices del ciclo, tiene un conjunto independiente transversal.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V y
un entero positivo k, una k-coloración por vértices de H es una partición de
V = S1 [ ::: [ Sk tal que 8i 2 f1; :::;mg; 8j 2 f1; :::; kg; jEij > 1 ) Ei * Sj .
Una k-coloración por vértices es buena si toda arista E tiene la máxima cantidad
posible de colores, acotada por k y por jEj; es equitativa si toda arista E de H

satisface
�
jEj
k

�
� jE \ Sj j �

�
jEj
k

�0
; j 2 f1; :::; kg, donde [�] signi�ca "mayor

entero menor o igual que �" y [�]0 signi�ca "menor entero mayor o igual que �";
es fuerte si 8i 2 f1; :::;mg; 8j 2 f1; :::; kg; jEi \ Sj j � 1.

De�nición: Sea H una hipergrá�ca. Una k-coloración (S1; :::; Sk) de H es

uniforme si, y sólo si,
�
n

k

�
� jSij �

�
n

k

�0
para todo i 2 f1; :::; kg. Nótese que el

concepto de coloración uniforme, a diferencia de los anteriores, no tiene que ver
con lo que pasa en cada arista.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H y un vértice x 2 V (H), el grado dH(x)
de x en H es la cantidad de aristas en H en las que está x. El grado máximo
de los vértices de V (H) en H se representa con �, y su grado mínimo con �.
Puede de�nirse también como grado de un vértice x la cantidad de vértices

adyacentes a él, la cardinalidad de su vecindad. No se utilizará dicho concepto
en esta tesis, así que no hace falta diferenciarlos.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V y
x 2 V , la estrella de x es Ex = fE 2 H jx 2 Eg.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V y
un entero positivo k, una k-coloración por aristas de H es una partición de
H = S1 [ ::: [ Sk tal que 8x 2 V; 8j 2 f1; :::; kg; jExj > 1 ) Ex * Sj . Una
k-coloración por aristas es buena si toda estrella Ex tiene la máxima cantidad
posible de colores, acotada por k y por dH(x); es equitativa si todo vértice x de

V satisface
�
dH(x)

k

�
� jEx \Sj j �

�
dH(x)

k

�0
; j 2 f1; :::; kg, donde [�] signi�ca

"mayor entero menor o igual que �" y [�]0 signi�ca "menor entero mayor o igual
que �"; es fuerte si 8x 2 V; 8j 2 f1; :::; kg; jEx \ Sj j � 1; es uniforme si�
m

k

�
� jSij �

�
m

k

��
para todo i 2 f1; :::; kg.

Sea por vértices o por aristas, una coloración buena es equitativa y una
equitativa es fuerte, pero no a la inversa. En este caso también el concepto de
coloración uniforme no se relaciona con lo que sucede en cada vértice (estrella),
sino en toda la hipergrá�ca. En [7] se de�ne "coloración por aristas" como
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lo que aquí es "coloración fuerte por aristas", y los demás conceptos no son
considerados.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V y
S � V , la subhipergrá�ca de H inducida por S es H[S] = (E1 \ S; :::; Em \ S).

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V , la
hipergrá�ca H 0 = (F1; :::; Fk) en V es una hipergrá�ca parcial de H si 8i 2
f1; :::; kg 9j 2 f1; :::;mg tal que Fi = Ej .

De�nición: Una hipergrá�caH = (E1; :::; Em) en un conjunto V = fx1; :::; xng
es regular si 8fi; jg � f1; :::; ng; dH(xi) = dH(xj), es uniforme si 8fi; jg �
f1; :::;mg; jEij = jEj j. Se dice que H es r-uniforme si es simple y 8i 2
f1; :::;mg; jEij = r. Dados dos enteros r � n, Kr

n es la hipergrá�ca en un
conjunto V de n vértices cuyas aristas son todos los subconjuntos de V con r
elementos.
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CAPÍTULO 2: HIPERGRÁFICAS DIRIGIDAS

La motivación original de este trabajo fue buscar familias de hipergrá�cas
con conjuntos transversales fuertemente independientes. En la Figura 2.1 hay
ejemplos de hipergrá�cas sin conjuntos transversales fuertemente independi-
entes. Los casos a) y b) sugieren buscar dichas familias entre las hipergrá�cas
simples sin ciclos de longitud impar, aunque el caso c) muestra que no todas
esas hipergrá�cas tienen un conjunto con las propiedades requeridas. Aquí pre-
sentamos una de tales familias.

Figura 2.1: Hipergrá�cas sin conjuntos transversales fuertemente indepen-
dientes.

De�niciones

Intuitivamente, podemos considerar una hipergrá�ca dirigida como una hiper-
grá�ca en cuyas aristas se de�ne una relación de orden total no trivial (salvo
en los lazos). Formalmente, podemos empezar de�niendo una hipergrá�ca di-
rigida y después considerar (o no) su hipergrá�ca subyacente, o podemos tomar
una hipergrá�ca dada, eliminar los lazos y asignarle una "dirección" a las otras
aristas. Lo primero es mejor para estudiar hipergrá�cas dirigidas como objeto
matemático o para utilizarlas como herramienta para investigar digrá�cas, y lo
segundo funciona de manera más adecuada si se buscan resultados en hipergrá-
�cas.

Para empezar, se de�ne un concepto relativo a hipergrá�cas:
De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em), se de�ne una partición

P = fP1; :::; Pkg de V (H) de la siguiente manera: fx; yg � V (H) está contenido
en un elemento de P si, y sólo si, x y y pertenecen exactamente a las mismas
aristas de H. Ésta es la partición natural de V (H), y la partición de�nida en
cada arista E 2 H como fPi � E j Pi 2 Pg es la partición natural de E.
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Figure 2.2: a) Partición natural de una hipergrá�ca. b) Partición natural de
una arista.

De�nición: Dado un conjunto �nito V , una hipergrá�ca dirigida D = (V; F )
en V es un subconjunto X � V y un conjunto de tercias F = fA1; : : : ; Amg
tal que para cada i 2 f1; : : : ;mg, Ai = (Ei; Pi;�i), donde Ei � V; Ei 6=
;; Ei \X = ;; Pi es una partición no trivial de Ei, y �i es un orden total en
Pi. Además, deben cumplirse las siguientes condiciones:

(1) X [
mS
i=1

Ei = V .

(2) Para todo i 2 f1; :::;mg, si fx; yg � Ei y existe j 2 f1; :::;mg tal que
x 2 Ej ; y =2 Ej , entonces x y y pertenecen a elementos diferentes de Pi. Es
decir, si consideramos la hipergrá�ca subyacente H = (E1; :::; Em), la partición
de cada arista es un re�namiento de su partición natural. De no pedirse esta
condición, puede producirse una situación bastante desagradable: dos vértices
x; y y tres arcos A;B;C tales que x 2 V (A) y x =2 V (B), y 2 V (B) y y =2 V (A),
y tanto x como y están en V (C), pero no hay un camino dirigido de x a y, ni de
y a x (ver Figura 2.3.b). Adicionalmente puede pedirse que la intersección entre
cualesquiera dos niveles distintos de cualesquiera dos arcos sea vacía, de manera
que el conjunto de todos los niveles de D sea un re�namiento de la partición
natural de H. Para estudiar hipergrá�cas nos enfocamos en una clase aún
más especí�ca de hipergrá�cas dirigidas; para buscar resultados en digrá�cas
probablemente sea mejor permitir que los niveles de arcos distintos se traslapen,
siempre y cuando todo nivel esté contenido en la intersección de todos los arcos
a lo sque pertenece.
(3) Dado E � V , si hay arcos Ai y Aj tales que Ei = E = Ej , entonces

Pi = Pj y se tiene que 8fx; yg � E; x �i y , y �j x. Esto se pide para evitar
que haya caminos dirigidos de longitud mayor o igual a 2 "sustentados" por una
misma arista de la hipergrá�ca subyacente. La condición puede cambiarse u
omitirse si no se buscan resultados en hipergrá�cas (ver Figura 2.3.c).
Cuando se puede, representamos cada arco como una "lombriz", cuyos seg-

mentos son sus niveles acomodados en orden. Según convenga, se numeran los
niveles de cada arco o se dibuja una �echa del primer nivel al segundo, salvo
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en los arcos simetricos, para los que se utiliza una �echa con dos puntas para
ambos arcos.

Figura 2.3: a) Hipergrá�ca dirigida: A2 = B2; B3 = C1 = D3; C2 =
D2; C3 = D1. b) Si el área sombreada es un solo nivel de A, no hay camino
dirigido ni de x a y ni de y a x. c) Se omite la condición 3: (x;A; y;B; z; C; x)
es un ciclo dirigido de longitud 3.

Decimos que x 2 V es un vértice de D y que Ai es un arco de D. Llamamos
a X el conjunto de vértices aislados de D, y a x 2 X un vértice aislado de D.

Escribimos Pi =
n
A1i ; : : : ; A

r(i)
i

o
, donde r(i) = jPij y A1i �i A2i �i : : : �i A

r(i)
i .

Decimos que Aji es el nivel j de Ai. Si x 2 A1i , x es un mínimo de Ai; si
x 2 Ar(i)i , x es un máximo de Ai. Como no se permiten particiones triviales,
no hay arcos con un solo nivel. Si x 2 Aji ; y 2 Aki y j < k, decimos que Ai es
un xy-arco y que y absorbe a x. Si x 2 S1 � V; y 2 S2 � V , entonces Ai es
un S1y-arco, un xS2-arco y un S1S2-arco; también decimos que S2 absorbe a
x. Si S � V absorbe a todo vértice en V n S, S es un conjunto absorbente en
D. Notemos que si S es absorbente, s 2 S y Ns es la intersección de todos los
niveles a los que pertenece s, entonces Ns � S.

De�nición: Dada una hipergrá�ca dirigida D = (X;F ), donde F = fA1; :::;
Amg y 8i 2 f1; :::;mg; Ai = (Ei; Pi;�i), la hipergrá�ca H = (E1; :::Em)[X es
la hipergrá�ca subyacente de D, donde X = flazo en x j x 2 Xg.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; : : : ; Em) [ fXg, donde 8i 2
f1; :::;mg; jEij > 1 y X = faristas de cardinalidad 1g, decimos que D = (X;F )
es una hipergrá�ca dirigida generada por H si, y sólo si, X = fx 2 V (H) j x
pertenece sólo a una arista de cardinalidad 1g y F = fA1; : : : ; Am; A01; : : : ; A0mg,
donde V (Ai) = V (A0i) = Ei; Pi = P

0
i = partición natural de Ei, �i es un orden

total en Pi, y �0i es el "orden inverso" de �i (es decir, si M;N 2 Pi = P 0i y
M �i N , entonces N �0i M). Si D es una hipergrá�ca dirigida generada por
H, decimos que H genera a D.
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Notemos que dada una hipergrá�ca H, puede haber varias hipergrá�cas di-
rigidas generadas por H (ya que puede haber varios órdenes totales no equiva-
lentes en la partición natural), y también puede no haber ninguna. Por ejemplo,
si H no es simple, no es conexa, o tiene una sola arista, la partición natural de
sus aristas puede no generar ninguna hipergrá�ca dirigida, pues no se permiten
arcos con un solo nivel. En la mayoría de los casos, las hipergrá�cas dirigidas
generadas por una hipergrá�ca dadaH son un pequeño subconjunto de todas las
hipergrá�cas dirigidas cuya hipergrá�ca subyacente es H. Como heredan su es-
tructura mejor que las otras, son las más convenientes para estudiar propiedades
de hipergrá�cas.

De�nición: Un camino dirigido de longitud k es una sucesión
C = (x0; A0; x1; : : : ; xk�1; Ak�1; xk) tal que Ak�1 6= A0 y para todo i 2

f0; : : : ; k � 2g se tiene que Ai 6= Ai+1, y tal que para todo i 2 f0; : : : ; k � 1g
el arco Ai es un xixi+1-arco. La longitud de C es l(C) = k. Pedimos que la
longitud mínima de un camino dirigido sea 1, es decir, que haya al menos un
arco. Un camino dirigido cerrado de longitud k es un camino dirigido de longitud
k tal que x0 = xk. Un ciclo dirigido C = (x0; A0; x1; : : : ; xk�1; Ak�1; xk = x0)
es un camino dirigido cerrado tal que para todo fi; jg � f0; : : : ; k � 1g se tiene
que xi 6= xj y Ai 6= Aj .

De�nición: Sea D una hipergrá�ca dirigida. Un conjunto S � V (D) es
independiente si, y sólo si, no hay SS-arcos (es decir, no hay xy-arcos tales que
fx; yg � S). De forma equivalente, S � V (D) es independiente si, y sólo si,
para todo arco Ai en D tenemos que S \Aji 6= ; ) S \Ai � Aji . Notemos que
este concepto no coincide con el de independencia en hipergrá�cas: dada una
hipergrá�ca dirigida D con hipergrá�ca subyacente H, un conjunto fuertemente
independiente en H es independiente en D, y un conjunto independiente en D
es independiente en H, pero los inversos no se cumplen.

De�nición: Dada una hipergrá�ca dirigida D = (X;F ) en un conjunto V y
S � V , podemos considerar las tercias Bi = (Ei \ S; P 0i ; �0i), donde
P 0i =

n
Aji \ S j 1 � j � r(i); A

j
i \ S 6= ;

o
y �0i es el orden inducido por �i

en P 0i . La subhipergrá�ca de D inducida por S es D [S] = (S0; F 0), donde F 0 =
fBi j jP 0i j � 2g y S0 = S n fx 2 Ei j Bi 2 F 0g. Al considerar el orden inducido
en un arco, empezamos por el mínimo y continuamos de forma creciente. Esto
es para evitar ambigüedad, como se muestra en la Figura 2.4. Decimos que Bi
es el arco inducido por Ai en D [S] y que Ai induce Bi en D [S]. Notemos que
si T � V es independiente en D y S es cualquier subconjunto de V , entonces
T \ S es independiente en D[S]. También es importante observar que si H es
una hipergrá�ca, U � V (H) y D es una hipergrá�ca dirigida generada por H,
entonces D[U ] puede no ser la hipergrá�ca dirigida generada por H[U ], la cual
no necesariamente existe (ver Figura 2.5).
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Figura 2.4: Podría haber ambigüedad al de�nir el orden de A0.

Figura 2.5: Sea U el conjunto de los vértices negros. H[U ] no genera ninguna
hipergrá�ca dirigida.

De�nición: Dada una hipergrá�ca dirigidaD = (X;F ), donde F = fA1; : : : ; Amg,
un arco Ai en D es simétrico si, y sólo si, existe un arco Aj en D tal que
V (Ai) = V (Aj), Pi = Pj , y para cualesquiera dos niveles fN1; N2g � V (Ai)
tenemos que N1 �i N2 , N2 �j N1.
Si un arco A es simétrico, denotamos con A0 al arco con el mismo conjunto de

vértices subyacente (que tiene también la misma partición y el orden "inverso").
Así, (3) en la de�nición de hipergrá�ca dirigida signi�ca que si hay dos arcos
con el mismo conjunto subyacente de vértices, o son iguales o son simétricos.

De�nición: Una hipergrá�ca dirigida D es simétrica si, y sólo si, todo arco
en D es simétrico.
Notemos que si una hipergrá�ca dirigidaD es simétrica, toda subhipergrá�ca

dirigida de D es simétrica. Observemos también que una hipergrá�ca dirigida
generada por cualquier hipergrá�ca es siempre simétrica.

Núcleos Transversales

En esta sección nos enfocamos en resultados relativos a hipergrá�cas dirigi-
das simétricas. Dado que la hipergrá�ca dirigida generada por cualquier hiper-
grá�ca es siempre simétrica (cuando existe), podemos restringirnos a dicha clase
de hipergrá�cas dirigidas al buscar aplicaciones a las hipergrá�cas.
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De�nición: Sea D una hipergrá�ca en V . Un conjunto K � V es un nú-
cleo si, y sólo si, es independiente y absorbente. Observemos que un núcleo
es un conjunto independiente máximo y un conjunto absorbente mínimo (por
contención).

De�nición: Sea D una hipergrá�ca en V . Un conjunto S � V es un sem-
inúcleo si, y sólo si, es independiente y para todo y 2 V n S tal que existe un
Sy-arco, existe también un yS-arco.

De�nición: Sea D una hipergrá�ca dirigida. S � V (D) es una semitransver-
sal de D si, y sólo si, S es un seminúcleo y se cumple lo siguiente: para todo y
2 V n S tal que existe un Sy-arco, y para todo arco A tal que y es un mínimo
de A, tenemos que V (A) \ S 6= ;.
Si D es una hipergrá�ca dirigida simétrica, S � V (D) es una semitransversal

de D si, y sólo si, para todo y 2 V n S tal que existe un Sy-arco, y para todo
arco A tal que y es un mínimo de A, se tiene que V (A) \ S 6= ;.

De�nición: Sea D una hipergrá�ca dirigida. T � V es un núcleo transversal
(k-transversal) de D si, y sólo si, T es independiente, absorbente y transversal
(T \ V (A) 6= ; para todo arco A en D).

Teorema 2.1: Sea D una hipergrá�ca dirigida simétrica. Si toda subhiper-
grá�ca dirigida inducida de D tiene una semitransversal independiente no vacía,
D tiene una k-transversal.
Demostración: Se procederá por inducción sobre jV j. Es claro que el teorema

se cumple para toda hipergrá�ca dirigida con uno o dos vértices. Supongamos
que el resultado es verdadero para toda hipergrá�ca dirigida simétrica con menos
de n vértices. Sea D = (V; F ) una hipergrá�ca dirigida simétrica tal que jV j =
n.
Sean S una semitransversal independiente no vacía de D,
S� = fx 2 V n S j existe un xS-arco en Dg, S0 = fy 2 V n S j 9 x 2 S 8

A 2 F; x y y están en el mismo nivel de Ag y S0 = V n (S [ S� [ S0) y
S0 = V n (S [ S�). Hay dos casos posibles:
Caso 1: S0 = ;
Demostraremos que en este caso S [ S0 es una k-transversal de D.
i) S [S0 es independiente: S es independiente por de�nición, y la existencia

de un SS0-arco, un S0S-arco o un S0S0-arco implica la existencia de un SS-arco.
ii) S[S0 es absorbente: V n(S[S0) = S�, de manera que x 2 V n(S[S0))

existe un xS-arco.
iii) S [ S0 es un conjunto transversal: Sea A 2 D cualquier arco. Con-

sideremos un vértice x 2 V (A) tal que x es mínimo de A. Supongamos que
x =2 S [ S0. Entonces x =2 S�, lo que implica la existencia de un xS-arco B.
Como B es un arco simétrico, existe un Sx-arco en D. Entonces V (A)\ S 6= ;,
ya que S es una semitransversal. De hecho, S es un conjunto transversal,
puesV (A) \ S0 6= ; ) V (A) \ S 6= ;.
Caso 2: S0 6= ;
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Sea D0 = D[S0] la subhipergrá�ca dirigida de D inducida por S0. Como
S 6= ; y S\S0 = ;, se tiene que jS0j < n. Entonces D0 tiene una k-transversal,
por hipótesis de inducción. Sea T0 una k-transversal de D0. Demostraremos
que T = S [ S0 [ T0 es una k-transversal de D.
i) T es independiente: Supongamos que hay un xy-arcoA tal que fx; yg � T .

El conjunto fx; yg* S[S0, pues S[S0 es independiente enD. De forma similar,
fx; yg * T0, pues T0 es independiente en D0, y D0 es una subhipergrá�ca
dirigida inducida de D. Si x 2 T0 y y 2 S [ S0, entonces A es un xS-arco,
lo que implica que x 2 S�; esto es una contradicción, ya que x 2 T0 � S0 y
S�\S0 = ;. Si x 2 S[S0 y y 2 T0, se tiene que A es un Sy-arco, así que existe
un yS-arco B, pues S es una semitransversal; entonces y 2 S�, lo que es una
contradicción, dado que y 2 T0 � S0 y S� \ S0 = ;. Por lo tanto, T � V es un
conjunto independiente en D.
ii) T es un conjunto absorbente en D: Recordemos que V = S[S0[S�[S0.

Consideremos x 2 V n T . Si x 2 S�, entonces x es absorbido por S � T , según
la de�nición de S�. Si x 2 S0, como T0 es una k-transversal de D0 = D[S0] y
x =2 T0, se tiene que x es absorbido por T0 � T .
iii) T es a conjunto transversal en D:
A�rmación: V (A)\T 6= ; para todo arco A 2 D tal que existe un vértice x 2

V (A) \ S� que es mínimo de A.
Demostración: Sea A un arco enD, x 2 V (A)\S� tal que x es un mínimo de

A. Como x 2 S�, existe un xS-arco B. Dado que B es simétrico y existe y 2 S
tal que B es un xy-arco, se sigue que también existe un yx-arco B0 (es decir,
un Sx-arco). De esta forma, como S es una semitransversal de D y x es un
mínimo de A, se tiene que ; 6= (V (A)\S) � (V (A)\T ). Queda así demostrada
la a�rmación.
Sea A cualquier arco de D. Acabamos de ver que
MA = fx 2 V (A)j x es mínimo de Ag \ S� 6= ; implica que ; 6= (V (A) \

S) � (V (A) \ T ). Podemos entonces asumir que MA � S0. Consideremos
x 2MA; si x 2 T0, entonces x 2 (V (A)\T0) � (V (A)\T ). Si x =2 T0, tomemos
y 2 V (A) tal que y es máximo de A. Si y 2 S0, existe un arco A0 2 D0
tal que A0 es inducido por A en D0. Como T0 es una k-transversal de D0,
V (A0)\ T0 6= ;, de manera que V (A)\ T 6= ;. Si y =2 S0 entonces y 2 S�, pues
A es un xy-arco y no hay S0S-arcos. Dado que A es simétrico, existe un yx-arco
A0 tal que V (A) = V (A0) y y es mínimo de A0; de acuerdo con la A�rmación,
V (A0) \ T 6= ;, así que V (A) \ T 6= ;. Por lo tanto, T es una k-transversal de
D y la demostración del Teorema 2.1 está completa.�

Notemos que sólo necesitamos que D fuera simétrica para mostrar que el
conjunto es transversal, así que omitiendo (iii) en ambos casos se tiene una
demostración del siguiente resultado:
Teorema 2.1�: Sea D una hipergrá�ca dirigida. Si toda subhipergrá�ca

dirigida inducida de D tiene seminúcleo no vacío, entonces D tiene núcleo.

De�nición: Una hipergrá�ca dirigida D es núcleo-perfecta si, y sólo si, toda
subhipergrá�ca dirigida inducida de D tiene núcleo.
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Teorema 2.1�: Sea D una hipergrá�ca dirigida. Si toda subhipergrá�ca
dirigida inducida de D tiene seminúcleo no vacío, entonces D es núcleo-perfecta.
Demostración: El resultado es consecuencia directa del Teorema 2.1�, pues

toda subhipergrá�ca dirigida inducida de una subhipergrá�ca dirigida inducida
de D es una subhipergrá�ca dirigida inducida de D.�
El Teorema 2.1�es una generalización del Teorema de Neumann-Lara (1.5),

pues toda digrá�ca es una hipergrá�ca dirigida.

De�nición: Una hipergrá�ca dirigida D es bipartita si, y sólo si, hay una
partición de V (D) en dos conjuntos independientes no vacíos.
Teorema 2.2 : Sea D una hipergrá�ca dirigida simétrica. Si D es bipartita

entonces tiene una k-transversal.
Demostración: Como toda subhipergrá�ca dirigida inducida de una hiper-

grá�ca dirigida bipartita es bipartita, y en virtud del Teorema 2.1, basta mostrar
que toda hipergrá�ca dirigida bipartita tiene una semitransversal no vacía.
Sea D una hipergrá�ca dirigida bipartita y sea fV1; V2g una partición de

V (D) en dos conjuntos independientes. Notemos que tanto V1 como V2 son
conjuntos transversales. Si existe un vértice x 2 V2 que sea máximo de todo
arco A de D tal que x 2 V (A), entonces fxg es una semitransversal de D. Si
no existe tal vértice, se tiene que para todo x 2 V2 existe un arco Ax tal que x
no es máximo de Ax. Como V2 es independiente, Ax es un xV1-arco para todo
x en V2. Entonces V1 es una k-transversal de D.�
Si consideramos el Teorema 2.1�en lugar del Teorema 2.1, llegamos al sigu-

iente resultado:
Teorema 2.2�: Toda hipergrá�ca dirigida bipartita es núcleo-perfecta.

Se demostrará ahora que toda hipergrá�ca dirigida simétrica sin caminos
dirigidos cerrados de longitud impar tiene una k-transversal. Para lograrlo se
requieren algunos resultados previos:
Lema 2.3: Sea D una hipergrá�ca dirigida y sea C = (x0; A0; x1; : : : ; x2k;

A2k; x2k+1 = x0) un camino dirigido cerrado de longitud impar en D. Si para
todo fi; jg � f0; : : : ; 2kg se tiene que Ai 6= Aj , entonces C tiene un ciclo
dirigido de longitud impar como subsucesión.
Demostración: Por inducción sobre la longitud del camino dirigido cerrado.
Sea C = (x0; A0; x1; A1; x2; A2; x0) un camino dirigido cerrado de longitud

3. De la de�nición de camino dirigido se tiene que x0 6= x1; x1 6= x2; x2 6= x0;
A0 6= A1; A1 6= A2; A2 6= A0. Entonces C es un ciclo dirigido de longitud 3.
Supongamos ahora que todo camino dirigido cerrado de longitud cuando mu-

cho 2k�1 en el que todos los arcos son diferentes tiene un ciclo dirigido de longi-
tud impar como subsucesión, y sea C = (x0; A0; x1; A1; x2; A2; : : : ; x2k; A2k; x0)
un camino dirigido cerrado de longitud 2k + 1 tal que para todo fi; jg �
f0; : : : ; 2kg se tiene que Ai 6= Aj . Si xi 6= xj para todo fi; jg � f1; : : : ; 2kg,
entonces C es un ciclo dirigido. Si existe fi; jg � f1; : : : ; 2kg tal que i < j
y xi = xj , tenemos dos caminos dirigidos cerrados: C1 = (x0; A0; : : : ; xi =
xj ; Aj ; xj+1; : : : ; x2k; A2k; x0) y C2 = (xj = xi; Ai; xi+1; : : : ; xj�1; Aj�1; xj).
Notemos que F (C1)\ F (C2) = ;; V (C1)\ V (C2) = fxjg, de forma que C1, C2
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son caminos dirigidos (pues ninguno "utiliza" cada arco más que una vez). Más
aún, se tiene que l(C1) 6= 0; l(C2) 6= 0; y l(C1)+l(C2) = l(C), lo que implica que
l(C1) es impar y l(C2) es par, o viceversa. En cualquier caso, existe un camino
dirigido cerrado de longitud impar cuando mucho 2k � 1 que es subsucesión de
C. Por hipótesis de inducción, dicho camino dirigido tiene un ciclo dirigido de
longitud impar como subsucesión, y tal ciclo es también subsucesión de C.�
Es importante notar que si existe fp; qg � f1; : : : ; 2kg tal que p < q;

Ap = Aq, puede haber caminos dirigidos cerrados de longitud impar sin ciclos
dirigidos de longitud impar como subsucesiones. De hecho, hay hipergrá�cas
dirigidas con caminos dirigidos cerrados de longitud impar y sin ningún ciclo
dirigido de longitud impar (Fig. 2.6). Sin embargo, podemos garantizar la
existencia de un ciclo dirigido de longitud impar bajo ciertas condiciones:

Figura 2.6: Hipergrá�ca dirigida con caminos dirigidos cerrados de longitud
impar y sin ciclos dirigidos de longitud impar.

Lema 2.4: Sea D una hipergrá�ca dirigida tal que para todo camino dirigido
cerrado de longitud impar C = (x0; A0; x1; A1; x2; A2; : : : ; x2k; A2k; x0), y para
todo arco A tal que para fp; qg � f1; : : : ; 2kg con p < q y Ap = A = Aq, se
tiene que xp pertenece al mismo nivel de Ap que xq, o que xp+1 pertenece al
mismo nivel de Ap que xq+1. Entonces se cumple lo siguiente: Si D tiene un
camino dirigido cerrado de longitud impar, D tiene un ciclo dirigido de longitud
impar.
Demostración: Sea D una hipergrá�ca dirigida y sea C = (x0; A0; x1; A1; x2;

A2; : : : ; x2k; A2k; x0) un camino dirigido cerrado de longitud 2k + 1 tal que
para fp; qg � f1; : : : ; 2kg se tiene que Ap = A = Aq. Si xp pertenece
al mismo nivel de Ap que xq, ó xp+1 pertenece al mismo nivel de Ap que
xq+1, se tiene que Ap es tanto un xpxq+1-arco como un xqxp+1-arco. Entonces
hay dos caminos dirigidos cerrados de longitud cuando mucho 2k � 1: C1 =
(x0; A0; : : : ; xp; Ap; xq+1; Aq+1; : : : ; x2k; A2k; x0) y C2 = (xq; Ap; xp+1; : : : ; xq�1;
Aq�1; xq), tales que l(C1) 6= 0; l(C2) 6= 0, y l(C1) + l(C2) = l(C). Obsérvese
que tanto C1 como C2 usan el arco Ap = Aq una vez menos que C. Repitiendo
este procedimiento llegaremos necesariamente a un camino dirigido cerrado de
longitud impar en el que todos los arcos sean diferentes. De acuerdo con el Lema
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2.3, dicho camino tiene un ciclo dirigido de longitud impar como subsucesión.
Es importante notar que el ciclo encontrado no es necesariamente subsucesión
de C.�

Obsérvese que si Ap = Aq y xp pertenece al mismo nivel de Ap que xq+1,
entonces xq pertenece a un nivel diferente de Ap que xp+1, pues Ap es tanto un
xpxp+1-arco como un xqxq+1-arco. Esto signi�ca que hay cuando menos tres
niveles distintos en Ap: xq pertenece a uno, xq+1 y xp pertenecen a otro, y xp+1
está en un tercero. De manera análoga, si xq pertenece al mismo nivel de Ap
que xp+1, hay un nivel al que pertenece xp, un segundo en el que están xp+1
y xq, y aún otro donde está xq+1. Por lo tanto, si el arco Ap = Aq tiene sólo
dos niveles, satisface necesariamente las condiciones del Lema 2.4. Queda así
demostrado el siguiente resultado:
Lema 2.5: Sea D una hipergrá�ca dirigida que tenga un camino dirigido

cerrado de longitud impar pero no tenga ciclos dirigidos de longitud impar,
entonces cuando menos un arco en D tiene más de dos niveles.

Un resultado adicional, que no será utilizado posteriormente, es el siguiente:
Lema 2.6: Sea D una hipergrá�ca dirigida simétrica tal que en todo camino

dirigido cerrado de longitud impar C = (x0; A0; x1; A1; x2; A2; : : : ; x2k; A2k; x0),
y en todo arco A tal que para fp; qg � f1; : : : ; 2kg, con p < q y Ap = A = Aq,
se tiene que xp pertenece a un nivel diferente de Ap que xq+1 y xq pertenece a un
nivel diferente de Ap que xp+1. Entonces D tiene un ciclo dirigido de longitud
impar.
Demostración: En este caso se tienen también dos caminos dirigidos cerrados

de longitud cuando mucho 2k�1: C1 = (x0; A0; : : : ; xp; [Ap]; xq+1; Aq+1; : : : ; x2k;
A2k; x0) y C2 = (xq; [Ap]; xp+1; : : : ; xq�1; Aq�1; xq), tales que l(C1) 6= 0; l(C2) 6=
0 y l(C1) + l(C2) = l(C). El símbolo [Ap] signi�ca Ap o A0p, según corresponda.
Como C1 y C2 son subsucesiones de C (salvo por el posible cambio de Ap por
A0p), se tienen dos caminos dirigidos cerrados, uno de los cuales es de longitud
impar, y tales que ambos utilizan arcos cuyo conjunto subyacente de vértices es
V (Ap) (es decir, Ap ó A0p) una vez menos que C. Siguiendo un razonamiento
similar al de la demostración del Lema 2.4, se concluye que D tiene un ciclo
dirigido de longitud impar (que no es necesariamente subsucesión de C).�

Lema 2.7: Sea D una hipergrá�ca dirigida. Si D es bipartita, todo arco en
D tiene dos niveles.
Demostración: Sea D una hipergrá�ca dirigida, y sea A un arco en D con

más de dos niveles. Sean N1; N2; N3 niveles distintos de A, y consideremos
fx1; x2; x3g � V (A) tal que para todo i 2 f1; 2; 3g; xi 2 Ni. Supongamos
que D es bipartita, y sea fV0; V1g una partición de V (D) en dos conjuntos
independientes. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que x1 2 V1. Como
x1 y x2 pertenecen a niveles distintos de A, y V1 es un conjunto independiente,
se sigue que x2 no pertenece a V1; entonces está en V0. De forma similar, como
x1 y x3 pertenecen a niveles distintos de A y V1 es un conjunto independiente,
x3 no está en V1; como x2 y x3 están en niveles diferentes de A y V0 es un
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conjunto independiente, x3 no pertenece a V0. Por lo tanto D no es bipartita.
Esto es una contradicción, y queda demostrado el Lema 2.7.�

De�nición: Una hipergrá�ca dirigida D es fuerte si para todo fx; yg � V (D)
tal que x y y no están en el mismo nivel de todo arco al que pertenezcan, hay
un xy-camino dirigido.

De�nición: Una hipergrá�ca dirigida D es conexa si para todo fx; yg �
V (D) tal que x y y no están en el mismo nivel de todo arco al que pertenezcan,
hay un xy-camino dirigido o un yx-camino dirigido.

De�nición: Sea D una hipergrá�ca dirigida, y sea D0 una subhipergrá�ca
dirigida fuerte de D que no está contenida en ninguna otra subhipergrá�ca
dirigida fuerte de D. Entonces D0 es una componente fuerte de D.

De�nición: Sea D una hipergrá�ca dirigida, y sea D0 una subhipergrá�ca
dirigida conexa de D que no está contenida en ninguna otra subhipergrá�ca
dirigida conexa de D. Entonces D0 es una componente conexa de D.

Observación: Una hipergrá�ca dirigida simétrica es conexa si, y sólo si, es
fuerte. Además, una hipergrá�ca dirigida D tiene una k-transversal T si, y sólo
si, todas sus componentes conexas tienen una k-transversal; en tal caso, T es
la unión de las k-transversales de las componentes conexas de D. Por lo tanto,
una hipergrá�ca dirigida simétrica tiene una k-transversal si, y sólo si, todas sus
componentes fuertes la tienen.

Teorema 2.8: Una hipergrá�ca dirigida fuerte D tal que jV (D)j � 2 es
bipartita si, y sólo si, no tiene caminos dirigidos cerrados de longitud impar.
Demostración: Primero demostraremos que una hipergrá�ca dirigida bi-

partita no tiene ciclos dirigidos de longitud impar: Sea D una hipergrá�ca
dirigida bipartita, sea fV0; V1g una partición de V (D) en dos conjuntos inde-
pendientes, y sea C = (x0; A0; : : : ; xk�1; Ak�1; xk = x0) un ciclo dirigido de
longitud k. Podemos asumir que x0 2 V0. Como C es un ciclo, y tanto V0 como
V1 son conjuntos independientes, se sigue que x1 2 V1 y, en general, para todo
i 2 f1; : : : ; k � 1g y j 2 f0; 1g, tenemos que xi 2 Vj si, y sólo si, i � j (mod 2).
Por lo tanto, k � 0 (mod 2) para xk = x0 2 V0.
Sea D una hipergrá�ca dirigida, y sea C un camino dirigido cerrado de

longitud impar. Según el párrafo anterior, si D tiene un ciclo de longitud impar,
no es bipartita. Si D no tiene ciclos de longitud impar, el Lema 2.5 a�rma que
existe cuando menos un arco en D con más de dos niveles, así que D no es
bipartita, de acuerdo con el Lema 2.7.
Consideremos ahora una hipergrá�ca dirigida fuerte D sin caminos dirigidos

cerrados de longitud impar y tal que jV (D)j � 2. Tomemos x 2 V (D) y de�-
namos V0 = fxg[fy 2 V (D) j existe un xy-camino dirigido de longitud par en Dg[
fz 2 V j x y z están en el mismo nivel de todo arco al que pertenezcang,
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V1 = fy 2 V (D) j existe un xy-camino dirigido de longitud impar en Dg. En-
tonces fV0; V1g es una partición de V (D) en dos conjuntos independientes:
i) V (D) = V0 [ V1, pues D es fuerte.
ii) V0 6= ; 6= V1: como x 2 V0, se tiene que V0 6= ;. Existe cuando menos

un vértice y 2 V (D) tal que y 6= x. Si y =2 V1 entonces y 2 V0, pues D es
fuerte, así que hay un xy-camino dirigido C tal que l(C) es par, es decir, tal que
l(C) � 2. Así, C = (x = x0; A0; x1; : : : ; Ak�1; xk = y) contiene a la subsucesión
C 0 = (x = x0; A0; x1), que es un xx1-camino dirigido de longitud 1. Por lo
tanto, x1 2 V1.
iii) V0 \ V1 = ;: supongamos que existe y 2 V0 \ V1. Como hay un xy-

camino dirigido C1 tal que l(C1) es impar, x y y no están en el mismo nivel de
todo arco al que pertenecen, así que hay un xy-camino dirigido C0 tal que l(C0)
es par. Como D es fuerte, hay un yx-camino dirigido C 0. Si l(C 0) es impar,
entonces C 0 [ C0 es un camino dirigido cerrado de longitud impar. Si l(C 0) es
par, entonces C 0 [ C1 es un camino dirigido cerrado de longitud impar. Por lo
tanto, @ y 2 V0 \ V1.
iv) V0 y V1 son conjuntos independientes: supongamos que existe fy; zg � V0

tal que hay un yz-arco A en D. Si x y y están en el mismo nivel de todo arco
al que pertenecen, entonces hay un xz-arco, así que z 2 V0 \ V1, lo que es
una contradicción. Si no, hay un xy-camino dirigido de longitud par C =
(x = x0; A0; x1; : : : ; Ak�1; xk = y), así que la longitud del xz-camino dirigido
C 0 = (x = x0; A0; x1; : : : ; Ak�1; y; A; z) es impar. Entonces z 2 V0 \ V1, lo que
es imposible. Se sigue que V0 es un conjunto independiente. Podemos ver que
V1 es independiente siguiendo un razonamiento similar.�

Teorema 2.9: Toda hipergrá�ca dirigida simétrica D sin caminos dirigidos
cerrados de longitud impar tiene una k-transversal.
Demostración: Según la observación que antecede al Teorema 2.8, una hiper-

grá�ca dirigida simétrica tiene una k-transversal si, y sólo si, todas sus compo-
nentes fuertes tienen una, así que podemos asumir que D es fuerte. Como D es
fuerte, por el Teorema 2.8 D es bipartita, y entonces el Teorema 2.2 a�rma que
D tiene una k-transversal.�

Corolario 2.10: Sea H una hipergrá�ca tal que existe una hipergrá�ca di-
rigida D generada por H sin caminos dirigidos cerrados de longitud impar.
Entonces H tiene un conjunto transversal fuertemente independiente.
Demostración: Sea H una hipergrá�ca que satisface las condiciones del coro-

lario, y sea D una hipergrá�ca dirigida generada por H sin caminos dirigidos
cerrados de longitud impar. El Teorema 2.9 a�rma queD tiene una k-transversal
T . Como la partición de cada arco es la partición natural de las aristas de H,
la intersección entre cualesquiera dos niveles de D es vacía. Sean N1; :::Nk los
niveles de arcos en D tales que 8i 2 f1; :::; kg; Ni \ T 6= ;. Consideremos un
conjunto N = fx1; :::; xkg, donde 8i 2 f1; :::; kg; xi 2 Ni. Por otra parte, note-
mos que el conjunto de vértices aislados X de D está contenido en T . Entonces
L = X [N es un conjunto transversal fuertemente independiente en H: como
todo nivel intersectado por T es también intersectado por L, se tiene que L es
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un conjunto transversal de H; como T es independiente (es decir, no hay dos
niveles Np y Nq tales que Np \ T 6= ; 6= Nq \ T y para algún arco A en D,
Np � V (A); Nq � V (A) ) y sólo tomamos un vértice de cada nivel, se sigue que
L es fuertemente independiente en H.�

Corolario 2.11: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca sin ciclos de longitud
impar y tal que la partición natural de todas sus aristas tiene dos elementos.
Entonces H tiene un conjunto transversal fuertemente independiente. En par-
ticular, toda multigrá�ca sin lazos ni ciclos de longitud impar tiene un conjunto
transversal independiente.
Demostración: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca que satisface las

condiciones del corolario. Como la partición natural de toda arista de H tiene
dos niveles, H genera una hipergrá�ca dirigida D. Como H no tiene ciclos de
longitud impar, D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar (pues todo arco
tiene sólo dos niveles), así que por el Lema 2.5 D no tiene caminos dirigidos
cerrados de longitud impar. Entonces el Corolario 2.10 a�rma que H tiene un
conjunto transversal fuertemente independiente.�
Si la partición natural de todas las aristas de H tiene dos elementos, para

toda E 2 H existe una partición B = (B1; B2) del conjunto IE = fF 2 H jE 6=
F; E\F 6= ;g, posiblemente con elementos vacíos, tal que 8i 2 f1; 2g; 8Fa; Fb 2
Bi; E \ Fa = E \ Fb; si B1 6= ; 6= B2, entonces E � IE . Por otra parte,
el Lema 2.7 implica que toda hipergrá�ca H tal que existe una hipergrá�ca
dirigida bipartita generada por ella, tiene un conjunto transversal fuertemente
independiente.

Corolario 2.12: Sea H = fE1; :::; Emg una hipergrá�ca simple sin ciclos
de longitud impar y tal que la partición natural de sus aristas tiene cuando
mucho dos elementos. Entonces H tiene un conjunto transversal fuertemente
independiente.
Demostración: Sea H = fE1; :::; Emg una hipergrá�ca que satisface las

condiciones del corolario. Como H es simple, toda arista cuya partición na-
tural tiene un solo elemento no intersecta a ninguna otra arista. Podemos
entonces tomar un vértice de cada una de dichas aristas y considerar la hiper-
grá�ca formada por las aristas con dos niveles: sin pérdida de generalidad,
sea H 0 = fE1; :::; Ekg el conjunto de aristas de H cuya partición natural tiene
un elemento, y consideremos el conjunto T 0 = fx1; :::; xkg, donde para todo
i 2 f1; :::; kg; xi 2 Ei. La partición natural de cada arista de H 00 = H n H 0

tiene dos elementos, así que podemos aplicar el Corolario 2.11, obteniendo un
conjunto transversal fuertemente independiente T 00 de H 00. Entonces T 0 [T 00 es
un conjunto transversal fuertemente independiente de H.�
Como consecuencia, toda (multi)grá�ca (con lazos) sin ciclos de longitud

impar tiene un conjunto transversal independiente.

Problema abierto: Caracterizar las hipergrá�cas H tales que existe una
hipergrá�ca dirigida D generada por H sin caminos dirigidos cerrados de longi-
tud impar. La Figura 2.7 muestra una hipergrá�ca con ciclos de longitud impar
tal que toda hipergrá�ca dirigida generada por ella carece de ciclos.
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Figura 2.7. Hay k arcos, k vértices en el nivel que es mínimo de todos los
arcos y un vértice en cada uno de los otros niveles. D no tiene caminos dirigidos
cerrados, mientras que la hipergrá�ca subyacente tiene ciclos de toda longitud
no mayor que k.

Veremos ahora que toda hipergrá�ca dirigida sin caminos dirigidos cerrados
de longitud impar es núcleo-perfecta:
De�nición: Una componente fuerte T de una hipergrá�ca dirigida D en un

conjunto V es terminal si, y sólo si, 8x 2 V n V (T ), no hay V (T )x-arcos.
Obsérvese que toda hipergrá�ca dirigida tiene una componente fuerte ter-

minal.

De�nición: Una hipergrá�ca dirigida que no es núcleo-perfecta es llamada
núcleo-imperfecta. Una hipergrá�ca dirigida núcleo-imperfecta tal que todas
sus subhipergrá�cas dirigidas inducidas propias son núcleo-perfectas es llamada
núcleo-imperfecta crítica (NIC).
Nótese que dada una hipergrá�ca dirigida núcleo-imperfecta D, siempre ex-

iste una subhipergrá�ca dirigida inducida de D que es NIC, pues toda hipergrá-
�ca dirigida en un conjunto de uno o dos vértices es núcleo-perfecta.

Lema 2.13: Toda hipergrá�ca dirigida NIC es fuerte.
Demostración: Sea D una hipergrá�ca dirigida NIC en un conjunto V .

Supongamos que D no es fuerte y consideremos una componente fuerte ter-
minal T de D. Como D no es fuerte, T es una subhipergrá�ca dirigida inducida
propia de D, así que tiene núcleo K1. Como D no tiene núcleo, ; 6= U =
V n (K1 [N�(K1)) 6= V , lo que implica que D[U ] tiene núcleo K2.
Veamos que K1 [ K2 es independiente: no hay K1K2-arcos, pues T es

terminal; no hay K2K1-arcos, por la de�nición de U . Se tiene además que
K2 [N�(K2) = U y K1 [N�(K1) = V n U , así que K1 [K2 es núcleo de D.
Esto es una contradicción. Por lo tanto, D es fuerte.�

Teorema 2.14: Toda hipergrá�ca dirigida D sin caminos dirigidos cerrados
de longitud impar es núcleo-perfecta.
Demostración: SeaD una hipergrá�ca dirigida núcleo-imperfecta sin caminos

dirigidos cerrados de longitud impar, y sea D0 una subhipergrá�ca dirigida in-
ducida NIC de D. Como D0 es fuerte y no tiene caminos dirigidos cerrados
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de longitud impar, el Teorema 2.8 a�rma que D0 es bipartita. Así, por el Teo-
rema 2.2�, D0 es núcleo-perfecta. Esto es una contradicción, con lo que queda
demostrado el Teorema 2.14.�

Corolario 2.15: Sea D una hipergrá�ca dirigida sin ciclos dirigidos de lon-
gitud impar, y tal que ninguno de sus arcos tiene más de dos niveles. Entonces
D es núcleo-perfecta.
Demostración: Se sigue del Lema 2.5 y el Teorema 2.14.�
El Corolario 2.15 es una generalización del Teorema de Richardson (1.4),

pues todo arco en una (multi)digrá�ca tiene cuando mucho dos niveles.

Digrá�cas asociadas

Podemos asociar una digrá�ca Q a cualquier hipergrá�ca dirigida D de la
siguiente manera: V (Q) = V (D), y para todo fx; yg � V (Q) = V (D) hay una
xy-�echa en Q si, y sólo si, hay un xy-arco en D. Esto se asemeja a la 2-sección
de una hipergrá�ca, de�nida por Berge en [7] y estudiada por Borowiecki ([15]),
aunque aquí puede haber dos vértices en un mismo arco de D sin �echa entre sí
en Q. Dada una hipergrá�ca dirigida D, a cada arco Ai de D le corresponde un
torneo r(i)-partito. Si pedimos que la intersección de cualesquiera dos niveles de
D sea vacía y k es la cantidad total de niveles en D, entonces Q es una digrá�ca
k-partita.

Figure 2.8: Digrá�ca asociada.

Notemos que una digrá�ca dada puede estar asociada a varias hipergrá�-
cas dirigidas (para empezar, a sí misma). De la de�nición de Q, se tiene que
S � V (D) = V (Q) es independiente en D si, y sólo si, es independiente en
Q, y que S es absorbente en D si, y sólo si, es absorbente en Q. Así, todo
resultado referente a núcleos (no necesariamente transversales) en hipergrá�cas
dirigidas corresponde a un resultado relativo a núcleos en digrá�cas. Si Q no
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tiene caminos dirigidos cerrados de longitud impar, D tampoco los tiene. Sin
embargo, hay hipergrá�cas dirigidas sin caminos dirigidos cerrados de longitud
impar cuyas digrá�cas asociadas tienen caminos dirigidos cerrados de longitud
impar (es decir, ciclos dirigidos de longitud impar), como se muestra en la Figura
2.8.b. El Teorema 2.14 implica que la digrá�ca asociada a toda hipergrá�ca di-
rigida sin caminos dirigidos cerrados de longitud impar es núcleo-perfecta.

Problema abierto: Caracterizar las digrá�cas con ciclos dirigidos (es decir,
caminos dirigidos cerrados) de longitud impar que pueden asociarse a hipergrá-
�cas dirigidas sin caminos dirigidos cerrados de longitud impar. Es fácil mostrar
que todo ciclo dirigido de longitud impar C de tales digrá�cas Q tiene cuando
menos un "salto" de longitud 2: si C = (x0; x1; x2; : : : ; x2k+1 = x0) es un ciclo
dirigido de longitud impar en Q, entonces (x2k; x1) es una �echa de Q, o existe
i 2 f1; : : : ; 2k � 1g tal que (xi; xi+2) es una �echa de Q.

Observación: Podemos decir que una hipergrá�ca dirigidaD es k-transversal-
perfecta si toda subhipergrá�ca dirigida inducida de D tiene una k-transversal.
Como toda subhipergrá�ca dirigida de una hipergrá�ca dirigida simétrica es
también simétrica, los Teoremas 2.1, 2.2 y 2.9 pueden extenderse fácilmente
a resultados similares a los Teoremas 2.1�, 2.2� y 2.14. Sin embargo, ya se
mencionó que las subhipergrá�cas dirigidas inducidas de una hipergrá�ca di-
rigida D generada por una hipergrá�ca H no son necesariamente generadas por
subhipergrá�cas inducidas de H, así que el concepto no es útil para investigar
hipergrá�cas.

Conclusiones

Hasta ahora nuestros esfuerzos se han enfocado en el estudio de los núcleos
transversales en hipergrá�cas dirigidas. Creemos que el concepto de hipergrá-
�ca dirigida puede ser útil como herramienta en otros temas relacionados con
digrá�cas e hipergrá�cas.
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CAPÍTULO 3: HIPERGRÁFICAS DE NIVELES

Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em), su hipergrá�ca de niveles es el re-
sultado de identi�car todos los vértices que pertenecen exactamente a las mismas
aristas. Esta nueva hipergrá�ca tiene la misma estructura que la original, pero
puede tener menos vértices. Dado que se preservan algunas invariantes de hiper-
grá�cas, es posible obtener nuevos resultados a partir de teoremas enunciados
en términos de orden o rango. Estas nuevas a�rmaciones están planteadas en
términos de la estructura de las aristas; algunas son generalizaciones, mientras
que otras son independientes de los resultados originales.

Fundamentos

Debido a su importancia en este capítulo, se enuncia nuevamente la de�nición
de partición natural:
De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em), su partición natural

P = fP1; :::; Plg es la partición del conjunto de vértices V (H) de H de�nida por
la relación de equivalencia �, especi�cada por la regla x � y , Ex = Ey, donde
para cualquier vértice w, Ew denota al conjunto de aristas a las que pertenece
w, la estrella de w. Los elementos de P son llamados niveles de H, y para cada
arista E de H, los conjuntos fPi � E j Pi 2 Pg, llamados niveles de E, forman
la partición natural de E.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) con partición natural
P = fP1; :::; Plg, la hipergrá�ca de niveles LH = (E01; :::; E0m) de H es la hiper-
grá�ca que resulta de eliminar todos los vértices salvo uno de cada nivel Pi de
P . En otras palabras, consideramos un conjunto S = fx1; :::; xl j xi 2 Pi 8i 2
f1; :::; lgg y tomamos LH = H[S], la subhipergrá�ca inducida por S. Es claro
que LH está bien de�nida, es decir, no importa qué vértice de cada nivel se
conserve, pues todos desempeñan un papel equivalente.

Las nociones presentadas arriba fueron descubiertas de manera independi-
ente por Acharya en [1], donde considera hipergrá�cas con vértices aislados
(es decir, vértices que no pertenecen a ninguna arista). Aquí seguimos [7], así
que los vértices "aislados" tienen un lazo. La única diferencia es que en [1]
todos los vértices aislados pertenecen a un solo nivel, mientras que aquí cada
uno pertenece a su propio nivel. Todos los resultados presentados aquí aplican
de forma directa, o pueden adaptarse fácilmente, a hipergrá�cas con vértices
aislados verdaderos.

Como toda arista E de H tiene cuando menos un vértice, contiene cuando
menos un nivel, de manera que induce una arista E0 en LH ; entonces tanto
H como LH tienen la misma cantidad de aristas. De forma similar, Ei y E0i
contienen la misma cantidad de niveles y Ei \Ej 6= ; si, y sólo si, E0i \E0j 6= ;.
Esto implica que H es simple si, y sólo si, LH es simple; que H tiene aristas
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repetidas si, y sólo si, LH las tiene, y que �(H) = �(LH), donde �(H) es la
máxima cardinalidad de un apareamiento en H. Nótese que toda hipergrá�ca
H tal que todos los elementos de su partición natural tienen sólo un vértice es
una hipergrá�ca de niveles (de sí misma, en particular), así que podemos hablar
de una hipergrá�ca "de niveles" sin considerar ninguna hipergrá�ca "original".

Cualquier subhipergrá�ca inducida de una hipergrá�ca de niveles es también
una hipergrá�ca de niveles. Dada una hipergrá�ca H, la hipergrá�ca de niveles
de cualquier subhipergrá�ca inducida de H es una subhipergrá�ca inducida de
LH . Sin embargo, una hipergrá�ca parcial de una hipergrá�ca de niveles no es
siempre de niveles.

Obsérvese que todo vértice que pertenezca a un nivel dado Pi de H tiene
el mismo grado, al igual que el vértice que corresponde a ese nivel en LH . En
particular, se preservan el grado máximo y el grado mínimo: �(H) = �(LH) y
�(H) = �(LH).

Dada una arista E de una hipergrá�ca H, la arista correspondiente de LH
se denotará con E0, y una arista de LH se escribirá siempre con apóstrofe. Se
utilizará el mismo símbolo para un nivel de H y para su nivel correspondiente
en LH . Numeramos los elementos de V (LH) = fx1; :::; xlg de manera que xi 2
Pi 8i 2 f1; :::; lg, y llamamos a xi el representante de Pi.

A menos que se indique lo contrario, utilizaremos la siguiente notación para
toda hipergrá�ca H:
P = fP1; :::; Plg = partición natural de H; V (H) = conjunto de vértices de

H; n = jV (H)j = orden de H; m = jHj; l = jP j; rE = cantidad de niveles
contenidos en la arista E; r = maxE2H jEj = rango de H; s = minE2H jEj =
anti-rango de H; r0 = maxE2H rE ; s0 = minE2H rE ; H� = hipergrá�ca dual de
H; H[A] = subhipergrá�ca de H inducida por A; eH = hipergrá�ca parcial de
H; Ex = fE 2 H jx 2 Eg; � = minfjT j tal que T es un conjunto transversal de
Hg; � 0 = maxfjT j tal que T es un conjunto transversal de H que no contiene
propiamente a ninguna otra transversalg; � = maxfjT j tal que T es un conjunto
fuertemente independiente de Hg; � = maxfjT j tal que T es un apareamiento
de Hg; � = minfjT j tal que T es una cubierta de Hg; NH(x) = el conjunto de
vértices adyacentes a x en H = V (Ex) n fxg; NH(A) = el conjunto de vértices
adyacentes a cualquier vértice x 2 A; [a] = mayor entero menor o igual que a;
[a]� = menor entero mayor o igual que a. No hacemos diferencia explícita entre
niveles de H y niveles de LH , y para cualquier arista E de H, la arista de LH
inducida por E se denota E0.

En [1] aparece una manera sencilla de caracterizar las hipergrá�cas de nive-
les: una hipergrá�ca dada H es una hipergrá�ca de niveles si, y sólo si, para
todo conjunto fx; yg � V (H), hay una arista E en H tal que x 2 E y y =2 E,
ó y 2 E y x =2 E. De forma equivalente, H es una hipergrá�ca de niveles si, y
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sólo si, para todo x 2 V (H), el mapeo natural x 7! Ex es biyectivo. Las hiper-
grá�cas de niveles pueden también caracterizarse por su matriz de incidencia:
una hipergrá�ca H es de niveles si, y sólo si, su matriz de incidencia carece
de renglones repetidos (, la matriz de incidencia de H� carece de columnas
repetidas).

Entonces toda hipergrá�ca de niveles es su propia hipergrá�ca de niveles.
Una (multi)grá�ca es una hipergrá�ca de niveles si, y sólo si, no tiene compo-
nentes conexas isomorfas a K2 (ni a K2 con aristas múltiples), de acuerdo con
la caracterización del párrafo anterior. La hipergrá�ca de niveles de K2 es un
vértice con un lazo (o varios lazos, si tiene aristas múltiples).

De�nición : Una hipergrá�ca H es separable si
T
fE 2 H jx 2 Eg = fxg.

Nótese que toda hipergrá�ca separable es una hipergrá�ca de niveles, pero
el inverso no se cumple, como se muestra en la Figura 3.1, donde sólo

T
fE 2

H jx4 2 Eg es un singulete.

Figura 3.1

Algunos ejemplos de hipergrá�cas de niveles son los siguientes: hipergrá�cas
r-completas Kr

n; hipergrá�cas hereditarias, planos proyectivos, hipergrá�cas k-
partitas completas Kr

n1;:::;nk
si no más de un elemento de la partición tiene sólo

un vértice. Esto puede veri�carse fácilmente a partir de las caracterizaciones
mencionadas. De cualquier forma, la última a�rmación se demostrará en la
Proposición 3.2.

Como muchas invariantes de hipergrá�cas son iguales en H y LH , es posible
considerar un teorema referente a algunas de ellas cuyas condiciones involu-
cren cardinalidad, y "tranducirlo" a un resultado enunciado en términos de la
estructura de las aristas. Este método permite algunas generalizaciones de teo-
remas clasicos, aunque en otros casos los nuevos resultados apliquen a una clase
diferente de hipergrá�cas que los originales.

Observación: Sean a; b; c; d enteros positivos tales que a � b; c � d; c � a y
d � b. Si c� a � d� b, entonces

�
c

d

�
�
�
a

b

�
.
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Demostración: Tenemos que para fp; qg � N, d = b + p y c = a + p + q.

Para empezar, tenemos que
(a+ p)!

(b+ p)!(a� b)! =
�
a+ p

b+ p

�
�
�
a

b

�
=

a!

b!(a� b)! .

Por otra parte, si consideramos c0 = a+ p, entonces
(c0 + q)!

(d)!(c0 + q � d)! =
�
c

d

�
��

c0

d

�
=

c0!

d!(c0 � d)! . A partir de estas dos desigualdades llegamos al resultado

deseado.�
Esta observación elemental muestra que varios teoremas emulados propor-

cionan mejores cotas que los originales (aunque no siempre apliquen a la misma
clase de hipergrá�cas).
Además, nótese que para toda arista E de una hipergrá�ca dada H se tiene

que l � rE � n� jEj.

Teorema 3.1: Toda hipergrá�ca simple H satisface:

(1)
X
E2H

�
l

rE

��1
� 1

(2) m �
�

l

[l=2]

�
Demostración: Si H satisface las condiciones, el orden de LH es l, y para

cada arista E0 2 LH , jE0j = rE . Como H es simple si, y sólo si, LH es simple,
y como H y LH tienen la misma cantidad de aristas, el resultado se sigue de un
teorema de Sperner ([56]).�
El Teorema 3.1 mejora las cotas dadas por Sperner, pues para cualquier

hipergrá�ca H se tiene que
�
l

rE

�
�
�
n

jEj

�
y
�

l

[l=2]

�
�
�

n

[n=2]

�
.

Proposición 3.2: SeaH una hipergrá�ca yH� su hipergrá�ca dual. Entonces
L�H es como H

� sin aristas repetidas. Además, una hipergrá�ca H es de niveles
si, y sólo si, H� carece de aristas repetidas, y dada cualquier hipergrá�ca H,
H� es de niveles si, y sólo si, H no tiene aristas repetidas.
Demostración: Se tiene que jHj = jLH j y que para todo vértice en V (H)

hay un vértice en V (LH) que pertenece a las mismas aristas, entonces H� y L�H
tienen la misma estructura, pero H� puede tener más aristas (repetidas), pues
dos vértices en el mismo nivel de H inducen aristas repeatidas en H�. Por otra
parte, la única manera de generar aristas repetidas en H� es tener dos vértices
en el mismo nivel de H, así que L�H no tiene aristas repetidas. Además, dos
vértices en el mismo nivel de H� corresponden a aristas repetidas en H.�

De�nición: SeaH = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca. H es lineal si jEi\Ej j �
1 para todo fi; jg � f1; :::;mg.

De�nición: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca. H es lineal por niveles
si la intersección de cualesquiera dos aristas consiste en un solo nivel o es vacía.
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Proposición 3.3: Sea H una hipergrá�ca lineal por niveles. Entonces su
hipergrá�ca dual H� es lineal salvo por aristas repetidas, es decir, para todo
X;Y 2 H�; jX \ Y j > 1) V (X) = V (Y ).
Demostración: Dada una hipergrá�ca H, L�H es como H

� sin aristas repeti-
das. Sea H una hipergrá�ca lineal por niveles; entonces LH es lineal, así que [7],
Cáp. 1, Proposición 3 implica que L�H es lineal. Por la primera a�rmación de
este párrafo, H� puede tener aristas repetidas, pero si dichas aristas se omiten
es lineal.�

De�nición: Una hipergrá�ca H es r0-uniforme por niveles si toda arista de
H tiene r0 niveles.

Teorema 3.4: Sea H una hipergrá�ca lineal por niveles con l niveles y m

aristas, entonces
X
E2H

�
rE
2

�
�
�
l

2

�
. Si H es también r0-uniforme por niveles,

entonces m � l(l � 1)
r0(r0 � 1) .

Demostración: Si H satisface las condiciones, entonces LH es una hipergrá-
�ca lineal (r0-uniforme) de orden l con m aristas. El resultado se sigue de [7],
Cáp. 1, Teorema 3.
La primera a�rmación aplica a una clase más amplia de hipergrá�cas que

el resultado original, pues ser lineal implica ser lineal por niveles, y la cota
resultante nunca es peor para hipergrá�cas lineales. La segunda a�rmación
también proporciona una cota mejor que [7], Cáp. 1, Teorema 3, pero aplica a
una clase distinta de hipergrá�cas, pues ser uniforme y ser uniforme por niveles
son diferentes y no comparables.

De�nición: Una hipergrá�ca r-uniforme H es r-partita si V (H) = V1 [ :::[
Vr es la unión ajena de r conjuntos, y para i 2 f1; :::; rg y E 2 H se tiene
que jE \ Vij = 1.

Proposición 3.5: Una hipergrá�ca r-partita H con V (H) = V1 [ ::: [ Vr
es una hipergrá�ca de niveles si, y sólo si, no más de uno de los conjuntos
Vi; i 2 f1; :::; rg tiene un solo vértice.
Demostración: Si dos conjuntos Vi; Vj tienen un solo vértice, entonces esos

dos vértices pertenecen a todas las aristas, es decir, están en el mismo nivel.
Si ninguno de los conjuntos V1; :::; Vr tiene un solo vértice, entonces para

todo par de vértices fx; yg � V (H) hay una arista en la que está x pero no
y, y una arista en la que está y pero no x, así que H es una hipergrá�ca de
niveles. De forma similar, si sólo un conjunto Vi satisface jVij = 1, su elemento
es el único vértice que está en todas las aristas, de manera que para todo par de
vértices en V (H) hay una arista en la que sólo uno de ellos está, lo que implica
que H es una hipergrá�ca de niveles.�

De�nición: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca y sea a � 0 un entero.
Multiplicar la arista Ei por a signi�ca reemplazar Ei por a copias idénticas de
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sí misma. Para una arista E, escribiremos aE para el resultado de multiplicar
E por a.
De�nición: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca. H es regular si todos

sus vértices tienen el mismo grado. H es regularizable si puede llegarse a una
hipergrá�ca regular multiplicando cada una de sus aristas Ei por un entero
ai > 0. H es casi regularizable si puede llegarse a una hipergrá�ca regular
multiplicando cada una de sus aristas Ei por un entero ai � 0.

Proposición 3.6: Sea H una hipergrá�ca y sea LH su hipergrá�ca de niveles.
Entonces:
1) H es regular si, y sólo si, LH es regular.
2) H es regularizable si, y sólo si, LH es regularizable.
3) H es casi regularizable si, y sólo si, LH es casi regularizable.
En los casos 2 y 3, el entero utilizado para llegar a la hipergrá�ca regular es

el mismo para una arista en H y para la arista que induce en LH .
Demostración: SeaH = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca y sea LH = (E01; :::; E

0
m)

su hipergrá�ca de niveles. Supóngase queH es regularizable (casi regularizable),
de forma que G = (a1E1; :::; amEm) es regular para enteros positivos (no neg-
ativos) a1; :::; am. Para todo vértice en H hay un vértice en LH con el mismo
grado: el representante del nivel al que pertenece. Además, todos los vértices
en un nivel dado de H se multiplicarán por los mismos enteros para obtener G.
Esto implica que G0 = (a1E01; :::; amE

0
m) es regular. Mediante un razonamiento

idéntico, si G0 = (a1E01; :::; amE
0
m) es regular entonces G = (a1E1; :::; amEm) es

regular.�

Familias intersectantes

De�nición: Sea H una hipergrá�ca. Una familia de aristas J � H es inter-
sectante si, y sólo si, E\F 6= ; para todo fE;Fg � J . La máxima cardinalidad
de una familia intersectante en H se denota �0(H). Cuando �0(H) = m se
dice que H es una hipergrá�ca intersectante.

Como dos aristas Ei y Ej en H se intersectan si, y sólo si, las aristas corres-
pondientes E0i y E

0
j en LH se intersectan, se tiene que �0(H) = �0(LH).

Teorema 3.7: Sea H una hipergrá�ca con l niveles y sin aristas repetidas.
Entonces �0(H) � 2l�1.
Demostración: �0(H) = �0(LH), y H tiene aristas repetidas si, y sólo si,

LH las tiene. Entonces el resultado se sigue de [7], Cáp. 1, Teorema 4.
El Teorema 3.7 es una generalización directa de [7], Cáp. 1, Teorema 4.

Teorema 3.8: Sea H una hipergrá�ca intersectante simple tal que r0 � l=2.

Entonces
X
E2H

�
l � 1
rE � 1

��1
� 1 y m(H) �

�
l � 1
r0 � 1

�
.
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Demostración: SiH satisface las condiciones, el orden de LH es l, su rango es
r0 y jE0j = rE para cada arista E0. Además,m(H) = m(LH), �0(H) = �0(LH)
y H es simple si, y sólo si, LH es simple, así que el resultado se sigue de un
teorema de Erdös, Cha-Ko y Rado ([21]).�
El Teorema 3.8 mejora las cotas que proporciona dicho resultado, aunque

no aplica a la misma clase de hipergrá�cas, pues que ninguna arista tenga más
de la mitad de los niveles y que ninguna arista tenga más de la mitad de los
vértices son diferentes y no comparables.

Teorema 3.9: Las siguientes a�rmaciones se cumplen para cualquier hiper-
grá�ca intersectante H:

(1)
X

E2H; rE � l=2

�
l

rE � 1

��1
+

X
E2H; rE > l=2

�
l

rE

��1
� 1

(2) m(H) �
�

l

[l=2] + 1

�
.

Demostración: Si H es intersectante, entonces LH es intersectante, y el
resultado se sigue directamente de la generalización debida a Greene, Katona y
Kleitman del teorema de Erdös, Cha-Ko y Rado mencionado arriba ([34]).�
El Teorema 3.9 mejora las cotas de dicha generalización. El Teorema 3.8 es

un caso particular del Teorema 3.9.

De�nición: Para un conjunto V = fx1; :::; xng, una partición P = fP1; :::; Plg
de V y un entero r0 � l, la hipergrá�ca r0-completa por niveles Hr0

n;l tiene con-
junto de vértices V y sus aristas son los subconjuntos de V que contienen r0

elementos de P y no intersectan a ningún otro elemento de P .

Observación 3.10: Si todo elemento de P tiene un solo vértice, tenemos la
hipergrá�ca r-completa. Además, la hipergrá�ca de niveles de una hipergrá�ca
r0-completa por niveles Hr0

n;l es K
r0

l (para todo n � l).

Teorema 3.11: �0(Hr0

n;l) =

�
l � 1
r0 � 1

�
si r0 � l=2, y �0(Hr0

n;l) =

�
l

r0

�
si

r0 > l=2.
Demostración: El resultado se sigue de la Observación 3.10, ya que�0(Kr

n) =�
n� 1
r � 1

�
si r � n=2, y �0(Kr

n) =

�
n

r

�
si r > n=2 ([7], Cáp. 1). �

Teorema 3.12: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca intersectante simple
con m(H) � 2 y tal que 8fE;Fg � H; E [ F 6= V (H). Entonces m(H) �
1
2

�
l

[l=2]

�
.

Demostración: Si H satisface las hipótesis, entonces LH también las sa-
tisface. El orden de LH es l y m(H) = m(LH). El resultado se sigue de un
teorema de Schönheim ([54]).�
El Teorema 3.12 es una generalización del de Schönheim.
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Teorema 3.13: Sea H una hipergrá�ca intersectante r0-uniforme por niveles.

Entonces �(H) �
�

r0

(r0)2 � r0 + 1

�
m(H).

Demostración: Como �(H) = �(LH) y m(H) = m(LH), el resultado es
consecuencia de [7], Cáp. 3, Corolario 1 al Teorema 14.�
El Teorema 3.13 es mejor que el resultado que emula, pues r0 � r para toda

hipergrá�ca H.

Coloraciones por aristas

De�nición: Sea H una hipergrá�ca. Su índice cromático q(H) es la mínima
cantidad de colores tal que existe una coloración de las aristas de H en la
que aristas que se intersectan tienen colores diferentes (es decir, una coloración
fuerte). Una hipergrá�ca H tiene la propiedad de la coloración por aristas
siempre que q(H) = �(H).

Observación 3.14: Las aristas de LH tienen la misma estructura que las de
H, así que q(LH) = q(H). Como �(LH) = �(H), una hipergrá�ca dada H
tiene la propiedad de la coloración por aristas si, y sólo si, LH tiene la propiedad
de la coloración por aristas.
Además, H tiene una k-coloración por aristas, así como una k-coloración

buena, equitativa, fuerte o uniforme si, y sólo si, LH tiene también tal coloración.
Esto hace más sencillo averiguar si una hipergrá�ca dada tiene un tipo particular
de coloración por aristas.

Teorema 3.15: Hr0

n;l tiene la propiedad de la coloración por aristas si, y sólo
si, 9k 2 N tal que l = kr0.
Demostración: Se sigue de la Observación 3.10, la Observación 3.14 y un

teorema de Baranyai referente a Kr
n ([5]).�

El Teorema 3.15 es una generalización del resultado de Baranyai.

La propiedad de Helly

De�nición: Una hipergrá�ca H tiene la propiedad de Helly si para toda
familia intersectante J � H se tiene que

\
E2J

E 6= ;.

De�nición: Considérese k 2 N. Una hipergrá�ca H es k-Helly si para todo
conjunto J � H son equivalentes las siguientes condiciones:
1) (I � J; jIj � k))

\
E2I

E 6= ;.

2)
\
E2J

E 6= ;.
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Tener la propiedad de Helly es ser 2-Helly.

Observación 3.16: Como toda arista E en H induce una arista E0 en LH , y
E \ F 6= ; si, y sólo si, E0 \ F 0 6= ;, se tiene que H es k-Helly si, y sólo si, LH
es k-Helly.

Teorema 3.17: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca simple k-Helly tal que

para todo i 2 f1; :::;mg; rEi � k + 1. Entonces
mX
i=1

�
l � 1
rEi � 1

��1
� 1.

Demostración: Si H satisface las condiciones, entonces LH = (E01; :::; E
0
m)

es una hipergrá�ca simple k-Helly de orden l y tal que para todo i 2 f1; :::;mg;
jE0ij = rEi . El resultado se sigue de un teorema de Tuza ([58]).�

Teorema 3.18: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca simple k-Helly tal que

para todo i 2 f1; :::;mg; rEi � k + 2. Entonces m(H) �
�
l � 1
r0 � 1

�
.

Demostración: Similar a la del Teorema 3.17. El resultado es consecuencia
de un teorema de Bollobás y Duchet ([11]).�

Teorema 3.19: SeaH = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca simple con la propiedad

de Helly tal que 3 � r0 � l=2. Entonces m(H) �
�
l � 1
r0 � 1

�
.

Demostración: El resultado se sigue de un teorema de Bollobás y Duchet
([12]).�

Teorema 3.20: SeaH = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca simple con la propiedad

de Helly tal que 5 � l. Entonces m(H) �
�
l � 1
[l=2]

�
.

Demostración: El resultado es consecuencia de un teorema de Bollobás y
Duchet ([12]).�
Los Teoremas 3.17, 3.18, 3.19 y 3.20 proporcionan mejores cotas que los

resultados en los que se basan, pero sus condiciones son más fuertes. Estos
resultados (como varios otros) muestran que la mejor cota en el resultado original
es alcanzada por una hipergrá�ca de niveles.

Secciones

De�nición: Para una hipergrá�ca simple H = (E1; :::; Em) y k 2 N; k � r,
la k-sección de H es una hipergrá�ca [H]k con V ([H]k) = V (H) y cuyas aristas
son los conjuntos F � V (H) que satisfacen una de las siguientes condiciones:
1) jF j = k y F � Ei para algún i 2 f1; :::;mg;
2) jF j < k y F = Ei para algún i 2 f1; :::;mg.

En general, la relación entre k-secciones e hipergrá�cas de niveles no es
fuerte, pues las primeras sólo toman en cuenta si dos vértices dados pertenecen
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a la misma arista, de manera que los vértices de un nivel dado de una hipergrá�ca
H "se separan" al considerar k-secciones de H.
La k-sección de una hipergrá�ca de niveles LH es una hipergrá�ca de niveles

con la misma estructura de niveles que LH (ambas tienen la misma cantidad de
niveles, y dos niveles son adyacentes en LH si, y sólo si, son adyacentes en su
k-sección) aunque puede tener más aristas, como se muestra en la Figura 3.2.
Como la 2-sección de cualquier hipergrá�ca H es una grá�ca, entonces [H]2 es
una hipergrá�ca de niveles a menos que [H]2 tenga componentes conexas iso-
morfas a K2 (con aristas múltiples), es decir, a menos que H tenga componentes
conexas isomorfas a K2 (con aristas múltiples).

Figura 3.2

De�nición: Una hipergrá�ca H es conforme si los clanes maximales de [H]2
son aristas de H.

Proposición 3.21: Una hipergrá�ca H es conforme si, y sólo si, LH es con-
forme.
Demostración: Dada una hipergrá�ca H, sus aristas son siempre clanes de

[H]2.
Dados dos vértices x y y en el mismo nivel Pi de H, (x; y) es una arista de

[H]2 y N(x) n fyg = N(y) n fxg.
Sea H una hipergrá�ca conforme. Se demostrará por inducción que LH es

conforme. Si sólo un nivel Pi de H tiene más de un vértice, consideramos dos
vértices x y y en Pi. Sea (F1; :::; Fk) la familia de aristas que contienen a Pi, que
son todas clanes maximales, pues H es conforme. Si se elimina y, tenemos la
hipergrá�ca H[V nfyg], donde las aristas que contienen a Pi son F1nfyg; :::; Fk n
fyg, y las otras aristas permanecen iguales que en H. Supongamos que alguna
arista Fj n fyg no es un clan maximal de [H[V n fyg]]2, y considereremos el
clan maximal Q al que pertenece Fj n fyg. En [H[V n fyg]]2 hay una arista
entre cualesquiera dos vértices de Q, así que pasa lo mismo en [H]2. Como x,
que pertenece a Pi, es un vértice de Q, se tiene que y es adyacente a todos los
vértices de Q en [H]2, lo que implica que Fj no es un clan maximal en [H]2,
así que H no es conforme. De esta manera, podemos eliminar todos los vértices
salvo uno de Pi y la hipergrá�ca resultante seguirá siendo conforme.
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Supongamos ahora que dada cualquier hipergrá�ca conforme en la que cuando
mucho p� 1 niveles tengan más de un vértice, su hipergrá�ca de niveles es con-
forme. Sea H una hipergrá�ca conforme con p niveles con más de un vértice.
Podemos proceder como en el párrafo anterior, obteniendo una hipergrá�ca con-
forme con sólo p� 1 niveles con más de un vértice cuya hipergrá�ca de niveles
es la de H.
Sea H una hipergrá�ca tal que LH es conforme. Siguiendo un razonamiento

similar al de los dos párrafos anteriores, podemos añadir vértices uno por uno
(pues son una cantidad �nita) sin alterar la conformalidad, mostrando así que
H es conforme.�
Este resultado hace más sencillo comprobar si una hipergrá�ca dada es con-

forme.

De�nición: Para toda hipergrá�ca H y toda arista E de H con jEj � k, las
aristas de [H]k contenidas en E constituyen una hipergrá�ca k-completa. H es
k-conforme si, y sólo si, los subconjuntos maximales de V (H) que constituyen
hipergrá�cas k-completas de [H]k son aristas de H.

Proposición 3.22: Una hipergrá�ca H es k-conforme si, y sólo si, LH es
k-conforme.
Demostración: L�H es como H

� sin aristas repetidas, y ser o no k-Helly no se
altera al añadir o quitar aristas repetidas. Entonces el resultado se sigue porque
una hipergrá�ca es k-conforme si, y sólo si, su dual es k-Helly ([7], Cáp. 1).
La Proposición 3.21 es un caso particular de la Proposición 3.22.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto V , su
grá�ca representativa R(H) es aquélla cuyos vértices son las aristas de H y
cuyas aristas son f(Ei; Ej)j Ei \ Ej 6= ; en Hg.
En otras palabras, R(H) = [H�]2.

Proposición 3.23: R(H) = R(LH).
Demostración: Como L�H es como H� sin aristas repetidas, se tiene que

[L�H ]2 = [H�]2, pues la adyacencia no se altera al quitar o añadir aristas
repetidas.�

Teorema 3.24: Sea H una hipergrá�ca r0-uniforme por niveles sin vértices de
grado 1, y tal que todas sus aristas intersectan cuando menos a otras r0 aristas.
Entonces R(H) es regularizable.
Demostración: El Teorema 3.24 es consecuencia de la Proposición 3.23 y un

teorema de Berge ([8]).�

De�nición: Dada una grá�ca G, denotamos con 
(G) al orden mínimo de
las hipergrá�cas H cuya grá�ca representativa es G.
Dada una grá�ca G, es fácil ver que toda hipergrá�ca cuya grá�ca represen-

tativa sea G y cuyo orden sea 
(G) es una hipergrá�ca de niveles.
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Transversales y apareamientos

De�nición: Sea H una hipergrá�ca. T � V (H) es una transversal de H
si, y sólo si, T intersecta a todas las aristas de H. Una transversal T de H
es minimal si, y sólo si, para toda transversal T 0 de H, T 0 � T ) T 0 = T .
Una transversal T de H es mínima si, y sólo si, para toda transversal T 0 de H,
jT j � jT 0j. � denota la cardinalidad de una transversal mínima, y � 0 denota la
máxima cardinalidad de una transversal minimal.

Observación 3.25: Una transversal de LH es también una transversal de
H, y una transversal T de H induce una transversal de LH eliminando todos
los vértices salvo uno de cada nivel cuya intersección con T tenga más de un
elemento. Además, una transversal minimal deH tiene cuando mucho un vértice
por nivel, pues dos vértices en un mismo nivel pertenecen exactamente a las
mismas aristas; por otra parte, si una arista E0i de LH es intersectada por
un conjunto dado S � V (H), entonces la arista correspondiente Ei de H es
intersectada por S; se sigue que todo conjunto T � V (H) es una transversal
minimal (mínima) de H si, y sólo si, T es una transversal minimal (mínima) de
LH , tomando T \ Pi como xi, el representante de Pi, siempre que T \ Pi 6= ;.
Por lo tanto, se tiene que � 0(H) = � 0(LH) y �(H) = �(LH).
Utilizaremos esta observación para demostrar resultados relativos a cotas

para � y � 0.

Teorema 3.26: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca tal que s0 � 2. En-

tonces � 0 �
�

l�

�+ s0 � 1

�
.

Demostración: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca que satisface las
condiciones de las hipótesis. Entonces LH = (E01; :::; E

0
m) es una hipergrá�ca de

orden l con s0 = min jE0ij > 1 y � = �(LH) = �(H), así que por [7], Cáp. 2,

Corolario 1 al Teorema 3 se tiene que � 0 �
�

l�

�+ s0 � 1

�
.�

La cota que da el Teorema 3.26 no es siempre mejor que la que resulta
de [7], Cáp. 2, Corolario 1 al Teorema 3. Por ejemplo, para la hipergrá�ca
H de la Figura 3.3 el Teorema 3.26 a�rma que � 0 � 5, mientras que � 0 � 4
según el resultado de [7]. Sin embargo, en la mayoría de los casos el Teorema
3.26 proporciona una mejor cota, aunque aplica a una clase más restringida
de hipergrá�cas (toda arista debe tener cuando menos dos niveles, en lugar de
cuando menos dos vértices).
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Figura 3.3

Teorema 3.27: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca con s0 > 1. Sea
d0i = dH(x); x 2 Pi, y etiquetemos los niveles de H de forma que

d01 � d02 � ::: � d0l. Entonces � 0(H) = t satisface
tP
i=1

(d0i + s
0 � 1) �

lP
i=1

d0i.

Demostración: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca que satisface las
condiciones. Entonces LH = (E01; :::; E

0
m) es una hipergrá�ca de orden l con

s0 = min jE0ij, y tal que fd01; d02; :::; d0lg corresponde al conjunto de grados de sus
vértices. Aplicando un teorema de Meyer [47] a LH se obtiene el Teorema 3.27.
Como el Teorema 3.27 es una generalización del Teorema 3.26, tampoco

resulta siempre en una cota mejor que el resultado de Meyer. Sí sucede en la
mayoría de los casos, pero pide s0 > 1, mientras que el teorema emulado aplica
siempre que s > 1.�

Teorema 3.28: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca lineal por niveles con
s0 > 2. Entonces � 0(H) � l+ 1

2 (s
02�3s0+1)� 1

2

p
4l(s02 � 3s0 + 2) + (s02 � 3s0 + 1)2.

Demostración: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca según las hipótesis.
Entonces LH = (E01; :::; E

0
m) es una hipergrá�ca lineal de orden l, con s

0 =
min jE0ij. El resultado se sigue de [7], Cáp. 2, Corolario 2 al Teorema 3.�
Como s � s0 y (p2 � 3p + 1) � (q2 � 3q + 1) siempre que p � q > 1, el

Teorema 3.28 es mejor que el resultado que emula. Sin embargo, aplica a una
clase distinta de hipergrá�cas: pedir que H sea lineal por niveles es menos que
pedir que H sea lineal, pero s0 > 2 es pedir más que s > 2.

Teorema 3.29: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca lineal por niveles tal

que toda arista tiene 3 niveles. Entonces �(H) � l + 1
2 �

q
2l + 1

4 .

Demostración: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca según las hipótesis.
Entonces LH = (E01; :::; E

0
m) es una hipergrá�ca lineal 3-uniforme de orden l, y

el resultado se sigue de un teorema de Erdös, Hajnal y Moon [22].�
Como dicho resultado es un caso particular de [7], Cáp. 2, Corolario 2 al

Teorema 3 (de manera que el Teorema 3.29 es un caso particular del Teorema
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3.28), se tiene que el Teorema 3.29 da una mejor cota que el resultado en que
se basa, pero aplica a una clase distinta de hipergrá�cas.

Observación: Un conjunto fuertemente independiente S en LH es un con-
junto fuertemente independiente en H, pues LH es una subhipergrá�ca inducida
de H. Inversamente, un conjunto fuertemente independiente S en H intersecta
a cada nivel cuando mucho una vez, pues intersecta a cada arista cuando mucho
una vez. Si tomamos S \Pi como xi se tiene que S es un conjunto fuertemente
independiente en LH , pues toda arista E0i 2 LH y todo conjunto A � V (H)
satisfacen jE0i \Aj � 2) jEi \Aj � 2.
Nótese que el concepto de independencia (S � V (H) es independiente si,

y sólo si, no hay ninguna arista E 2 H tal que jEj > 1 y E � S) no se
traduce bien a las hipergrá�cas de niveles, pues puede darse que S \ Pi 6= ; y
(V (H) n S) \ Pi 6= ; para un nivel dado Pi de H.

Teorema 3.30: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca lineal por niveles sin
aristas repetidas. Entonces m � l.
Demostración: Como m(H) = m(LH) y el orden de LH es l, el resultado

es consecuencia de un Teorema de DeBrujin y Erdös, completado por Ryser
([53]).�
El Teorema 3.30 generaliza el resultado mencionado, dado que l � n y

pedir que la intersección de dos aristas sea vacía o consista en un solo nivel
es menos que pedir que consista en exactamente un vértice. Los casos (todos
conocidos) en los que 8fi; jg � f1; :::;mg, jEij \ jEj j � 1 y m = n son, por
supuesto, hipergrá�cas de niveles. El siguiente es un resultado más fuerte debido
a Seymour:

Teorema 3.31� [55]: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca lineal sin lazos
repetidos y sea n = jV (H)j. Entonces �(H) � m

n .
Teorema 3.31: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca lineal por niveles sin

aristas repetidas de un solo nivel. Sea l la cantidad total de niveles en H.
Entonces �(H) � m

l .
Demostración: Sea H como en las hipótesis. Entonces LH es una hipergrá-

�ca lineal sin lazos repetidos, con l vértices y m aristas. El resultado se sigue
del Teorema 3.31�.�
El Teorema 3.31 da una mejor cota que el Teorema 3.31�, ya que l � n.

Aplica a una clase más amplia de hipergrá�cas: la condición de linearidad es
pedir más que intersecciones de un solo nivel; carecer de lazos repetidos parece
ser menos que carecer de aristas repetidas de un solo nivel, pero en este caso
ambas a�rmaciones son equivalentes a pedir que no haya aristas repetidas.

Teorema 3.32: Toda hipergrá�ca simple regular H tal que toda arista tiene

r0 niveles satisface
l

(r0)2 � r0 + 1 � �(H).

Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 3.33 y [7], Cáp. 3,
Corolario 2 al Teorema 14.�
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Proposición 3.33: Para cualquier hipergrá�ca H se tiene que: �(H) =
�(LH), � 0(H) = � 0(LH), �(H) = �(LH), �(H) = �(LH) y �(H) = �(LH).
Demostración: Como una cubierta de H, al igual que una de LH , debe

cubrir todos los niveles de P , y como dadas dos aristas E y F en H, E \ F 6=
; , E0\F 0 6= ;, se tiene que �(H) = �(LH). Las demás a�rmaciones ya fueron
demostradas.�

De�nición: Dada una hipergrá�ca H, la hipergrá�ca Tr(H) tiene conjunto
de vértices V (H) y sus aristas son las transversales minimales de H.

Observación 3.34: Aunque para toda transversal minimal de H hay una
transversal minimal de LH con vértices en los mismos niveles, H puede tener
una cantidad mayor de transversales minimales, que son aristas distintas de
Tr(H). Sin embargo, para toda arista de Tr(H) hay una arista de Tr(LH) con
la misma cardinalidad. En particular, el rango y el anti-rango son iguales en
ambas hipergrá�cas, y Tr(H) es uniforme si, y sólo si, Tr(LH) es uniforme.
Tr(LH) no es siempre una hipergrá�ca de niveles, como se muestra en la Figura
3.4. No obstante, si H es una hipergrá�ca sin lazos, entonces Tr(H) es una
hipergrá�ca de niveles.

Figura 3.4

Teorema 3.35: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca en un conjunto V con
partición natural P , y sea t = � 0(H). Considérese k 2 N tal que k < s0 y tal
que cualesquiera k elementos de P están contenidos en cuando mucho � aristas

de H. Entonces
tX
i=1

�
rEi � 1
k

�
� �

�
l � t
k

�
.

Demostración: Como � 0(H) = � 0(LH), el resultado se sigue de [7], Cáp. 2,
Teorema 3.�
La cota del Teorema 3.35 es mejor que la de [7], pero aplica a una clase más

restringida de hipergrá�cas: k < rE implica k < jEj, y cualesquiera k vértices
están contenidos en cuando mucho � aristas de H si, y sólo si, cualesquiera k
niveles están contenidos en cuando mucho � aristas de H.
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De�nición: Considérese una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) en un conjunto
V . El complemento de H es H = (V n E1; :::; V n Em).
Es fácil veri�car que LH = LH , y que una hipergrá�ca H es de niveles si, y

sólo si, H es de niveles.

Teorema 3.36: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca en un conjunto V .
Entonces � 0(H) � k si, y sólo si, la hipergrá�ca LH es k-conforme.
Demostración: El resultado es consecuencia de un teorema de Berge y

Duchet ([9]) y de la Proposición 3.22, ya que � 0(H) = � 0(LH) y LH = LH .�
El Teorema 3.36 mejora el resultado de Berge y Duchet, pues es más fácil

veri�car la k-conformalidad en LH = LH que en H.

Teorema 3.37: Sea H una hipergrá�ca simple, y considérese k 2 N; k � 2.
Entonces � 0(H) � k si, y sólo si, para toda hipergrá�ca parcial eH � LH con
j eHj = k + 1 existe una arista E0 2 LH tal que E0 � fx 2 V (LH) j d eH(x) > 1g.
Demostración: H es simple si, y sólo si, LH es simple, y � 0(H) = � 0(LH).

El resultado se sigue de [7], Cáp. 2, Corolario 1 del Teorema 5.�
Es más sencillo veri�car la condición para hipergrá�cas parciales de LH que

para hipergrá�cas parciales de H.

Teorema 3.38: Sea H una hipergrá�ca simple con �(H) = t � 2. Entonces
Tr(H) es uniforme si, y sólo si, para toda hipergrá�ca parcial eH � LH con
j eHj = t+ 1 existe una arista E0 2 LH tal que E0 � fx 2 V (LH) j d eH(x) > 1g.
Demostración: Como �(H) = �(LH), el resultado se sigue de la Observación

3.34 y [7], Cáp. 2, Corolario 2 del Teorema 5.�
Como en el Teorema 3.37, es más fácil veri�car la condición para hipergrá-

�cas parciales de LH que para hipergrá�cas parciales de H.

De�nición: Una hipergrá�caH = (E1; :::; Em) es � -crítica si 8Ei 2 H; �(H�
Ei) < �(H).

Proposición 3.39: Una hipergrá�ca H es � -crítica si, y sólo si, LH es � -
crítica.
Demostración: Toda transversal minimal (y por lo tanto toda transver-

sal mínima) de H tiene cuando mucho un vértice en un nivel dado. Sea H =
(E1; :::; Em) una hipergrá�ca � -crítica y consideremos Ei 2 H. Hay una transver-
sal mínima T de H � Ei con � � 1 vértices. Si tomamos T \ Pi como el repre-
sentante de Pi para todo nivel de H tal que T \Pi 6= ;, se tiene que T � V (LH)
intersecta a todas las aristas de LH excepto a E0i, la arista inducida en LH por Ei,
pues intersecta a todas las aristas de H excepto a Ei. Dado que �(H) = �(LH),
se concluye que LH es � -crítica.
Considérese una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) tal que LH es � -crítica. Para

toda arista Ei, hay una transversal Ti de LH �E0i con � � 1 vértices. Como Ti
intersecta a toda arista de H salvo a Ei y �(H) = �(LH), se sigue que H es
� -crítica.�
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Observación: A primera vista podría parecer que dada una hipergrá�ca
H y una arista E 2 H, si E0 es la arista inducida en LH por E, entonces
LH�E = LH � E0. No es así, y LH � E0 no siempre es una hipergrá�ca de
niveles, como se muestra en la Figura 3.5.

Figura 3.5

Teorema 3.40: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca � -crítica con � = t+1.

Entonces
mX
i=1

�
rEi + t

t

��1
� 1.

Demostración: Como �(H) = �(LH), el resultado se sigue de la Proposición
3.39 y un teorema de Tuza ([58]).�
La cota proporcionada por el Teorema 3.40 es mejor que la de Tuza.

Teorema 3.41: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca � -crítica con � = t+1

y tal que ninguna arista tiene más de r0 niveles. Entonces m(H) �
�
r0 + t

t

�
.

Demostración: Como m(H) = m(LH), la demostración se sigue de un teo-
rema de Bollobás y (de manera independiente) de Jaeger y Payan ([39]).�
La cota del Teorema 3.41 es mejor que la del resultado mencionado, y aplica

a una clase más amplia de hipergrá�cas, pues no tener más de a vértices implica
no tener más de a niveles.

Teorema 3.42: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca � -crítica con � = t+1.
Sea A = fA � V (LH) j A =2 LH ; 9x 2 V (LH) tal que A [ fxg 2 LHg.
Para x 2 V (LH), �x = fA 2 A j A [ fxg 2 LHg, y para Y � V (LH),
�Y =

[
x2Y

�x. Sea S � V (H) un conjunto fuertemente independiente en H.

Entonces j�S0j � jSj, donde S0 es el conjunto fuertemente independiente de
LH inducido por S.
Demostración: Un conjunto fuertemente independiente S en H es un con-

junto fuertemente independiente en LH , si tomamos S\Pi como el representante
de Pi para todo nivel de H tal que S \ Pi 6= ;. El resultado se sigue entonces
de [7], Cáp. 2, Teorema 7.�
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Como toda arista de LH tiene cuando mucho tantos vértices como su arista
correspondiente de H, el Teorema 3.42 da una mejor cota que el resultado en el
que está basado.

Teorema 3.43: Sea H una hipergrá�ca r0-uniforme por niveles con � = 2.

Entonces �(H) �
��
2l
r0

�
2
3

�
si r0 es par, y �(H) �

h
4l

3r0+1

i
si r0 es impar.

Demostración: El resultado se sigue de un teorema de Sterboul ([57]), pues
�(H) = �(LH) y �(H) = �(LH).�
La cota del Teorema 3.43 es mejor que la de Sterboul, pues r�r0 � n�l para

toda hipergrá�ca H. Sin embargo, aplica a una clase distinta de hipergrá�cas.

Teorema 3.44: Sea H una hipergrá�ca regular 3-uniforme por niveles con
� = 3. Entonces �(H) �

�
l
2

�
.

Demostración: El resultado es consecuencia directa de un teorema de Hen-
derson y Dean ([38]).�

Teorema 3.45: Sea H una hipergrá�ca r0-uniforme por niveles que es lineal
por niveles y regularizable, y tal que ninguna de las hipergrá�cas parciales de
LH es un plano proyectivo de orden r. Entonces �(H) � m

l�1 .
Demostración: La a�rmación se sigue de [7], Cáp. 3, Ejercicio 9.�
Los Teoremas 3.44 y 3.45 proporcionan mejores cotas que los resultados

originales, pero no aplican a las mismas clases de hipergrá�cas.

Propiedad de König

De�nición: Una hipergrá�ca H tiene la propiedad de König si �(H) = �(H).

De�nición: Una hipergrá�ca H tiene la propiedad de König dual si �(H) =
�(H).

Proposición 3.46: Sea H una hipergrá�ca. Entonces H tiene la propiedad
de König si, y sólo si, LH tiene la propiedad de König, y H tiene la propiedad
de König dual si, y sólo si, LH tiene la propiedad de König dual.
Demostración: El resultado se sigue directamente de la Proposición 3.36.�

Teorema 3.47: Una hipergrá�ca H con la propiedad de König tiene un
conjunto de k niveles que intersecta a todas las aristas si, y sólo si, k�( eH) �
m( eH) para todo eH � LH .
Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 3.46 y [7], Cáp. 3,

Corolario 2 al Teorema 1, pues para todo vértice x en V (H) hay un vértice y
en V (LH) tal que x y y pertenecen al mismo nivel, es decir, las aristas de Ey
son las inducidas por las aristas de Ex.�
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Es más fácil veri�car la condición en LH que en H, y si H tiene k niveles
que intersectan a todas las aristas entonces tiene k vértices que intersectan a
todas las aristas.

Teorema 3.48: Una hipergrá�ca H con la propiedad de König tiene k aristas
ajenas dos a dos si, y sólo si, para todo A � V (LH); ks(LH [A]) � jAj.
Demostración: El resultado es consecuencia de la Proposición 3.46 y [7],

Cáp. 3, Corolario 1 al Teorema 1, ya que dos aristas son ajenas en H si, y sólo
si, sus aristas inducidas son ajenas en LH .�
Es más sencillo veri�car la condición en LH que en H.

Teorema 3.49: Sea H una hipergrá�ca con la propiedad de König dual.
V (H) puede cubrirse con k aristas si, y sólo si, para todoA � V (LH); kr(LH [A]) �
jAj.
Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 3.46 y [7], Cáp. 3,

Corolario al Teorema 1�, pues una familia de aristas cubre H si, y sólo si, sus
aristas inducidas cubren LH .�
Como en el Teorema 3.48, es más fácil trabajar con LH que con H.

Transversales fraccionarias y apareamientos fraccionarios

De�nición: Dada una hipergrá�ca H y k 2 N, un k-apareamiento de H es
una función q : H ! f0; 1; :::; kg tal que para cada vértice x 2 V ,

X
E2Ex

q(E) � k.

El valor de un k-apareamiento es
X
E2H

q(E), y �k(H) es el valor máximo de los

k-apareamientos en H.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H, un apareamiento fraccionario de H es
una función q : H ! [0; 1] tal que para cada vértice x 2 V ,

X
E2Ex

q(E) � 1. El

valor de un apareamiento fraccionario es
X
E2H

q(E), y ��(H) es el valor máximo

de los apareamientos fraccionarios en H.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H y k 2 N; k � 1, una k-transversal
de H es una función p : V (H) ! f0; 1; :::; kg tal que para cada arista E 2 H,X
x2E

p(x) � k. El valor de una k-transversal es
X

x2V (H)

p(x), y �k(H) es el valor

mínimo de las k-transversales en H.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H, una transversal fraccionaria de H es
una función p : V (H)! [0; 1] tal que para cada arista E 2 H,

X
x2E

p(x) � 1. El
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valor de una transversal fraccionaria es
X

x2V (H)

p(x), y ��(H) es el valor mínimo

de las transversales fraccionarias en H.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H y k 2 N, una k-cubierta de H es una
función q : H ! f0; 1; :::; kg tal que para cada vértice x 2 V ,

X
E2Ex

q(E) � k.

El valor de una k-cubierta es
X
E2H

q(E), y �k(H) es el valor mínimo de las

k-cubiertas en H.

Proposición 3.50: �k(H) = �k(LH), ��(H) = ��(LH), �k(H) = �k(LH),
��(H) = ��(LH) y �k(H) = �k(LH).
Demostración: Un k-apareamiento, un apareamiento fraccionario y una k-

cubierta deH son trivialmente un k-apareamiento, un apareamiento fraccionario
y una k-cubierta de LH , y viceversa. Entonces �k(H) = �k(LH), ��(H) =
��(LH), y �k(H) = �k(LH).
�k(H) = �k(LH):
Considérese una k-transversal p de H cuyo valor sea �k(H). Si hubiera

un nivel Pi de H tal que
X
x2Pi

p(x) > k, entonces podríamos tomar un vértice

y 2 Pi tal que p(y) > 0 y de�nir p : V (H)! f0; 1; :::; kg, p(x) = p(x) si x 6= y,
p(y) = p(y) � 1, que es una k-transversal de H cuyo valor es menor que el
de p. Por lo tanto, para cualquier k-transversal p de H cuyo valor sea �k(H),
y para todo nivel Pi de H, se tiene que

X
x2Pi

p(x) � k. Entonces la función

p0 : V (LH) ! f0; 1; :::; kg, p0(xi) =
X
x2Pi

p(x) es una k-transversal de LH cuyo

valor es el de p, es decir, �k(H) � �k(LH).
Tomemos ahora una k-transversal p0 de LH y considérese la función p :

V (LH)! f0; 1; :::; kg, p(xi) = p0(xi), p(x) = 0 para todo x 2 V (H) que no sea
representante de ningún nivel. Entonces p es una k-transversal de H cuyo valor
es el de p0, lo que implica que �k(H) � �k(LH).
��(H) = ��(LH):
Sea P = fP1; :::; Plg la partición natural de H y sea V (LH) = fx1; :::; xlg,

donde xi 2 Pi para todo i 2 f1; :::; lg. Sea p0 una transversal fraccionaria de LH
cuyo valor sea ��(LH). Entonces p : V (H) ! [0; 1] tal que p(x) =

p0(xi)

jPij
para

x 2 Pi es una transversal fraccionaria de H, de manera que ��(H) � ��(LH).
Lema: Sea H una hipergrá�ca con partición natural P = fP1; :::; Plg y sea p

una transversal fraccionaria de H cuyo valor sea ��(H). Entonces
P
x2Pi

p(x) � 1

para todo i 2 f1; :::; lg.
Demostración: Sean H y p como se pide. Supóngase que hay un nivel Pj

de H tal que
P
x2Pj

p(x) > 1. Sea J el conjunto de aristas de H que contienen
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a Pj . Entonces para todo E 2 J y todo x 2 E n Pj , p(x) es independiente de
los valores p(y) para y 2

S
E2J

E, es decir, podríamos tener p(y) = 0 y aún asíP
x2E

p(x) � 1 para toda arista E 2 J . Esto signi�ca que p� : V (H) ! [0; 1]

tal que p�(x) =
1

jPj j
para x 2 Pj y p�(x) = p(x) para x 2 V (H) n Pj es una

transversal fraccionaria de H cuyo valor es estrictamente menor que ��(H).
Queda así demostrado el Lema.
Considérese ahora una transversal fraccionaria p de H cuyo valor es ��(H).

Entonces p0 : V (LH) ! [0; 1] tal que p0(xi) =
P
x2Pi

p(x) es una transversal

fraccionaria de LH , lo que implica que ��(H) � ��(LH). Esto completa la
demostración de la Proposición 3.50.�

Teorema 3.51: Sea H una hipergrá�ca r0-uniforme por niveles. Entonces H
es casi regularizable si, y sólo si, ��(H) = l

r0 .
Demostración: Sea H una hipergrá�ca que satisface las condiciones de las

hipótesis. Entonces LH es una hipergrá�ca r0-uniforme con jV (LH)j = l, así
que por [7], Cáp. 3, Teorema 7, la Proposición 3.6 y la Proposición 3.50, se
tiene que H es casi regularizable si, y sólo si, ��(H) = ��(LH) = l

r0 .�
El Teorema 3.51 implica que para toda hipergrá�ca casi regularizable que

sea tanto uniforme como uniforme por niveles, se tiene que n
r =

l
r0 .

Teorema 3.52: Sea H una hipergrá�ca simple tal que toda arista tiene r0

niveles. Entonces

��(H) � (r0)2 � r0 + 1
r0

�(H).

Demostración: Ya se vio que ��(H) = ��(LH) y �(H) = �(LH) para toda
hipergrá�ca H. Considérese H como en las hipótesis. Entonces LH es una
hipergrá�ca r0-uniforme y el resultado se sigue de un teorema de Füredi [24].�
La cota proporcionada por el Teorema 3.52 es mejor que la de Füredi, pero

aplica a una clase distinta de hipergrá�cas.

Teorema 3.53: Sea H una hipergrá�ca regular r0-uniforme por niveles. En-
tonces p : V (H) ! [0; 1] tal que 8x 2 Pi; p(x) =

1
jPij r0 es una transversal

fraccionaria óptima de H.
Demostración: Si H satisface las condiciones del Teorema 3.53, entonces LH

es una hipergrá�ca regular r0-uniforme, de manera que q : V (H) ! [0; 1] tal
que 8x 2 V (H); q(x) = 1

r0 es una transversal fraccionaria óptima de LH ([7],
Cáp. 3, Corolario 3 al Teorema 1). Para obtener una transversal fraccionaria
de H, dividimos el valor de cada vértice en V (LH) entre todos los vértices del
nivel que representa. La transversal fraccionaria resultante es óptima porque
��(H) = ��(LH).�

Teorema 3.54 : Sea H una hipergrá�ca r0-uniforme por niveles con r0 � 3,
y tal que LH no contiene a un plano proyectivo de rango r como hipergrá�ca
parcial. Entonces ��(H) � (r0 � 1)�(H).
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Demostración: El resultado es consecuencia de [7], Cáp. 3, Corolario 3 al
Teorema 14.�

Hipergrá�cas producto

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) y una hipergrá�ca
H 0 = (F1; :::; Fm0), su producto H � H 0 es la hipergrá�ca con V (H � H 0) =
V (H) � V (H 0) y cuyas aristas son los conjuntos Ei � Fj con i 2 f1; :::;mg y
j 2 f1; :::;m0g.

Proposición 3.55: Dadas dos hipergrá�cas H y H 0, se tiene que l(H�H 0) =
l(H) � l(H 0), r0(H �H 0) = r0(H) � r0(H 0), s0(H �H 0) = s0(H) � s0(H 0), LH�H0 =
LH � LH0 , y H �H 0 es una hipergrá�ca de niveles si, y sólo si, H y H 0 son de
niveles.
Demostración: l(H � H 0) = l(H) � l(H 0): si x1 y x2 pertenecen a niveles

diferentes de H, entonces hay una arista E 2 H tal que x1 2 E y x2 =2 E, ó
x2 2 E y x1 =2 E. Entonces todos los vértices (x1; y); y 2 V (H 0) pertenecen a
un nivel diferente de H �H 0 que todos los vértices (x2; y); y 2 V (H 0). Sucede
lo mismo con dos vértices y1 y y2 que pertenecen a niveles diferentes de H 0.
Entonces l(H �H 0) � l(H) � l(H 0).
Si dos vértices (x1; y1) y (x2; y2) pertenecen a niveles diferentes de H �H 0,

entonces hay una arista Ei � Fj tal que (x1; y1) 2 Ei � Fj y (x2; y2) =2 Ei � Fj ,
ó (x1; y1) =2 Ei � Fj y (x2; y2) 2 Ei � Fj . Supóngase que se cumple lo primero,
entonces x1 2 Ei, y1 2 Fj , y x2 =2 Ei ó y2 =2 Fj , es decir, x1 y x2 pertenecen a
niveles diferentes de H, o y1 y y2 pertenecen a niveles diferentes de H 0, lo que
implica que l(H �H 0) � l(H) � l(H 0).
r0(H�H 0) = r0(H)�r0(H 0) y s0(H�H 0) = s0(H)�s0(H 0): Por el razonamiento

del párrafo anterior, rEi�Fj = rEi � rFj . Los resultados se siguen directamente.
LH�H0 = LH � LH0 : Considérense dos hipergrá�cas H y H 0, un nivel Pi

de H y un nivel Qj de H 0. Entonces Pi � Qj = f(x; y) jx 2 Pi; y 2 Qjg está
contenido en toda arista E�F tal que Pi � E; Qj � F . Por otra parte, Pi�Qj
no está contenido en ninguna arista E�F tal que Pi * E, ni en ninguna arista
E�F tal que Qj * F . Esto signi�ca que los niveles de H�H 0 son los conjuntos
P �Q tales que P es un nivel de H y Q es un nivel de H 0, así que es equivalente
identi�car los vértices de un nivel dado P�Q que identi�car primero los vértices
de P y los de Q y después hacer el producto.
H �H 0 es una hipergrá�ca de niveles si, y sólo si, H y H 0 son hipergrá�cas

de niveles: Por el párrafo anterior, un nivel P �Q tiene un solo vértice si, y sólo
si, tanto P como Q tienen un solo vértice.�

Teorema 3.56: Toda hipergrá�ca H satisface ��(H) = min eH �(LH � L eH)
�(L eH) ,

donde eH es una hipergrá�ca parcial de H.
Demostración: El resultado es directo a partir de la Proposición 3.50, la

Proposición 3.55 y [7], Cáp. 3, Teorema 16.�
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Es más fácil trabajar con LH que con H.

Teorema 3.57: Toda hipergrá�ca H con la propiedad de Helly satisface

��(H) = max eH �(LH � L eH)
�(L eH) , donde eH es una hipergrá�ca parcial de H.

Demostración: El resultado se sigue de la Observación 3.16, la Proposición
3.50, la Proposición 3.55 y [7], Cáp. 3, Teorema 17.�

Coloraciones por vértices

Proposición 3.58: Sea H una hipergrá�ca y LH su hipergrá�ca de niveles.
Si LH tiene una k-coloración, H también la tiene, y el inverso no se cumple. Si
H tiene una k-coloración fuerte, LH también la tiene, y el inverso no se cumple.
Si H tiene una k-coloración buena o equitativa, LH puede o no tenerla, y si LH
tiene una k-coloración buena o equitativa, LH puede o no tenerla.
Demostración: Sea H una hipergrá�ca y sea LH su hipergrá�ca de niveles.

Supóngase que LH tiene una k-coloración (S01; :::; S
0
k). Entonces (S1; :::; Sk) es

una k-coloración de H, donde todo vértice en cada nivel Pi de H tiene el color
Sj si, y sólo si, su representante xi tiene el color S0j .
Supóngase ahora que H tiene una k-coloración fuerte. Como todos los vér-

tices que pertenecen a una arista tienen colores distintos, si se asigna a cada
vértice de LH cualquiera de los colores presentes en el nivel de H que representa,
se obtiene una k-coloración fuerte de LH . La Figura 3.6 muestra una hipergrá-
�ca H tal que LH tiene una 3-coloración fuerte, que por lo tanto es equitativa
y buena, mientras que H no tiene ninguna 3-coloración buena, y H tiene una
2-coloración equitativa, mientras que LH ni siquiera tiene una 2-coloración.�

Figura 3.6

Proposición 3.59: Si LH tiene una k-coloración uniforme, entonces H tam-
bién tiene una.
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Demostración: Supóngase que LH tiene una k-coloración uniforme S =
(S1; :::; Sk). Para obtener una k-coloración uniforme de H, numeraremos los
elementos de S de manera que jSij � jSi+1j para todo i 2 f1; :::; k � 1g. Con-
sidérese un vértice no coloreado x y coloréese con Sj+1, el color que cumpla
jSj j > jSj+1j, si es que existe; si no lo hay, coloréese x con S1. Síganse colore-
ando vértices no coloreados en orden, es decir, Si+1 después de Si, y S1 después
de Sk. No importa cuál vértice (no coloreado) tiene cuál color. El resultado es
una k-coloración S0 de H, pues empezamos con una k-coloration de LH , así que
no hay aristas monocromáticas. Como S es uniforme, y por la forma en que se
colorean los vértices de V (H) n V (LH), S0 es uniforme.�
El inverso no se cumple, como se muestra en la Figura 3.6, donde H tiene

una 2-coloración uniforme y LH ni siquiera tiene una 2-coloración.

Teorema 3.60: Toda hipergrá�ca H con s0 > 1 y tal que
X
E2H

�
l � rE
[l=2]

�
<�

l � 1
[l=2]

�
admite una 2-coloración uniforme.

Demostración: El resultado se sigue directamente de la Proposición 3.59 y
[7], Cáp. 4, Teorema 5.�
El Teorema 3.60 aplica a una clase distinta de hipergrá�cas que [7], Cáp. 4,

Teorema 5.

Teorema 3.61: Sea H una hipergrá�ca. Considérese k � l; p =

�
l

k

�
; q =

l � pk. Si k
X
E2H

�
l � rE
l � p

�
+ q

X
E2H

�
rE

p+ 1� rE

�
<

�
l

p

�
, entonces H admite

una k-coloración uniforme.
Demostración: Es consecuencia de la Proposición 3.59 y una generalización

de Hansen y Loréa ([37]) a [7], Cáp. 4, Teorema 5.�

De�nición: Dada una hipergrá�ca H, su número de Kneser �0(H) es la
cantidad mínima de familias intersectantes cuya union es H. Su k-número
de Kneser �k(H) es la cantidad mínima de familias intersectantes requeri-
das para cubrir k veces H. Su número de Kneser fraccionario es ��0(H) =

mink�1

�
�k(H)

k

�
.

Proposición 3.62: Las siguientes a�rmaciones se cumplen para cualquier
hipergrá�ca H: �0(H) = �0(LH); �k(H) = �k(LH); ��0(H) = �

�
0(LH).

Demostración: El resultado se cumple porque dos aristas se intersectan en
H si, y sólo si, sus aristas inducidas se intersectan en LH , y un conjunto de
aristas cubre k veces H si, y sólo si, el conjunto de sus aristas inducidas cubre
k veces LH .�

Teorema 3.63: Sea H una hipergrá�ca r0-uniforme por niveles con l � 2r0.
Entonces �0(H) � l � 2r0 + 2.
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Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 3.62 y [7], Cáp. 4,
Proposición.�
La cota del Teorema 3.63 es mejor que la de [7], Cáp. 4, Proposición, pero

aplica a una clase distinta de hipergrá�cas.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H, su número cocromático (H) es el
menor entero positivo k tal que para toda k-partición S = (S1; :::; Sk) de V (H)
hay una arista E 2 H tal que fx; yg 2 E; x 2 Si; y 2 Sj ) i 6= j.

Proposición 3.64: (LH) � (H).
Demostración: Sea (H) = k y tómese una k-partición S = (S1; :::; Sk) de

V (H). Sea E 2 H una arista tal que fx; yg 2 E; x 2 Si; y 2 Sj ) i 6= j.
Si coloreamos el representante de cada nivel con cualquier color presente en ese
nivel, se obtiene una k-partición S0 = (S01; :::; S

0
k) de V (LH) tal que fx; yg 2

E0; x 2 S0i; y 2 S0j ) i 6= j.�
Es claro que el inverso no se cumple, pues dada una hipergrá�ca de niveles

LH , existe una hipergrá�ca H cuya hipergrá�ca de niveles es LH y tal que toda
arista E 2 H tiene tantos vértices como se quiera.

Ciclos. Hipergrá�cas balanceadas y unimodulares

Dada una hipergrá�ca H, si LH tiene un ciclo de longitud k, entonces H
también tiene uno (de hecho, el mismo). El inverso no se cumple. Existen
hipergrá�cas H con ciclos de cualquier longitud dada k tales que LH no tiene
ciclos de longitud k. Si H tiene k aristas que se intersectan en un solo nivel con
k vértices, entonces H tiene ciclos de toda longitud no mayor que k, mientras
que LH no tiene ciclo alguno, como se muestra en la Figura 3.7 para k = 4. Sin
embargo, otras nociones que generalizan las grá�cas bipartitas a hipergrá�cas
se preservan en las hipergrá�cas de niveles.

Figura 3.7
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De�nición: Sea H una hipergrá�ca. Un B-ciclo (x1; E1; :::; Ek; x1) de H es

un ciclo impar tal que ningún vértice de
k[
i=1

Ei está en más de dos aristas de él,

y tal que jEi \ Ei+1j = 1 para i 2 f1; :::; k � 1g (aunque jEk \ E1j � 1).

Proposición 3.65: Si H tiene un B-ciclo de longitud k entonces LH tiene un
B-ciclo de longitud k.
Demostración: Sea C = (x1; E1; :::; Ek; x1) un B-ciclo de longitud k en H.

Como ningún vértice de V (H) está en más de dos aristas de C, entonces todos
los vértices del conjunto fx1; :::; xkg pertenecen a niveles diferentes de H (de
hecho, todos excepto x1 pertenecen siempre a niveles con un solo vértice), de
manera que C 0 = (x1; E

0
1; :::; E

0
k; x1) es un ciclo de LH , si se toma x1 como

representante de su nivel. Es directo veri�car que C 0 es un B-ciclo en LH .�
El inverso no se cumple, como se muestra en la Figura 3.8.

Figura 3.8

De�nición: Dadas dos hipergrá�cas H = (E1; :::; Em) y H 0 = (F1; :::; Fn)
con V (H) = V (H 0), y tales que toda arista de H intersecta cuando menos a una
arista de H 0 y viceversa, la composición de H 0 con H es H �H 0, cuyos vértices
son las aristas de H 0 y cuyas aristas son los conjuntos Ej = fFi jEj \ Fi 6= ;g.

Proposición 3.66: H �H 0 = LH � LH0 .
Demostración: Para toda hipergrá�ca H; jLH j = jHj y Ej \ Fi 6= ; si, y

sólo si, E0j \ F 0i 6= ;.�

De�nición: Una hipergrá�ca H es balanceada (respectivamente totalmente
balanceada) si para todo ciclo de longitud impar (respectivamente para todo
ciclo) C hay una arista de C que contiene cuando menos tres vértices de C.

Proposición 3.67: Una hipergrá�ca H es balanceada (respectivamente total-
mente balanceada) si, y sólo si, LH es balanceada (respectivamente totalmente
balanceada).
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Demostración: Asúmase que H es balanceada (respectivamente totalmente
balanceada), y sea C 0 = (x0; E00; :::; xk; E

0
k; x0) un ciclo de longitud impar k (re-

spectivamente de cualquier longitud k) en LH . Entonces el ciclo C = (y0; E0; :::; yk; Ek; y0),
donde yi pertenece al mismo nivel que xi, es un ciclo de longitud k en H.
ComoH es balanceada (respectivamente totalmente balanceada), hay una arista
Ei; i 2 f0; :::; kg con cuando menos tres vértices de C, lo que implica que la
arista correspondiente E0i tiene cuando menos tres vértices del ciclo C

0. Por lo
tanto, LH es balanceada (respectivamente totalmente balanceada).
Inversamente, asúmase que LH es balanceada (respectivamente totalmente

balanceada) y considérese un ciclo C = (y0; E0; :::; yk; Ek; y0) de longitud impar
k (respectivamente de cualquier longitud k) en H. Si ningún par de vértices de
V (C) pertenece al mismo nivel, el ciclo C induce un ciclo C 0 = (x0; E00; :::; xk; E

0
k; x0)

de la misma longitud en LH . Como LH es balanceada (respectivamente total-
mente balanceada), hay una arista E0i; i 2 f0; :::; kg con cuando menos tres
vértices de C 0, lo que implica que la arista correspondiente Ei tiene cuando
menos tres vértices del ciclo C. Por lo tanto, H es balanceada (respectivamente
totalmente balanceada).
Si hay dos vértices yi; yj ; i < j; que pertenecen al mismo nivel, entonces

tanto Ei�1 como Ej tienen cuando menos tres vértices de C: fyi�1; yi; yjg �
Ei�1 y fyi; yj ; yj+1g � Ej . Esto completa la demostración.�

Teorema 3.68�([7], Cáp. 5, Teorema 8): SeaH una hipergrá�ca balanceada.
Entonces H tiene una k-coloración buena para todo k � 2.
Teorema 3.68� : Sea H una hipergrá�ca balanceada tal que jEj = r para

toda arista E 2 H. Entonces hay una partición de V (H) en r transversales
fuertemente independientes ajenas dos a dos.
Demostración: Se sigue del Teorema 3.68�, pues dada una r-coloración buena

el conjunto de vértices con un color dado es una transversal fuertemente inde-
pendiente.
Teorema 3.68: Sea H una hipergrá�ca balanceada tal que toda arista E 2 H

tiene r0 niveles. Entonces H tiene r0 transversales fuertemente independientes
ajenas dos a dos.
Demostración: La Proposición 3.67 a�rma que LH es balanceada, así que

podemos aplicarle el Teorema 3.68�. De acuerdo con la Observación 3.25, hay
r0 transversales fuertemente independientes de H ajenas dos a dos.�
El Teorema 3.68 aplica a una clase más amplia de hipergrá�cas que el teo-

rema 3.68�, pero no es tan fuerte, pues no se trata necesariamente de una
partición del conjunto de vértices.

De�nición: Una hipergrá�ca H es fuertemente unimodular si es balanceada
y no tiene ciclos de longitud impar en los que una arista contenga exactamente
tres vértices del ciclo y las otras contengan sólo dos.

Proposición 3.69: Una hipergrá�ca H es fuertemente unimodular si, y sólo
si, LH es fuertemente unimodular.
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Demostración: La demostración es muy similar a la de la Proposición 3.67.
Asúmase que H es fuertemente unimodular, y sea C 0 = (x0; E

0
0; :::; xk; E

0
k; x0)

un ciclo de longitud impar k en LH . Entonces el ciclo C = (y0; E0; :::; yk; Ek; y0),
donde yi pertenece al mismo nivel que xi, es un ciclo de longitud k en H. Como
H es fuertemente unimodular, hay una arista con cuando menos cuatro vértices
de V (C) o dos aristas con cuando menos tres vértices de V (C). De cualquier
manera, las aristas correspondientes en C 0 preservan dichas propiedades, lo que
implica que LH es fuertemente unimodular.
A la inversa, asúmase que LH es fuertemente unimodular y considérese

un ciclo C = (y0; E0; :::; yk; Ek; y0) de longitud impar en H. Si no hay dos
vértices de V (C) que pertenezcan al mismo nivel, el ciclo C induce un ciclo
C 0 = (x0; E

0
0; :::; xk; E

0
k; x0) de la misma longitud en LH . Como LH es fuerte-

mente unimodular, hay una arista con cuando menos cuatro vértices de V (C 0),
o cuando menos dos aristas con tres vértices de V (C 0), lo que implica que las
aristas correspondientes de C satisfacen las mismas propiedades.
Si hay dos vértices yi; yj ; i < j; que pertenecen al mismo nivel, entonces

tanto Ei�1 como Ej tienen cuando menos tres vértices de C: fyi�1; yi; yjg �
Ei�1 y fyi; yj ; yj+1g � Ej . Queda así demostrada la proposición.�

De�nición: Una matriz A = (aij) es totalmente unimodular si toda submatriz
cuadrada deA tiene determinante 0;+1, ó�1. Una hipergrá�caH es unimodular
si su matriz de incidencia es totalmente unimodular.

Proposición 3.70 [7]: Una hipergrá�ca H es unimodular si, y sólo si, para
todo S � V (H) la hipergrá�ca H[S] tiene una 2-coloración equitativa.

Nota: Obsérvese que si H es unimodular, todas sus subhipergrá�cas induci-
das son unimodulares.

Proposición 3.71: Una hipergrá�ca H es unimodular si, y sólo si, LH es
unimodular.
Demostración: Supóngase que H es unimodular. Como LH es una subhiper-

grá�ca inducida de H, se tiene que LH es unimodular.
Inversamente, supóngase que LH es unimodular. Entonces LH tiene una 2-

coloración equitativa R = fR1; R2g. Se demostrará por inducción matemática
sobre la cantidad de niveles con más de un vértice que toda subhipergrá�ca
inducida de H tiene una 2-coloración equitativa. Sea S � V (H), y sea H 0 =
H[S]. Si todo nivel de H 0 tiene un vértice, se trata de una subhipergrá�ca
inducida de LH , que por tanto tiene una 2-coloración equitativa.
Supóngase que sólo un nivel P 0i de H

0 tiene más de un vértice. Si jP 0i j
es impar, consideramos la hipergrá�ca de niveles LH0 de H 0, que tiene una
2-coloración equitativa R0 = fR01; R02g. Para obtener H 0, debe añadirse una
cantidad par de vértices a LH0 , todos en le mismo nivel, es decir, en las mismas
aristas, así que podemos colocar la mitad de dichos vértices en R01 y la otra mitad
en R02, obteniendo una 2-coloración equitativa de H

0. Si jP 0i j es par, eliminamos
P 0i . Como la hipergrá�ca resultante H

00 = H[S n P 0i ] es una subhipergrá�ca
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inducida de LH , tiene una 2-coloración equitativa R00 = fR001 ; R002g. Añadimos
entonces P 0i , colocando la mitad de sus vértices en R

00
1 y la otra mitad en R

00
2 .

Como toda arista que contenga P 0i recibe la misma cantidad de vértices de cada
color y las demás aristas no son modi�cadas, la 2-coloración de H 0 resultante
es equitativa. Así, toda subhipergrá�ca inducida de H tal que sólo uno de sus
niveles tiene más de un vértice tiene una 2-coloración equitativa.
Considérese ahora un entero p > 1 y supóngase que toda subhipergrá�ca

inducida de H con menos de p niveles con más de un vértice tiene una 2-
coloración equitativa, y sea H 0 una subhipergrá�ca inducida de H con p niveles
con más de un vértice. Procedemos como antes: considérese un nivel P 0i de
H 0 con más de un vértice. Si jP 0i j es impar, quitamos de P 0i todos los vértices
salvo uno, digamos x0; entonces se tiene una subhipergrá�ca inducida de H con
p� 1 niveles con más de un vértice, que tiene una 2-coloración equitativa R0 =
fR01; R02g; añadiendo la mitad de los vértices de P 0infx0g aR01 y la otra mitad aR02
se obtiene una 2-coloración equitativa deH 0. Si jP 0i j es impar, quitamos todos los
vértices de P 0i , eliminándolo; entonces se tiene una subhipergrá�ca inducida de
H con p�1 niveles con más de un vértice, que tiene una 2-coloración equitativa
R00 = fR001 ; R002g. Como antes, si añadimos la mitad de los vértices de P 0i a
cada color se tiene una 2-coloración equitativa de H 0. Queda así demostrada la
proposición.�

Teorema 3.72: Una hipergrá�ca H es balanceada si, y sólo si, las subhiper-
grá�cas inducidas de su hipergrá�ca de niveles LH son dos coloreables.
Demostración: El teorema se sigue de la Proposición 3.67 y [7], Cáp. 5,

Teorema 7.�

Teorema 3.73: Una hipergrá�ca H es balanceada si, y sólo si, toda subhiper-
grá�ca parcial de LH tiene la propiedad de König.
Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 3.46, la Proposición

3.67 y un teorema de Berge y Las Vergnas ([10]).�

Teorema 3.74: Una hipergrá�ca H es unimodular si, y sólo si, toda sub-
hipergrá�ca inducida de LH tiene una 2-coloración equitativa.
Demostración: La a�rmación se sigue del Teorema 3.70 y la Proposición

3.71.�
Los Teoremas 3.72, 3.73 y 3.74 hacen más sencillo veri�car si una hipergrá�ca

dada es balanceada o unimodular.

Teorema 3.75: Una hipergrá�ca tal que toda arista tenga cuando mucho 3
niveles es unimodular si, y sólo si, es balanceada.
Demostración: Sea H una hipergrá�ca. Si H es unimodular, entonces es

balanceada [7]. Supóngase ahora que H es balanceada y ninguna arista de H
tiene más de tres niveles. Entonces LH es balanceada de rango r � 3, así que por
[7], Cáp. 5, Corolario al Teorema 7 se tiene que es unimodular. La Proposición
3.71 implica que H es unimodular.�
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Como r � 3 implica r0 � 3, el Teorema 3.75 generaliza el resultado en el que
se basa a una clase más amplia de hipergrá�cas.

Número ciclomático e hipergrá�cas planas

El concepto de planaridad fue extendido a las hipergrá�cas por Zykov [60]
y por Johnson y Pollak [40]. El concepto de número ciclomático fue extendido
a las hipergrá�cas por Acharya [2]. Veremos ahora cómo se relacionan dichos
conceptos con las hipergrá�cas de niveles:

De�nición: Una inmersión plana M de una grá�ca (plana) G con un con-
junto de vértices �nito V (G) genera una partición del plano en un conjunto
�nito de caras, todas delimitadas por un ciclo de vértices. Tal inmersión de-
�ne una hipergrá�ca HM con V (HM ) = V (G), y tal que E � V (G) es una
arista de HM si, y sólo si, hay una cara de M delimitada por un ciclo C tal
que V (C) = E. Una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) es Zykov-plana si, y sólo si,
existe una multigrá�ca G con V (G) = V (H), y una inmersión plana M de G,
tal que H es isomorfa a HM .

La siguiente caracterización, debida a Jones [41], permite relacionar la Zykov-
planaridad con las hipergrá�cas de niveles:
Pueden representarse los vértices de una hipergrá�ca H como puntos en el

plano, y las aristas de H como subconjuntos del plano homeomorfos a discos
cerrados con sus vértices en la frontera. Lo anterior puede hacerse de manera
que dos aristas se intersecten sólo en los vértices que pertenecen a ambas si, y
sólo si, H es Zykov-plana.

Proposición 3.76: Sea H una hipergrá�ca Zykov-plana. Entonces LH es
Zykov-plana.
Demostración: La demostración es directa, pues para cualquier conjunto A

de aristas en H se tiene que
\
E2A

E0 �
\
E2A

E, donde E0 es la arista de LH

inducida por E.�
El inverso no se cumple, como se muestra en la Figura 3.7 con k � 3.
La Proposición 3.76 puede demostrarse también utilizando un resultado de

Walsh [59]:
Una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) es Zykov-plana si, y sólo si, la grá�ca

bipartita GH es plana, donde V (GH) = V (H) [ fE1; :::; Emg y fx;Eig es una
arista de GH siempre que i 2 f1; :::;mg y x 2 Ei.
El resultado se sigue entonces porque GLH es una subhipergrá�ca inducida

de GH .

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::Em), un diagrama de Venn
basado en aristas que representa a H consiste en una grá�ca plana G, una
inmersión plana M de G y una función biyectiva g : H ! F , donde F =
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fF1; :::; Fmg es el conjunto de caras de M , tal que g(Ei) = Fi y para todo
V 0 � V (H);

[
Ei�V 0

Fi es una región del plano cuyo interior es conexo. Una

hipergrá�caH = (E1; :::Em) es plana por aristas si, y sólo si, existe un diagrama
de Venn basado en aristas que representa a H.

Proposición 3.77: Una hipergrá�ca H es plana por aristas si, y sólo si, LH
es plana por aristas. Además, todo diagrama de Venn basado en aristas que
represente a H representa también a LH y viceversa.
Demostración: Considérese una hipergrá�ca plana por aristas H y un dia-

grama de Venn basado en aristas (G;M; g) que represente a H. Entonces para
todo V 0 � V (H) y para todo Pj 2 P tal que V 0 \ Pj 6= ;,

[
Ei�V 0

Fi es la misma

región del plano que
[

Ei�(V 0[Pj)

Fi, pues todos los vértices en Pj pertenecen exac-

tamente a las mismas aristas. Por la misma razón,
[

Ei�V 0

Fi es también la misma

región del plano que
[

Ei�V 00

Fi, donde V 00 = (V 0 n Pj) [ fxg, y x 2 V 0 \ Pj .�

La Proposición 3.77 signi�ca que todo problema referente a la planaridad por
aristas puede resolverse usando hipergrá�cas de niveles, lo que puede reducir el
tiempo de cómputo considerablemente en algunos casos.

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::Em), un diagrama de Venn
basado en vértices que representa a H consiste en una grá�ca plana G, una
inmersión plana M de G y una función biyectiva g : V (H) ! F , donde F =
fF1; :::; Fng es el conjunto de caras de M , tal que g(xi) = Fi y para todo Ej 2
H;

[
xi2Ej

Fi es una región del plano cuyo interior es conexo. Una hipergrá�ca

H = (E1; :::Em) es plana por vértices si, y sólo si, existe un diagrama de Venn
basado en vértices que represente a H.

Proposición 3.78: Sea H una hipergrá�ca. Si LH es plana por vértices,
entonces H es plana por vértices.
Demostración: Supóngase que LH es plana por vértices, y sea (G;M; g) un

diagrama de Venn basado en vértices que representa a LH . Obtenemos un
diagrama de Venn basado en vértices que representa a H dividiendo Fi en jPij
caras, donde xi es el representante de Pi y g(xi) = Fi.�
A partir de una hipergrá�ca de niveles plana por vértices se llega a toda una

familia de hipergrá�cas que son también planas por vértices.

Conjetura: Una hipergrá�ca H es plana por vértices si, y sólo si, LH es
plana por vértices.
Creo que para toda hipergrá�ca plana por vértices H existe un diagrama

de Venn basado en vértices (G;M; g) que representa a H tal que para todo
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nivel Pj 2 P;
[

xi2Pj

Fi es una región del plano cuyo interior es conexo. Si es

el caso, sólo se necesita borrar las fronteras entre vértices de Pj (y las aristas
correspondientes de G) para llegar a un diagrama de Venn basado en vértices
que represente a LH .

De�nición: Dada una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em), su multigrá�ca de
intersección G(H) es la grá�ca cuyo conjunto de vértices es el conjunto de aristas
de H, y entre dos vértices Ei y Ej hay una arista en G(H) por cada vértice
de V (H) en Ei \ Ej . Entonces cada vértice en V (H) induce una subgrá�ca
completa de G(H), aunque no siempre un clan (por ejemplo, si H = K3).
Dada una hipergrá�ca H, hay cuando menos una arista (E0i; E

0
j) en G(LH)

si, y sólo si, hay cuando menos una arista (Ei; Ej) en G(H); no obstante, G(LH)
puede tener menos aristas, pues los vértices de un nivel dado Pi de H inducen
subgrá�cas completas idénticas en G(H).
Un multibosque generador de una multigrá�ca M es un multibosque F tal

que V (F ) = V (M). Dada una hipergrá�ca H, T (H) denota la cantidad máxima
de aristas en un multibosque generador de G(H). Es claro que T (H) � T (LH).

De�nición: El número ciclomático de una hipergrá�caH es �(H) =
P
E2H

jEj �

jV (H)j � T (H).
Los conceptos de multigrá�ca de intersección y número ciclomático no se

relacionan fácilmente con las hipergrá�cas de niveles: dada una hipergrá�ca H,
su multigrá�ca de intersección muestra qué vértices están en la intersección de
cualquier conjunto de aristas, pero no hay manera de saber si dichos vértices
pertenecen o no al mismo nivel. Esto signi�ca que dos hipergrá�cas con hiper-
grá�cas de niveles diferentes pueden tener la misma multigrá�ca de intersección,
como se muestra en la Figura 3.9. De cualquier forma, pueden obtenerse algunas
relaciones básicas:

Figura 3.9

32



Proposición 3.79: Sea H una hipergrá�ca y sea H 0 una subhipergrá�ca
inducida de H. Entonces �(H) � �(H 0).
Demostración: Sea H una hipergrá�ca y sea H1 = H[V (H) � x], la sub-

hipergrá�ca de H inducida por V (H)� x, donde x 2 V (H). Sea cx la cantidad
de aristas a las que pertenece x. Entonces

P
E2H1

jEj =
P
E2H

jEj �cx, jV (H1)j =

jV (H)j � 1 y T (H1) � T (H)� cx + 1, ya que cualquier bosque con cx vértices
tiene cuando mucho cx�1 aristas, así que x induce cuando mucho cx�1 aristas
en cualquier multibosque generador de G(H). Esto implica que �(H) � �(H1).
Como V (H) es un conjunto �nito, el resultado queda demostrado.�

Corolario 3.80: Sea H una hipergrá�ca. Entonces �(H) � �(LH).
Demostración: Dada una hipergrá�ca H, LH es una subhipergrá�ca in-

ducida de H.�
El inverso no se cumple, como se muestra en la Figura 3.8.

Proposición 3.81: Sea H una hipergrá�ca. Entonces �(H) = 0 si, y sólo si,
�(LH) = 0.
Demostración: �(H) = 0 ) �(LH) = 0 es consecuencia de la Proposición

3.79. Para ver que �(H) = 0(= �(LH) = 0, se procederá por inducción sobre
la cantidad de vértices por quitarse, usando un resultado de Acharya y Las
Vergnas [3]:
Para toda hipergrá�ca H, �(H) = 0 si, y sólo si, la 2-sección H2 de H es

una grá�ca triangulada y el conjunto de aristas maximales por contención de H
es el conjunto de clanes de H2.
Sea entonces H una hipergrá�ca y sea Pi un nivel de H tal que jPij � 2.

Sean x 2 Pi y H 0 = H[V n fxg]. Veremos que si H 0 satisface las condiciones del
teorema de Acharya y Las Vergnas, entoncesH también las satisface. Supóngase
que H 0

2 es una grá�ca triangulada. ¿Cómo podría H2 tener un ciclo elemental
no triangulado? Sea y 6= x; y 2 Pi. Como x y y pertenecen a las mismas
aristas, se tiene que N(x)nfyg = N(y)nfxg, de manera que si x pertenece a un
ciclo elemental Cx tal que y =2 V (Cx), entonces puede tomarse y en lugar de x,
obteniendo un ciclo elemental Cy con la misma estructura de aristas que Cx y tal
que x =2 V (Cy), así que Cx es no triangulado si, y sólo si, Cy es no triangulado.
Como Cy es un ciclo de H 0

2, sabemos que es triangulado, lo que implica que
x sólo puede pertenecer a un ciclo elemental no triangulado C de H2 tal que
jV (C) \ Pij � 2. Sea C un ciclo elemental de H2 tal que fx; yg � V (C) \ Pi.
Si x y y son adyacentes en C entonces C es triangulado, pues (x; z) es una
arista de G(H) si, y sólo si, (y; z) es una arista de G(H), así que para cualquier
vértice z adyacente a x ó y en G(H) se tiene el triángulo (z; x; y). Si x y y no
son adyacentes en C = (y = x0; x1; :::; xj�1; xj = x; xj+1; :::; xk; y), se tienen los
ciclos C1 = (y = x0; x1; :::; xj�1; y) y C2 = (y; xj+1; :::; xk; y), pues N(x)nfyg =
N(y) n fxg. Dado que x =2 V (C1) [ V (C2), tanto C1 como C2 son ciclos de H 0

2,
así que son triangulados. Entonces los ciclos C3 = (y = x0; x1; :::; xj�1; x; y) y
C4 = (y; xj+1; :::; xk; x; y) son triangulados, pues x y y son adyacentes en ambos.
Esto implica que C es triangulado.
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Supóngase ahora que el conjunto de aristas de H 0 maximal por contención
es el conjunto de clanes de H 0

2. Sean y 6= x; y 2 Pi y E0 2 H 0 tales que y 2 E0.
Como E0 induce un clan en H 0

2, y N(x) n fyg = N(y) n fxg en H2, se sigue que
E = E0 [ fxg induce un clan en H2.
Queda entonces demostrada la Proposición 3.81.�

Hipergrá�cas con dos niveles

Se vio ya que una multigrá�ca es una hipergrá�ca de niveles si, y sólo si, no
tiene componentes conexas isomorfas a K2 (con aristas múltiples). Esto permite
la generalización de algunos resultados de multigrá�cas a hipergrá�cas H tales
que LH es una multigrá�ca, es decir, a hipergrá�cas tales que r0 = 2. Algunos
ejemplos a continuación:

Teorema 3.82: Sea H una hipergrá�ca con r0 = 2. Si LH no es un ciclo de
longitud impar, hay una 2-coloración por aristas de H tal que todo vértice x
con dH(x) � 2 tiene ambos colores.
Demostración: Si H satisface las hipótesis, entonces LH es una multigrá�ca

y no es un ciclo impar, así que existe tal 2-coloración por aristas S de LH ([13],
Lema 6.1.1), que es también una 2-coloración por aristas de H. Como todos los
vértices en un nivel dado Pi tienen el mismo grado que su representante xi, S
satisface la condición para H.�

Teorema 3.83: Sea H una hipergrá�ca con r0 = 2. Si LH es bipartita,
entonces q(H) = �(H).
Demostración: El resultado se sigue directamente de un teorema clásico

relativo a grá�cas ([13], Teorema 6.1).�

Teorema 3.84: Sea H una hipergrá�ca simple con r0 = 2. Entonces �(H) �
q(H) � �(H) + 1.
Demostración: El resultado es consecuencia de un conocido teorema de Viz-

ing y (independientemente) Gupta para grá�cas simples ([13], Teorema 6.2).
Obsérvese que las aristas con un solo nivel no contenidas en otras aristas no
alteran el resultado.�

Teorema 3.85: Sea H una hipergrá�ca simple tal que LH es una grá�ca
bipartita. Entonces �(H) = �(H).
Demostración: Como �(H) = �(LH) y �(H) = �(LH), el resultado se sigue

del Teorema de Hall ([13], Teorema 5.2). Las aristas con un solo nivel no
contenidas en otras aristas no alteran el resultado.�

Teorema 3.86: Sea H una hipergrá�ca tal que toda arista tiene exactamente
dos niveles. Entonces � + � = � + � = l. Si LH es bipartita, se tiene además
que � = �.
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Demostración: Directa, ya que las cinco invariantes son iguales para H y
LH . La segunda a�rmación se sigue del Teorema 3.85.�

Teorema 3.87: Sea H una hipergrá�ca con r0 = 2 tal que LH no tiene ciclos
de longitud impar. EntoncesH tiene una transversal fuertemente independiente.
Demostración: En este caso, LH es una multigrá�ca sin ciclos de longitud

impar, que tiene una transversal fuertemente independiente. Esto implica que
H tiene también una transversal fuertemente independiente.�

Teorema 3.88: Para toda hipergrá�ca simpleH con r0 = 2, ��(H) = �2(H)
2 =

�2(H)
2 . Además, existe un 2-apareamiento máximo de LH cuyas componentes

conexas son lazos, pares de aristas paralelas y ciclos impares.
Demostración: Como H es simple, toda arista con un solo nivel corresponde

a un vértice aislado en LH . Entonces el resultado se sigue de la Proposición
3.50 y [7], Cáp. 3, Teorema 2.�

Teorema 3.89: Para toda hipergrá�ca simple H con r0 = 2, ��(G) =
1
2 (�(G) + �(G)).
Demostración: Es directa a partir de la Proposición 3.33, la Proposición

3.50 y un Teorema de Lovász ([43]).�

Teorema 3.90: Para toda hipergrá�ca simple H con r0 = 2, las siguientes
condiciones son equivalentes:
1) ��(H) = �(H)
2) �(H) = �(H)
Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 3.33, la Proposición

3.50 y [7], Cáp. 3, Corolario al Teorema 3.�

Teorema 3.91: Toda hipergrá�ca simple H con r0 = 2 satisface ��(H) �
3
2�(H). Se da la igualdad si, y sólo si, LH es la unión de triángulos ajenos dos
a dos.
Demostración: Consecuencia de la Proposición 3.33, la Proposición 3.50 y

un teorema de Lovász ([43]).�

Teorema 3.92: Para una hipergrá�ca H con r0 = 2, las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:
1) H es casi regularizable.
2) ��(H) = l

2 .
3) Hay una hipergrá�ca parcial (no trivial) eH de LH tal que las componentes

conexas de eH son vértices aislados y ciclos impares.
4) jNLH (S)j � jSj para todo conjunto fuertemente independiente S de H.
Demostración: 1) , 2) se sigue del Teorema 3.51, pues aristas de un solo

nivel no alteran el resultado.
1) , 3): Como LH es una grá�ca, es consecuencia de [4], Cáp. 3, Teorema

8.
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1) , 4): Igual que el caso anterior, pues un conjunto S es fuertemente
independiente en H si, y sólo si, es fuertemente independiente en LH (tomando
S \ Pi como representante de Pi siempre que jS \ Pij 6= ;).�
Notemos que jNLH (S)j � jSj ) jNH(S)j � jSj para todo conjunto fuerte-

mente independiente S de H, pero el inverso no se cumple. Hay hipergrá�cas
con r0 = 2, y tales que jNH(S)j � jSj para todo conjunto fuertemente inde-
pendiente S de H, que no son casi regularizables, como se muestra en la Figura
3.10.

Figura 3.10

Teorema 3.93: Sea H una hipergrá�ca conexa con l par y r0 = 2, tal que
cualesquiera dos ciclos impares en LH están unidos por una arista. Entonces H
tiene un apareamiento perfecto si, y sólo si, jNLHSj � jSj para todo conjunto
fuertemente independiente S de H.
Demostración: El resultado se sigue de un teorema de Fulkerson, McAndrew,

y Ho¤man ([7], Cáp. 3, Teorema 9), pues LH es una grá�ca conexa y H tiene
un apareamiento perfecto si, y sólo si, LH tiene un apareamiento perfecto.�

Teorema 3.94: Las siguientes condiciones son equivalentes para toda hiper-
grá�ca conexa H con r0 = 2:
1) H es regularizable y LH no es bipartita.
2) ��(H) = l

2 , y t(x) = 1 para todo x 2 V (LH) es la única 2-transversal
óptima de LH .
3) jNLHSj > jSj para todo conjunto fuertemente independiente S de H.
4) jNLHAj > jAj para todo subconjunto propio no vacío A � V (LH).
Demostración: Como H es regularizable si, y sólo si, LH es regularizable,

el resultado es entonces consecuencia de la Proposición 3.50 y un Teorema de
Berge ([8]).�

Teorema 3.95: Sea H una hipergrá�ca conexa con r0 = 2, y tal que K1;3

no es una subgrá�ca inducida de LH . Entonces H es regularizable si, y sólo si,
no tiene vértices de grado 1 y LH no es isomorfa a una grá�ca que consista en
un ciclo par (x0; :::; x2p�1; x0) y un conjunto no vacío de diagonales de la forma
(x2i; x2i+2).
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Demostración: El resultado se sigue de un teorema de Jaeger y Payan
([40]).�

Teorema 3.96: Toda hipergrá�ca simple H tal que r0 = 2 es k-Helly para
k � 3.
Demostración: SiH satisface las hipótesis, entonces LH es una grá�ca simple

salvo por lazos en vértices aislados. El resultado es consecuencia de la Obser-
vación 3.16 y [7], Cáp. 1, Ejercicio 13, pues los vértices aislados no afectan el
ser k-Helly.�

Teorema 3.97: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca simple con r0 = 2 y
tal que �(H) = k y �(H � Ei) = k + 1 para todo i 2 f1; :::;mg. entonces

m �
�
l � k + 1

2

�
.

Demostración: Como m(H) = m(LH) y �(H) = �(LH), la demostración
se sigue de un teorema de Erdös, Hajnal, y Moore ([7], Cáp. 2, Corolario 2 al
Teorema 6).�

Como se dijo al principio de la sección, todos los resultados que aparecen en
ella son generalizaciones de los teoremas en los que se basan.

Conclusiones

Las hipergrá�cas de niveles son una herramienta que simpli�ca la investi-
gación en varias ramas de la teoría de hipergrá�cas. Para muchas cuestiones
referentes a una hipergrá�ca dada H, podemos restringirnos a su hipergrá�ca
de niveles LH , que en muchos casos es más sencilla y nunca es más compleja
que H.

De hecho, muchos resultados clásicos de hipergrá�cas se obtuvieron pen-
sando en hipergrá�cas de niveles. En particular, varias cotas clásicas son al-
canzadas sólo por hipergrá�cas de niveles. Entonces el valor principal de este
trabajo es mostrar que en muchos casos podemos considerar sólo las más sencil-
las hipergrá�cas de una clase dada al resolver un problema para toda la clase.

Así, el problema general consiste en caracterizar las propiedades de hiper-
grá�cas (P ) para las cuales LH 2 (P ) ) H 2 (P ), y aquéllas para las cuales
H 2 (P )) LH 2 (P ). Es claro que toda propiedad hereditaria (P ) satisface la
segunda a�rmación.

Como caso particular del problema general, estudié una desigualdad planteada
originalmente por Lovász [42]: Sea H = (E1; :::; Em) una hipergrá�ca tal que
jV (H)j = n, jEi \ Ej j � k para todo fi; jg � f1; :::;mg, y H tiene p compo-

nentes conexas. ¿Cuándo se cumple que
mP
i=1

(jEij � k) � n� pk? En particular,
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las hipergrá�cas totalmente balanceadas [42] y las hipergrá�cas con número
ciclomático 0 [3] satisfacen la desigualdad de Lovász. Desafortunadamente, re-
sultó no tener relación directa con las hipergrá�cas de niveles. La Figura 3.6
muestra un ejemplo donde H satisface la desigualdad de Lovász pero LH no.
La menor hipergrá�ca H que conozco tal que LH satisface la desigualdad de
Lovász pero H no tiene 18 vértices y diez aristas. Aparece en la Figura 3.11.

Figura 3.11

38



CAPÍTULO 4: UNA VERSIÓN CORREGIDA DE LA CONJETURA DE MEYNIEL

El concepto de núcleo fue introducido por Von Neumann y Morgenstern
en 1944 [49]. Tiene muchas aplicaciones en teoría de juegos, lógica, teoría de
códigos y otras ramas de las matemáticas. Dichos autores demostraron que toda
digrá�ca acíclica tiene núcleo único. Más tarde (1953) Richardson demostró que
toda digrá�ca sin ciclos dirigidos de longitud impar es núcleo-perfecta [51]. En
1980 H. Meyniel planteó la conjetura de que si D es una digrá�ca tal que todo
ciclo dirigido impar tiene cuando menos dos pseudodiagonales, entonces D tiene
núcleo [17]. Dicha conjetura ha dado pie a varios resultados, aunque fue probada
falsa por Galeana-Sánchez en 1982 [25].

Desde entonces, la búsqueda de clases de digrá�cas con núcleo ha tendido
a encontrar condiciones en las pseudodiagonales de los ciclos dirigidos impares.
En 1980, Duchet demostró que si D es una digrá�ca tal que todo ciclo dirigido
impar de D tiene cuando menos dos �echas simétricas, entonces D tiene núcleo
[17]. Cuatro años después, Galeana-Sánchez y Neumann-Lara mostraron que si
D es una digrá�ca tal que todo ciclo dirigido de longitud impar tiene cuando
menos dos pseudodiagonales incidentes en vértices consecutivos, entonces D
tiene núcleo [33]. En 1986, Galeana-Sánchez probó que si D es una digrá�ca
sin triángulos tal que todo ciclo dirigido impar de D tiene cuando menos dos
pseudodiagonales de la forma (xi; xi+2), entonces D tiene núcleo [26], y un
año después Duchet demostró que la última a�rmación se cumple con "tal que
todo triángulo es simétrico" en lugar de "sin triángulos" [20]. También en
1986, Ma¤ray mostró que la conjetura de Meyniel se cumple para digrá�cas
i-trianguladas [45], y el mismo autor probó en 1992 que se cumple para todas
las orientaciones de la grá�ca de líneas de cualquier grá�ca [46].

Aquí se relacionan ciertos conjuntos transversales de (multi)hipergrá�cas
cuadradas con núcleos de digrá�cas, lo que nos permite obtener condiciones
su�cientes para la existencia de núcleos en digrá�cas. En particular, se cumple
una modi�cación de la conjetura de Meyniel.

Nota: En algunos casos convendrá considerar una digrá�caD = (V (D); A(D)),
donde V (D) es el conjunto de vértices de D y A(D) es la familia de aristas de D.
La diferencia con "una hipergrá�ca D en un conjunto V " es sólo de notación.

Hipergrá�cas cuadradas y núcleos en digrá�cas

De�nición: Si C = (x0; x1; :::; xn�1; x0) es un ciclo dirigido contenido en D,
una pseudodiagonal de C es un arco (xi; xj) � A(D) n A(C) tal que fi; jg �
f0; :::; n� 1g, y una diagonal de C es una pseudodiagonal (xi; xj) de C tal que
(xj ; xi) =2 A(C).

De�nición: Una hipergrá�ca H = (E1; :::; Em) es cuadrada si jV (H)j = m.
Una hipergrá�ca H tiene un sistema de representantes si, y sólo si, 8Ei 2
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H; 9xi 2 Ei tal que para toda fi; jg � f1; :::;mg; xi 6= xj : Una hipergrá�ca
cuadrada con sistema de representantes es una hipergrá�ca H y una función
biyectiva f : V (H)! H tal que 8x 2 V (H); x 2 f(x).
Hay una correspondencia biyectiva entre digrá�cas e hipergrá�cas cuadradas

con sistema de representantes (�jo): dada una digrá�ca D en V = V (D), con-
sidérense fD : V ! P (V ) tal que fD(x) = fxg[N+(x) y HD = (fD(x) j x 2 V ).
Entonces HD es una hipergrá�ca cuadrada con sistema de representantes fD :
V ! HD. Nótese que puede tener aristas repetidas; por ejempo, si D es com-
pleta, toda arista de HD contiene a todos los vértices de V . A la inversa, dada
una hipergrá�ca cuadradaH en V con sistema de representantes f : V ! H, sea
DH;f la digrá�ca con V (DH;f ) = V y A(D) = f(x; y) j x 2 V; y 2 f(x) n fxgg.

Lema 4.1: Sea D una digrá�ca y HD su hipergrá�ca correspondiente. U �
V (D) es absorbente en D si, y sólo si, U es una transversal de HD.
Demostración: Sea U un conjunto absorbente en D. Entonces para todo

x 2 V se tiene que x 2 U o existe y 2 U tal que (x; y) 2 A(D). Así que para
toda x 2 V se tiene que x 2 U o existe y 2 U tal que fx; yg � E para alguna
E 2 HD, lo que implica que U es una transversal de HD.
A la inversa, si U es una transversal de HD, para toda E 2 H; U \ E 6= ;.

Entonces para todo x 2 V se tiene que x 2 U ó f(x) \ U 6= ;, así que existe
y 2 U tal que (x; y) 2 A(D). Esto implica que U es absorbente en D.�

De�nición: Dada una hipergrá�ca cuadradaH en un conjunto V con sistema
de representantes f : V ! H, un conjunto U � V es f-estable en D si para toda
fx; yg � U; y =2 f(x).

Lema 4.2: Sea D una digrá�ca y HD su hipergrá�ca correspondiente. U �
V (D) es independiente en D si, y sólo si, U es f-estable en HD.
Demostración: Si U no es f-estable en HD, existe fx; yg � U tal que y 2

f(x). Entonces (x; y) 2 A(D) y U no es independiente en D.
A la inversa, si U no es independiente en D, para algún fx; yg � U; (x; y) 2

A(D). Entonces y 2 f(x) y U no es f-estable en HD.�

Teorema 4.3: Sea D una digrá�ca y HD su hipergrá�ca correspondiente.
U � V (D) es núcleo de D si, y sólo si, U es una transversal f-estable de HD.
Demostración: El resultado es consecuencia directa del Lema 4.1 y el Lema

4.2.�

Teorema 4.4: Sea D una digrá�ca y HD su hipergrá�ca correspondiente. Si
D tiene núcleo entonces HD es 2-coloreable.
Demostración: Sea K un núcleo de D. El Teorema 4.3 a�rma que K es una

transversal f-estable de HD, de manera que para toda E 2 HD; K \ E 6= ;.
Supóngase que K\E = E para alguna E 2 HD. Como K es f-estable y E � K,
para toda fx; yg � E; y =2 f(x), lo que implica que E = fxg. Entonces HD es
2-coloreable.�
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El inverso no se cumple, como se muestra en la Figura 4.1. Entonces, ¿para
qué hipergrá�cas 2-coloreables HD resulta que D tiene núcleo? En este trabajo
se da una respuesta parcial. Para presentar los resultados, se necesitan algunas
de�niciones:
Sea D una digrá�ca y C un ciclo (no necesariamente dirigido) de D. Una

obstrucción de C es un vértice x 2 V (C) tal que �+C(x) = 2. El conjunto de
obstrucciones de C se denota 
(C). Una 
-pseudodiagonal de C es un arco
(u; v) 2 A(D) n A(C) tal que �+C(u) > 0 y �

�
C(v) > 0; una 
-diagonal de C es

una 
-pseudodiagonal de C tal que (v; u) =2 A(C). Un arco 
-simétrico de C
es un arco (u; v) 2 A(C) tal que u =2 
(C) y (v; u) 2 A(D). La 
-longitud de
C es l
(C) = jV (C)j � j
(C)j; un ciclo es 
-impar si l
(C) es impar.

Figura 4.1

Lema 4.5: Sea D una digrá�ca y HD su hipergrá�ca correspondiente. HD
es balanceada si, y sólo si, todo ciclo 
-impar de D tiene una 
-pseudodiagonal.
Demostración: Asúmase que todo ciclo 
-impar deD tiene una 
-pseudodiagonal.

Sea (x0; E0; :::; xk; Ek; x0) un ciclo impar de HD, X = f(x1; :::; xkg y Y =
ff�1(E1); :::; f�1(Ek)g. Considérese el ciclo C, con V (C) = X [ Y y A(C) =
f(yi; xi+1); (yi; xi) j yi 2 Y nXg[f(xi; xi+1) j xi = yig[f(xi+1; xi) j xi+1 = yig.
Nótese que 
(C) = Y nX, pues ningún vértice puede ser representante más que
de una arista, de manera que l
(C) = jXj y C debe tener una 
-pseudodiagonal
(u; v). Obsérvese que f(u) = Ei para algún i 2 f1; :::; kg, pues (u; v) es
una 
-pseudodiagonal. Entonces f(u) tiene cuando menos tres vértices de
(x1E1:::xkEkx1) y HD es balanceada.
A la inversa, asúmase que HD es balanceada y sea C un ciclo 
-impar en

D. Entonces X = V (C) n 
(C) es el conjunto de vértices de un ciclo impar
� = (x1E1:::xkEkx1) en HD tal que para toda subsucesión (xiyxi+1) de C en la
que y es una obstrucción se tiene que Ei = f(y). Como HD es balanceada, para
algún i 2 f1; :::; kg se tiene jEi \Xj � 3. Si f�1(Ei) 2 X, existe x 2 X tal que
jN+(x) \Xj � 2; como sólo uno de dichos arcos está en C (ya que x 2 X), se
sigue que C tiene una 
-pseudodiagonal. Si f�1(Ei) =2 X, existe x 2 
(C) tal
que jN+(x) \Xj � 3; como sólo dos de dichos arcos están en C, se sigue que
C tiene una 
-pseudodiagonal.�

Lema 4.6: Sea D una digrá�ca y HD su hipergrá�ca correspondiente. HD
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es fuertemente unimodular si, y sólo si, todo ciclo 
-impar de D tiene dos 
-
pseudodiagonales.
Demostración: Asúmase que todo ciclo 
-impar deD tiene dos 
-pseudodiagonales.

Sea (x0; E0; :::; xk; Ek; x0) un ciclo impar de HD, y defínanse X; Y y C como en
la demostración del Lema 4.5. Como C es 
-impar, tiene dos 
-pseudodiagonales
(u1; v1) y (u2; v2). Si u1 = u2, entonces f(u1) tiene cuatro vértices del ciclo
(x0; E0; :::; xk; Ek; x0), siguiendo un razonamiento similar al de la demostración
del Lema 4.5. Si u1 6= u2 se tiene que tanto f(u1) como f(u2) tienen tres vértices
del ciclo (x0; E0; :::; xk; Ek; x0). Por lo tanto, HD es fuertemente unimodular.
Inversamente, supóngase que HD es fuertemente unimodular y sea C un ci-

clo 
-impar en D. Entonces X = V (C) n 
(C) es el conjunto de vértices de
un ciclo impar � = (x0; E0; :::; xk; Ek; x0) en HD tal que para toda subsuce-
sión (xi; y; xi+1) de C en la que y es una obstrucción se tiene que Ei = f(y).
Como HD es fuertemente unimodular, se cumple una de las dos condiciones
siguientes: 1) para algún fi; jg � f0; :::; kg, jEi \V (�)j � 3 y jEj \V (�)j � 3;
2) para algún i 2 f0; :::; kg, jEi \ V (�)j � 4. Si se cumple 1), hay una

-pseudodiagonal incidente desde f�1(Ei) y una 
-pseudodiagonal incidente
desde f�1(Ej), como en la demostración del Lema 4.5. Si se cumple 2), hay
dos 
-pseudodiagonales incidentes desde f�1(Ei), siguiendo el mismo razon-
amiento (es decir, si f�1(Ei) 2 X, existe x 2 X tal que jN+(x) \Xj > 3, y si
f�1(Ei) =2 X, existe x 2 
(C) tal que jN+(x) \Xj > 4).�

Teorema 4.7� [2]: Una hipergrá�ca balanceada H tiene una coloración buena
para toda k � 2.
Teorema 4.7: Sea D una digrá�ca con ex-grado regular k tal que todo ciclo


-impar tiene una 
-pseudodiagonal. Entonces hay una partición de V (D) en
k + 1 núcleos.
Demostración: La hipergrá�ca HD es k + 1-uniforme, y es balanceada por

el Lema 4.5, así que el Teorema 4.7�a�rma que HD tiene una k + 1-coloración
buena. Como cada color es una transversal fuertemente independiente de HD,
el Teorema 4.3 implica que cada color es un núcleo de D.

Una modi�cación de la conjetura de Meyniel

Se demostrará ahora que toda digrá�ca D tal que todo 3-ciclo es simétrico
y todo ciclo 
-impar tiene dos 
-diagonales es núcleo perfecta. Para lograrlo se
necesitan algunos resultados preliminares y cierta notación:
Sea D una digrá�ca y sea C un ciclo (no dirigido) de D con fz; wg � V (C).

El símbolo (z; C;w) denota la zw-trayectoria en el sentido de las manecillas del
reloj contenida en C, y escribimos P (C) = (i; j) siempre que l(C) � i (mod 2)
y j
(C)j � j (mod 2).
Sean � y C ciclos de D tales que V (C) � V (�). Escribimos P�(C) = (i; j)

si l(C) � i (mod 2) y la cantidad de obstrucciones de � contenidas en C es
congruente con j (mod 2). Para x 2 V (C), el símbolo (x;
; C) signi�ca "puede
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asumirse que x es una obstrucción de C", y el símbolo (x;:
; C) signi�ca "puede
asumirse que x no es una obstrucción de C".

De�nición: Una digrá�ca D es buena si todo ciclo 
-impar C � D tal que
l(C) � 4 satisface cuando menos una de las propiedades siguientes: (a) 9x 2
V (C) tal que �+D[V (C)](x) � 3; (b) 9x 2 V (C) tal que ��D[V (C)](x) � 3; (c) C
tiene una diagonal simétrica.

Teorema 4.8: Sea D una digrá�ca que satisface las siguientes condiciones:
1) todo ciclo dirigido de longitud 3 es simétrico; 2) todo ciclo 
-impar tal que
l(C) � 4 tiene cuando menos dos 
-pseudodiagonales; 3) todo ciclo 
-impar tal
que l(C) � 5 tiene cuando menos dos 
-diagonales. Entonces D es buena.
Demostración: Sea D una digrá�ca que satisface 1), 2) y 3), y sea C un

ciclo 
-impar de D. Se procederá por inducción sobre la longitud de C. Cuando
l(C) = 4 se tiene que C = (x0; x1; x2; x3)[ (x0; x3), donde (x0; x1; x2; x3) es una
trayectoria dirigida. Nótese que ningún arco que incida a x0 o desde x3 es una 
-
pseudodiagonal, así que las únicas posibilidades son (x0; x2), (x1; x3) y (x2; x1).
Si (x0; x2) 2 A(D), �+D[V (C)](x0) = 3; si (x1; x3) 2 A(D), ��D[V (C)](x3) = 3.
Entonces para todo ciclo 
-impar de longitud 4 se cumple (a) o se cumple (b).
Supóngase ahora que todo ciclo 
-impar C 0 de D tal que l(C 0) < m satisface

cuando menos una de las propiedades (a), (b) ó (c), y sea C un ciclo 
-impar de
D tal que 5 � l(C) = m. Por las hipótesis, C tiene dos 
-diagonales: f1 = (u; v)
y f2 = (x; y). Puede asumirse que ni f1 ni f2 son simétricas, y que ni u ni x
son obstrucciones de C, pues si no se cumplirían (c) ó (a). Obsérvese también
que fv; yg \ 
(C) = ;, por la de�nición de 
-pseudodiagonal.
Se considerarán varios casos, según la posición de las 
-diagonales f1 y f2.

El análisis de cada caso terminará cuando se encuentre un ciclo 
-impar C 0 de
D tal que l(C 0) < l(C) y V (C 0) � V (C):
Caso 1: f1 y f2 son paralelas y tienen la misma dirección. Sin pérdida

de generalidad puede asumirse que fu; vg � (y; C; x) y que v aparece antes
que u en (y; C; x). Se de�nen los siguientes ciclos: C1 = (x;C; y) [ (x; y),
C2 = (y; C; v) [ (u; v) [ (u;C; x) [ (x; y), C3 = (v; C; u) [ (u; v). Nótese que
como fu; v; x; yg \ 
(C) = ;, cada obstrucción de C se considera una sola vez
al contar las obstrucciones de C que están en los ciclos Ci para i 2 f1; 2; 3g.
Obsérvese también que x es obstrucción de exactamente uno de los ciclos C1 y
C2, y u es obstrucción de exactamente uno de los ciclos C2 y C3.
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Figura 4.2: Ciclos para el Caso 1.

Analizaremos varias posibilidades. Obsérvese que C1 y C3 desempeñan pa-
peles simétricos. Posibilidades simétricas se considerarán una sola vez.
Caso 1.1: l(C) es par y j
(C)j es impar. Veremos las posibilidades para

PC(Ci), i 2 f1; 2g, asumiendo que ni C1 ni C2 son 
-impares.
1.1.1: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (0; 0). Entonces PC(C3) = (0; 1). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (0; 1).
1.1.2: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (0; 1). Entonces PC(C3) = (0; 0). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (0; 1).
1.1.3: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (1; 0). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.1.4: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (1; 1). Entonces PC(C3) = (1; 0). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.1.5: PC(C1) = (0; 1), PC(C2) = (0; 1). Entonces PC(C3) = (0; 1). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (0; 1).
1.1.6: PC(C1) = (0; 1), PC(C2) = (1; 0). Entonces PC(C3) = (1; 0). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.1.7: PC(C1) = (0; 1), PC(C2) = (1; 1). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.1.8: PC(C1) = (1; 0), PC(C2) = (0; 0). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.1.9: PC(C1) = (1; 0), PC(C2) = (0; 1). Entonces PC(C3) = (1; 0). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.1.10: PC(C1) = (1; 1), PC(C2) = (0; 1). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
Caso 1.2: l(C) es impar y j
(C)j es par. Analizaremos las posibilidades

para PC(Ci), i 2 f1; 2g:
1.2.1: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (0; 0). Entonces PC(C3) = (1; 0). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.2.2: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (0; 1). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.2.3: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (1; 0). Entonces PC(C3) = (0; 0). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
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P (C3) = (0; 1).
1.2.4: PC(C1) = (0; 0), PC(C2) = (1; 1). Entonces PC(C3) = (0; 1). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (0; 1).
1.2.5: PC(C1) = (0; 1), PC(C2) = (0; 0). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.2.6: PC(C1) = (0; 1), PC(C2) = (0; 1). Entonces PC(C3) = (1; 0). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.2.7: PC(C1) = (0; 1), PC(C2) = (1; 0). Entonces PC(C3) = (0; 1). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (0; 1).
1.2.8: PC(C1) = (1; 0), PC(C2) = (1; 0). Entonces PC(C3) = (1; 0). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;
; C2), (u;:
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.2.9: PC(C1) = (1; 0), PC(C2) = (1; 1). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;
; C1), (x;:
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
1.2.10: PC(C1) = (1; 1), PC(C2) = (1; 0). Entonces PC(C3) = (1; 1). Luego

(x;:
; C1), (x;
; C2), lo que implica que (u;:
; C2), (u;
; C3). Por lo tanto
P (C3) = (1; 0).
Caso 2: f1 y f2 son paralelas y tienen direcciones opuestas.
Se de�nen los ciclos C1 = (x;C; y)[ (x; y), C2 = (y; C; u)[ (u; v)[ (v; C; x)[

(x; y), y C3 = (u;C; v) [ (u; v). Como cada obstrucción de C se considera
una sola vez al contar las obstrucciones de C que están en los ciclos Ci para
i 2 f1; 2; 3g, y x es obstrucción de exactamente uno de los ciclos C1 y C2, y u es
obstrucción de exactamente uno de los ciclos C2 y C3, se procede de la misma
manera que en el Caso 1.
Caso 3: f1 y f2 son arcos cruzados con u 2 (y; C; x) y v 2 (x;C; y).
Se de�nen los ciclos siguientes: C1 = (u;C; x) [ (x; y) [ (v; C; y) [ (u; v),

C2 = (x;C; v)[(u; v)[(y; C; u)[(x; y). Cada obstrucción de C se considera una
sola vez al contar las obstrucciones de C que están en los ciclos Ci for i 2 f1; 2g.
Se tiene también que tanto x como u son obstrucciones de exactamente uno
de los ciclos C1 y C2. Obsérvese que C1 y C2 desempeñan papeles simétricos.
Posibilidades simétricas se considerarán una sola vez.
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Figura 4.3: Ciclos para el Caso 3.

Caso 3.1: l(C) es par y j
(C)j es impar. Se analizarán las posibilidades
para PC(C1), asumiendo que C1 no es 
-impar.
3.1.1: PC(C1) = (0; 0). Entonces PC(C2) = (0; 1). O bien tanto x como u

son obstrucciones de C1, o ninguno lo es; lo mismo aplica a C2, lo que implica
que P (C2) = (0; 1).
3.1.2: PC(C1) = (1; 0). Entonces PC(C2) = (1; 1). Exactamente uno de los

vértices x y u es obstrucción de C1, y lo mismo aplica a C2, lo que implica que
P (C2) = (1; 0).
Caso 3.2: l(C) es impar y j
(C)j es par. Se analizarán las posibilidades

para PC(C1), asumiendo que C1 no es 
-impar.
3.2.1: PC(C1) = (0; 0). Entonces PC(C2) = (1; 0). O bien tanto x como u

son obstrucciones de C1, o ninguno lo es; lo mismo aplica a C2, lo que implica
que P (C2) = (1; 0).
3.2.2: PC(C1) = (0; 1). Entonces PC(C2) = (1; 1). Exactamente uno de los

vértices x y u es obstrucción de C1, y lo mismo aplica a C2, lo que implica que
P (C2) = (1; 0).
Caso 4: f1 y f2 son arcos cruzados con u 2 (x;C; y) y v 2 (y; C; x).
Se de�nen los ciclos siguientes: C1 = (v; C; x) [ (x; y) [ (u;C; y) [ (u; v),

C2 = (x;C; u) [ (u; v) [ (y; C; v) [ (x; y). Como cada obstrucción de C se
considera una sola vez al contar las obstrucciones de C que están en los ciclos
Ci para i 2 f1; 2g, y tanto x como u son obstrucciones de exactamente uno de
los ciclos C1 y C2, la demostración es idéntica que la del Caso 3. Queda así
demostrado el Teorema 4.8.�

Teorema 4.9: Sea D una digrá�ca buena tal que todo 3-ciclo dirigido es
simétrico. Entonces todo ciclo dirigido impar de longitud cuando menos 5 tiene
una diagonal simétrica.
Demostración: Sea D una digrá�ca que satisface las hipótesis del teorema

y � un ciclo dirigido impar de longitud cuando menos 5. Se procederá por
inducción sobre la longitud l(�) de �.
Sea � = (x0; x1; x2; x3; x4; x0) un ciclo tal que l(�) = 5. Supóngase que

� no satisface (c); entonces hay un vértice x0 tal que �
+
D[V (C)](x0) � 3 ó

��D[V (C)](x0) � 3. Como las propiedades "ser buena" y "satisfacer (c)" se
cumplen para una digrá�ca dada B si, y sólo si, se cumplen para B�1, puede
asumirse que �+D[V (C)](x0) � 3. Si (x0; x3) 2 A(D) entonces (x0; x3; x4; x0) es
un 3-ciclo dirigido, de forma que (x0; x3) es una diagonal simétrica. Si no es
así, (x0; x2) 2 A(D) y (x0; x4) 2 A(D), y se tiene un ciclo C = (x0; x2; x3; x4)[
(x0; x4) de longitud 4 y con una obstrucción. Como C es 
-impar, satisface (a),
(b) ó (c). En cualquier caso, C tiene una diagonal que no es (x0; x3):
1) (x3; x0) 2 A(D); entonces (x0; x2; x3; x0) es un 3-ciclo dirigido, de forma

que (x0; x2) es una diagonal simétrica.
2) (x2; x4) 2 A(D); entonces (x0; x2; x4; x0) es un 3-ciclo dirigido, de forma

que (x2; x4) es una diagonal simétrica.
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3) (x4; x2) 2 A(D); entonces (x4; x2; x3; x4) es un 3-ciclo dirigido, de forma
que (x4; x2) es una diagonal simétrica.
Por lo tanto � tiene una diagonal simétrica.
Ahora supóngase que todo ciclo dirigido �0 de longitud impar menor que k

tiene una diagonal simétrica, y sea � un ciclo impar tal que l(�) = k. Por las
hipótesis, � satisface (a), (b) ó (c). Supóngase que � no satisface (c), y sean l =
minfl(x;�; y) j fx; yg � V (�) y 9u 2 V (�) n V (x;�; y) tal que f(u; x); (u; y)g �
A(D) ó f(x; u); (y; u)g � A(D)g. Obsérvese que l < l(�) � 2. Sea fz; w; vg un
conjunto de vértices para el que se alcanza el mínimo, es decir, l(z;�; w) = l,
v 2 V (�) n V (z;�; w), y f(v; z); (v; w)g � A(D) ó f(z; v); (w; v)g � A(D).
Si hay una diagonal (x; y) de � tal que l(y;�; x) es par, entonces (y;�; x) [

(x; y) es un ciclo dirigido de longitud impar menor que k, que tiene una diagonal
simétrica. Por lo tanto, puede asumirse que para toda diagonal (x; y), la longitud
l(y;�; x) es impar.
Caso 1: f(v; z); (v; w)g � A(D): como l(v;�; z) � l(v;�; w) � 0 (mod 2),

se tiene que C = (v; z) [ (z;�; w) [ (v; w) es un ciclo par con exactamente una
obstrucción, que debe satisfacer (a), (b) ó (c), pues D es buena. Si C satisface
(c), entonces � también satisface (c), así que puede asumirse que C satisface (a)
ó (b).
1.1: C satisface (a). Tómese x 2 V (C) tal que �+D[V (C)](x) � 3. Nótese

que x 6= v, pues de otra forma se tendría que l(z;�; w) > l. Si (x; v) 2 A(D),
entonces l(z;�; x) es par, pues si no (v; z) [ (z;�; x) [ (x; v) es un ciclo dirigido
de longitud impar menor que k, y habríamos terminado: si su longitud es 3, es
simétrico, de forma que (v; z) es una diagonal simétrica de � y si su longitud es
mayor, por hipótesis de inducción tiene una diagonal simétrica, que es también
una diagonal simétrica de �. Entonces l(x;�; w) es par también, y l(w;�; v)
es impar, pues (v; w) es una diagonal de �. Entonces l(x;�; v) es impar y
(v;�; x) [ (x; v) es un ciclo dirigido de longitud impar menor que k.
Si (x; v) =2 A(D), 9 fx0; x1g � V (z;�; w) tal que f(x; x0); (x; x1)g � A(D).

Si fx0; x1g � V (z;�; x) ó fx0; x1g � V (x;�; y), se tiene que l(z;�; w) > l; puede
entonces asumirse que x0 2 V (z;�; x) y x1 2 V (x;�; y). Como l(v;�; z) �
l(x;�; x1) � 0 (mod 2), pues (v; z) y (x; x1) son diagonales de �, se sigue que
�0 = (v; z) [ (z;�; x) [ (x; x1) [ (x1;�; v) es un ciclo dirigido de longitud impar
menor que k, lo que implica que � tiene una diagonal simétrica.
1.2: C satisface (b). La demostración de este caso se sigue del anterior

considerando D�1.
Caso 2: f(z; v); (w; v)g � A(D): este caso se sigue directamente del Caso

1 considerando D�1 en lugar de D. Entonces queda demostrado el Teorema
4.9.�

De�nición: Sea D una digrá�ca y C un ciclo dirigido impar. El conjunto
de polos de C es p(C) = fx 2 V (C) j 9 w 2 V (C) tal que (w; x) es una
pseudodiagonal de Cg. Un vértice en p(C) es un polo de C. Una digrá�ca D
satisface la propiedad de los polos si, y sólo si, para todo ciclo dirigido impar
C = (x0; :::; x2k; x0) de D hay polos xi; xj ; xa; xb tales que i < j � a < b y
l(xi; C; xj) � l(xa; C; xb) � 1 (mod 2).
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Teorema 4.10 [31]: Sea D una digrá�ca. Si D satisface la propiedad de los
polos entonces es núcleo-perfecta.
Teorema 4.11: Sea D una digrá�ca tal que todo 3-ciclo es simétrico y todo

ciclo dirigido impar de longitud cuando menos 5 tiene una diagonal simétrica.
Entonces D satisface la propiedad de los polos.
Demostración: Se procederá por inducción sobre la longitud del ciclo impar

C = (x0; :::; x2k; x0). Para k = 1 se tiene un 3-ciclo en el que todo vértice es un
polo, de manera que se cumple la a�rmación.
Supóngase que todo ciclo dirigido impar de longitud menor que 2k+1 tiene

polos como se pide, y sea C un ciclo dirigido impar C = (x0; :::; x2k; x0) con
k > 1. Por las hipótesis, C tiene una diagonal simétrica (xr; xs); podemos
asumir que 1 � r < s y l(xr; C; xs) � 1 (mod 2). Por lo tanto, C 00 =
(xs; C; xr) [ (xr; xs) es un ciclo dirigido impar con l(C 00) < 2k + 1. Por la
hipótesis de inducción, hay polos xi; xj ; xa; xb de C 00 tales que i < j � a < b
y l(xi; C 00; xj) � l(xa; C

00; xb) � 1 (mod 2). Como l(xr; C; xs) � 1 (mod 2) se
sigue que l(xi; C; xj) � l(xa; C; xb) � 1 (mod 2), y es claro que xi; xj ; xa; xb son
polos de C. Entonces la demostración del Teorema 4.11 está completa.�

Teorema 4.12: Sea D una digrá�ca tal que todo 3-ciclo es simétrico y todo
ciclo dirigido impar de longitud cuando menos 5 tiene una diagonal simétrica.
Entonces D es núcleo-perfecta.
Demostración: El resultado es consecuencia del Teorema 4.10 y el Teorema

4.11.�

El siguiente resultado es una modi�cación de la conjetura de Meyniel:
Teorema 4.13: Sea D una digrá�ca tal que todo 3-ciclo es simétrico, todo

ciclo 
-impar de longitud 4 tiene cuando menos dos 
-pseudodiagonales y todo
ciclo 
-impar de longitud mayor que 4 tiene cuando menos dos 
-diagonales.
Entonces D es núcleo-perfecta.
Demostración: El resultado se sigue de los otros teoremas de esta sección.�

Conclusiones

El presente trabajo es un ejemplo del uso de hipergrá�cas para obtener
resultados en digrá�cas. La relación es interesante debido a que ambos conceptos
pueden considerarse como una generalización del de grá�ca, pero de maneras
muy distintras: en uno se le da una dirección a las aristas y en el otro se aumenta
la cantidad de vértices por arista.
Así, además de su valor concreto al exhibir una familia de digrá�cas núcleo-

perfectas, puede incitar la búsqueda de otras formas de relacionar dichos con-
ceptos para obtener resultados referentes a uno a partir de investigación en el
otro.
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CONCLUSIONES

Las tres líneas de investigación exploradas me han permitido acercarme a
las hipergrá�cas desde distintas direcciones y profundizar en sus relaciones con
otras áreas de la teoría de grá�cas.

Así, un aspecto importante de mi trabajo doctoral es el conocimiento general
que he adquirido en el área de hipergrá�cas. Además, se obtuvieron resultados
interesantes en aspectos diversos de la teoría de hipergrá�cas y se de�nieron dos
herramientas que pueden ser útiles para investigaciones posteriores: las hiper-
grá�cas dirigidas y las hipergrá�cas de niveles. Ambas, aunque en particular la
segunda, parecen tener aún mucho por explorar.
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