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Introduccion

Simplificar y clasificar conceptos ha sido, y sigue siendo, un quehacer intrinseco
en el desarrollo de cualquier ciencia; mas ain en matemaéticas. Por ejemplo,
una transformacién lineal en un espacio vectorial de dimensién finita sobre un
campo algebraicamente cerrado, queda caracterizada por su forma canénica de
Jordan, y ésta, a su vez actua de alguna manera sobre el espacio vectorial. Pero,
;qué sucede cuando se quiere dar un paso adelante, con miras en la generalidad,
en el avance de la teoria?, es decir, analizar la accién simultanea de una infinidad
de transformaciones lineales sobre un mismo espacio. Es aqui donde los métodos
“simples” ya no son méas del todo efectivos, casi siempre insuficientes, motivo
por el que se recurre a técnicas mas abstractas y complejas; que en lo que nos
atane, es la Teoria de Representaciones de Algebras.

A grosso modo, la Teoria de Representaciones de Algebras, es el estudio de
modulos sobre algebras; particularmente, la clasificacién de los médulos ines-
cindibles (del latin scindere, “separar, dividir”; cf. 2.7.4) sobre dicha dlgebra
y los morfismos entre ellos. Segtin varios autores ( cf. [2], [3], [4]) el origen de
esta rama del algebra se situa en 1835, cuando William R. Hamilton asocia a
cada nimero complejo a + v/—1 b una pareja ordenada de nimeros reales (a, b),
que por los mismos anos, Gauss utilizaria para el desarrollo de las operaciones
suma y producto de los niimeros complejos. Esta asociacion se considera una de
las primeras representaciones algebraicas. De Morgan es el primero en dar los
bosquejos de la definiciéon de un concepto sumamente importante: el de algebra.
Alrededor 1870, ya se habfan clasificado las dlgebras de dimensién menor a siete;
y es hasta finales del siglo XIX, cuando se percibe una notable simpatia por la
resolucién de problemas por métodos puramente algebraicos. En la década de
los 30’s, Emmy Noether, en su trabajo sobre representaciones de algebras de
dimension finita sobre los reales, da el gran paso para el estudio de la Teoria
de Representaciones de hoy en dia: ver a las representaciones como maddulos.
La razén de dicha idea es que la teoria de categorias y toda la herramienta del
algebra homoldgica son aplicables; mas tarde, Kothe propone el uso de médulos
sobre anillos artinianos, dada su gran utilidad enfocada a la generalizacion de
resultados.

A mediados del siglo XX los métodos homoldgicos se introducen en la teoria
de anillos, herramienta muy ttil en la clasificacion de representaciones, y es por
esa misma época cuando se formulan las dos conjeturas de Brauer-Thrall (cf.
[2] y[4]): Primero, para una K-dlgebra de dimensién finita, se tiene que es de
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VIII INTRODUCCION

tipo de representacién finita, o que las dimensiones de los médulos inescindibles
no estan acotadas; y segundo, para un algebra de dimensién finita sobre un
campo infinito K, se tiene que es de tipo de representacién finita, o es de tipo
de representacion fuertemente no acotada, es decir, existe una sucesiéon infinita
estrictamente creciente {n; };cy de nimeros naturales, tal que para cada i, existe
un numero infinito de médulos inescindibles no isomorfos dos a dos, con K-
dimension n;.

En los 70’s, por un lado, Peter Gabriel (ver [6], [7] y[8]) hace otro gran
avance en la teoria: reformula los problemas en términos de representaciones de
carcajes, esto es, a un algebra le asocia un carcaj. Demuestra que un carcaj es
tipo de representacion finita si y sélo si es union disjunta de diagramas de Dynkin
del tipo A,,D,,Eg,E7,Eg. Por otro lado, Maurice Auslander e Idun Reiten
introducen las sucesiones que casi se parten y los morfismos irreducibles, ya que
son invariantes de moédulos inescindibles que aparecen, ya sea explicitamente o
implicitamente en los trabajos de invetigacién mas recientes de la materia. Las
sucesiones mencionadas originan un carcaj asociado a la categoria de mdédulos
del algebra, llamado carcaj de Auslander-Reiten y son una herramienta bésica
de las representaciones; por ejemplo, también se utilizan para definir el grupo
de Grothendieck y sirven de base al formular criterios para saber el tipo de
representacién de las algebras.

Otra gran fuente de ideas es la escuela ucraniana, que utiliza ciertos métodos
llamados problemas matriciales. Por ejemplo, el problema de clasificar carcajes
de tipo de representacién finita, se convierte en un problema de clasificacién de
matrices bajo ciertas operaciones en filas y columnas, ideas usadas por Nazarova
vy Roiter para hacer una prueba rigurosa de la segunda conjetura de Brauer-
Thrall en el caso de campos perfectos.

La presente tesis se pensd, en primer lugar, como un texto que sirva al lector
como guia tedrico-practica para introducirse al estudio de representaciones de
algebras, apoyandose con la resolucion de ejercicios que se precisan a lo largo
de cada capitulo, que sirven muchas veces como complemento tedrico al mismo.
Otro objetivo de esta tesis, es crear un compendio de la herramienta y los
resultados necesarios para el inicio en el estudio de las representaciones, dado
que hay poca bibliografia existente que tenga como objetivo lo primeramente
mencionado.

El andar de la tesis se apega lo més fielmente posible al desarrollo histoéri-
co que hemos descrito brevemente, de lo que hoy conocemos como Teoria de
Representaciones de Algebras, y también en el buen orden de los fundamen-
tos cognitivos (la contruccién de edificaciones se empieza en los cimientos, para
terminar en los detalles de los interiores). Es asi como se estudian con particula-
ridad la categoria de modulos, los anillos artinianos a izquierda, las dlgebras de
artin, las algebras de caminos, y se finalizan con representaciones de carcajes;
herramientas esenciales que son base para el aprendizaje de la teoria introduc-
toria a las Representaciones de Algebras. Cabe mencionar que se trabaja con
la idea de P. Gabriel acerca de hacer representaciones asociando un carcaj a un
algebra, esto se confirma en el Capitulo 5, donde se detalla rigurosamente este
procedimiento, con el fin de aplicar toda la teoria desarrollada a lo largo de los
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cuatro primeros capitulos.

La tesis, en el Capitulo 1, comienza con definiciones y notacién basica sobre
anillos; la introduccién del concepto de anillo opuesto es vital en esta parte,
ya que, como se discutird a lo largo de la tesis, nos proporciona dos maneras
de multiplicar, ya sea en anillos de endomorfismos, K-algebras y K-médulos;
la definicién y equivalencia de estos dos ultimos conceptos se presenta en este
primer capitulo, asi como la definicién de submoédulo. También se discute la
categoria de médulos Mod(R) y bimédulos sobre anillos; y se introduce la nocién
de idempotente, mostrando algunos resultados.

En el Capitulo 2 se definen y demuestran algunas equivalencias entre médu-
los de longitud finita, noetherianos y artinianos, asi como los médulos simples,
semisimples, proyectivos e inyectivos. Las sucesiones exactas que se esciden en
Mod(R) se usan como una herramienta necesaria a partir de este capitulo y a lo
largo de la tesis, ademas se estudia su aplicacién en el grupo de Grothendieck.
Se estudian los morfismos minimales, y sus versiones minimales a izquierda y
derecha, se analiza su relacién con split-monos y split-epis. En el aspecto ca-
tegdrico, se definen las categorias preaditivas y funtores preaditivos, precisando
como ejemplo, el funtor Hom, y exhibiendo al radical, y su nocién dual, el top,
como funtores aditivos. Se prueba el Lema de Nakayama sobre anillos. Tam-
bién se definen anillos locales y médulos incescindibles; la nocién de epi-esencial
se introduce aqui, asi como algunos términos homoldgicos, citando sin prueba
resultados cruciales para la tesis. El capitulo acaba con la definicién de anillo
hereditario y algunas equivalencias.

En el Capitulo 3, se definen algebra de artin, R-categoria y R-funtor. Se ex-
plica el proceso de proyectivizacion, que consiste en pasar cuestiones de médu-
los finitamente generados a cuestiones de médulos proyectivos. Se demuestra el
Teorema de Krull-Remark-Schmidt y se define presentacién proyectiva, asi como
mono-esencial. En moédulos, se prueban resultados que involucran el soclo y los
modulos irreducibles. También se prueba la existencia de dualidad en R-4lgebras
de artin. Se finaliza con el funtor *, que a su vez sirve para definir el funtor de
Nakayama, el cual es de utilidad para mostrar la R-equivalencia de categorias
entre los médulos proyectivos y los médulos inyectivos, simpre y cuando sean
finitamente generados.

En el Capitulo 4, se empieza con las definiciones de carcaj y caminos, dando
estructura al algebra de caminos K(), con la concatenacién de caminos co-
mo operacion. Se prueban equivalencias que involucran a un anillo conexo y
una familia de idempotentes ortogonales primitivos de dicho anillo. También se
muestra la propiedad universal del algebra de caminos. Se muestran ejemplos
concretos en algebras de caminos, calculando su radical, top, médulos inyectivos
y médulos proyectivos. Se da la nocion de carcaj con relaciones y carcaj opuesto.
Se explica el carcaj asociado a una K-algebra de dimension finita. El capitulo
finaliza con la demostracién del Teorema de P. Gabriel, que nos da condiciones
suficientes para que un algebra tenga presentacién.

En el Capitulo 5 se aplica toda la teoria desarrollada a lo largo de la te-
sis, empieza con la definicion de representaciéon de un carcaj y los morfismos
entre representaciones. Como resultado importante, se prueba la equivalencia
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de categorias entre la categoria de los K-funtores entre K@ y Veck y la clase
de las representaciones del carcaj @. Se dan ejemplos de representaciones de
carcajes finitos. También se introducen los conceptos de representacion simple
representacién proyectiva e inyectiva asociados a un vértice; asi como la defini-
cién de radical, top y soclo de una representaciéon de un carcaj con relaciones.
El capitulo acaba con la definicién de la matriz de Cartan y la caracteristica de
Euler, ambas, de un algebra A; para finalmente terminar con la transformacién
de Coxeter.

El lector que haya realizado la mayoria de los ejercicios y haya comprendido
el material de esta tesis, deberd tener una formacion sélida en su iniciacién a
la Teoria de Representaciones de Algebras. Con esta idea en mente se realizé el
presente texto, que se espera, asi sea.



Capitulo 1

Nociones basicas de anillos
y modulos

En este primer capitulo introducimos conceptos y terminologia fundamentales,
para el estudio de esta tesis, como lo son la nocién de anillo y algebra. El objetivo
principal es la definicién de reticula de submdédulos, asi como la de categoria de
modulos y bimédulos. Cabe resaltar, que dicha introduccién en algunos aspectos,
es meramente recordatoria y que no pretende ser exhaustiva. Para complementar
algunas de las nociones que usaremos libremente en la presente tesis (como por
ejemplo la nocién de suma directa de médulos), se recomienda [1]. Finalmente,
hacemos ver que en esta tesis N={0,1,2...} y Nt ={1,2,...}.

1.1. Notacién basica

(a) A lo largo de esta tesis, anillo significa anillo asociativo con unidad. La
unidad de un anillo R se denota por 1 6 1g. Decimos que R es anillo trivial
si 1R = OR.

(b) Sean Ry S anillos. Decimos que ¢ : R — S es un morfismo de anillos si
(i) Va,be R, @la+b) =pla)+ o)y plab) = p(a)p(b),
(i) »(1r) =15y »(0r) = Os.
Si ademds ¢ es una biyeccion, decimos que ¢ es un isomorfismo, o equi-
valentemente, que R y S son anillos isomorfos, se denota como R ~ S.
(c) Sea Run anilloy I C R, I # (). Decimos que:
e [ es un subanillo de R (i.e. I < R) si
(i) Va,bel a—-belya-bel,
(i) 1p € I.
o [ es un ideal izquierdo de R (i.e. I <; R) si

1



2 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS DE ANILLOS Y MODULOS

(i) Va,bel a—-bel,
(i) Ve R, Yael zacl.
o [ es un ideal derecho de R (i.e. I <q R) si
(i) Va,bel a—bel,
(i) Ve R, YVael axel.
e [ es un ideal (bilateral) de R (i.e. I <R) si I <; Ry I <4 R.

(d) El centro de R es C(R) :={r € R | rz = xr, Yo € R}.

Ejercicio 1.1.1. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos. Pruebe que
(a) Im(p) :={p(r) | r € R} <S. ATIm(p) se le conoce como la imagen de .
(b) V S’ < S se tiene que p~1(S") < R.

(c) Ker(p) :={r e R | ¢(r) =0} <R. A Ker(p) se le conoce como el niicleo
o kernel de ¢.

(d) Sea I 9 R. ;Es cierto que ¢(I) <57

1.2. El anillo opuesto

Sea R un anillo. El anillo opuesto R°P de R se define como sigue:
(1) Como conjunto R = R°P.
(#4) La estructura aditiva de R°P es la misma que la de R.

(#i¢) La estructura multiplicativa x de R°P es la opuesta de R, i.e.
Ty kT =191y V11,79 € R.

Dado r € R, algunas veces para evitar confusiones, conviene denotar por r°?
al correspondiente elemento en R°’* De esta manera, se tiene que 77 *r” = rory.
Ejercicio 1.2.1. Sea R un anillo. Pruebe que se cumple lo siguiente.

(a) C(R) es un subanillo conmutativo de R.
(b) C(R°P) =C(R).
(¢) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) R = R°P como anillos,
(i) C(R) = R,

(#91) R es conmutativo.

(d) Si R~ R°P, jes cierto que R es conmutativo?
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1.3. Anillos de endomorfismos

Sea (A, +) un grupo abeliano.
(a) Endz(A):={f: A— A | f es un homomorfismo de grupos}.
(b) (Endz(A),+) es un grupo abeliano con la suma
(f+9)a)=fla)+g(b) YVacA V fgecEndy(A).
Existen dos formas de “multiplicar” (composicién de morfismos) en Endyz(A):
dadas f: A— A, g: A — A se tiene
fog:A— A y g¢Of:A— A
Como operadores a la izquierda: (f o g)(a) := f(g(a)) Vae€ A.
Como operadores a la derecha: (a)(¢0f) := ((a)g)f Y ae€ A

Con las multiplicaciones anteriores, se tienen 2 estructuras de anillo en
Endz(A) : Endj(A) := (Endz(A),+,0) y Endi(A) := (Endz(A),+,0). Es
claro que End}(A) = ( End%(A) )°P. Para simplificar, escribiremos frecuente-
mente Endz(A) en vez de Endy(A).

1.4. Algebras

Definicién 1.4.1. Sea K un anillo conmutativo y R un anillo. La terna (R, K, ¢),
con ¢ : K — R un morfismo de anillos tal que ¢(K) C C(R), es una K-dlgebra
(i.e. R es una K-algebra via el morfismo de anillos ¢).

Ejercicio 1.4.2. Dada una K-algebra (R, K, ¢), tenemos una accién a la iz-
quierda K x R — R (k,r) — k-1 := @(k) r, que satisface:

() VkeK, Vri,ro€R k-(ri+mr)=k-m1+k-mo.

(3) Vki,koe K, YVreR (k1+ks) - r=ki-r+ky-r
(i) Y ki ks €K, V1 € R ky- (ko -1) = (kiks) -7

(tv) VreR lg-r=r.

(v) Vke K, Vri,ro€R k-(rire) = (k-ri)roa =r1(k-re).

Ejercicio 1.4.3. Sea R un anillo y K un anillo conmutativo. Dada una funcién
K x R — R (k,r) — k- r que satisface (¢) hasta (v) del Ejercicio 1.4.2,
pruebe que ¢ : K — R, con ¢(k) := k - 1, es un morfismo de anillos tal que
Im(p) CC(R).

Definicién 1.4.4. Sean (R,K,p) v (S, K,¢) K-dlgebras. Decimos que una
funcién o« : R — S es un morfismo de dlgebras si satisface:

(1) a: R — S es un morfismo de anillos,

(1) a(e(k)r)=¢(k)a(r) YkeK,VreR.
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1.5. Modbdulos

Definicién 1.5.1. Sea (M, +) un grupo abeliano y R un anillo.

(a) El par (M,\), con A : R — End}(M) un morfismo de anillos, es un
R-mdédulo a izquierda que denotamos también por gr M.

(b) El par (M,p), con p : R — End4(M) un morfismo de anillos, es un
R-mdédulo a derecha que denotamos también por Mpg.

Ejercicio 1.5.2.

(a) Dado un R-médulo izquierdo rM = (M, ), el morfismo de anillos A :
R — End% (M) induce una accién a la izquierda R x M — M definida
por (r,m) — r-m := A(r)(m) que satisface las siguientes propiedades.

()VreR, VYz,yeM r-(z+y)=r-z+7-9.

(it) Vri,ro € R, Yoz eM (ri4re)-x=r-c+ry- .

(tit) Vri,ro € R, Yx e M (rirg)-x=r1-(ry-x).

)
)
)
(w)yVeeM 1r-z=uz.

Frecuentemente se escribird rm en lugar de r - m.

(b) Sea (M,+) un grupo abeliano, R un anillo y R x M — M definida por
(r,m) — r-m una accién a la izquierda que satisface (i) hasta (iv) del inciso
anterior. Entonces cada r € R, induce una funcién A, : M — M donde
Ar(m) :=r-m. Pruebe que A\, € End} (M) y que A : R — End} (M), con
7 — A, es un morfismo de anillos.

Ejercicio 1.5.3.

(a) Dado un R-médulo derecho Mg = (M, p), el morfismo de anillos p : R —
End% (M) induce una accién a la derecha M x R — M definida por
(m,r) — m-r:= (m)p(r) que satisface las siguientes propiedades.

@°PVYreR Ve,yeM (z+y) - r=x-r+y-r
(1))°P Yri,re € R, Ve eM x-(ri+r)=x-m+x 7.
(150)°? Vri,re € R, Yo eM x-(rire) =(x-11) -T2
() YVeeM xz-1lgp=u.

(b) Sea (M,+) un grupo abeliano, R un anillo y M x R — M definida por
(m,r) — m-r una accién derecha que satisface (7)°? hasta (iv)°P del inciso
anterior. Entonces cada r € R, induce una funcién p, : M — M donde
(m)p, := m - . Pruebe que p, € End(M) y que p : R — End4(M),
donde r — p,., es un morfismo de anillos.
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Ejercicio 1.5.4. Sea R un anillo, (M,+) un grupo abeliano y consideremos
¢ Rx M — M una accién. La accién opuesta ¢°? : M x R’ — M se
define como sigue: ©?P(m,r) := ¢(r,m). Pruebe que ¢ satisface (i) hasta (iv)
del Ejercicio 1.5.2 (a) si y s6lo si ¢°P satisface (¢)°P hasta (iv)°? del Ejercicio
1.5.3 (a).

En particular, la estructura de R-moddulo a la izquierda g M induce una de
R°P-médulo a la derecha Mpgor, y viceversa.

Definicién 1.5.5. Dado un anillo R, el producto en el anillo induce estructuras
de R-moédulo a izquierda y a derecha en R.

(1) rR con la accién a izquierda R x R — R (r,x) — ra.
(#9) Rp con la accién a derecha R x R — R (z,r) — xr.

Definicién 1.5.6. Decimos que « :gkM — N es un morfismo de R- maodulos
a izquierda (R-lineal) si « es un morfismo de grupos abelianos tal que V r €
R, Vm € M «a(r-m) = r-a(m). Andlogamente, se define morfismo de R-médulos
a derecha.

Ejercicio 1.5.7.

(a) Sea R un anillo y K un anillo conmutativo. Pruebe que, dar una estructura
de K-algebra en R es equivalente a dar una estructura de K-moddulo a
izquierda en R, via una accién a izquierda K x R — R (k,r) — k-7, tal
que satisface:

Vke K, A r1,T2 € R k- (7‘1T2) = (k . 7‘1)7“2 = 7”1(]{}"/"2).
(b) Sean Ry S K-élgebras y o : R — S un morfismo de anillos. Pruebe que
« es un morfismo de K-algebras si y sélo si a : xR — S es un morfismo

de K-médulos a izquierda, donde la estrucura de K-moédulo en R y S es
la dada en (a).

1.6. Cambio de anillos

Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos y sM un S-médulo a izquierda dado
por el morfismo de anillos A : S—Endj(M). La composicién

R -2 5 2 Endi (M),

induce una estructura de R-médulo a izquierda pM := (M, X o @), obtenida
mediante un “cambio de anillos”.

Ejercicio 1.6.1. Escriba la estructura del R-médulo a izquierda g M = (M, Ao
©) en términos de la accién a izquierda R x M — M.
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1.7. Bimddulos

Definicién 1.7.1. Sea M un grupo abeliano, R y S anillos. Decimos que:
(a) rMg es un R-izquierdo S-derecho bimddulo si
(i) rRM es un R-médulo a izquierda y Mg es un S-médulo a derecha,
(ii) VreR, VmeM, VseS r(ms)=(rm)s.
(b) r—sM es un R-izquierdo S-izquierdo bimédulo si
(1) M es un R-médulo a izquierda y sM es un S-médulo a izquierda,
(i) VreR, YmeM, VseS r(sm)=s(rm).
Ejercicio 1.7.2. Sean R, .S anillos y M un grupo abeliano.
(a) Defina los R-derecha S-derecha bimédulos Mp_g.

(b) Suponga que tenemos las estructuras gM y sM. Considere la estructura
Mgop inducida por g M (cf. Ejercicio 1.5.4). Pruebe que: se tiene estructura
de r_sM bimddulo si y sélo si se tiene estructura de g Mgor bimddulo.

1.8. Reticulas de submodulos

Aqui estudiamos las subestructuras de mddulos, esto es, introducimos la defi-
nicién de submédulo, asi como los médulos finitamente generados y mddulos
simples, cuya utilidad es esencial en el estudio de representaciones de algebras.
En seguida damos algunas definiciones elementales.

Definiciéon 1.8.1. Sea A un conjunto no vacio. Una relacidn binaria R, o
simplemente una relacién, en A es un subconjunto R C Ax A. Un par (a,b) € R
de denota como a Rb 6 como a ~ b.

Definicién 1.8.2. Sea A un conjunto no vacio y R una relacién en A. Decimos
que:

(a) ResreflexivasiVa€ A aRa.

b) R es antisimétrica siV a,b € A las condiciones a Rby b Ra implican a = b.

)

(b)

(¢) R es transitiva si V a,b,c € A las condiciones a Rb y b R ¢ implican a R ec.
)

(d) El par (A, R) se dice que es un poset si R satisface (a), (b) y (c). En tal
caso, la relacién R se dice que es una relaciéon de orden y se suele denotar
por < .

Definicién 1.8.3. Sea (X, <) un poset y S C X un subconjunto no vacio. Se
define el supremo de S sup(S) como la menor de las cotas superiores de S, i.e.
si m es cota superior de S (esto es, m > s V s € S) entonces sup(S) < m.
Andlogamente se define inf(S) (el infimo de S).
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Definicién 1.8.4. Sea (X, <) un poset. Se dice que el par (X, <) es:
(a) Una reticula siV a,b € X existen aVb :=sup{a,b} y aAb:=inf{a,b}.
(b) Una reticula completa si ¥V .S C X no vacio existen sup(S) e inf(S).
Definicién 1.8.5. Sean (X, <) y (Y, <’) posets.

(a) f:(X,<) — (V,<) es un morfismo de posets si f: X — Y es una
funcién tal que V z1,29 € X, con 21 < x se tiene f(x1) <" f(x2).

(b) Un morfismo de posets f : (X, <) — (Y, <) es un isomorfismo si existe
un morfismo de posets g : (Y, <) — (X, <) talque 1x = gof y 1y = fog.
Definicién 1.8.6. Sean (.Z,<) v (&', <) reticulas.

(a) [:(Z,<) — (Z',<') es un morfismo de reticulas si f : £ — £ es
una funcién tal que V z,y € £,

flavy)=f@)Vfly) v flany)=flx)Afly).

(b) Un morfismo f : (£, <) — (£, <’) es un isomorfismo de reticulas si
existe un morfismo de reticulas g : (£, <) — (&, <) tal que fog = 1o
ygof=leg.

Ejercicio 1.8.7. Sea f : (£, <) — (¢, <') un morfismo de reticulas. Pruebe
que

(a) f es un morfismo de posets.
(b) f es un isomorfismo de reticulas si y sélo si f lo es de posets.

Definicién 1.8.8. Sea p M un R-moédulo. Decimos que un subconjunto X C M
no vacio es un R-submddulo de M si para cada ry,ro € Ry x1,29 € X se tiene
que r1x1 + roxs € X.

Ejercicio 1.8.9. Sean M y X R-médulos tales que X C M. Pruebe que p X
es un R-submédulo de M si y sélo si la inclusién ix : X — M definida por
ix(z) =2V x € X, es un morfismo de R-médulos.

Definicién 1.8.10. Sean gkM y N C M un R-submédulo de M. El R-médulo
cociente M/N es el cociente de grupos M /N, cuyo producto escalar de define
comor(m+ N):=rm+N VreR, Vme M.

Definicién 1.8.11. Sea pM un R-médulo y {gM;}ic; una familia (no vacia)
de R-submédulos de p M. La suma de dicha familia, se define como sigue:

n
ZMi ={z= Zmik | m;, € M;,,n>1}.
icl k=1

Ejercicio 1.8.12. Sea R un anillo, x € Ry gM un R-médulo. Pruebe lo
siguiente.
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(a) Rz :={rz | r € R} es un R-submédulo de rR.

(b) Para toda familia { g M;}ic; de submédulos de g M, se tiene que ), ; M;
es un R-submédulo de g M.

Definicién 1.8.13. Sea g M un R-moédulo. Definimos el conjunto
L(rM) :={X C M | X es un R-submédulo de M},
y una relacién < en £ (grM) como sigue:
VX YeZXrM)X <Ysiysélosi X es un R-submédulo de Y.

Resulta ser que (Z(rM),<) es una reticula completa con la relacién de
orden en los submédulos de M dada anteriormente. Esto se comprueba en el
siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.8.14. Pruebe que (Z(gM), <) es una reticula completa.

Ejercicio 1.8.15. Sea pM un R-médulo y N € Z(rM). Definimos la clase
ZL(rM)/N = {X € L(rM) | N < X}. Pruebe que el epimorfismo canénico
7y : M — M/N, 7nn(m) = m + N, induce un isomorfismo de reticulas
N L(rM)/N — ZL(M/N) 7n(X) = X/N cuyo inverso estd dado por
i (Z)={reM|z+ N € Z}.

Definicién 1.8.16. Sea (A, <) un poset y m € A. Decimos que m es maximal
(minimal) en (A4, <) siVx € A tal que m < x (m > x) se tiene que z = m.

Definicién 1.8.17. Sea gpM un R-médulo y X € £ (rM). Decimos que:

(a) X es un submddulo mazimal en M, si X es un elemento maximal en
(Z(rM)\ {M}, <).

(b) X es un submddulo minimal de M, si X es un elemento minimal en
(Z(rM)\ {0}, <).
(¢) M es simplesi M £0y L(rM) =1{0,M}.
Ejercicio 1.8.18. Sea pM un R-médulo. Pruebe que son equivalentes:
(a) M es simple.
(b) 0 es un submédulo maximal de M.
(¢) M es un submédulo minimal de M.

Cc

)
)
)
(d) M#0yYmeM\{0} M =Rm:={rm|reR}.
(e) M#0y Y f: pM — gX se tiene que f = 0 6 Ker(f) = 0.
)

(f) M#£0yV f: RX — gM se tiene que f =0 6 Im(f) = M.
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Ejercicio 1.8.19. Sea M un R-médulo y N € Z(rM). Pruebe que N es un
submédulo maximal de M siy sélo si M/N es simple.

Definicién 1.8.20. Sea pM un R-médulo. Decimos que M es finitamente ge-

nerado (como R-médulo) si existen elementos x1,xs,...,x, € M tales que

Ejercicio 1.8.21. Sea g M un R-médulo. Pruebe que g M es finitamente gene-
rado si y sélo si existe un epimorfismo f : R" — M de R-médulos con n € N,
donde R" := RR® ---® rR n-vecesconn > 1,y R?:= 0.

Terminamos la teoria de esta seccién con el Teorema 1.8.24, el cual requiere
para su demostracion del Lema de Zorn. Antes definimos conceptos de teoria de
conjuntos que son basicos para el buen entendimiento de la prueba de 1.8.24.

Definicién 1.8.22. Sea (A, <) un poset y C' C A. Decimos que:

(a) C esuna cadena en AsiVa,ye Cx<ydy <z, ie (C,<]|c) es un
conjunto linealmente ordenado.

(b) (A,<) es un poset inductivo si para toda cadena C' en A, C tiene cota
superior en A.

Teorema 1.8.23. (Lema de Zorn) Sea (A, <) un poset inductivo. Entonces
existe un elemento m € A que es mazimal en (A, <).

El Lema de Zorn es equivalente al Axioma de Eleccion y una prueba puede
ser consultada en [11]. Ahora demostramos el siguiente teorema.

Teorema 1.8.24. Sea rpM un R-mddulo no nulo y M' € L(gM) —{M}. Si
M es finitamente generado entonces existe un submddulo mazimal m de M tal
que M’ < m.

Demostracién. Consideremos el siguiente conjunto

d::{nEN

i=1

3xl,:vg,...,xnGMconM:M’—f—Zin}.

Es claro que & # (), pues M es finitamente generado y M = M’ + M.
Sean ng := min(&) y 1,2, ..., 2n, € M tales que M = M’ + > 1° Rux;.
Consideremos el siguiente R-médulo L, donde L := M’ sing =1,y L :=
M + 3, Ra; sing > 2.
Observe que L € Z(rM) — {M}. Por lo tanto, la siguiente clase

2 ={XeLM)-{M}|L<X},

es no vacia. El orden < de Z(gM), induce uno en 2, i.e. (£, <) es un poset.
No es dificil ver que

VY € Z(M)tal que L <Y, setiene que: Y € 2" <=z ¢Y. (1.1)
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Veamos que (27, <) es un poset inductivo (i.e. toda cadena en 2~ tiene cota
superior). En efecto, sea C' = {Xj}ic; una cadena en 2"y X¢ = [U;¢; Xi-
Dado que C' es una cadena, es claro que X¢ € Z(M). Por otro lado, se tiene
que 1 ¢ X¢ ya que si no fuera el caso, tendriamos que z; € X; para algin
i € I; y por lo tanto de (1.1) se tiene que X; ¢ 2 lo cual es una contradiccién.
Luego 1 € X¢ y por (1.1) concluimos que X¢ € Z'; probdndose que X¢ es
una cota superior de C.

Puesto que (£, <) es un poset inductivo, por el Lema de Zorn, se tiene que
existe un elemento maximal N en (£, <). Dado que M’ < N < M, veamos
que N es un submddulo maximal de M. De otro modo, si N no es maximal,
entonces existe N’ € Z(M) talque L < N < N’ < M. Luego N’ & 2 pues N es
maximal en (27, <); y por (1.1), z; € N'. Por lo tanto M = L+ Rx; < N' < M,
lo cual es una contradiccién; probdndose que m := N satisface las condiciones
requeridas. O

Ejercicio 1.8.25. Pruebe que todo anillo R no trivial (1g # 0) admite R-
modulos simples.

1.9. Categorias de médulos y bimdédulos

El enfoque dado, desde la teoria de categorias, a los médulos y bimédulos nos
ayuda a simplificar y entender de una manera més general la teoria de repre-
sentaciones de algebras; por ello, introducimos las categorias de R-moddulos iz-
quierdos y derechos. Para una revision mas profunda de la teoria de categorias,
véase [12].

Definicién 1.9.1. Sea R un anillo. Denotamos por:

(a) rRMod (resp. Modg) a la categoria de R-médulos a izquierda (resp. a de-
recha). Los objetos de pMod (resp. Modg) son los R-mdédulos izquier-
dos gM (resp. derechos Mpg). Por otro lado, los morfismos en pMod
son Homg(grM,gN) := {f : M — N | f R-lineal a izquierda (resp.
a derecha)}.

(b) gmod (resp. modg) a la subcategoria plena de pMod (resp. Modg) cuyos
objetos son los R-mddulos finitamente generados.

Ejercicio 1.9.2. Sea R un anillo. Usando el Ejercicio 1.5.4, defina de manera
canénica funtores F' : gMod — Modger y G : gor Mod — Modg. Pruebe que
dichos funtores son isomorfismos de categorias.

Notaciéon: Tomando en cuenta la accién opuesta y el Ejercicio 1.5.4, haremos
las siguientes identificaciones: pkMod = Modger y Modr =pgo» Mod. Por otro
lado, para los R-médulos tenemos que Mod(R) := gMod y mod(R) :=gmod.
Analogamente Mod(R°P) :=Modg y mod(R°P) :=modp.

Ejercicio 1.9.3. Sea R una K-algebra. Defina de manera natural una estructu-
ra de K-médulo (a izquierda y a derecha) en Hompg(M, N) V M, N € Mod(R).
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Definicién 1.9.4. Sean R y S anillos. Denotaremos por:

(a) RModg a la categoria cuyos objetos Mg son los R-izquierda, S-derecha
bimdédulos. Los morfismo en pModg son

HOm(RMs,R NS) = HomR(RM, RN) N HOms(Ms, Ns).

(b) r—sMod ala categoria cuyos objetos r—sM son los R-izquierda, S-izquier-
da bimoédulos. Los morfismos en gr_gMod son

Hom(gr-sM,r—s N) := Homg(rM, g N) N Homg(sM, sIN).

Ejercicio 1.9.5. Sean Ry S anillos.
(a) Defina a la categoria de bimédulos Modg—g.

(b) Usando los Ejercicios 1.5.4 y 1.7.2, defina de manera candnica los funtores
RMOdS — MOdRopfs, RMOdS —>R—_Sop N[Od.7 RfsMOd —>RMOdSop y
pruebe que son isomorfismos de categorias.

Ejercicio 1.9.6. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos. Sean M, N € Mod(S5).
Pruebe que, con la estructura de R-mdédulos a izquierda inducida por el cambio
de anillos ¢ : R — S en M y N, se tiene la siguiente relacién de Z-médulos:

HomS(M, N) < HOIHR(M, N) = Homg,(R)(M, N) < HOIIlz(]\47 N)

Ejercicio 1.9.7. Sea R un anillo y I < R. Considere el epimorfismo canénico
7:R— R/I w(r)=r+1.

(a) Usando el cambio de anillos 7 : R — R/I, construya de manera candnica
un funtor Fr : Mod(R/I) — Mod(R) que sea fiel y pleno (i.e.V X, Y €
Mod(R/I) se tiene que Fy : Homp,;(X,Y) — Homp(Fr(X), Fr(Y)) es
biyectivo).

(b) Sea €r la subcategorfa plena de Mod(R) cuyos objetos son los R-mdédulos
rM que son aniquilados por I, i.e. V M € Mod(R) : M € %r siy
sélo si I C anng(M) := {r € R | rm = 0V m € M}. Pruebe que:
F(Obj(Mod(R/I)) = ¢7 y que F : Mod(R/I) — %7 es un isomorfismo
de categorias.

Ejercicio 1.9.8. Sean R, S y T anillos. Pruebe lo siguiente.

(a) Para cualesquiera M € gpMods y N € gModr, se tiene que el grupo
abeliano Homp(rModg, rN7) € sModyp, via la estructura (s - f)(z) =
flxzs)y (f-t)(x) == f(z)t V f € Homg(M,N), Vs e S, VteTy
Vaoe M.

(b) Para cualesquiera M € sModg y N € rModg, se tiene que el grupo
abeliano Hompg(sModg,7Ngr) € rModg, via la estructura (¢ - f)(z) :=
tf(x) y (f-s)(x) = f(sx) V f € Homr(M,N), Vs e S, VteTy
YV axe M.
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Ejercicio 1.9.9. Sean R y S anillos. Consideremos el bimédulo M € pModg.

(a) Pruebe que p : gRMs — Hompg(rRgr,rMs) p(m)(r) :=rm V¥ r € R,
¥V m € M es un isomorfismo en gpModg.

(b) Pruebe que A : gMg — Homg(sSs, rMs) A(m)(s) := ms V s € S,
V m € M es un isomorfismo en pModg.

Definiciéon 1.9.10. Sea R un anillo. Un elemento e € R se dice que es un

idempotente si e = e.

Los siguientes ejercicios tratan sobre idempotentes, volveremos a trabajar
con ellos de una manera méas precisa a partir de la seccién 2.6.

Ejercicio 1.9.11. Sea R un anillo y e € R un idempotente.

(a) Pruebe que la estructura de anillo en R induce una estructura de anillo
en eRe. jEs eRe un subanillo de R 7

(b) Para M € Mod(R), pruebe que la accién izquierda eRe x eM — eM
(ere, em) +— erem induce una estructura de eRe-médulo a izquierda en

eM.

(¢) Pruebe que la correspondencia M. : Mod(R) — Mod(eRe), dada por
(RM N RN) Me, (eM jﬂf eN) , estd bien definida y es funtorial.

Ejercicio 1.9.12. Consideremos los anillos Ry S. Sean e € Ry € € S idem-
potentes. Si M € gkModg, R’ :=eRe y S’ := eSe, pruebe que:
(a) Re € gModp/, €S € sModg, eM € pModg y Me € gModg .

(b) Las siguientes aplicaciones son isomorfismos de bimddulos:
P R’eMS — HomR(RReR/, RMS); A RMES/ — Homs(s/655, RMS);
dadas por p(em)(re) := rem y A(me)(es) := mes.

1.10. Anillos de endomorfismos y bimédulos
Definicién 1.10.1. Sea R un anillo y M € Mod(R).

(1) End(rM) := Hompg(rM, pM).

(7) (End(gM),+) es un grupo abeliano, con la suma

(f +9)(m) = f(m) +g(m) VmeM.

(#47) Tenemos 2 anillos de endomorfismos:

End!(zgM) = (End(grM),+,0) “operadores a la izquierda”,
End?(rM) = (End(gM),+,0) “operadores a la derecha”,
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donde Va € AyV f,g € Endg(M) se define (f o g)(a) := f(g(a)) y
(a)(g0f) := ((a)g)f.
Note que Endd(RM) = (End’(zM))°P. Para simplificar, escribimos End g (M)
en lugar de End"(gM).
Ejercicio 1.10.2. Sea R un anillo. Pruebe lo siguiente.
(a) VM € Mod(R) se tiene que M € Mod(Endg(M)), via la accién izquierda

f-m= f(m)V fe€Endr(M), ¥V m e M. Mis atin, también pruebe que
M e R—EndR(M)MOd~

(b) Y N € Mod(R°P), se tiene que N € Mod(End(NR)), via la accién izquierda
g-n:=g(n)VgecEnd(Ng), YVneN,yveaque N € ghany) Modg.

Proposicion 1.10.3. Sean R y S anillos. Si M es un objeto en pRModNModg,
via los morfismos de anillos A : R — Endz(M) y p : S — Endz(M)°P.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) M € pMods.
(b) Im(A) < End(Mg).
(¢) Im(p) < End(grM)°P.
Demostracion. Seanr € R, s€ Sy me M.

(a) = (b) Veamos que A(r) € End(Mg): A(r)(ms) = r(ms) = (rm)s =
(A(r)(m))s.

(b) = (a) r(ms) = A(r)(ms) = (A(r)(m))s = (r - m)s, lo cual muestra que
M € rModg.

(a) = (¢) Veamos que p(s) € Endg(M)°? : (rm)p(s) = (rm)s = r(ms) =
r((m)p(s))-

(¢) = (a) (rm)s = (rm)p(s) = r((m)p(s)) = r(ms). 0
Observacién. Note que V M € Mod(R), se tiene End(gM) < Endz(M), y
¥ N € Mod(S°), End(Ns) < Endy(N).

Corolario 1.10.4. Sea R un anillo. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) La multiplicacion a izquierda en R, induce un isomorfismo de anillos

A: R — End(Rg), Ar)(z):=rzx.

(b) La multiplicacidn a derecha en R, induce un isomorfismo de anillos

p: R— End(gR)?, (z)p(r):=xr.

Demostracion. Tenemos las estructuras pR = (R,\) y Rg = (R, p). Por ser R
asociativo, gRg es un bimédulo; y por 1.10.3, tenemos que A : R — End(RRg)
y p: R — End(gR)°P son morfismos de anillos; no es dificil ver que A y p son
biyectivas. O
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Proposicién 1.10.5. Sea e € R un idempotente. Entonces, las siguientes con-
diciones se satisfacen.

(a) La multiplicacidn a izquierda en eRe, induce un isomorfismo de anillos

A:eRe — End(eRpg), A(ere)(ea) := erea.

(b) La multiplicacion a derecha en eRe, induce un isomorfismo de anillos

p:eRe — End(grRe)?, (ae)p(ere) := aere.

Demostracién. (a) Tenemos que eR € .gcModpg y cgreeR = (eR, \), donde
A:eRe — Endz(eR), M(ere)(ea) := erea.

Por 1.10.3, A : eRe — End(eRg) := Hompg(eRg,eRg) es un morfismo de
anillos. Por otro lado, la misma funciéon A es un isomorfismo de bimédulos,

A ‘eRe eReeRe — HomR(eReeRRa eReeRR)-

(b) Se prueba como en (a), usando que Re € pMod,ge. O



Capitulo 2

Anillos artinianos a
izquierda

La categoria de médulos finitamente generados es igual a la categoria de
modulos de longitud finita sobre anillos artinianos. Esta igualdad sera de gran
utilidad para resultados en el capitulo siguientes. Mostraremos que solo hay un
namero finito de médulos simples y médulos proyecticos sobre anillos artinia-
nos, salvo isomorfismo. Se enuncia y demuestra el Teorema de Wedderburn-Artin
sobre anillos semisimples. También mostramos varias caracterizaciones del ra-
dical de un anillo, y analizamos caracteristicas de anillos locales que involucran
idempotentes y mdédulos inescindibles. Al final del capitulo enunciamos algunos
resultados de algebra homoldgica, que nos seran de utilidad para los capitulos
siguientes. A continuacién, empezamos la discusién sobre médulos de longitud
finita.

2.1. Mobdulos de longitud finita

Sea R un anillo y % una clase de objetos en Mod(R). La relacién de isomorfismo
~ en los objetos de €, es una relacién de equivalencia. Para A € ¥ denotamos
por [4] a la clase de equivalencia en €, i.e. [A] := {B € € | A ~ B}. En tal
caso, se dice también que [A] es una iso-clase (o clase de isomorfismo) en %

Definicién 2.1.1. Sea R un anillo y M € Mod(R).

(a) Una filtracion (finita) F' de M es una cadena finita F' := {F;}}, en
Z(rM) tal que
M=F=2Fh2>2--2F=0.

Los factores de composicién de F' son los cocientes

Fi/Fi+17 0<z<n—1

15
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(b) Decimos que una filtracién F' = {F;}I'_, de M es una serie generalizada
de composicion si F;/F;11 es cero o simple V i. En caso que F;/F;y; sea
simple V i, diremos que F' es una serie de composicion de M.

(¢) Diremos que M es de longitud finita, si M admite al menos una serie
generalizada de composicién. Denotaremos por f.I.(R) a la subcategoria
plena de Mod(R) cuyos objetos son los R-médulos de longitud finita.

Definicién 2.1.2. Sea R un anillo no trivial, M € f..(R), S un R-mddulo
simple y F' una serie generalizada de composicién de M.

(a) La multiplicidad de S en M, con respecto a F, es
mkE (M) := Card{i € N | F;/F;,; ~ S}.
(b) La longitud de M con respecto a F es
()= 3 mE (),
Ses

donde . es una familia completa de representantes de iso-clases de los R-
médulos simples, i.e. en ¥ estan todos los R-simples salvo isomorfismos.

Definicién 2.1.3. Las funciones multiplicidad (para un R-médulo simple S) y
longitud son: mg, £: Obj(f.l.(R)) — Ny se definen como sigue.
mg(M) := min{mf(M) | F es una serie
generalizada de composicién de M},
M) = min{lp(M) | F es una serie

generalizada de composicién de M }.

Ejercicio 2.1.4. Sea M € f.I.(R). Pruebe que
(a) £(M)=0siy sélosi M =0.
(b) (M) =1siy sélosi M es simple.

Definicién 2.1.5. Una sucesidn, finita o infinita, £ (de morfismos) en Mod(R)
es de la forma:
fi—1 fi
Ei=e — X X S X — e
Decimos que € es ezacta en X; si Im(f;—1) = Ker(f;). En caso que & sea exacta
en X; V i, decimos que £ es exacta.

Ejercicio 2.1.6. Sea 0 — A L. B % ¢ — 0 una sucesién exacta en
Mod(R). Entonces toda filtracién F' = {F;}}'; en B, induce una filtracién
FUF) = {fYF)}, en Ay otra g(F) := {g(F;)}"_; en C.
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Ejercicio 2.1.7. Sea R un anillo. Pruebe lo siguiente.

(a) Una sucesién 0 — X Ly 4 Z—0en Mod(R) es exacta si y sélo
si Ker(f) =0 = Coker(g) := Z/Im(g) y Im(f) = Ker(g). A Coker(g) se le
conoce como el conicleo o cokernel de g.

(b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas en Mod(R)

0 0 0
0 X f Y g Z 0
o / a/ / a//
0 X' / Y’ g A 0
6 /8/ ﬂ//
X/I Y/I Z//
0 0 0

Pruebe que existe un monomorfismo f” : X" — Y y un epimorfismo
g" :Y" — Z" (que son tnicos) en Mod(R), tales que el diagrama anterior
se completa a un diagrama conmutativo con filas y columas exactas.

(¢) La sucesién 0 — A —5 B — 0 es exacta en Mod(R) si y sélo si ¢ es un
isomorfismo.

Ejercicio 2.1.8. (Lema del Cinco) Sea R un anillo. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas en Mod(R)

A B C D E
N
A B’ c’ D’ E'.

Demuestre lo siguiente.

(a) Si @ es un epimorfismo y S y § son monomorfismos, entonces v es un
monomorfismo.

(b) Si & es un monomorfismo y # y 0 son epimorfismos, entonces 7 es un
epimorfismo.

(¢) Sia,f,dy e son isomorfismos, entonces v también lo es.
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Ejercicio 2.1.9. (Lema de la Serpiente) Sea R un anillo. Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas en Mod(R)

A B C 0
b, b,
0 pEEE )

Pruebe que dicho diagrama induce la sucesién exacta larga

Ker(f) =% Ker(g) -2 Ker(h) - Coker(f) - Coker(g) - Coker(h)

en Mod(R). Mds atn, si  es un monomorfismo, entonces @ también es un
monomorfismo; y si v’ es un epimorfismo, entonces v’ también es un epimorfismo.

Lema 2.1.10. Sea R un anillo, 0 — A I, B 4 ¢ — 0 una sucesién
exacta en Mod(R), y F una filtracion de B. Si F' es una serie generalizada de
composicion y S es un R-mddulo simple, entonces

(a) f~Y(F) y g(F) son series generalizadas de composicion,
(b) m§(B) =mi 7 (4) +mi 7 (0),

(¢) Lr(B) = Ly-1(p)(A) +Lyry(C).

Demostracién. Sea F' = {F;}7_, una serie generalizada de composicién de B.
Sean A; := f~YFE), fi == fla, : Ai — F;; y para C; := g(F;), definimos
9i = g|r, + F; — C;. Luego f~1(F) = {A;}jg vy 9(F) = {Ci}}p.

Para cada i, la sucesion

es exacta en Mod(R). En efecto, Ker(f;) = Ker(f|a,) = AiNKer(F), y Im(f;) =
filAi) = f(f~H(F})) = F;nIm(f) = F; N Ker(g) = Ker(g|r,) = Ker(g;).

Por el Ejercicio 2.1.7, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto
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en Mod(R)
0 0 0
0 Ait1 Fiq Cita 0
0 A, i F 9i C; 0

fi gi

0— Ai/Aip1 — F/Fip1 —— Ci/Cipn —— 0

0 0 0,
del cual tenemos lo siguiente
(1) Fi/Fi41 =04<= A;/Aix1 =0=C;/Ciy1.
(i1) Ai/Aig1 =0 Gi: F;/Fip1 — Ci/Citr.
(ii1) C;/Ciy1 =0 <= fi: A;j/Aiy1 — F;/Fipy.
(iv) Supongamos que F;/F; 11 ~ S con S simple. Entonces

(1) 4;/Aiy1 = 0= C;/C;11 ~ S (es consecuencia de (i)).
(2) Ai/Aiy1 # 0= A;j/Aiy1 =~ Sy Ci/Cit1 = 0. En efecto, ya que si
fi # 0, entonces F;/F; ;1 simple implica que f; es isomorfismo.

Luego (a) y (b) son consecuencia de (i) y (iv). Por otro lado (b) implica
(c). O

Ejercicio 2.1.11. Sea 0 — A — B — (' — 0 una sucesién exacta en
Mod(R). Pruebe que B € fl.(R) siy solosi A,C € f.I.(R).

Teorema 2.1.12. Sea B € fI.(R). Si F' y G son series generalizadas de com-
posicion de B, entonces

(a) mE(B) =m§(B) =mg(B), VS simple.
(b) Lp(B) =Lc(B) = {(B).

Demostracién. Basta probar (a), pues (b) es consecuencia de (a). Sean F' y
G series generalizadas de composiciéon de B. Procedemos por induccién sobre
4(B).

Si ¢(B) < 1 entonces B = 0 6 B es simple; lo cual implica que F' = G,
probéandose (a). Supongamos que ¢(B) > 1. Como ¢(B) # 0, existe A € L (rB)
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con la propiedad 0 # A < B. También consideremos la sucesién exacta candnica

0— A B-"s B/A— 0en Mod(R). Por el Ejercicio 2.1.11, tenemos que
Ay B/A son elementos de f.I.(R). Ahora veamos que

U(A) + ((BJA) < U(B). (2.1)

Sea H una serie generalizada de composicién de B tal que ¢(B) = ¢y (B). Por
2.1.10 (c), tenemos £y (B) = ¢, i) (A) + L) (B/A); lo cual implica (2.1). De
esto se sigue que ¢(A) < ¢(B) y £(B/A) < ¢(B). Por hipétesis de induccién
mis P a) = mie @ (4) y mi(B/A) = mE P (B/A). De 2.1.10 tenemos

mf(B) = mg 7 (4) + w0 (B/4) = m D A) + mTO (B/4) = m§(B).
O
Corolario 2.1.13. Sea R un anillo.
(a) Si F:B=Fy>F >--->F, =0 es una serie de composicion de B,
entonces £(B) = n.

(b) Si 0 A f B g C 0 es una sucesidn exacta en Mod(R),

con B € f.I.(R), entonces
(b1) mg(B) =mg(A) +mg(C) V S simple,
(b2) €(B) = {(A) +£(C).

Demostracién. (a) De F obtenemos n factores de composicién, y por 2.1.12
{(B) = Lp(B) = n.

(b1) Sea F una serie generalizada de composicién de B y S un simple, por
2.1.12 y 2.1.10 tenemos

ms(B) = mk(B) = ml " (4) + md"(0) = ms(4) + ms(C).
(ba) se sigue de (by). O
Ejercicio 2.1.14. Consideremos un anillo R.
(a) Sea M € fl.(R)y N € Z(rM). Pruebe que
M =N < {¢M)=¥¢N) <= {¢{M/N)=0.
(b) Sea M € fl.(R)y f € Endr(M). Pruebe que

f es biyectiva <= f es inyectiva <= f es suprayectiva.

Definicién 2.1.15. Sea R un anillo, M € Mod(R) y C = {M,};en C L (rM).
Se dice que C es una cadena ascendente (descendente) en (Z(gM),<) si se
tiene que M,; < Mi+1 (Mﬁ,l > Mz) VieN.
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Definicién 2.1.16. Sea R un anillo y M € Mod(R).

(a) Se dice que M es noetheriano si para toda cadena ascendente {M, };en en
(Z(rM), <), existe n € N tal que M; = M, Vi > n.

(b) Se dice que M es artiniano si para toda cadena descendente {NV;}ien en
(Z(rM), <), existe n € N tal que N; = N,, Vi > n.

Ejercicio 2.1.17. Sea M € Mod(R). Pruebe que las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) M es noetheriano.
(b) Z(rM) C mod(R).
(¢) V.7 C Z(rM) no vacio, existe un elemento maximal en (., <).

Ejercicio 2.1.18. Sea M € Mod(R). Pruebe que M es artiniano si y sélo si
V.7 C Z(rM) no vacio, existe un elemento minimal en (., <).

Ejercicio 2.1.19. Sea M € Mod(R) y considere H,K,L € £(rM). Pruebe
que si K < H entonces HN (K +L)=K+ (HNL).

Ejercicio 2.1.20. Sea 0 — K — M — N —— 0 una sucesién exacta
en Mod(R). Pruebe que M es artiniano (noetheriano) si y sélo si K y N son
artinianos (noetherianos).

Definicién 2.1.21. Sea % una subcategoria plena de Mod(R). Decimos que &
es una subcategoria de Serre en Mod(R) si

(i) 0¥,y

(#4) para toda sucesién exacta 0 — M — E — N — 0 en Mod(R), se
tiene que: £ € € < M,N € ¥.

Ejemplo. Los siguientes son ejemplos de subcategorias de Serre en Mod(R).
1. fl.(R).
2. La subcategoria plena de todos los R-médulos artinianos (noetherianos).
Proposicién 2.1.22. Sea R un anillo y M € Mod(R). Entonces
(a) M € f.l.(R) siy sdlo si M es artiniano y noetheriano.

(b) f.l.(R) es la menor subcategoria de Serre en Mod(R) que contiene a los
R-mddulos simples.

Demostraciéon. (a) Sea M € f.I.(R). Probaremos, por induccién sobre £(M),
que M es artiniano y noetheriano.
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Si 4(M) < 1 entonces M = 0 6 M es simple, y por consiguiente artiniano
y noetheriano. Supongamos que ¢(M) > 1. Luego existe un simple S < M tal
que £(M/S) = 1. Consideremos la sucesién exacta en Mod(R)

0 S M M/S 0. (2.2)

Entonces ¢(M/S) = ¢{(M) — £(S) < ¢(M), y por hipétesis de induccién M/S
es artiniano y noetheriano. Del Ejercicio 2.1.20 y de (2.2) concluimos que M es
artiniano y noetheriano.

Reciprocamente, sea M artiniano y noetheriano. Podemos asumir que M #
0. Por el Ejercicio 2.1.17, existe M; € £ (grM) maximal en M. Si M; = 0,
M es simple y M € f..(R). Si My # 0, dado que M es noetheriano, por el
Ejercicio 2.1.20, existe My € Z(M;) tal que My es maximal en M;. Repitiendo
este procedimiento, y teniendo en cuenta que M es artiniano, se obtinene una
cadena finita de M

Dado que M;; es maximal en M; (Mo = M), se tiene que F' es una serie
de composicién de M, y por ende M € f.I.(R).
(b) Sabemos que f..(R) es una subcategoria de Serre en Mod(R) (Ejercicio
2.1.11) y ademas el conjunto de los submdédulos simples de Mod(R) estd con-
tenido en f.I.(R). Sea . una subcategoria de Serre en Mod(R) que contiene a
los simples. Veamos que f.I.(R) C .. Sea M € f.I.(R). Por induccién sobre
£(M), demostraremos que M € .. En efecto si £(M) < 1, M =00 M es
simple, y M € .. Si /(M) > 1, existe un simple S < M tal que ¢(M/S) > 1.
Considerando la sucesién exacta (2.2) tenemos ¢(M/S) = {(M) — 1 < ¢{(M);
y por hipétesis de induccién M/S € .. Luego de (2.2), y dado que .¥ es de
Serre, concluimos que M € .7. O

Definicién 2.1.23. Sea M € Mod(R). Se dice que M es semisimple si existe
una familia {S;, i € I'} de R-mddulos simples tal que M ~ @,_; S;. En el caso
I =10, se tiene que @,.; S; := 0.

iel

Ejercicio 2.1.24. Sean M, N € f.Il.(R). Pruebe que M & N € f.I(R) y que
(M@ N)=4L(M)+L(N).

Proposicién 2.1.25. Sea R un anillo y M un R-mddulo semisimple. Entonces
M € fl.(R) < M es noetheriano <= M es artiniano.

Demostracién. Por 2.1.22, tenemos que: si M € f.I.(R) entonces M es arti-
niano y noetheriano.

Sea M = @,c; Si, I # 0y M noetheriano. Veamos que M € f.I.(R), para
lo cual, es suficiente probar (Ejercicio 2.1.24) que I es finito. Supongamos que
I es infinito, entonces 3 I’ C I tal que Card(I') = Ng. Sea I’ = {ip,i1,...};
construimos la siguiente familia ascendente My < M; < -+ < M, < --- de
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submodulos de M, donde M,, := S;, @ --- @ S;,. Por construccién, la familia
{M,,} nen no se estabiliza; contradiciendo que M es noetheriano.

La prueba de que M artiniano implica que M es de longitud finita, es analoga
a la anterior; construyendo por contradiccién, una cadena descendente { N, }nen,
con N, := @ig\{iop”in} S;, que no se estabiliza. O]

2.2. El grupo de Grothendieck

Recordamos que si A es un anillo y € es una clase de objetos en Mod(A), para
cada A € € denotamos por [A] a la iso-clase de A en € médulo la relacién de
isomorfismo en €, esto es, [A] :={B € ¢ | A~ B}.

La siguiente definicién es un caso particular del grupo de Gothendieck, y se
usa en esta tesis para demostrar el Teorema 2.2.2.

Definicién 2.2.1. Sea A un anillo. Denotamos por:
(a) F(f.1.(A)) al Z-médulo libre con base las iso-clases [A] con A € f.I.(A).
Esto es
F(fL(A):= P z-[4];
[Alef.l.(A)/~

(b) R(f.1.(A)) al Z-submédulo de F'(f.1.(A)) generado por las expresiones [A]+
[C]—[B] cada vez que existe una sucesién exacta de R-médulos de longitud
finita 0 — A — B — C — 0.

El grupo de Grothendieck Ky(A) asociado a A es el grupo abeliano
Ko(A) := F(f.l.(A)) / R(f.L.(A)).

En una definicién méas general del grupo de Gothendieck, se considera una ca-
tegoria abeliana € en lugar de la subcategoria plena f.l.(A).

Teorema 2.2.2. Sea A un anillo y {[S;] ¢ € I} una familia completa de iso-
clases de A-mdodulos simples. Consideremos el epimorfismo candnico

71 F(fL(A) — Ko(A), w(X) =X + R(f.1(A)).
Entonces

(a) Ko(A) es un Z-mddulo libre con base {r([Si]) i € I}.

(0) VA€ fl(A), n([A]) = 22;cr ms, (A) m([Si]).

Demostracién. (b) Sea A € f.I.(A). Usaremos induccién sobre la longitud
£(A). Podemos asumir A # 0. Si (A) = 1, [A] = [S;,] con ig € I; y entonces
m([A]) = 7([Sio]) = 2 sep ms; (A) 7([Si))-

Supongamos que ¢(A) > 1. Luego existe un simple S;, < A. Consideremos
la sucesién exacta

0 Sio A A/S;, 0. (2.3)
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Entonces ¢(A/S;,) = ¢(A)—1 < £(A), y por hipétesis de induccién, tenemos que
m([A/Si]) = > ;e ms; (A/Si, )7 ([Si]). Por definicién del grupo de Grothendieck
v de (2.3), tenemos que m([A]) = m(Su]) + T(A/Si)) = Nies(ms,(Siy) +
ms; (A/Si,)) T([Si]) = D iep ms; (A) w([Si])-

(a) Consideremos los siguientes morfismos en Mod(Z) :

F(f1(A) — .7 = @, Z- [Si] v, F(f.1.(A)),

o([4]) = sti (A) [Si], Y = lpaayle

Veamos que ¢ y 1 cumplen lo siguiente.

(1) pop =1g:
En efecto, o (i) = ¢((S:]) = [Si]

(2) pop=9¢p:
En efecto, ¥ o o([4]) = ¥(3X ;e ms, (A)[Si]) = X ms, (A)m([Si]) =
e([A]).

(3) wlrop=r:

En efecto, 7l 0 ¢([A]) = (X ie; ms: (A)[Si]) = 30, ms, (A)m([Si]) =
m([4]), donde la ultima igualdad se da por (b).

(4) R(f.1.(A)) € Ker(p) :
En efecto, sea 0 — A — B — C' — 0 una sucesion exacta en f.l.(A);

entonces ([A] + [C] — [B]) = ¢(A) + ¢(C) — ¢(B) = 3 ;c;(mg,(4) +
ms, (C) — mg,(B))[S:] = 0.

Ahora bien, por (4), existe § : Ko(A) — . tal que hace conmutar el
siguiente diagrama de grupos abelianos

PN
) — .7

>

Ko(A).

~

F(f.

Veamos que @ es un isomorfismo con inversa mi). En efecto, de las igual-
dades B(mp) = (pm)Y = v y de (1) se tiene que p(my)) = 1|s. También
(my)p(n([A]) = mo(en([A])) = melA] = 7([A]) = 7[A], donde las Wlti-
mas dos igualdades se tienen de (2) y (3) respectivamente, lo cual muestra que
()@ = 1k, (a); y por ende Ko(A) es libre.

Dado que {[S;] i € I} es una base de .7 y p 1([Si]) = 7 ([Si]) = = ([Si]),
concluimos que {[S;] 7 € I'} es una base de Ky(A). O
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2.3. Morfismos minimales

Definicién 2.3.1. Sea A un anillo. Para cada C € Mod(A) se define la categoria
Mod(A)/C, cuyos objetos son los morfismos f : B — C en Mod(A). Los
morfismos Hom(f, f') entre f : B — C y f' : B® — C se definen como
Hom(f, ') := {g € Homa(B, B') | f'g = f}.

La composicién de morfismos en Mod(A)/C es la misma que en Mod(A).
Dados los morfismos f -2 f/ <= f” en Mod(A)/C, se tienen los siguientes
diagramas conmutativos en Mod(A)

B B /
QJ { &
f! ,
B —C g9
/| S
B// B//

La identidad del objeto f : B — C en Mod(A)/C se define como 1 := 1p.
Esta definicién es clara ya que el siguiente diagrama en Mod(A) conmuta

N

1p C

/r

B.

Definicién 2.3.2. Sea f : B — C en Mod(A). Se dice que f es minimal a
derecha siV g € Hom(f, f), g es un isomorfismo en Mod(A)/C.

Ejercicio 2.3.3. Sea f: B— CenMod(A)y g: B— Btalque f = fg, i.e.
tal que hace conmutar el siguiente diagrama en Mod(A)

f

B——C

1

B.

Pruebe que g : f — f es un isomorfismo en Mod(A)/C siy sélosig: B — B
es un isomorfismo en Mod(A).

Ejercicio 2.3.4. Se define la siguiente relacién ~ en Obj(Mod(A)/C) : f ~ f’
si y sélo si Hom(f, f') # 0 y Hom(f’, f) # 0. Pruebe que ~ es una relacién de
equivalencia en Obj(Mod(A)/C). La clase de equivalencia de f, se denota por

[£]-
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Ejercicio 2.3.5. Sea f : B — C minimal a derecha. Pruebe que V¢ : B —— B
isomorfismo en Mod(A), se tiene que f¢ : B — C' es minimal a derecha.

Teorema 2.3.6. Sea C' € Mod(A) y f € Obj(Mod(A)/C). Si existeg: B — C
en Mod(A) con B € fl.(A) y g € [f], entonces existe f': B — C minimal a
derecha (tinico hasta isomorfismo en Mod(A)/C) tal que f' € [f].

Demostracién. Sea [’ : B’ — C en [f] con ¢(B’) minima. Veamos que f’ es
minimal a derecha. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en Mod(A)

B/

VIR

Im(h) h C

N

B/

donde B Im(h) M B’ es 1a factorizacién de h : B' — B’ a través
de su imagen. Veamos que f'h” : Im(h) — C estd en [f]. En efecto, b’ €
Hom(f’, f'h") y " € Hom(f'h", f'). Luego f'h"” ~ f' ~ f; lo cual implica que
'R~ f.

Ahora bien, como Im(h) < By B’ € f..(A), de la minimalidad de ¢(B’),
se tiene que £(Im(h)) = ¢(B’). Por lo que Im(h) = B, y h : B — B’ es un
epimorfismo. Finalmente como B’ € f.l.(A), por el Ejercicio 2.1.14, tenemos que
h es un isomorfismo; probandose que f’ es minimal a derecha

Veamos ahora que f’ es tnico hasta isomorfismos en Mod(A)/C'. En efecto,
sea f” : B” — C minimal a derecha con f” € [f]. Como [’ ~ fy f' ~ f,
existen morfismos « y 8 que hacen conmutar el siguiente diagrama

I
\

B".

s

De donde tenemos que f” = f"aBy f' = f'Ba. Como f” y f’ son minimales,
af y Ba son isomorfismos. Luego f' ~ f” en Mod(A)/C. O

Definicién 2.3.7. Sea f : B — C en Mod(A) con B € f.I.(A). Al morfismo
f': B" — C de 2.3.6, se le conoce como la versién minimal a derecha de f.

Definicién 2.3.8. Sean f: A — By g: B — A morfismos en Mod(A). Si
gf = 14 decimos que g es un split-epi y f es un split-mono.
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Ejercicio 2.3.9. Sean A B % Aen Mod(A) tales que gf = 14. Pruebe
que g es un epimorfismo, f es un monomorfismo y B = Ker(g) @ Im(f).

Ejercicio 2.3.10. Sean:0 — A L. B % ¢ — 0 una sucesién exacta en
Mod(A). Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes.
a) La sucesién 7 se escinde (i.e. f es un split-mono y ¢ es un split-epi).

b

(
(b) f es un split-mono.

(c) g es un split-epi.

(d) Tm(f) = Ker(g) es un sumando directo de B.

Ejercicio 2.3.11. Seann : 0 — M, ELNG YRR Ms; — 0 una sucesién en
Mod(A). Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) m es una sucesién exacta que se escinde.
(b) Existe una sucesién 0 — Mo ELNY VN M; — 0 en Mod(A) tal que
g1f1 =1my, 92fo =1y, 921 =0=g2f1y frg1 + faga = 1ur-

(c) Existe un isomorfismo h : My x My —— M que hace conmutar el siguiente
diagrama en Mod(A)

0—— My — 5 My x My 22— My ——— 0

ik

0 M, fi M g2 M, 0,

donde i1(m1) := (m1,0) y ma(m1, ma) := mo.

Teorema 2.3.12. Sea g: X — C en Mod(A) con X € f.1.(A). Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) FEzxiste una descomposicion X = X' @ X" tal que g = (0,¢") : X' X" —
Cyg": X" — C esla version minimal a derecha de g.

(b) Ker(g) = X' @ Ker(g").

(¢) Sig es un epimorfismo entonces g’ también lo es.

Demostraciéon. (a) y (b). Sea f: B — C' la versién minimal a derecha de g,
que existe por 2.3.6, en particular f ~ g. Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo en Mod(A)
B
IS
s
g

X—C
B

~~

7
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De donde f(ts) = f, y como f es minimal a derecha, ts : B — B es un
isomorfismo, i.e. existe ¢ : B — B tal que tsy) = 1. En particulart : X — B
es split-epi, pues t(s¢)) = 1p. Luego X = X’@® X" donde X’ := ker(t) —— X con
i’ :=ix la inclusién, y X" := B = X con i" := si. Por lo tanto g = (¢, ¢") :
X' @& X" — C,donde ¢’ := gi' y ¢ := gi". Entonces ¢’ = gi’ = (ft)ix, =
f(tix:) =0 pues tix, = 0, y también ¢"” = gi’ = (ft)svb = f(tsy)) = flgp = f.
Finalmente z = (%,) € ker(¢’,¢") < ¢'(2') + ¢"(2") = 0 & 2" € ker(¢");
por lo tanto ker(g) ~ ker(¢’,¢9") = X’ & ker(g").

(c) Sea g un epimorfismo. Entonces (¢’,¢"”) : X’ @ X” — C es un epimor-
fismo, y C = (g',")(X' & X") = g/(X') + g"(X") = 0+ ¢"(X") = Im(g"). 1

Corolario 2.3.13. Sea f : B— C en Mod(A) con B € f.l.(A). Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es minimal a derecha.

(b) Sii' : B — B, con i’ un monomorfismo, es un sumando directo de B
tal que f|p = fi’ =0, entonces B’ = 0.

Demostracién. (a)=(b) Sea B=B' @& B”" coni : B — B, i : B” — B
las inclusiones naturales, 7’ : B — B’, ©” : B — B’ las proyecciones.

Sea B = B’ ¢ B” S=ULIT, C, con f' = fi' y f" := fi’. Dado que
1gp =7’ +i"7", tenemos que f = f'x’ + f"x"; pero f' = 0 implica f = f"#".
Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

B

W,,\ \f
f//

B"——C

17

B

de donde f(i"7") = f, y por la minimalidad de f, i"#" es un isomorfismo. Por
lo tanto 7" es monomorfismo, lo cual implica que B’ = ker(x"") = 0.

(b)=(a) Sabemos por 2.3.12 que existe una descomposicién de B = B’ & B”
tal que f = (f',f") : BeB" — C, flgr == =0y f": B" — C es
la versién minimal a derecha de f. Por hipdtesis se tiene que B’ = 0, lo cual
implica que 7 : B — B’ es un isomorfismo, y como f = f'z" + f'7" = f'=7",
se concluye que f es minimal a derecha. O

Los siguientes resultados y definiciones son duales a los referidos en la cate-
goria Mod(A)/C que se estudiaron al inicio de esta seccién.

Definicién 2.3.14. Para cada A € Mod(A), se define la categoria Mod(A) \ A
cuyos objetos son los morfismos f : A — B en Mod(A). Los morfismos entre
f:A— By f': A— B’ son Hom(f, f") := {9 € Homx(B,B’) | gf = f'}.
La composicién de morfismos en Mod(A) \ A es la misma que en Mod(A).
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Definicién 2.3.15. Decimos que f : A — B en Mod(A) es minimal a izquierda
siV g € Homp(f, f'), g es un isomorfismo en Mod(A) \ A.

Ejercicio 2.3.16. Sea f: A — B en Mod(A) y g : B— B tal que gf = f.
Pruebe que g : f — f es un isomorfismo en Mod(A)\ Asiy sélosig: B — B
es un isomorfismo en Mod(A).

Ejercicio 2.3.17. Se define la siguiente relacién ~ en Obj(Mod(A)\A) : f ~ f
si y s6lo si Hom(f, ') # 0 y Hom(f’, f) # 0. Pruebe que ~ es una relacién de
equivalencia en Obj(Mod(A) \ A). La clase de equivalencia de f, se denota por

[f]-

Teorema 2.3.18. Sea A € Mod(A) y f € Obj(Mod(A)\ A). Sidg: A— B
con g € [f] y B € f.l.(A), entonces existe f' : A — B’ minimal a izquierda,
dnico hasta isomorfismos en Mod(A) \ A, tal que [’ € [f].

Definicién 2.3.19. Sea f: A — B en Mod(A) con B € f.I(A). Al morfismo
f'+ A — B’ de 2.3.18 se le conoce como la versién minimal a izquierda de f.

Ejercicio 2.3.20. Demuestre el Teorema 2.3.18.
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Teorema 2.3.21. Sea g : A — X en Mod(A) con X € f.I.(A). Entonces se
cumplen las siguientes condiciones.

(a) Eziste una descomposicion X = X' ® X" tal que g = (%/) A — XX
yg : A— X' es la versidn minimal a izquierda de g.

(b) Coker(g) ~ Coker(g’) & X".
(¢) Sig es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.

Demostracién. (a) y (b) Sea h: A — X' la versién minimal a izquierda de
g (existe por 2.3.18). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X/

L

A— X

AN

X'

Como (ts)h = h, por ser h la versién minimal a izquierda, ts : X — X’ es un
isomorfismo; entonces existe un isomorfismo en Mod(A) o : X/ — X tal que
(at)s = 1xv, i.e. s es un split-mono. Escribiendo X" := Coker(s) tenemos la
siguiente sucesion split-exacta

X//

X/
donde ¢’ = n'g y ¢" = 7"g. Ahora, ¢ = n’g = n’sh = atsh = 1x-h = h, y
, X/ @ X//
g" = 7"g = qsh = (0)h = 0. Finalmente Coker(g) ~ Coker (%) = W
m
0

X/ EB X// X/ XI/
= o~ — ~ Coker(¢') & X"
()80~ Tm(g) © 0 - Cokerlg) @
(¢) Sea g un monomorfismo. Entonces g = 1xg = i/n’g+i"n"g =i'¢g'+i" ¢"" =

i'g’ +0, i.e. ¢ =14'¢’; dado que g es un monomorfismo, g’ también lo es. O
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Teorema 2.3.22. Sean g : A — B en Mod(A) y B € f.I.(A). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) g es minimal a izquierda.
(b) Para todo split-epi o : B — C, si ag = 0 entonces C = 0.

Demostracion. (a)=(b) Sea « : B — C tal que existe 8 : C — B con
af = 1¢. Consideremos la siguiente sucesion exacta

0—— B’ ::ker(a)ﬂ;B@)B” =C—0.

Sea i := 3, luego 15 = 7’7’ +i"'7”. Supongamos ag = 0, i.e. ¢ = 7" g = 0, por
loque g =1gg =i'n’g+i"7"g=1in'g, esto es g = i'7’g; como g es minimal a
izquierda, ¢'7’ es un isomorfismo, lo cual implica que 7’ es un monomorfismo.
Por lo tanto C' = ker(n’) = 0.

(b)=(a) Por 2.3.21 existe B = B’ & B” tal que g = (90/) :A— B ®&B"
y ¢’ es la versiéon minimal a izquierda de g. Como ¢” = n”’g = 0, donde 7" :
B — B’ es la proyeccién candnica, se tiene por hipdtesis que B” = 0; lo
cual muestra que la inclusién candnica ¢’ : B® — B es un isomorfismo. Por
otro lado, de la sucesién exacta 0 — B’ — B —— B” — 0, se obtiene que
g=1pg=i'g +i"g" =g, es decir g = i'¢’; probandose que g es minimal a
izquierda, ya que i’ es un isomorfismo y ¢’ es minimal a izquierda. O

Teorema 2.3.23. Sean @; : A; — B; en Mod(A) con i = 1,2. Si 1, @2 son
minimales a izquierda, entonces p1 ® pg : A1 @ Ay — B1 @ By es minimal a
1zquierda.

Demostracion. Sea p; : B, — B; @ B la inclusién canénica y m; : By @

B; — B; la proyeccién canénica en By @ Bs, para i = 1,2. Consideremos

fll f12)
f21 f22

y <%1 £2> respectivamente, donde f;; := m; fp; : B; — B;. Luego, tenemos

el siguiente diagrama conmutativo

(@1 0) B, & B,

fll f12

f : Bl@BQ — Bl@BQ ygﬂl@@g : Al@AQ —_— Bl@BQ dadas por (

A @ A f= <f21 f22)
901\)
0 Y2 Bl @ B2-

0 fir fi2) (o1 O fiier  fi2 e
Por lo cual, ¥ - — de don-
or o chas (0 902) <f21 f22> (0 2 foro1 fa22)’ e don
de
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w1 = fi1p1, 0 = fiopa y w2 = foawa. Por ser 7 minimal a izquierda, se
tiene que f1; : By — Bj es un isomorfismo. Veamos que f es un isomorfismo,

1
para ello, sea 9 := (_fo}l 1}2 ) : By ® B, — By @ Bsy; de modo que
11 2

_ I, 0 S fi2) _ (S fi2 e 1
Vi = (—f21 FiTh 132) <f21 f) “\0 o) O Fafifrz +
fao. Ast pues, a g := —fo1 f11' fi2 P2 + f20 02 = a2, ¥ PO ser o minimal a

izquierda, « es un isomorfismo. Finalmente, como fi; y a son isomorfismos, se
tiene que ¥ f también lo es, por lo que f es un isomorfismo. O

Ejercicio 2.3.24. Sean @; : A; — B; en Mod(A) para i = 1,2. Pruebe que si
1 ¥ 2 son minimales a derecha, entonces ¢1 @ @o : A1 ® Ay — By & By es
minimal a derecha.

2.4. Categorias preaditivas y funtores preaditi-
vOos

Definicién 2.4.1. Sea &/ una categoria. Decimos que & es preaditiva si
(o) VXY € &, Hom(X,Y) es un grupo abeliano; y

(b) la composicién de morfismos en & es Z-bilineal, esto es g(f+h) = gf +gh
y (f + h)t = ft + ht donde tenga sentido.

Ejemplos
(1) & :=Mod(R), con R un anillo.
(2) & := mod(R), con R un anillo.

Definicién 2.4.2. Sean & y % categorias preaditivas. Un funtor covariante
(contravariante) F' : of — 2 se dice que es aditivo, si F : Homy(X,Y) —
Homg(F(X),F(Y)) (F : Homy(X,Y) — Homg(F(Y), F(X))) es un morfis-
mo de grupos abelianos V X,Y € .

Sea F' : of — 2 un funtor aditivo. Si F' es covariante y X € o/, entonces
F : End(X) — End(F (X)) es un morfismo de anillos. Andlogamente, si F'
es contravariante y X € &7, entonces F : End(X) — End(F(X))° es un
morfismo de anillos.
Ejemplos Sea R un anillo, M € Mod(R).

(1) F:=Hompg(rM,—) : Mod(R) — Mod(Z) es un funtor aditivo covariante

dado por
x—1 Ly

F I F

F(X) F(Y)

—
E(f)
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con F(X) = Homp(M, X), F(Y) = Homg(M,Y) y F(f) = Homg(r M, f)
estd dado por Homg(rM, f)(a) := fa.

(2) G =Hompg(—, gM) : Mod(R) — Mod(Z) es un funtor aditivo contrava-
riante dado por

G G

G(X) W G(Y)

con G(Y) = Homg(Y, M), G(X) = Homg(X, M)y G(f) = Homg(f, g M)
estd dado por Hompg(f, RM)(B) := Bf.

2.5. Anillos semisimples

Lema 2.5.1. Sea R un anillo, M € Mod(R) y n > 1. Consideremos los ani-
llos A = Endgr(M) y A = End(gM™). Entonces ¥V w € Endy (M), existe un
elemento W' € Endp/(M™) tal que w'(mq,...,my,) = (w(my),...,w(my,)) donde
m; € AM, 1 <7< n.

Demostracién. Sea w € Endy (M). Definimos un morfismo o’ : M™ — M"
como w'(my,...,my) = (w(my),...,w(my)). Verificamos que es un morfismo
de grupos: sean © = (z1,...,%,), Yy = (Y1,---,Yn) € M™, entonces w'(z + y) =
(W(5L’1+y1), s aw(xn+yn)) = (w($1)+W(y1), s aw($n)+w(yn)) = w’(x)+w’(y),
por lo tanto w’ € Endz(M™).

Veamos ahora que w'(Nz) = Nuw'(z) V N € A/, V2 € M™ Dado que
A =End(gM™) y A = Endg(M), podemos asumir que A’ = Mat,, x,, (A).

Sea A € A" = Mat,xn(A), N = (Xij)nxn, Aij € End(gM), para z € M"

w'(/\'m) = w/(z /\1j$j, ey Z )\njl‘j) = (w(z /\1]‘33]'), SN w(z /\njl‘]))
j=1 j=1 j=1 j=1

(Z M), s D Angel)) = N (2.

Lo cual muestra que w’ € Endp/(M™). O

Proposicién 2.5.2. Sea R un anillo, M € Mod(R) y n > 1. Consideremos
los anillos A = Endgr(M), A’ = End(gM™) y los morfismos de anillos in-
ducidos por la multiplicacion a izquierda (cf. 1.10.3) p : R — Enda (M)
dada por p(r)(m) = r-m y ¢’ : R — Endpa (M™) con ' (r)(mq,...,my)
= (rmy,...,rmy). Si p' es inyectiva (suprayectiva), entonces p también lo es.
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Demostracién. Consideremos el isomorfismo A’ = End(gM™) ——~ Mat,,xn(A),
dado por f +—— [f]nxn, donde [fl;; := 7 fp; : RM — gM. Sea p suprayectiva,
p: R — Endy (M) y sea w € Endp (M); entonces por 2.5.1, 3w’ € Endp/ (M™)
tal que w'(z) = (w(z1),...,w(x,)). Dado que ¢/ : R — Enda/(M™) es un
epimorfismo, existe r € R tal que p/(r) = w’. Veamos que u(r) = w, para ello
sea m € M. Luego

n veces

lo cual implica que p(r)(m) =rm =w(m) y pu(r) = w.
Si p/ es un monomorfismo, para r € Ker(u), se tiene rm =0V m € M, por
loquera =0V ax e M™ yr=0, por lo tanto Ker(u) = 0. O

Corolario 2.5.3. Sea R un anillo, M € Mod(R) y A := Endg(M). Si se tiene
que rRR ~ rM™, entonces

(a) p: R— A con p(r)(m) =rm es un isomorfismo de anillos;
(b) AM ~ AA"™, (i.e. AM es libre).

Demostracién. (a) A’ := End(gM") ~ End(gR) ~ R°P, por lo que A’ ~ R°P.
Podemos escribir ¢/ : B — Endy/ (M") = End(M{}/)op) ~ End(gR). Por
1.10.4 se tiene que p’ es un isomorfismo, y por 2.5.2 u es un isomorfismo.

(11;)) AM ~ HOIHR(RR, RMAop) >~ HOmR(RMn,RMAop) >~ (HOIIIR(]\f7 M))n
= AA™. O

Corolario 2.5.4. Sea R un anillo, pS un R-mddulo simple y D := Endg(95).
Si gR ~ rS™ entonces R =~ Mat, x,,(D°P) como anillos y dimp(pS) = n.

Demostracién. R ~ rS™, por 2.5.3 (b) pS ~ pD™, por lo que dimp(pS) = n.
Asi mismo, por 2.5.3 (a), R ~ Endp(5), y Endp(S) ~ Endp(D") ~
Mat,, xpn (Endp (D)) =~ Mat,, ., (DP). O

Lema 2.5.5. Sea M € Mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se satis-
facen.

(a) M es semisimple si y sdlo si todo monomorfismo o : M' — M en
Mod(R) es un split-mono.

(b) Para toda sucesion exacta 0 — M’ — M — M" — 0 en Mod(R) se
tiene que si M es semisimple, entonces M’ y M" son semisimples.

Demostracién. Véase en [1] la Proposicién 9.4 y el Teorema 9.6. O
Teorema 2.5.6. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) R~ Maty,x,(D) con D un anillo con division.

(b) RR ~ rS™ con gS simple.
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(c) Existe un simple S € Mod(R) tal que V M € Mod(R), rM ~ @,.; rSi,
donde rS; ~ rSViecl.

Demostracién. (a) = (b) Sea Vp := D7, y por hipé6tesis R ~ Mat,,x, (D).
Entonces End(Vp) = End(D7}) = Maty, xn(End(Dp)) =~ Mat,xn(D) ~ R. Por
lo que podemos asumir que R = End(Vp). En particular gpVp € gRModp. Para
verificar que rV es simple, es suficiente probar que R-v = gV Vv € V' \ {0}.

Sean v,v" € V'\ {0}, se extiende {v} a una base de Vp, y para {v'} también.
De igual manera, se extiende la correspondencia v — v' a f € End(Vp) = R,
i.e. fv = v'. Esto muestra que gV es simple. Veamos que rR =~ rS™ con
rS := rV. En efecto, R = End(VD) = HOmD(VD,VD) = HOmD(D%,RVD) ~
(HOmD(DD,R VD))n ~ RV”.

(b) = (c) Sea M € Mod(R). Tenemos una sucesién exacta en Mod(R),
0 — Ker(p) — Sy ——= M — 0, donde ) = Dere RE, Y 9O ens ™m)
= > mem Tm - M es un epimorfismo pues ¢(1,,) = 1-m = m. Por hipdtesis
rR es semisimple, lo cual implica que #); es semisimple. Luego, por 2.5.5,
M ~@,.; rSi con rS; simple Vi € I.

Veamos que gS; ~ rSVi € I. Esto sucede pues 0 #r S; ~ Homg(rRg, rSi)
~ Hompg(rS, rS;)", i.e. Homg(rS, rS;) # 0, por lo que 3 f € Hompg(rS, rS:)
con f # 0, el cual debe ser un isomorfismo.

(c) = (a) RR ~ @,;c; rSi con gS; g SVi.Comole R, 1=5%" =
donde x; € gS;; luegoVr e R, r=r-1= Z?Zl rxz;, de este modo se tiene que
rR = @?:1 rS; ~ rS™ Al considerar D := Endg(S)°?, tenemos por 2.5.4, que
R ~ Mat,, xn(D). O

Definicién 2.5.7. Sea R un anillo. Decimos que:
(a) R es semisimple a izquierda (derecha) si rR (Rg) es semisimple.
(b) R es artiniano a izquierda (derecha) si gR (Rp) es artiniano.
(¢) R es noetheriano a izquierda (derecha) si gR (Rg) es noetheriano.
(d) R es simple si R # 0y los tinicos ideales (bilaterales) de R son 0y R.

Ejercicio 2.5.8. Sea R un anillo y A := Mat,,x,(R). Entonces, la correspon-
dencia {ideales de R} — { ideales de A} dada por I — Mat,,«,(I), es biyectiva.

Proposicién 2.5.9. Sea D un anillo con division y V € Mod(D). Entonces, el
anillo R := Endp (V) tiene las siguientes propiedades.

(a) R es simple.
(b) R es semisimple a izquierda y a derecha.
(¢) La interseccion de todos los ideales mazimales izquierdos de R es cero.

(d) R es artiniano y noetheriano (a izquierda y a derecha).
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Demostracién. (a) Es consecuencia del Ejercicio 2.5.8, pues D es simple y
Endp (V) ~ Mat, x,(D°P) con n =dimp(pV).

(b) El funtor * := Homp(—, pDp) : mod(D) — mod(DP) es una dualidad
de categorias. Como R ~ Mat,,x,(D°P), por 2.5.6 gR es semisimple. Y por ser
* fiel, pleno y contravariante, se tiene que Endp (V) = R — Endp(V*)°?. Por
lo tanto R°? — Endp(V*). Como pV ~ pD" (dimp(pV) = n), tenemos que
pV* ~ D y End(pV*) ~ End(D?}) ~ Mat,xn(End(Dp)) ~ Mat,xn(D); vy
por 2.5.6, R°P es semisimple a izquierda, i.e. Ry es semisimple.

(c) Véase la definicién de radical (sin prueba).

(d) En (b), vimos que R ~ Mat, x, (D) y R? ~ Mat, «,(D); los cuales
implican, por 2.5.6 (b), que gR ~ rS™ y Rr ~ S%. De donde concluimos que
rR y Rp son artinianos y noetherianos. O

Definicién 2.5.10. Sea M € Mod(R). Se dice que

(a) M es libre si existe un conjunto de indices I (tal vez infinito) tal que
M =3 ,c; Ri, donde R; = (b;) ~ R. Decimos que B = {b; | i € I} es una
base para M.

(b) M es proyectivo si ¥V o : X — Y epimorfismo y V 8 : M — Y, existe
v: M — X tal que 8 = avy; en diagramas se expresa como sigue

M

L

En tal caso, se dice que 3 factoriza a través de a.

(¢) M es inyectivo siV o : X — Y monomorfismo y V 3 : X — M, existe
v:Y — M tal que 8 = ya; en diagramas se expresa como sigue

X2y

| A

M.

Ejercicio 2.5.11. Para M € Mod(R), pruebe que las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) M es proyectivo.

(b) Toda sucesién exacta 0 — X Ly LM —0en Mod(R) se escinde.

(¢) M es sumando directo de un R-mdédulo libre.

(d) Para toda sucesién exacta 0 — X Ly 47— 0en Mod(R) se tiene

que 0 — Homp(M, X) M Homp(,v) L2, Homp(M, 2) — 0

es una sucesién exacta en Mod(Z).
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Ejercicio 2.5.12. Sea { M, }acs una familia de R-mddulos. Pruebe que P, ; Mo
es proyectivo si y sélo si M, es proyectivo V o € 1.

Ejercicio 2.5.13. Consideremos P € Mod(R). Pruebe que rP es proyectivo
y finitamente generado si y sélo si 3 n € N tal que g P es sumando directo de
rR™.

Proposicion 2.5.14. Sea R un anillo. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) R es semisimple a izquierda.
(b) V M € Mod(R), M es semisimple.
(¢) V M € Mod(R), M es proyectivo.

Demostracién. (a) = (b) Escribimos rR = @,.; rSi. Sea gpM € Mod(R).
Consideremos la sucesién exacta 0 — Ker(g) — Sy ——» M — 0, don-
de Sm = @eyr RE Y ¢Qpmers ™m) = 2 omen Tm - m. Dado que s es
semisimple, por 2.5.5, g M es semisimple.

(b) = (c) Sea M € Mod(R). Consideremos una sucesién exacta n : 0 —
X —Y — M — 0. Como Y es semisimple por hipdtesis, de 2.5.5 obtenemos
que 7 se escinde. Luego del Ejercicio 2.5.11 concluimos que g M es proyectivo.

(¢) = (a) Sea @« : M — RrR un monomorfismo. Usando 2.5.5 (a), es
suficiente ver que « es split-mono; para ello, consideremos la sucesion exacta
€:0 — M — rR — Coker(a) — 0. Como Coker(«) es proyectivo por
hipotesis, el Ejercicio 2.5.11 implica que 7 se escinde; y por lo tanto « es un
split-mono. [

Proposicién 2.5.15. Sea R un anillo. Consideremos rF := @221 rM", con
Homp(rM;, rM;) =0V i # j, A; := End(gM;) y A := End(gE). Conside-
remos los morfismos de anillos inducidos por “multiplicacién a izquierda” (cf.
1.10.3):

75+ B — End(y; M), ~;(r)(m) := rm,
v R — End(s, My x - x5, M), v = (71,5 70)s
v i R— End(, E), ¥/ (r)(x) :=rz, x € E.

Si ' es inyectivo (suprayectivo), entonces v también lo es.

Demostracién. Escribimos E = M x --- x M;" y tomamos x € E, donde

z=(x1,...,2¢)conz; € M yx; = (xgl), e ,xz(")) Sean A} := Endg (M) ~

Maty, xn, (Ai). Entonces A = Endg(E) = Homg (@B, RM;",@®—, rM;’) ~
Endg (M) 0 A 0

Mat; ¢ . = . . Veamos que va-
0 Endg (M) 0 A
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le lo siguiente

Vw=(w1,...,wt) € Endp, (M1) x - x (a,M;) existe wj € Endy, (M;*)
para cada ¢, tal que wj(z) = (w;x; W w x("‘)) yw:E—FE
con w'(z) := (Wyz1,...,wize) que satisface w’ € Endy (E). (2.4)
En efecto, sea w = (wq,...,w¢) como en (2.4); en virtud de 2.5.1, se tiene
la existencia de los w; con las propiedades de (2.4). Veamos que v’ : E — E
con w'(z) = (wjx1,...,wix¢) es un A-morfismo. En efecto, dado que w) €
A 0 N 0
EndA/(M- Yy A = Matyx, . Sea A = , donde
0 AL 0 Y
)\/ 0 I
AL € A} = Maty,, xn, (A;). Luego Az = Sl = (N, Ay,
0 )\; Tt
Por lo que
' (Az) = N, ) = (Wi (M), wi(Nze))
= (>\1wi($1), s Awi(we)) = M’ ().

Ahora, sea 7/ suprayectiva y w = (w1, ...,wt) € Endp, (M7) x « -+ x (a, My).
Probaremos que 3 r € R tal que y(r) = w.

Por (2.4), tenemos que 3w € Endy, (M™) tal que w'(z) = (wiz1,...,wixt)y
w’ € Endy (E); por ser v/ suprayectiva 3r € R tal que 7/(r) = o, lo cual implica
que rz = w'(z) V x € E. Entonces (rzq,...,ray) = (Wiz1,...,wz) Vo € E,
siy sélo si rz; = wjx; Vi, ¥V x; € M. En particular, se tiene que rm; =
wilmy) Vi, YVm; € My, y ast v(r)(my,...,m¢) = (y(r)ma, ..., v(r)my)
(rma,,...tmy) = (wima,...,wymy) = w(ma, ..., my); probandose que y(r) = w.

Sea ' inyectivo y r € Ker(y). Luego v(r) = 0 y por lo tanto v;(r) = 0V 3;
por lo que rm; = 0V i, V m; € M;. De donde ra; = 0V iV € M,y
asi e =0V x € E. Por lo que concluimos que r € Ker(y') = 0, probandose que
Ker(y) = 0. O

Teorema 2.5.16. (Wedderburn—Artin) Sea R un anillo.

(a) Si R es semisimple a izquierda, entonces se satisfacen las siguientes con-

diciones.
(a1) Hasta isomorfismos, sélo hay un nimero finito de simples gS1, ..., rSt;
, t i
y ademds rRR ~ @,_; rS;".
(a2) Sea D; :=Endg(S;) para 1 < i < t. Entonces, se tiene que

o dimp,(p,S)=n; Vi= 1,2,..., ;
e R~ X! | Endp,(S;) ~ X!_, Mat,, xn, (D").

(b) Si R ~ End(p,V1) x -+ x Endp,(V4), con p,V; € mod(D;) y D; es un
anillo con division, entonces
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(by) hasta isomorfismos, sélo hay t simples : gS1,..., rRSt; ¥
(by) rR=~@._, rSM, donde n; = dimp,(p,V).

Demostracién. (a) Sea rR = @, Si, con S; simple Vi € i. Como 1 € R, se
tiene que I es finito; luego R ~ @le rS;" con pS; #r Sj para i # j.

(a1) Veamos que hasta isomorfismos gSi, ..., rS: son todos los simples. En
efecto, sea S un simple, entonces

t

0 75 RS ~ HOInR(RRR, RS Homp @ RS”', RS @[HOHIR(RSZ', RS)]M

i=1

Por lo tanto, existe ig tal que Hompg(rS;,, rS) # 0,y por ser S;, y S R-médulos
simples, rS;, ~ rS.

Escribiendo rE := grR =~ @z L rS]", Aj := D; = Endg(S;) vy A =
Endg(E) = End(rR) ~ R°P, tenemos que

Homp(rS:, rS;) =0sii#j y Enda(E) = End(Exer) ~ End(Rg). (2.5)

Luego 7' : R — End(Rpg) es un isomorfismo, y por 2.5.15, la aplicacién
R - Endp, (S1) X -+ x Endp, (S;) es un isomorfismo.
Ahora veamos que p,S; ~ p,D;". En efecto, p,S; ~ Hompg(rRrg, RSiD9P) ~

HomR(EB§:1 RS;”, RSi op), ¥ POT (2.5), se tiene que

t
n; . ~
Homp @ RS RSiper | = Homp(rS!", RSi en) = D, D}".
k2 k2
i=1

Por lo tanto, dimp, (p,S;) = n; V 1.

Finalmente, se tiene Endp,(S;) ~ Endp,(D]") ~ Mat,, xn, (Endp, (D;)) ~
Maby,; xn; (DOp).

(b) Sea R = Ry X -+ x R; donde R; := Endp,(V;), con D; un anillo con
divisién y dimp, (p,V;) = n; < oo.

Para cada i, rV; es simple (se probé en 2.5.6 (a) = (b)). Haciendo cambio de
anillos m; : R — R; m;(r1,...,7¢) = r;, tenemos que V; € Mod(R), mediante
la accion R xV; — V;  r-v; := m;(r)v;. Ahora veremos que rV; es simple. En
efecto, sea 0 # v; € V;, entonces R - v; = Rjv; =V;, ya que g, V; es simple. Por
lo tanto, gV4,..., rV; son R-moédulos simples.

Veamos que: gV, ..., gV; no son isomorfos dos a dos. Para ello, consideremos
¢ € Homg(rV;, rVj) con i # j, y sear = (ry,...,r) € Rtal quer; =1y
r; = 0. Para v; € V;\ {0}, se tiene que ¢(v;) = ¢(r-v;) = 7-9(v;) = 0-¢(v;) = 0.
Por lo tanto, 0 # v; € Ker(¢) <gr Vi, y por ser rV; simple, ¢ = 0, mostrando
que Homp(grV;, rV;) = 0 para i # j.

Probemos ahora que rR = 695:1 rV;". En efecto, por 2.5.6, g, R; ~ g, V"'
Haciendo cambio de anillos 7; : R — R;, la descomposicién como R;-mddulos
rRi ~ g, V" es también una de R-médulos grR; ~ gV;"'; por lo que rR =

@Z:l rR; =~ 69::1 rV/™.
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Finalmente, veamos que si gS es un R-moédulo simple, entonces existe g
tal que S ~ RV;,. Para ello, notemos que 0 # rS ~ Hompg(gR, S) =~
Hompz(P._, rV/™, rS) ~ @._,[Homg(rV;, rS)|"™, por lo cual existe i tal
que Hompg(V;,, S) # 0; y por ser gS simple gV;, ~ rS. O

Corolario 2.5.17. Sea R un anillo. Entonces se cumplen las siguientes afir-
maciones.

(a) R es semisimple a izquierda si y sdlo si R es semisimple a derecha.

(b) Si R es semisimple a izquierda, entonces R es artiniano y noetheriano (a
izquierda y derecha).

Demostracion. (a) Veamos primero que:
R semisimple a izquierda = R°P semisimple a izquierda. (2.6)

En efecto, sea R semisimple a izquierda. Luego, R = X!_; Endp, (V;) con V; €
mod(D;) en virtud de 2.5.16; y asi R°? = X!_; Endp,(V;)°. Por otro lado,
usando la equivalencia * := Homp(—,p Dp) : mod(D) — mod(D°P), con D
un anillo con divisién, se tiene que Endp,(V;)°? ~ Endp,(V;*). Por lo tanto
R°P ~ X!_, End(p,V;*) con V;* € mod(D;?); y asi de 2.5.16 concluimos que R°P
es semisimple a izquierda, probandose (2.6).

Por lo que si gR es simisimple, de (2.6) se tiene que R°P es semisimple a
izquierda, que es lo mismo que decir que R es semisimple a derecha; y de nuevo
por (2.6), (R°?)°? = R es semisimple a izquierda.

(b) En virtud del inciso (a), se tiene que gR y Rp son semisimples, y por
2.5.16, RR = @§=1 rS;"y Rr = é/:lg;zj. Mostrando que rR y Rp son
artinianos y noetherianos. O

Ejercicio 2.5.18. Sea R un anillo (no trivial). Pruebe que R es semisimple y
conmutativo si y sélo si R ~ X!_; K;, donde K; es un campo V i.

Observaciéon. Sea R = X!_, Endp,(V;) con dimp,(p,V;) = n; < oo y D; un
anillo con divisién.

En la prueba de 2.5.17, se verific6 que R°? = X!_, Endp,(V;*), donde
p,Vi* = Homp,(p, Vi, DiDiDi> y dimper (V;*) = n;. Sea R; := Endp, (Vi) y
R} := Endp, (V;*). También consideremos los epimorfismos de anillos canénicos
m: R— R; y wf : R°? — Rf. Aplicando la prueba de 2.5.16 (b) a R y R°?
se tiene:

(a) rVi,..., RV, con la estructura del cambio de anillos 7; : R — R;, es la
lista completa (hasta isomorfismos) de los médulos simples en Mod(R), y
rRR = @2:1 RV

(b) rerVi*, ... ,gor V¥, con el cambio de anillos ;" : R? — R, es la lista
completa (hasta isomorfismos) de los médulos simples en Mod(R%P), y
rer R = @y (ron Vi)™
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2.6. El radical

Definicién 2.6.1. Sea M € Mod(R) y #n := {X < M | X es maximal en M}.
El radical de M es
rad(M):= (] X.
Xed

Si A =0, se define Nxen,, X =M.

Lema 2.6.2. Sea M € Mod(R) y .7 la clase de todos los simples en Mod(R).
Entonces

(a) rad(M/rad(M)) = 0.
(b) rad(M) = N{Ker(a) | « € Homg(M,S) con S € S}.

Demostracion. (a) Si .#y = (), entonces por definicién rad(M) = M y
rad(M/rad(M)) = 0.

Sea My # 0, luego rad(M) < X < M V X € .#). Consideremos el
isomorfismo de reticulas (cf. 1.8.15)

7 L(rM)/rad(M) — ZL(M /rad(M)),

inducido por el epimorfismo canénico 7 : M — M /rad(M). Dado que rad(M) <
X V X € My, se tiene que 7 induce, por restriccién, una biyeccién .4y —
M (ary- Se sigue entonces que

rad(M/rad(M)) = (\wary = [ #(X)=#( (] X)=#(rad(M)) =0.
XeMm XeMm

(b) Es suficiente ver que: X € #); si y sblo si existe S € . y existe
a: M — S, con a # 0, tal que Ker(a) = X. Pero esto se sigue del Ejercicio
1.8.19, haciendo S := M/X y a:=7: M — S el epimorfismo candnico. O

Proposicién 2.6.3. Sea f : M — N un morfismo en Mod(R). Entonces se
cumplen las siguientes condiciones.

(a) f(rad(M)) C rad(N).

(b) Si Ker(f) C rad(M) y f es suprayectiva, se tiene que f(rad(M)) =
rad(N).

Demostracion. (a) Sean M RIS JER S, con S € .. Por 2.6.2 (b) tenemos
que rad(M) C Ker(B o f), por lo cual 3(f(rad(M))) =0V 8 € Homg(N,S); y
en virtud de 2.6.2 (b), f(rad(M)) C rad(N).

(b) Sea Ker(f) C rad(M) con f un epimorfismo. Consideremos (cf. 1.8.15) el
isomorfismo de reticulas f:Z(gM)/Ker(f) = Z(rN) dado por X — f(X),
coninversa f~1: L(grN) — ZL(rM)/Ker(f) dada por Z — f~(Z). Dado que
Ker(f) C rad(M), se tiene que f induce por restriccién, una biyeccién .#y; ——
M. Por lo que f(rad(M)) = f(mxe//{M) = mxe///M f(X) = ﬂzEJ//M Z =
rad(N). O
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Corolario 2.6.4. La correspondencia rad : Mod(R) — Mod(R) dada por

(X A, Y) - <rad(X ) rad(y)) ’

donde rad(f) := flad(x), €5 un funtor aditivo que conmuta con coproductos
arbitrarios, i.e.
rad (@ Xi> = @ rad(x,).
il iel

Demostracién. Por 2.6.3 (a), la correspondencia rad : Mod(R) — Mod(R)
estd bien definida, y es fécil verificar que es un funtor aditivo.

Ahora, sea X = @, ; X; con X; < X Vie . Como X; < X, por 2.6.3 (a),
rad(X;) < (X) Vi € I, por lo que @, ; rad(X;) < rad(X). Sea x € rad(X),
entonces x = » ., x; donde z; € X;. Usando la proyeccién 7; : X — X; dada
por >, x; — xj, se tiene de 2.6.3 (a) que 7;(rad(X)) < rad(Xj;). Por lo que
vy = mj(x) € rad(Xj), luego x = Y ;@ € Yo rad(X;) < @y rad(Xy),
i.e. rad(X) < P, rad(Xy). O

Definicién 2.6.5. Sean R un anillo y I <; R. Definimos:

(a) El radical de Jacobson J(R) de R, como J(R) = rad(gR).

(b) Para M € Mod(R), se define IM = {}>"" x;m; |z; € I, m; € M, n > 1}.
Obsérvese que IM < M.

Lema 2.6.6. Sea R un anillo. Entonces, las siguientes propiedades se satisfa-
cen.

(a) J(R)<R.
(b) ¥ M € Mod(R) J(R)M < rad(M).

Demostracién. (a) Por 2.6.3 (a), para todo o : gR — gR se tiene que
a(rad(gR)) < rad(rR); luego

rad(rR) - a®? Crad(gR) V a”? € Endg(R)". (2.7)

Por lo tanto, del isomorfismo de anillos p : R — End(rR)°? donde (z)p(r) =
xzr, y de (2.7), se tiene que xr = (x)p(r) € rad(gR) V = € rad(gR) V r € R.
Andlogamente se tiene que J(R) <; R.

(b) Sea .7 la clase de todos los R-mdédulos simples. Veamos que se cumple
la siguiente afirmacion:

J(R)-S=0 VSe.

Sea S € % yx € S\{0}. Es claro que R-z = S. Luego (3, : R — S definida
como (;(r) := rz, es un epimorfismo, y por 2.6.2 (b), J(R) = rad(gR) C
Ker(f,). Por lo tanto, 0 = 3, (J(R)) = J(R) -z = (J(R)- R)x = J(R)(R-z) =
J(R) - S, verificdndose la afirmacién.

Sea M € Mod(R) y v: M — S en Mod(R) con S € ., luego v(J(R) - M)
=J(R)y(M)C J(R)-S =0,y por 2.6.2 (b), J(R)- M Crad(M). O
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Lema 2.6.7. Sea M € mod(R) y M' € L (rM). Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes.

(a) M' Crad(M).
(b) VLeL(rM), si M' + L =M entonces L = M.

Demostracién. (a) = (b) Sea L < M tal que M’ + L = M. Supongamos que
L # M. Por 1.8.24, 3 m € ) tal que L C m. Dado que M’ C rad(M) se
tiene M’ Cm, por loque M = M’ + L Cm C M, lo cual no pasa. Por lo tanto
L=M.

(b) = (a) Podemos suponer que .#); # (). Sea m € #y, luego por (b)
M'"+m C M,y entonces M' C (), c 4, m=rad(M). O

Proposicién 2.6.8 (Nakayama). Sea R un anillo. EntoncesV I € £(rR), las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 1C J(R).

(b) ¥V M € mod(R), ¥ L € Z(rM) siL+IM =M entonces M = L.
(¢) YV M € mod(R), si IM =M entonces M = 0.
(d)1+I:={1+x|xze€l} CUR):={re€R|r esinvertible}.

()

e) Ve el, 14 x esinvertible a izquierda.

Demostracién. (a) = (b) Sean I C J(R), M € mod(R) y L < M tales que
L+ IM = M. Por 2.6.6, se tiene que IM C J(R)- M C rad(M); por lo tanto
IM Crad(M), y de 2.6.7 concluimos que L = M.

(b) = (c¢) Sea M € mod(R) tal que IM = M. En particular se tiene que
IM +0= M,y por (b) se obtiene que M = 0.

(¢) = (b) Sean M € mod(R) y L < M tales que L + IM = M. Luego
I-(M/L)=({IM+L)/L =M/L;porloquel-(M/L)=M/L,y como pM
es finitamente generado se tiene que M /L también lo es. Aplicando (c) se tiene
que M/L =0, i.e. M = L.

(b) = (d) Seaz € I yu :=14+x. Dedonde R = Ru+I1R pues r = ur+xz(—r);
y como gR € mod(R) y 1 € R, de (b) concluimos que R = Ru. Por lo que
existe v € R tal que vu = 1. En particular 1 = vu = v(1+2) = v+ vz, y
asi v = 1 +v(—z) € 1+ I. Por el mismo razonamiento 3 w € 1 + I tal que
wv = 1. Rescribiendo, se tiene w = w - 1 = w(vu) = (wv)u = 1 -u = w; por lo
tanto existe u=t € 1+ I.

(d) = (e) Es trivial.

(e) = (a) Sea I € Z(rR) que satisfaga (e). Veamos que Vm € ., g se tiene
que I C m. Supongamos que existe m € .#, g tal que I g m. Luego, como m es
maximal, R =T+ mimplicaque l =x+y € l4+m, y=1+(—x) € 1+1,y por
(e), y € m con y invertible a izquierda. Entonces m = M, lo cual no sucede. 0

Corolario 2.6.9. Para todo anillo R, se tiene que J(R) = J(RP).
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Demostracién. Sea R una anillo, veamos que
J(R?) C J(R). (2.8)

En efecto, por 2.6.6 (a), J(R°P) < R°P, por lo tanto J(R°?) < R. Aplicando 2.6.8
(d) a R°P se tiene 1+ J(R°?) SU(R°P) = U(R). Luego por 2.6.8 (a) concluimos
que J(R°P) C J(R).

Finalmente, aplicando (2.8) se tiene la siguiente cadena de inclusiones

J(R) = J((R™)") € J(R") € J(R),
probandose que J(R) = J(RP). O

Ejercicio 2.6.10. Sea A un anillo artiniano (noetheriano) a izquierda. Pruebe
que ¥ M € mod(A), M es artiniano (noetheriano).

Lema 2.6.11. Sean R un anillo y I <R. Consideremos el epimorfismo candnico
de anillos m: R — R/I. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

(a) Sea S un grupo abeliano.

(a1) Si rS es simple y I C J(R), entonces la accion a izquierda en S
R/I xS — S, (T,8) — T+ :=rs, proporciona una estructura de
R/I-médulo a S, y ademds r;1S es simple.

az) Si /1S es simple, entonces rS, con la estructura de R-mddulo in-
/
ducida por el cambio de anillos m: R — R/I, es simple.

(b) SiIC J(R) entonces J(R/I) = J(R)/I.
() J(R)/I < J(R/I).

Demostracion. (a;) Sea gS simple y I C J(R). Por 2.6.6 (b), se tiene que
J(R)-S =0, por lo que I C anng(gS) =={re R|r-s=0V s e S} En
consecuencia, (T, s) — T - s := rs estd bien definida y S € Mod(R/I).

Veamos que /7S es simple. Sea 0 # = € S; entonces (R/I) -z =R-x = 85.

(a2) Sea ;S simple, y consideremos a rS como R-médulo via el cambio de
anillosm: R — R/I,estoesr -z:=7w(r)x Vre RyVa e S Sea0#ux €S,
luego R- 2 = (R/I)x = S pues /S es simple, probandose que rS es simple.

(b) Verificamos primero que el cambio de anillos 7 : R — R/I induce una
biyeccion My — My, k/r, RM — T(M), con inversa m’ — 7! (m).

En efecto, sea m € .#,p, veamos que w(m) € My, r/1- Se tiene que
(R/I)/(m/I) ~ R/m en Mod(R) y R/m es simple en Mod(R); entonces por
(a1), (R/I)/(m/I) es simple en Mod(R/I), por lo que w(m) € 4, r/1-

Seam’ € A, LR/ Y consideremos a m’ como R-médulo via el cambio de
anillos 7 : R — R/I. Como 7 es un morfismo de R-médulos y ademds pm’ €
Z(rR/I), se tiene que 3! m € L (rR) tal que I Cm y m’ = m/I. Veamos que
m € M, r. En efecto, R/m ~ (R/I)/(m/I) = (R/I)/w'. Por (az2), (R/I)/w/
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es simple en Mod(R), luego R/m es simple en Mod(R); por lo tanto m € .#,, g.
Ahora, usando la biyeccién recién probada, tenemos

JR/H= () Z= () =X)=x| () X|=JR)/IL
Ze'/”R/IR/I XE%RR XE%RR

(¢) Por 2.6.8 (e), aplicado a R, se tiene que 1+ z es invertible a izquierda
V x € J(R). Entonces 1+ T es invertible a izquierda V T € J(R)/I; y de 2.6.8
concluimos que J(R)/I C J(R/I). O

Corolario 2.6.12. Sean R un anillo y I < R. Si 3 n € N* tal que I =0, y
ademds J(R/I) =0, entonces I = J(R).

Demostraciéon. Veamos que I C J(R). Sea x € I, luego 2™ € I = 0, de donde
(I+x+-+2" (1 —2)=1;ypor 2.6.8, I C J(R).

Ahora, como I C J(R), se tiene por 2.6.11 (b), que J(R)/I = J(R/I) = 0;
lo cual muestra que I = J(R). O

Proposicién 2.6.13. Sea R un anillo y M € mod(R) artiniano. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades.

(a) Exziste una familia finita {m;}ier C My tal que rad(M) = (), ; my.
(b) rM es semisimple si y sélo si rad(rM) = 0.
(¢) M/rad(M) es semisimple.

Demostracién. (a) Sabemos que rad(M) = ﬂXe/lRM X. Podemos asumir que
Moy #D. Sea my € M5, luego rad(M) C my.

Sirad(M) = my, la familia buscada es {m; }. Supongamos que rad(M) C my;
entonces existe my € A, pr tal que rad(M) Cmy ((my C my.

Si rad(M) = m; N my, la familia buscada es {m;, my}. Si no, entonces
rad(M) € m; Nmg C my; por lo tanto 3 m3 € 4, tal que rad(M) C m§:1 m;.
Dado que gM es artiniano, el procedimiento anterior termina en un numero
finito n de pasos. Luego existe {m;}?, C .#, s tal que rad(M) = (i, m;.

(b) Sea M = @,.; rSi, donde rS; es simple V i. Podemos asumir que I # ().
Entonces, por 2.6.4, rad(M) = @,.; rad(rS;) = 0.

Supongamos que rad(M) = 0. Si A, = 0, entonces M = rad(M) =
0, i.e. M es semisimple. Ahora suponemos que .#,, # (. Por (a), existe
una familia {m;}?, C ., tal que rad(M) = (i, m;. Luego el morfismo
o M/rad(M) — @;_, M/m;, v +rad(M) — (z+my,...,z+m,), es un
monomorfismo de R-mddulos pues Ker(yp) = rad(M)/rad(M) = 0.

Como @, M/m; es semisimple y ¢ es un monomorfismo, en virtud de 2.5.5
se tiene que M /rad(M) es semisimple; por lo que rpM es semisimple, segin la
hipotesis.

(¢) Como g M es artiniano, por el Ejercicio 2.1.20, p M /rad(M) es artiniano.
Por otro lado, de 2.6.2, rad(M /rad(M)) = 0; y M /rad(M) es semisimple, segin
(b). O
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Teorema 2.6.14. Sea A un anillo artiniano a izquierda y v := J(A). Entonces
se satisfacen las siguientes propiedades.

t es nilpotente, i.e. 3 n € NT tal que t" = 0.

V' M € mod(A), M es semisimple si y sdlo sit- M = 0.

(a)
(b) AJr es un anillo semisimple artiniano a izquierda.
(c)

)

(d) rk(Ko(A)) = rk(Ko(A/r)) < oo (en particular, hay un nimero finito de
A-simples hasta isomorfismos).

(e) A es noetheriano a izquierda.

Demostracién. (a) Dado que pA es artiniano, de la cadena descendente de
ideales a izquierda aA >t >t2 > ... > ™ > ... | se tiene que existe n € NT
tal que t**! = t™. Veamos que t” = 0.

Supongamos que t” # 0. Consideremos la clase

F = {I € L(\A) | " T#0}.

Tenemos que .# # (), pues t € .%#. Por ser pA artiniano y .% # (), por el Ejercicio
2.1.18, (#,<) contiene un elemento minimal que denotaremos por a. Veamos
que a € mod(A).

En efecto, sea € a tal que t"z # 0. Entonces t"(Ax) # 0, i.e. Az € F,y
por la minimalidad de a, Az = a. Por lo tanto a € mod(A).

Por otro lado, 0 # t"a = t"Tla = t"(va), i.e. vta € .¥; entonces ta = a y
por el lema de Nakayama a = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo que ¢ = 0,
esto es, t es nilpotente.

(b) Consideremos el epimorfismo de anillos 7 : A — A/t. Verificaremos que
A/t es artiniano a izquierda. En efecto, dada una cadena {, /:Ni}ieN descen-
dente en .Z(4 . A/t), por cambio de anillos 7 : A — A/t, se tiene una cadena
descendente {AN;}ien en Z(aA), la cual se estabiliza pues A A es artiniano. En
consecuencia {4/ N;}ien se estabiliza.

El hecho de que A/t es semisimple a izquierda se sigue de 2.6.13 (c).

(c) Sea M € mod(A). Por el Ejercicio 2.6.10, A M es artiniano. Supongamos
que M es semisimple; entonces por 2.6.6 (a) v- M C rad(M). Pero por 2.6.13
rad(M) = 0, consecuentemente v - M = 0. Ahora supongamos que t- M = 0.
Luego M € Mod(A/t); y como A/t es semisimple a izquierda, se tiene que 5 /e M
es semisimple (cf. 2.5.14), esto es,

aeM =@ apSi,

iel

donde ,/.S; es simple V i. Haciendo cambio de anillos 7 : A — A/t, se tiene
de 2.6.11 (a) que \M = ,.; AS; donde A S; es simple V i, probdndose (c).
(d) Como A/t es semisimple a izquierda, de 2.5.16, se tiene que hasta iso-
morfismos solo hay un ntimero finito ¢ de A/v-simples: A /cS1,4/¢ S2,- - 50/ St
Haciendo cambio de anillos 7 : A — A/, veremos que hasta isomorfismo los
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A-simples son A S1, 252, ..,AS:. En efecto, por 2.6.11 (az) sabemos que A S; es
semisimple V i. Por otro lado, del Ejercicio 1.9.6, se tiene que

HOIHA(ASZ',AS]') = HomA/t(A/tSi, A/rSj) =0 si 1 75 ]

Por lo tanto, {5.5;}f_; no son isomorfos dos a dos. Sea ahora 4.5 un simple.
Por 2.6.11 (a1) se tiene que 4 /.S es simple, por lo que 34 tal que 5 /S =~ 4 /¢ Siy;
y como Homy /¢ (a /e, a/eSiy) = Homp (45, ASi, ), se tiene que .S >~ 5.5;,.

(e) Por (a), tenemos la siguiente filtracién

ADtD¢?*D ... D" =0.
Veamos que t/t'*t! es un A-médulo semisimple, finitamente generado y arti-

niano V ¢ con 0 < i < n — 1, donde t° := A. En efecto, consideremos para cada
1, los siguientes epimorfismos candnicos

AN — AJet — et et

Dado que A A es artiniano y finitamente generado, del epimorfismo yA — A /t?,
se tiene que A/t’ es artiniano a izquierda y finitamente generado; andloga-
mente t¢/t'T1 es artiniano y finitamente generado. Por otro lado t(x?/t'*1) =
v+l /vitl = 0. Por lo tanto v?/t**! es semisimple, en virtud de (c).

Ahora bien, de la afirmacién anterior y de 2.1.25 se tiene que t*/t'*! es un
A-médulo noetheriano V i tal que 0 <7< n— 1.

Finalmente, consideremos la siguiente familia de sucesiones exactas

0—t—A— A/t —0,

00—t —t—t/t>? —0,

n—2

00—t — t"_3/r"_2 — 0,

0 tn—l tn—2 tn_2/tn_1 0.

Dado que t?/ti*! es noetheriano V i, aplicando el Ejercicio 2.1.20 a la familia
anterior de sucesiones exactas, se obtiene que A A es noetheriano. O

Corolario 2.6.15. Sea A un anillo. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) mod(A) = f.L.(A).
(b) A es artiniano a izquierda.

(c) v:= J(A) es nilpotente y t'/v'*t! es un A-mddulo finitamente generado y
semisimple ¥ i > 0, donde t° := A.
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Demostracion. (a) = (b) Si AA € mod(A) = f.I.(A), entonces por 2.1.22, A
es artiniano a izquierda.

(b) = (a) Por 2.1.22 y el Ejercicio 2.1.17, se tiene que f.I.(A) C mod(A).
Por otro lado, oA es artiniano y noetheriano (por 2.6.14 (e)). Sea M € mod(A),
entonces 3 n € N y un epimorfismo yA" — M. Por ser yA™ artiniano y
noetheriano, obtenemos que M es artiniano y noetheriano; y por 2.1.22, se
concluye que M € f.I.(A).

(b) = (c) Por 2.6.14 (a) t es nilpotente; y en 2.6.14 (e) se probé que t¢/ci*!
es un A-médulo finitamente generado y semisimple V i > 0.

(c) = (b) Supongamos que t" = 0 para algin n € NT y que v?/t'*! es
finitamente generado y semisimple V i con 0 <7< n — 1.

Veamos primero que si M € mod(A) y M es semisimple, entonces y M es
artiniano. En efecto, sea M = P,.; o5; y finitamente generado. Luego existen
mi, Mo, ...,mg € M tal que p\M =< mq,mo,...,mp >.Paracadad, 31, C T
finito tal que m; = Zjeli x;; donde x;; € AS;. Dado que para cada m € M
se tiene que m = Z?zl Aim; con \; € A. Concluimos que AM = @, ASi
con I' :== Ule I; finito; y como A S; es artiniano, se tiene que A M es artiniano.
Ahora bien, de la demostracién de 2.6.14 (e), sabemos que t?/t**! es artiniano
Visio<i<n—1.

La prueba se sigue como en la tdltima parte de 2.6.14 (e), considerando la

filtracién
ADtD2D .- D" =0.

O

Corolario 2.6.16. Para un anillo A, se tiene que A es artiniano a izquierda y
J(A) =0 si y sélo si A es semisimple.

Demostracién. (=) Supongamos que A es artiniano a izquierda y que J(A) =
0. De 2.6.14 (b), sabemos que A/J(A) es semisimple; y como J(A) = 0, A es
semisimple.

(<) Sea AA = @,.; ASi donde A S; es simple V i € I. Entonces

J(aA) = rad <€D A&-) = Prad(x8;) = 0.

icl il
Finalmente, por 2.5.17 (b), concluimos que 5 A es artiniano a izquierda. O

Corolario 2.6.17. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces las siguien-
tes condiciones se satisfacen.

(a) Y IQA, I esnilpotente y A/I es un anillo semisimple si y sélo si J(A) = 1.
(b) YV M € Mod(A), rad(M) = J(A)- M.

Demostracién. (a) Sea I < A nilpotente y A/I semisimple. Por 2.6.12 es sufi-
ciente ver que J(A/I) = 0. Pero esto ultimo es consecuencia de 2.6.16.
La otra implicacién sale de 2.6.14 (a) y (b).
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(b) Sea M € Mod(A) y t = J(A). Consideremos el epimorfismo canénico
m: M — M/tM. Por 2.6.6 sabemos que tM C rad(M); luego

rad(M)
tM

=7(rad(M)) = rad(M /tM),

donde la tltima igualdad sucede por 2.6.3 (b). Por lo tanto es suficiente ver que
rad(AM/tM) = 0. De 2.6.14 (b) tenemos que A/t es semisimple y M/tM es un
A /t-médulo. Entonces por 2.5.14, /(M /tM) = @,;c; a/eSi, y de 2.6.11 (az), se
tiene que A (M/tM) = @,c; aS:. Por lo tanto , se concluye que rad(a(M/cM))
= @D, rad(aS;) = 0. O

Ejercicio 2.6.18. Sea A un anillo artiniano a izquierda y M € mod(A). Pruebe
que V N € Z(pAM), si M/N es simple entonces rad(M) C N.

Lema 2.6.19. Sean R y S anillos y Mg € gModg. Entonces

(a) Si R es artiniano a izquierda (derecha), se tiene que End(Mg) también lo
es.

(b) Si S es artiniano a izquierda (derecha), se tiene que Endr(M)°P también
lo es.

Demostracién. (a) Sea R artiniano a izquierda. Consideremos el morfismo de
anillos (cf. 1.10.3) A : R — End(Mg) =: I". Veamos que rI' es artiniano. En
efecto, dada una cadena {rX;};cn descendente en Z(rI'), se tiene, por cambio
de anillos A : T' — A, una cadena {gX;};en descendente en Z(gR); y como
rR es artiniano, dicha cadena se estabiliza.

(b) La demostracién es andloga al caso (a), usando el cambio de anillos
p: S — Endg(M)°P. O

Proposicion 2.6.20. Sea R un anillo conmutativo y artiniano. Entonces para
todo M € Mod(R), Endg(M) es artiniano a izquierda y a derecha.

Demostraciéon. Sea M € Mod(R). Dado que es R conmutativo, se tiene que
rMpg € RModg, donde m - r°P := rm. Como Ry R°P son artinianos a izquierda
y Endg(M) = End(Mpger), €l resultado se sigue de 2.6.19. O

Ejercicio 2.6.21. Sea R un anillo (no trivial). Pruebe que si todo € R\ {0}
es invertible a izquierda, entonces R es un anillo con divisién.

2.7. Anillos locales

Teorema 2.7.1. Sea A un anillo no trivial. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) A tiene un dnico ideal a izquierda maximal.

(b) J(A) es el unico ideal a derecha maximal en A.
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(¢) J(A) = A\ U(A).
(d) A\U(A) es cerrado bajo la suma en A.
() VAEA, {\1—ANU(A) # 0.

(f) AJJ(A) es un anillo con division.

Demostracién. (a) = (f) Sea #, x = {m}. Luego m = J(A)<A. Consideremos
el anillo I' = A/m. Por ser m maximal, se tiene que el A-médulo AT es simple.
Veamos que V = € I'\ {0}, z tiene inverso a izquierda. En efecto, sea x € T'\ {0},
luego = X := A+m para algiin A € A. Como I es simple, se tiene que Az = T';
luego 3 p € A tal que px = 1. Pero T = pz = pX + m = @A = fiz. Por lo tanto,
x tiene inverso a izquierda, y por el Ejercicio 2.6.21, I' es un anillo con divisiéon.

(a) = (b) Sea A, p = {m}. Luegom = J(A)<A, y como J(A?) = J(A) = m,
es suficiente probar que m € .#, , . Para esto hay que ver que (A/m), es simple.
En efecto, por (f), sabemos que A/m es un anillo con divisién y la estructura de
A-médulo a derecha de My := (A/m) estd dadapor T-A = zAV 2 €m, VA € A.
Sea 0 # T € my, luego 37 € A/m tal que 7y = 1. Entonces, para 7 € m, se
tiene que T(yv) = Tyv =Ty -0 =0, y as{ T- A = my. Por lo tanto my es simple,
y por consiguiente my es maximal.

(b) = (a) Sea )\, = {J(A)}. Entonces {J(AP)} = M, oppeor, ¥y poOr la
implicacién (a) = (b), con A, se tiene que {J(A°P)} = ,//ZAZzgw =M.

(¢) = (a) Supongamos que J(A) = A\ U(A). Sea m € ., a; entonces
m C A\ U(A) = J(A), por lo que J(A) = m.

(¢) = (d) es claro.

(d) = (e) Sea A € A, si {\,1 = A} NU(A) =0, se tiene que 1 = X+ (1 — A)
no es invertible, lo cual no pasa.

(e) = (a) Seam € .#, 5. Dado que mNU(A) = () (pues om es maximal), se
tiene que 1 +m C U(A); y por el Lema de Nakayama m C J(A). Por lo tanto
m=J(A).

(f) = (c) Sea A/J(A) un anillo con divisién. Entonces J(A) C A\U(A) pues
A/J(A) es no trivial. Sea x € A\ U(A) y supongamos que z ¢ J(A); por lo
tanto 0 # T € A\ J(A). Luego T € U(A/J(A)), y entonces Az + J(A) = Ay
xA+J(A) = A. Por el Lema de Nakayama se tiene que Az = A y A = A; por lo
que x € U(A), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A\ U(A) C J(A). O

Definicién 2.7.2. Un anillo A, se dice que es local si es no trivial (i.e. A # 0)
y satisface alguna de las condiciones equivalentes de 2.7.1.

Ejercicio 2.7.3. Sea R un anillo y M € Mod(R). Pruebe que:

(a) Si e € End(gM) es tal que e = e, entonces M = eM & (1 —e)M y
eM ={meM | e(m)=m}.

(b) Si gM = rM; ® r M, entonces 3 e € Endg(M) tal que e = e y ademds
RMl =eM y RM2 == (1 —€)M.
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Definicién 2.7.4. Sea R un anillo y M € Mod(R). Se dice que gM es inescin-
dible (indescomponible) si satisface las siguientes condiciones:

(a) RM 7& 0, y
(b) si RM = rM; ® rM>, entonces M7 =0 6 My = 0.

Proposicién 2.7.5. Sea R un anillo y M € Mod(R). Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) rM es inescindible.

(b) Endgr(M) es no trivial y sus inicos idempotentes son los triviales, i.e. 1ps
y 0.

Demostracién. (a) = (b) Como gM # 0 se tiene 1) # 0. Por lo tanto
Endg (M) es no trivial. Sea e € Endg(M) idempotente. Por el Ejercicio 2.7.3
(a), se tiene que M = eM @ (1 — e)M; y por ser M inescindible, eM = 0
6(l—e)M =0;estoese=061—e=0, s.e.e=06e=1.

(b) = (a) Supongamos que pM = pM; ® rRMy (M # 0, pues 15 # 0).
Por el Ejercicio 2.7.3 (b), 3 ¢ € Endg(M) tal que e> = ey My = eM y
My = (1 —e)M, por lo que M; =06 My = 0. O

Proposicién 2.7.6. Sea R un anillo. Si R es local, entonces R es no trivial y
los unicos idempotentes de R son los triviales.

Demostracién. Seae € Rtal que e? = e. Luego e(1—e) = 0,y como R es local,
se tiene que {e,1 — e} NU(R) # 0. Si e € U(R), entonces 1 —e =0, i.e. e = 1;
ysi1l+e € U(R), entonces e = 0. O

Corolario 2.7.7. Sea R un anillo y M € Mod(R). Si Endr(M) es local enton-
ces rM es inescindible.

Demostracion. Es inmediato de 2.7.5 y 2.7.6. O

2.8. Estructura de los proyectivos

Definicién 2.8.1. Un epimorfismo f : A — B en Mod(A), se dice que es un
epi-esencial si satisface: V g € Homp (X, A) si fg: X — B es un epimorfismo
entonces g es un epimorfismo.

Proposicién 2.8.2. Sea f: A — B un epimorfismo en Mod(R).

(a) Sea A € mod(R). Entonces, [ es un epi-esencial si y sélo si Ker(f) C
rad(A).

(b) Sea f : A/rad(A) — B/rad(B) con f(a + rad(A)) := f(a) + rad(B).

Entonces, Ker(f) C rad(A) siy sdlo si f es un isomorfismo.
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Demostracion. (a) Sabemos que A es finitamente generado.
(=) Supongamos que f es un epi-esencial. Sea Z € £ (4 A) tal que satisface

Ker(f) + Z = A. Consideremos Z % A 4, B, donde iz es la inclusidn.
Entonces B = f(A) = f(Ker(f) + Z) = f(Z) = Im(fiz). Por lo tanto fiz es
un epimorfismo; luego iz es un epimorfismo, entonces A = Z, lo cual implica
por 2.6.7, que Ker(f) C rad(A).

(<) Supongamos ahora que Ker(f) C rad(A4). Sea g : X — A tal que
fg : X — B es un epimorfismo. Veamos primero que A = Ker(f) 4+ Im(g).
En efecto, para cualquier a € A, 3z € X tal que fg(x) = f(a). Por lo tanto
a = (a—g(z)) + g(x), donde a — g(x) € Ker(f) y g(x) € Im(g); probdndose
que A = Ker(f) + Im(g). Aplicando 2.6.7 a la afirmacién anterior, se tiene que
Im(g) = A.

(b) Veamos primero que f : A — B induce el siguiente diagrama conmu-
tativo y exacto en Mod(R) :

0——rad(4) —— A 2% Afrad(4A) —— 0

Jf'rad(A) Jf J,f

0——rad(B) —— B —25 B/rad(B) —— 0.

En efecto, por 2.6.3 (a), se tiene que la restriccién de f en rad(A) hace
conmutar el cuadrado a la izquierda en el diagrama; y por lo tanto 3 ! f :
A/rad(A) — B/rad(B) que hace conmutar el segundo cuadrado. Observe que
f es un epimorfismo, pues f lo es.

(=) Supongamos que Ker(f) C rad(A), entonces por 2.6.3, se tiene que
f(rad(A)) = rad(B). Ahora sea a + rad(A) € Ker(f), luego f(a) +rad(B) = 0.
Esto muestra que f(a) € rad(B) = f(rad(A)), entonces 3 o’ € rad(A) tal que
f(a) = f(a’), lo cual implica que a — a’ € Ker(f) C rad(A). Por lo tanto
a € rad(A) y Ker(f) = {0}.

(«=) Ahora supongamos que Ker(f) = {0}. Si a € Ker(f), entonces f(a +
rad(a)) = f(a) + rad(B), luego a + rad(A) € Ker(f) = {0}. Por lo tanto a €
rad(A). O

Corolario 2.8.3. Sea A un anillo y A € mod(A). Entonces, el epimorfismo
candnico m: A — A/rad(A) es un epi-esencial.

Demostracién. Es consecuencia de 2.8.2 (a). O
Proposicién 2.8.4. Sea f: A — B un epimorfismo en Mod(A). Entonces
(a) Si A€ fl.(N) yf esun epi-esencial, se tiene que [ es minimal a derecha.

(b) Si A es proyectivo, entonces f es minimal a derecha si y sdlo si f es un
epi-esencial.

Demostracion. (a) Sea A € f.I.(A). Por 2.3.12, existe una descomposicién
A=A @ A" de A tal que flar : A” — B es minimal a derecha y un epi-
morfismo. Como f|a» = fiar y f es esencial, se tiene que 14/ : A” — A es
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un epimorfismo. Luego A = A", y en consecuencia f|a4» = f, por lo que [ es
minimal a derecha.

(b) Supongamos que A es proyectivo.

(=) Sea g : X — A tal que fg : X — B es un epimorfismo. Entonces
Jdh: A — X tal que hace conmutar al siguiente diagrama

A

L

X—B

i

A.

Como f(gh) = f y f es minimal a derecha, tenemos que gh es un isomorfismo;
y por lo tanto g es un epimorfismo.
(<) Ahora, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A

N

g B

r

A.

Dado que fg = f, f es esencial y A es proyectivo, se tiene que g es un split-epi,
t.e. 3 h: A — A tal que gh = 14 (en particular h es un monomorfismo).
Por otro lado fh = f(gh) = f; luego h es un epimorfismo, y por lo tanto un
isomorfismo. Finalmente como gh = 14, g es un isomorfismo. O]

Definicién 2.8.5. Sea A un a anillo y A € Mod(A). Una cubierta proyectiva
de A es un epi-esencial P — A donde P es un proyectivo.

Ejercicio 2.8.6. Sea A un anillo y A € Mod(A). Pruebe que si f : P — A
y g : @ — A son cubiertas proyectivas de A, entonces existe un isomorfismo
m : P — @ tal que el siguiente diagrama conmuta

P

Definicién 2.8.7. Si A € Mod(A) admite una cubierta proyectiva, se tiene
por el Ejercicio 2.8.6 que esta es tnica hasta isomorfismos. Denotaremos por
€4 Po(A) — A a la eleccién de una cubierta proyectiva de A.
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Teorema 2.8.8. Sea A un anillo artiniano a izquierda. EntoncesV A € mod(A)
existe €4 : Po(A) — A con Py(A) € mod(A).

Demostracién. Por 2.6.15, se tiene que mod(A) = f.I.(A). Sea A € mod(A),
luego 3 n > 1 y un epimorfismo g : \A” — A. Dado que AA™ € mod(A) =
f.1.(A), por 2.3.12, existe una descomposicién A" = P@ P’ tal que g|p : P —
A es suprayectivo y minimal a derecha, donde P es un proyectivo finitamente

generado. Luego, por 2.8.4 (b), g|p : P — A es una cubierta proyectiva de
A. O

Lema 2.8.9. Sean A un anilloy f: A — B, g: B — C dos epimorfismos
en Mod(A). Entonces, gf es un epi-esencial si y sdlo si f y g lo son.

Demostracién. (=) Sea gf un epi-esencial. Veamos que f es un epi-esencial.
Sea h : X — A tal que fh es un epimorfismo. Luego g(fh) es un epimorfismo;
y como ¢gf es un epi-esencial, h es un epimorfismo.

Ahora veamos que g es un epi-esencial. Sea h : Y — B tal que gh es un
epimorfismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, donde F es el

pull-back de fy h
E Y
n J Jh
A

I
Como f es un epimorfismo, se tiene que f’ es un epimorfismo. Del diagrama
gf(h') = (gh)f’, y por ser gh y f' dos epimorfismos, gfh’ es un epimorfismo.
Ahora bien, como gf es esencial, i’ es un epimorfismo, lo cual implica que hf’
es un epimorfismo; y por lo tanto h también lo es.

(<) Es claro de la definicién. O

f/

—

Definicién 2.8.10. Sea A un anillo. Para cada M € Mod(A) se define eltop
de M como top(M) := M/rad(M). Denotaremos por mp : M — top(M) al
epi-canénico, i.e. mp(m) :=m+rad(M)V m e M.

Lema 2.8.11. Sea A un anillo. Entonces, la correspondencia

top : Mod(A) — Mod(A) (X —L5 ¥) i (top(X) “2Y top(v)),

donde top(f) := f estd dado por f(z +rad(X)) := f(z) +rad(Y), es un funtor
aditivo que conmuta con coproductos arbitrarios y preserva epimorfismos.

Demostracién. Sea f: X — Y en Mod(A). Entonces f : top(X) — top(Y)
es el inico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

0——rad(X) —— X ﬂ)tOP(X) —0
[macy s |7

0——rad(Y) — Y — top(Y) —— 0.
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Para la unicidad de f, no es diffcil ver que top : Mod(A) — Mod(A) es un funtor
aditivo. Veamos que preserva epimorfismos. En efecto, sea f un epimorfismo;
luego f7r x también lo es, y por lo tanto f es un epimorfismo. Finalmente, veamos
que preserva coproductos

D Xi | DX .
mp <® Xi) S (@, X~ B, () = Dor¥)

el el

O

Proposicion 2.8.12. Sea A un anillo. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Para todo epimorfismo f: P — A en mod(A), con P un proyectivo, se
tiene que f es una cubierta proyectiva de A siy sdlo sitop(f) : top(P) —
top(A) es un isomorfismo.

(b) Sea {fi : P — A;}_, una familia de epimorfismos en mod(A), donde
P; es proyectivo ¥ i. Consideremos P := @, P, A = @, A y el
epimorfismo f = @, fi + P — A. Entonces V i, f; : P, — A; es
cubierta proyectiva de A; si y solo si f : P — A es cubierta proyectiva

de A.
Demostracion. (a) Es consecuencia de 2.8.2.
i 0
(b) Dado que f = : P — A, por 2.8.11 se tiene que
0 fn
top(/f1) 0
top(f) =
0 top(fn)

Entonces, por (a), f : P — A es una cubierta proyectiva de A <= top(f) :
top(P) — top(A) es un isomorfismo <= V i, top(f;) : top(P;) — top(4;) es
un isomorfismo <= V i, f; : P, — A; es cubierta proyectiva de A;. O

Proposicién 2.8.13. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces, la si-
guientes condiciones se satisfacen.

(a) V M € mod(A), el mdédulo top(M) es semisimple.

(b) Sea M € mod(A) y mpr : M — top(M) el epi-candnico. Entonces existe
un isomorfismo t : Po(M) — Py(top(M)) que hace conmutar al siguiente

diagrama
EM
P(M) —— M
\t ™™
Etop(M

Po(top(M)) 2D, top(11).
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(¢) Sea {aAM;}"_, una familia de objetos en mod(A) y M := @, M;. Enton-
ces existe un isomorfismo h: Py(M) — @, Po(M;) que hace conmutar
al siguiente diagrama

K2

B, Po(M;).

(d) V M € mod(A), si Py(M) es inescindible entonces top(M) es simple.

(e) YV M € mod(A) con M # 0, se tiene que M es inescindible o bien M =
@B, M;, donde M; es inescindible ¥ i.

Demostracién. (a) Sea M € mod(A). Por 2.6.15 (a) y 2.1.12 g M es artiniano,
y de 2.6.13 (¢) y 2.6.2 (a), concluimos que top(M) es semisimple.

(b) Por 2.8.3, mar : M — top(M) es un epi-esencial. Entonces, por 2.8.9,
se tiene que mprens 1 Po(M) — top(M) es una cubierta proyectiva. Luego, (b)
es consecuencia del Ejercicio 2.8.6.

(¢) Se cumple en virtud de 2.8.12 (b) y del Ejercicio 2.8.6.

(d) Sea M € mod(A) tal que Py(M) es inescindible. Dado que top(M) es
semisimple, es suficiente probar que top(M) es inescindible. Supongamos que
top(M) = My ® M,. Entonces, usando (b) y (¢) obtenemos

Py(M) ~ Py(top(M)) = Po(My & Mz) ~ Fo(M1) & Po(Mz).

Por lo tanto Py(M1) =0 6 Py(M3) =0, de donde My =0 6 My = 0.

(e) Sea 0 # M € mod(A). Dado que mod(A) = f.I.(A) (cf. 2.6.3), usaremos
induccién sobre £(M). Si ¢(M) = 1, se tiene que M es simple y por lo tanto
inescindible.

Sea ¢(M) > 2, y supongamos que M no es inescindible. Luego existen
My, My € (M) \ {0} tales que M = M; & M,. Dado que ¢(M;) < £(M) para
1 = 1,2, se tiene por hipdtesis inductiva, que M; y M, satisfacen la condicién
(e); y por lo tanto la satisface M. O

Definicién 2.8.14. Sea A un anillo. Denotaremos por Z(A) a la subcategoria
plena de Mod(A) cuyos objetos son los A-mddulos proyectivos y finitamente
generados.

Teorema 2.8.15. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen.

(a) V P e Z(A), el epi-candnico wp : P — top(P) es una cubierta proyecti-
va.
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b)) VPQe PN, P=Q siy sdlo sitop(P) = top(Q).
(¢c) ¥ Pe P(A), P es inescindible si y solo si top(P) es simple.

(d) Sea P € Z(A). Si P=@;_, Pi=@)_, Qj, donde P; y Q; son inescin-
dibles ¥V i, j, entonces n =m y 3 0 € S, tal que P; =~ Q) V i.

Demostracion. (a) Es consecuencia de 2.8.3, 2.6.2 y 2.8.13 (¢).

(b) Sean P,Q € Z(A). Si P ~ @, entonces top(P) ~ top(Q) pues al ser
top : Mod(A) — Mod(A) un funtor, preserva isomorfismos. Reciprocamente,
supongamos que top(P) ~ top(Q); luego por 2.8.13 (b) se tiene que

P ~ Py(P) ~ Py(top(P)) =~ Py(top(Q)) = Po(Q) ~ Q.

(¢c) Sea P € Z(A). Supongamos que P es inescindible; luego como Py(P) ~
P se tiene que Py(P) es inescindible; y por 2.8.13 (d), concluimos que top(P)
es inescindible. Por 2.8.13 (a), top(P) es simple.

Ahora sea top(P) simple, y P = P; @ P,. Luego top(P) = top(P;) ®top(P),
de donde top(P1) = 0 6 top(P2) = 0. Por 2.6.17, tenemos que P, = J(A)P;
6 Py = J(A)Py; y por el Lema de Nakayama P, =06 P, = 0.

(d) Sea P = @;_, P, = @]., Qj, donde P; y Q; son inescindibles V 4, j. Por
2.8.11, se tiene que top(P) = @, top(P;) = @', top(Q;), donde top(P;) y
top(Q;) son simples, segin (c). Dado que #(5.S) = 1 V oS simple, concluimos

que
n m

n =Y ((top(F;)) = L(top(P)) = Y £(top(Q;)) = m.

i=1 j=1
Por otro lado, como la multiplicidade de los simples esté bien definida (ver

2.1.12) se tiene que 3 o € S, tal que top(P;) ~ top(Q,(;)). Luego aplicando (b),
se tiene (d). O

Corolario 2.8.16. Sea A un anillo artiniano a izquierda y AS1,AS2,...,A5n
una lista completa de A-simples no isomorfos. Entonces

(a) Po(aS1),Po(aS2),.-.,Po(aSn) es una lista completa de A-mddulos pro-
yectivos inescindibles, finitamente generados y mo isomorfos.

(b) top(aA) =~ @, AS" siy solo si g\A ~ @@, Po(aS;)™.

Demostracién. (b) (=) Sea top(xA) = @, oS;". Sabemos por 2.8.12 (b),
que @, Po(aS;)™ — top(aA) es cubierta proyectiva, y por 2.8.3 yA —
top(aA) es cubierta proyectiva. Por lo tanto AA ~ @), Py(aS;)™ (ver Ejercicio
2.8.6).

(<) Ahora supongamos que aA ~ @; | Py(rS;)™. Luego por 2.8.11 y
2.8.12 (a), obtenemos que

n

top(aA) ~ @top(PO(ASi))mi ~ @ ASTE

i=1 i=1
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(a) Dado que top(Py(aS;)) ~ aS; (ver 2.8.12 (a)), concluimos de 2.8.12
(b) que Po(aS1), Po(AS2), ..., Py(aSy) son no isomorfos dos a dos. Veamos que
la lista es completa. Sea P proyectivo, inescindible y finitamente generado.
En particular, 3 m € N y un epimorfismo sA™ — A P. Luego, por ser 5P
proyectivo, 3 Q tal que P @& Q = AA™ ~ @, Py(»S;)"™ ™. Por lo tanto, de
2.8.15 (d), Jip tal que P ~ Py(aSi,)- O

Ejercicio 2.8.17. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Pruebe que V A €
mod(A) se tiene que top(Py(A)) ~ top(A4).

Teorema 2.8.18. Sea A un anillo (no trivial) artiniano a izquierda. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es un anillo local.
(b) Los tnicos idempotentes son los triviales.

Demostracién. (a) = (b) Es consecuencia de 2.7.6.

(b) = (a) Supongamos que los tinicos idempotentes de A son los triviales.
Dado que A ~ End(,A)°P, se tiene que End(sA) sélo tiene idempotentes trivia-
les, y por 2.7.5, oA es inescindible. En virtud de 2.8.16, tk(Ky(A)) = 1, y de
2.6.14 (d), tenemos que rk(Ko(A/J(A))) = 1. Luego, por 2.6.14 (b), A/J(A) es
simple como A/J(A)— médulo; en particular es simple como A-mdédulo, por lo
que J(A) es un ideal a izquierda maximal en A, probandose que A es local. O

Corolario 2.8.19. Sea R un anillo conmutativo y artiniano. Entonces V M €
Mod(R), Endg(M) es local si y sdlo si M es inescindible.

Demostracién. La afirmacion es resultado de aplicar 2.6.20, 2.8.18 y 2.7.5
(b). O

Corolario 2.8.20. Sea A un anillo no trivial artiniano a izquierda y P € 2(A).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) P es inescindible.
(b) A, p ={rad(P)}, i.e. rad(P) es el unico submddulo mazimal de P.
(¢) Enda(P) es local.

Demostracién. (a) = (b) Sea P inescindible. Por 2.8.15 (c), top(P) es simple,
lo cual muestra (b).

(b) = (c) Sea A, p = {rad(P)}. Para ver que End, (P) es local, verificare-
mos 2.7.1 (d). Veamos primero que

V f € Enda(P), f no es un isomorfismo <= Im(f) C rad(P). (2.9)

En efecto, por el Ejercicio 2.1.14 (b), se tiene que f no es un isomorfismo si y
sélo si f no es un epimorfismo; y por hipdtesis, esto tltimo es equivalente a que
Im(f) C rad(P).
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Ahora bien, sean f,g € Enda(P) no invertibles. Luego, por (2.9) se tiene
que Im(f 4+ g) C Im(f) + Im(g) C rad(P); esto es, Im(f + g) C rad(P), y de
nuevo, por (2.9), f + g no es un isomorfismo.

(c) = (a) Sale de 2.7.7. O

Definicién 2.8.21. Sea A un anillo.
(a) Una familia {e1,ea,...,e,} de idempotentes en A se dice que es:

(a1) Completasil=>3"" e,
(a2) Ortogonal si e;e; =0V i # j.

(b) Un idempotente e € A es primitivo si e # 0, y cada vez que e = f + g con
f, g idempotentes y fg = 0, se tiene que f =06 g = 0.

Ejercicio 2.8.22. Sea A un anillo (no trivial) y e € A un idempotente no nulo.
Pruebe que

(a) SiAe=@]_, P ye; € P, son tales que e = >, e;, entonces {e;}I'_; es
una familia de idempotentes en A ortogonales tal que Ae; = P; V i.

(b) Si {e;}; es una familia de idempotentes ortogonales en A tal que e =
>oi e, entonces Ae; € L (Ae) y Ae = P, Ae;.

Lema 2.8.23. Sea A un anillo (no trivial) y e € A un idempotente. Entonces,
e es primitivo si y sélo si Ae es un A-mddulo proyectivo inescindible.

Demostracién. Sea e? = e primitivo. Consideremos el idempotente e’ := 1—e.
Luego ee’ = e’ey ede’ = 1;y por el Ejercicio 2.8.22, se tiene que y\A =A e @ A€/,
de donde Ae € Z(A). Veamos que Ae es inescindible. Sea Ae = P & Py y
e; € P, i = 1,2 tales que e = e1 + es. Por el Ejercicio 2.8.22 (a), {e1,e2} es
una familia de idempotentes ortogonales de A tales que Ae; = P;. Como ¢ es
primitivo, se tiene que e; = 0 6 es = 0; lo cual muestra que P, =06 P, = 0.
Sea Ae inescindible y e = e; + e2 con {ej, ea} una familia de idempotentes
ortogonales de A. Por el Ejercicio 2.8.22 (b), Ae; ® Aes = Ae; de donde Ae; =0
6 Aey = 0 por ser Ae inescindible. Por consiguiente e; =0 6 ex = 0. O

Teorema 2.8.24. Sea A un anillo (no trivial) artiniano a izquierda. Enton-
ces existe una familia completa {e1,ea,...,en} de idempotentes ortogonales y
primitivos en A.

Demostracién. Por 2.8.16, tenemos yA = @?:1 AP; con A P; inescindible V 3.
Seae; € P; talque 1 ="' | e;. Luego, por el Ejercicio 2.8.22 y 2.8.23, se tiene
que la familia {ej,eq, ..., e,} satisface las condiciones requeridas. O

Ejercicio 2.8.25. Sea A un anillo artiniano a izquierda, v := J(A) y {e, f}
una familia de idempotentes en A. Pruebe que el siguiente morfismo de gru-
pos abelianos ¢ : eAf — Homp (Ae, Af), dado por p(eAf)(Ne) := NeAf, es
un isomorfismo, y que la restriccion ¢|eemy @ et™f — Homa (Ae,t™ f) es un
isomorfismo.
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2.9.

Dimensiones homolégicas en mod(A)

Definicién 2.9.1. Sea A un anillo artiniano a izquierda.

(a)

(e)7r

Una resolucidn proyectiva Py de M € mod(A) es una sucesién exacta larga
en mod(A)

Py:--+-—P,— Py 41— - — P —F—M-—0,

donde P, € #(A)VieN.

Decimos que P, tiene longitud finita si 3 m € N tal que P, =0V n > m;
en tal caso, {(P,) :=min{fm e N | P, =0V n > m}.

Decimos que P, tiene longitud infinita, i.e. £(P,) = 00,siVm € N 3n >m
tal que P, # 0.

La resolucion proyectiva minimal Pe(M) de M € mod(A) es una sucesién
exacta larga en mod(A) (tnica hasta isomorfismos)

£(m) clm=1) 2 e
Po(M):-- — Py (M) 25 Py (M) 2 ... 25 (M) 25

(0)
Po(M) 25 M — 0,

tal que 5581) =em Yy 55\? : Pi(M) — Ker(sg\i[l)) es cubierta proyectiva
Vi>1.

La dimension proyectiva pd : Obj(mod(A)) — N U {0} se define como
pd(M) := min{{(P,) | Ps es una resolucién proyectiva de M }.

La dimension global gldim(A) de A es gldim(A) := sup{pd(M) | M €
mod(A)}.

Una corresolucion inyectiva I, de M € mod(A) es una sucesién exacta
larga en Mod(A)

0O—M —Ip—I0H —-—1,— -

donde I; es proyectivo V 1.

Decimos que I, tiene longitud finita si 3 m € N tal que I,, =0V n > m;
en tal caso £([,) := min{m € N | I, =0 ¥V n > m}. Decimos que I, tiene
longitud infinita, si V. m € N 3 n > m tal que I,, # 0.

La dimensién inyectiva id : Obj(mod(A)) — N U {0} se define como
id(M) := min{l(l,) | I+ es una corresolucién inyectiva de M }.

Ejercicio 2.9.2. Sea A un anillo artiniano a izquierda y M € mod(A). Pruebe

que:

(a)

AM es proyectivo <= pd(p,M) = 0.
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(@)°P AM es inyectivo <= id(, M) = 0.

En el siguiente Teorema, reunimos (sin dar una prueba) los resultados ho-
mologicos necesarios para el desarrollo de la presente tesis. El lector interesado
en dichas pruebas puede consultar [10].

Teorema 2.9.3. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Y M € mod(A), pd(M) = {(Ps(M)).
(b) gldim(A) = sup{id(M) | M € mod(A)}.

(¢) Sea0 — L — M — N — 0 una sucesion ezacta en mod(A). Enton-
ces

) pd(N) < méx{pd(M),pd(L) + 1}, id(N) < méx{id(M),id(L) — 1}.
(c2) pd(M) < max{pd(L), pd(N)}, id(M) < max{id(L),id(N)}.
(cs) pd(L) < méx{pd(M),pd(N) — 1}, id(L) < méax{id(M),id(N) + 1}.
(d) ¥V {M;}?_, en mod(A), pd(D;—, M;) = maxici<n, pd(M;), y también
1d(P;, M;) = maxi<icn 1d(M;).
(e) Sea M € mod(A). Entonces pd(M) < n si y sdlo si para toda sucesion
exacta

(c1

Poa 32— — P — M —0,

con P; € P(A) Vi, se tiene que Ker(fn,_1) € Z(A).

(f) Sea M € mod(A). Entonces id(M) < n si y sélo si para toda sucesion
exacta ;
n—2

0—M—Iy—HL —- - —1I, o— 1, 1,
con I; A-inyectivo V i, se tiene que Coker(f,_2) es inyectivo.
Teorema 2.9.4. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces
gldim(A) = pd(top(aA)) = max{pd(,S) | oS € S},
donde . es la clase de los A-mddulos simples.

Demostracién. Por 2.8.16 (b) tenemos que top(,A) = @, 4S;". Luego,
por 2.9.3 (b), se tiene que

pd(top(aA)) = max{pd(,S) | oS € &} < gldim(A).

Podemos asumir que n := pd(top(pA)) < co. Veamos, por induccién sobre
(M), que pd(M) < n VY M € mod(A). En efecto, si /(M) < 1 entonces M =0
6 M es simple, por lo que pd(M) < n. Supongamos que £(M) > 1, luego
existe un simple S € Z(,M) y una sucesién exacta 0 — S — M —
M/S — 0 en mod(A) tal que £(M/S) = ¢(M) — 1. Por hipétesis inductiva,
tenemos pd(M/S) < n. Aplicando ahora 2.9.3 (c2), concluimos que pd(M) <
max{pd(S),pd(M/S)} < n. Por lo tanto gldim(A) = pd(top(aA)). O
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Definicién 2.9.5. Sea A un anillo. Decimos que A es hereditario a izquierda si
todos los ideales a izquierda de A son proyectivos.

Proposicién 2.9.6. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces, las si-
guientes condiciones son equivalentes.

gldim(A) < 1.

Demostracién. (a) = (b) Es claro, pues J(A) < A.
(b) = (c) Consideremos la sucesién exacta 0 — J(A) — A — top(A) —
0. Por 2.9.3 (¢) y el Ejercicio 2.9.2 (a), se concluye que

pd(top(xA)) < mix{pd(sA), pd(J(A)) + 1} < L.

(¢) = (d) Es consecuencia de 2.9.4.

(d) = (a) Sea I € .Z(pA), veamos que pI € Z(A). Consideremos la sucesion
exacta0 — [ — A — A/I — 0. Entonces pd(A/I) < gldim(A), y por 2.9.3
(e), se tiene que Al € Z(A). O

Ejercicio 2.9.7. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Pruebe que A es semi-
simple si y sélo si gldim(A) = 0.



Capitulo 3

Algebras de Artin

En este capitulo definimos algebras de artin. El objetivo principal para usar
estas algebras es que nos permiten demostrar la existencia de una dualidad entre
los médulos izquierdos finitamente generados y los médulos derechos finitamente
generados, dualidad dada por el funtor *; esto es, exhibir la existencia de anillos
con dualidad. Al final del capitulo se estudia el funtor de Nakayama, el cual
muestra la existencia de una dualidad entre moédulos proyectivos e inyectivos
finitamente generados sobre algebras de artin. También utilizamos el proceso
de proyectivizacién para dar una prueba del Teorema de Kull-Renark-Schmidt.
Iniciamos con definiciones esenciales de este capitulo, para luego entrar de lleno
a la teoria.

3.1. Nociones basicas

Definicién 3.1.1. Decimos que A es una R- dlgebra de artin, si satisface
(a) R es un anillo conmutativo y artiniano,
(b) A es una R-algebra, via un morfismo de anillos ¢ : R — A,

(¢) rA € mod(R) con la estructura de R-médulo inducida por el cambio de
anillos ¢ : R — A.

Ejercicio 3.1.2. Sea A una R-édlgebra de artin, via un morfismo de anillos
@ : R — A. Pruebe que

(a) A es un anillo artiniano (a izquierda y a derecha).
(b) C(A) es un anillo conmutativo y artiniano.

(¢) A es una C(A)-dlgebra de artin, via la inclusién C'(A) — A.
)

(d) A°P es una R-algebra de artin, via la siguiente composicién de morfismos
de anillos
R %5 Tm(p) € C(A) = C(AP) — A°P.

63
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(e) Sea M € Mod(A). Por el cambio de anillos ¢ : R — A, se tiene que
M € p_gMod N gModg conr-m=@(ry)m=m-r, Vr € R, Vm e M.

En particular, por cambio de anillos ¢ : R — A, se tiene que Mod(A) es una
subcategoria (no necesariamente plena) de Mod(R), ya que Homp (A M, AN) <
Hompg(gM, gN) como Z-médulos.

Lema 3.1.3. Sea A una R-dlgebra de artin, via ¢ : R — A. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Y A, B € Mod(A), Homp (pA, AB) es un R-submddulo de Homp(rA, rB).
(b) mod(A) es una subcategoria (no necesariamente plena) de mod(R).

Demostracién. (a) Por el Ejercicio 3.1.2 (e), dados A, B € Mod(A), se tiene
que todas las posibles estructuras de R-moédulo inducidas por el Ejercicio 1.9.8
se reducen a una sola, a saber: para Homp (g A, pB) la tnica accién posible es

(r-fila)=¢(r)fla) YVreR, YVaec A, V fe Homgr(rA, rB).

En efecto, consideremos el bimédulo rAg, se tiene que (r - f)(a) = f(a-r) =
f(r-a) = r- f(a) = ¢(r)f(a). Tomando ahora el bimédulo grBgr, tenemos
(r-f)(a) = f(a) - r=7r- f(a) = o(r)f(a). Andlogamente, se puede usar que la
unica accién posible de R en Homp (A, B) es (r-g)(a) = ¢(r)g(a) Vr € R,V a €
A.

Finalmente por el Ejercicio 1.9.6 Homu (A, B) < Hompg (A, B) como grupos,
y la accién de R sobre cada uno de ellos es la misma. Lo cual muestra (a).

(b) Sea A € mod(A). Veamos que gA € mod(R) con la estructura de R-
modulo dada por el cambio de anillos ¢ : R — A. Como A € mod(A), existe
n € NT y un epimorfismo g : A\A™ — 5 A. Pero por cambio de anillos, g :
rA" — RA es un epimorfismo de R-médulos. Por otro lado existe m € Nt
y un epimorfismo f : gR™ — gA de R-mdédulos pues gA € mod(R). Luego,
existe un epimorfismo gR™" — rA de R-mdédulos; probandose que rA €
mod(R). O

Lema 3.1.4. Sea A una R-dlgebra de artin, via un morfismo de anillos ¢ :
R — A, y A € Mod(A). Entonces

(a) ® : R — Enda(A) con ®(r)(a) := r-a = @(r)a es un morfismo de
anillos.

(b) Enda(A) es una R-dlgebra, via ® : R — Enda(A). También, Endr(A) es
una R-dlgebra, via R 2, Ends(A) — Endg(A) donde i es la inclusion.

(¢c) Enda(A) es una R-subdlgebra de Endg(A).

Demostracion. (a) Por el Ejercicio 3.1.2 (e), tenemos los bimédulos A Ar y
rAR con r-a = ¢(r)a = a-r. Luego, por 1.10.3, p : R = R°? — End, (A4)°?
dado por (a)p(r) = a-r = ¢(r)a es un morfismo de anillos. Por lo tanto,



3.1. NOCIONES BASICAS 65

p°? : R — Endy (A) dado por p°P(r)(a) := (a)p(r) = ¢(r)a es un morfismo de
anillos; de donde se sigue (a) pues p°? = ®.

(b) Es suficiente probar que Im(®) C C(Endr(A))NEnda(A) C C(Enda(A)).
La ultima inclusién es trivial; por lo tanto basta probar la primera. Sean g €
Endg(A), r € Ry a € A; veremos que ®(r)g = g®(r) :

(@(r)g)(a) = ®(r)(g(a)) = r-g(a) = g(r-a) = g(p(r)a) = (9®(r))(a).

(¢) Tenemos que probar que la inclusién i : Endp(4) — Endg(A) es un
morfismo de R-algebras. Esto es, veamos que V r € R, V f € Enda(A) se tiene
que i(®(r)f) = (i®)(r)i(f). Para esto, sea a € A; luego

i(@(r)f)(a) = @(r)(f(a)) = ¢(r)f(a) = (i®(r))(f(a)) = (®@)(r)i(f))(a)-
O

Proposicion 3.1.5. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Y A, B € mod(A), se tiene que Homp (A, B) y Hompg (A, B) son R-mddulos
finitamente generados.

(b) VA € mod(A), se tiene que Endy(A) y Endgr(4), con la estructura de
R-dlgebra dada en 3.1.4, son R-dlgebras de artin.

Demostracion. (a) Sean A, B € mod(A). Por 3.1.3 (b), se tiene que rA, gB €
mod(R). En particular, existe un epimorfismo h : gRR™ — gA. Por lo tanto
Hompg(h, B) : Homg(A, B) — Hompg(gR™, gB) es un monomorfismo de R-
moédulos pues Hompg(h, B)(«) := ah y h es un epimorfismo.

Por otro lado, Homg (g R™, rB) ~ rB™ como R-mdédulos y gB™ es noet-
heriano (véase 2.6.3). Luego Homp(A, B) y Homa (A, B) son R-mdédulos noet-
herianos, y por lo tanto, finitamente generados.

(b) Sale de (a) y de 3.1.4. O

Ejercicio 3.1.6. Sea A una R-dlgebra de artiny 0 — A J.B Lo —o
una sucesién exacta en Mod(A) (resp. mod(A)). Pruebe que V X € Mod(A)
(resp. mod(A)), se tienen las siguientes sucesiones exactas en Mod(R) (resp.
mod(A))

Homa (X, f) Hom (
oA, )

(a) 0 — Homy (X, A) Homy (X, B Homa(X.a), Homy (X, C) (i.e.
el funtor Homy (X, —) es exacto a izquierda).

Homn (g,X) Homy (f,X)
— 5

(b) 0 — Homa(C, X) Homy (B, X)
(i.e. el funtor Homp (—, X)) es exacto a izquierda).

Homy (4, X)

Proposicién 3.1.7. Sea A una R-dlgebra de artin, P € Z(A) inescindible,
AS :=top(aP), wp : P — S el epi-candnico y & la clase de los A-mddulos
simples. Entonces
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(a) Homp(7wp, AS) : Enda(aS) — Homp (AP, AS) es un isomorfismo de R-
mdodulos.

(b) VX € .7, Homp (P, X) #0 si y solo si pS ~ X.
(C) Y M e mod(A)7 KR(HOHIA(APM\S)) = ‘ms(M) fR(EndA(AS)).

Demostracién. (a) Consideremos la sucesién exacta 0 — rad(P) L, p I
S — 0. Por el Ejercicio 3.1.6 (b), se tiene la sucesién exacta

) Homy (7p,S) Homay (4,95)
- —_

0 — Enda (S Homy (P, S) Homy (rad(P), S).

Basta ver que Homa (i, S) = 0. Sea f € Homp (P, S), luego Homn (i, S)(f) = fi.
Podemos suponer que f # 0. Entonces f : P — S es un epimorfismo, por lo
que Ker(f) € 4, p; y por 2.8.20 (b), Ker(f) = rad(P) de donde fi = 0.

(b) Sea X € .77

(=) Sea Homa (P, X) # 0. Dado que X es simple, existe un epimorfismo
f: P — X con f # 0. En particular Ker(f) C rad(P) (cf. 2.8.20); y por 2.8.2
(b), se tiene que S ~ X.

(<) Sea § : X — A S un isomorfismo. Por ser P proyectivo, 3¢ : P — X
tal que 0t = mp. Luego 0 # t € Homp (P, X) pues mp # 0.

(c) Sea M € mod(A). Consideremos una filtracién de M

0=M, <M, 1 <---<My<My=M

tal que M;/M;11 = S; € ¥ para 0 < i < n — 1, esta filtracién induce una serie
de sucesiones exactas cortas, donde M, _1 = S, _1

00— Snfl — Mn72 — Sn72 B 07

0— M,_o— My_3 — S,_3 —0,

0—>M1—>MQ—>SQ—>O.

Como P € Z(A), aplicamos el Ejercicio 2.5.11 y 2.8.2 (b) a cada una de la suce-
siones anteriores. Luego, denotando a £ (Homp (X,Y)) por £g(X,y) obtenemos
las siguientes igualdades

CR(P,Mp_2) =Lg(P,Sp—1) + Lr(P, Sh—2),
CR(P, My, _3) = {r(P, My _2) + Lr(P, Sy _3),

Cr(P,M) =1{Lr(P, M)+ Lr(P,S).

Por lo tanto, de (a) y (b), tenemos que

KR(P, M) = 2€R(P, Sl) = ms(M) KR(P, S) = mS(M)KR(EndA(S))
=0
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Definicién 3.1.8. Sea % una categoria y R un anillo conmutativo.
(a) Decimos que € es una R-categoria si

(a1) Homg (A, B) € Mod(R) YV A, B € Obj(%);

(a2) la composicién Home (B, C) x Homeg (A, B) — Home (A, C) dada
por (g,f) — gf en € es R-bilineal, i.e.
(i) Vr € R, Vg€ Homg(B,C), V fi1, fo € Homg (A, B) se tiene
que g(rfi+ f2) =r(gf1) + gfo
(i) Vr € R, V g1,92 € Homeg(B,C), V f € Homy (A, B) se tiene
que (rg1 +g2)f =7(g91f) + 92 f-

(b) Decimos que una R-categoria € es Hom-finita siV A, B € Obj(%) se tiene
que Homy (A, B) € mod(R).

Ejercicio 3.1.9. Sea ¥ una R-categoria con un sélo elemento * y sea R un
anillo conmutativo artiniano. Pruebe las siguientes equivalencias.

(a) € es una R-categoria <= End¢(*) es una R—algebra.

(b) € es una R-categoria Hom-finita <= Ende () es una R-algebra de artin.
Ejemplos: Sea A una R-algebra de artin.

(1) Mod(A) es una R-categoria.

(2) mod(A) es una R-categoria Hom-finita.
(3) mod(R) es una R-categoria Hom-finita.
(4)

4) V A € mod(A), add(xA) es una R-categoria Hom-finita, donde add(s A)
es la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los X € mod(A)
para los cuales 3n € Ny 3Y € mod(A) tales que X @Y ~ A™.

(5) Z(A) es una R-categoria Hom-finita pues Z(A) = add(,A).

Definicién 3.1.10. Un funtor F' : ¥ — 2 entre R-categorias se dice que es
R- lineal (R-funtor) si F' : Hom¢ (A, B) — Homg (F(A), F(B)) es un morfismo
de R-mddulos ¥ A, B € Obj(%).

Ejemplos 3.1.11. Sea A una R-algebra de artin via un morfismo de anillos
p:R— A.

1) El cambio de anillos F, : Mod(A) — Mod(R) dado por (M 7, AN) —
o]
(rRM 4, rN) es un R-funtor tal que Fi,(mod(A)) C mod(R).

(2) Para cada A € mod(A), tenemos que I' := End, (A)°? es una R-élgebra
de artin (cf. 3.1.5 y el Ejercicio 3.1.2 (d)), y el funtor evaluacién ey :=
Homyp (AAr, —) : mod(A) — mod(T") es R-lineal. En efecto, veamos que
VX € mod(A),es(X) € mod(I'). Sabemos que Endy (A) es una R-algebra
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de artin via ® : R — Endj(A) donde ®(r)(a) := ¢(r)aVa € A, Vr € R.
Luego I' es una R-dlgebra de artin via ®°? : R — I' donde (a)®°P(r) =
®(r)(a).

Sea X € mod(A). Entonces, tenemos 2 estructuras de R-médulos en
ea(aX) := Homp (pAr, 2 X), a saber

(r- f)(a) == ¢(r)f(a) dada por 3.1.3, y
®°P(r) f(a) dada por el cambio de anillos P : R — T.

—
3
0

=

S

~—

I

Veamos que las 2 estructuras son iguales, en efecto,

(r0f)(a) = (@ (r)f)(a) = f((a)@(r)) = f(p(r)a) = ¢(r)f(a).

Por 3.1.5 (a), se tiene que e4s(,X) € mod(R), donde es(pX) es un
R—moédulo por el cambio de anillos ®°P : R — T'.

Dado que R es artiniano, se tiene que re4 (s X) es noetheriano. En efecto,
sea {rN;};en una cadena ascendente en .Z(rea (s X)). Luego, por el cam-
bio de anillos ®°P : R — T se tiene que {rV;}ien es una cadena ascen-
dente en Z(rea(aX), la cual se estabiliza, pues gea(aX) es noetheriano,
lo cual implica que {rN;}icn se estabiliza, probdndose que res(pX) es
noetheriano; y por lo tanto e4 (4 X) € mod(T).

Definicién 3.1.12. Sea F : ¥ — 2 un R-funtor. Para A,B € Obj(¥%),
consideremos el R-morfismo F4 g := F : Hom (A, B) — Homg(F(A), F(B)).
Decimos que

(a) F es fiel si Fa,p es un monomorfismo ¥V A, B € Obj(%).
(b) F es pleno si Fa p es un epimorfismo V A, B € Obj(%).
(¢) FesdensosiVY € Obj(2) 3 X € Obj(¥) tal que F(X) ~Y.
)

(d) F es una R- equivalencia si existe un R-funtor G : 9 — € tal que
GoF~legyFoG~1g.

Proposicién 3.1.13. Sea ' : € — 2 un R-funtor. Entonces F es una R-
equivalencia si y sélo si F' es fiel, pleno y denso.

Demostracién. Vedse el Teorema 1.2 del Capitulo II, de [3] O

Definicién 3.1.14. Sea F' : ¥ — % un R-funtor contravariante. Para cada
A,B € Obj(%) consideramos el R-morfismo F4 p = F : Hom¢(A,B) —
Homg (F(B), F(A)). Decimos que

(a) F esfiel si Fiy p es un monomorfismo V A, B € Obj(%).
(b) F es pleno si Fa p es un epimorfismo V A, B € Obj(¥%).
(¢) FesdensosiVY € Obj(Z) 3 X € Obj(%) tal que F(X) ~ Y.
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(d) F es una R-dualidad si existe un R-funtor contravariante G : 2 — € tal
que GoF~1lgy FoG ~1g.

Proposicién 3.1.15. Sea F' : € — 2 un R-funtor contravariante. Entonces
F es una R-dualidad si y solo si F' es fiel, pleno y denso.

Demostracién. Se obtiene al considerar la categoria dual de 2 y dualizar
3.1.13. O

3.2. El proceso de Proyectivizaciéon

Una caracteristica importante de la teoria de dlgebras de artin, a diferencia
de la teoria de anillos artinianos a izquierda, es que los anillos de endomorfismos
de modulos finitamente generados son también algebras de artin. En principio,
esto nos permite reducir problemas que envuelven un nimero finito de médulos
sobre una algebra de artin, a problemas sobre mdédulos proyectivos finitamen-
te generados sobre alguna algebra de artin. Esto es en esencia el proceso de
proyectivizacién.

Teorema 3.2.1. Sea A una R-dlgebra de artin, A € mod(A), T' := Endy (A)°P
y ea = Homp(pAr, —) : mod(A) — mod(T") el R-funtor de evaluacion (cf.
3.1.11 (2)). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) ea : Homp(Z, X) — Homp(ea(Z),ea(X)) es un isomorfismo en mod(R)
V Z € add(pA), V X € mod(A).

(b) ealadd(ya) : add(aA) — P(I') es una R-equivalencia.
Demostracién. (a) Veamos primero que
es : Homy (A, X) — Homr(es(pA),e4(X)) es un isomorfismo. (3.1)

En efecto, EA(AAI‘) = HOmA(AA[‘,AAF) = FFIO—\p = pI'r. La dltima igualdad se
prueba como sigue. Sean f € eq(A) =T y v € I". Luego

(vf)(a) = f((a)y) = F(v*"(a)) de donde v f = [y = (f7)PyP =[P
y asi vf = v f°P; probandose que rI'? = pI'. Andlogamente, tenemos

(f¥)(a) = fla)y =~"(f(a)) por lo que fy = f =~"P(f7)F = foPy
de donde fv = f°P~; probandose que I't = I'r.

Ahora bien, dado que e4(AAr) = rI'r, se tiene el siguiente diagrama con-
mutativo

Homp (rI'r, ea(X)) —2— e (X)

T

HomA(AA, X)
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donde a(g) := g(14) y ea(f)(y) := fv. Como aes =1y a es un isomorfismo se
tiene que e4 es un isomorfismo, probandose (3.1).

Luego, aplicando (3.1) y que Hom(—, M) conmuta con coproductos finitos,
se tiene que V n € NT

ea : Homp (A", X) — Homr(ea(A™),ea(X)) es un isomorfismo. (3.2)

En efecto, del siguiente diagrama conmutativo

Homy (A", X) —_— (Homa (4, X))"
JE’A JBZ
Homy (e4(A™),ea(X)) — (Homp (e4(A),eq (X)),

y del hecho de que €’ es un isomorfismo por (3.1); concluimos (3.2).
Ahora, sea Z € add(A). Luego 3 n € N tal que Z @Y = A™. Consideremos

., . 7 T
la sucesién exacta que se escinde 0 — Z —Z» A™ 25 Y — 0. Por ser e4 un R-

funtor aditivo, 0 — e4(Z) caliz), ea(A™) calry), ea(Y) — 0 es split-exacta.

Por lo tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(R)

K 0 K’

Homp (Y, X) ——————— Homy (A", X) ——————— Homy (Z, X)
eA €A €A

Homr(ea(Y),ea(X)) —— Homr(es(A™),ea(X)) —— Homr(ea(Z),ea(X))

C 0 C’,
por el Lema de la Serpiente, tenemos que
0—K—-0—K —C—0—C —0

es una sucesién exacta en mod(R), por lo que K = 0= (C".
Consideremos ahora la siguiente sucesién split-exacta

0—Y Xan ™2, 7 .
Repitiendo el procedimiento anterior, se obtiene la sucesién exacta en mod(R)
0—K —0—K—(C"—0—C—0,

de donde K’ = 0 = C. Por lo tanto e4 : Homa(Z, X) — Homr(ea(Z),ea(X))
es un isomorfismo en mod(R).
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(b) Veamos primero que e4(add(yA)) € Z(T'). Para ello, sea X € add(,A);
luego X ®Y = A", por lo que 1T = e4(A™) = ea(X) ® ea(Y), por lo tanto
ea(X) e 2.

Luego, de (a), se tiene que ey4 : add(A) — Z(T) es fiel y pleno. Veamos
que es denso. Sea P € Z(I'). En particular 3 m € Ny 3 Q € £(I) tales
que P & @Q = rI'. Consideremos e € End(rI'™) donde e := igmg, por lo que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

'™ P@Q4/>FFM PoQ

de donde €? = igmgigmg =€, @ = Im(mg) = Im(e) = e-pI'™, P = Ker(ng) =
Ker(e) =Im(l1 —e) = (1 —e) - pI'™.

Por otro lado, de (a), se tiene que e4 : Endp(A™) — Endp(I'") es un
isomorfismo de anillos. Por lo tanto 3 e € Endj (A™) tal que e4(u) = e, y como
€2 = e, se tiene que u? = u.

Consideremos el idempotente v := 1 — u € Endp (A™), luego 1 — e = e4(v).
Veamos que P = {vf | f € ea(nA™)}. Enefecto, P = (1—€)rI'"™ = e4(v)pI'™ =
ea()ea(aA™) ={vf | f € ea(AA™)} pues ea(v)(f) = vf.

Ahora bien, como v es un idempotente, se tiene que yA™ =u- A" Qv - A™
y Im(v) = v - A™. Luego, se tiene el siguiente diagrama

A fAm v Am

donde v = iv" y v'v" = 1y (o).

Como P = {vf | f € ea(A™)}, definimos o : P — e4s(vA™) v B :
ea(vA™) — P como sigue a(vf) :=v'f y B(g) := vv"g.

Veamos que « estd bien definida. Si vf = vf’, entonces v’ f = v’ f/, y por
ser ¢ un monomorfismo, se tiene que v'f =v'f’.

Veamos que « es un I'-morfismo. En efecto, sea v € I' = Endpa(A)P y f €
ea(A") = Homp (aAr, A™), Tuego (v - (vf))(a) = (vf)(a)y = (vf)(v*"(a)), esto
es v (vf) = vfy°P. También a(y - (vf)) = a(vfy°?) = ' (fy?) = (W [)y" =
v a(vf).

Checamos ahora que § es un I'-morfismo. Sea v € I', g € €A(UAm) =
Homy (s Ar, vA™); entonces 3(v-g) = B(g7y") = vo"gy? = v-(vv"g) = v-B(9).

Finalmente, verificamos que a = 3~1. En efecto, (Ba)(vf) = ﬁ(v f) =
vV f = W'V f =i’ f =wvf, de donde Ba = 1.

Por otro lado, (af)(g) = a(vv”g) =v'(v"g) = g y asi a8 = 1. Por lo tanto,
hemos probado que P ~ e (vA™) y vA™ € add(,A). O
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Teorema 3.2.2 (Krull-Remark-Schmidt). Sea A un R-dlgebra de artin. Enton-
ces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) ¥ A €mod(A) A es inescindible si y solo si Endp(A) es local.
(b) VAemod(A) 3 A=, a4, donde A; es inescindible V 1.

(¢) Sean {Aiticr y {Bj}tjes dos familias finitas de A-modulos inescindibles
finitamente generados. Si @iel ANA; ~ @jeJ ADBj, entonces existe una
biyeccion o : I — J tal que nA; =~ ABy;y Vi€ 1.

Demostracién. (a) Sea A € mod(A). Una prueba es por 2.8.18 y 2.7.5, pues
Enda (A) es artiniano a izquierda (cf. 3.1.5 (b)). Hacemos otra prueba usando
2.8.20 y la R-equivalencia de categorias (cf. 3.2.1) e4 : add(, A) — Pr, donde
I := Enda (A)°P.

En efecto, oA es inescindible <= es(nA) € Z(T') y es inescindible <=
Endr(ea(A)) es local <= Endy(A) es local.

(b) Es consecuencia de 2.8.13 (e), pues A es en particular un anillo artiniano
a izquierda.

(c) Sea C = D, nAi ~ D, aB;. En particular C € mod(A) y Vi €
I,V jedJA;,B;cadd(C). Consideremos I' := End (C)° y la R-equivalencia
ec : add(C) — Z(T). Por lo tanto,

T =ec(C) = P rec(A) ~ EP rec(B)),
iel jeJ

donde rec(4;) y rec(Bj) son inescindibles Vi € I,V j € J.

Aplicando 2.8.15 (b), existe una biyeccién o : I — J con la cual se tiene
que ec(Ai) ~ ec(Bg()) Vi € I. Por lo que nA; ~ AByy Vi € I, pues ey es
una R-equivalencia. O

Ejercicio 3.2.3. Sea A un anilloy f: M — N en Mod(A). Consideremos la
factorizacién de f a través de su imagen

M f . N
\Imu)/

Pruebe que f : M — N es minimal a derecha si y sélo si f: M — Im(f) es
minimal a derecha.

Proposicién 3.2.4. Sea A una R-dlgebra de artin, A € mod(A), f: X — Y
en add(A) y ea = Homp(paA)r : mod(A) — mod(T") el funtor evaluacion,
donde T := Endp(A)°P. Entonces f : X — Y es minimal a derecha si y sdlo
siea(f):ea(X) — ea(Y) es una cubierta proyectiva de Im(e(f)).
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Demostracién. En efecto, por 3.2.1, el Ejercicio 3.2.3 y por 2.8.4 (b), se tienen
las equivalencias: f : X — Y es minimal a derecha <= e4(f) : ea(X) —
ea(Y) es minimal a derecha <= es(f) : ea(X) — Im(ea(Y)) es cubierta
proyectiva. O

Proposicién 3.2.5. Sea A una R-dlgebra de artin y {f; : A; — B;}ier una fa-
milia finita de morfismos en mod(A). Entonces, @,c; fi : @,;c; Ai — DB,cr Bi
es minimal a derecha si y solo si f; : A; — B; es minimal a derecha ¥V i € 1.

Demostracién. Sea C := A® B, donde A := @,.; A y B = P,.; Bi-
Luego C € mod(A) y f := @,c; fi : A — B estd en add(C). Usaremos que

ec(f) = @;crec(fi) v, por lo tanto que Im(ec(f)) = B, Im(fi). Entonces,
por 3.24, f : A — B es minimal a derecha si y sélo si

cc(f) = Pec(fi) : Pec(Ai) = ec(A) — ec(B) = Pec(B)

el el iel

es una cubierta proyectiva de Im(ec(f)). Luego, por 2.8.12 (b), esto sucede si
y s6lo si ec(f;) : ec(4;) — Im(ec(B;)) es cubierta proyectiva V i € I, y por
3.2.4, esto pasa siy sblo si f; : A; — B; es minimal a derecha Vi€ I . O

Definicién 3.2.6. Sea A un anillo.

(a) Una presentacion proyectiva (resp. minimal) de X € Mod(A) es una

sucesion exacta P; ELN P S x 0, donde P, Py € Z(A) (resp.
fo: Po— Xy f1: P — Im(f1) son cubiertas proyectivas).

(b) Sea AP un A-médulo proyectivo. Denotaremos por mod(, P) a la subca-
tegoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A € mod(A) que admiten
una presentacién proyectiva en add(a P); i.e. existe una presentacién pro-
yectiva P; — Py — A — 0, donde P, Py € add(, P).

Ejercicio 3.2.7. Pruebe que para un anillo artiniano a izquierda A se tiene que
mod(pAA) = mod(A).

Ejercicio 3.2.8. Sea A una R-ilgebra de artin. Dada una sucesién exacta
My N M; —%4 M — 0 en Mod(A). Pruebe que ¥ N € Mod(A), la su-
cesién

Homa (g,N) Homy (f,N)
-5 -

0 — Homp (M, N) Homy (M1, N) Homp (Mg, N)

es exacta en Mod(R).

Ejercicio 3.2.9. Sea A una R-dlgebra de artin, P € Z2(A) y T := End, (P)°?.
Consideremos ep : mod(A) — mod(I'). Pruebe que si Py — P — X — 0
es una presentacién proyectiva de X en add(P), entonces ep(Py) — ep(P1) —
ep(X) — 0 es una presentacién proyectiva de ep(X).
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Teorema 3.2.10. Sea A una R-dlgebra de artin, P € Z(A) yT' := Endy (P)°P.
Entonces, el funtor ep : mod(A) — mod(T") induce, por restriccion, una R-
equivalencia de categorias eplmoa(, p) : mod(aP) — mod(T").

Demostracién. Veamos que ep|moq(, p) €s denso. En efecto, sea X € mod(T").

Consideremos una presentacién proyectiva (1 7, Qo — X — 0 de X. Dado
que ep : add(,P) — Z(I') es una R-equivalencia (cf. 3.2.1), por el Lema del
Cinco y el Ejercicio 3.2.9, existe g : P — Py en add(P) que induce el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en mod(I")

Q1 Qo X 0

Tk

ep(P1) —— ep(Py) — ep(Coker(g)) —— 0.
ep(9)

Veamos ahora que ep|mod(, p) es fiel y pleno. En efecto, sean A, B € mod(, P).
Consideramos la presentaciéon proyectiva Pp — P, — A — 0 de A en
add(s P). Luego por el Ejercicio 3.2.9, ep(FPy) — ep(P1) — ep(A) — 0
es una presentacién proyectiva de rep(A). Aplicando el Ejercicio 3.2.8, con
Homy (—, B), se obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(T")

Homy (A, B) —— Homy (P, B) —— Homy (Py, B)

| |

HOIHF(EP(A), ep(B)) —_— HOHIF<GP(P1)7 ep(B)) —_— Homr(ep(Po),ep(B))

donde las flechas verticales son isomorfismos por 3.2.1 (a) y el Lema del Cinco.
0

Definicién 3.2.11. Sea A una R-dlgebra de artin, \A = @, AP/ una des-
composicién de pA con {4 P;}?; proyectivos inescindibles no isomorfos dos a
dos. Decimos que A es bdsica si en la descomposicién anterior de A se tiene que
m; = 1V 4. Por 3.2.2, observe que dicha nocién no depende de la descomposiciéon
de A A en proyectivos inescindibles.

Ejercicio 3.2.12. Sea A una R-édlgebra de artin. Pruebe que oA es bésica si y
s6lo si £ (top(aA)) = rk(Ko(A)).

Corolario 3.2.13. Sea A una R-dlgebra de artin, {pP;}?, una familia com-
pleta de A-mddulos proyectivos inescindibles mo isomorfos dos a dos, I' :=
Endy (P)%? y AP := @, aP;. Entonces

(a) T es una R-dlgebra de artin bdsica.

(b) ep :==Homa (o Pr,—) : mod(A) — mod(I') es una R-equivalencia.
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Demostracién. Dado que add(x, P) = £(A), se tiene que mod(x P) = mod(A).
Luego, por 3.2.10, e, : mod(A) — mod(I') es una R-equivalencia. Veamos que
I" es béasica. En efecto,

rI' =ep(aP)=ep <@ APi> = @ep(APl')

i=1

Por otro lado, dado que, ep : Z(A) — P(I') es una R-equivalencia, o P; es
inescindible y A P; ¢ A Pj si i # j, se tiene que I' es bésica. O

Proposicion 3.2.14. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) A es basica.
(b) AJJ(A) es bdsica.

(¢) AJJ(A) =TI, D;, donde D; es una R-dlgebra de artin y un anillo con
division V i.
(d) A°P es bdsica.
Demostracién. Por 2.6.14, A/J(A) es semisimple. Sea {,,7()Si}i—; una fa-
milia completa de A/J(A)-mddulos simples no isomorfos dos a dos (cf. 2.5.16).
Por cambio de anillos A — A/J(A), tenemos que {4S;}7_; es una familia com-

pleta de A-médulos simples no isomorfos dos a dos (cf. prueba de 2.6.14 (d)).
Por lo tanto, se tiene lo siguiente

(i) A/J(A) = X Maty, xn, (D;?), donde D; := Enda(S;) es una R-dlgebra
de artin (véase 3.1.5 y 2.5.16) y un anillo con divisién.

(i) azaA/T(A) = Bizy aaa)Si (cf. 2.5.2).
(iii) AA =@, AP, donde AP, := Py(,S;) (cf. 2.8.16).
Luego, usando lo anterior, se obtienen las siguientes equivalencias.
(a) < (b) Es consecuencia inmediata de (4i7).
(b) & (c) Sale de (7).
(¢) & (d) Primeramente, es facil ver que (c) es equivalente a que A?/J(A) ~
X, DJ?; y aplicando la equivalencia de (a) con (c) para A°?, se concluye

que A°P es bésica.

O
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3.3. Estructura de los inyectivos

Definicién 3.3.1. Sea A un anilloy f : A — B un monomorfismo en Mod(A).
Se dice que f: A — B es un mono-esencial siV g € Homy (B, X) tal que gf
es un monomorfismo, se tiene que g es un monomorfismo.

Ejercicio 3.3.2. Sea A un anilloy f: A — B un monomorfismo en Mod(A).
Pruebe que V'Y € Z(,B), se tiene que f~1(Y) ~Im(f)NY.

Proposicién 3.3.3. Sea A un anillo y f : A — B un monomorfismo en
Mod(A). Entonces, f es un mono-esencial si y sélo siV'Y € L(pB) se tiene
que f~H(Y) = 0 implica que Y = 0.

Demostracién. Supongamos que f es un mono-esencial. Sea Y € £ (5 B) tal
que f~1(Y) = 0. Consideremos 7 : B — B/Y dado por b + b+ Y. Luego,

la composicién A J.p B/Y satisface que Ker(mo f) = f~1(Y) = 0; por
lo que 7f es un monomorfismo. De donde, por ser f un mono-esencial, se tiene
que 7 es un monomorfismo. Por lo tanto 0 = Ker(w) =Y.

Ahora, sea A S B % X tal que ¢gf es un monomorfismo. Dado que
Ker(gf) = f~*(Ker(g)), y gf es un monomorfismo, se tiene que f~!(Ker(g)) =
0; y por hipétesis, Ker(g) = 0. Por lo tanto, g es un monomorfismo. O

Lema 3.3.4. Sea f : A — I un monomorfismo en Mod(A), donde I es in-
yectivo. Entonces, f: A — I es un mono-esencial si y solo si f : A — I es
minimal a izquierda.

Demostracién. Supongamos que f es un mono-esencial. Consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo

Luego gf = f, y por ser f mono-esencial, g es un monomorfismo. De donde,
usando que [ es inyectivo, 3 h : I — I tal que hg = 1;. En particular, h es un
epimorfismo. Ahora bien hf = hgf = f, por lo que h es un monomorfismo. Por
lo tanto A es un isomorfismo, y como hg = 1;, tenemos que g es un isomorfismo.

Supongamos que f es minimal a izquierda, y sea A o1 X tal que
gf es un monomorfismo. Por ser I inyectivo, se tiene el siguiente diagrama
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conmutativo
g

/
o

)

A

de donde (hg)f = f, por lo que hg es un isomorfismo. Por lo tanto, g es un
monomorfismo. O

Ejercicio 3.3.5. Sea A una K-algebra.

(a) Consideremos I € Mod(A). Pruebe que 51 es inyectivo si y sdlo si para

toda sucesién exacta 0 — A L5 B %5 ¢ — 0 en Mod(A), se tiene la
sucesiéon exacta

Homj (g,1) Homj (f,1)
— —_

0 — Homa (C, 1) Homy (B, 1) Homy (A,I) — 0

en Mod(A).

(b) Consideremos {I;}7; en Mod(A) y I := @], I;. Pruebe que I es inyec-
tivo si y sdlo si I; es inyectivo V i.

Proposicién 3.3.6. Sea A un anillo. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Sean A . B 9 ¢ dos monomorfismos en Mod(A). Entonces, f y g
son monos-esenciales si y solo si gf es un mono-esencial.

(b) Sea f : M — N un mono-esencial en Mod(A). Si N es semisimple,
entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. (a) Es ficil probar la primera implicacién. Mostramos la se-
gunda. Sea gf : A — C un mono-esencial. Veamos primero, que g €s un mono-
esencial. En efecto, sea Y € Z(,C) tal que g~ *(Y) = 0. Luego (¢9f)"1(Y) =
Y g~ (Y)) = £71(0) = 0 y de 3.3.3, por ser gf un mono-esencial, ¥ = 0.
Luego g es un mono-esencial en virtud de 3.3.3.

Ahora, veamos que f es un mono-esencial. Sea A Bt X tal que tf es
un monomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A
tf
AN
B LX
QJ g
tl
C—F,



78 CAPITULO 3. ALGEBRAS DE ARTIN

donde E es el push-out de t y g. Luego, por ser g un monomorfismo, ¢’ es un
monomorfismo; de donde t'¢f también es un monomorfismo. Por lo tanto t’ es
un monomorfismo; y por ser ¢’ un monomorfismo, ¢'t es un monomorfismo. De
donde se tiene que t es un monomorfismo.

(b) Sea f: M — N un mono-esencial, donde N es semisimple. Luego, por
2.5.5 (a), se tiene que N = Im(f) @ N'. Por lo tanto 0 = Im(f) N N’ ~ f~1(N’)
y como f es un mono-esencial, se tiene que N’ = 0. De donde Im(f) = N por
lo que f es un isomorfismo. O

Definicién 3.3.7. Sea A un anillo y M € Mod(A). Una envolvente inyectiva
de M es un mono-esencial M — I, donde 5[ es inyectivo. Denotaremos por
ing - M — Ip(M) a la eleccién de una envolvente inyectiva de M.

Ejercicio 3.3.8. Sea A un anillo, M € Mod(A), iy : M — Ip(M) y iy, :
M — I\ (M) dos envolventes inyectivas de M. Pruebe que existe un isomorfis-
mo t : In(M) — Ij(M) que hace conmutar el siguiente diagrama

Iy (M).

Enunciamos, sin prueba, el siguiente resultado fundamental para envolventes
inyectivas.

Teorema 3.3.9. Sea A un anillo. Entonces, las siguientes condiciones se sa-
tisfacen.

(a) @ € Mod(A) es inyectivo si y sélo si ¥V f € Homp(Q, M) con f un mono-
esencial, se tiene que f es un isomorfismo.

(b) Todo M € Mod(A) admite una envolvente inyectiva ipy : M — Io(M)
de M.

Proposicién 3.3.10. Sea A un anillo. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Sea {M;}!_; en Mod(A) y M := @;_, M,. Entonces, existe un isomorfis-

mo h: In(M) — @, Io(M;) tal que el siguiente diagrama conmuta

7
M —2 5 Iy(M)

Dj=r in; Jh
D=1 Io(M;).
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(b) Si f : M — N es un mono-esencial en Mod(A), entonces existe un
isomorfismo h : Io(M) — Iy(N) tal que el siguiente diagrama conmuta

f

M——N
IN
Io(M) T Iy(N).

(¢) Sea Q € Mod(A) inyectivo y M € L (AQ). Entonces, salvo isomorfismos,
se puede elegir In(M) tal que M < Io(M) < Q, y la inclusion M C Io(M)
es un mono-esencial.

Demostracién. (a) Por 3.3.4, sabemos que iy, : My — Io(M;) es minimal a
izquierda, y por 2.3.23, @)_, in; : M — @j_, Io(M;) es minimal a izquierda
y por lo tanto una envolvente inyectiva (por 3.3.4 y el Ejercicio 3.3.5 (b)). Luego,
por el Ejercicio 3.3.8, se tiene el isomorfismo deseado.

(b) Sea f : M — N un mono-esencial. Como iy : M — Iy(M) es un
monomorfismo y Iy(N) es inyectivo, 3 h : Iy(M) — Io(N) que hace conmutar
el siguiente diagrama

M —25 1o(M)

o <

Io(N).

Se tiene que hijs es un mono-esencial pues iy f es un mono-esencial (cf. 3.3.6
(a)). Por lo tanto h es un mono-esencial. Luego, usando el Ejercicio 3.3.8, existe
un isomorfismo ¢ : Io(N) — Io(M) que hace conmutar el siguiente diagrama

(M)~ 1o(v)

de donde concluimos que h es un isomorfismo.
(¢) Consideremos la inclusién i : M — @ y una envolvente inyectiva iy :
M — Iy(M). Por ser @ inyectivo, 3 f : Io(M) — @ que hace conmutar el
siguiente diagrama
2

%

Tenemos que f es un monomorfismo, pues fiy; es un monomorfismo y iy es un
mono-esencial. Por lo tanto M ~ Im(iy) < In(M) ~ Im(f) < Q.
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Veamos que la inclusién Im(ip) C Ip(M) es un mono-esencial. En efecto,
VY € Z(plo(M)) se tiene que iy, (V) =~ Im(ipr)NY, por lo tanto, Im(ip)NY =
0 implica que i;j(Y) =0, y por ser is esencial, concluimos que Y = 0. O

Ejercicio 3.3.11. Sea h : I; — I un mono-esencial en Mod(A) con I y Iy
inyectivos. Pruebe que h es un isomorfismo (sin usar 3.3.9 (a)).

Definicién 3.3.12. Sea A un anillo y M € Mod(A). Denotaremos por .#j; a
la clase de todos los A-submddulos simples de M. El soclo (z6calo, socle) de M
es soc(M) :=< S >, i.e. soc(M) es el A-submdédulo de M generado por ..

Observacién. En el caso de que .y = ), se tiene que soc(M) := 0. En
particular, soc(M) = 0 <= . = 0.

Proposicién 3.3.13. Sea A un anillo. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) soc(M) es semisimple V M € Mod(A). Mds ain, ¥V X € L(AM) con p»X
semisimple, se tiene que A X < soc(M).

() Si f : M — N es un morfismo en Mod(A), entonces se tiene que
f(soc(M)) < soc(N).

Demostracién. (a) Sea M € Mod(A), podemos asumir que .5 # 0. Dado
queV S, 58" € .Sy, si S # S entonces S NS’ = 0; se tiene que

soc(M) = Z S = @ S.

SeSm SeSu

(b) Sea f : M — N en Mod(A). Podemos asumir que .#); # 0. Veamos
primero que

VSeSy f(S)=0 6 £(5)e In. (3.3)

En efecto, sea S € ) tal que f(S) # 0. Consideremos 0 # X € f(S) y
0# s e S tal que z = f(s). Luego Az = Af(s) = f(A-s) = f(S). De donde
f(S) € &N probandose (3.3).

Ahora bien, usando (3.3), concluimos que

f(SOC(M))—f< Z S)— Z f(S) < Z = soc(N).

SeS v SeSm S'eSN
O
Ejercicio 3.3.14. Sea A un anillo. Pruebe que la correspondencia
soc : Mod(A) — Mod(A) (X 4, Y) — (soc(X) o), soc(Y)),
donde soc(f) := flsoc(x), es un funtor aditivo, que conmuta con coproductos

arbitrarios y preserva monomorfismos.
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Definicién 3.3.15. Sea A un anilloy M € Mod(A). Se dice que M es irreducible
siM#0yV Ne Z(wM)\{0} lainclusién i : N — M es un mono-esencial.

Ejercicio 3.3.16. Sea A un anillo y M € Mod(A). Pruebe que
(a) M simple = M irreducible = M inescindible.

b) z7Z es irreducible y no es simple.

)
(b)
(¢) Si M es irreducible, entonces soc(M) = 0 é soc(M) es simple.
(d) M es semisimple si y sélo si soc(M) = M.
(e) soc(M) = soc(soc(M)).

Proposicién 3.3.17. Sea A un anillo, @ € Mod(A) y 0 # @ un A-mddulo
iyectivo. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) @Q es inescindible.

b) Q es irreducible.

)

(0)

(c) VM e Z(\Q)\ {0} M es irreducible.
)

(d) 3 M € Z(AQ) tal que M es irreducible y la inclusion M C Q es un

mono-esencial.

Demostracién. (a) = (b) Sea M € Z(,Q) \ {0}. Consideremos la inclusién
i: M — Q. Por ser Q inyectivo, 3 h : In(M) — @ tal que hace conmutar el
siguiente diagrama

7
M4M>IO(M)

| A

Q.

Como ij; es un mono-esencial, se tiene que h es un monomorfismo; y por ser
Iy(M) inyectivo, se obtiene que h es un split-mono. Luego h es un isomorfismo
pues @ es inescindible. En particular, tenemos que h es un mono-esencial. Por
lo tanto 7 = hiys es un mono-esencial.

(b) = (c) Sean M € L(pnQ)\ {0} y N € L(pAM) \ {0}. Luego tenemos el
siguiente diagrama conmutativo de inclusiones

M.

Como 7 es un mono-esencial, por 3.3.6 (a), concluimos que i’ también lo es.
(¢) = (d) Basta tomar M := Q.



82 CAPITULO 3. ALGEBRAS DE ARTIN

(d) = (a) Sea M € Z(AQ) irreducible y M C @ un mono-esencial. Supon-
gamos que existe Q@ = A® B con A, B # 0. Si M C @ es un mono-esencial,
entonces MNA#0y MNB#0.Luego 0 #(MNA)NMNB)C AN B, lo
cual es una contradiccion, pues Q = A & B. O

Definicién 3.3.18. Se dice que D € Mod(Z) es divisible siV d € D, ¥ n €
Z\ {0} 3z € D tal que nx = d.

Ejemplos: Q,R,C,Zy, K un campo con char(K) = 0.
Proposicién 3.3.19. Si D € Mod(Z) es divisible, entonces 7D es inyectivo.
Ejercicio 3.3.20. Pruebe que
(a) zQ es inyectivo e inescindible.
(b) ¥ M e 2D\ {0} T(M)=Q.
Ejercicio 3.3.21. Pruebe que
(a) soc(zZ) = 0 = soc(zQ).

(
(c

)

b) Z/mZ es un Z-médulo simple si y sélo si m es primo.
) soc(Z/p"Z) = p"Z/p"7Z ~ 7/pZ ¥ p primo y n > 1.
)

(d) soc(Z/nZ) ~ Z/p - - - prZ, donde n = pi"* - - - p;'* es la descomposicién en
productos de primos con p; # p; si ¢ # j.

Proposicién 3.3.22. Sea A una K-dlgebra y .7 la clase de los A-mddulos
simples. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) ¥ S €7, I)(S) es insescindible.
(b) ¥V Q € Mod(A) inyectivo, inescindible, se tiene que soc(Q) € . U {0}.
(¢) ¥V X € Mod(A), ¥V S €. se tiene que
Homy (S, jx) : Homy (S, soc(X)) — Homy (S, X)
es un isomorfismo en Mod(K), donde jx : soc(X) — X es la inclusion.

Demostracion. (a)Sea S € ., como S es irreducible y la inclusién oS C Iy(S)
es un mono-esencial, se satisface 3.3.17 (d). Por lo tanto Iy(.S) es inescindible.
(b) Sea AQ inyectivo e inescindible. Por 3.3.17 (b), @ es irreducible, y en
virtud del Ejercicio 3.3.14 (c), concluimos que soc(Q) € .7 U {0}.
(c) Sean X € Mod(A) y S € .. Aplicando el funtor Homy (S, —) a la
inclusién jx : soc(X) — X se tiene que la aplicacién

Hom (S, jx) : Homy (S, soc(X)) — Homjy (S, X)

es un monomorfismo en Mod(K). Veamos que es suprayectivo. En efecto, como
en la prueba de 3.3.13 (b), se tiene que V o : S — X la imagen Im(«) es simple
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6 cero; por lo que Im(a) C soc(X). Luego, para tales a, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

ol

soc(X) ——
Jx

por lo que Homy (S, jx)(@) = a; probéndose (c). O

Teorema 3.3.23. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen.

(a) Y M € Mod(A), la inclusion jpr : soc(M) — M es un mono-esencial.

(b) Sea f: M — N un monomorfismo en Mod(A). Entonces, f es un mono-
esencial si y sélo si soc(f) : soc(M) — soc(N) es un isomorfismo.

(¢) V M € Mod(A) existe un isomorfismo t : Io(soc(M)) — Io(M) que hace
conmutar el siguiente diagrama

soc(M) My

isoc(M)\ J'LM

To(soc(M)) - Iy(M).

(d) Y M € Mod(A), soc(ipg) : soc(M) — soc(Ip(M)) es un isomorfismo que
hace conmutar el siguiente diagrama

soc(M) M

| |

soc(Io(M)) —— Io(M).
Jro(n)

Demostracion. (a) Sea M € Mod(A) con M # 0. Supongamos la inclusién
Ja i soc(M) — M no es un mono-esencial. Luego 3 X € Z(A M)\ {0} tal que
soc(M)NX =0.

Sea 0 # xp € X. Entonces, por 2.6.15, 0 # Az es artiniano, y por el
Ejercicio 2.1.18, Az contiene un submdédulo simple S. Ahora bien, SNsoc(M) C
XnNsoc(M) = 0. Por lo que soc(M) < S@soc(M), pero S@soc(M) es semisimple,
lo cual contradice 3.3.13 (a). Por lo tanto, jas es un mono-esencial.
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(b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

f

M———N

IM IN

soc(M) Sm soc(N),

donde las inclusiones jj; y jy son monos-esenciales por (a). Por lo que f es
un mono-esencial, y de 3.3.6 (a), jysoc(f) es un mono-esencial; luego, por 3.3.6
(a), soc(f) es un mono-esencial. Finalmente, por 3.3.6 (b), se tiene que soc(f)
es un isomorfismo pues soc(N) es semisimple.

Ahora, si soc(f) es un mono-esencial, de 3.3.6 (a), tenemos que fjas es un
mono-esencial; de donde f es un mono-esencial.

(c) Sea M € Mod(A). Dado que Io(M) es inyectivo, existe ¢ : Ip(soc(M)) —
Iy(M) que hace conmutar el siguiente diagrama

Z’SOC
soc(M) i>4)I0(SO(:(M))

ZJVI]MJ /

Io(M).

Veamos que t es un isomorfismo. En efecto, por (a) sabemos que j,; es un mono-
esencial; y por 3.3.6 (a) ia7jv también lo es. Luego ¢ igoc(ar) €8 un mono-esencial,
y por 3.3.6 (a), t es un mono-esencial. Del Ejercicio 3.3.11 concluimos que ¢ es
un isomorfismo.

(d) Sea M € Mod(A). Es claro que soc(ips) : soc(M) — soc(Ip(M)) hace
conmutar dicho diagrama. Veamos que soc(Ips) es un isomorfismo. En efecto,
injm es un mono-esencial (por (a) y 3.3.6 (a)); de donde jz,(arysoc(iar) es un
mono-esencial. Luego soc(ips) es un mono-esencial, y por 3.3.6 (b), soc(ins) es
un isomorfismo pues soc(Ip(M)) es semisimple. O

Ejercicio 3.3.24. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Pruebe que V M €
Mod(A) con M # 0, se tiene que soc(M) # 0.

Corolario 3.3.25. Sea A un anillo artiniano a izquierda y @ un A-mddulo
inyectivo. Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) @ es inescindible si y sdlo si soc(Q) es simple.
(b) YV M € Mod(A), Q ~ In(M) siy sdlo sisoc(Q) ~ soc(M).

Demostracién. (a) Sea @ inescindible. En particular @ # 0, por lo tanto
soc(Q) # 0 segun el Ejercicio 3.3.24. Luego de 3.3.22 (b), se tiene que soc(Q) es
simple.
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Ahora, si soc(Q) es simple, por el Ejercicio 3.3.16 (a), soc(Q) es irreducible.
Luego como soc(Q) C @ es esencial, se satisface 3.3.17 (d) (con M := soc(Q)).
Por lo tanto Q es inescindible.

(b) Sea M € Mod(A).

Si @ ~ Iy(M) entonces, de 3.3.23, se tiene que soc(Q) =~ soc(Ip(M)) ~
soc(M), esto es soc(Q) ~ soc(M).

Supongamos ahora que soc(Q) ~ soc(M). Luego Iy(soc(Q)) ~ Ip(soc(M))
y por 3.3.23 (c), se tiene que Iy(Q) ~ Io(M). De donde Q ~ Iy(M) por ser Q
inyectivo. O

Ejercicio 3.3.26. Sea A un anillo artiniano a izquierda. Pruebe los siguientes
enunciados.

(a) Sea {f; + A; — B;}" ; una familia de monomorfismos en Mod(A). En-
tonces, @, fi : P, A — D, B; es un mono-esencial si y sélo si
fi + A; — B; es un mono-esencial V i.

(b) V @, Q" A-mébdulos inyectivos, AQ ~ AQ’ si y sélo si soc(Q) ~ soc(Q’).

(¢) Si {aSi}?; es una familia completa de simples no isomorfos dos a dos,
entonces {Ip(a5;)}7_; es una lista completa de inyectivos inescindibles no
isomorfos dos a dos.

Definicién 3.3.27. Sea A un anillo y M € Mod(A). El anulador de M en

Aesanny(M) :={A € A | dm =0V m € M}. Decimos que A M es fiel si

anny (M) = 0.

Ejercicio 3.3.28. Sea A un anillo, M € Mod(A) y I = anny(M). Pruebe que
(a) I KA.

(b) M es un A/I-médulo fiel.

(¢) ¥ f € Homp(A, M), T < Ker(f).

(d) V N € Mod(A), si M ~ N entonces anny (M) ~ annp (V).

Ejercicio 3.3.29. Sea A un anillo, I <Ay 7 : A — A/I el epi-candnico,
i.e. mA) = A+ I. Sea M € Mod(A/I) y considere M € Mod(A) por cambio de
anillos 7 : A — A/I. Pruebe que

(a) m(anny(M)) = anny /7 (M).
(b) ayrM es fiel siy s6lo si I = annp(M).

Proposicién 3.3.30. Sea A una R-dlgebra de artin y . la clase de los A-
mddulos simples. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) YV M € mod(A) 3n €N yun A-monomorfismo Ajanny (M) — yM™.

(b) VS €., AJanny(S) es una R-dlgebra de artin simple.
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(c) VS e ImeN tal que AJannp (,S) =~ AS™. Mds ain, si A es conmu-
tativo, se tiene que m = 1.

Demostracién. Sea M € mod(A). Por 3.1.3 (b) 3 x1,...,x, € M tales que
rM =< x1,...,z, > . Consideremos los morfismos ¢z, : AA — AM A\ — Az,.
Veamos que anny (M) = N, Ker(py, ).

En efecto, es claro que anny (M) C (N, Ker(p,,). Sea A € N, Ker(py, ),
i.e. Ax; = 0V i. Checamos que \x =0V z € M. Dado que x = ZZ 1 TiTi, T €
R, se tiene que \xz = 21,:1 AT = Z?:l riAx; = 0 pues M €5_r Mod. Por lo
tanto, se tienen los morfismos

n
A/anny (M) 2 @A/Ker(gpmi) RS LN AM™,

donde p(A+annp (M)) := (A+Ker(py, ), - - ., A+Ker(p,, )) es un monomorfismo
(pues anny (M) = i, Ker(¢y,)) ¥ @z, es el morfismo que hace conmutar el

siguiente diagrama

A/Ker Sow’L

por lo que @?:1 Dz, es un monomorfismo pues cada @, lo es. De donde se sigue
(a).

Supongamos ahora que M = S € .. Luego se tiene que ¢, es un epimor-
fismo V 4, y por lo tanto ®,, es un isomorfismo V i. Por lo tanto tenemos

A/anny (M) @A/Ker((pzi) Y

=1

y por 2.5.5 (a), ® es un split-mono, por lo que existe m € N tal que A/anny (S) ~
AS™. Ahora bien, sea I := anny(S). Por lo tanto ,7.S es simple, y entonces
AT >~ 5;18™, y por 2.5.6, se tiene que A/l >~ Maty,xm (D). Pero si A es
conmutativo, se tiene que A/I es conmutativo, por lo que Mat,, x,, (D) también
lo es, y m = 1; probandose (c).

Por lo tanto, dado que A/T ~ Mat,, xm (D), del Ejercicio 2.5.8, se tiene que
A/I es un anillo simple (pues D es un anillo con divisién simple).

Finalmente, la estructura de R-dlgebra de artin de A/I estd dada por la
composicién de morfismos de anillos R — A —— A/I, donde R — A es el
morfismo de anillos que induce la estructura de R-algebra de artin en A. O

Ejercicio 3.3.31. Sea A una R-élgebra de artin (no trivial), . la clase de los
A-mddulos simples. Pruebe que

(a) A es un anillo simple si y s6lo si 3 55 € . que es fiel.

(b) ¥ M € mod(A), si AM es fiel entonces mg(M) #0V S € .7.
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Observacién. Sea A un anillo no trivial, i.e. 1 # 0.
(a) VI <A, I es maximal si y sélo si A/I es un anillo simple.
(b) Si A es un anillo con divisién, entonces A es un anillo simple.
(¢) La reciproca de (b) es falsa. Considere para ello A = Mataxo(R).

Teorema 3.3.32. Sea A una R-dlgebra de artin, </ el conjunto de clases de
isomorfia de A-mddulos simples y % la clase de ideales (bildteros) mazimales de
A. Entonces, la correspondencia &/ — % dada por [pS] — anny (S) estd bien
definida y es una biyeccion.

Demostracion. Sea 5.S un simple. Por 3.3.30 (b), se tiene que anny(S) es
un ideal maximal de A. Luego, por el Ejercicio 3.3.28 (d), la correspondencia
anterior estd bien definida. Veamos que es suprayectiva. En efecto, sea m < A
maximal. Luego A/m es una R-dlgebra de artin simple, y por el Ejercicio 3.3.31
(a), existe un A/m-médulo simple S tal que anny;m(a/mS) = 0. Por cambio
de anillos A — A/m, se tiene que AS es simple, y por el Ejercicio 3.3.29 (b),
anny (S) = m.

Veamos que la correspondencia es inyetiva. Sean 557 y AS2 dos mddulos
simples tales que I := annp(xS1) = annp(aS2). Luego por 3.3.30 (c), existen
n,m € N tales que AST* ~ A/I ~ 5\ ST,y de 3.2.2, se tiene 557 ~ 7 5s. O]

Proposicién 3.3.33. Sea A una R-dlgebra de artin y . la clase de los A-
mddulo simples. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) YV M € Mod(A), el epi-candnico m : a\A — AJanny (M) induce un iso-
morfismo Homp (A/anny (M), AM) — Hompu (A, M) en Mod(R).

(b) Si A es conmutativo entonces Endy(S) ~ SV S € .7.

Demostracién. (a) Aplicando Homp(—, M) a m : AA — A/annp (M), se
tiene que Homy (7, M) : Homp (A/anny (M), M) — Homy (A, M) es un mono-
morfismo. Veamos que es un epimorfismo. En efecto, por el Ejercicio 3.3.28 (c),
se tiene que anny (M) C Ker(f) por lo que 3! f : A/anny (M) — A M tal que

f = fm =Homp (7, M)(f). Esto es, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A ! M

A/anny (M),

de donde concluimos que Homy (7, M) es un epimorfismo.
(b) Por 3.3.30 (c), sabemos que 5 (A/annp (S))a = ASa; y por (a), tenemos
EndA(S) = HOIHA(ASA,AS) ~ HomA(A/annA(S), S) >~ HOIHA(A, S) ~ AS. O

Proposicién 3.3.34. Sea A una R-dlgebra de artin y ¥ = {S1,...,Sn} una
familia completa de A—mddulos simples no isomorfos dos a dos. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) SiQ € mod(A) es inyectivo, entonces Q ~ Io(;_, AS;""), conm; >0V i
(recordamos que M° :=0).

(b) Si A es conmutativo y N € mod(A) es simple, entonces

(b1) top(A) ~ @i, aSi-
(bg) AN ~ tOp(A) <— HomA(S, Io(N)) ~ SV Ses.
Demostracién. (a) Sea @ € mod(A) inyectivo. Dado que A es artiniano a

izquierda, se tiene que soc(Q) ~ @, AS;" con m; > 0. Luego, por 3.3.23 (c),
se tiene que

Q ~ 1o(Q) ~ Io(soc(Q)) ~ I (@ A51mi> :

(b) Sea A conmutativoy N € mod(A) semisimple. Dado que A es conmutati-
voy A/J(A) es simple (cf. 2.6.14), se obtiene de 2.5.16 que top(aA) ~ ", AS;.
Sea AN ~ @?:1 AS[" con m; > 0. Veamos primero que

Hom <Sj,10 <@ ASZ’“)) ~ A8 V. (3.4)

i=1

En efecto, por 3.3.10 (a), 3.3.22 (c¢) y 3.3.23 (d), tenemos

Homp (Sj»IO (@ AS:'“)) ~ Homy (Sj,@]o(/\si>mi>
i=1

i=1

~ Homp (Sj,@soc(IO(ASi))mi> ~ Homp <Sj,@5imf‘>

i=1 i=1

~ @D Hom, (S;, Si)™ ~ Homy (S, ;)™ ~ oS},
i=1
donde el tltimo isomorfismo se debe a 3.3.33 (b).

Ahora bien, por 3.2.2, AN ~ top(pA) <= m; = 1V i; y esto pasa, en virtud
de (3.4) y 3.2.2, si y sblo si Homp (S, [p(M)) ~ ASV S e .. O

3.4. Anillos con dualidad

Definicién 3.4.1. Decimos que A es un anillo con dualidad si A y A°P son ani-

.. . . . . " Da
llos artinianos a izquierda, y existen funtores contravariantes aditivos mod(A) —

mod(A°P) Dacp mod(A) tales que Dp o Dpor = liyod(aer) ¥ Dace 0 Dy = Ligq(a-
En tal caso, decimos que A es un anillo con dualidad Djy.

Obsérvese que si A es un anillo con dualidad Dy, entonces A°P es un anillo
con dualidad Dpo».
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Lema 3.4.2. Sea A un anillo con dualidad Dy y h : X — Y en mod(A).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Eziste un isomorfismo t : Dy (Ker(h)) — Coker(Dx(h)) tal que hace
conmutar el siguiente diagrama en mod(A°P)

D) 22 b x) — 229, b (en(n))

|

Coker(Dx(h)),

donde i : Ker(h) — X es la inclusion.

(b) Eziste un isomorfismo t' : Ker(Dp(h)) — Da(Coker(h)) tal que hace
conmutar el siguiente diagrama en mod(A°P)

J D (h)
Ker(DA(h)) _— DA(Y> _— DA(X>
> TDA(W)
D (Coker(h)),

donde m : Y — Coker(h) es el epi-candnico y j : Ker(Dp(h)) — Da(Y)
es la inclusion.

(¢) h es un monomorfismo si y sélo si Dp(h) es un epimorfismo.
(d) h es un epimorfismo si y solo si Dy(h) es un monomorfismo.

Demostracién. (a) Veamos que D(i) : D(X) — D(Ker(h)) satisface la pro-
piedad universal del cokernel. Para ello, usaremos el isomorfismo g : 10400y —
Dp o D{P. En efecto, sea g : Dy(X) — W en mod(A°P) tal que gDy (h) =0,y
pw : W — D (Z) el isomorfismo natural donde Z := Dyopr (W).

Dado que pwg : DA(X) — Da(Z) y Dp es pleno, 3 8 : Z — X tal
que Dx(B) = pwg. Ahora bien Da(hB) = Da(B)Da(h) = pwgDa(h) = 0; y
como Dy es fiel, se tiene que h3 = 0. Por lo que 3! 8 : Z — Ker(h) que hace
conmutar el siguiente diagrama

Por lo tanto DA (B)D (i) = Dx(B) = puwg, v se tiene el siguiente diagrama
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conmutativo en mod(A°P)

DA(h D ()

Dj(X) ——'Dy(Ker(h))

[T

W ———— Dy(Z),

DA(Y) ——

por lo que g = ¢'D4 (i) con g’ := ;) Da(B), siendo este tinico por la unicidad
de ( tal que i3 = (5.

(¢) Tenemos que: h es un monomorfismo <= Ker(h) = 0 <= Dp(Ker(h)) =
0; y por (a), esto ultimo pasa si y sélo si Dy (h) es un epimorfismo.

(b) ¥ (d) se prueban de forma dual a los anteriores (cf. Ejercicio 3.4.3). O

Ejercicio 3.4.3. Demuestre los incisos (b) y (d) del Lema 3.4.2.

Proposicién 3.4.4. (Lema de Baer) Sea R un anillo y M € Mod(R). Enton-
ces, pRM es inyectivo en Mod(R) si y solo siV I € L(rR), ¥V g: rpl — gpM
existe h : RR — gM tal que h|; = g.

Demostracién. Ver, por ejemplo, en [1]. O

Ejercicio 3.4.5. Sea A un anillo artiniano a izquierda y I € mod(A). Pruebe
que las siguientes condiciones que son equivalentes.

(a) Al es inyectivo en Mod(A).
(b) Al es inyectivo en mod(A).
Sugerencia: Usar el Lema de Baer.

Proposicién 3.4.6. Sea A un anillo con dualidad Dy. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) 0— A L, B9 ¢ — 0 es una sucesion evacta en mod(A) siy sdlo si

0 — Dy (C) EZION Dx(B) Dal), Dx(A) — 0 en ezacta en mod(A°P).

(b) Para toda familia {A;}?_; en mod(A), se tiene que
DA(EP Ai) ~ P Da(4A
i=1 i=1

(¢) V M € mod(A) se tiene que

(c1) M es inescindible si y sélo si Dpy(M)es inescindible.
(c2) M es simple si y sdlo si Dy(M) es simple.

(c3) M es proyectivo (inyectivo) si y sélo si Dy(M)es inyectivo (proyec-
tivo).
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(d) f es un mono-esencial (epi-esencial) si y sdlo si DA(f) es un epi-esencial
(mono-esencial).

Demostracién. (a) (=) Sea0 — A L, B % ¢ — 0 una sucesién exacta
en mod(A). Luego, por 3.4.2 (¢) y (d), tenemos que Dj(f) es un epimorfismo
y Da(g) es un monomorfismo; y dado que gf = 0, entonces 0 = Dp(gf) =
Da(g)Da(f). En consecuencia Im(Dj(g)) € Ker(Da(f)). Por otro lado, de
3.4.2, tenemos

Im(Dx(g)) = Ker o Coker(Dx(g)) ~ Ker o Dy (Ker(g)) = Ker o Da(Im(f))

= Ker o Dy (Ker o Coker(f)) =~ Ker o Coker o Ker(Dx(f)) ~ Ker(Dx(f)).

Por lo tanto Im(Dy (g)) ~ Ker(Da(f)). Lo cual implica que £x0or (Im(Dy(g))) =
Lpor (Ker(Da(f))), de donde se tiene que Im(Dy(g)) = Ker(Da(f)).

(<) Ahora supongamos que 0 — Dp(C) — D (B) — Dp(A) — 0 es
exacta en mod(A°P). Dado que A°P es un anillo con dualidad Djor, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en mod(A)

0 0 — Daor DA(A) —— Dpor Da(B) —— Dpor DA(C) —— 0
[ 0 A B C Oa

donde las flechas verticales son isomorfismos. Luego, como 7 es exacta, conclui-
mos que € es exacta.

(b) Es consecuencia de que Dy es un funtor aditivo.

(c1) Sea A M inescindible y Dx(M) = X @Y. Entonces, por (b) tenemos

M ~ DAopDA(M) >~ DAop(X) D DAnp(Y).

Como M es inescindible, Dpor(X) = 0 6 Dpor(Y) = 0. Por lo tanto X = 0
6Y =0 pues Dpopr es fiel. La otra implicacion es dual.

(c2) Por el Ejercicio 1.8.18 y 3.4.2, se tienen las equivalencias: y M es simple
<V X € mod(A), V f € Homp(X,M) f =06 f es un epimorfismo <
V' X € mod(A), V f € Homa(X, M) Dao(f) =06 Da(f) es un monomorfismo
<=V Z € mod(A°?), V g € Hompor (DpA(M),Z) g = 0 6 g es un monomorfismo
<= Dp(M) es simple.

(c3) Es consecuencia de 3.4.2 y del Ejercicio 3.4.5.

(d) Dado que mod(A) = f.I.(A), por 2.8.2 (a) y 3.3.3, es suficiente (en las
definiciones de mono-esencial y epi-esencial) usar morfismos en mod(A). Para
luego aplicar 3.4.2. O

Proposicién 3.4.7. Sea A un anillo con dualidad Dy. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) ¥V X € mod(A) Ip(X) € mod(A).
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(b) V X € mod(A) existen isomorfismos t : Da(Po(X)) — Ip(Da(X)) y
t': DA(Ip(X)) — Po(Da(X)), tales que hacen conmutar los siguientes
diagramas en mod(A°P)

DA(X) Datex) D (Po(X))

ik /

In(DA(X)),

Da(lo(X)) —— 22 0x) DA(X)

x A)

Po(Da(X)).

Demostraciéon. Sea X € mod(A). Consideremos la cubierta proyectiva ey :
Py(X) — X y la envolvente inyectiva ix : X — Io(X) en mod(A). Por 3.4.6
(c3) v (d), se tiene que Dp(ex) : DaA(X) — Da(Py(X)) es una envolvente
inyectiva. Luego, por el Ejercicio 3.3.8 existe un isomorfismo ¢ : Dp (FPp(X)) —
Io(Dp(X)) tal que tD(ex) = ip,(x). En particular concluimos que

V X €mod(A) Io(Da(X)) € mod(A°P). (3.5)

Luego, usando que A°P es un anillo con dualidad Dpoer y (A°P)°P = A, se obtiene
de (3.5), que

VY € mod(A°?) In(Daer(Y)) € mod(A). (3.6)
Por otro lado, D (X) € mod(A°P) y Dper(Dp(X)) =~ X; y por (3.6), se tiene
que I(X) € mod(A) pues Iy(X) =~ Iy(Daer(Y)), donde Y := Dy (X). O

Ejercicio 3.4.8. Sea A un anillo con dualidad Dj. Pruebe que
(a) VMe mod(A) onp(DA(M)) = KA(M)
(b) SiAQ es inyectivo inescindible, entonces A @ es finitamente generado.

Proposicién 3.4.9. Sea A un anillo con dualidad Dy. Consideremos la su-
cesion ezacta candnica 0 — rad(M) —— M = top(M) — 0 en mod(A).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A°P)

0 —— Da(top(M) 2", Dy (M) —229D s (rad (M) —— 0

| J

Da(M
0— SOC(DA(M))jm Da(M) D) 0,

donde las flechas verticales son isomorfismos.



3.4. ANILLOS CON DUALIDAD 93

(b) M contiene un inico submddulo mazimal si y sdlo si Dp(M) contiene un
unico simple.

Demostracién. (a) Por 2.8.3, 7 : M — top(M) es un epi-esencial, y de 3.4.6
(d), se tiene que Dp(m) : Da(top(M)) — Da(M) es un mono-esencial. Dado
que Dy (top(M)) es semisimple (cf. 3.4.6 (c)), por 3.3.13 (a), 3 « tal que el
siguiente diagrama en mod(A°P) conmuta

D (m D (3
0 —— D (top(M) 2", Dy () 229Dy (rad (M) —— 0

|

0 —— soc(Dp(M)) —— Da(M)

jDA(M)

DA(M) 0
soc(Da (M) :

Por lo tanto a es un mono-esencial pues Da(m) lo es (cf. 3.3.6 (a)); y por
3.3.6 (b), a es un isomorfismo. Finalmente, por el Lema del Cinco, existe un
isomorfismo 8 : Dp(rad(M)) — Da(M)/soc(Da(M)) que hace conmutar el
diagrama anterior; probandose (a).

(b) Por (a), 3.4.6 (c2) v 3.3.13 (a), se tienen las equivalencias: Card(.#, ps) =
1 <= rad(M) € A,y <= top(M) es simple <= Dy (top(M)) es simple
<= s0¢(Dp(M)) es simple <= Dy (M) contiene un unico simple. O
Proposicién 3.4.10. Sea A un anillo con dualidad Dy y 0 — soc(M) 2%
M T M/soc(M) — 0 la sucesion exacta candnica en mod(A). Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A°P)

0 ——rad(DA(M)) ——— DA(M) —— top(Da(M)) —— 0
0 —— Dx(M/soc(M)) —— Da(M) —— D (soc(M)) —— 0,
Dn () Da(jm)
donde las flechas verticales son isomorfismos.

(b) M contiene un dnico simple siy sélo si Dp(M) contiene un dnico submddu-
lo mazimal.

Demostracién. (a) Por 3.3.23 (a), la inclusién jp : soc(M) — M es un
mono-esencial; y de 3.4.6 (d), se obtiene que D (jar) : Da(M) — D (soc(M))
es un epi-esencial con Dy (soc(M)) semisimple (véase 3.4.6 (c)). Por lo que
rad(Dy (soc(M))) = 0. Luego top(D(soc(M))) = Da(soc(M)); y por 2.8.2, exis-
te un isomorfismo ¢ que hace conmutar el siguiente diagrama en mod(A°P)

Do (i
DA(M) A(dm)

J

top(Da(M)) T) Dp(soc(M)).

Dy (soc(M))
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Por lo tanto, se tiene el segundo cuadrado conmutativo del diagrama en (a).
Para obtener el primero, se procede como en la proposicién anterior.

(b) La prueba es dual a 3.4.9 (b). O

3.5. Existencia de dualidad en algebras de artin

Lema 3.5.1. Sea R un anillo conmutativo artiniano, rI = Iy(top(rR)) y
X € mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Homp(X,I) € mod(R) y mg(Homp(X,I)) =mg(X) ¥V S simple.

(b) El R-morfismo ®x : X — Hompg(Homg(X,I),I), con ®x(x)(f) :=
f(x), es un isomorfismo natural.

Demostracion. (a) Procederemos por induccién sobre ¢r(X). Si fr(X) <1
entonces X = 0 6 X es simple; y por 3.3.34 (bz), Homg(X,I) ~ rX. Su-
pongamos que ¢r(X) > 1, luego existe un simple S’ € Z(grX). Considere-
mos la sucesién exacta 0 — S’ — grX — X’ — 0 en mod(R). Por
3.3.34 (bz), se tiene la sucesién exacta 0 — Homp (X', I) — Homp(X,I) —
rS" — 0 en mod(R). Dado que ¢r(X’) = £gr(X) — 1, concluimos por induc-
cién que Homp(X',I) € mod(R) y mg(Homp(X',I)) = mg(X’); por lo que
Homp(X,I) € mod(R), y ademds

mg(Hompg (X, 1)) = mS(S’) + ms(HOmR(X/, 1)) = ms(Sl) + ms(X/) =mg(X).

(b) Veamos la naturalidad de ® : 1,,q(r) — Hompg(Hompg(—,1),I). Sea
f: X — Y en mod(R), luego tenemos los siguientes morfimos en mod(R) :

Homp(f,I) : Hompg(Y,I) — Hompg(X,I),
Hompg(Homg(f,I),I) : Homgr(Hompg(X,I),I) — Homg(Homg(Y,I),I).

Probaremos que el siguiente diagrama conmuta

X f Y

o Jo.
HOIHR(HOIHR(X, [), [) M} HomR(HomR(Y, I), I),

donde ¢(f) := Homgr(Hompg(f, I),I). En efecto, recordamos primeramente que
V a € Hompg(Y,I) se tiene Homp(f,I)(a) == af, y V2 € X o(f)(Px(z)) :=
O x () o Hompg(f, I). Entonces

(/) (®x () () = (Px () o Homp(f, I))(e) = Px () (Hompg(f, I)(«))
)

= ®x(z)(ao f) = (ao f)(z) = a(f(x)) = vy (f(z))(@) = (Dy o f)(z))(@).
Por loftanto o(f)(®x(z)) = (Pyof)(xz)Vax € X,y por consiguiente o(f)odx =
(I)YO .
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Ahora, veamos que ®x es un isomorfismo. Por (a), sabemos que
KR(HOHIR(HOHIR(_X7 I), I)) = ER(X)

Por lo tanto, basta ver que ®x es un monomorfismo. Sea = € Ker(®x), y
supongamos que x # 0. Luego, Rx € mod(R), y Rz es noetheriano (pues
mod(R) = f.I.(R)); por lo que 3 pN < Rz tal que Rz/N es simple. En virtud
de 3.3.34 (by), Rz/N es un sumando directo de top(gR). Luego de 3.3.10,
tenemos los monomorfismos Rz/N — Iy(Rx/N) — Ip(top(gR)) =: I. Por lo
tanto, existe un monomorfismo h : Rx/N — 1.

Sea g := hm : R — I, donde 7 : Rz — Rx/N es el epi-canénico. Veamos
que g(z) # 0. En efecto, si g(z) = 0 entonces hm(x) = 0, por lo que w(z) =0y
x € N; lo cual es una contradiccién pues N # Rx. Luego, por ser [ inyectivo,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ri—— X

|

I,

i.e. §lre = g. Pero ®x(z)(g) = g(x) = g(z) # 0, por lo que = ¢ Ker(®Px), lo
cual no pasa. Por lo tanto x = 0. O

Proposicién 3.5.2. Sea R un anillo conmutativo artiniano y I := Io(top(rR)).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) R es un anillo con dualidad D := Homg(—, rIg) : mod(R) — mod(R).
(b) v RS simple ms(RR) = ms(RI).
(¢) R~ Endg(I).

Demostracién. (a) Por 3.5.1 (a), Dr(X) € mod(R) ¥V X € mod(R). Y por
3.5.1 (b) @ : 1,y0a(r) — D% es un isomorfismo.
(b) Sea rS simple. Luego, por 3.5.1 (a), mg(rR) = mg(Homg(rR,I)) =

ms(RI).
(¢) R ~ End(grR)°?, y por (a), End(gR)?? ~ End(Dgr(grR)) ~ Endgr(I),
donde el tltimo isomorfismo se da ya que Dr(grR) ~ gI. O

Teorema 3.5.3. Toda R-dlgebra de artin A es un anillo con dualidad Dy,
donde DA(AX) := Homg(aXgr,Ir) con I := Iy(top(R)). Mds atin, Dy es una
R-equivalencia de categorias.

Demostracién. Veamos que
V X €mod(A) Da(aX) € mod(AP). (3.7

En efecto, sea A una R-algebra de artin via ¢ : R — A. Luego A°Pes una
R-algebra de artin via ¢°? : R — A°P, donde ¢°P(A°P) := (). Por lo tanto,
tenemos 2 estructuras de R-mdédulo en Dp(xX) :
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= (r-f)(x) := f(rz), pues X € gModg, via el cambio de anillos p°? : R —
APy

= r[f, dada por el cambio de anillos ©°? : R — A°P, pues D (,X) es un
A°P-médulo.

Ambas estructuras de R-mdédulo coinciden, ya que

(rOf)(z) = (@ () f)(z) = (fe(r)) (@) = f(p(r)z) = f(rz) = (r- f)(@).

Por otro lado, X € mod(A) y 3.1.3 (b) implican que pX € mod(R), y por
3.5.1 (a), Da(AX) € mod(R). Por lo tanto D (X)) es un A°’-médulo que es
noetheriano como R-méddulo.

Consideremos {jo» N;};cny una cadena ascendente en Z(por DA(pX)). Por
el cambio de anillos ¢°? : R — A°?, {g N, }ien es una cadena ascendente en
Z(rDA(rX)), la cual se estabiliza pues gDa (s X) es noetheriano. Por lo tanto
DA(AX) S HlOd(AOp).

Ahora checamos que si f : X — Y estd en mod(A), se tiene que Hompg(f, I) :
Dp(Y) — Dp(X) es un morfismo en mod(A°P). En efecto, V o« € Dp(Y) =
Hompg(Y,I), V2 € X, V A € A tenemos las igualdades

Da(f)(@A)(z) = Homp(f, I)(aX)(z) = ((aA) o f)(z) = (aA)(f(z))

= a(Af(2)) = a(f(Az)) = Homg(f, I)(a)(Azx) = (DA(f)(@))N)(z).

Por lo tanto D (f)(A°Pa) = (Da(f)(a))X = A°PDa(f) ().

Por lo anterior y por (3.7), tenemos que D : mod(A) — mod(A°?) con
Da(X) = Hompg(aXg,Ig) es un R-funtor. Andlogamente (reemplazando a
A por A°P), tenemos que Dpor : mod(A°?) — mod(A) con Dpor(Zp) :=
Hompg(rZa,r I) es un R-funtor. Ahora bien,

q)X : AX — HomR(HOHlR(AXR,IR),IR) = DAop ODA(X)

con ®x(z)(f) := f(z) es un R-isomorfismo natural (por 3.5.1 (b)). Veamos que
®x es un A-morfismo (en particular, tendriamos que ® : 1,0q(A) — Dpor © Dy
es un isomorfismo natural). En efecto, V f € Homg(X,I) V2 € X, VA € A, se
tiene que

Ox(Az)(f) = f(Az) = (fA)(2) = Px(2)(fA) = (APx (2))(f)-

Por lo tanto ®x (\x) = A\®x (z).
Andlogamente, el R-isomorfismo natural (cf. 3.5.1 (b))

(I)Z : ZA I HOIHR(HOIHR(RZ)\,R I),IR) = DA o DAOP(Z),
con ®z(z)(g) = g(z), es un A°P-isomorfismo natural. O

Observaciéon 3.5.4. Sea A una R-algebra de artin. Tenemos que

(a) DaA(A) =Homp(A,I) € AModp via:
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[ ] AD(A) = HOmR(RAA,RI) = DAOP(AA), y
L] D(A)A = HOHIR(AAR7IR) = DA(AA).

(b) Homp (—, AD(A)p) : mod(A) — mod(A°P) es un R-funtor contravariante.
En efecto, si A X € mod(A), por 3.1.5, se tiene que Homp (o X, AD(A)) €
mod(R). Luego, procediendo como en la prueba de 3.5.3, se demuestra
que Homp (X, AD(A)x) € mod(A°P).

Proposicion 3.5.5. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, los R-funtores
Dy, Homp (—,AD(A)p) : mod(A) — mod(A°P) son isomorfismos.

Demostracion. Usando la adjuncién del Hom y el producto tensorial, tenemos
los isomorfismos naturales

Dx(M) = Hompg (M, I) — Homp(rAx ®r aAM, rI)

= Homy (A M, Homp(gAn, gI)) = Homy (M, D(A)).

3.6. El funtor *x y el funtor de Nakayama
Lema 3.6.1. Sea A-una R-dlgebra de artin. Entonces,

Homp(—,AAx) : Mod(A) — Mod(AP)
y Hompor(—,aAx) : Mod(A°?) — Mod(A)

son R-funtores contravariantes.

Demostracién. Sea f : A — B un morfismo en Mod(A). Verifiquemos que
Homy (f,A) : Homa (B, A) — Homy (A4, A) es un morfismo en Mod(A°P). En
efecto, Va € A, V g € Homp (B, A),V X € A se tiene que

Homy (f, A)(A7g)(a) = ((A”g) o f)(a) = (9A)(f(a)) = g(f(a))A

= (Homy (f, A)(9)(a))A = (APHom, (f)(9))(a)-

Por lo tanto Homy (f, A)(A°Pg) = A°’Homy (f)(g), por lo que Homp (—, AAp) es
un R-funtor. Andlogamente se tiene que Hompor(—, AAx) es un R-funtor pues
Aer A, = AN = AAA (cf. prueba de 3.2.1 (a)). O

Definicién 3.6.2. Definimos el R- funtor * := Homp (—, poAp) : Mod(A) —
Mod(A°P). De la misma forma, denotaremos también por * al R-funtor contra-
variante Hompop (—, AAA) : Mod(A°?) — Mod(A). Del contexto, quedara claro
de cudl de ellos se trata.

Proposicién 3.6.3. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.
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(a) ¥ A € mod(A) A* € mod(A°P).

(b) VAeMod(A) a: A— A con ®4(a)(f) := f(a) es un A-morfismo
natural.

(¢) vipaA — (Ap)* con v(A)(z) := Az es un A-isomorfismo.
(d) t: Ax — (AN)* con t(N)(z) := z\ es un A°P-isomorfismo.
(e) ®p: A — A** es un A-isomorfismo.

Demostracién. (a) Sea A € mod(A). Luego por 3.1.5, A* = Homp(A,A) €
mod(R). Usando el cambio de anillos R — A°P (la estructura de R-algebra de
artin de A°P), se tiene que A*mod(A°P) pues A* € mod(R).

(b) La prueba es similar a la de 3.5.1 (b).

(c) Sea p : (Ap)* := Hompor(Ap,aAr) — AA dado por p(f) := f(1).
Es claro que g es un A-morfismo pues p(Af) = (Af)(1) = Af(1) = u(f).
Consideremos la aplicacién v : p\A — (Ap)* dada por v(A\)(z) := Az. Veamos
que p~1 = v. Esto se sigue, ya que (nov)(\) = u(v(N\) =v(A)(1) =X-1=X;
por lo que pov =1, 4. Por otra parte, se tiene que(vou)(f)(z) = v(u(f))(z) =
v(f(1))(x) = f(1)xz = f(1-x) = f(z). Por lo tanto, v o pt = 1(p,)«.

(d) Consideremos 0 : (Apy)* — Ap con 6(f) := f(1). Se prueba, como en
(c), que t71 = 0.

(e) Veamos que el siguiente diagrama en Mod(A) conmuta

AAa
donde v(A)(z) := Az y t(A\)(x) := 2\ son los isomorfismos de (¢) y (d). Como
t:Ar — (AA)* es un A°P-isomorfismo, la aplicacién
t* = HOHlep((AA)*,AAA) : (AA)** — (AA)*

es un A-isomorfismo pues t es un A°P—isomorfismo. Luego

("o @r)A)(x) = t°(Pa(N)(2) = (Pa(A) 0 t)(2)
= AN (H(2)) = t(2)(N) = Az = v(A)(@).

Por lo tanto t* o &4 = v. Luego, como v y t* son A—isomorfismos, se tiene que
®, es un A-isomorfismo. O

Proposiciéon 3.6.4. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Y Pe P(N), P* € P(AP).
(b) Y Pe P(A), Op: P — P** es un A-isomorfismo.
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(¢) El R-funtor contravariante x* = Homp (—, oAp) : Mod(A) — Mod(A°P),
se restringe a una dualidad de R-categorias

Homp (—, AAn)|z(n) + P(A) — P(AP).

Demostracion. (a) y (b) Primero, tenemos que (,A)* € F(AP), ya que t :
(AA)* — Ap es un isomorfismo en Z(AP) (cf. 3.6.3 (d)).

Sea P € Z(A). En particular, 3n € N 3 5@ tales que P ® @Q = AA"™. Por lo
tanto P* @ Q* ~ (AA™)* ~ (Ap)™, de donde P* € &(A°P). Por otro lado, como
0 — P — (AA)™ — @Q — 0 es una sucesién split-exacta y * es aditivo, se
obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en Mod(A)

P , (AAn)** Q

C 0 C.

Por el Lema de la Serpiente, se tiene que0 — K — 0 — K' — C — 0 —
C" — 0 es exacta en Mod(A), por lo que K = 0 = C’. Considerando, ahora
la sucesién exacta que se parte 0 — @ — AA"™ — P — 0; y repitiendo
el procedimiento anterior, se obtiene la sucesién exacta 0 — K' — 0 —
K — (' — 0 — C — 0, de donde se tiene que K’ = 0 = C. Por lo tanto,
®p: P — P** es un isomorfismo.

(¢) Por (b), tenemos el siguiente A-isomorfismo

®p: AP — P** = Hompor (Homp (AP, AAA), AAA).
Anélogamente, intercambiando a A por A°P, se tiene el A-isomorfismo

Do : Qr — Q" = Homp (Homper(Qa, AAA), AAR).
Luego, por 3.6.3 (b), se tienen los siguientes isomorfismos inducidos por ®

Loay — Homper (Homp (=, AAA), AAA)|2(a),
1{@(Aop) — HomA(Hoonp(—, AAA)a AAA)‘{@(AOP).

O

Proposicién 3.6.5. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.
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(a) VA B e Mod(A), Va: A — Ay yV B : By — By en Mod(A), los
siguientes diagramas conmutan

a*®lp 14+®B

As @ B Aj®@a B A* @y By ———— A" @) B

wAQ,BJV JwAl,B wA,BIJ J{d’A,Bz

HOHIA(AQ, B) E— HOHIA(Al, B), HOHIA(A, Bl) E— HOHIA<A, Bg),
Homy (a,B) Homa (A,3)

donde Y4 g : A* @5y B — Homy (A, B) se define como 4, 5(f @b)(a) :=
fla)b (i.e. Yap(f @b) = f(=)b).

(b) Y P e P(N),V B ecmod(A) se tiene que Yp p : P*®s B — Homy (P, B)
es un R-isomorfismo.

Demostracién. (a) Veamos que Homu (o, B) 094, p = %4, o (a* ®1p). En
efecto, sea f € A5 = Homy (Az,A), b€ B, a; € Ay y a* : A5 — Aj. Entonces

(Yay,Bo (" ®@1p))(f@b)(a1) =va, 5((a" @ 1p)(f @b))(a1)
=Ya, (" (f) ®@b)(a1) = Ya, 5(f o ®@Db)(a1)
= (foa)(a1)b= ((f o @)(—)b)(a1) = Homy (a, B)(f(—)d)(a1)
= (Homp (v, B) 0 ¥4, 5)(f ® b)(a1).

Anélogamente, se prueba que 4 g, © (14~ ® ) = Homa (A, 3) o a p,.

(b) Realizaremos la prueba en tres etapas.

(i) P = pA. Consideremos los isomorfismos ep : Homy (A, B) — B, dado
por ep(f) := f(1), y 78 : A ®x B — B dado por 75(A ® b) := Ab. En
particular, eg ® 1 : (AA)* ®y B — Ap ®5 B es un isomorfismo pues €, :
(AA)* — A, lo es (véase la prueba de 3.6.3 (d)). Luego, para probar que
Yap : A* @y B — Homp (A, B) es un isomorfismo, es suficiente ver que el
siguiente diagrama conmuta

A @p B—5Homp(A, B)  f®b—— f(=)b

A®lp es f)®b
B, f(1)b.

La conmutatividad del primer diagrama se sigue facilmente (ver el segundo
diagrama). Ahora bien, dado que eg o Yo, g = T 0 (A ® 1), se sigue que
YAB = 6791 oTgo(ex ®1p) es un isomorfismo.
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(i1) P = AA™. En este caso, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(AAn)* ® B HomA(A”,B
((AAM)* ® B)™ —— (Homp (A, B))™
(YA, B)

n

donde las flechas verticales y (¢ p)™ son isomorfismos por (7). Por lo tanto

Yar, g es un isomorfismo.

(#4i) Caso general. Sea P @ Q = pA™. Usaremos que * = Homyp (—, pAAp) :
Mod(A) — Mod(A°P) y — ® B : Mod(A°?) — Mod(R) son R-funtores.

Dado que 0 — P — A™ — @ — 0 es split-exacta en Mod(A), se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

0—— Q" @&y B——— (A")*®)\ B——— P, @y B———0

J{@/}Q,B Jfﬁ/\n,B J/wP,B

0 —— Homy (Q, B) —— Homp (A", B) —— Homy (P, B) —— 0,

donde 9o~ p es un isomorfismo, por (i¢). Y por el Lema de la Serpiente, conclui-
mos que Yg p es un monomorfismo y ¢p g es un epimorfismo. Analogamente,
usando la sucesion exacta 0 — @ — A" — P — 0 que es split-exacta,
se tiene que 1¥p p es un monomorfismo y que g p es un epimorfismo. Por lo
tanto, Y¥p g : P* @y B — Homy (P, B) es un isomorfismo en Mod(R). O

Lema 3.6.6. Sea A una R-dlgebra de artin semisimple y % la clase de los
A-mddulos simples. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A es un anillo con dualidad x := Homp (—, oAp) : mod(A) — mod(A°P).

(b) VS e, 5% es un A°°’-mddulo simple; y ademds, se tiene un isomorfismo
de A°?-mddulos Homp (S, 7) : S* — Homy (S, A/anny(5)), donde m :
A — A/anny (S) es el epi-candnico.

() VS e annper(S*)=anny(S).

Demostracién. (a) Como A es semisimple, tenemos por 2.5.14, que Z(A) =
mod(A) y Z(A°P) = mod(A°P) (A° es semisimple por 2.5.17). Luego (a), es
consecuencia de 3.6.4 (c).

(b) Por (a), tenemos que * : mod(A) — mod(A°?) es una R-dualidad.
Luego, por 3.4.6 (c2), se tiene que S* es un A°-simple. Ahora bien, aplicando
el funtor Homy (S, —) al epi-canénico # : A — A/anny (5), se obtiene que
Homy (S, 7) : S* — Homp (S, A/annp (S)) es un A°P-epimorfismo, pues S es
proyectivo. Por otro lado, como S* es un A°P-simple, se tiene que Homy (.S, 7)
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es cero o es un monomorfismo. Luego, es suficiente ver que Homy (S, 7) # 0. En
efecto, por 3.3.30 (c), A/anna(S) ~ ,S™, por lo tanto

Homp (S, A/anny (S)) ~ Homp (S, S™) ~ (Enda (S))™ # 0.

Por lo que Homy (S, A/annp (S)) # 0; y como Homy (S, ) es un epimorfismo,
concluimos que Homp (S, 7) # 0.
(c) Por (b) y el Ejercicio 3.3.28 (d), se tiene que

annper (S*) = annper (Homp (S, A/annp (5))).

Veamos que annpor (Homy (S, A/anna(S))) = anna(S). En efecto, como A es
semisimple, se tiene que A = Ay X Ay x --- x A, donde A; es un anillo de
matrices y por lo tanto un anillo simple. En la prueba de 2.5.16 (b), se vi6 que:
si A, 5; es el tnico simple (hasta isomorfismos) en Mod(4A;), entonces {4.S;}7_,
es una familia completa de A-simples no isomorfos, donde 5.S; se obtiene de
A;S; por cambio de anillos m; : A — A;, con 7; la proyeccién canénica. Como
AS es simple, podemos asumir que A5 = AS; para algin i. Dado que A; es
un anillo simple, m; := Ker(m;) < A es maximal y anny,(S;) = 0 (i.e. 5,5;
es fiel). Luego, por el Ejercicio 3.3.29 (b), se tiene que anna(S;) = m; pues
A; = A/Ker(m;) = A/m;. De donde

annpop (Homp (S, A/anny (S))) = annper (Homy, (Si, A;));

por otro lado, Homy, (S;,A;) es AP-fiel pues es no nulo y A" = A% /m; es
simple (ya que en un anillo simple todos los médulos no nulos son fieles). Luego,
por el Ejercicio 3.3.29 (b), concluimos que annper (Homy, (S;, A;)) = m; pues
A°P /m; = AP, probandose (c). O

Ejercicio 3.6.7. Sea A una R-ilgebra de artin. Considere la dualidad usual
Dy := Hompg(—,I) donde I := top(R). Pruebe que

(a) YV M € mod(A) anny(M) = annper(Dp(M)).
(b) ¥V N € mod(A°P) annper(N) = anny (Dpor (N)).

Lema 3.6.8. Sea A una R-dlgebra de artin y v := J(A). Entonces, el epi-

canénico m : M — top(M) en mod(A) induce el siguiente isomorfismo en
mod((A/t)°P)

Homy (7, A/t) : Homy (top(M), A/t) — Homy (M, A/¢).

Demostracién. Veamos que Homy (7, A/t) es un (A/t)°P-morfismo. En efecto,
sea f:top(M) — A/v un A-morfismo y A := A+t € A/r. Luego

Homy (m, A/t) A f)(m) = (jX) om(m) = f(ﬁ(jn))X
X7((f o m)(m)) = X" Hom (m, A/2)(f)(m).
También se tiene que Homy (7, A/t) es un monomorfismo, pues 7 : M —

top(M) es un epimorfismo. Ahora, checamos que Homp (7, A/t) es un epimor-
fismo. Para esto, veamos que Im(f) es semisimple. En efecto, Im(f) < top(A) y
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top(A) es semisimple; y por 2.5.5, Im(f) es semisimple. Ahora bien, por 2.6.17
(b), se tiene que

0= rad(Im(f)) = tf(M) = f(:M) = f(rad(M)),

por lo tanto rad(M) < Ker(f). Por lo que existe f : top(M) — A/t tal que el
siguiente diagrama conmuta

top(M),

de donde se tiene que Homp (7, A/t) es un epimorfismo. O

Teorema 3.6.9. Sea A una R-dlgebra de artin, Dy = Hompg(—,I) la dualidad
usual donde I :=top(R) y & la clase A-mddulos simples. Entonces

(a) VS €. Dpor(top((Py(S))*)) = aS.
(b) vVSed DAop((Po(S))*) 2[0(/\5)

Demostracion. Sea S € ., v := J(A) = J(A?) y P := By(S) — S la
cubierta proyectiva de S.

(a) Veamos primero que las siguientes dos condiciones se satisfacen. En pri-
mer lugar, veamos que

top(P*) ~ Homp /. (P/tP, A/t) como (A/t)°” — médulos. (3.8)
En efecto, tenemos que

top(P*) ~ P*/P*t ~ P* ®x A/t ~ Homu (P, A/x)
~ Homy (top(P), A/t) = Homp /. (P/tP, A/v),
donde el segundo isomorfismo se debe a 3.6.5 (b) y el dltimo a 3.6.8; probandose
(3.8).
Ahora, demostraremos que
anny /(D jeyer (P*/P*t)) = anny ;. (S). (3.9)
En efecto, por el Ejercicio 3.6.7 (b), se tiene

annA/t(D(A/t)op (P*/P*t)) = ann(A/t)op (P*/P*t)
= anny /eyer (Homp /o (P/tP, A/t)) = anny /. (5),

donde la segunda igualdad se tiene de (3.8), y la dltima a 3.6.6 ya que top(P) ~
S; probéndose (3.9).
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Ahora bien, por 3.6.6 (b), se tienen los A/t-simples Dy jejor (P*/P*t) y /.S,
ambos con el mismo anulador, en virtud de (3.9); entonces, por 3.3.32,

Dpov(top(P*)) = Homper (P*/P*t,I) = Homy jyer (P*/P*t,I)
= D(A/t)op(P*/P*t) ~ A/rS'

Usando el cambio de anillos A — A/t el isomorfismo anterior induce un iso-
morfismo Dpop (top(P*)) — AS.

(b) Tenemos que el epi-canénico 7 : P* — top(P*) es una cubierta pro-
yectiva pues P* € Z(A°P) (por 3.6.4 y 2.8.3). Luego, de 3.4.7, se tiene que
Dpor(m) i Dpor (top(P*)) — Dpor(P*) es una envolvente inyectiva. Por (a),
tenemos que In(pS) =~ Dpor (P*). O

Definicién 3.6.10. Sea A una R-dlgebra de artin. El funtor de Nakayama A
es la composicién de los siguientes R-funtores

s=Homp (—,A) Dpop=Hompg(—,I)

mod(A) mod(A°P) mod(A),

donde I := Iyp(top(R)). Denotaremos por .#(A) a la subcategoria plena de
mod(A) cuyos objetos son los A-mdédulos inyectivos finitamente generados.

Teorema 3.6.11. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, el funtor de Naka-

yama A : mod(A) — mod(A), se restringe a una R-equivalencia de categorias
JV|9(A) . Q(A) — f(/\)

Demostracién. Por 3.6.4 (c), sabemos que * : Z(A) — P (A°?) es una R-
dualidad de categorias. Por otro lado, Dpor : mod(A°?) — mod(A) es una
R-dualidad tal que D (L (AP)) = F(A), véase 3.5.3 y 3.4.6 (c3). O

Observacién 3.6.12. Sea A una R-algebra de artin y . la clase de los A-
simples. Note que 3.6.9 (b) se puede reescribir como sigue: V S € % se tiene

que A (Py(S)) ~ Iy(5).

Ejercicio 3.6.13. Sea A una R-dlgebra de artin, P € Z(A) inescindible, I €
& (A) inescindible y M € mod(A). Pruebe que

(a) fEndA(p)op (HOInA(P, M)) = mtop(p) (M)
(b) gEndA(I) (HomA(M, I)) = mSOC(I) (M)

Ejercicio 3.6.14. Sea A una R-algebra de artin, 5.5 simple y e € A un idem-
potente primitivo. Pruebe que

(a) Ae = Py(S) siysblosie-S #0.
(b) ¢ : Homp (Ae, A) — eA, con p(f) := f(e), es un A°P-isomorfismo.
(c) Ae = Py(S) siy sélo si eA = Py(Dxp(S5)).



Capitulo 4

Algebras de Caminos

A lo largo de este capitulo, K denotard un campo. En el aspecto tedrico,
muchos de los resultados para idempotentes y K-algebras de dimension finita
seran usados para el estudio de K-algebras de caminos. Se define carcaj con
relaciones, en particular de define el carcaj ordinario de una K-algebra de di-
mension finita. El capitulo acaba con el Teorema de Peter Gabriel, el cual afirma
que toda K-algebra béasica de dimensién finita admite una presentacién, si K es
algebraicamente cerrado. Enseguida damos definiciones elementales sobre car-
cajes.

4.1. Carcajes de algebras

Definicién 4.1.1. Un carcaj @ es un triple (Qo, Q1,d), donde Qg es el conjunto
de vértices de @, Q1 es el conjunto de flechas de Q v d : Q1 — Qy X Qg con
d(a)) = (o(@),t(a)), donde o(a) es el origen de a y t(a) el término (final) de
a, i.e. o(a) = t(a).

Ejemplos
(1)Q: 1L}2L}37 Q0:{1a2a3}a le{aaﬁ}'

Y

o L)
(2) Q: 17)2'/ s Q0:{172}7 le{aaﬂa’y}'

) Q=1 Qo={1}, Q=0
Definicién 4.1.2. Sea @) un carcaj, decimos que
(a) Q es finito si Card(Qo U Q1) < 0.

(b) Q es conexo si la grifica (no orientada) subyacente Q@ de Q es conexa.
Recordamos que @ se obtiene de @, olvidando la orientacion de las flechas.

105
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(c) Q" = (Qp, @Y, d') es un subcarcaj de Q = (Qo, Q1,d) si @y € Qo, Q1 € Q1
y d' = dlg;.

(d) Q' es un subcarcaj pleno de @, si Q' es un subcarcaj de @ tal que Q) =
{a € Q1 | ola),t(a) € Qf}-

Ejemplo

s
_ @ LO . ’ Y .
Sea @ =1—>2 ] . El carcaj Q' = 2 —— 3 es un subcarcaj
¥

5
s L)
de @ que no es pleno. Sin embargo, el carcaj Q" = 2 ! 3~ sfes un
¥

subcarcaj pleno de Q.

Definicién 4.1.3. Dado un carcaj @, se tienen los siguientes tipos de caminos

en ()

(a) Los vértices i € Qo, se les conoce también como caminos de longitud cero
y se denotan por &; = (i |[¢) para cada i € Q.

(b) Los caminos de longitud n > 1, son de la forma

Qn

o i —5t(ar) —= t(ag) - - - ofay) — j.

Dicho camino se denota por @ = (j | ap,@p—1,...,1 | i), 0 bien o =
Oy —1 0.

Denotaremos por @Q.,,, n € N, al conjunto de todos los caminos en @ de longitud
n. De esta forma, tenemos que @)y son los vértices o caminos de longitud 0, y
()1 son las flechas o caminos de longitud 1

Definicién 4.1.4. Sea @) un carcaj. Decimos que

(a) @ € Qnesun ciclo,sin > 1y o(a) =t(a). Un lazo es un ciclo de longitud
1.

(b) @ es aciclico si @ no contiene ciclos orientados.
Ejemplos

(1) El carcaj )
a s
o= 1 / 4
NG T
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€s a‘CfCIiCOa QO = {17273a4}a Ql = {ayﬁ7775}a Q2 = {/605,57} y Qn = @ para
n>= 3.

(2) El carcaj
0=1"Da
tiene un lazo a, Qo = {1}, Q1 = {a} y Q, = {a"} V n € N*.
Definicién 4.1.5. Sea @ un carcaj. Denotamos por
(a) KQ, al K-espacio vectorial cuya base es Q.
(b) KQ:= P, cny KQn, i.e. KQ es el K-espacio vectorial cuya base es | J,, ey @n-
Ejemplos

(1) Q= 1—2-2,eneste caso KQ = Ke; ® Kea @ Ka.

Ja
(2) @= 1./>Luego KQ =@,y Ko™ donde al =g,

Definicién 4.1.6. Sea Q un carcaj. La concatenacion de caminos en @) es una
funcién Q,, X Qm — Qnim, definida para cada par (n,m) € N x N, como sigue

_J @) | B,alo(a)) sit(a)=o0(8),
(@, 8) = fo = { 0 i t(a) % o(3).

La concatenacion de caminos en @, se extiende K-bilinealmente a un producto
KQ x KQ — K@ como sigue

n m n m
E a; 0 E bjﬁj = E E bjalﬂjozi.
i=1 J=1 i=1 j=1

Dicho producto en K@, se le conoce como el inducido por la concatenacién de
caminos.

Proposicion 4.1.7. Sea QQ un carcaj. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) El K-espacio vectorial KQ, junto con el producto inducido por la concate-
nacion de caminos, induce una estructura de K-dlgebra (posiblemente sin

unidad) en KQ.

(b) KQ tiene unidad si y sdlo si Card(Qo) < co. En tal caso {e; | i € Qo} es
un sistema completo de idempotentes ortogonales en KQ.

(¢) dimg (KQ) < oo si y sélo si Q es finito y aciclico.
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Demostracién. (a) No es dificil ver que el producto @, X Qm, — KQnim
definido por («, 8) — fa es asociativo; y que al extenderlo K-bilinealmente a
KQ x KQ — K@ de la siguiente manera

(Z @ik, Z bjﬂj) = Z bjaifja;,
i=1 i=1 i

se obtiene una estructura de K-dlgebra en K (), posiblemente sin unidad.
(b) Es claro que {¢; | i € Qo} es una familia de idempotentes ortogonales en
KQ. Ademas, si v € |, e @n, se tiene que

_J v sto(y) =1, Loy sit() =4,

751{ 0 sio(y) #1i. Y 517{ 0 sit(y)#1.
Supongamos que 3 1x¢. En particular 1o = Z?zl a;Y;, donde a; € K, y; €

Unen @n- Sea Qp = {o(y:) | 1 < i < m}, que es un conjunto finito. Si

Card(Qo) = oo, entonces 3 j € Qo\ Q) tal que 1xg = 1xge; = Y iv, aiviej = 0;
por lo que K@ = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto Card(Qp) < oo.

Sea Card(Qo) < co. Veamos que 1xg = Zier €;. En efecto, dado un camino
v en @, se tiene que

v Zﬁi 22751':760(7):7:&(7)7: Z€i v

1€Qo 1€Qo i€Qo

De donde se sigue que 1xg = Zing ;.
(c) Sea dimg (K@) < co. En particular se tiene que

Card(Qo U Q1) < Card(| J Qn) = dimg (KQ) < o.

neN

Por lo que @ es finito. Veamos que @ es aciclico. En efecto, supongamos que
existe un ciclo v € @,,. Luego ™ € Qnm ¥V m € N, en particular {y™ | m € N}
es infinito y linealmente independiente, contradiciendo que dimg (KQ) < oo.
Ahora, supongamos que @ es finito y aciclico. Luego 3 ng € N tal que Q,, =
0 ¥V n > ng. De donde se tiene que dimg (KQ) = Card(Uyc, <pp, @n) < 00. O

L)

Ejemplo Consideremos el carcaj Q = 1 ~ Es claro que e1a™ = " y también
que a"a™ = " V¥ n,m € N. Ademés 1xq =1y o’ := 1xg = 1. Entonces,
se tiene un isomorfismo de K-dlgebras KQ = €,(Ka") — Klz| donde
e1—lgyam—z.

Definicién 4.1.8. Sea A un anillo. Decimos que A es conexo si {0,1} son los
Unicos idempotentes centrales de A.

Ejercicio 4.1.9. Sea A un anillo. Pruebe que A es conexo si y sélo si A no se
puede escribir como el producto de anillos A = R x S, donde R y S son anillos
no triviales.
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Lema 4.1.10. Sea A un anillo y e € A un idempotente. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) La correspondencia p : eAe — Endp(Ae)P, dada por (Ne)p(ere) =
MNede, es un isomorfismo de anillos.

(b) El idempotente e es primitivo si y sélo siele #0 yV 7 € eAe, con 72 = T,

se tiene que T =€ 6 T = 0.

Demostraciéon. (a) Véase 1.10.5 (b).

(b) Segtin 2.8.23, e es primitivo si y sélo si y Ae es inescindible, y esto tltimo
sucede si y s6lo si Enda(Ae)°P es no trivial y los tnicos idempotentes son los
triviales (ver 2.7.5). Luego, basta aplicar (a). O

Lema 4.1.11. Sean A un anillo y {e1,ea,...,e,} una familia completa de idem-
potentes ortogonales de A. Entonces, se tiene que A no es conexo si y solo si
eziste una particion no trivial {1,2,...,n} = I'W J tal que e;Ae; = 0 = ejAe;
Viel, Vjeld

Demostracién. (=) Supongamos que A no es conexo. Luego 3¢ € C(A)\{0, 1}
tal que ¢ = c¢. Sean ¢; := e;ce; € ejAe; ¥ i = 1,2,...,n. Consideremos I :=
{i|ci=0}y J:={j|c; =e;}. Veamos que

=€ 0 ¢=0Vi=12,...,n (4.1)

En efecto, como e; es primitivo y ¢? = ¢; € e;Ae;, la afirmacién (4.1) se sigue
de 4.1.10 (b).

Por otro lado, la igualdad {1,2,...,n} = I W J se sigue de (4.1) y de que
e; # 0. Veamos que

Viel ec=ce; =0y VjiedJ ejc=ce; =e;. (4.2)

En efecto, ¢ = 1-¢c-1 = (/L ei)e(Xoj_1€j) = Do, eice; = Yo, eice; =
S, ¢ Luego ¢ = > | ¢;. Ahora bien:

= V¢ € I, se tiene que e;c = Z?:l eicy = Z?:l ejece; = e;ce; = ¢ = 0.
Anélogamente, ce; = 0.

= YV j € J, se tiene que ejc = Y eje = Yo €€ = ejcej = ¢j = €.
Andlogamente, ce; = e;.

Sea (i,7) € I x J. Luego como ¢ € C(A), de (4.2), se tiene e;Ae; = e;Ace; =
eiche; = 0 =ejAce; = ejcAe; = ejAe;.

(<) Ahora, sea I W J = {1,2,...n} una particién tal que e;Ae; = 0 =
ejAe;Vie I, Vje J Consideremos c:=3 ;. ;e;. Luego 1 = c+c’, donde ¢’ :=
> icr €i- Dado que {c,c'} es una familia completa de idempotentes ortogonales
de A, se tiene que A = Ac @ Ac'. Por lo tanto, dado que I W J = {1,2,...n},
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concluimos que ¢ ¢ {0,1}. Falta ver que ¢ € C(A). Sea A € A. Por hipétesis
ehej =0=¢ejre; Viel, VjeJ luego

cA=ch-1= Zej A(Zei—&-Zej):Zej)\et

jeJ iel teJ tjed

Y+ Y e A(Zet> =1-Ac= e

JjeJ icl teJ

O

Teorema 4.1.12. Sea Q) un carcaj finito. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) {&:] 1€ Qo} es una familia completa de idempotentes ortogonales primi-
tivos de KQ.

(b) La K-dlgebra KQ es coneza si y sélo si Q es conexo.

Demostracién. (a) Por 4.1.7 (b), basta ver que ¢; es primitivo. Para ello,
dado que €;(KQ)e; # 0, es suficiente, por 4.1.10 (b), probar que los tunicos
idempotentes de €;(KQ)e; son €; y 0.

En efecto, en el caso en que @ no tenga ciclos que pasen por i, se tiene que
ei(KQ)e; = €i(K)e; = Key; y como K es un campo, se sigue el resultado en
este caso.

Supongamos que @ tiene ciclos que pasan por ¢. Luego, por ser @ finito,
existen solamente 71,...,7, ciclos tales que o(vy) = i = t(vy) V ¢, y los otros
posibles vértices de dichos cicilos son diferentes del vértice i. En el siguiente
dibujo, ilustramos tres de tales posibles ciclos.

Observe que €;(KQ)e; son todas las combinaciones K-lineales (finitas) de
caminos en () que empiezan y terminan en 7.

Sea K(x1,...,z,) la K-dlgebra de polinomios no conmutativos en las varia-
bles z1,...,xz,. Dicha 4lgebra tiene como idempotentes sélo al 0 y al 1. Dado
que la aplicacion €;(KQ)e; — K(x1,...,z,) tal que 7; — z; y €, — 1 es un
isomorfismo de K-dlgebras, se tienen que los tinicos idempotentes de &;(KQ)e;
son los triviales.

(b) (=) Supongamos que @ no es conexo. Sea ()’ una componente conexa
de Qy Q" :=Q\ Q' Por (a), sabemos que {&; | i € Qp} es una familia completa
de idempotentes ortogonales primitivos de K@Q. Por otro lado, Qo = Q{ W Qg es
una particién no trivial (por construccién).
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Veamos que V a € Qf, Vb € Q) se tiene que ,(KQ)ep = 0 = £, (KQ)e,. En
efecto, sean a € Qf, b € Qf y v un camino en Q). Como Q' es conexo, se tiene
que v estd en @’ o bien en Q". Si v C Q’, usando que t(y) # by o(y) # b, se
tiene que eyye, = 0 = €47, Andlogamente, si v € Q”, usando que o(y) Za 'y
t(y) # a, tenemos que gp7e, = 0 = £,7€p; esto es, e,(KQ)ep = 0 = 6,(KQ)e,.
Luego, por 4.1.11, K@ no es conexo.

(<) Sea @ un carcaj conexo, y supongamos que K@) no es conexo. Luego, por
4.1.11, existe una particién no trivial Qo = QW Qg tal que V z € Qf,V y € Qf
sucede que £;(KQ)ey = 0 = ¢, (KQ)e,. Por otro lado, como (@) es conexo, existe
a € Q1 que conecta un vértice de Qj con otro de Q.

Podemos asumir que a —— b € Q; donde a € Q) y b € QU. Luego a =
epae, € ep(KQ)e, = 0; lo cual es una contradiccién pues los caminos en @
forman una base de KQ. O

Teorema 4.1.13 (Propiedad universal de K Q). Sea Q un carcaj con un nimero
finito de vértices y A una K-dlgebra con unidad. Entonces, toda funcion ¢ :
Qo U Q1 — A que satisface las siguientes condiciones, (a) y (b),

(a) {ei:=¢(e:) | i € Qo} es una familia completa de idempotentes ortogonales
en A,

(b) VaeQr ¢la)=p(ea))p(a) = o(@)e(Eqa));

se extiende de manera unica a un morfismo de K-dlgebras p : KQQ — A; esto
es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

KQ—2 4

¥ = ¢|Q0UQ1'
Qo U Qy

Demostracién. Sea ¢ : Qo U Q1 — A satisfaciendo (a) y (b). Vamos a cons-
truir un morfismo de K-dlgebras @ : K@ — A tal que haga conmutar el
diagrama del teorema.

Mostramos la existencia. Para cada n € N, definimos un morfismo K-lineal
on : KQ, — A como sigue:

s n=0, ¢o:KQy— A eslaextensién K-lineal de ¢|g, : Qo — A.
s n=1 ¢1:KQy— A eslaextensiéon K-lineal de ¢|g, : Q1 — A.

= n > 2  consideremos v = v, ---v1 € Qn, con v; € Q1 V i. Definimos
on(7) = () - - ©(71) v extendemos K-linealmente a KQ,.

Veamos que vale lo siguiente:

VI€EQn, YYERQN Pnim(70) = om(7)en(9). (4.3)
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En efecto, las condiciones iniciales, (a) y (b), que satisface ¢, nos permiten pro-
bar (4.3) para los casos (n,m) € {(0,0),(0,1),(1,0)}. Supongamos que n,m > 1,
ysean 0 =0p 01y ¥ = Ym - 71, donde 6;,v; € Q1 YV i, J.

Caso (1): o(y) # t(8). Luego vd = 0, y entonces ¢, 1, (yd) = 0. Por otro
lado, por (b), se tiene que

Pm(7) #n(0) = em(7) P(Eo(y)) ¥n(0) = @m(7) Pn(eo(y)0) = 0.
Caso (2): o(y) = t(4). Luego v = Yy - - - 710, - - - 01. Por lo tanto,

(Pn+m(6) = 90(7771) T 90(71)90(67» U 30(61) = ‘pm(’y) (pn((s)

Finalmente, dado que KQ = @n>0 KQ,, 3'p: KQ — A que es K-lineal
Y Plrq, = ¢n ¥V n. Més atn, 9(1kq) = B(Xcq, 1) = Dicq, P(6:) = La;
y ademds, usando (4.3), se tiene que P preserva productos. Por lo tanto @ :
K@ — A es un morfismo de K-algebras que extiende a .

Mostramos la unicidad. Sea ¢ : K@Q — @ un morfismo de K-édlgebras tal
que ¢|g,uQ, = ¢. Veamos que ¢|xq, = ¢n V n. Paran = 0,1, la afirmacién se
cumple por definicién. Sea v =7, - --v1 € Qn, n = 2. Luego,

P(7) = d(m) - () = @(n) -+ (m) = n(V);
de donde se sigue que ¢ = p. O

Definicién 4.1.14. Dado un carcaj @, denotaremos por .% al ideal generado
en K@ por Q.

Ejercicio 4.1.15. Sea @ un carcaj. Pruebe que V.m > 1, ™ = EBan K@,
y Fm/Fmtl ~ KQ,, como K-médulos.

Lema 4.1.16. Sea Q un carcaj finito y K@ := K x---x K la K-dlgebra
—_——

Card(Qo)—veces
semisimple asociada a Q. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) KQ/F =Dicq, K -&i como K-mddulos, donde & :=¢; + F.

(b) La aplicacion ¢ : KQ/.F — K% &+ (0,...,0,1,0,...,0) con 1 en el
lugar i, es un isomorfismo de K-dlgebras. En particular, {€7 | i € Qo} es
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos en KQ/.F.

Demostraciéon. (a) KQ/% = (@n>0 KQn) / (@n21 KQn) ~ KQp. Por lo
tanto, dimg (KQ/%) = Card(Qp). Por otro lado,

Y Ke= P KeCKQ/F y dimg()  K&)= Card(Q),
1€Qo 1€Qo 1€Qo

por lo tanto EBZEQO Kg; = KQ/Z.
(b) Sea e; := (0,...,1,...,0) € K9 Por (a), es claro que ¢ : KQ/F —

K% es un isomorfismo K-lineal. Usando que {Z; | i € Qy} es una familia
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completa de idempotentes ortogonales en K@/, veremos que ¢ preserva pro-
ductos. En efecto, sean = = 37, o i, ¥y = D0, ¥i€i en KQ/F. Luego
Y =D, YT = Y e, Ti¥ifi- Por lo tanto, p(zy) = > 2,cq, TiYi€i ¥

@) o) = Y me | | D yies | = D wivies = p(y).

i€Qo JEQo i€Qo

Finalmente, e; es primitivo pues e; K9%e; =0x---x K x---x 0~ K; y por
4.1.10 (b), se tiene que e; es primitivo, y por tanto g; también. O

Teorema 4.1.17. Si Q es un carcaj finito y aciclico, entonces KQ es una
K -dlgebra hereditaria, bdsica de dimensidn finita y J(KQ) = F.

Demostracion. Sea () un carcaj finito y aciclico. Por 4.1.7, se tiene que K@
es una K-algebra de dimensién finita. Por lo tanto, por 2.6.17, para ver que
Z = J(KQ) es suficiente probar que KQ/% es semisimple (lo cual es cierto
por 4.1.16 (b)) y que % es nilpotente. Probaremos esto ultimo. En efecto, como
Q es finito y sin ciclos, 3 ng € N tal que @, = ® V n > ng. Por lo tanto,
del Ejercicio 4.1.15, se tiene que .F™ = @n>n0 K@, = 0; probandose que
F = J(KQ).

Veamos que K@ es hereditario, probando que J(KQ) = % es proyecti-
vo, segin 2.9.6. En efecto, dado que xoF = @icq, Fei (Pues {ei}icq, s
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de KQ) es su-
ficiente ver que gqFe; es proyectivo V i € Q. Sea i € Qo, se tiene que
Fei = (B, KQn)ei = ({ caminos no triviales v tales o(y) = i})k. Co-

mo @ es finito, existe solamente un nimero finito de flechas ay,as, ...,y €
@1 que salen de i. Entonces Fe; = @;:1(KQ)aj como K@-médulo, luego

(KQ)et(a,;) — (KQ)ay, § + daj, es un isomorfismo de K @Q-moédulos.
Como £y(4,) es un idempotente, se tiene que (KQ)Et(a].) es proyectivo. Luego,
(KQ)a; es proyectivo. Por lo tanto Fe; = @;Zl(KQ)ozj es proyectivo.
Finalmente mostramos que K@ es bdsica. Sabemos que J(KQ) = F y
KQ/F = K?. Luego, por 3.2.14 y que K es un campo, se tiene que KQ es

bésica. O

Ejemplo Consideremos el siguiente carcaj

2 \ﬁ
4

7

Aplicando los resultados anteriores, la K-dlgebra K@ satisface las siguientes
propiedades:

0= 10/
AN

= {£1,€2,€3,64} es una familia completa de idempotentes ortogonales primi-
tivos de K Q. Ademéas K@ es una K-algebra bésica, conexa, hereditaria y
de dimension finita, ya que KQ = Py ® P, ® P3 @ Py donde P; := (KQ)e;.
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s rad(KQ)=F = Ka® K® Ky® K§ ® Kfa ® K§y como K-mbdulos
y F3=0.

s rad(P) = P = F(Ke1 @ Ka® Ky® Kfa ® Kéy) = Ka® Ky ®
KfBa & Kovy.

L] Sl = tOp(Pl) = Pl/rad(Pl) = Ka, donde €1 :=¢€1+ rad(Pl).

» Py = (KQ)ey = Key ® KB, rad(Py) = F P, = Kf3, So = Py/rad(P;) =
Kz3, donde &5 := g5 + rad(P).

= Py = (KQ)es = Kez ® Ko, rad(P3) = FP3 = K6. Por lo tanto S3 =
P;/rad(Ps;) = Kz3, donde &3 := 3 + rad(Ps).

n P4 = (KQ>E4 = K€4, rad(P4) - 0 y S4 = P4'

4.2. Cocientes de algebras de caminos

Definicién 4.2.1. Sea @ un carcaj finito e I JK Q. Decimos que I es admisible
si 3m € Ntal que F™ C I C.Z? (i.e. m > 2). El par (Q, ) con I admisible,
es llamado carcaj con relaciones.

Ejercicio 4.2.2. Sea Q un carcaj finito e I < KQ tal que I C .%#2. Pruebe que
(a) I es admisible si y sélo si para cada ciclo o en @, I3 n > 1 tal que o™ € 1.
(b) I =0 es admisible si y sélo si Q es aciclico.

Ejemplos

(1) Considere el siguiente carcaj

En este caso Z3 = 0. Sean I := (a8 —0) y Iz := (a8 — )\) ideales de KQ.
Entonces, tenemos que

= I; es admisible, pues I, C .#2y .73 =0 C I,.
= I, no es admisible, pues a3 — X € I, pero aff — \ & F2.

(2) Sea Q' el siguiente carcaj

AT,
NG T

3
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En este caso, .Z™ # 0V n > 1. Consideremos los ideales I := (a3 — 7, B\, A3)
y I := (BX, af — v6). Luego tenemos que

» I; es admisible pues F* C I; C .#2. En efecto, se tiene que Q4 =
{04 B3, 003, aBA2, 462}, Es claro que Q4 = {A\*, 3\3,0A3} C I;. Ahora

afA? =a(BNNET v 0N = (76 — af)\? + aBN? € I,.
Por lo tanto Q4 C I, y por consiguiente F* C I.
= 5 no es admisible, pues A" & Io V n > 1.

Teorema 4.2.3. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) KQ/I es una K-dlgebra bdsica de dimension finita.

(b) {ei = e; + I}ticq, es una familia completa de idempotentes ortogonales
primitivos de KQ/I.

(¢) KQ/I es conexa si y sdlo si Q) es conexo.
(d) J(KQ/I) = F/I.

Demostracion. Por ser I un ideal admisible, 3 m > 2 tal que ™ C I C F2.

(d) Veamos que KQ/I es de dimensién finita. En efecto, como .#™ C I, exis-
te un epimorfismo de K-dlgebras KQ/.#™ — KQ/I. Por lo tanto es suficiente
probar que dimg (KQ/.Z™) < oo. Por el Ejercicio 4.1.15, se tiene que

KQ_ B0 b oy g,

og<n<m

y como @ es finito, tenemos que dimg (KQ/I) < co. Luego, para probar (d), es
suficiente por 2.6.17, ver que KQ/I/.% /I es semisimple y que .# /I es nilpotente.
En efecto, se tienen los isomorfismos de K-algebras

{;?/II S KQ/F = K9,
donde el tiltimo isomorfismo es por 4.1.16. Como K 9° es semisimple y (% /I)™ =
0 (pues F™ C I); se prueba (d).

(a) Sabemos que dimg (KQ/I) < ooy J(KQ/I) = % /I. Luego, por 3.2.14,
hay que ver que KQ/I/.% /I es un producto de anillos con divisién, lo cual es
cierto pues KQ/I/F /I ~ K x --- x K (cf. 4.1.16).

—_——
Card(Qo)—veces

(b) Consideremos el epi-canénico de K-élgebras KQ — KQ/I dado por
x +— x+1 =: 7. Luego, por 4.1.12, se tiene que {e; };eq, es una familia completa
de idempotentes ortogonales de K @Q/I. Veamos que e; es primitivo. En efecto,
sea €2 = e € ¢;(KQ/I)e; = €;(KQ)e;/I. Luego e = Ae; +w+ T con A € K y
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w una combinacién K-lineal de ciclos en ) de longitud > 1 que pasan por el
vértice i. Usando ahora que e? = e y F™ C I, se tiene que

A= Nei+2 - Dw+w? el y @™ =0. (4.4)
Por otro lado, I C %2, y por lo (4.4), se tiene que A2 — X\ = 0, esto es A = 0
6A=1.5iA=0, por (44), —w +w? =0 i.e. > = w, por lo que e = @ = 0.
Ahora, si A = 1, por (44), w+©? = 0ie. —w? =, por loquew =0, y
en consecuencia e = e;. Luego, el dlgebra e;(KQ/I)e; sélo tiene idempotentes
triviales; y por 4.1.10 (b), concluimos que e; es primitivo.

(¢) La prueba es andloga a la de 4.1.12 (b), extendiéndose al caso KQ/I, y
usando (b). O

Definicién 4.2.4. Sean Q un carcajy p = > .~ \w; € KQ, donde \; € K y
w; es un camino de @ V .

(a) Decimos que p es una relacion en @ (con coeficientes en K) si
(al) Vi w € Un>2 Qn,y

(a2) Vi # j olw;) = o(wj) v t(w;) = t(w;). En el siguiente dibujo,
ilustramos dicha condicién

(b) Si p es una relacién en @, decimos que

(b1) p es una relacion cero o monomial si m = 1.

(ba) p es una relacion de conmutatividad si p = wy — ws.
Definicién 4.2.5. Sean @) un carcaj finito y {p; | 7 € J} un conjunto de
relaciones en Q. Si I := ({p; | j € J}) <@ es admisible, diremos que el carcaj

con relaciones (@, I) estd generado por {p; | j € J} o bien por las relaciones
pi =0 Vjeld

Ejemplo Consideremos el siguiente carcaj )
A y 2 X
@ 4
5\ 3 %

con las relaciones p; = a3—~6 (relaciéon de conmutatividad) y po = B, p3 = A3
(relaciones monomiales).

Dado que I := {p1, pa, p3) < Q es admisible, tenemos que KQ/I es la K-
algebra de caminos dada por @ y las relaciones: a8 = 5 y A =0 = A3,
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Proposicion 4.2.6. Sea @ un carcaj finito y I < KQ un ideal admisible. En-
tonces existe un conjunto finito {p; | 1 < i < m} de relaciones en @, tal que

I= <,017~~~,pm>~

Demostracién. Sea m € N tal que ™ C I C .#2. Veamos primero que
I € mod(KQ). En efecto, usando la sucesién exacta 0 — F™ — | —
I/Z™ — 0 en Mod(KQ), es suficiente probar que #™,I/Z™ € mod(KQ).
Para esto, sabemos que g #™ es generado por (), que es finito, por lo que
F™ € mod(KQ). Dado que #™ es un ideal en KQ y es admisible, por 4.2.3,
dimg (KQ/F™) < 003y como F™ C I C KQ, se tiene que dimg (I/.F™) < oo,
por lo que I/.Z7™ € mod(K Q). Por lo tanto, I € mod(K Q). En particular existe
un conjunto {o1,...,0:} en KQ tal que I = (01,...,0¢) < KQ. Por otro lado,
dado que I C .%2, se tiene que cada o; es una combinacién K-lineal de caminos
de longitud al menos 2, donde no necesariamente comparten el mismo origen y
final. Por lo tanto, para cada par (a,b) € Qo X Qq se tiene que €,0;&; es cero o
bien una relaciéon en Q.

Luego I := (gq05ep | 1 < i < t, (a,b) € Qo X Qo), pues para cada i € Qg
g; = Za,bEQo EaTiEh. O

Ejercicio 4.2.7. Sea @ un carcaj. El carcaj opuesto Q°P de @ se define como
sigue

(a) (QP)o:=CQo,y
() i 25 €QF = jicQu.
Pruebe que (KQ)% ~ KQ° como K-ilgebras.
Ejercicio 4.2.8. Sea @ un carcaj finito. Pruebe que
(a) KQ es semisimple si y sélo si Q1 = 0.
(b) KQ es simple si y sélosi |Qo| =1y Q1 = 0.

B
Ejercicio 4.2.9. Sea Q = S 1°¢ o 2. Pruebe que los siguientes ideales son

admisibles: I1 = (a? — By,78 — vaB,a*) y I, = (a® — Bv,7v06, at).

Ejercicio 4.2.10. Sea @ un carcaj finito y I < K@ admisible. Construya un
ideal admisible 7°? de KQ°P, de manera que KQ°P/I°? ~ (KQ/I)°P como K-
algebras.

4.3. Carcajes y el algebra tensorial

Definicién 4.3.1. Sea A una K-élgebra (con unidad) via el morfismo de anillos
p: K — A 'y aM4s € s.Mody4 con accién central en K (i.e. Am =mAV X\ €
K, V'm € M) inducida por el cambio de anillos ¢ : K — A. Consideremos los
siguientes bimédulos
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(a) TY = aAa, TA(M) := sMa, y THM) := TH(M) @4 T} (M) €
AMody para n > 2.

(b) Ta(M) := ;2 T4(M) como K-mbdulos.

Ejercicio 4.3.2. Pruebe que la multiplicacién inducida en T4 (M) por el pro-
ducto T4 (M) x TH(M) — T4 (M), (z,y) — xy, donde

(a) zy es el producto en Asii=j=0,

(b) xy es la accién correspondiente de A-médulo (a izquierda o a derecha)
cuandoi=067=0,y

(¢) zy:=x®ycuandoi =1y j>1,

induce en T4 (M) una estructura de K-algebra (conocida como el §lgebra ten-
sorial inducida por el bimdédulo 4 My).

Teorema 4.3.3. Sean A y B K-dlgebras, AM 4 un bimddulo con accién central
en K yp: Ax M — B una funcion tal que

(a) ¢la: A — B es un morfismo de K-dlgebras.

(b) ©lm : aAMas —> aBa es un morfismo de bimddulos, donde la estructura
de ABx estd dada por la de gBp via el cambio de anillos p|s : A — B.

Entonces, existe un inico morfismo de K-dlgebras @ : Tao(M) — B que ex-
tiende a @, i.e. Pla =v|la Yy P|lm = ©lm-

Demostracién. Definimos ¢g := ¢la : A — By ¢1 := ¢l : M — B.
Veamos que: paran > 2 3! ¢, : TH(M) — 4 B4 morfismo de bimédulos tal
que op(Mm1 ® -+ ® my) = p1(my)e(ms)---pi1(my,). En efecto, consideremos
@2 : M x M — B con ¢a(mq, ma) := ¢1(m1)e1(ms). Tenemos, usando (b),
que V a € A, se tienen las igualdades

p2(mia,ma) = p1(mia)pi(mz) = @1(m1)p(amz) = ga(m1, amz).

Luego ¢9 es A-balanceada, y por la propiedad universal de )4, se tiene
que 3! ¢y : M ®4 M — B morfismo de Z-médulos tal que ¢a(m; ® my) =
Pa(m1,ma) = @1(m1)e1(my). Es facil ver, usando (b), que la correspondencia
o : M®aM — 4B4 es un morfismo de bimédulos. Por induccién, usando que
TH(M) = M®a Ty (M), tenemos que existe un tinico morfismo de bimédulos
on : TH(M) — 4By tal que p(m1 @ - ® my,) = @1(ma)e(ma) - - - @1(my,).

Ahora, usando los morfismos ¢, ¥V n € N, definimos @ :4 (M) — B como
P(w) == 37" o pnl(wy), donde w = > jw,, € Ta(M), con w,, € T4(M). Por
(a) y (b), tenemos que @ es un morfismo de K-médulos. Veamos que @ preserva
productos. Para ello, veamos que ¥V z € TH(M), V y € T} (M) se tiene que
Ontm(2y) = on(z)em(y); lo cual es ficil de ver por la construccién de @y, 4.
Sea w =13 0" Wy, V=2 Uy donde w, € TH(M) y vy, € TH(M). Luego

n,m
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= (Z ‘Pn(wn)> <Z ‘PM(Um)> = p(w)p(v).

Finalmente, para mostrar la unicidad, sea ¢ : T4(M) — B un morfismo de
K-dlgebras tal que ¢la = ¢4 = w0 ¥ $la = ¢la = 1. Luego, por n > 2

P(m1®@---@my) = @(ma) - P(mn) = @1(m1) - @1(mn) = P (M1 @+ - -@my,).

Por lo tanto, ¢

TX(M)zgz)nVneN;porloque@:@. O
Ejercicio 4.3.4. Sea @ un carcaj finito. Pruebe que
(a) KQp es una K-subalgebra de KQ.

(b) La multiplicacién en K@ induce en K@ una estructura de bimédulo
KQo (K Q1) Kk, con accién central en K.

(¢) Lainclusién QoUQr — Tk, (KQ1), se extiende (de manera tinica) a un
morfismo de K-dlgebras ¢ : KQ — Txq,(KQ1). Sugerencia: Use 4.1.13.

(d) Considere el morfismo ¢ : KQo x KQ1 — K@, inducido por las inclu-
siones ¢|xqg, : KQo — KQ y ¢|lkg, : KQ1 — KQ. Usando 4.3.3,
pruebe que ¢ se extiende (de manera dnica) a un morfismo de K-élgebras
P :Tro,(KQ1) — KQ.

(e) B:Trq,(KQ1) — KQ es un isomorfismo de K-algebras con inversa 1.

4.4. El carcaj de una K-algebra de dimension
finita

Definicién 4.4.1. Sea A una K-algebra de dimensién finita, {e; | 1 < i < n}
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de Ay J := J(A)
el radical de Jacobson de A. El carcaj ordinario Q4 de A se define como sigue:

(a) (Qa)o:={1,2,...,n}.

(b) YV a,b € (Qa)o, Card(eyp(Qa)ics) = dimg(ep(J/J?)es), i.e. las flechas
de a en b de Q4 estan en correspondencia biyectiva con una K-base de
61,(J/J2)6a.

K K K
Ejemplo Consideremos la K-algebra de matrices A = [ 0 K K |. Las

0 0 K
matrices elementales e;; (cuyas entradas son todas 0, excepto la entrada ij
donde hay un 1), satisfacen e;jer; = d;xey. Tenemos que {e11, €22, €33} €s una
familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A. En efecto, para
cada i, tenemos que e;Ae;; = Key; ~ K, por lo que e;; es primitivo, para
i=1,2,3.
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0 K K
Sea I == (0 0 K | <A. Veamos que I = J(A). En efecto, dado que
0 0 O

J3=0y A/J ~ K x K x K, concluimos por 2.6.17 (a) que I = J(A). Ahora
bien,
K K K
J)J? = e12 D feas © Kew K10 ® Koo,
Kes

donde €12 = e12 + J y €23 = ea23 + J. Entonces, los tinicos productos por idem-
potentes que no son cero son: e11(J/J?)eas = K€12, e22(J/J?)es3 = Keaz. Por
lo que el carcaj asociadoa Aes Qq = 1——2+«—3.

Proposicién 4.4.2. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) El carcaj Qa asociado a A, no depende (esencialmente) de la eleccion de
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A.

(b) Para cada par eq, e, de idempotentes ortogonales y primitivos de A la
correspondencia

epd (Aeg . J(A) .
P — a
ey J(A)Ze, J(A)?
dada por Y (epzeq + epd (A)%e,) = ep(x + J(A)?)e, es un isomorfismo de
K-espacios vectoriales.

Demostracién. Sean {e; | 1 <i<n}y{e;|1<j < m} dos familias comple-
tas de idempotentes ortogonales primitivos de A. Dado que 44 = @:L:l Ae; =
@;n:l Ae}, y como Ae; y Aej son inescindibles, por 3.2.2, se tiene que n = m y
reordenando los sumandos directos de 4 A, podemos suponer que Ae; ~ Ae} V i.

Para probar (a), es suficiente ver que dim g (eb%ea) = dimg (eg JJ((AA))Z eg)

para cada par (a,b), con a,b € {1,2,...,n}. En efecto, el epimorfismo ¢ :
J(A)e, — %ea, dado por p(xe,) := (x + J(A)?)e,, satisface que Ker(p) =
J(A)?eq; por lo que tenemos el isomorfismo de A-médulos

J(A) J(Aea  J(Aea J(A)Ae, rad(Ae,)

T(A2 ™ Ker(p) ~ J(A)e,  J(A)PAca  rad®(Aey)

Luego, se obtienen los isomorfismos de K-modulos:
J(A) o~ rad(Ae,)
J(AZ™" T T rad?(Aey)

rad(Ael,) ) o rad(Ae;) o J(A
rad?(Ael)) bradQ(Aefl) BRIV

ep ~ Hom 4 | Aeyp,
ra

!/
€y

~ Hom 4 (Aeg,
b) El morfismo K-lineal A : ey J(A)e, — ebLA)gea dado por A(epze,) =
J(A)

ep(z + J(A)?)e,, satisface que Ker(\) = epJ(A)%e,. Por lo tanto A = 9 es un
isomorfismo K-lineal. O
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Definicién 4.4.3. Sea A una K-algebra de dimensién finita, {e; | 1 < i < n}
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A y @ 4 el carcaj
asociado a A. Definimos la funcién ¢ : (Q4)o U (Q4)1 — A como sigue:

(a) Vae (QA)O 90(5a) = Pe, = €q-

(b) Para cada par (a,b) € (Qa)o x (Qa)o, con &,((Qa)1)ea # 0, y cada
a:a— b e (Qa), elegimos p(a) := g, € epJ(A)e,, tal que {p, +
J(A)? | a € ey(Qa)1€a} es una K-base de eb%ea.

Observacion 4.4.4.

(a) La funcién ¢ : (Qa)o U (Qa)1 — A definida anteriormente, satisface las
“condiciones iniciales” de 4.1.13, por lo que se extiende a un morfismo de
K-algebras ® : KQ4 — A.

(b) Siguiendo la prueba de 4.1.13, se tiene que V v = v, - -+ 71 € Qumy D() =
Oy Pyms - Py, - En particular ®(F) C J(A) donde .# es el ideal de
KQ 4 generado por (Q4)1.

Proposicion 4.4.5. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Consideremos
una familia completa {e; | 1 < i < n} de idempotentes ortogonales primitivos de
A, yd: KQa — Qa el morfismo de K-dlgebras construido en la observacion
anterior. Entonces

(a) ®(F) = J(A).
(b) Si A es conexa, entonces Q4 es conezo.

(c) Y a € (Qa)r, existe un tinico morfismo @, € Homa(Aeq(q), Aeo(a)) tal que
@a(et(a)) = Pa- Mads adn; Im(@a) - J(A)eo(a) Y Im(@a) ,¢— J(A)2eo(oz)'

Demostracién. (a) Sea B := ®(.%#) C J(A). Veamos primero que
Va,€JA)™ m>1, 3yp € J(A™ vy IbeB™CB

tal que ., = Yme1 + 0. (4.5)

En efecto, probaremos (4.5) por induccién sobre m. Para m = 1, consideremos la
sucesion exacta 0 — J(A)2 — J(A) T J(A)/J(A)?> — 0 en Mod(A) con
7(x) := x + J(A)2. En particular, dicha sucesién es exacta en Mod(K), y por lo
tanto se escinde. Luego, existe un morfismo de K-médulos g : J(A)/J(A)? —
J(A) tal que g(pa+J(A)?*) = pa ¥V a € (Qa)1, por lo que J(A) = J(A)*®Im(g)
como K-mdédulos y Im(g) = (pq : @ € (Qa)1)k C ®(F) = B. Lo cual prueba
(4.5) para m = 1.

Seam > 1y x, € J(A)™. Podemos asumir que x,, = c¢i¢g -+ ¢, donde
¢; € J(A) V i. Consideremos , 1 := cica+++Cm—1 € J(A)™ . Luego, por
hipétesis inductiva, 3y}, € J(A)™ y 3 € B™ ! tales que 2}, ., =y, + b,y
también 3 ¢y € J(A)? y 3" € B tales que ¢, =y’ + V. Por lo tanto

T = Ty 10 = (Y, V) (" + V") = y,0" + 0" + 0y + 0D
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Haciendo y,, := y.,y" + yl,b" € J(A)™ T y b :='y" +b'b" € B™, se tiene que
T = Ym + b; probdndose (4.5).

Veamos, finalmente, que J(A) C B. Sea x € J(A), por (4.5), z = y2 + bo
donde yo € J(A)?, by € B. Aplicando reiteradamente (4.5) a y2,y3, Y4, .. ., e
obtiene que Vn > 2 3y, € J(A)™ y 3 b, € B tales que © = y,, + by, y por ser
J(A) nilpotente, z € B = ®(F). Por lo que J(A) C ®(F).

(b) Sea A conexa, y supongamos que Q4 no es conexa. Entonces existe una
particién no trivial de (Qa)o = Qb W QJ, tal que no hay caminos en Q4 que
conecten vértices de Qp y Qf. Luego, para ver que A es no conexa, es suficiente
ver que Vi € Qp, Vj € Qy e;Aej = 0 = ejAe;. En efecto, por el Ejercicio 2.8.25
y por 2.8.20 (b), se tiene lo siguiente:

e;Ae; ~ Homy(Ae;, Aej) ~ Homy (Ae;,rad(Ae;)) ~
~ e;rad(Aej) = e;J(A)Ae; = e;J(A)e; = (e;F¢j) =0
pues ¢;.F¢; = 0 (recuerde que no hay caminos en Q4 de ¢ a j). Andlogamente,
se prueba que e; Ae; = 0.

(c) Sea v : i — j en (Q4)1. Por el Ejercicio 2.8.25, se tiene el isomorfismo
de K-médulos p : e;J(A)e; — Homa(Aej, J(A)e;) dado por p(e;jze;)(ae;) =
A€;TE;.

Definimos 7, := p(¢a), luego B, (e;) = p(pa)(ej) = ejpati = va & J(A)?e;
pues ¢, forma parte de la base de J(A)/J(A)%. Por lo tanto, $,(ej) = ¢a ¥
In(7,) ¢ J(A)2es v ademds 7, (ac;) = plga)(ae;) = ac;pae; € J(A)ei. O
Proposicién 4.4.6. Si (Q,I) es un carcaj con relaciones y A = KQ/I, entonces
Qa=Q.

Demostracion. Sabemos (cf. 4.2.3) que A es una K-algebra de dimensién finita
y que {e; := &; + [}ieq, es una familia completa de idempotentes ortogonales
primitivos de A. Por lo tanto (Q4)o = Qo. Por otro lado J(A) = F#/I. Luego

J(A) F/1 F
Bjmei = Eij/Iei ~ Ejﬁei ~ €j(KQ1)€i.

En consecuencia, dimg (ej%(fi) = Card(e;Qn€;), y por lo tanto Q4 = Q.
O

4.5. El teorema de P. Gabriel

Definicién 4.5.1. Sea A una K-algebra de dimensién finita. Decimos que A es
elemental si 3n € Nt tal que A/J(A) ~ K x ---x K = K".

Ejemplo
Q Q Q
A=10 Q Q]| es una Q-algebra de dimensién finita; y ademads es
0 0 Q

elemental, pues A/J(A) ~Q x Q x Q = Q3.
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Ejercicio 4.5.2. Sea A una K-algebra de dimensién finita. Pruebe que
(a) Si A es elemental, entonces A es bdsica.

(b) Si A es un anillo con divisién y K es algebraicamente cerrado, entonces
A~K.

Lema 4.5.3. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Si A es bdsica y K es
algebraicamente cerrado, entonces A es elemental.

Demostracién. Si A es bésica, por 3.2.14, A/J(A) ~ Dy X - -- x D,,, donde D;
es un anillo con divisién y una K-algebra de dimension finita V i. Luego, por el
Ejercicio 4.5.2, concluimos que A/J(A) ~ K™. O

Teorema 4.5.4. Sea A una K-dlgebra de dimension finita y consideremos el
morfismo de K—dlgebras ® : KQa — A de 4.4.4. Entonces

(a) (Qa,Ker(®)) es un carcaj con relaciones.
(b) Im(®) = A si A es elemental.

Demostracion. Sea {e; | 1 < i < n} una familia completa de idempotentes
ortogonales primitivos de A, con la cual se construye el morfismo de dlgebras
d:KQq — A

(a) Por 2.6.14, 3 m € N tal que J(A)™ = 0. Luego, de 4.4.5 se tiene que
0=JA)™ = ((F))™ = &(F™), de donde .F™ C Ker(®P).

Veamos ahora que Ker(®) C .#2. Seax € Ker(®) C KQ 4, entonces podemos
escribir = 37 ¢ (9 1), Aa€a + D ae(@u), Ha - +y donde Ao, pa € Ky y € F2.
Luego

0=2@)= D> Mot Y. faPa+®y);

a€(Qa)o a€(Qa)1
Y Como Y- e, Haat®(y) € ®(F) = J(A), setiene queb:= 37 o), Aaka

€ J(A). Dado que J(A)™ = 0, se tiene que 0 = b™ =3 (g ,), Ad'€a, 10 cual
implica que A\’ =0V a, esto es A\, = 0V a. En consecuencia

Z HaPa = *(I)(y) € (I)(ﬂ2) = J(A)Q
ag(Qa)1

Por construccién, sabemos que {pq + J(A)? | & € (Qa)1} es una K-base de
J(A)/J(A)?; por lo que pio =0V o € (Qa)1, y por ende x =y € F2.
(b) Supongamos que A es elemental. Por lo tanto A/J(A) ~ K", y la apli-

caciéon K™ — K(Qa)o dada por (0,...,1,...,0) — ¢;, es un isomorfismo de
K-4lgebras. Luego, como K-mddulos, se tiene que A = J(A) @ ®(K(Qa)o) =
O(F) & P(K(Qa)o) = 2(F & K(Qa)o) = P(KQa). O

Definicién 4.5.5. Sea A una K-algebra de dimension finita. Una presentacion
de A es un carcaj con relaciones (@, I) tal que A ~ KQ/I.
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Corolario 4.5.6 (Teorema de P. Gabriel). Toda K-dlgebra bdsica A de dimen-
sion finita, con K algebraicamente cerrado, admite una presentacion (Q,I).

Demostracién. Por 4.5.3, sabemos que A es una K-dlgebra elemental; y por
4.5.4, (Qa,Ker(®)) es una presentacién de A. O

Observacion. Sea A una K-algebra de dimension finita. Supongamos que A
admite una presentacién (@, I). Tenemos que

(1) El carcaj @ es tnico, de hecho Q = Q4 (cf. 4.4.2 y 4.4.6).

(2) Elideal I no tiene por qué ser unico. De hecho el ideal Ker(®4) depende
de las posibles elecciones de ¢, € J(A), tales que {¢p, + J(A)?: a € Q1}
sea una K-base de J(A)/J(A)%

Ejemplo
K K K 0 K K
Sea A=[0 K K|.VimosqueJ:=JA) =0 0 K |].Ademss
0 0 K 0 0 O

AJJ(A) ~ K x K x K = K3, i.e. A es elemental. También tenemos que Q4 =
1e—— 2<T3 y {e11,e22,€e33} es una familia completa de idempotentes

ortogonales primitivos de A. Como ya vimos, los tinicos productos e;;(.J/J?)ex
que no son cero son: ey (J/J?)eas = Ke1o y eaa(J/J?)es3 = Keas.

Consideremos la eleccién ¢ : (Q4)o U (Qa)1 — A como sigue:

PYey = €11, Pey = €22, Pey = €33, Pa = €12, Pg = €23.
2

Luego ®(af3) = paipp = e12€23 = e13; y como ®(|J;_,(Qa):) = {e11, €22, €33,
€12, €23, €13}, se tiene que Ker(®) = 0. Por lo tanto, obtenemos el isomorfismo
de K-algebras

<I>:K<1<L2<L3> A
Ejercicio 4.5.7. Sea () un carcaj finito y aciclico. Pruebe que K@ es conexa
si y s6lo si KQ/.#? es conexa.

Ejercicio 4.5.8. Sea A una K-algebra de dimensién finita tal que J(A4)? =
0, {e; | 1 <i < n} una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos
de A. Pruebe que para i # j, se tiene que 0 # e; Ae; si y sélo si existe una flecha

1 — jen Qa.

Ejercicio 4.5.9. Consideremos el siguiente carcaj
ﬁ/z X

0=1 4

N

3
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y los ideales I} = (a8 +7d) y I = (af — 76) de KQ. Pruebe que
(a) Los ideales I y I son admisibles.
(b) Si char(K) # 2, entonces KQ/I; ~ KQ/I> como K-algebras.

Ejercicio 4.5.10. Sea A una K-algebra bésica de dimensién finita con K al-
gebraicamente cerrado. Pruebe que si A es conmutativo, entonces A ~ By x
-+« X By, con B; una K-édlgebra conmutativa local (i.e. B; es un anillo local).
Sugerencia: Por el Teorema de P. Gabriel existe una presentacién (@, I) de A.
Identifique A con KQ/I, y pruebe que e;Ae; = 0 = e;Ae; V i # j, donde
{e; = €; + I'}ieq,- Luego A ~ X7, B; con B; := e;Ae; ~ End(4Ae;) que es
local.
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Capitulo 5

Representaciones de
carcajes

En esta seccion, K denota un campo y Veck a una de las siguientes cate-
gorias: Mod(K') 6 mod(K). En el capitulo pasado se estudié la manera en como
los carcajes proveen una forma de visualizar dlgebras de dimensién finita. Aho-
ra usaremos carcajes para visualizar médulos, esto mediante representaciones
de carcajes. El resultado central de este tltimo capitulo asegura que si (Q,I)
es un carcaj con relaciones y A = KQ/I, entonces Mod(A) y la categoria de
representaciones de @) sobre Veck son categorias K-equivalentes.

5.1. Representaciones de Vecg

Definicién 5.1.1. Sea @) un carcaj. Una representacion D de @Q sobre Vecg,
es una funciéon D : Q — Vecy, i.e.

mVie@y D; €Veck,y
= Vac@Q, a:i—j, Dgy:D; — Djesun morfismo en Vecg.

Denotamos por Repg(Vecy ) a la clase de todas las representaciones D de @ so-
bre la categoria Vecr. En concreto, Repy (Q) := Repg(Mod(K)) y repx (Q) :=
Repg (mod(K)).

Ejemplo

1
1) Sea Q = 1 —2592, entonces D = K2 2% K3 donde D,=1(1
( ; :

1

o = O
@
07]

una representacién de @ sobre mod(K).

A N4
(2) Sea Q' = 1/>, entonces D = K;,> donde Dg = <é 1) es una repre-

sentacién de Q' sobre mod(K).

127
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Definicién 5.1.2. Sea Q un carcaj.

(a) Un morfismo f: D — D' en Repg(Vecy) es una familia de morfismos
f=A{fi: Di — Dl}icq, en Veck, tal que Vi — j € Q1, el siguiente
diagrama en Vecg conmuta

Dq
Di —_— D]‘

Al s

D, —— D
7 D(/l J

(b) La composicién de morfismos D L. p L D' en Repg(Veck) es la
familia gf := {g:fi : Di — Dj'}ieq,-

(c) Dados f,g: D — D’ en Repg(Veck) se define:

o f+g:={fi+gi:Di— Di}icq,-
° )\f = {)\fz D — D;}ZEQO VieK.

Ejercicio 5.1.3. Sea ) un carcaj finito. Usando la definicién anterior, pruebe
que Repg(Vecy) es una K-categoria y repy (Q)) es Hom-finita.

Ejercicio 5.1.4. Sea @ un carcaj. Pruebe que

(a) La K-algebra de caminos K@ se puede ver como una K-categoria como
sigue:

L] ObJ(KQ) = {gi}iGQo'
o Homgq(es,¢5) = ¢€;(KQ)e;.

e La composicion de morfismos en K@) es la multiplicacién en la K-
algebra KQ.

(b) Si @ es finito y aciclico, entonces K@ es una K-categoria Hom-finita.

Definicién 5.1.5. Sea @ un carcaj. Denotaremos por Fun(KQ, Veck) a la
categoria de funtores K-lineales de K@ en Vecg.

Ejercicio 5.1.6. Sea ) un carcaj. Dado que @ C K@, definimos la restriccién
res : Fun(K @, Vecx) — Repg(Vecy) como sigue:

= En objetos: F: KQ — Vecg, Vi€ Qo (res(F)); := F(g;) y para toda
a:i— jen Qq (res(F))q := F(a).

» En morfismos: p: F — G, res(p) := {ue, : Fe;) — G(&4) Yicq, -

Pruebe que la restriccién es un funtor K-lineal.
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Proposicion 5.1.7. Sea QQ un carcaj. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Toda D € Repg(Veck) se puede extender de una tinica manera a un funtor
K-lineal [D] : KQ — Veck, tal que
. 1, 1p,
VieQo [D](ei — €i) = Di — Dy,
ViijEQl [D](EiiEj):Di&)Dj.
(b) La correspondencia [~] : Repg(Veck) — Fun(KQ, Veck) definida por

(D R D') — ([D} i, [D’]) con [f] := f, es un funtor K -lineal.

Demostracién. (a) Dada D € Repg,(Veck), definimos [D] como sigue: en QoU
@1 se define como en la proposicién, y se extiende K-linealmente a €;(KQo)e;

v €;(KQ1)ei. Dado v = v, - -1 € £j(Qn)ei, n > 2, definimos [D](g; — ¢;) =

D; =) D; donde [D](y) := D5, --- D,,. Luego se extiende K-linealmente a
Ej (KQn)El
Por construccién [D] es tnico y ademés es un funtor K-lineal.

(b) Sea D L, D'en Repg (Veck ), veamos que [D] 1, [D], con [f] = f, es

un morfismo en Fun(K @, Veck ). En efecto, es suficiente probarlo para caminos

de la forma &; —— gjcony = v,---m1 € €;(Qn)e;. Esto es, veamos que el
siguiente diagrama conmuta:

[PI()

Di _— Dj
fzi \fj
D, —— D;».
[D'](7)

Y 0é Tn
Para ello, usamos que v = ———> ... % donde v; € Q1, por lo cual tenemos

el siguiente diagrama conmutativo

[D](7)
lfi th<71> Fe(ra) fotrm) ij
D’ D! - y N D’.7
[D'](7)

de donde se sigue (b). O
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Teorema 5.1.8. Sea Q un carcaj. Entonces, el funtor de restriccion res :
Fun(KQ, Vecx) — Repg(Veck) es un isomorfismo K-lineal, cuyo inverso es
el funtor de extension [—] : Repg(Veck) — Fun(KQ, Vecy).

Demostracién. Por el Ejercicio 5.1.6 y 5.1.7, sabemos que la restriccién y la
extension son funtores K-lineales. Veamos que [—] o res(—) = lpun(KQ,Vecs)-
Sea p : FF — G un morfismo en Fun(KQ, Veck), checaremos la igualdad

[res(F)] Iresiy)] [res(G)] = F -5 G. En efecto, se tiene (por definicién) que
[res(p)] = p. Luego basta ver que [res(F')] = F, lo cual sucede, pues:

= VieQo [res(F)(e:) = (res(F))i = Flei), y
s Vae@ [res(F)](a) = (res(F))q = F(a).

Por lo tanto, [res(F')] = F.
Ahora verificamos que res[—] o [—] = IRep,, (Veck)- Como en el caso anterior
basta ver que res([D]) = D V D € Repg(Veck). En efecto,

= VicQo (res([D]); = [Dl(ei) = Di, y
s Vae@r (res([D]))a = [D)(e) = D,.

Por lo que res([D]) = D. O

Observacién 5.1.9. Dado que Veck es una categoria abeliana (pues Mod(K)
y mod(K) son abelianas) se tiene que Fun(K@, Veck) es abeliana, y por lo
tanto, por 5.1.8, Repy(Veck ) es abeliana.

En la categoria Fun(KQ, Veck) las nociones categéricas de: suma directa,
producto, kernel, cokernel,... se definen objeto a objeto. Dichas nociones se tras-
ladan a las representaciones usando la restriccién res : Fun(KQ, Vecg) —
Repg (Veck ).

Ejemplo Veamos los siguientes conceptos categéricos en Repg(Veck ).

(a) La suma directa. Sean D, D" € Repg(Veck), la suma directa D @ D' es la
representacion:
eViecQy (D®D"),:=D;®D..

D, 0

eVa:ii—j (D@D’)a::<0 Y

) :D; ® D] — D; & D.

(b) Sea f: D — D’ un morfismo de representaciones en Rep (Veck ).

(b1) El subobjeto Kernel Ker(f) — D en Repg(Veck) estd dado por:
oVieQo (Ker(f)), = Ker(f).
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oVa:i—je @, 3! K, : Ker(fi) — Ker(f;) que hace
conmutar el siguiente diagrama en Vecg

(Ker(f)): = Ker(fy) o D, —L Dy

KQJ \Da JD;
(Ker(f)); :=Ker(f;) = D; 5 Dy,

donde p; y p; son inclusiones. Luego, se define

(Ker(f))a =Ko y p:={p:Ker(fi) — Diticg,-

(b2) El objeto cociente Cokernel 7 : D" — Coker(f) en Repg(Vecy), se
define como sigue:

o VieQy (Coker(f));:= Coker(f;).

oVa:i— j€ @, 3! Cy: Coker(f;) — Coker(f;) que hace
conmutar el siguiente diagrama en Vecg

D, i} D! _ M (Coker(f)); := Coker(f;)

bo. o le

By D} > (Coker(1) = Coken(,),

donde m; y 7; son los epi-canénicos. Luego, se define
(Coker(f))a :=Cq y m:={m : D, — Coker(fi)}icq,-

Ejercicio 5.1.10. (a) Sea f : D — D’ en Repg(Vecy). Considere también
w: Ker(f) — D de la definicién anterior. Pruebe que p satisface la “propiedad
universal del Kernel”. Esto es

= fu=0,y
» Vh:D" — Dtal que fh =0, 3! h: D" — Ker(f) tal que ph = h.

(b) Pruebe que las definiciones de suma directa y Cokernel dadas, anterior-
mente, satisfacen su correspondiente propiedad universal.

5.2. Representaciones de carcajes finitos con re-
laciones

Definicién 5.2.1. Sea @) un carcaj finito e I < K@ admisible. Las repre-
sentaciones Rep g ry(Veck) del carcaj con relaciones (Q,I) sobre Veck son
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la subcategorfa plena de Repg(Veck) cuyos objetos son las representaciones
D € Repg(Veck) tales que la extensién [D] : KQ — Veck se anula en I, esto
es,

Rep g,y (Vecr) := {D € Repg(Veck) | [D](p) = 0 V relacién p € I}.

Observacién. Dada D € Repy(Veck), para ver que [D] se anula en I, basta
ver que [D](p;) =0 1 < i < n, para un conjunto finito de relaciones {p;}? ; que
generen al ideal admisible I.

A partir de aqui, por simplicidad, usaremos la siguiente notacién: se define
Repy (@, 1) == Repq,n (Mod(K)) y repg (Q,I) := Repg,n (mod(K)).

Ejemplo Consideremos el siguiente carcaj
/7 3 \

4

Q*1—>2

y I = {af — ) < KQ. Las siguientes son representaciones en rep(Q) :

() (01) (11)

D= K—)K2

N /<>
/O
e

S
A

Observe que D € repy (@, I) pues

[ RO

D" € repy(Q,I), pues D, Dy — D\ Ds = 0, y la representacién D" ¢
repy (Q,I) ya que Dy Djj — DD = —1 # 0.

Teorema 5.2.2. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones y A := KQ/I. Entonces
existe una K-equivalencia F : Mod(A) — Repy (@, I) que se restringe a una
K -equivalencia F|poqca) : mod(A) — repg(Q, ).

Demostracién. V z € K@ definimos T := z + I. Luego {e, := &, }qeq, €S una
familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A (cf. 4.2.3).
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La prueba de este teorema, se hard en 3 etapas; y a su vez, cada etapa,
comprende cierto niimero de pasos.
Etapa 1: Construccién del funtor F': Mod(A) — Repg (@, I):

(a) Para cada M € Mod(A), definimos F(M) € Repg(Q,I) como sigue:
Vace Qo F(M), =eM,yVa:a—be Q1 F(M)y:e M — eyM
estd dado por F(M)q(egm) := am.

(b) Para cada M € Mod(A), la extensién [F(M)] : KQ — Mod(K) satis-
face: V v € €;(Qn)ei  [F(M)|(e; -5 ¢;) = esM FADI), e; M donde
PO () (esm) = Fm.

En efecto, sea v = 4 7 RN j en Q. Luego, por (a), se
tiene que
[F(M)](y)(eim) = F(M)y, - F(M)s,_, -+ F(M),, (eim)

= Y Vn-1 1M =AYy
probandose (b).
(c) Para cada M € Mod(A), F(M) € Repg(Q,I).

En efecto, sea p = Z?:l Aiw; € I una relacién en @ que va del vértice x
al y en Q. Entonces, por (b), se tiene V. m € M

n

[FOD](p)(exm) = 3 AF(D) i) (exm) = 3 A@im = pm = 0.

i=1 i=1

(d) VY M € Mod(A) se tiene que M € mod(A) <=V a € Qp, e, M € mod(K).
En efecto, sabemos que

(i) M =,cq, €aM como K-médulo,

(7) dimg(A) < o0,y
(#1) M € mod(A) <= I n € Ny existe un epimorfismo 4A™ — M.
Luego, usando (i), (¢¢) y (i4i), no es dificil obtener la equivalencia en (d).

() Vf: M — N enMod(A), F(f): F(M)— F(N) es un morfismo en
Repg (Q, 1), donde F(f) :={fa := fle,ns : €aM — €aN}aeq,-

En efecto, sea a — b € Qq, veamos que f, : egM — e,N estd bien
definida y el siguiente diagrama conmuta

f

a
eqgM —— e, N

PO, | [Fen,

ebM E— ebN.
Jo
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En efecto, fo(eam) = f(eam) = eqf(m) € e, N. Por otro lado,

(F'(N)ao fa)(eam) = F(N)a(faleam)) =af(eam) = f(@eam)
= [flevam) = fo(am) = f, 0 F(M)a(eam),

por lo que el diagrama anterior conmuta. Es facil ver que el funtor es
K-lineal y preserva composiciones.

Etapa 2: Construccién de un funtor K-lineal G : Repy (Q,I) — Mod(A) :
(f) Para cada D € Repg(Q,I), se define:
e El K-espacio vectorial G(D) := @ D

acQo e
e La accién KQ x G(D) — G(D) como (z,d) — - d := (- d)acq,,
donde (2 - d)acq, = > peq,[D](cazes)(dp), nos da una estructura de
K-médulo en G(D) tal que I C anngg(kqG(D)).
En efecto, probaremos sdélo la asociatividad de la accién: sea x,y €
KQ y consideremos d = (dq)acq, € G(D) = @D ,cq, Da, entonces

(y-(z-d)e= Y [Dleye;)((z - d);

JE€EQo

= Z [D](grye;) Z [D](ejze,)(d)

JEQo r€Qo

= _[Dl(ewejue,)(d) = Y [D] | ewy Zﬁjw e | (dr)

g, reQo
= Z [D](Etyl'gr)(dr) = ((y‘r) ! d)t
r€Qo

Por otro lado sea p € I una relacién en @ tal que €;pe; = p; entonces
para d € G(D), tenemos

- = 3 [Dl(cape)(da) = [D)(p)d, =0,
beQo

donde la tltima igualdad se da, ya que p € I y D satisface ideal de re-
laciones. Por lo tanto, p-d = 0, y en consecuencia I C anngg(G(D)).
Estoes, Vo € KQ,Vde D(G)T-d:= x-d estd bien definida, y nos
da una estructura de A-mdédulo en G(D).

(9) Vf:D— D"enRepg(Q,I), se tiene que G(f) : G(D) = B ,cq, Pa —
. 0
G(D') = Dueq, Pas con G(f) = Beq, fa = fa una ma-

triz diagonal, es un morfismo en Mod(A).
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En efecto, dado f : D — D’ en Repy(Q,I) C Repy(Q), tenemos (cf.
5.1.7) un morfismo [f] = f : [D] — [D’] en Fun(KQ, Mod(K)).
Luego, para z € K(Q tenemos que g,ze, € Hompgg(ep,e,) y €l siguiente

diagrama conmutativo

DbL)DZI)

[D](Eaxfh)l J[D’](saxsb)

Daf—rD;

i.e. [D'|(eqmep) o fo = fo o [D](eqwen).

Sea d = (dg)acq, € G(D). Veamos que G(f)(T -d) = T - G(f)(d). En
efecto, como T -d =z - d y G(f) es una matriz diagonal, se tiene que

G(HE- D)= fa((@-d)a) = fa [ D [Dl(cazes)(ds)

beQo
= > fao[Dl(cazes)(dy) = Y [D'(cawes) © fi)(ds)
bEQo bEQo
=Y [DN(earen)(G()(A)s = (- G(F)(d)a = T - G(f)(d))a
beQo

donde la peniltima igualdad se da por (b). Por lo tanto, G(f)(Z - d) =
T-G(f)(d).

(h) F(mod(A)) Crepg(Q, 1) y G(repg(Q, 1)) € mod(A).

En efecto, esto es consecuencia de (d), y las definiciones de F'y G.
Etapa 3:GoF ~ 1Mod(A) y FoG~ 1RepK(Q,I)-

(i) Veamos que G o F' =~ Iyjoq(4)-

En efecto, para cada M € Mod(A) se tiene que GF(M) = D ,cq, F(M)a =
D.co, €aM. Consideremos Ay : GF(M) — M con Ay((ma)aeq,) =

acQo Ma- Veamos que Ajs es un isomorfismo de A-mddulos (es claro que
Aar es biyectiva). Para ello, usaremos que la estructura de A-médulo en
GF(M), la cual es la siguiente: sea z € KQ, d = (dy)acq, € GF(M);
luego por (f) y (g), se tiene que

@-d)a = D [F(M)|(eawes)(dy) = Y eaTesds

beQo bEQo

eaT (Z db> = e A (d).

beQo
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Por lo tanto Va € Qp (T-d)s = eaTAp(d). Luego

A(@-d) = Y (@-da= Y edAu(d)

a€Qo a€Qo
= (Z ea> @A (d) = TApr(d).
a€Qo

Ahora, verificamos que A : G o F' — Ipjoq(4) s un isomorfismo natural.
Sea f: M — N en Mod(A), veamos que el siguiente diagrama conmuta

aron 2 arvy

)\IMJ \)\N
M N.

Como F(f) = {fa : €aM — eaN}ieq, tenemos GF(f) = D,cq, fa
D.co, caM — Docg, €alN-
Para d = (dy)acq, € GF(M), se tiene que f,(dq) = (GF(f)(d))q. Luego,

_

foru(d) = f (Z da> = > falda) = ) (GF(f)(d))a

a€Qo a€Qo a€Qo

= AN(GF(f)(d)) = Ax o GF(f)(d);
por lo tanto, A : GF' — Ipjeq(a) €s un isomorfismo.

F oG = IRep, (.-

En efecto, sea D € Repg (Q,I), G(D) = @aer D,; definimos FG(D), :=
ea G(D)=(0,...,D,,...,0) y sea d € G(D); entonces, por (f), se tiene
que

(eq - d)e = Z [D](eteaen)(dp) = [D](etea)(da) = ereadq.

bEQo
Porloquee,-d=(0,...,dqs,...,0);dedondee,-G(D) = (0,...,Dg,...,0).
Definimos V a € Qo el morfismo FG(D), = (0,...,D,,...,0) {p)e,

D, como (pp)a(0,...,da,...,0) := d,. Es claro que pp = {(pp)a
FG(D) — D}aeq, es un isomorfismo en Repy (@, I).

Sea f : D — D’ un morfismo en Repy (Q,I). Tenemos que FG(f) =
{(FG(f))a :€q-G(D) — eq-G(D")}aeq,- Luego como

(FG(f))a = FG(f)les-cp) = (B f)le..cp):

bEQo
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se tiene que (F'G(f))a(0,...,dq,...,0) = (Bpeg,)0;... da,...,0) =
fa(dga). Por lo tanto, (FG(f))a(0,...,dq,...,0) = fo(da).

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

ea-G(D) e, - (D)

(pD)ni J(PD')a

D, ——— D).

a

En efecto,
Jao (pD)a(07 oyl 70) = fa(da) = (pD')a(O’ .- '7fa(da)7~ .- 70)
— (p0)a 0 (FG(f))a(0,. da,...,0).

(k) Usando (h), tenemos que las equivalencia de (i) y (j) se restringen a
mod(A) y repyc(Q. ).

O

Corolario 5.2.3. Sea QQ un carcaj finito y sin ciclos. Entonces, existen equiva-
lencias de K -categorias Mod(KQ) — Rep g (Q) y mod(KQ) — repy (Q).

Demostracion. Si @ es finito y sin ciclos, entonces I = 0 es admisible, por lo
que de 5.2.2; concluimos el corolario. O

5.3. Representaciones especiales

En esta seccién, utilizaremos las K-equivalencias F' : Mod(A) — Repg(Q, I)
y G : Repy (Q,I) — Mod(A), construidas en 5.2.2.

Definicién 5.3.1. Sea @) un carcaj con relaciones. Para toda a € g, se define
la representacion simple S(a) € Repy (Q, I) asociada al vértice a como sigue:

= Ve Qo S(a)y:=0sib#a,yS(a)y:=K sib=a.
= Vo€ S(a), :=0.

Proposicién 5.3.2. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A := KQ/I, {eq :=
Zo|a€Qo} yG:Repy(Q,I) — Mod(A) la equivalencia construida en 5.2.2.
Entonces:

(a) Vae Qo top(dey) ~ G(S(a)) como A-mddulos.

() {G(S(a))}acq, es una familia completa de representantes de iso-clases de
A-mddulos simples.
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Demostracion. (a) Sea a € Q, luego

G(S(a)) = €P S(a)y = (0,...,0,K,0,...,0) — K, (0,...,z,...0)—x,
beEQo

es un isomorfismo. Por lo tanto dimg (G(S(a))) = 1, y en consecuencia, G(S(a))
es un A-médulo simple. Por otro lado Homy (Ae,, G(S(a)) # 0, ya que, por el
Ejercicio 1.9.12, se tiene que Hom 4 (Ae,, G(S(a))) =~ eq-G(S(a)) ~ S(a), = K #
0, donde el tltimo isomorfismo de debe a la prueba de 5.2.2 (j). Por lo tanto
existe un epi-esencial f : Ae, — G(S(a)), pues G(S(a)) es simple y Ae, es
proyectivo inescindible. En consecuencia top(A4e,) ~ G(S(a)) como A-médulos.

(b) Es consecuencia de (a), ya que {Ae,}qcq, €s una familia completa de
representantes de iso-clases de A-mdédulos proyectivos inescindibles. O

Definicién 5.3.3. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Definimos, para cada
D € Repg (Q, I), el soclo soc(D) € Repg (Q, I) como sigue:

D, si a es un pozo,
»VaeQ soc(D)q:= (| Ker(D,) sia noesun pozo.

aza—b
s VaeQ; soc(D)y:=0.

Decimos que un vértice a € Qg es un pozo, si no existen flechas o € Q1 tales
que o(a) = a.

Definicién 5.3.4. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones y D, D’ € Repg(Q, I).

(a) Decimos que D’ es una subrepresentacion de D, esto es, D’ C D, si
ipr : D' — D es un morfismo en Repy(Q,I), donde ip := {(ip')q :
D}, — Da}acq, con (ip/)q :=ip: la inclusién D; C D,.

(b) Sea D' C D. Definimos la representacién cociente D/D’ y el epi-canénico
wp : D — D/D’ como sigue:

eVaecQ (D/D)y := Dy/Dy (rp)a : Dy — Do/Dl es el
epi-canénico Tp: .

eVa:a—be@®, (D/D), es el tinico morfismo en Mod(K) que
hace conmutar el siguiente diagrama

I o /
D! ——~ D, —% D,/D,

D:‘J JDQ J(D/D%

Dy —— Dy —— Dy/ Dy,
1Dé Db

Ejercicio 5.3.5. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones y A = KQ/I. Conside-
remos las K-equivalencias F' : Mod(A) — Repg(Q,I) y G : Repr(Q,I) —
Mod(A) construidas en 5.2.2. Pruebe que
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(a) VD € Repg(Q,I), soc(D)C D.

(b) Sean D, D" € Repg(Q,I) tales que D’ C D. Entonces el epi-canénico
mpr : D' — D definido anteriormente, es en efecto, un morfismo en
Repg (@, I). Més atn, dicho morfismo mps es un epimofismo.

(¢) V D,D' € Repg(Q,I) tal que D' C D, se tiene que 4G(D’) es un
submddulo de 4G(D).

(d) ¥V N, M € Mod(A) tales que N < M, se tiene que F(N) C F(M).

Proposicién 5.3.6. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I y D €
Repy (Q, ). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) G(D) es semisimple si y sdlo si Do, =0 V a € Q.
(b) G(soc(D)) = soc(G(D)).

Demostracién. (a) Vo € Q1 Do =0 < D =~ P, S(a)dimx(Pa) =
G(D) ~ D ,cq, G(S(a))dimx(Pa); v esto sucede, por 5.3.2, si y sélo si G(D) es
semisimple.

(b) Por el Ejercicio 5.3.5 (a) y (c), tenemos que G(soc(D)) < G(D). Sea 4S5
un submdédulo simple de G(D). Por 5.3.2, podemos asumir que G(S(a)) = 45
para algin a € Qg. Luego, 45 = G(S(a)) < G(D), y como G es fiel y pleno,
usando el Ejercicio 5.3.5 (c), se tiene que S(a) C D. Para ver que G(S(a)) <
G(soc(D)), es suficiente ver que S(a) C soc(D). Veamos esto ltimo.

Sea a: a — b en ()1, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ker(D,) D, Dy,

lo cual implica que S(a), € (..., Ker(Dq) = soc(D),. Por lo tanto, S(a) C

soc(D).
Por lo que para todo simple S < G(D), vale que S < G(soc(D)). Luego
soc(G(D)) = G(soc(D)). O

Definicién 5.3.7. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Para D € Repy(Q, I),
definimos el radical rad(D) € Repy (@, I) como sigue:

> Im(D,) siano es fuente,

m Vace QO rad(D)a = ab—a
0 si a es fuente.

= Vae@; rad(D), := Da‘rad(D)o(a)'

Decimos que un vértice a € Qg es una fuente, si no existen flechas a € @)1 tales
que t(@) = a.
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Proposicién 5.3.8. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I y sea
G : Repg(Q,I) — Mod(A) la K-equivalencia construida en 5.2.2. Entonces,
V D € Repg(Q,I) G(rad(D)) ~ rad(G(D)) como A-mddulos.

Demostracion. Por ser I <@ admisible, tenemos que 3 m > 2 tal que F™ C
I C .72 rad(A) = F/I (véase 4.2.3) y que rad(G(D)) = J(A) - G(D). Por lo
tanto:

rad(G(D)) = Z /I -G(D Z > 7-G(D
=1 veQ

Veamos como es la accién: 7 - G(D) para v € Q. Sea d = (dp)peq, € G(D)

= Dyecq, Db (suma directa externa de K-médulos). Sea i -2 j € Q1. Veamos
que @-G(D) = (0,...,Du(D;),...0).
lugar j
En efecto, (@« d)a = > heq, [Dl(cacer)(dy) = [Dl(cagja)(di) = dajDaldi).
Sea t 25 i -5 j € Q. Veamos que af - G(D) = (0, ... ,DoDg(Dy),...,0). En
lugar j
efecto,

(aB-d)a = Y [Dl(cacBes)(ds) = [D](eagjaBe:)(dr) = 6a;DaDp(dr)-
bEQo

Dado que Dy Dg(D;) C Do(D;), continuando de esta forma, se tiene que

Y zT-GD)= ) a-GD).

z€(Qn)ej, n>1 a€(Qr)e;

Por lo que vale la siguiente igualdad
rad(G = Z (5.1)
€Q1

€z - G(D). Si

Ahora bien, F(rad(G(D)))s = ZQGQI e, -a-G(D) = ZaeQ

1

a es fuente, se tiene que e,a = 0, por lo que F(rad(G(D))), = (0,0...,0).
Supongamos que a no es fuente. Entonces
lugar “a”
F(rad(G(D))a= »_ a@-G(D)=(0,..., Y Im(Dy),0,...,0);
atb—a ab—a

por lo tanto, la proyeccion 7, : F(rad(G(D))), — rad(D), en la “coordenada”
a es un ismorfismo, y 7 : F(rad(G(D))) — rad(D) es un isomorfismo en
Repy (Q,I). Luego, como GF =~ 1 (cf. 5.2.2 (7)), se tiene que rad(G(D)) ~
G(rad(D)) como A-mdédulos. O

Ejercicio 5.3.9. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I y D €
RepK(Qvl)

(a) Pruebe que rad(D) C D.
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(b) Defina la representacioén cociente como top(D) := D/rad(D). Pruebe que
top(G(D)) =~ G(top(D)) como A-mddulos.

Ejemplo

«@
Sea @ = 1} 2¢ 3, I = (Ba, é). Consideremos la representacién
& Y

oo G

D=K K3 K . Entonces D € repy(Q,I), pues DgD, =

G
0

0 = DsD,. En lo que sigue, calculamos soc(D),rad(D), top(D) y End(D).

0 0
» soc(D) = K¢ - K¢ - 0 = S(1) @ S(2). En efecto, 1 es el tnico

pozo en @, por lo tanto soc(D); = D; = K. Para a # 1, se tiene que
soc(D), = [\ Ker(D,). Luego:

zia—sb
z1
soc(D), = Ker(Dg)NKer(Ds) = zo | €K 29 =0 =13
z3
= KAx0x0~K.
t 0 0
soc(D)s = Ker(Dy)NKer(D,)=qteK:|0]=10]=1]t
0 0 0
= 0.
(01) 1
» rad(D) = K%I@}:O = S(2) ® K‘¥K<‘:O>. En

efecto, 3 es la tnica fuente en @, por lo tanto rad(D)s = 0. Dado que
rad(D)e = > Im(D;) y rad(D)s = Dailrad(p),,, Para a # 3, se tiene

x:b—a

para dichos vértices:

rad(D); = Im(D,)+Im(D,) =K x K x0,
rad(D)s = Dglrgxkxxo=(01),

rad(D); = Im(Dg)+ Im(D;s) = K,

rad(D)s = Ds|lkxkrxo=(00).

» top(D) = D/rad(D) = 0 K # K =S(2)®S(3).

sl

=]
=
5

2

K|x]/{(z?) como K-algebras. En efecto, End(D) = {f = (f1, f, f3) :
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D — D en repy(Q)}, entonces f hace conmutar el siguiente diagrama

D K ( ) K3 <O> K
0o o0 1
1
f1 P 0 f3
(o 1 0) (é)
D KE—— K3 8
1
0

r1 X2 I3
De donde tenemos que f1 =a, fo=|y1 vy2 wys|,fs =0 Luego
Z1 zZ9 z3

e f1(0 1 0)=(0 1 0)fo=(0 a 0)=(y1 w2 us),porlo
cualy1 =0=y3 y y2=a.
0f1(0 0 1)2(0 0 1)f2:>(0 0 a):(z1 29 23),porlo
cual z1 =0=20 y 2z3=a.

1 1 X1 b
e f/o[0)] = |0)f3s = |v1] = |0]|, porlocual yy = 0 =
0 0 21 0
Z1 Yy 1 =a.
0 0 T 0
e foll] = |1]|fs = [|y2|] = [b], por lo cual zo = 0 =
0 0 Z2 0
Z2 Yy y2=0b

De lo anterior, concluimos que a = b =23 =yo =1y y1 = Y3 = 21 =
X9 = Z9 = 0.

a 0 =z3
Por lo tanto f = (f1, f2, f3) = |a, |0 a 0|, a] esinvertible siy
0 0 a
a 0 b
sélosia € K\{0}. Porlo que End(D) = a, |0 a 0|,a]:a,beK ;,
0 0 a
y los morfismos no invertibles en End(D) es el conjunto

N = 0,

o O O
o O O

b
0],0]|:be K ) <End(D).
0

Luego, por 2.7.1, End(D) es local y J(End(D)) = .A".
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En particular, D es una representacion inescindible. En efecto, puesto que
End(D) ~ End(G(D)), obtenemos que End(G(D)) es local, y por 2.7.7, 4G(D)
es inescindible; por lo tanto, D es inescindible. Ademds, End(D) tiene sélo
2 idempotentes (cf. 2.8.18): el cero y e := lgyap) = (1,I3x3,1). Dado que
End(D)/J(End(D)) ~ K - e ~ K, se tiene que End(D) es elemental de orden 1.
Y como J(End(D))? =0y dim(eJ(A)e) = dimg(J(A)) = 1, tenemos que

[e3%

Qunapy = *— vy Ker(®) = (a?)

pues J(End(D))? = 0. Por lo tanto, End(D) =~ % ~ ]é—[f;

Definicién 5.3.10. Sea (Q, I) un carcaj con relaciones. La representacidn pro-
yectiva P(a) € Repy (@, I) asociada al vértice a € Qq, se define como sigue:

= VbeQy Pla), = 2EDee

eple,
s Va:i—j €@ P(a)a:P(a); — P(a); estd dado por P(a), := @7,
esto es, P(a)q () := @z con el producto en KQ/I.

Proposicién 5.3.11. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I, {e, =
Zatacq, ¥ G : Repy(Q,I) — Mod(A) la equivalencia de 5.2.2. Entonces, se
satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Vae Qo G(P(a)) ~ Ae, como A-mddulos.
(b) Yae Qo rad(P(a)), se calcula como sigue:

_ P(a) sib+# a,
e Vbe Qo rad(P(a))y = { (P(a) \ {Kb. e}k sib=a.
e Vac@ rad(P(a))s(z) =ax con el producto en A.

Demostracion. (a) Consideremos la equivalencia F : Mod(A) — Repg(Q, I)
de 5.2.2. Luego tenemos que

6b(}(CQ)Ea

F(Ae,), = ey Aeg =
(Aey)p = epAe .

F(Aey)a(z) = ax,

lo cual implica que F(Ae,) = P(a), por lo que G(P(a)) ~ Ae,.

(b) Sea a € Q. Para b € Qo, si b es fuente, entonces rad(P(a)), = 0 = P(a)s.
Podemos asumir que b no es fuente. Luego rad(P(a)), = Y. Im(P(a)a). Sib #
a:x—b

a, tenemos en el carcaj un camino @ ~~wx ——p y @?: P(a), — P(a)y;
luego
rad(P(a))y = Y Im(P(a)a) = Y @-P(a), = P(a).
a:x—b a:x—b

. . . . s
Si b= a, en el carcaj @ se tiene un camino de la forma * —>—a ~~>x con
4 € P(a),; por lo que

rad(P Z Im(P(a),) = Z a-Pla), = (P(a)o \ {Kea})x

a:x—b a:x—b
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Finalmente, rad(P(a))a = P(a)alrad(P(a))o(n, = ¥ 7- O
Ejemplos
1
(1) Sea o= ¢ p
2 / \3
I =0y A= KQ. Entonces, se tiene lo siguiente
/Kgl\ /K\
P(1) = = S()=
0 0 0 0
I L
PQ2)= «? ~ 1
PArKe PO K/ \0
K
rdP@) = 7 N =s()
0 0
0
pP@) = 7 TN\ =50
K 0
©) /P’(S)IZKQ’ .
P@3)= g ~ 1
P(3)%=0 P()=Koés 0/ \K
K
rdPG) = 7 N =s()
0 0
0
opPE) = 7 N =50)
0 K
2 9 3 3
También se suele escribir P(1) =1, P(2) = |~ = 1o P(3)= | = 1
1 1

B a
(2) Consideremos Q = 1 2¢ 3,1 = {(fa,dv), A= KQ/I. Defi-
5 Bt

nimos e; :=¢; + I parai=1,2,3. T:=x+ 1 V z € KQ. Entonces, tenemos lo

siguiente
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= P(1)= Ken ——0C—0 ~8(1)= KE——0—0.
= P(2) P21 = KB& Kd{—— 13(2)2 =Key T P(2)3=0
5-
()

~ K2 K¢ 0, donde el cambio de bases
()
1

estd dado como sigue: # := {3,6} es una base de P(2); y &' = {es}

es una base de P(2),. Por lo tanto [3-?]% = (é) y[0-7% = <(1)>

rad(P(2)) ~ g2E——0——0 = S(1)? = soc(P(2)).

] P(S) P(3)1: OE:P(S)Q—KO[@K’Y(*P(?));;:Keg

()
~ 0 K2 K,
()
rad(P(3)) ~ 0 K?2T——0 =85(2)% = soc(P(3))
P = N = L
(3) Sea

LN
St

y consideremos I = (Ba — vd, A3, A3). Entonces, tenemos lo siguiente

. P(1)

) P(1)=0

@=Ke1@ KZ@KP/ \ P(1)s=0
\ /

P(1);=0
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m/\\
\/”
P(1) = ‘f =

I
1

rad(P(1)) es como sigue

—_ = =

S S
CKAGBK&\O/O = C \0/0

1

1
rad(P(1)) = 1|A = 1

rad?(P(1)) es como sigue

2/ \ OK/ \o S(1
@\//C\//”

= P(2) y rad(P(2)) son como sigue

Gl S

=

§
N e N
G N

0

™
o

0 =S(1)
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P@)= 1 = 2 yrad(P(2)) = S(1)
1 1 '
P(3)
79 P(3).=0
@—Ké_ea Kid & Ki% < > P(3)s=0
P(3)3=K€3
Gy o
- Qo/ ™,
e’
rad(P(3))
A? 0
@@ Kzg@mza< >o
0
(14 0
= K3/ \o = P(1)
AP
3
|15 ; |1A 1
PE)= b = | rad(P(3) = 1= 1=P()
I I
1
P(4)

22 B2 a7
@4)1 =Kfa =Kj0 / YVP (4)4= Kea
59 ;/7'?

P(4)s= Ky
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rad(P(4)) = Q<< >0
N

rad’(P(4)) = K

/\V _4

P@)= 2 2

\ /5 1 rad2(P(4))

w

rad(P(4))

N

radpP) O N
= 0 =S) D Ss@3
rad?(P(4)) Q \K/ (2) © S3)

Lema 5.3.12. Sea A una K-dlgebra de dimension finita, {e; | 1 < i< n} una
familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A. Consideremos
el funtor de Nakayama A : mod(A) — mod(A), el cual es la composicién

D pop=H - K
de los K-funtores mod(A mod(A°) =22 i mod(A).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Vi AN (Ae;) ~ Daor(e;A) ~ Ip(top(Ae;)) como A-mddulos.

) #:=Hom  (—,A)

(b) Yi,j @;:ejDaor(e;A) — Homg(e;Aej, K) es un isomorfismo de K-
mdédulos, donde ®;(e;f)(e;ae;) = (ejf)(e;a) = flejae;) Vae AV f e
DAD;D (61)

(¢) A es isomorfo al funtor sD(A)s ®4 — : mod(A) — mod(A).

Demostracién. (a) Se tiene, en virtud del Ejercicio 1.9.12, que (Ae;)* :=
Homy (Ae;, A) ~ e;A como A°P-médulos. Luego, como Ae; ~ Py(top(Ae;)),
tenemos por 3.6.9 que

Ip(top(Ae;)) o D gor ((A€;)*) = D gon(e;A),
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donde JV(AeZ) = DAap((Aei)*).

(b) Sean i,5 € {1,2,...,n}. Luego se tiene el isomorfismo de K-médulos:
t:ejde; — e;Ae ®4 Aej dado por t(e;ae;) := e;a®e; (cuyo inverso estd dado
por e;A® s Ae; — e;Ae;  e;a®d’ej — e;aa’ej). Luego, se tienen los siguientes
isomorfismos de K-moddulos

;D aor(e;A) —2 Hom g (Aej, D gor (e;A)) 2, Hompg (e;A ®4 Aej, K)
Hompg (e;A ®4 Aej, K) Homx (t.K), Hompg (e;Ae;, K)

dados por: e;f & ple;f)(ae;) = ae;f, g+ B(g)(esa ® a'ej) = g(de;)(eia).
Veamos que ®; = Homg (¢, K) 0 6 o p. En efecto,

(Homg (t, K) 0 6 0 p)(e; f)(eiae;) = 00 pe; f)(t(eiae;)) = 0(p(e; f))(eia @ e;)

= plejf)(ej)(eia) = e;f(eia) = ®;(e; f)(eiae;),
probandose (b).
(c) Para M € mod(A), se tienen los siguientes isomorfismos naturales

DA<AD(A)A XA M) = HOHIK(D(A> ®aA M,K)

~ Hom 4 (M, Homg (D(A), K)) ~ Hom (M, A).

Por lo tanto, D4 (D(A)®a M) ~ M*, por lo que que A (M) ~ D4op D 4(D(A)®
M) ~ D(A) ® M. O

Definicién 5.3.13. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Para cada a € Qo, la
representacidn inyectiva I(a) asociada al vértice a, se define como sigue:

(a) Vbe Qo I(a)p := Homg (P(b)s, K),

b)) Va:z — y e @ se define I(a)q : I(a)y — I(a),, donde V f €
I(a); = Homg(P(2)a, K), V 2z € P(y)a I(a)a(f)(z) := f(z@), esto es,
I(a)o = Homg (? - @, K),donde ?- @ : P(y), — P(z), es la multiplicacién
a izquierda de @.

Proposicién 5.3.14. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I, {e, =
Zatacqo ¥ G : Repy(Q,I) — Mod(A) la K-equivalencia de 5.2.2. Entonces
Vae€ Qo GI(a)) ~ In(top(Ae,)) como A-mddulos.

Demostracién. V a,b € Qq, es ficil ver que P(b), = e,Ae,. Consideremos la
K-equivalencia F' : Mod(A) — Repy(Q, ) de 5.2.2. Por 5.3.12, tenemos que
D or(eqA) =~ In(top(Ae,)). Luego, es suficiente probar que F'(D gop(€,A)) ~
I(a). En efecto, por 5.3.12 (b), tenemos V « : © — y € @ el diagrama

o-?
ezDA"P (eaA) @ eyDAop (6aA)

o s,

I(a), = Homg (e, Ae,, K) I—) Hompg (e, Aey, K) =1(a)y,
a)a
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donde las flechas verticales son isomorfismos. Por lo tanto, es suficiente ver que
el diagrama anterior conmuta. Para ello, sea z € e,Aey, f € Daor(eqgA) =
Hompg (e, A, K), luego

[(a)a © @u(exf)(2) = la)a(Pa(eaf))(2) = Paleaf)(z@) = f(z@) = (@f)(2)

= ®y(ey(@f))(2) = y((@ex) f)(2) = Py o (@-7)(ex f)(2)-
Por lo que I(a)q 0 @, = @, 0 (@ 7). O

Ejercicio 5.3.15. Sea & = {x1,x3,...,2,} una K-base de un K-espacio vec-
torial V. Consideremos V* = Homg(V,K) vy #B* = {fs, | 1 < i < n}, con
fz; 1 V. — K tal que f;,(x;) := d;;. Pruebe que #* es una K-base de V* (%*
es llamada la “base dual” de £).

Ejercicio 5.3.16. Sea T : V — V' en mod(K), % una base de V y %’ una

base de V'. Consideremos T* := Homg (T, K) : (V')* — V* y a las matrices
asociadas de T'y T* en las respectivas bases, i.e., B := [T]% y A := [T*}‘(?;;,)*.

Pruebe que A = B, donde la matriz transpuesta de B es B?.

Definiciéon 5.3.17. Sea @ un carcaj. Introducimos la correspondencia * :=
Hom(—, K) : Repr(Q°?) — Repg(Q) : para cada D € Repg(Q°P), D* €
Repy (Q) se define como sigue:

s VaeQy (D*)y:=(Dy)* =Homg(D,, K).
s Va:zo—yeQr (D*)q:=Homg(Daor,K): (Dg)* — (Dy)*.

Dado el morfismo f : D — D’ en Repy (Q°P), definimos f*: (D')* — D* en
Repy (Q) como f*:={(f2)" = Homg (fo, K) : (D;)" — (D2)" }aeqo-

Ejercicio 5.3.18. Sea ) un carcaj. Pruebe que * : Repg (Q°P) — Repy(Q)
es un funtor K-lineal.

Definicién 5.3.19. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Para cada a € Qo, la
representacion proyectiva opuesta P°P(a) € Repy (Q°P) asociada al vértice a, se
define como sigue:

= Vbe Qo PP(a)y :=P(b)a,
s Va:z—yeQr P%P(a)yer :=7-a:P%?P(a)y, — PP(a),.

Ejercicio 5.3.20. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Pruebe que para toda
a € Qo, se tiene que I(a) = (P°P(a))*.

Observacién. El cilculo de I(a), se hace usando los Ejercicios 5.3.20 y 5.3.16.
Ejemplos

(1) Sea
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o, N

2 3

P(1)1=Ke,

PA(1) = ?-a _ 1 K 1
POP(DF/K& >”(A1)3=KB - K/ \K
o I(1) = (P = 1/'KV\1
K K

rad(I(1)) =rad

) I/VKV\IK - /K\Ozs(l)
0 0 0
topa(l)):K / \K . / \O o 0 Va \K= S2) ® S(3)

. 12)
P(2),;=0
PA(2) = / \ / \
P(2),=Ke, P7(2)=0 K

1) = / \ =S(2)
K 0

= Andlogamente, I(3) >~ S(3).

B >
(2) Sea Q@ = 1} 23, 1= (Ba,dv). Entonces, tenemos lo siguien-
5 ¥

te:
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- 1(2)
2.3

7. 7@
PoP(2): PoP(2); =0 3 PP(2)y = Key —3 P?(2)3 = Ka ® K5
— -

—— Ye—- —— Ve
= I(1)
Por(1)
78 ?-a
PoP(1); = Key ?:E PP(1)y = KB ® KE%)’ PoP(1); = Kéa & KBy

),

3 33 3
m= 2.2 =22
1 1
(1 o) 2 2 9 9
rad(I(1)) ~ K‘7<()K2277K2 = ey = 1
0o 1

top(I(1)) ~ 0E— 00— K2 =S(3) ®S(3).



5.3. REPRESENTACIONES ESPECIALES 153

rad?(I(1)) ~ KE——08——0 = S(1).

top(rad(I(1))) ~ 0 K20 =S(2) ®S(2).

(3) Q = 1#2, I=(ap,fa), A:=KQ/I.

1
Por lo tanto, I(2) = (PP(2))* = K 7 K ~P(1), ie. I(1)= . .

(4) Consideremos A = KQ/I, donde

P

y I = (Ba — 5, \3,\3). Luego tenemos lo siguiente: I(1) ~ S(4),

I<2)=Qo/\ o =

= |a:

\/22

13) = Qo< >
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23 P(1):— k7

?- .
PR(1) : @)1=K61®KZ®KP / N*1»09(1)4=KB&=K57

P(1);=Kd® K15 ® KA%0

(?88) K
010 (W x
= ©K3 K

it (oo
001 K3

Por lo tanto, tenemos

1) = ery= (ke

rad(I(1)) = (glzy ’ 0 <8<§2<3y

01 0 .

) = 8!0/ \o=é1</ ™

ra x (1)
‘\ 0/ /

De donde top(I(1)) = S(4) @ S(3)%, top(rad(I(1))) = S(1) @ S(2) & S(3),

top(rad®(I(1))) = S(1) y rad®(I(1)) = S(1).

Proposicién 5.3.21. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Consideremos
una familia completa {e; | 1 < i < n} de idempotentes ortogonales primitivos
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de A, P; := Ae;, S; :=top(P;), I; := Is(S;) y Da : mod(A) — mod(A°P) la
dualidad usual (cf. 3.5.3). Entonces

(a) Vi HOIHA(AD(A)A,AL') >~ APi-
(b) Para cada i, se tienen los siguientes isomorfismos de K-mddulos

Hom 4 (P;, M) ~ ¢;M ~ Hom g (Hom (M, I;).

Demostracién. (a) En virtud de 5.3.12 (a), se tiene que Homyu (D(A), ;) ~
Hom 4 (D(A), Daor(e;A)) ~ Homaor(e; A, A) = Ae; = 4 P;.

(b) Tenemos que Hom 4 (P;, M) = Hom 4 (Ae;, M) ~ e; M. También de 5.3.12
(a), concluimos que

Hom g (Hom 4 (M, I;), K) ~ Homg (Hom 4 (M, D 4o (€;A)), K) ~
~ Homg (Hom ger(e;A, DaA(M)), K) ~ Homg (Da(M)e;, K).

Por lo tanto, basta probar lo siguiente: V N € mod(A°) Homg (Ne;, K) ~
e; D por como K-mébdulos.
En efecto, sea N € mod(A°P). Luego, por 3.6.5 y Ejercicio 1.9.12, se tiene

€;D aop(N) ~ Hom g (Ae;, Dpor (N)) = (Ae;)" @4 Dpor(N) = e;A®4 Dgor(N).
Por lo tanto,
Hompg (e;Dp0r (N), K) ~ Hompg (¢;A @4 Daor(N), K)
~ Hom gor (e; A, Homg (D gor (N), K )) = Hom o (€;A, D oD 4on (N))
~ Hom 4o (€; A, N) ~ Ne;.
. Homg (Ne;, K) ~ Homg (Homg (e; D gor (N), K), K) ~ €;Dgop(N). O

Ejercicio 5.3.22. Sea A una K-élgebra. Pruebe que V M € Mod(A), V 5 S
simple, se tiene que Homp (M, S) ~ Homp (top(M), S) como K-mddulos.

Teorema 5.3.23. Sea A una K-dlgebra de dimensidn finita, {e; | 1 < i < n}
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A, P; := Ae; y
S; := top(P;) V i. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(@) Vj, VM € mod(A) dimg(Homa(P;, M)) = dimg (Enda(S)))m,; (M)
y dimgnq, (s;)(S5) = ms; (top(a4)).

(b) Si A es bdsica, entonces V i,j se tienen las siguientes igualdades:

dim g (Exty (S;, S7)) = dimg (ej J(4) e~>

= dimg (End 4 (S;))ms, <lj;2((P;‘))) '
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Demostracién. (a) Sea M € mod(A). La primera igualdad se deriva de 3.1.7
(c). Por otro lado, por 2.5.2, definiendo B := A/J(A) se tiene que pB =
@?:1 BS;W7 End4(S;) ~ Endg(S;) =: D;, que es una K-dlgebra de divisién con
dimensién finita. Luego, dimgnq ,(s,)(S;) = dimp, (p,S;) = m; = mg, (top(4)).

(b) Sea i,j5 € {1,2,...,n}. Veamos primero que vale
Hom 4 (rad(P;), S;) ~ Ext} (S, S;) como K-médulos. (5.2)

En efecto, aplicando a la sucesién exacta 0 — rad(P;) — P; — S; — 0, el
funtor Hom4(—, S;), se tiene la sucesién exacta de K-médulos

0 — Hom(S;, S;) — Homyu (P, S;) LN Homy (rad(FP;), S;)

e EXtIIL‘(Si, SJ) — 0,

donde h(f) = flraa(p,)- Es suficiente ver que h = 0. Sea f : P, — S, no
nulo, entonces f es un epimorfismo, por lo que P;/Ker(f) ~ S;, lo cual implica
que Ker(f) es maximal; y por 2.8.20, se tiene que Ker(f) = rad(F;), v h(f) =
[lraa(p,) = 0. Por lo tanto h = 0, probandose 5.2.

Ahora bien, tenemos los siguientes isomorfismos de K-mddulos

Ext}(S;, S;) ~ Hom 4 (rad(P;), S;) ~ Hom 4 (top(rad(P;), S;)

~ Hom 4 (S}, top(rad(P;))) ~ Homa (P}, top(rad(F;))),

dichos isomorfismo se obtienen en virtud de (5.2), el Ejercicio 5.3.22 y de que
Hom (Sp, Sq) = 0 p # ¢ (por ser A bésica). Por lo tanto, se tiene que

Ext} (S;, S;) ~ Homy (Pj, radQ(PZ)> como K-médulos. (5.3)
rad®(F;)

Aplicando (a) al isomorfismo (5.3), obtenemos que

dim g (Ext’, (S, S;)) = dimg (HomA (Pjv 12;(5312))))

_ dim (End(S,))ms, (d(m)) -

rad?(P;

Por otro lado,

Hom 4 (Pj, Ij;((];%> = Homy4 (Aeja m)

Finalmente, por (5.3) concluimos que dimg (Ext) (S;, S;)) = dimg (e; Frnzei
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Corolario 5.3.24. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I, {e, =
€a+ 1}tacqy, Po = Aeq, Sq :=1top(Fa) y I, :=1p(S.) V a € Qo. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) YV a € Qo, VM € mod(A) se tiene mg, (M) = dimg(Homy(P,, M))
= dimg (e, M) = dimg (Homy (M, I,)).

(b) Vb€ Qo dimp(Bxth(Sa, $)) = Card(e(Q1)za) = ms, (257 ).
() VM €mod(A) (M) =3, 0, dimk (e, M) = dimg (M).

Demostracién. Por 5.3.2, tenemos que V a € Qo Enda(S,) ~ K. Por otro
lado, A es bésica (cf. 4.2.3), luego (a) es consecuencia de 5.3.21 (b) y 5.3.23 (a).
Asf mismo, (b) sale de 5.3.23 (b). Finalmente, como (M) = > .o mg, (M),
se tiene que (c) es consecuencia de (a). O

Ejercicio 5.3.25. Los siguientes ejercicios fueron tomados de [4].

(a) En cada uno de los siguientes ejemplos, describa los médulos simples, los
proyectivos inescindibles y sus radicales; y los inyectivos inescindibles y
sus cocientes por su soclo.

(i) .

(i) °

Q= OL}OL)O Ba = 0.
(iid) Q= . . . . o I=rad*(KQ).
(iv) ° °
s
Q= o— 1 e ey =0=¢d
{ I

ap=0, =0,

al=0, Pa=dy.
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(b) Sea Q el carcaj

y M la representacién K

\
—
=

K —_ K2
v)
de Q. Calcule top(M), soc(M) y rad(M). Muestre que el dlgebra End(M)
no es un campo, pero M es inescindible.

(c) Sea @ el carcaj

donde Ba = 0. Muestre que la siguiente representacién es inescindible:

K——K

o

K?2——K.

)
(d) Seaa € Qg donde Q = (Qo, Q1) es un carcaj finito. Demuestre lo siguiente.

(i
(i

(41

El proyectivo P(a) es un K @Q-mdédulo simple si y s6lo si a es un pozo.
El inyectivo I(a) es un K @Q-médulo simple si y sélo si a es una fuente.

Caracterice a los vértices a € Qg tales que rad(P(a)) es simple.

— — — ~—

(tv) Caracterice a los vértices a € Qg tales que I(A)/S(a) es simple.

5.4. La caracteristica de Euler

Sea A es una K-dlgebra de dimensién finita. En esta ultima seccién le aso-
ciamos a cada A-mddulo finitamente generado un vector con entradas en los
enteros. Esto con el fin de utilizar métodos del algebra lineal en el estudio de
A-médulos.

Definicién 5.4.1. Sea A una K-algebra de dimensién finita y {S1,S2,...,5,}
una familia completa de representantes de iso-clases de A-mddulos simples. La
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funcion vector dimensidn dim : Obj(mod(A)) — Z", se define como:

mi
ma

dim(M) = | .| = (mi,ma,...,my,)"

)

donde m; :=mg, (M) € Z.

Observacion 5.4.2. Sea A una K-édlgebra de dimensién finita. Consideremos
{e; | 1 < i < n} una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos
de A, PZ = ABIL', Sz = tOp(PL') y IZ = Io(Sz)

(a) Por 5.3.21 y 5.3.23 (a), tenemos las siguientes igualdades V M € mod(A) :

o dimg (Enda(S;))ms, (M) = dimg (Homa(Pj, M)) = dimg (e; M) =
dimg (Homy4 (M, I;)).

(b) En la prueba de 2.2.2, se obtuvo el siguiente diagrama conmutativo de
grupos abelianos:

Ko(A)
donde w(z) = z 4+ R(mod(A4)) y o([M]) = >, mg,(M)[S;] VM €
mod(A4).
Por otro lado, usando el Z-isomorfismo v : @], Z - [S;] — Z"™ dado por
[Si] — (0,..., 1 ,...0) tenemos el Z-isomorfismo v o : Ko(A4) —

lugar @

Z"™. Dado que V M € mod(A)
(v o) (m([M])) = v(p[M]) = sti(M)V([Si]) = dim(M),

denotaremos frecuentemente a v o @ por dim : Ky(A4) — Z™.

Definicién 5.4.3. Sea A una K-dlgebra bésica de dimensién finita, {e; | 1 <
i < n} una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A,
P, := Ae; y S; := top(P;) V i. La matriz de Cartan Cs € Mat,,«,,(Z) asociada
al dlgebra A, tiene como entradas i,j a [Cal;; := mg,(P;). Denotaremos por
[Ca)? ala columna “” de Ca, y por [Cal; ala fila “” de C4. Observe que
[Cal = dim(P).

Observacién 5.4.4. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I y {e, :=
ga}GGQO'
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(@) V M € mod(A) dim(M) = (dimg(eaM)),cq,- En efecto, por 5.3.24,
sabemos que mg, (M) = dimg (e, M).

(b) Dado que F : mod(A) — repg(Q, I) es una K-equivalencia con “inversa”
G : repr(Q,I) — mod(A) (véase 5.2.2), y que V D € repg(Q,I) y
Va€ Qoe,G(D)~ D, como K-médulos (cf. 5.2.2 (k)), concluimos que
V D €repr(Q,I) dim(D) = (dimg(Da))!cq,-

Ejemplos

(1) Consideremos @ = 2——1+—3, A = KQ. Entonces, P(1) =
1

S(1), por lo tanto dim(P(1)) = {0 ]. P(2) = K——Ke—0, por lo que
0

1
dim(P(2) = [1].P3)= 0—— K «—— K , por lo que dim(P(3)) = | 0
1

0
1 1 1
Por lo tanto, la matriz de Cartan asociadaa Aes [0 1 0
0 0 1

B a
(2) Sea Q@ = 1§ 2§ 3, consideremos I = (87,07), y A = KQ/I,
5 B!

() (6)

P(1) =S(1), P(2) = K2ﬁK<7O yP@3) = 0<7K2<7(> K . Por
0 0
1 1

1 2 0
lo tanto, Cp = |0 1 2
0 0 1

Teorema 5.4.5. Sea A una K-dlgebra bdsica de dimension finita. Considere-

mos una familia completa {e; | 1 < i < n} de idempotentes ortogonales pri-

mitivos de A, P; := Ae;, S; := top(Ae;) y I; := Io(S;) V i. Entonces, para la
dy 0

matriz diagonal D = con d; = dimg (End4(S;)), se satisfacen
0 dnp

las siguientes condiciones.

(a) [Ca) = D-dim(P)) y [Cali = (D - dim(I;))".

(b) D7'Cadim(S;) = dim(P;), D~'CY dim(S;) = dim(l;). En particular,
D7 'Cy € Maty, xn(Z).

(¢) Sigldim(A) < oo, entonces {n[P;] | 1 < i< n} es una Z-base de Ko(A) y
det(D71Cy) = £1.
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Demostracién. (a) Por 5.4.2 (a), tenemos las siguientes igualdades: d;mg, (P;)
= dlmK(HOmA(PZ, P])) = dimK(HomA(Pj, Il)) = djmsj (Iz) Por lo tanto, Y Z,]
se tiene dymg, (P;) = dymg, (I;), de donde se obtiene (a).
(b) Es consecuencia de (a), ya que [C4]) = Ca dim(S;) y (S;)!Ca = [Cal;.
(¢) Supongamos que gldim(A) < co. Luego pd(S;) < co V i; y en particular,
cada S;, admite una resolucién proyectiva finita

0—Ppyi — - — P — FR;— S5 —0.

Por lo tanto dim(S;) = 7" (—1)/dim(Py, ;). Por lo que (7([Pi]);_,)z =
Ky(A); y como rk(Ko(A)) = n, concluimos que w([P;])]_, es una Z-base de
Ky(A).

Por otro lado, dado que D~'C4dim(S;) = P; (i.e. manda base en ba-
se), se tiene que D~1Cy4 es invertible en Mat, x,(Z). Sea B € Mat, xn(7Z)
tal que (D7'C4)B = 1,x,. Luego det(D~1C4)det(B) = 1, obteniendo que
det(D~1Cy) = £1. O

Corolario 5.4.6. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, Qo = {1,2,...,n}, {e; =
gi}?:p A= KQ/I, Pz = Aei, Si = tOp(Pl) Yy Il = Io(Sz) Vie Qo. FEntonces

(a) Vi,j [Cal =dim(P)) y [Cali = (dim(L;))".
(b) Cadim(S:) = dim(Py) y C, dim(S;) = dim(I;) ¥ i € Qp.
(¢) Sigldim(A) < oo entonces det(Ca) = £1.

Demostracién. Sabemos que A es una K-algebra bésica de dimension finita
y ademds Enda(S;) ~ K (cf. 5.3.2). Luego d; := dimg(End(C4S;)) = 1, lo
dy 0

cual implica que D = = 1,,xn. Por lo tanto, el corolario sale de

0 dn,
5.4.9. 0

Ejemplo

Sea A= KQ/I donde

2
) ‘ﬁ/ a
. 1\ \4
0 3%
3 1 3 1
s 01 0 1
y I = (Ba —~6, A3, \%). Entonces Cy = 00 1 1 y det(C4) = 3; por lo
0 0 0 1

tanto gldim(A) = oc.
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Definicién 5.4.7. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones tal que A = KQ/I es de
dimensién global finita (i.e. gldim(A4) < 00). Sea Qo = {1,2,...,n}.

(a) La caracteristica de Euler de A es la forma Z-bilineal (—, —)4 : Z™ X
Z" — Z, dada por (z,y) := z*(C;")'y.

(b) La forma cuadrdtica de Euler de A, es la forma cuadritica g4 : Z" — Z
donde ga(x) := (x,z) 4.

(c) La tmnsformacwn de Cozeter @4 : 7" — 7" estd definida por P4 (x) :=
—choyt-

Ejemplo

(1) SeaQ = 2——1+——3, A= KQ. Es claro que gldim(A) =1 (cf.
4.1.17).

1 1 1 1 0 0
LuegoCy= [0 1 0], (CHt= 1 1 0f,porloque®, =—-C4LCy!
0 0 1 -1 0 1
1011 111\ (n
=|-1 0 1 ,(x,y)A:(zl To :cg) -1 0 1 Yo | = z1y1 + xoyo +
-1 0 0 -1 0 0 Y3

x3ys — Tay1 — L3y1 ¥ qa(x) = <$7~T>A = x% + x% + 9U§ — X1X2 — T173.

(2) Sea @ = 1E_——_2, A= KQ. Entonces gldim(A) =

2

1 y se tiene que
P(1) = 8(1), P(2) = | © . Porlo tanto, C4 = , (e =

1 2
0 1
10 1 B 1 n\
(2 1> ’ D4 ( 2 3) . Luego <x?y>A - (.%'17.'1?2) (2 1) <y2> = 1y +

Tay2 — 2T1Y2 ¥ qa(T) = x% + x% —2x179

Ejercicio 5.4.8. Sea 0 — Xy — X; — .-+ — X, — 0 una sucesion
exacta larga en mod(K). Pruebe que > " (—1)" dimg (X;) = 0.

Teorema 5.4.9. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones y A = KQ/I, con gldim(A) <
oo. Entonces, ¥V M, N € mod(A) se tiene que

(oo}

(dim (M), dim(N)) 4 = > (=1’ dimg (Ext’, (M, N)).
7=0

Demostracién. Sea N € mod(A) fijo. Usaremos induccién sobre d := pd(M)
para M € mod(A).

Sea d = 0. Podemos asumir que M = P; := Ae;. Entonces, por 5.3.6 (b),
tenemos lo siguiente

(dim(P;), dim(N)) 4 = (dim(P;))*(C1")" dim(N)
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= ((S4))" dim(N) = mg,(N) = dimg (Hom(P;, N)),

donde la tltima igualdad se debe a 5.3.24 (a). Como ExtQ(Pi,N) =0Vj=>1,
se obtiene la igualdad en este caso.

Sea d > 1. Supongamos que el teorema es valido ¥V M’ € mod(A) con
pd(M’) < d. Como d > 1, tenemos por 2.9.3 (e) una sucesién exacta 0 —
M' — Py — M — 0 en mod(A4), con Py proyectivo y pd(M') < d — 1.
Aplicando el funtor Hom4(—, N) a la sucesién anterior, se obtiene la sucesién
exacta larga en mod(K), donde 7(X,Y) := Ext/,(X,Y) V j > 0, con Ext) =
Hom(X,Y)

0— (MvN) - (POvN) - (MlvN) —’1(M’N> —>1(P0’N) —)1<M/7N)
_>2(MaN) _’Q(POvN) _)2(M/7N) -

Aplicando el Ejercicio 5.4.8 a la sucesién exacta larga anterior, se tiene

o0

> (—1) dimg (Ext?y (M, N))
j=0

= > (~1) dimg (Exty (P, N)) = Y (—1) dim (Exty (M', N))
Jj=0 j=0
= (dim(R), dim(N)) 4 — (dim(M"), dim(N)) 4
= (dim(Py) — dim(M’), dim(N)) 4 = (dim (M), dim(N)) 4,
donde la tdltima igualdad se obtiene de la igualdad dim(FPp) — dim(M') =

dim(M), la cual a su vez se obtiene de la sucesién exacta 0 — M’ — Py —
M — 0. O

Proposicién 5.4.10. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones, A = KQ/I con
gldim(A) < o0, Qo = {1,2,...n}, {e; = & + T}icgy, P == Ae; y I =
Iy(top(P;)) V i € Qq. Entonces

(a) Vie Qo Padim(P;) = —dim([;).
O Va,yeZ” (x,y)a=—(y,Paz) = (Pax,Day)a.

Demostracién.

(a) @4 dim(P;) = —C4C ;" dim(P;) = —C% dim(S;) = —dim(I;), donde las
ultimas igualdades se dan por 5.4.6 (b).

(b) (z,y)a = 2" (Cy ")y = y'Cy'e = y*(C")'CLCL e = —(y, ®ax). Esto
es, (x,y)a = —(y, Pax), lo cual implica que —(y, Px) = —(—(Paz, Pay)) =
<<I>Aa:, (I)Ay>~ D

Ejercicio 5.4.11. Sea K un campo.
(a) Sea Q = 1§ 2 el carcaj de Kronecker. Definimos la representacién
1
Hy de Q como Hy = K § K ,paracada A € K. Muestre que V A € K
A

se tiene que H) es inescindible; y que Hy ~ H,, siy sélo si A = p.
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(b) Calcule la dimensién global y la matriz de Cartan de cada dlgebra del
Ejercicio 5.3.25 (a).
(c) Sea A= KQ donde Q = 1 4"a 2 . Demuestre las siguientes afirmacio-
B

nes.
0 0

(¢) Los A-médulos S(1) = S; 0, 5(2) = 0; 'Ky S(1,2)\ =
0 0

1
K. ' K, con \ € K, son simples; y S(1,2)x % S(1,2), si A # p.
b

(#4) Si M es un A-m 6dulo simple de dimesi 6n finita, entonces M es
isomorfo a S(1),5(2) 6 bien a S(1,2),, donde A € K.

(d) Determine la matriz de Coxeter de las siguientes K- dlgebras:

K 0 0 0 0
K K 0 0 0
2

(IO([I((> K 0 K 0 0
K 0 K K 0

K K K K K

K 0 0 0 0 K 0 0 0 0
K K 0 0 0 0 K 0 0 O
K 0 K 0 0 K K K 0 0
K 0 0 K 0 K 0 0 K 0
K K K K K K K K K K
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