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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Historias roménticas sobre grandes avances de la fisica se cuentan todo el tiempo. Arquimedes
corriendo desnudo por las calles de Siracusa gritando “eureka”, Galileo subiéndose a la Torre de
Pisa para refutar la mecanica aristotélica y Newton reposando bajo el manzano son sélo algunos
ejemplos.

La mecdnica cudntica no carece de este folclore. Las historias que se cuentan sobre los
origenes de esta disciplina involucran algidas discusiones entre Bohr y Einstein durante las
reuniones de Solvay de 1927 y 1930 respecto a si “Dios juega o no a los dados”. Los argumentos
utilizados entre ellos se basaban principalmente en experimentos pensados. Estos experimentos
consisten en situaciones hipotéticas que incluyen ingeniosos artilugios para manipular y medir
atomos y fotones individuales. Al momento de las reuniones de Solvay, estos experimentos eran
irrealizables y se manejaban tinicamente como herramientas de argumentaciéon y razonamiento.

Los experimentos pensados eran usualmente modelos simplificados en los que se podia aplicar
la teoria de manera directa. El uso de estos modelos es una herramienta comun en diversas areas
de la fisica. Por ejemplo, en el estudio de sistemas mecédnicos es comun despreciar la friccién y
en otros casos se suponen geometrias simplificadas como Orbitas circulares o planetas esféricos.
Cuando se trata de gases, las simplificaciones que se utilizan a menudo consisten en suponer
una forma sencilla de interaccién entre las particulas que lo componen.

Desde los tiempos de Cavendish llevar a cabo un experimento de precision ha consistido en
eliminar meticulosamente las variables estorbosas o poco interesantes en un sistema fisico real.
Las técnicas para lograr esto han ido progresando de tal manera que, a pesar de lo imposible que
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parecia durante las reuniones de Solvay, se ha logrado manipular fotones y atomos individuales.
La habilidad de llevar a cabo los experimentos pensados fundacionales de la mecénica cudntica
nos permite explorar los aspectos més fundamentales de esta teoria, de manera que es posible
poner a prueba la exactitud de la teoria para validarla o generar nuevas preguntas. Podemos
distinguir entre no saber y no poder saber a través de experimentos de tipo EPR[EPR35] lo cual
tiene profundas implicaciones tecnoldgicas y filoséficas.

Otro célebre experimento pensado, que
no fue ideado dentro del contexto de las

discusiones entre Einstein y Bohr, es el del WHAT IF" T HAD SOME- GREAT, YOUVE TRAPPED U5 IN
) " {
gato de Schrodinger. El resultado de tal -:—[C_[ig E?EWE%OQE?ET A RYPOTHETICAL. SITUATION:

!

MAYBE IF I HAD
NI A KNIFE T COULD
\ CUT OUR WAY FREE...

029D MMM, ICE

HERE, TAkE
THIS ONE.

experimento es que se obtiene un sistema
macroscopico en una superposicién “absurda”

de estados. Por otra parte, Bose y Einstein %%”O

idearon otro famoso sistema macroscépico
que exhibe un comportamiento cuantico. En
éste se obtiene un gas de bosones en el
que una fraccién macroscépica del mismo se
encuentra en el estado base del sistema. A
esto se le llama Condensado de Bose-Finstein.
Setenta anos después el primer condensado
fue realizado experimentalmente[DMAT95].
Para alcanzar las temperaturas necesarias
para crear un condensado de bosones se
utilizan técnicas evaporativas. Se coloca el gas
de atomos bosénicos dentro de una trampa magneto-6ptica. En este, existe un pequeno grupo
de particulas mucho maés energéticas que el resto. Posteriormente se disminuye la profundidad
de la trampa por un breve instante lo que permite el escape de estas particulas mas energéticas.
Cuando se aumenta nuevamente la profundidad del pozo, las particulas restantes se termalizan
mediante colisiones y nuevamente aparece un grupo de particulas mas energético que el promedio.
Se repite el proceso de disminuciéon y aumento de la profundidad de la trampa hasta lograr la
temperatura buscada.

What if someone broke out of a hypothetical
situation in your room right now?
—xked.com

La situacién para gases de fermiones es muy diferente ya que, cuando estd conformado por
una sola especie de fermiones, el principio de exclusién de Pauli disminuye en gran medida las
colisiones entre ellos. Esto imposibilita la termalizacién y por tanto el enfriamiento de gases
fermiénicos utilizando las técnicas desarrolladas para condesados de bosones. Sin embargo,
mezclando dos especies de fermiones, las colisiones entre fermiones de distinta especie son
posibles y, de esta manera, una especie actiia como mediador de la otra redistribuyendo la
energfa entre las particulas y logrando asi alcanzar muy bajas temperaturas[D.J99].

Experimentos realizados en condensados bosoénicos llevaron a descubrir que la intensidad
de la interacciéon entre los atomos que forman el gas puede ser controlada a través de un
campo magnético externo [RCBT98][CFH'98]. Utilizando estas técnicas es posible amplificar
la interaccién entre fermiones de la misma especie lo suficiente como para poder realizar
condensados fermiénicos puros [TFMKO1][RTBJ03]|[SZST05]. El control que existe sobre la
interaccion es de tal virtud, que se puede lograr que la atraccién entre los dtomos fermiénicos
sea lo suficientemente intensa como para que éstos formen moléculas binarias bosdnicas y, en
consecuencia, formen un condensado de bosones. Estos sistemas son de particular interés para
estudiar el cruce BEC-BCS[Leg80][GRJ03]. Esto es la transicién de un ensamble de pares
de cooper formados por atomos fermidnicos débilmente interactuantes a un condensado de
moléculas bosénicas compuestas por fermiones fuertemente atraidos entre si.
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La motivacién central de este trabajo es estudiar gases atémicos ultrafrios con interaccién
sintonizable. Estos sistemas tienen la virtud de ser muy sencillos. La interaccién se caracteriza
por muy pocos parametros que pueden ajustarse a voluntad lo que nos permite explorar nuevos
regimenes fenomenoldgicos. En épocas de las reuniones de Solvay, un sistema de esta naturaleza
solo parecia posible en el contexto de un experimento pensado. El objetivo de esta tesis es
estudiar algunos aspectos preliminares de las colisiones binarias necesarios para describir estos
gases. Utilizaremos el potencial de Morse pues éste es un modelo razonable de las interacciones
atémicas.

En el Capitulo 1 de este trabajo damos un panorama general de la tesis.

En el Capitulo 2 hacemos una sintesis de la teoria de dispersion eldstica que utilizamos en
los demaés capitulos prestando especial atencién a casos de muy baja energia. Dado que a bajas
energias la longitud de onda de las particulas es muy grande, los detalles finos de la estructura
del potencial de interaccién son irrelevantes, por lo que se pueden caracterizar con muy pocos
parametros. También dentro del Capitulo 2 discutimos que para el caso de colisiones de onda-s,
la longitud de dispersion contiene suficiente informacién es suficiente para caracterizarla. Para
colisiones de onda-p, el volumen de dispersion no basta para caracterizar la colisién por lo que
es necesario tomar en cuenta también el rango efectivo de onda~-p[JLPCO08|.

En el Capitulo 3 astudiamos el potencial de Morse como un modelo factible de la interaccién
entre dtomos con el que obtenemos resultados analiticos para onda-s. Ademads de obtener las
soluciones ligadas y no ligadas, calculamos la longitud de dispersion y el rango efectivo.

Por ultimo, en el Capitulo 4 aplicamos la teoria de dispersién clésica al potencial de Morse y
posteriormente discutimos la implementacién de métodos numéricos para calcular los parametros
de dispersién cuantica para onda-s y onda-p.

De acuerdo con la ecuacién de Gross-Pitaevskii el efecto de las interacciones binarias en un
condensado de Bose-Einstein estd determinada en una primera aproximacién por la longitud de
dispersién del potencial binario. En el apéndice A desarrollamos una derivacién de la ecuacién
de Gross-Pitaevskii basado en el método de Hartree-Fock.






CAPITULO 2

TEORIA DE DISPERSION

A lo largo de este trabajo utilizamos las herramientas de teoria de dispersiéon de manera
extensa. Dicha teorfa suele plantearse en términos de un haz incidente y de un blanco. Sin
embargo en este trabajo la utilizaremos para describir colisiones entre pares de atomos iguales
restringiéndonos a que el estado interno de los atomos no sea modificado por la colisién. Para
tomar en cuenta cambios en el estado interno asociados a una colision se requiere una descripcion
multicanal que se sale del alcance de este trabajo.

2.1. Seccion Eficaz

Un experimento tipico de dispersién consiste en apuntar un haz de particulas hacia un blanco
para conocer la estructura de este tltimo. De esta forma, una parte del haz incidente resulta
desviado y la otra sigue su camino (Véase Fig. 2.1), de modo que, para encontrar la distribucién
de las particulas desviadas, se colocan detectores alrededor del blanco. Asi, si el haz incidente
tiene un 4rea transversal A y una intensidad o desidad de flujo I (nimero de particulas por
unidad de area transversal por unidad de tiempo), podemos asociar una fraccién del area del
haz incidente a cada parte saliente. De este modo, dado que se considera que el haz tiene una
intensidad constante, podemos entender a I~ como el 4rea promedio del haz que ocupa cada
particula. Por otro lado si llamamos Np al niimero de particulas desviadas, NpI~! es el drea Ap
correspondiente a tales particulas. Esta rea puede interpretarse como el tamafio del obstaculo
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Figura 2.1: Definicién de la seccién eficaz.
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que causa que las particulas sean desviadas. Asi, si consideramos que el blanco esta formado
por muchas particulas y que el nimero de éstas que caben dentro del drea A es Np, entonces
definimos la seccion eficaz ¢ como
Ap _ Np 2.1
7T Ny INg’ 1)
la cual tiene unidades de drea y se interpreta como el tamafio efectivo de las particulas del
blanco. Obsérvese que la seccion eficaz es meramente una manera de expresar la respuesta de
un cierto tipo de problema en términos de un area. Los blancos no necesariamente ocupan esa
area pues si por ejemplo se tratara de electrones, no habria un area directamente asociada a
ellos fisicamente.

La seccion eficaz nos provee de informacion acerca de la interaccién entre las particulas
que componen al haz y al blanco a partir de contar el nimero de particulas dispersadas. Es
posible obtener una mejor vision considerando la seccidn eficaz diferencial, que depende no
solo del nimero de particulas dispersadas, sino también de su distribuciéon angular. Para definir
la seccién eficaz se consideran todas las particulas dispersadas y se contabilizan en Np. En
cambio, para definir la seccién eficaz diferencial se utiliza la cantidad %(9, ©), que representa
al nimero de particulas dispersadas en la direccién definida por los dngulos 6 y ¢. Claramente

% dQ) = Np, donde df2 es un elemento de dngulo sélido. De esta manera, la seccién eficaz
diferencial queda definida como

do 1 dND

0,¢) = mm(eﬂb)- (2.2)

@( ’
Asi, podemos interpretar la seccion eficaz diferencial como el tamano efectivo de la regién de
las particulas del blanco que desvia a las particulas incidentes en la direccién definida por los
angulos 0 y ¢.
En general, con un arreglo experimental dado, una colisién puede tener distintos resultados
(canales) segun el estado interno de las particulas involucradas. La seccién eficaz se define para
un tipo especifico de canal en una colisién dada.
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N0,
~0)
00

Figura 2.2: Pardmetros para la seccién eficaz diferencial.

Es importante notar que, para problemas no relativistas, la seccion eficaz total no depende del
sistema inercial. Por otro lado, la seccion eficaz diferencial si depende del sistema de referencia.
Sin embargo, la unica diferencia que hay entre secciones eficaces diferenciales en distintos
sistemas coordenados radica en la forma en la que se miden los angulos, por lo que solamente
es necesario transformar éstos para transformar la seccién eficaz diferencial entre un sistema de
referencia y otro.

2.2. Dispersion Elastica por un Potencial Central

Para calcular la seccion eficaz es necesario definir la manera en la que interaccionan las
particulas involucradas en el proceso de dispersién. A continuacién, discutiremos cémo calcular
la seccién eficaz a partir de un potencial de interaccién central V(r) arbitrario tal que
V(r) — 0 cuando r — oo mas rdpido que r—!, es decir, estudiaremos el caso en el que el
potencial de interaccion disminuye suficientemente rdpido como para que, a grandes distancias,
el comportamiento sea como el de una particula libre. Dado que el potencial es central, en
realidad g—g no depende de ¢, por lo que podemos definir una secciéon eficaz diferencial que sélo
depende de 6 dada por

do T do . do
@(9) = /0 10 sinf d¢ = 27r81n9m, (2.3)

lo cual simplifica el tratamiento.

2.2.1. Dispersién Clasica

Una consecuencia mas de que el potencial sea central es que, las trayectorias permanecen
en un plano que contiene a ambas particulas. En la Figura (2.3) se muestran los pardmetros
importantes en un proceso de dispersion.

Se le llama pardmetro de impacto b a la minima distancia de acercamiento que habria entre las
particulas si no hubiera interaccién. El angulo 6 define la direccién de la trayectoria dispersada
lejos de la zona de interaccién. Asi, si la interaccién es repulsiva, 6 es positivo, mientras que si es
atractiva, 6 es negativo. En general, si se resuelven las ecuaciones de movimiento resultara que
la desviacion 6 siempre serd una funcién del pardmetro de impacto. Entonces, podemos escribir
0 = 6(b) o bien b = b(f). La seccién eficaz para una dispersién a un dngulo entre 6 y 6 + df
serd el area del anillo (27bdb) en el que tienen que estar las particulas para ser dispersadas a
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v/ \0

do
db

Figura 2.3: Parametros relevantes para describir una colisién clésica entre dos particulas.

esos angulos, es decir,

do db

La seccién eficaz total resulta ser

™ do ™ db
= — d6 = 2rb— df = 7b3(0). 2.
o /0 0 /0 by b= (0) (2.5)

Se puede interpretar ficilmente el resultado obtenido notando que b(0) es el pardmetro de
impacto necesario para que no haya desviacién. Entonces wb%(0) es el area del circulo fuera del
cual no hay desviacion. Concluimos de la discusion anterior que para conocer o es suficiente
encontrar b(f) lo cual se discute a continuacién.

Para calcular b(6) lo mds natural es obtener 6(b) y posteriormente invertir esta tltima. Para
esto, describamos la posicién de la particula por medio de las coordenadas polares ¢ y r como
se muestra en la Figura (2.3). Luego, suponiendo que V(r) — 0 cuando r — oo, tenemos por
conservacion de la energia que

1 ar\?> , (dv\’
—m == P2 ==
L[ (2
donde v es la velocidad de aproximacién muy lejos de la zona de interaccién. Como el potencial
es central, se conserva el momento angular y tenemos que
2 dy

mr gy = mub. (2.7)

+V(r) = %mvz, (2.6)
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Juntando las ecuaciones (2.6) y (2.7) obtenemos que

dr - \/112 — @ — 3V(r). (2.8)

Al dividir la ecuacién (2.7) entre la (2.8) y simplificar mediante el teorema de la funcién inversa
y la regla de la cadena obtenemos

dap vb
— =4 .
dr r2\/v2 _ viigﬂ _ zv(r)

m

(2.9)

En la expresién anterior la raiz negativa corresponde a cuando la particula se acerca y la positiva
corresponde a cuando se aleja. Asi, a partir de lo anterior podemos obtener # integrando desde
r = oo hasta a, que es la distancia de méaximo acercamiento para v y b dados, y luego nuevamente
hacia afuera hasta r = co. De acuerdo con la Figura (2.3), de la integracién obtenemos

Ap=7—0. (2.10)

Por otra parte, como la integral recorre los mismos valores dos veces, podemos duplicarla y
finalmente obtenemos

(2.11)

o dr
9:7T—A1/):7T—211b/ .
a 7"2\/1)2—”72,—32—%1/(@

Al sustituir una forma particular de V (r) podemos, en principio, calcular 6(b) y de esto obtener

b(#) con lo que a su vez, podemos calcular 3—‘; yo.

2.2.2. Dispersiéon Cuantica

En el enfoque clésico se estudian las trayectorias para conocer la seccién eficaz. El tratamiento
cuantico necesariamente serd diferente pues no existen las trayectorias en este caso. Asi, la
teoria cudntica estd basada en la descripcién ondulatoria dada por la ecuacién de Schrodinger.
Consideremos la dispersion no-relativista de una particula debido a un potencial. La ecuacién
de Schrodinger en el sistema de referencia del centro de masa toma la forma

(_ZLLVQ + V(r)) (7 t) = ih%\I/(F, t). (2.12)

Como el potencial no depende de tiempo, la ecuacién admite soluciones estacionarias de la forma
U(7,t) = (P 7, (2.13)
donde ¥(7) es una eigenfuncién del hamiltoniano con eigenvalor E, dado de tal manera que

p2 _ h2k2
2m  2m

, (2.14)

donde
p = hk (2.15)
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es el momento inicial de la particula. Consideramos una onda plana incidente que se propaga
a lo largo del eje-Z con momento kk' la cual es dispersada por un potencial, produciendo una
onda esférica saliente. Asi, buscaremos soluciones a la ecuacién de Schrédinger de la forma

eik'f

Uk, 7) ~ A(k) {eik‘F—l— f(6,9) } , para r grande. (2.16)
En la ecuacién anterior A(k) es un factor de normalizacién y la funcién f(6,¢) determina la
distribucién angular de las particulas dispersadas, por lo que es claro que existird una relacion
importante entre ésta y la seccién eficaz. Para encontrar precisamente la relacién que existe,
notemos que la probabilidad de que una particula viajando a velocidad promedio v pase por un
drea do en un tiempo df es

AP = |Yincidente|* AV = |A(K)|[* (v dt) do. (2.17)

Sin embargo, esto es igual a la probabilidad de que la particula sea desviada posteriormente
hacia un angulo sélido df2 con velocidad promedio v, de tal manera que

Alk 2 f 2 ~
dP = |¢dispersada|2 dV = |(T)7|2|‘(U dt)T2 dqQ. (218)
Como estamos considerando una dispersion eldstica, lejos de la zona de interaccién se tiene que
v =1, por lo que do = |f|>d€. De aquf se sigue que

do 9
100 =110, 9)". (2.19)

La expresion anterior es fundamental pues relaciona el concepto tedrico de la funcién de onda
con una cantidad medible que es la seccién eficaz diferencial. Debido a la relacién (2.19) se le
llama amplitud de dispersion a la funcién f(6,¢) que determina la distribucién angular de las
particulas dispersadas. Por lo tanto, el problema de encontrar la seccién eficaz de una dispersién

cuantica se reduce a determinar la amplitud de dispersién?.

Dispersién de particulas idénticas

Decimos que dos particulas son idénticas cuando no podemos distinguir entre ellas por
medio de alguna propiedad intrinseca. El hecho de que las particulas fundamentales en la
mecanica cudntica sean indistinguibles resulta en profundas consecuencias nunca antes vistas en
la fisica clasica. En particular, el tratamiento del problema de dispersién debe ser modificado
para analizar colisiones entre particulas idénticas pues en la discusidon anterior se supuso
implicitamente que es posible distinguir entre la particula dispersada y dispersora.

La Figura (2.4) ilustra una colisién elastica directa entre dos particulas indistinguibles.
Inicialmente ambas particulas tienen momentos opuestos p; y —p;, ademés de que sus paquetes
de onda estdn separados (Fig. 2.4a). Cuando colisionan, sus paquetes de onda se traslapan (Fig.
2.4b) y, posteriormente se separan. Describiremos un evento de dispersién en una direccién a un
angulo 6 respecto a la direccion original, que corresponde al caso en el que las particulas tienen
momentos finales py y —py (Fig. 2.4b). Nétese que, como la colisién es eldstica, |p;| = [p)|. El
traslape de los paquetes de onda mostrado en la Figura 2.4a y la naturaleza “borrosa” de la
mecédnica cudntica imposibilitan identificar los paquetes de onda iniciales con los finales.

1Hacemos el anélisis de dispersién para una particula con momento perfectamente bien definido. Sin embargo,
usando el principio de superposicién es posible extender este anélisis al caso de paquetes de onda.
2Para una derivacién mds formal de (2.19) véase [Joa87].
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(a) Situacién inicial (b) Durante la colisién (c) Después de la colisién

Figura 2.4: Colisién entre dos particulas idénticas.

De esta forma, para analizar el proceso es necesario representar el estado fisico del sistema
por medio de un ket que evoluciona en el tiempo. Es natural escribir el estado inicial como
|pi, —P;). Sin embargo, es igualmente posible expresar esta configuracién por |—p;,p;). En el
reino de la fisica cldsica se puede pasar de una expresién a otra sin ningin problema, pues el
etiquetamiento es una cuestién de convencién. Sin embargo, en fisica cudntica simplemente no es
posible, ya que si ambos kets fueran representaciones legitimas del mismo estado fisico, entonces
cualquier superposicion
serfa también una representacion legitima, derivando en lo que se conoce como degeneracion de
intercambio. Esta falta de unicidad en la definicion del estado del sistema no es aceptable, pues
resultaria en predicciones ambiguas dependiendo de la eleccién que se toma respecto a o 'y (.

El Postulado de Simetrizacién elimina la degeneracién de intercambio determinando que los
kets deben ser simétricos (bosones) o antisimétricos (fermiones) respecto al intercambio de dos
particulas. La simetria o antisimetria de la funcién de onda altera la estadistica de las particulas,
y esto es algo que puede medirse experimentalmente. Los experimentos muestran que particulas
con espin semi-entero tales como electrones, neutrinos, quarks, etc. son fermiones, mientras que
particulas con espin entero como fotones, particulas W y Z son bosones. Una de las consecuencias
mas importantes de que los electrones sean fermiones es que esto da pie a la estructura de la tabla
periddica. Sistemas compuestos como nicleos o 4tomos se comportan en un experimento como
bosones o fermiones siempre y cuando su energia de amarre sea suficientemente grande como
para que no se puedan separar. Los sistemas compuestos por un niimero impar de fermiones son
fermiones, mientras que sistemas que constan de un nimero par de fermiones son bosones. Si un
sistema cudntico estd compuesto por particulas con varios grados de libertad como pueden ser
posicién, espin, etc, entonces la funcién de onda del sistema completo debe estar simetrizada (o
antisimetrizada) respecto al intercambio de particulas para cada uno de esos grados de libertad.

Dispersiéon bosén-bosén A continuacién aplicaremos la discusién anterior para describir
la dispersién de dos bosones idénticos. Por simplicidad consideraremos tnicamente el caso de
bosones sin espin, por lo que la parte de espin de la funcién de onda estard automaticamente
simetrizada. Para tener una funcién de onda completa simetrizada es necesario asegurar que
su parte espacial sea simétrica respecto al intercambio de particulas. Sin embargo, la funcién
(2.16) no cumple las condiciones de simetria, por lo que consideramos una combinacién lineal
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(a) (b)

Figura 2.5: Amplitudes que interfieren en una colisién entre particulas idénticas.

simetrizada de la forma

. ~ ikr

& [6E.7) + vk, -7 ~ L AK) { (57 4+ R 4 116, 0) + f(m — 0,6+ )] ©

} (2.21)

En ausencia de dispersion, la funcién de onda es proporcional al primer término entre
corchetes, de tal manera que, por un argumento similar al que se usé para obtener (2.19)

obtenemos que

do 9
m(&(b):|f(9’¢)+f(77_97¢+7r)| : (2'22)

La dispersion de particulas idénticas exhibe interferencia entre dos trayectorias clésicas
mostradas en la Figura (2.5). Es importante notar que con esta definicién de seccién eficaz
diferencial, la seccién eficaz total

U:/|f(97¢)+f(7r—9,¢+7r)|2d§2 (2.23)

equivale a dos veces el nimero de particulas removidas del haz incidente por unidad de tiempo
por unidad de flujo incidente, debido a que no se puede determinar si una particula proviene
del haz incidente o del blanco.

Dispersién fermion-fermion La dispersién de fermiones idénticos es mas complicada
de tratar que la de bosones (sin espin) pues con el espin surgen varias complicaciones.
Consideraremos tnicamente el caso de dos fermiones con espin % cuya interaccién es central.
La funcién de estado que describe este sistema debe ser antisimétrica respecto al intercambio
de particulas. Ademsds, si las particulas se encuentran en un estado singlete, la funcién es
antisimétrica respecto al intercambio de espines por lo que debe ser simétrica respecto al
intercambio de posiciones. En este caso, la amplitud de dispersiéon y seccién eficaz toman la
misma forma que la ecuacién (2.22). Si, por el contrario, las particulas se encuentran en un

estado triplete de espin, la funcién de onda es simétrica respecto al intercambio de espines y
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la antisimetria debe presentarse en la parte espacial. En este caso, mediante un procedimiento
analogo al utilizado para bosones se obtiene que

do 9
@(9,@5):|f(6‘,(]5)—f(71'—9,¢+7f)| : (224)

2.2.3. Meétodo de Ondas Parciales

En la Seccién 2.2.2 mostramos que para encontrar la seccién eficaz es necesario determinar
la amplitud de dispersion. El método de ondas parciales que describiremos a continuacién ofrece
una manera de calcular ésta cuando el potencial es central.

Observamos que, de acuerdo con la ecuacién (2.12), el hamiltoniano del sistema estd dado
por
h2
2
Con ayuda del operador de momento angular, lo anterior puede ser reescrito como

H=—-—V24+V(r). (2.25)

A R|1d d %
H=_" | =2 (22 ) _ 2.2
21 [7“2 or (T 87“) h2r? V), (2.26)
de tal manera que como {Iﬂ{]ﬂz} =0,
[H,LQ} - [H, 1124 —0. (2.27)

Dado que los operadores H, L2 y L, conmutan, podemos encontrar eigenfunciones comunes a
los tres operadores. Asi, es posible entonces escribir la funcién de onda de dispersién ¢ como un
desarrollo de ondas parciales correspondientes a distintos valores de los niimeros cuanticos [ y
m, de tal manera que

0o l

bk =3 S (k) R (k) Vi (6.6, (2.28)

=0 m=—1

donde Y;,,, (6, ¢) son los arménicos esféricos, ¢, (k) son los coeficientes del desarrollo y Ry, (k,7)
son las funciones radiales. El problema central del método de ondas parciales radica en tomar
ventaja del desarrollo (2.28) para obtener una expresién conveniente para la amplitud de
dispersién.

Asi, al sustituir el desarrollo (2.28) en la ecuacién de Schrodinger obtenemos

Il d d I(l+1) _
- der (ﬁdr) e ] Rulk, ) + V(r) Rk, 1) = ERy(k, 7). (2.29)

Hemos escrito R;(k,r) a diferencia de Ry, (k,7) pues en la ecuacién se observa que no hay
dependencia en m. Por otro lado, resulta conveniente hacer la sustitucion
uy(k,r)

r

ademas de introducir el potencial reducido U = 2uV/h? y el nimero de onda k = /2uE /h. De
esta forma, la nueva ecuacién radial resulta en
d? I(1+1)

32 + k% — 7 U(r)| w(k,r)=0. (2.31)

Ri(k,r) = (2.30)
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Particula libre

A continuacién estudiaremos el caso de particula libre en el que no hay potencial. En este
caso, la ecuacién (2.31) se reduce a

d? 5 lI+1)
[dTQ + k- 2 yi(k,r) =0, (2.32)

donde se ha llamado y;(k,r) a la solucién de particula libre. Haciendo el cambio de variable
p = kr y la sustitucién f;(p) = y;/p, obtenemos que

P

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion diferencial esférica de Bessel. La solucion general se
puede escribir como combinacién lineal de funciones esféricas de Bessel j; con funciones esféricas
de Neumann n;. Por lo tanto,

yr(kyr) = kr [m(k) ji(kr) + & (k)ng(kr)], (2.34)

donde 7; y & son los coeficientes de la combinacién lineal, los cuales pueden depender de k. Como
la funcién n;(p) tiene un polo de orden I+ 1 en p = 0, & debe de ser cero para que la solucién
sea regular y, por tanto, fisicamente posible. Entonces, salvo por una constante multiplicativa
dependiente de k, se tiene que

y(k,r) ~ rj(kr). (2.35)
Ademas, como
1
gi(z) — - sin(z — 3Im) (2.36)
Y 1
n(z) — —=cos(z — 3im), (2.37)
r—oo I
podemos concluir que
yi(k,r) o sin(kr — i7l). (2.38)

Condiciones de Frontera

En esta secciéon analizaremos el comportamiento asintético en presencia del potencial.
Cuando r es suficientemente grande (mayor que el “rango” a del potencial) la ecuacién (2.31)

toma la forma &2 " )
dr2? +k 72

Siguiendo el razonamiento que se utilizé en el caso de particula libre, se tiene que

uy(k,r) = 0. (2.39)

wi(k,r) = kr [Bi(k) ji(kr) + Ci(k)ng(kr)] si r> a. (2.40)
Por otro lado, de acuerdo con las ecuaciones (2.36) y (2.37),

w(k,r) — By(k)sin (kr — 3ir) — Cy(k) cos (kr — 3im) , (2.41)

o bien,
w(k,r) — Ay(k)sin [kr — Llr + 6,(k)] (2.42)
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donde
Ai(k) = (B (k) + C3(k))"* (2.43)
y
tan 0;(k) = —gﬁgz; (2.44)

Al comparar las expresiones (2.42) y (2.38) notamos que la interaccién es claramente la
responsable de la aparicién de las cantidades §;(k) llamadas desfasamientos. Cabe destacar
que los desfasamientos estdn determinados por el comportamiento asintético de las soluciones.
Ademds, en caso de que el potencial fuera nulo en todo el espacio Cj(k) = 0, sin embargo, la
presencia del potencial en la regién r < a resulta en un Cj(k) # 0 en la regién asintética.

Por otro lado, en el origen es necesario que wu;(k,0) = 0 para que la funcién radial R;(k,r)
sea normalizable.

Amplitud de Dispersion y Seccion Eficaz

A continuacion estudiaremos la relacién que existe entre los desfasamientos, la amplitud de
dispersion y la seccion eficaz. En este punto, resulta conveniente recordar la férmula de Rayleigh
dada por

et = Z it(21 + 1), (kr) Py(cosb). (2.45)
1=0
Por otro lado, dado que
4
Picost) =/ Z -Yi0(0.9), (2.46)

podemos reescribir lo anterior como

oo l
e = D VAT DG (kr)Yim (0, ¢)0m.0. (2.47)

=0 m=—1
Ahora, usando (2.36) vemos que, para r grande,

[e%S) l

hr—oo lzgmz_l Viar(2l+1)d ,jlr sin (kr — 507) Yim (6, $)0m.0, (2.48)
o bien,
Z Z \/Tﬂle i(kr—im/2) _ (krfzw/z)Ylm(e oo 0.19)
koo 1=0 m=—1 2ikr ’ )

Al aplicar esta férmula en la expresién (2.16) obtenemos que, para r grande,

) VIR S T 6 )+ 10, 6)
’(/)( r gmg_l * 2ikr lm( ’¢) m,0 + f( 7¢) r
(2.50)

Por otro lado, podemos usar la ecuacién (2.42) para encontrar una forma asintética para la
igualdad dada en (2.28), obteniendo asi,

S kr — L+ 6,(k
F)krjooz Z Clm sm[ r 2r7T+ l( )] Ylm(9,¢) (2'51)

=0 m=—1
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o bien

eilkr—lm/248,(k)) _ p—i(kr—Im/2+5,(k))

,HOZ Z Cum ( o Yim(0,0).  (2.52)

=0 m=—1

Al comparar las ecuaciones (2.50) y (2.52) notamos que ambas expresiones son combinacién
lineal de una onda esférica entrante y una saliente. Asi, al igualar los coeficientes de la onda
entrante obtenemos que
_ AK)
= LAk)

Del mismo modo, al igualar los coeficientes de la onda saliente y usar la expresiéon anterior

obtenemos -
}) = ﬁ > VAr(@I+1)Yi0(0, ) (7 —1). (2.54)
=0

Haciendo uso de la ecuacién (2.46) notamos que f no depende de ¢, por lo que

4 (20 + 1)i'e™1 8, 0. (2.53)

o0

1 )
FO) =52 > (21+1) (e*® — 1) Py(cos ), (2.55)
i
1=0
que podemos escribir finalmente como
= (21 + )ay(k)Pi(cos0), (2.56)
1=0
donde ) )
ak) = 5. (2 1) = e sin (k). (2.57)

El desarrollo anterior establece que el conocer los desfasamientos nos permite obtener la amplitud
de dispersion. Los coeficientes a;(k) son llamados amplitudes de onda parcial.

De acuerdo con la ecuacién fundamental (2.19), podemos calcular la seccién eficaz diferencial
dada por

do

dQ ki Z Z 20 4 1)(20" 4 1)e*® =% sin §; sin 6y Py (cos 0) Py (cos 6). (2.58)
1=0 I’=0

Cuando la seccién eficaz diferencial no depende de ¢, la seccién eficaz total se obtiene
mediante la expresién

otot(k) = 277/ do —(k,0)sin6db. (2.59)
TS
Ademés, como
+1 9
[1 Pl(z:)Py(x)d:r = 2[7_’_15”/, (260)
la ecuacién (2.58) toma la forma
oot (k k—ﬂz (20 + 1) sin? 5, (k). (2.61)
1=0

Esta tltima ecuacién relaciona los desfasamientos d;(k), que son propiedades de la funcién de
onda, con la seccién eficaz total que es una cantidad medible experimentalmente. El conocer
los desfasamientos nos permite calcular la seccién eficaz. Sin embargo, no es posible en general
obtener los desfasamientos a partir de la seccién eficaz.
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Amplitud de dispersion de particulas indistinguibles Las formas obtenidas para la
seccién eficaz y la amplitud de dispersién son vélidas s6lo para particulas distinguibles. A
continuacion se analizan las consecuencias de la indistinguibilidad de las particulas.

De la ecuacién (2.56) y del hecho de que

Py(cos(m — 0)) = (=1)' Pi(cos 0), (2.62)

se sigue que para el caso simétrico en el que se usa la ecuacién (2.22),

fror(0) = F(0) + f(m —60) =2 (2L + V)ay(k) Pi(cos 0). (2.63)

l par

Por el contrario, en el caso antisimétrico se utiliza la ecuacién (2.24), y fio:(0) toma la forma

frot(0) = f(0) = f(m—0) =2 > (2 + 1)ay(k)Pi(cos0). (2.64)

| impar

Lo anterior tiene como consecuencia que la contribucién a la seccién eficaz de aquellas ondas
parciales que tienen amplitud distinta de cero es cuatro veces mas grande que si las particulas
fueran distinguibles. La mitad de este factor cuatro surge porque la particulas del haz incidente
no pueden distinguirse de las del blanco. El factor de dos restante no tiene una explicacién tan
sencilla y se debe mas bien a un comportamiento puramente cuantico.

2.2.4. Comportamiento a bajas energias

En las secciones anteriores desarrollamos aspectos generales de la teoria de dispersion. A
continuacién presentamos consideraciones que resultan relevantes cuando se trata de dispersién
a baja energia. En particular destacaremos que en este caso es posible caracterizar el proceso
de dispersién mediante muy pocos parametros.

Consideremos el caso donde las velocidades de las particulas dispersadas son tan pequenas
que sus longitudes de onda, proporcionales a 1/k, son grandes comparadas con el rango a del
potencial U(r) (i.e. ka < 1). Analizaremos la ecuacién (2.31), cuya forma es

|:Ci17'2 + k? — l(lr;gl) - U(T):| ul(kvr) =0, (265)

en tres regiones distintas: r < a, a < r < 1/k y 1/k < r. Cuando r < a < 1/k podemos
despreciar el término k2, pues los términos restantes son més significativos, con lo que la ecuacién
toma la forma

dr? 72

[d2 iy U(r)] w(k,r)=0sir<a<1/k. (2.66)

Nétese que la solucién a esta ecuacién debe satisfacer la condicién de frontera w|,_, = 0 la
cual es independiente de k£ ademads de la condicién de normalizacién que unicamente modifica
la escala vertical de la solucion. Por lo tanto, la solucién en esta regiéon no depende de k. En el
caso en que a < r < 1/k se sigue teniendo r < 1/k ademds de que r > a por lo que también el
potencial es despreciable y se obtiene

&2 U+
dr2 r2

} w(k,r) ~0sia<r<1/k. (2.67)
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La solucién general para esta ecuacién es
wy(k, ) = byttt 4 e (2.68)

donde las constantes b; y ¢; unicamente dependen de [ pues se determinan con la condicién de
frontera en r = a, dada por la solucién de la ecuacién (2.66), y la condicién normalizacién. A
mayores distancias, r > 1/k, el término U (r) sigue siendo despreciable pero k? ya es significativo
por lo que tenemos

d? I(1+1
[(11"2+k2_ (:; >}ul(k,r):Osir>1/k‘. (2.69)
La solucién general a esta ecuacién tiene la forma mostrada en la ecuacién (2.34) que en este

caso resulta en | l
20+ 1! k
’U/l(]f,’l") =kr |:bl (]ng)Jl(kr) — Cl(2[—1)!!nl(kr):| . (270)

Los coeficientes de la ecuacion anterior han sido escogidos para que cuando r ~ a, las funciones
(2.70) y (2.68) se “peguen” bien.
Por otro lado, si r > 1/k entonces la solucién (2.70) toma la forma

@i+nt | k!
w(k,r) = |:bl]<;l+1 sin (kr — $im) + clm cos (kr — i) | . (2.71)
que a partir de las relaciones (2.41-2.44) resulta en
k,2l+1 )
tan d;(k) = — cuando b; # 0. (2.72)

(20 + 1)N(2 — Il b,

La ecuacién (2.72) implica que si k es pequeno, entonces los desfasamientos d;(k) también son
pequenos. Por otro lado, las amplitudes de onda parcial dadas en la ecuacién (2.57) pueden
reescribirse como

1
— 2.
alk) = o) = ik (2.73)
o bien
() = 2 tandlk) s (2.74)
a = itan . .
! k 1+ tan2 6, (k) :
En el limite de bajas energias
tan §;(k
a(k) = % ~ gk*, (2.75)

donde queda claro que a bajas energias la dispersién de onda-s es particularmente importante.

Por el contrario, si en la ecuacién (2.72) se tiene que b; = 0 entonces d;(k) = 7. En este caso,
la seccidn eficaz resulta infinita. El comportamiento anémalo estd directamente relacionado con
la existencia de estados ligados en el potencial. Consideremos un potencial al que no le cabe
ningun estado ligado. Al ir aumentando su profundidad, llega un punto de transicién entre que
no le cabe ningin estado ligado a que le quepa un primer estado ligado. En este punto de
transicion es cuando aparece lo que se llama resonancia de energia cero. Si se sigue aumentando
la profundidad, aparecerd una resonancia cada vez que el potencial esté en el umbral de aceptar
un nuevo estado ligado con energia cero.

Las amplitudes parciales de dispersién estdn intimamente relacionadas con la cot d;(k) como
lo muestra la ecuacién (2.73). Por esto, es conveniente introducir el siguiente desarrollo para k
pequenia:

1
k241 cot Si(k) = _OTZ + %Tgl)kz 4o (2.76)
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donde o y rél) son constantes que sélo dependen de los parametros del potencial. Mas

adelante discutiremos sus interpretaciones para cada caso.

Onda-s (I =0)

Fuera de las resonancias, cuando k es suficientemente chico, se puede notar de la ecuacién
(2.75) que tnicamente el término con ! = 0 es importante en la expresién (2.56) y la dispersién
es isotrépica. Se define la longitud de dispersion a partir de (2.76) como

tan 50(]43)
= — 1/ _— 2
! lim ’ (2.77)
de tal manera que
f(0) oY (2.78)
y
o — 4ma’. (2.79)
k—0

La longitud de dispersion tiene una relacién geométrica sencilla con la funcién de onda radial
de energfa cero. Llamando ug(r) = limg_,o ug(k, r), se tiene que

d2
[drz - U(r)] uo(r) = 0. (2.80)
Ademas, cuando r > a,
d2
@UO(T) ~ O, (2'81)
por lo que
uo(r) = Br+C parar > a. (2.82)

Por otra parte, como la expresién dada en (2.42) debe corresponder con la (2.82) cuando k& — 0,
uo(r) = A(r — ) parar > a. (2.83)

Entonces, « es la interseccién de la asintota de ug(r) con el eje r, como se muestra en la Figura
(2.6).

Haciendo uso de esta interpretaciéon geométrica y notando de qué manera la curvatura y la
concavidad en la funcién de onda son resultado de U(r) en (2.80) podemos deducir que:

1. Un potencial repulsivo (U > 0) la curvatura de ug siempre se aleja del eje r por lo que
a > 0;

2. Un potencial atractivo

a) incapaz de producir un estado ligado de onda-s: a < 0 (Fig. 2.7a);
b) a punto de poder tener un estado ligado de onda-s: & = too (Fig. 2.7b);
¢) capaz de albergar un estado ligado de onda-s: @ > 0 (Fig. 2.7¢).

Estas consideraciones pueden generalizarse facilmente para el caso de varios estados ligados.
Como ejemplo, para un potencial de la forma de pozo cuadrado finito dado por

V(T) _ —h;zg si T > T >0 (284.)
0 sir>rg
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Figura 2.6: Interpretacién geométrica de a.

la longitud de dispersién toma la forma[Joa87)

t
o= [1 _ ] (2.85)
RoTo

El comportamiento de « para este caso se muestra en la Figura (4.9a).

Potencial Modelo En la seccién anterior vimos que el proceso de colisién esta determinado
por « para bajas energias. Esto tiene como consecuencia que cualquier potencial de interaccion
con la misma longitud de dispersién resulta en los mismos estados dispersivos asintéticos que
el potencial interatémico real. Por lo tanto, conocer a detalle la interaccién no es necesario
pues toda la informacion necesaria estd contenida en la longitud de dispersién. Con el fin de
aprovechar que la descripcién del sistema se simplifica de este modo resulta conveniente encontrar
una manera de vaciar esta y sélo esta informacion y asi, olvidarnos de los potenciales complicados
y sus soluciones. Primero Bethe y Peierls|BP35] mostraron que se puden encontrar numerosas
propiedades de dispersion para el nicleo del deuterio reemplazando la fuerza neutrén-protén
por una condicién de frontera, dependiente de la longitud de dispersion, en la funciéon de onda
para [ = 0. Un ano después, Fermi[Fer36] introdujo la idea de un pseudopotencial de contacto,
proporcional a una delta de Dirac para describir sistemas semejantes. Finalmente Breit[Bre47]
muestra la equivalencia de ambos formalismos siempre y cuando la interaccién se escriba en
términos de un potencial delta regularizado U, definido por

0

Un ()1 (1) = Cnd (1) 5 (r(7)) - (2.86)

Siendo §(7) una distribucién, U, (7)1 () es también una distribucién cuyas propiedades merecen
ser estudiadas por si mismas[Tan08]. Nétese que

517 g () = 006 (w07 + 7 505 ) (2.87)
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(a) Potencial atractivo incapaz de (b) Potencial atractivo en el (c) Potencial atractivo capaz de
albergar algin estado ligado de umbral de poder albergar un nuevo albergar un estado ligadoo de
onda-s. estado ligadoo de onda-s. onda-s.

Figura 2.7: Ilustracion de la longitud de dispersién « para distintos potenciales atractivos.

por lo que si ¥(7) es regular en el origen entonces

U (P)p(7) = Cnd(7)3(0). (2.88)

Por otro lado, si ¢(7) ~ 1/r cerca del origen el efecto del laplaciano en la ecuacién de Schrodinger
sobre esta funcién dard una singularidad precisamente proporcional a §(7). Es decir, si escribimos
la funcién de onda como

(0) , u(®) — u(0)

r r

Y =" (2.89)

obtenemos que
V() = —4mu(0)5(7) + 1% . G (2.90)
ror2  h2r2
Considerando la dispersién de onda-s debida al pseudopotencial (2.86), la ecuacién radial de
Schrodinger (2.29) toma la forma

v(r)

= — dru(0)8(7) — g8(7)u’(0) + kﬁ = 0. (2.91)

Separando los términos regulares en r = 0 y los proporcionales a () obtenemos

W"(r) + K2u(r) = 0sir >0, y u(0) = 7411/(0). (2.92)
™
Notese que el haber utilizado la delta regularizada se traduce en una condicién de frontera. La
solucion entonces, toma la forma

u(r) = A (sin kr 4+ % cos kr) ) (2.93)

por lo que
tan do (k) = _9k de donde o = - (2.94)
4dm 4

Como no hay dispersién en ondas parciales con | # 0 entonces, usando las ecuaciones (2.56-2.57)

obtenemos o

1+ ika

f(k) = (2.95)
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Por lo tanto, la funcién de onda de dispersion estda dada por

iﬂf' a eikr
Ua(r)=e"" — ————— 2.96
k(F) € 1+ika r ( )
Nétese que para ondas parciales distintas de [ = 0, la divergencia en el potencial efectivo

garantiza que ¥(7) es regular y tiende a cero cuando r — 0. Usando la ecuacién (2.88) notamos
que en este caso el pseudopotencial no tiene efecto para estas ondas parciales. Es decir, el
pseudopotencial contiene la informacién representada por la longitud de dispersion y ademaés,
es la Unica informaciéon que contiene.

Ecuacion de Gross-Pitaevskii Una de las aplicaciones més importantes de modelar la
interacciéon entre dtomos mediante un potencial de contacto caracterizado por la longitud
de dispersién es estudiar los efectos de la interaccion en condensados de Bose-Einsten. El
hamiltoniano para un sistema de N particulas idénticas de masa m sometidas a un potencial
externo V() y que interaccionan por medio de un potencial de dos cuerpos W (7; — 7;) es

) N R N
H=> hi+Y W(FH-7), (2.97)
i=1 i<j
donde )
. p2
hi = o+ V(7i) (2.98)

son los hamiltonianos que corresponden a la energia cinética y potencial de cada particula.
Usando el método de Hartree-Fock podemos encontrar la funcion de onda del estado base del
sistema. De esta manera, suponemos que la funcién de onda del estado base de todo el sistema
U se construye a partir del producto de funciones de onda de una particula. Es decir,

N
U, ) = S i), (2.99)
i=1

donde S es un operador de simetrizacion de la funcién de onda. Las funciones de onda de una
particula se normalizan de la manera usual,

/Iw(f’)ﬁd% =1. (2.100)

Como V¥ es la funcién del estado base de muchas particulas para un sistema de bosones, podemos
suponer que todas las particulas ocupan el mismo estado de una particula 1;(¥) = ¥(F) con
i =1,...,N, de tal manera que el requerimiento de simetrizacién de la funcién de onda se
satisface automaticamente y ,por lo tanto, S es la identidad. Haciendo uso del método variacional
encontraremos una ecuacion para . Encontrando cuéndo el valor esperado del hamiltoniano no
cambia respecto a una variaciéon pequena de 1, obtenemos una ecuacién para 1 cuya solucién
resulta en un valor extremo del valor esperado de H (Véase A). El resultado de este procedimiento
es una “ecuacion de Schrodinger” con el hamiltoniano de una particula dado por

— V() + Wane(7), (2.101)

donde
Wing(r) = (N — 1>/|W>|2 W (7 — )%’ (2.102)
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es una contribucién de campo promedio.

Modelando la interaccién entre las particulas por un potencial de contacto W (7) = gd(7)3,

4rh?
m

con g = «, caracterizado por la longitud de dispersiéon vemos que

Wont(7) = g / () (7 — 7)o = (N = 1)g (@), (2.103)

con lo que obtenemos a la ecuacién de Gross-Pitaevskii

=9
i 7t) = <§m + V() + (N = 1)g |¢<f>|2> (7 1), (2.104)

la cual es una ecuacion no lineal. El efecto de las interacciones binarias en un condensado de
Bose-Einstein estd determinada en una primera aproximacién por la longitud de dispersién del
potencial binario.

Rango Efectivo Para el caso de onda-s, los pardmetros « y r. que aparecen en (2.76)
son la longitud de dispersion y el rango efectivo respectivamente. El rango efectivo se puede
usar cuando se requiere una aproximacion de mayor orden para la amplitud de dispersién. A
continuacion desarrollaremos una expresion para r. que da lugar al nombre de rango efectivo y
que originalmente fue desarrollada por Bethe[Bet49]. Empezamos considerando dos soluciones
a la ecuacion radial de onda-s con energfa distinta

Ul(’f‘) = U()(kl, 7"); ’UQ(T’) = U()(]fz, 7’). (2105)
De aqui se sigue que
d2
[dﬂ +kf — U(r)] ui(r) =0 (2.106)
y
d? 9
|:d’l"2 + ]{2 - U(’I"):| UQ(T) =0. (2107)
Multiplicando la ecuacién (2.106) por ug, la (2.107) por u; y restdndolas obtenemos
d / / 2 2
T (wruh — ugut) = (ki — k3) wyus, (2.108)

donde la prima indica derivada respecto a r.
Por otro lado, sean vy y vy las soluciones a la ecuacién radial sin potencial

@, @,
|:d,r_2+k1:| vi(r) =0, {dr2+k2} v2(r) =0 (2.109)
con la condicién de que
u;(r) =v;(r) cuando r > a para i =1,2. (2.110)

Ademés, elegimos una normalizacién donde v;(0) = 1. De aqui se sigue que

sin (kl’l" + (5()(/€))

vi(r) = Sin 0o (k) (2.111)

3El utilizar una interaccién no regularizada supone la aplicacién de este potencial a funciones no singulares
en el origen.
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De manera anédloga a como obtuvimos la expresién (2.108) tenemos que

d
e (v1vh — vav)) = (K — k3) vyva. (2.112)

Asi, restando (2.112) a (2.108) e integrando respecto a r de 0 a 0o, obtenemos que
[uyuh, — usuy — vivh + vavi]y” = (K — k3) / (uug — vivg) dr. (2.113)
0

Finalmente, a partir de las propiedades (2.111), (2.110) y las condiciones de frontera, tenemos
que

k?l cot 50(](31) — kQ cot 60(]412) = (k% — kg) / (”Ul’l)g — U17.L2) dr. (2114)
0

Cabe destacar que no se utilizé ninguna aproximacién para encontrar la ecuacién anterior.
Para el caso particular en el que k = k1 y ko — 0, la ecuacién toma la forma

1 o0
k cot (50(/6) e —a + k2 / (’Uk’UQ — ukuo) dr. (2115)
0

15 20

Figura 2.8: Contribucién a la integral de rango efectivo (2.115).

El punto importante es que la contribucién del integrando en la ecuacién (2.115) serd distinta
de cero inicamente en la regién “interna” , es decir, dentro del “rango” del potencial, donde es
posible aproximar a ug, por ug y a vy, por vo*. Entonces, la ecuacién (2.115) se vuelve la ecuacion
de rango efectivo

1
kcot do(k) = —— + rek? 4+, (2.116)

4Este reemplazo se justifica por el hecho que en r = 0 se tiene ux = ug = 0y vy = vo = 1. Ademids |U| > k?
en (2.106-2.107).
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donde -
Te = 2/ (v2 —ud)dr. (2.117)
0

El factor de dos que antecede a la integral ha sido elegido de esa manera para que un potencial
de esferas duras de radio a se tenga que 7. = a.

Por ejemplo, para el potencial de pozo cuadrado definido por la funcién (2.84) el rango
efectivo estd dado por[Cas07]

3
5 1
S T 2.118
fe =707 342 K3 ( )

La Figura (4.9a) muestra el comportamiento de r, en funcién de 2. Cabe destacar que, en
general, el rango efectivo puede tomar valores de —oo a co. En particular, en resonancia puede
ser negativo o positivo[JLPCO08].

Onda-p (I =1)

Las colisiones de onda-s son suficientes para describir colisiones entre a&tomos bosénicos a muy
bajas energias. Sin embargo, el Principio de Exclusion de Pauli inicamente permite colisiones con
[ impar entre fermiones idénticos, por lo que es necesario estudiar las colisiones polarizadas (de
onda-p) para describirlas. Un enfoque ingenuo para describir estas colisiones consiste en hacer
una analogia al caso de onda-s, es decir, caracterizar las colisiones con un tnico parametro
llamado wvolumen de dispersion definido a partir del desarrollo(2.76) y que estd dado por

tan é,(k
af):—h'mian p()

lim = (2.119)

y definir un potencial de contacto que resulte en el mismo volumen de dispersion. Sin embargo,
este enfoque no es adecuado segin [JLPCO08]. Tanto la energia de un estado ligado como su

normalizacién, ademas de depender del volumen de dispersién, dependen del siguiente término

)

en el desarrollo (2.76). Asi, en contraste con el caso de onda-s donde rl puede tomar cualquier

signo cerca de una resonancia, ) necesariamente es negativo[JLPCO08]. Ademads, de acuerdo

con [JLPCO08], para potenciales de soporte compacto de radio a se tiene que
2

» < _* 2.120
r? < — (2.120)

cerca de donde |oy,| — co. De hecho, mientras mas chico sea el rango real del potencial a, més

importante sera, )

Potencial Modelo Debido a que tanto o, como rép ) son necesarios para hacer una descripcién

correcta del proceso de dispersién, un potencial modelo simplificado analogo al discutido para
el caso de onda-s debe, por lo menos, contener la informacién de ambos parametros. Huang
y Yang[HY57] propusieron una generalzacién para el método de pseudopotenciales utilizados
en onda-s, sin embargo se han encontrado errores en su método y una formulacién general es
actualmente motivo de discusién[Pri06)[IC06]. En [IC06] se propone un pseudopotencial de la

forma
- 9,

h2 k)3 —
(k) G 57 Vrgsr (2.121)

VP(F) =

donde el simbolo % denota el operador gradiente que actiia hacia la izquierda, mientras que 6
actia hacia la derecha. Ademas,
tan d, (k)

ap(k)B = ]{?3 ’

(2.122)
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incorporando asf la informacién completa del desarrollo (2.76) y, en particular, los pardmetros

apyrép).

Hemos expuesto cémo el proceso de dispersién a bajas energias puede caracterizarse por
muy pocos parametros. En particular, para describir colisiones entre fermiones idénticos, la
dispersion de onda-p juega un papel central. Entender este tipo de sistemas resulta cada vez
mds importante[ TFMKO1][RTBJO03][SZST05] y es en el contexto de estos trabajos que hacemos
el estudio de colisiones polarizadas.



CAPITULO 3

POTENCIAL DE MORSE

Un potencial isotrépico que modele la interaccién entre dos dtomos neutros capaces de formar
una molécula debe tender asintoticamente a cero cuando la distancia relativa entre estos tienda
a infinito, tener una distancia de equilibrio y reflejar la repulsién entre los ntcleos a cortas
distancias. En este capitulo utilizaremos el potencial de Morse para modelar la interaccién entre
los dtomos. Este potencial cumple con las primeras dos caracteristicas que hemos dado. Sin
embargo, sélo satisface la tercera de manera aproximada. A pesar de esto, utilizar este potencial
nos permitird obtener expresiones analiticas para pardmetros de dispersién de onda-s discutidos
en el Capitulo 2.

Para encontrar las soluciones analiticas es necesario incorporar al problema matemaético
la regién no fisica r € (—o00,0). Este hecho, junto con la ausencia de una singularidad en el
potencial, tendrda como efecto que las soluciones no se anulen en el origen. Sin embargo, para
valores realistas de los pardmetros del potencial, éste toma valores tan grandes en r = 0 que, en lo
que respecta a las funciones de onda y los niveles de energia, los errores debidos a la aproximacion
suelen ser despreciables [Mor29]. Cabe destacar que para las soluciones no ligadas, entre mayor
sea la energia, menos adecuado es el tratamiento a base del potencial de Morse. Dado que el
interés principal en este trabajo es estudiar el comportamiento a baja energia, esto no representa
un problema importante.

El potencial de Morse esta definido por

V(r)=D {(1 - e*ﬂ<“”°>)2 - 1} r> 0. (3.1)

27
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10

Wr)

Figura 3.1: Forma tipica del potencial de Morse (8 =1n4, ro =1, D =1).
Para encontrar las soluciones radiales a la ecuacién de Schrédinger con este potencial es
necesario resolver la ecuacién (2.31):

Ling +ta- l(l; 2 —U(r)} w(g,r) =0, (3.2)

donde U = 2’;—2‘/, Uy = 252[), q= 2,’;2E y Ri(k,r) = M es la solucién radial que se busca. Para
el caso en el que [ = 0 la ecuacién (3.2) queda de la siguiente forma para el potencial (3.1):

L?:Q +q—Uy {(1 - e*ﬁ(r’”’)f - 1” uop(g,r) = 0. (3:3)

A partir de esto, procedemos haciendo el cambio de variable s = e #("=70) con lo que se obtiene,
[62 6282 5 tq—Uo [(1 —s)? - 1H uo(q, s) = 0. (3.4)

Por otra parte, si definimos d? = Uy/B? v € = ¢/3?, la expresién anterior se puede reescribir
como

2 1d e 24
[dsz + - <1 —I— s+ — — dQ] uo(e, 8) = 0. (3.5)

Analizamos las soluciones en los casos limite. Sl s > 1, la ecuacién toma la forma

[i: - d2] u(e, s) = 0, (3.6)

por lo que ug(e, s) o< e~%. Por otra parte, si s < 1,
[dQ 1d

€
@+g$+ } ug(e, ) =0, (3.7)
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de manera que proponemos una solucién de la forma s y, al sustituir en la ecuacién (3.7), se
obtiene la siguiente relacién algebraica

olc—1)+oc+e=0. (3.8)

Habiendo llegado a este punto se desprenden dos casos dependiendo del signo de €. El caso € < 0
corresponde a estados de energia negativa por lo que son estados ligados. Por otro lado, si € > 0
se tienen estados de energia positiva, es decir, estados no ligados.

3.1. Estados ligados

Los estados ligados estdan determinados por tener energia negativa. Para éstos, definimos

b% = —4e con b > 0. En este caso, la ecuacién (3.8) queda de la forma
b2
0(0—1)—!—0—2:0, (3.9)
la cual tiene como soluciones o1 = b/2 y o_ = —b/2. Debido a la simetria de las soluciones,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que b > 0. Por otro lado, podemos observar que
la solucién correspondiente a o_ no es aceptable pues diverge en el origen. Asi, a partir de este
andlisis se propone una solucién a la ecuacién (3.5) aprovechando las soluciones asintéticas, es
decir, proponemos una solucién de la forma ug(b, s) = e~%(2ds)"/? f(s), haciendo el cambio de
variable z = 2ds, obtenemos que

d? d b 1
— +(1+b—2)— d——-— = =0. 1
deZJr( + z)dz+( 5 2)}]‘(2) 0 (3.10)
La ecuacién obtenida es la ecuacidn de Kummer, cuya solucién general estd dada por [AS64,
ecs. 13.1.1,13.1.11]

f(z)=CiM(—n, 1+ by, z) + CoU(—n, 1 + by, 2), (3.11)

con M(—n,1+ by,,z) y U(—n,1+ b,, z) funciones confluentes hipergeométricas del primer y
segundo tipo respectivamente. En esta ecuacion C; y Cy son constantes por determinar y se ha
by _ 1

llamado n = d — % — 5. Ademds, como U(—n, 1+ by, z) no estd acotada cuando z — 0, Cy = 0.

Asi, llamando C' = C5 tenemos que
f(z)=CM(—n,1+by,,2). (3.12)

Por otra parte, si pedimos que uy — 0 cuando r — —oo entonces obtenemos que n debe ser un
entero no negativo. Asi, como b, > 0,0 <n < d— % Por otro lado, el nimero de estados N
que caben en el potencial es el mayor entero que satisface

1
N <d+ 7 (3.13)
De este modo, el hecho que n sea entero determina la cuantizacién de los niveles de energia, los
cuales quedan dados por

bp=d—n—3%conn€01,2,... (3.14)

2 92 2
EnD+hﬂ\/QTflj<n+;>h2:i (nJr;) . (3.15)

o bien
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En este caso, la funcion M se reduce a un polinomio generalizado de Laguerre con lo que la
soluciéon queda como

g (b, s) = Ce™%(2ds)"/2 L) (2ds). (3.16)

La ventaja que tiene agregar la region no fisica de r < 0 al planteamiento del problema radica
en que las expresiones obtenidas para las funciones de onda y las energias son sencillas. De no
hacerlo, los valores cuantizados que tomaria n serian las raices de la ecuaciéon en n dada por

M (—n, 1+ by, 2de’™) =0, (3.17)

que proviene de pedir que ug|,_, = 0. Como se puede ver en la Figura (3.2), donde se grafican
las soluciones obtenidas, el precio que se paga por estas expresiones sencillas no es significativo,
pues en r = 0 el valor que toma la funcién radial ug es practicamente cero.

Para determinar la constante de normalizacién usaremos que [Sag78§]

o) [e%¢) 2
1 = / R§r2dr=/ ugdrz/ ;‘gd (3.18)
e —oo 0
— c? Oo -z bp—1 (bn) 2
- F ez (Ln (z)> dz (3.19)

_ Z 1+b +n) (3.20)

02 146, +
— ﬂ(tzlbnn) (3.21)

Por lo tanto,

C( Bbonl \'?

con lo cual, las soluciones ligadas han quedado completamente determinadas.

Recordemos que a partir de la ecuacién (3.3) trabajamos con el caso [ = 0. Para
valores mayores de [ no se ha encontrado una soluciéon analitica, sin embargo, hemos resuelto
numéricamente las soluciones de onda-p. En la figura (3.3) se muestra un ejemplo de las
soluciones obtenidas.

3.2. Estados no-ligados

Anslogamente al caso anterior, se define b = 4e. Ahora la ecuacién (3.8) toma la forma

b2
olc—1)4+o+ q= 0, (3.23)
con soluciones o, = /2 y o = —ib/2. Elegimos o arbitrariamente para proponer

una solucién basada en el comportamiento asintético. Dicha solucién tiene la forma

ug(b, ) = e~ 4 (2ds)ib/2 f(s). A continuacién hacemos el cambio de variable z = 2ds, con lo
que obtenemos la ecuacion

z;;+(1+ibz)i+<d“’1)]f(z)o. (3.24)
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—10} |
—15} |
— u,(r) (1=0)
) \u// — o |
0 1 2 3 4 5 6 7
r[ry]

Figura 3.2: Forma de las soluciones radiales ligadas de onda-s para un potencial de Morse
con cuatro estados ligados. Las funciones radiales son adimensionales mientras que el potencial
reducido estd graficado en unidades de rg 2.

La ecuacién obtenida es nuevamente la ecuacion de Kummer. Podemos escribir la solucién
general como[AWO05, p. 863]

1 b ; 1 b
f@pﬂ%M(2+;—dﬂ+ww>+@[%M<2—;—¢1—%&>a (3.25)

donde C; y C4 son constantes por determinar y M (a, ¢, z) = 1 Fi(a;¢; ) es la funcién de Kummer
del primer tipo. De esta manera,

up(b,s) = e Cy(2ds)""2M (3 + 2L —d, 1+ ib, 2ds) (3.26)
+ e 0y (2ds) " 2M (L — L — d,1 - ib, 2ds) '
De forma andloga a como se hizo en el caso ligado, hacemos uso de la condicién en r — —o0
para obtener una solucién sencilla. Queremos que cuando r — —oo, suceda que ug — 0. Como
s = e Pr=r0) tenemos que si r — —oo , s — oo por lo que [AS64, ec. 13.1.4]

T (1 —ib)
r(i-%2-4d

1
2 2

1 D141
uo(b,5) — e®(2ds)~0- [0y —L L+ )

, C
<o TG+g-a

(3.27)

Como €% (2ds)~4"2 — oo cuando r — —o0, es necesario pedir en la en (3.27) que lo que
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r) (I1=1)
n (1) (1=0)
U(r)4+2/r* [rg 21|
[ry?]

2/7"2 [rgz] i

n

— o~

=
S

wf
[e)]
~

r[ry]

Figura 3.3: Forma de las soluciones radiales ligadas de onda-p para un potencial de Morse con
cuatro estados ligados. Mostramos el potencial efectivo U(r) + T% ademds de cada una de sus

componentes por separado.

esta entre corchetes se anule, es decir,

G TE+y-dTr@—i)  T(=ib) r(i-%2-d (3.28)
Co T@E-2-a)T(1+ib) T(1-2%-a I (—ib) ' '
Asf, si definimos A(b) = T (—ib) /T (3 — 2 —d), se satisface la condicién buscada con

C1 = CrA(b) y Cy = CLA(b), donde Cy es una constante de normalizacién que depende de
k. Las soluciones quedan dadas por

) 1 )
ug(b, s) = 2e"HCL R {A(b)(2ds)’b/2M (2 + % —d, 1+ ib, 2ds) } : (3.29)

Nétese que de haber elegido o_ para proponer la solucién, la simetria con la que aparecen ib/2
y —ib/2 en la solucién nos llevaria a obtener el mismo resultado. En la Figura 3.4 se muestra la
forma de las soluciones.

3.2.1. Comportamiento asintético

Es importante analizar el comportamiento asintético de la solucion pues tanto el
desfasamiento como la constante de normalizacién C'r dependen de esto. Cuando r — oo se
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0,
-1} i
-2 i
— uy (k)
_37 B
— U(r) [rgz]
4 5 10 15 20

r[ry]

Figura 3.4: Forma de las soluciones no-ligadas con [ = 0 para distintas energias.

tiene que s — 0 de tal manera que (3.29) queda de la forma
uo(b,5) = 204R {A(b)(2ds)“’/ 2} . (3.30)
En términos de r la expresién anterior se ve como
uo(k,r) = 204R {A(k)(2d)““/ﬁe_““(r_ro)} : (3.31)

donde k = % = 7V2,’;“E Equivalentemente, podemos escribir

up(k,r) — 20y (?R {A(k)(?d)ik/ﬁe“”o} cos(kr) — S {A(k)(Qd)ik/ﬁeikro } sin(kr)) (3.32)

Ya que conocemos el comportamiento asintético podemos obtener el desfasamiento y la
normalizacion.
Desfasamiento

Podemos calcular el desfasamiento a partir de la ecuacién (3.32) haciendo uso de (2.44)

~ R{A(K)(2d)*/Pethro}
S {A(K)(2d)k/Beikro )

tan & (k) (3.33)
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Por otro lado, tan (arg(iz)) = §1=F, por lo que
So(k) = arg (z (A(k)(zd)ik/ﬂeikro)) (3.34)
- g — arg A(k) — glog(Qd) — k. (3.35)
Ademas
arg A(b) = arg " (—ib) — arg T (; — % — d) . (3.36)

Por otro lado[AS64, ecs. 6.1.27,6.3.16]

argD(z +iy) = —yy + Z <i’: — arctan x—l—Z—l) (x+iy #£0,—-1,-2,---), (3.37)

n=1

donde ~y la constante de Euler-Mascheroni. Para el caso en el que x = 0 se obtiene la expresion
T oo
argI'(iy) = —yy — sign(y)§ + ; (% — arctan %) , (3.38)

y finalmente,

do(k) = —g (v +1In(2d) + Bro) + Z <ﬁkn — arctan ;—]:L + arctan ﬁ(n—kd—1)> . (3.39)
n=1

2

Normalizacién

Utilizando el desfasamiento podemos reescribir la solucién (3.32) como
uo(k,r) — 2C|A(k)|sin (kr + do(k)) . (3.40)

Para normalizar las soluciones no-ligadas es necesario que, asintéticamente, la solucién tome la
forma [Fri9g]

2
uo(k,r) — = sin (kr + do(k)) . (3.41)
Por lo tanto, la ecuacién que determina el valor de Cj, es
1
Cp, = —— (3.42)

V2 |A(k)|
ko g\ 1/2 - g7 —1/2
1 Bs1nh27r5 v A 2 k /n
_ W<u2+gi I (1—5) +(5m ev/m, (3.43)

conu:d—%.

Comportamiento a Baja Energia

Concluimos este capitulo calculando la longitud de dispersién y el rango efectivo que resultan
del potencial de Morse. Para esto, calculamos primero el comportamiento de do(k) a baja energfa.
Luego, escribiendo el desarrollo (2.76) podemos identificar los coeficientes con los pardmetros
buscados.
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Comenzaremos utilizando el hecho de que arctanz = 2 — % + O(2®) para reescribir la serie
que aparece en (3.39) como

X k2% 1/2k\° k 1 k ’ 5
i3 () ey i (pemep) o e

2

cuando k/8 < 1. O bien, podemos escribirla como

1 k 1 1 k ’
~[¥(3-d) +1] 5t [61/1(2) (3-d)+ 2«3)] <ﬁ> +0 (k) (3.45)

donde (™ es la funcién poligama[AS64] . Asi, si definimos

1

=3 (27 +In(2d) + Bro + ¢ (5 — d)) (3.46)
' 1 /1 8
— (@ (L _ 2 4
3 3 (61/} (3 —d)+ 3C(3)>7 (3.47)
el desfasamiento (3.39) toma la forma
S0 = —kn+ k¢ + O(K°). (3.48)
Por otro lado,
kcot dg = k _ k% +0(83), (3.49)
o 3
con lo que llegamos a que
_ 1 2(n & 3

Identificando los términos del desarrollo (2.76) notamos que la longitud de dispersién estd dada
por

1
04=7“0—|—B (27 +In(2d) + ¢ (3 — d)], (3.51)
mientras que el rango efectivo resulta ser

2 B (5 —d) +16((3)
e = 3¢ 33 a2

(3.52)

Es importante destacar que cuando d — 0, en « se tiene una divergencia logaritmica y no se
recupera el limite libre. El origen de este problema yace en considerar la regién r € (—o0, 0) como
parte del problema para obtener las soluciones analiticas. Observando la figura (3.5) notamos
que, en efecto, el potencial no tiene influencia en la regién r > 0. Sin embargo, como las soluciones
se definieron en términos de condiciones de frontera (3.27) en r — —oo el potencial sigue teniendo
efecto sobre las funciones de onda sin importar qué tan pequeno sea d. No es posible recuperar el
limite libre pues en términos estrictos se esta tratando un problema diferente al de una particula
libre dominada por la ecuacién de Schrédinger. En la Seccién (4.3.2) discutimos este problema
a mayor profundidad y se elabora respecto a como encontrar las soluciones para el potencial de
Morse sin incorporar la regién r € (—o0, 0).
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5 — d=1 R
— d=0.7
Al — d=03 | |
— d=0.1
— d=o001 | |
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Figura 3.5: Forma del potencial de Morse para valores cada vez mas chicos de d. Todos los demés
parametros se mantienen fijos.



CAPITULO 4

CA;GULO NUMERICO DE LOS
PARAMETROS DE DISPERSION A
BAJAS ENERGIAS

En este capitulo discutimos e implementamos métodos para calcular los parametros
necesarios para describir la dispersion a bajas energias por los potenciales:

= Potencial de pozo cuadrado

N —D sirg>r>0
V(T){ 0 sir>mry (4.1)

= Potencial de Morse

V(r)=D {(1 - e—ﬁ("—”’))z - 1] r>0. (4.2)

En particular para el potencial de Morse calculamos numéricamente los parametros de onda-s
para verificar los obtenidos en el capitulo (3) y posteriormente calculamos los pardmetros de
onda-p.

37
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Ademés obtenemos resultados clasicos de la seccién eficaz diferencial para el potencial
de Morse para ejemplificar la teorfa expuesta en el capitulo (2) discutiendo consideraciones
especificas que deben hacerse para tratar este potencial.

Recordemos que en la Seccién 2.2.4, mostramos que para el caso cudntico, las colisiones
pueden ser caracterizadas por muy pocos parametros a bajas energias. En este capitulo
discutiremos el célculo de la longitud de dispersion, el volumen de dispersion y el rango efectivo
de onda-s y onda-p. Comenzamos por describir el método usualmente utilizado para calcular
estos parametros y posteriormente, discutiremos el método de Calogero que fue utilizado para
obtener los resultados numéricos que presentaremos. Cabe destacar que la finalidad de ambos
métodos es tinicamente calcular los desfasamientos d;(k) a partir de los cuales se puede calcular
la longitud de dispersién y el volumen de dispersién mediante el limite

a = — lim tan d; (k)

k—0 k.21+1 (4'3)

Consideramos el caso de dos dtomos de °Li en el estado 3} al que se le asocian, como
pardmetros del potencial de Morse, ro = 4.15A, 3 = 147" y D = 40meV = 10.2%7"62[JSO6].
Los resultados son reportados en funcién de la profundidad de los potenciales debido a que este
trabajo tiene como finalidad sentar las bases para describir gases de interaccién sintonizable
mediante resonancias de Feshbach[RTBJ03][CFHT98][SZST05]. Dado un alcance y una posicién
de equilibrio, la profundidad del potencial es la cantidad que determina los pardmetros de
dispersién.

= e e T I Foee N | — 9 =4.000 |+
‘ ‘ —  ©=2.000
— »=1.000
— v=0500|
— v=0.250

v=0.125

@
g

b[ry]

Figura 4.1: Angulo de desviacién 6 en funcién del pardmetro de impacto b y la velocidad inicial
v como consecuencia de dispersion clasica por un potencial de Morse.
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4.1. Seccidon Eficaz Clasica

Como discutimos en la seccién (2.2.1), para describir un proceso de dispersién cldsicamente,
el primer paso es calcular el angulo de desviacién 6 en funcién del pardmetro de impacto b por
medio de la integral (2.11). En la figura (4.1) mostramos la forma que toma esta funcién para
distintos valores de la velocidad. En esta seccion utilizamos las unidades m = D = 1.

Notemos que, a diferencia del caso del potencial de Coulomb, la funcién 6(b) no es inyectiva
para el potencial de Morse, ademds de que 6 puede tomar cualquier valor en [r, —o0). Estos
hechos dificultan el tratamiento del problema usando la teoria estandar descrita usualmente en
los libros de mecdnica pues tan sélo la funcién b(8), necesaria para calcular la seccién eficaz, no
estd bien definida.

Figura 4.2: Ejemplos de comportamiento anémalo en dispersion clasica por el potencial de
Morse. Tres particulas con distinto parametro de impacto se aproximan al potencial desde el
lado izquierdo. La zona azul es la regién atractiva del potencial mientras que la roja es repulsiva.

En la figura (4.2) ilustramos casos anémalos que se presentan en el caso de dispersién por
el potencial de Morse. Se tienen tres particulas con distinto pardmetro de impacto, las cuales
salen dispersadas en la misma direccion. Notese que algunas de estas particulas dan vueltas
antes de salir dispersadas. Debido a la discontinuidad que aparece en las graficas de velocidad
m4ds baja en la figura (4.1) es posible que una particula dé tantas vueltas como se quiera antes
de continuar su camino. Ademds, las particulas dispersadas cuyos parametros de impacto son
cercanos a la discontinuidad tendran una gran dispersién angular como se muestra en la figura
(4.3).
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Figura 4.3: Particulas que se aproximan del lado izquierdo con pardametros de impacto muy
similares salen dispersadas clasicamente en angulos muy distintos. La zona azul es la regién
atractiva del potencial de Morse mientras que la roja es repulsiva. Esta figura ilustra el resultado
de tener un haz de particulas con parametro de impacto muy cercana a la discontinuidad
mostrada en la Figura (4.1).

Para entender la relacién que tiene 6(b) con o en este caso, es necesario replantear la ecuacién
(2.4). Consideremos primero una funcién 6 definida por 8(b) = 6(b) médulo 2. Luego, partimos
6(b) en varias funciones inyectivas 61 (b), . . ., 6,,(b). Dado que son inyectivas podemos calcular sus
inversas by (6),...,b,(0). Las particulas dispersadas a un dngulo entre 6 y 6 + df son aquellas
que provienen de los anillos con radios by(f),...,b,(0) y édreas 2wby(0)dby, ..., 2wb,(0) db,

respectivamente. Por lo tanto

do <~ dbi _ (~do
— = 2h; — = . 4.4
do ; BT (44

En la figura (4.4) ejemplificamos detalladamente la definicién de las 6;’s y mostramos de
qué manera éstas contribuyen a la seccién eficaz diferencial.

Resulta poco adecuado hacer una comparacién entre el caso cldsico y el cuantico de baja
energia pues en este régimen el comportamiento de la materia es méas bien ondulatorio. Cuando
se trata de dispersién de onda-s el momento angular es nulo. De acuerdo con la integral (2.11),
cuando el momento angular L = mwvb es cero entonces § = 7 sin importar el valor de v. Notese
que si el potencial es siempre constante entonces el punto de retorno a no esté bien definido por
lo que si L =0, § = 7 sélo cuando el potencial no es constante.
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Figura 4.4: (a) Se muestra 6(b) dividido en colores, donde cada color identifica una funcién 6;(b);
(b) seccién eficaz diferencial resultante de sumar las contribuciones de todas las 6;’s; (c) y (d)

muestran cada contribucion a i—g en distinto color. Los colores corresponden a los de la figura

(a).
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El punto de vista de la mecanica cuantica es esencial para describir la dispersién de atomos
a baja energia. A continuacién describimos el método usual para calcular los desfasamientos
de la parte radial de la funcién de onda cudntica. Posteriormente describiremos el método de
Calogero que resulta mas eficiente y conveniente que el método usual.

4.2. Amplitud de Dispersion Cuantica

Cuando el potencial tiene un rango finito a, ya sea estricto (para r > a es nulo) o aproximado
(para r > a es despreciable), uno puede dividir el dominio de la variable r en una regién interna
(r < a) y una regién externa (r > a). Las condiciones de frontera en r = a son tales que tanto

R; como % resulten continuas. Por medio de una manipulacién algebraica, la solucién exterior
(2.42) puede ser escrita como
Ri(k,r) = Ai(k) [ji(kr) — tan &, ny(kr)] . (4.5)

Si denotamos por
1 dR;
| 2 4.6
K [Rl dr :|r_a (+0)
a la derivada logaritmica de la solucién exterior evaluada en r = a, encontramos que
_ k[jj(ka) — tan §; nj(ka)]

(k) = ji(ka) — tan &; ny(ka) ’ (47)

donde jj(ka) = [dj(’i—(“’)} y nj(ka) = [d"dl—(x)} . Por lo tanto,
x r=ka z r=ka
kji(ka) — v (k)i (k
tan5l(l€) _ ji( Cl) ’Yl( )jl( a) .
(k) — (k) (k)

A partir de la ecuacién (4.8) es posible calcular los desfasamientos conociendo las funciones
radiales en un punto a fuera del efecto del potencial. Esto requiere resolver la ecuacién de
Schrodinger que es de segundo orden. Existe un método alternativo que involucra resolver
ecuaciones de primer orden y se describe a continuacién.

(4.8)

4.3. Método de Calogero

El principal método que utilizamos en este trabajo es el presentado por Calogero en [Cal67].
Dicho método tiene varias ventajas sobre el enfoque tradicional ya que en el enfoque tradicional,
es necesario primero, integrar la ecuacién radial de Schrédinger (una ecuacién diferencial lineal
de segundo orden) desde el origen hasta la regién asintética donde el potencial es despreciable y,
posteriormente comparar la fase de esta soluciéon con la de una solucién libre. En el enfoque de
Calogero se integra una ecuaciéon no lineal de primer orden desde el origen hasta la regién
asintética y se obtiene directamente el valor del desfasamiento. Para derivar este método,
consideramos la forma integral de la ecuacién radial de Schrodinger la cual estd dada por [Cal67,
eq. 2.15]:

w(k,r) = krj(kr) — /07” [i1(kr)ni(ks) — ji(ks)ni(kr)] U (s)u(k, s)rsds (4.9)

Consideramos un valor fijo de k y definimos dos funciones auxiliares

si(r) = — /(: U(s)ji(ks)u(s)sds (4.10)
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a(r)=1- /OT U(s)ni(ks)u(s)s ds. (4.11)
Asi, podemos escribir la ecuacién (4.9) como
w(r) = kr[ci(r)ji(kr) — si(r)n(kr)]. (4.12)

De acuerdo con la ecuacién (4.12) y las expresiones (2.36-2.37), el comportamiento asintdtico
de u; es de la forma

u(r) — ¢(oo)sin(kr — %lﬂ) + s1(00) cos(kr — %lw). (4.13)

T—00

Como V (r) — 0 cuando r — oo més rapido que 1, s; y ¢; tienen un valor finito cuando 7 — oo.
Por otro lado, a partir de las expresiones (2.41-2.44) notamos que

tand; = (4.14)

ti(r) = : (4.15)

donde
lim #;(r) = tan d;. (4.16)

T—00

Claramente $;(0) =0y ¢;(0) =1 por lo que
#(0) =0 (4.17)

Por otro lado, calcularemos la derivada de ¢;(r). Primero, usando lad ecuaciones (4.10) y (4.12),
tenemos que

si(r) = =U(r)ji(kr)k [eo(r)gi(kr) — si(r)m(kr)] r? (4.18)
y de las ecuaciones (4.11) y (4.12) obtenemos

cj(r) = =U(r)ng(kr)k [c(r)i(kr) — s (r)ng(kr)] r2, (4.19)

de tal manera que
ty(r) = =U(r)kr? [ji(kr) = tu(r)ni(kr)]*. (4.20)

Tenemos ahora una ecuacién diferencial de primer orden (4.20) y una condicién inicial dada
por la ecuacién (4.17) de una funcién cuyo comportamiento asintético nos da la tangente de los
desfasamientos.

La ecuacién (4.20) es una ecuacidn de Riccati y sus soluciones no necesariamente estdn
acotadas. Por tanto, hacemos un paso mds, introduciendo la funcién de fase 0;(r) definida por

t;(r) = tan g;(r) (4.21)
donde ¢;(0) = 0. Es claro por (4.16) que

lim 5l(r) == (5[. (4.22)

T—00
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La ecuacién diferencial resultante para d;(r) es
81(r) = —U(r)kr? [cos & (r)ji(kr) — sin 6, (r)ny (k)] (4.23)

y es llamada ecuacion de fase. El valor asintético de la funcién de fase puede ser identificado
con el desfasamiento. Sin embargo, para cada valor de r podemos identificar la funcién de fase
con un desfasamiento de dispersion. Asi, podemos notar de la estructura de la ecuacién de fase
que el valor de la funcién de fase §;(7) a una distancia 7 fija, es el desfasamiento de dispersién
producido por el potencial V(r)H (7 — r), donde H(x) es la funcién escalén de Heaviside. Esto
significa que 9;(7) es el desfasamiento de dispersién asociado al potencial truncado a partir de
7. Queda claro por lo anterior que 6;(0) = 0, pues corresponde al desfasamiento de dispersién
producido por un potencial completamente truncado, es decir, al de una particula libre.

Adimensionalizacién

Para trabajar numéricamente con la ecuacion de fase, lo ideal es trabajar con una version
admimensionalizada de la ecuacién pues de esta manera sélo es necesario lidiar con las cantidades
indispensables. La ecuacién de fase en la forma (4.23) tiene unidades de L=!, donde L es longitud.
Por lo tanto, para adimensionalizar inicamente se requiere una “distancia natural” del sistema.
Las cantidades que directamente tienen unidades de distancia son ro y 8~! para el potencial
de Morse y ro en el caso del pozo cuadrado. En ambas situaciones, la cantidad elegida para
adimencionalizar es ro. Asf, definimos las cantidades p = r/ro, k = kro, U(p) = U(pro)/r3 con
lo que la ecuacién (4.23) toma la forma

51(p) = —U(p)rp* [cos 6i(p)ji(rp) — sin G (p)nu(rp)]* , (4.24)

la cual es adimensional.

4.3.1. Implementacion

La cantidad a calcular es la longitud generalizada de dispersion dada por

o = — lfm tandl(k)

En términos practicos, el limite de la expresién anterior se calcula evaluando tan &;(k)/k?/+1
para valores “muy pequenos” de k. Para esto, primero es necesario calcular ¢;(k) integrando la
ecuacién (4.23) a partir de 7 = 0 con la condicién inicial §;(0) = 0 hasta r — oo. Como no
es posible integrar numéricamente hasta r — 0o, necesitamos considerar un valor de corte R,
“suficientemente grande” hasta el cual llevar a cabo la integracion.

Comenzamos por integrar la ecuacién (4.23) utilizando el método de Runge-Kutta
convencional de cuarto orden (RK4)[Pan06]. Sin embargo, por la forma escalonada que tienen
las soluciones mostradas en la Figura (4.5) cuando k — 0, el método RK4 convencional no es
adecuado, ya que si se usa un tamano de paso muy grande, donde la pendiente de la funcién es
grande, se obtendran resultados con errores muy grandes, mientras que si se usa un tamano de
paso muy pequeno, se desperdiciard mucho poder de cémputo al avanzar lentamente por regiones
de poco interés. A causa de esto, no fue posible obtener soluciones con apariencia continua en un
tiempo de computo razonable, de modo que es necesario usar un método en el que el tamano del
paso se adapte a lo largo del proceso de integracion. Con este motivo, utilizamos los paquetes
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de la librerfa cientifica de GNU[Gou03] (GSL)
para implementar este método. Como funcién de paso se utilizé6 nuevamente el método RK4,
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Figura 4.5: Comportamiento de do(r) con el potencial de Morse para distintos valores de k.

de la GSL llamado gsl_odeiv_step_rk4. Sin embargo, en este caso se utilizé el evolucionador
adaptativo gsl_odeiv_control_y_new, que mantiene el error local respecto a la solucién en
cada paso menor a una cota definida.

El valor elegido de R., la distancia de corte de las integrales, serd “suficientemente grande”
siempre que a partir de R, el cambio en los desfasamientos sea menor a la precisién numérica.
Es claro por la estructura de la ecuacién (4.23) que si el potencial tiene un rango finito estricto,
fuera de este rango, los desfasamientos no cambian.

El significado de valores “muy pequefios” de k es mds sutil. El limite (4.25) que se quiere
calcular es de la forma 0/0. En este tipo de limites, la informacién estd guardada en la manera
en que se comporta el cociente y no en cémo se comportan el numerador y el denominador por
separado. En este caso, el limite del cociente no equivale al cociente de los limites, por lo que
si elegimos un valor de k£ demasiado chico, el numerador y denominador serdn tan parecidos a
cero que el cociente ya no serd significativo. En la Figura (4.6) se muestra el resultado de elegir
una k demasiado chica en este contexto. Por el contrario, si elegimos un valor de £ muy grande,
el valor obtenido serd una aproximacién burda de lo que se quiere obtener pues el limite (4.25)
no se habra alcanzado numéricamente.

Otro aspecto a considerar para la eleccion de k, es que entre mas grande es el valor de [,
més grande serd un valor “demasiado chico” de k. A bajas energfas, debido a la relacién (2.72)
se tiene que §;(k) ~ k?*1 por lo que entre mayor es [, el numerador y denominador en (4.25)
tienden maés rapido a cero.
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Figura 4.6: Longitud de dispersién en funcién de la profundidad del pozo D calculado con
distintos valores de k.

Calculo del rango efectivo

El rango efectivo es el segundo coeficiente en el desarrollo para k pequenia (2.76) que
reescribimos aqui como

1
E2 1 cot 0y (k) = - 1rOE2 40 (k%) (4.26)
l

Se utilizé un método ingenuo para calcular el rango efectivo a partir de los desfasamientos
ya conocidos. De la ecuacién (4.26) se puede obtener

o kKMot 6y (k) + o%l
Te = ’112%)2 2 . (4.27)

Para llevar a cabo este calculo de manera numeérica, calculamos primero «a; a partir del limite
(4.25) usando un cierto valor k lo més pequeno posible. Posteriormente, calculamos r. mediante
el limite (4.27) usando un valor k. Obsérvese que, necesariamente k' > k, pues si k' = k, el
numerador en (4.27) serfa cero. Por otro lado, si k' < k no se estarfa calculando (4.27).

En [Cal67] y [OJ] se presentan métodos més precisos y sofisticados para calcular r.. Sin
embargo, para los fines de este trabajo el “método ingenuo” fue suficiente.
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4.3.2. Resultados

Presentamos a continuacion los resultados obtenidos al analizar el potencial de Morse y el
potencial de pozo cuadrado con los métodos antes mencionados.

Onda-s

En esta seccién aprovechamos que contamos con resultados analiticos de onda-s para ambos
potenciales para evaluar la eficacia del método numérico.

Evaluacion del método numérico El primer andlisis que llevamos a cabo fue comparar las
soluciones obtenidas numéricamente con aquellas obtenidas analiticamente para el potencial de
pozo cuadrado definido por la funcién (2.85) y el potencial de Morse cuya forma se muestra
en la ecuacién (3.51). En las Figuras (4.7a) y (4.7b) se muestran los resultados de longitud de
dispersién junto con el error porcentual para cada caso. Es notable que, salvo cuando la longitud
de dispersién vale cero o infinito, el error es del orden de 107° %, por lo que podemos concluir
que el método numérico utilizado es adecuado y estd correctamente implementado.

a, Vs D a, Vs D

20!

10

] | || -\ 5

-2r — Error % de a, x10° 1 — Error % de a, x10°
— a, Analitico [r,] — o, Analitico [r,]
-3 -~ a, Numérico [ry] 1 ~20 - - a, Numérico [ry]
40 10 20 30 0 50 60 70 80 0 20 40 60 80 100 120 140 160
D [5?] D [5n]
(a) Potencial de pozo cuadrado (b) Potencial de Morse

Figura 4.7: Comparacién del resultado analitico y numérico de « para los potenciales.

A continuacién comparamos los resultados analiticos y los numéricos para el rango efectivo.
En primer lugar, para el potencial de Morse utilizamos la expresién (3.52) y el resultado se
muestra en la Figura (4.8b). Para el pozo cuadrado recurrimos a la expresién (2.118) y los
resultados se muestran la Figura (4.8a). La precisién de este cdlculo es mucho menor a la
obtenida para ay pues, cerca de donde Tés) tiende a infinito, el error porcentual es del orden de
1%, mientras que lejos de estas regiones el error es del orden de 1072 %.

Anilisis Cualitativo Es destacable de la Figura (4.9a) que la longitud de dispersién presenta
singularidades. Estas singularidades son las resonancias de energia cero y, de hecho, sus
posiciones coinciden con los valores de energfa dados por la expresion (3.14). Ademsds, en la

Figura (4.9a) se ve que r®) puede tomar cualquier valor en (—oo, 00). Sin embargo, la Figura

(4.9b) nos permite ver que para el potencial de Morse, rgs) > r > 0 para algiun r € R. Por otro

7 . . S .
lado, es comtn a ambos potenciales que cuando ay se anula entonces se tiene que |7"§ )| tiende
a infinito.
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Figura 4.8: Comparacién del resultado analitico y numérico de rés) para los potenciales.

Para el potencial de Morse existe una diferencia importante entre la solucién analitica y
numérica cerca del origen. En la Figura (4.10) y en la ecuacién (3.51) podemos ver que, cuando
D — 0, as(analitico) diverge de manera logaritmica. El problema matemético que se resuelve
numéricamente es directamente el que resulta del problema fisico, mientras que la expresion
analitica proviene en realidad de otro problema como se discutié en la Seccién (3.2.1).

Con el fin de poder hacer la comparacidn, es necesario regresar a la expresién (3.26) y aplicar
la condicién de frontera en r = 0 y no en r — —oo. Asi, de manera andloga a como se hace para
la condiciéon r — —oo, obtenemos una solucion de la forma

ug(b, 5) = 2iChre S {/I(b)(zds)ib/?M (; + % —d, 1+ ib, 2ds> } : (4.28)

donde
~ . 1 )
A(b) = (2dso) ~"*/* M (2 - % —d,1—1b, 2d50> con sg = e, (4.29)

De nuevo, haciendo un desarrollo andlogo al de la Seccién (3.2) obtenemos que

Lo

do(b) = —arg [(sto)ib/zzzl(b)} =—argM (2 5~ d,1 — b, 2dso> . (4.30)

Nétese que debido a la estructura de A(b), el factor (2dso)™/? que aparece en la expresién para
el desfasamiento, del cual se obtiene el logaritmo responsable de la divergencia, es cancelado. A
partir de la ecuacién (4.30) es posible obtener «s de manera semi-analitica calculando el limite
(4.25) como ya fue mencionado. En la Figura (4.10) se muestra el resultado y observamos que
de esta manera la solucién numérica y la semi-analitica coinciden.

Agregando la regién r € (—o0,0) al problema matemético se pueden obtener resultados sin
sentido fisico. Sin embargo, la regién donde esto ocurre es d < 1 la cual no es de interés fisico.
Para valores tan pequenos del pardmetro d el potencial de Morse ya no es un modelo adecuado
de la interaccién entre dos dtomos. En la Figura (4.7b) se refleja que, excepto cuando d < 1, el
tratamiento analitico que llevamos a cabo es una muy buena aproximacién al problema fisico.
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Figura 4.9: Resultados de o y rés) para los potenciales.

Onda-p

A continuacién presentamos los resultados de onda-p. En este caso no contamos con
soluciones analiticas por lo que dependemos de resultados numéricos para llevar a cabo el andlisis.

En las Figuras (4.11) y (4.12) mostramos los resultados obtenidos para a; y r"). Los
resultados de onda-s se muestran en el fondo para comparar. Estas graficas pueden ser ttiles
experimentalmente para conocer la cercania entre resonancias con distinto valor de [ y de esta
manera, distinguir si se estd estudiando un sélo tipo de resonancia o si hay traslape entre
resonancias de onda-s y onda-p. Sin embargo, tratdndose de 6Li, esto sélo serd importante en
caso de que el estado hiperfino de los 4tomos permita las colisiones de onda-s y onda-p.

Cabe destacar que en la Figura (4.11) la condicién (2.120) se satisface. Para el caso del
potencial de Morse el rango del potencial a no estd bien definido, sin embargo, si se considera

o (1 + —Véj) como el alcance a también se satisface la condicién. Esta expresion para el alcance

tiene el comportamiento esperado en el caso limite § — oo.

Para obtener las Figuras (4.11) y (4.12) fue necesario aplicar una plétora de conceptos.
A partir de la ecuacién de Schrodinger se obtienen soluciones dispersivas y al estudiar su
comportamiento asintético resultan los desfasamientos de dispersién para cada onda parcial.
Analizando el comportamiento a baja energia de estos desfasamientos se definen los pardmetros
que se muestran en las Figuras. Ademads, para calcular numéricamente estos pardmetros
utilizamos una ecuacién diferencial que aisla la informacién de los desfasamientos.
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Figura 4.10: Detalle de resultados analitico y numérico de a, para potencial Morse cerca del
origen. Se observa una divergencia logaritmica en la solucién analitica.

a,, r, a,, r? vs D
10 \
a, [ry]
i Iry]
5 ; .
— o, [rg]
— @ [ry 1]
0
—5F i
—-10 ! ! ! I
0 10 20 30 40 50 60 70 80
D[]

Figura 4.11: Resultado de oy, y rép ) para el potencial de pozo cuadrado.
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Figura 4.12: Resultado de oy, y ¢’ para el potencial de Morse.






CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Entender las colisiones ultrafrias es la pieza bésica para describir gases en los que sus
componentes, ya sean atomos, moléculas o particulas nucleares tienen una longitud de onda
de Broglie mucho mayor que su espaciamento. En el caso atémico y molecular estos sistemas
son realizables en el laboratorio. Afortunadamente, en este régimen el tratamiento se simplifica
enormemente pues la amplitud de dispersion, funciéon que contiene toda la informacién de
la dispersién, puede ser completamente determinada por muy pocos pardametros. Cuando el
Principio de Exclusién de Pauli no impide que dos 4tomos ocupen el mismo punto en el espacio,
éstos son dispersadas por medio de una colisién de onda-s. En este caso una sola cantidad
llamada longitud de dispersion determina la amplitud de dispersiéon. Por el contrario, si el
Principio de Exclusion impide la dispersiéon de onda-s, entonces el proceso que se lleva a cabo
es una dispersién de onda-p. Para este tipo de colisiéon es necesario caracterizar la amplitud de
dispersion por dos pardmetros, el volumen de dispersién y el rango efectivo de onda-p.

Usando el Potencial de Morse como un modelo factible de la interaccién entre dos atomos
neutros estudiamos los estados ligados y no ligados de onda-s. La funcién de onda radial de los
estados ligados tiene la forma

o (bn, ) = Ce™%(2ds)bn/2 L) (2ds), (5.1)

mientras que los estados no ligados tienen como funcién de onda radial

ug(b, 8) = 2¢O R {A(b)(zds)”’/?M (; + % —d, 1+ ib, 2d5) } . (5.2)
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Una vez teniendo las soluciones no ligadas fue posible estudiar su comportamiento asintético a
partir del cual obtuvimos la longitud de dispersiéon y el rango efectivo de onda-s asociado a este
potencial. La longitud de dispersién tiene la forma

a=ro+ % {27 +1n(2d) + (; - d)} , (5.3)

y el rango efectivo

2 Y@ (§—d)+16¢(3)
Te = g0 — 35a? .
El haber obtenido expresiones analiticas para los parametros de dispersiéon nos permitié entender
con mayor claridad las virtudes y fallas de tratar con el potencial de Morse de distintas maneras.
La manera usual de tratarlo, acudiendo a un problema matematico auxiliar, permite obtener
expresiones analiticas sencillas para las funciones radiales y los niveles de energia. La desventaja
en este método radica en que cuando d — 0, el problema fisico y el matemético auxiliar difieren
cada vez mas. Por otro lado, no es posible resolver analiticamente el problema matematico que
resulta directamente del problema fisico. Estudiar el caso d — 0 nos permitié entender mejor la
aplicabilidad del potencial de Morse. Ademas, es un ejemplo concreto de cémo una condicién en
el origen puede tener efecto sobre los desfasamientos definidos por el comportamiento asintético,
hecho en el que se basa el tratamiento con pseudopotenciales.

Para llevar a cabo este trabajo desarrollamos programas para calcular numéricamente
soluciones ligadas y no ligadas de onda-s y onda-p. Por otra parte, implementamos programas que
utilizan el método de Calogero con los que calculamos numéricamente la longitud de dispersion,
el volumen de dispersion y el rango efectivo de onda-s y onda-p para el potencial de pozo
cuadrado y el potencial de Morse. Fue importante utilizar un esquema de integracién de paso
adaptable para lograr implementar el método de Calogero.

Utilizamos el caso particular de 6 Li para ejemplificar la aplicacién de los conceptos y métodos
desarrollados. Sin embargo, estos mismos métodos pueden aplicarse de manera completamente
analoga para otros atomos de interés. El énfasis en este trabajo radica mas bien en el método y
no tanto en el resultado final.

La descripcién tedrica de gases atémicos ultrafrios se basa en una primera aproximacion
en la ecuacién de Gross-Pitaevskil (véase Apéndice A)para sistemas bosénicos. Esta ecuacién
puede ampliarse para tomar en cuenta potenciales de atrapamiento estructurados siendo el
caso de redes dpticas el ejemplo méas utilizado en la actualidad. Los sistemas fermidnicos
exhiben una riqueza fenomenoldgica muy particular. Asi, por ejemplo, un sistema ultra frio
inicial conformado por un gas quasi ideal atémico fermiénico (BCS) se puede transformar en
un gas quasi ideal molecular bosénico (BEC) mediante el control de la interaccién entre las
particulas que componen al gas. Este mecanismo ha permitido muy recientemente la formacién
de condensados de Bose-Einstein moleculares.

Los resultados obtenidos en esta tesis son un eslabén importante en el tratamiento tedrico
de esta clase de gases atémicos con interacciones realistas entre sus componentes. Hasta el
momento todas las simulaciones numéricas reportadas en la literatura para analizar el cruce
BCS-BEC consideran potenciales modelo muy simplificados que son netamente atractivos. Esto
ha impedido:

(5.4)

= verificar a detalle las interacciones efectivas entre moléculas del lado BEC.

= verificar a detalle la hipdtesis de universalidad segin la cual sistemas fermidnicos muy
diversos tienen un comportamiento muy similar cerca de resonancia para interacciones de
onda s.
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Hemos ya iniciado célculos de colisiones atémicas dentro de trampas armonicas para entender
la dependencia de la energia del sistema respecto a los parametros de dispersion y, asi, analizar
la hipétesis de universalidad.






APENDICE A
ECUACION DE GROSS-PITAEVSKII

En este apéndice se desarrolla una derivacion de la ecuacién de Gross-Pitaevskii utilizando
el método variacional. El Hamiltoniano para un sistema de N particulas idénticas de masa m
sometidas a un potencial externo V(¥) que interaccionan por medio de un potencial de dos
cuerpos W (7; — 7;) es

N
H=> hi+Y W(FH-7) (A1)
=1 1<J
donde
. P2
; = ¥ A2
h; 2m+v<m (A.2)

son los Hamiltonianos que corresponden a la energia cinética y potencial de cada particula.
Usando el método de Hartree-Fock podemos encontrar la funcién de onda del estado base del
sistema. De esta manera, suponemos que la funcién de onda del estado base de todo el sistema
U se construye a partir del producto de funciones de onda de una particula. Es decir

wm“nmzﬁﬂmmm (A.3)

donde S es un operador de simetrizaciéon de la funciéon de onda. Las funciones de onda de una
particula se normalizan de la manera usual,

/ (s () 2P = 1. (A.4)

Como V es la funcién del estado base de muchas particulas para un sistema de bosones, podemos
asumir que todas las particulas ocupan en mismo estado de una particula ;(7) = ¥(7) con
i = 1,...,N, de tal manera que el requerimiento de simetrizacién de la funcién de onda se
satisface automaticamente y por lo tanto S es la identidad. A continuacion, haciendo uso del
método variacional encontraremos una ecuacién para . Encontrando cuando el valor esperado
del Hamiltoniano no cambia respecto a una variacién pequena de 1, obtenemos una ecuacién

o7
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para v cuya solucién resulta en un valor extremo del valor esperado de H. Si 1) cambia a 1+ J,
¥ obtiene una nueva forma ¥’ dada por

N N
v =T () +6u(m) = H +Zéw TeE+o(v?). (A3
i=1 i=1 7:&;

Debido a que §v es una variaciéon pequena, inicamente nos interesan los términos mostrados en
la expresion anterior. Ademds, imponemos la restriccion 1 161, es decir,

/w*éw dr =0, (A.6)

pues las variaciones paralelas a 1) no tienen efecto en la energia. Escribiendo 1 (7;) = |v;) tenemos
que el cambio en el valor esperado del Hamiltoniano debido a la variacién ¢ — ¥ + §¢ tiene la
forma

N N N
(v’ H‘ vy — (v |il vy = Z<5¢jﬂwi H] H¢> (A7)
N N R N
+ ) <Hwi il 6ijwi> (A8)
e i
N N R N
+ Z<5¢jﬂwi H] 5¢jH¢i> (A.9)
WATE

Notemos que los bra-kets no depende de j pues para calcular el valor esperado se integra respecto
a 7. Por tanto, la ecuacion nos define el punto critico es

R N N
i Hwi> + <Hwi
i=1 i=1

N R N N R N

N <6wj [T | 6ijwi>+<6ijwi i 6ijwi> =0
=1 i=1 =1 i=1
i#£] i#£]

i#£] i#£]
(A.10)

Donde el primer término en (A.10) se puede desarrollar como
N N N N
<57/’j Hwi H‘ H¢z> = <5¢m H (o5 Zhi
i=1 i=1 =1 i=1
i#j i#Em

<6wmﬂwi > Wi = 75) H¢i> (A.12)

i=1

N
Hwi> (A.11)

_|_




A. EcUACION DE GROSS-PITAEVSKII 59

Analicemos el primer término (A.11) :

N N ) N N N N N
<a¢m g _lez-> _ <awm 1 _lei> (A13)
i#Em i#Em i#Em
N R N
+ <§¢m‘ i hm‘ H¢z> (A.14)
Zz;;][ =1
N N . N 0
:<H%§}MHW%MWﬁ' (A.15)
i |izm | izm
N R N
+ <6wm [T v [f Hw> (A.16)
;;7}1 i=1
N
- <a¢m I o |i (A17)
hove
) N
= (@ [ o) (A.19)

La expresién obtenida es una integral respecto a 7, y como las variables de integracién son
mudas nos podemos quitar el sub-indice m. Luego, desarrollamos la suma en el término (A.12)
y de manera andloga al término que se acaba de analizar, los términos donde ninguno de los
indices coincide con m desaparecen, con lo que obtenemos (W (7; — ;) se abrevia como W;;)

<6wmﬂwi > Wy Hwi> = <6mewi > Wy Hwi> (A.20)

i<j i=1 i=1 i=1 =1
i#m i#m j#m
N N N
= > <5¢m IT @i W] sz—> (A.21)
Jom m =
N
= > (5%mtj [Wingl ¥¢m) (A.22)
j=1
o
Ademis
(0 Wl 3) = [ W65 W o = 7). @

Como la variable de integracion es muda, la expresién anterior no puede depender de j por lo
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que definimos
Watl) = (N = 1) [ 10 W (7 = ) (A-24)

de tal manera que

N
<6¢m H wz ZWU H > = <5wm |Wrnf| '(/)m>7 (A25)

i<j
z;ﬁm

donde nuevamente nos podemos librar del sub-indice m. El segundo término en (A.10) se
simplifica exactamente de la misma manera. Para el tercer término se procede de una manera
similar, con la diferencia de que para los dos primero términos, el factor (d¢|¢)) = 0 por
ortogonalidad y en este caso (§1|01)) < 1 pues la variacién es pequefia. Asi, la igualdad (A.10)
se reduce a R R R

(50 [ W] ) + (0 [+ Wns| 835) + (60 [+ Wi 60) =0, (A.26)

que podemos reescribir como
(W + 60 ‘B+Wmf‘ b+ oY) — (W ‘B+Wmf’ b) = 0. (A.27)

La expresién anterior tiene la forma del cambio en el valor esperado de h + Wiy respecto a un

cambio en 9. Por lo tanto, encontrar un valor extremo de (¥ ‘]I:]I‘ W¥) respecto a 1 es equivalente

a encontrar un valor extremo para (¢ ‘iL + Wmf’ 1) respecto a ¥ y por esto, podemos ver a

h 4+ Wiyt como un Hamiltoniano efectivo para la funcién de onda de una particula.

Modelando la interaccién entre las particulas por un potencial de contacto W(7) = gd(7),
47rh

con g = «, caracterizado por la longitud de dispersién vemos que

2 oo
Wil =g [ WGP 807 = )% = (¥ = Dg () (A28)
con lo que finalmente obtenemos la ecuacién de Gross-Pitaevskii

>9
in%% (7, 1) = <§m FV() + (V= 1) |w<f>2> Y7, 1) (429
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