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Prefacio

Es bien sabido que agentes externos como campos electromagnéticos mo-
difican las propiedades del vacio de una teoria; lo desestabilizan. Para fer-
miones de Dirac, esto se refleja en fendmenos como la creacién de pares
particula-antiparticula en el vacio por efectos de un campo eléctrico intenso,
el llamado mecanismo de Schwinger; o el apareamiento de pares virtuales por
efecto de un campo magnético. Este efecto se describe usualmente mediante
el asi llamado condensado fermidnico, que es el valor de expectacién en el
vacio del campo escalar compuesto (1) = (011|0) v que hace las veces de
parametro de orden cuando en su formacién esta involucrada la ruptura de
la simetria quiral. Los ejemplos antes descritos se enlistan entre los nuevos
fenémenos que son importantes en el contexto de la fisica de particulas en
condiciones extremas.

Por otro lado, el estudio de los sistemas en bajas dimensiones es intere-
sante porque los sistemas en una y dos dimensiones espaciales exhiben un
comportamiento diferente al de los descritos por las teorias en tres dimen-
siones. Un campo magnético externo modifica el movimiento de particulas
cargadas en el plano perpendicular al campo. Ademas, el movimiento puede
ser restringido a este plano, es decir, podemos inducir reduccién dimensio-
nal en la dinamica, dando lugar a nueva fisica. Por ejemplo, para la elec-
trodinamica cuantica en el plano, QED3, ademas de los términos usuales,
en el Lagrangiano correspondiente se pueden agregar un término de Chern-
Simons, que induce una masa topoldgica al fotéon y un término de masa
nuevo para los fermiones, llamado usualmente masa de Haldane, que no es
invariante bajo inversion temporal y paridad, pero que respeta la simetria
quiral. Adicionalmente, el Lagrangiano de Dirac en una dimension espacial
aparece naturalmente como la teoria efectiva a bajas energias de los elec-
trones de conduccion en metales. Estos electrones de conduccion producen
el dramatico efecto de apantallar un campo electromagnético externo, lo que



se manifiesta como una ruptura de la simetria de norma, pues el campo elec-
tromagnético induce una masa. Desde un punto de vista practico, las teorias
en bajas dimensiones sirven para estudiar sistemas que son importantes, tec-
nolégicamente hablando, como los semiconductores y recientemente en el es-
tudio de nuevas estructuras como el grafeno, material que exhibe Efecto Hall
Cuéntico no convencional en presencia de campos magnéticos, entre otros
fenémenos destacados. Bajo este panorama, resulta interesante investigar las
propiedades de ciertas cantidades fisicas asociadas con las inestabilidades
del vacio de Dirac inducidas por campos electromagnéticos externos, como
la densidad de corriente y el condensado fermidnico, al trabajar en (n + 1)
dimensiones espacio-temporales, n espaciales y una temporal. Dichas canti-
dades pueden estudiarse a partir de la estructura analitica del propagador
fermionico.

En la literatura, encontramos trabajos que incorporan los efectos de cam-
pos electromagnéticos externos en diferentes cantidades como acciones efecti-
vas, funciones de onda y propagadores, aunque muchos de ellos se especializan
al caso de campos constantes o con variaciones temporales suaves. En esta
tesis, buscamos estudiar la estructura del propagador fermidnico en presencia
de campos externos de perfil espacial no uniforme en bajas dimensiones, con
la idea de que sirva de base para estudiar fenémenos no perturbativos en
QCD vy teorias afines mediante las ecuaciones de Schwinger-Dyson, que son
las ecuaciones de campo formuladas en términos de las funciones de Green
de una teoria dada. Esta es una técnica de gran alcance, pues la evolucién
de las funciones de onda esta codificada en los propagadores o funciones de
Green, que en palabras simples son los inversos de los operadores diferen-
ciales de onda. Para las particulas libres, descritas por ondas planas, estos
propagadores son diagonales en el espacio de momento, debido a la isotropia
del espacio. Para fermiones, en la notacién estandar de la fisica de particulas,
el propagador es de la forma

1
Yp—m
Sin embargo, cuando se pierde la isotropia, las particulas no pueden ser descri-
tas por ondas planas y sus propagadores correspondientes tienen una forma
mas complicado en la base de eigenestados de momento. Un ejemplo am-
pliamente estudiado de tales sistemas es un gas de electrones sometidos a
un campo magnético intenso en una direccion fija. El problema cuantico no
relativista para este sistema, conocido como el problema de Landau, reve-

Sr(p)



la interesantes caracteristicas de la dinamica de los electrones en el campo
magnético externo. Por un lado, la fuerza de Lorentz hace una clara sepa-
racién entre las componentes paralelas (libres) y transversales (dindmicas) de
la trayectoria de los electrones con respecto a las lineas de campo. Por otra
parte, en el plano transversal, las trayectorias estan confinadas. En tal caso,
los niveles de energia, llamados niveles de Landau, desarrollan un espectro
discreto.

En este trabajo estudiamos la estructura del propagador del fermién y
algunas cantidades relevantes como la corriente y el condensado fermiénicos,
en presencia de campos eléctricos y magnéticos externos de perfil espacial
arbitrario en los sistemas de (2+1) y (141) dimensiones espacio-temporales
utilizando el método de eigenfunciones de Ritus, que originalmente ha sido
usado para resolver problemas en campos externos constantes. La ventaja
de este método es que, formalmente, el propagador adquiere su forma libre
cuando se expresa en una base conveniente de funciones que representan los
estados fermidnicos asintoticos en presencia de campos externos. En el caso
de (2+1) dimensiones, incluimos el término de masa de Haldane. Ademas,
extendemos el formalismo para estudiar los efectos de campos eléctricos en
el modelo masivo de Schwinger, es decir, electrodindmica cuantica en (1+1)
dimensiones.

Comenzamos este trabajo considerando aspectos generales de la teoria
de propagadores en el Capitulo 1. En el Capitulo 2, estudiaremos el La-
grangiano fermiénico con particular interés en las representaciones para las
matrices de Dirac en bajas dimensiones. En el Capitulo 3 estudiaremos
aspectos de la Supersimetria en Mecdnica Cuantica (SUSY-QM), una técni-
ca que nos facilitara encontrar los estados asintéticos de los electrones en
presencia de campos externos. La forma para calcular estos estados se pre-
senta en detalle en el Capitulo 4, donde ademas encontraremos la densidad
de corriente y el condensado fermiénico inducidos por un campo magnético
de perfil arbitrario en una direccién espacial en (2+1) dimensiones en las
diferentes representaciones de las matrices de Dirac. Con ayuda de esto, en
el Capitulo 5 encontraremos explicitamente estas cantidades en el caso de
campos externos para los que existe solucién analitica, donde a excepcion de
un campo uniforme, los efectos de otro perfil de campo dificilmente pueden
ser encontrados por otros métodos. En el marco del método de Ritus, también
puede ser estudiadas configuraciones de campos eléctricos. En el Capitulos
6 analizaremos el propagador de los electrones en un campo eléctrico en
el modelo masivo de Schwinger, es decir, en la electrodinamica cuantica en

6



(141) dimensiones (QED;). Finalmente presentaremos las conclusiones en el
Capitulo 7.

Cabe mencionar que presentar el estudio del propagador del electrén en
(241) dimensiones, donde una dimensién espacial es suprimida, no es una
mera simplificacion tedrica. Hace unos veinte anos, se demostrd que la teoria
del grafeno, donde los electrones se mueven en un campo magnético perpen-
dicular a su plano de movimiento, es una teoria de dos tipos de electrones de
Dirac no masivos en un espacio-tiempo de Minkowski en (241) dimensiones,
cada tipo en una representacién irreducible diferente del algebra de Clifford.
El aislamiento de muestras de grafeno en 2004 y 2005, ha dado lugar a un
nuevo interés en la materia condensada relativista y un nuevo impulso, tanto
tedrico como experimental, para los intereses comunes de las comunidades de
fisica de altas energias y de materia condensada. Asi, el limite no masivo de
nuestros resultados es de relevancia directa en estos temas.

De la investigacion conducida en esta tesis, se desprenden los articu-
los “The Electron Propagator in External Electromagnetic Fields in Lower
Dimensions”, por Gabriela Murguia, Alfredo Raya, Angel Sanchez y Ed-
ward Reyes, aceptado para su publicacién en American Journal of physics. y
“Fermion condensate and Vacuum Current Density Induced by Homogeneous
and Inhomogeneous Magnetic Fields in (2+1)-Dimensions”, por Alfredo Raya
y Edward Reyes, sometido para su publicaciéon en Physical Review D.

México, D.F., Abril de 2010.
Fis. Edward Daniel Reyes Ramirez
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Capitulo 1

El Propagador del Fermion

Una particula cargada en presencia de un campo magnético externo mo-
difica su comportamiento respecto al de una particula libre, debido a que el
campo externo rompe la isotropia del espacio; el movimiento en la direccién
a lo largo del campo es diferente al de la direccion transversal. Un efecto muy
conocido, por medio del cual se estudia la presencia de campos magnéticos
en el espacio exterior, consiste en la rotacién de la polarizacién de fotones
en presencia de dichos campos, conocido como efecto Faraday. Ademas, un
campo externo modifica la estructura del vacio de una teoria. En QEDj,
esto puede provocar un apareamiento entre fermiones y antifermiones en el
vacio. Por un lado este apareamiento puede hacer que el sistema fermion-
antifermion se comporte como un boson, por lo que puede existir conden-
sacion de estos pares en el estado base. A esto se le llama condensado fer-
miodnico. Por otra parte el mismo apareamiento provoca que se modifique
la estructura del espacio donde se propagan los fermiones, haciendo que las
particulas se propaguen en un medio que parece ser mas denso. Por este he-
cho, las particulas se comportan como si tuvieran una masa efectiva mayor
a la que tendrian en el vacio. Esto es conocido como generacion dinamica de
masas.

Estrictamente hablando, el condensado es el valor de expectacion de un
campo escalar en el vacio. En el modelo estandar, por ejemplo, el condensado
de Higgs (0|¢|0) es responsable de generar la masa de las particulas elemen-
tales y en QCD se sabe que los hadrones adquieren masa por la interaccion
entre las particulas con el condensado quiral de los quarks (0|gg|0). Cabe
mencionar que en este caso, el campo escalar no es fundamental. Nosotros
nos enfocaremos en los campos escalares formados por el apareamiento de un



fermién y un antifermién (1)), en presencia de un campo electromagnético,
el cual esta dado por

() = =Tr{{Tl (=) (2))} = Tr{iS(z 2)},

donde S(z,y) es el propagador del fermién entre los puntos x y y. Si los
fermiones tienen masa desnuda igual a cero, el condensado es un parametro
de orden, cuyo valor finito corresponde a un rompimiento dindmico de la
simetria quiral. Para fermiones masivos, el condensado tiene una parte no
dinamica que serd la que estudiaremos. Ademaés de este tipo de condensados,
existen también los formados por sistemas fermion-fermién, los cuales tiene
propiedades diferentes ya que se comportan como sistemas con espin entero
no nulo y quedaran fuera de este estudio. Cabe mencionar que el apareamien-
to por si s6lo no es condicion suficiente para la formacién de un condensado
fermiénico, por ejemplo, la formacién de pares de Cooper en el marco de la
teoria BCS no necesariamente implica que todos estén agrupados en el mismo
estado cuantico.

Existen varios métodos usados para estudiar la incorporacion de los efec-
tos del campo magnético en el propagador de una particula cargada. Por
ejemplo, tenemos el método de la cuantizacién canodnica del campo de Dirac
en un campo de fondo [1], que permite calcular observables fisicas de primeros
principios; el método de la integral de camino [2]; el método de tiempo propio
de Fock-Schwinger [3, 4, 5] , el cual fue desarrollado por Fock y Schwinger ha-
cia el ano de 1954 y acepta soluciones exactas en el caso de campos magnéticos
constantes y variaciones suaves en el tiempo. Este método fue introducido
para calcular Lagrangianos efectivos, funciones de Green y otras cantidades
en la aproximacién a 1-lazo para la electrodindmica cuantica (QED). Este
método ha sido utilizado para el andlisis de problemas de campo externo,
por ejemplo para calcular el operador de polarizacion.

El otro método es el de las eigenfunciones de Ritus [6]. Desde un punto
de vista practico, el uso de estas funciones, que son los estados asintoticos de
los fermiones en un campo de fondo, permite introducir una rotacién entre
el espacio de coordenadas y el de momentos, de modo que los propagadores
son diagonales en el espacio de momentos e involucran sélo a los nimeros
cuanticos dinamicos. Este método ha sido ampliamente usado en trabajos de
catalisis magnética [7, 8] y generacién dindmica de masa [9].

En este trabajo, derivaremos el propagador de electrones masivos en cam-
pos electromagnéticos de fondo en bajas dimensiones espacio-temporales a



través del método de Ritus, el cual consiste en la diagonalizacién del operador

de Dirac en la base de las eigenfunciones del operador (v - IT)?;

(v H)QEp = pZEpa

donde II, = i0, + eA, yA, es el potencial de electromagnético que define
el campo externo y las funciones E, son llamadas eigenfunciones de Ritus.
Una vez obtenidas estas funciones, se llevara a cabo el andlogo a una trans-
formada de Fourier de las funciones de Green de estas particulas [10]. En la
representacion E,, el propagador de Feynman para el fermion tiene la forma
funcional de un propagador libre

Sele) = [ €| By)— By ()]

vV-p—m

= _ 0 0 . . — .
donde E, = v ]E;:’)/ , IEZT, es la matriz transpuesta conjugada y p tiene por
componentes los nimeros cuanticos dinamicos asociados al movimiento de
los electrones en el campo de fondo. De aqui se pueden calcular cantidades
como el condensado fermiénico de la forma

(YY) = Tr{iSkp(z,2)},
o la densidad de corriente
gt = —ieTr{y"Sp(z,2)} .

En los proximos capitulos, desarrollaremos en detalle este método en bajas
dimensiones, estudiaremos las simetrias de estos sistemas y veremos que la
simplicidad del método radica en que puede ser entendido en términos de
mecanica cuantica supersimétrica.



Capitulo 2

Fermiones en Bajas
Dimensiones

En este capitulo profundizaremos en las propiedades de transformacion
del Lagrangiano de QED en bajas dimensiones, bajo ciertas simetrias y en las
diferentes representaciones y con los términos de masa que podemos escribir.
Principalmente nos enfocaremos en (2+1) dimensiones ya que la imparidad
de la dimension produce diferencias notables con respecto a (3+1) dimen-
siones. En fisica, las simetrias juegan un papel fundamental en la descripcion
de cualquier sistema. El marco idéneo para estudiar las simetrias de un sis-
tema es el formalismo Lagrangiano. En este formalismo, las simetrias se ven
como transformaciones que dejan el Lagrangiano o la accién correspondiente
invariantes [11]. QED; ha sido una teoria muy 1til en diferentes campos de
la fisica, como la ruptura dindmica de simetria quiral [12, 13], la supercon-
ductividad de alta T, [14] y el efecto Hall cuantico [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21].

Una de las diferencias méas importantes que aparecen entre sistemas de
tres y dos dimensiones espaciales, es que en estos ultimos, el acoplamiento
entre fotones y fermiones genera un término de Chern-Simons (TCS) en el
Lagrangiano, que acttia como un término de masa para el foton. La utilizacion
del TCS en fisica es basta. Abarca desde sistemas de materia condensada,
como superconductividad de alta temperatura, anyones y efecto Hall cuéntico
fraccionario, hasta gravedad cudntica y teorias de cuerdas [22].



2.1. Lagrangiano de QED en (341) dimen-
siones

QED es la teoria que da cuenta de las interacciones a nivel cuantico entre
las particulas cargadas y los campos electromagnéticos. Su Lagrangiano cons-
ta de 3 partes: materia, campo electromagnético e interacciones. A continua-
cién describiremos cada una de estas partes en detalle, con énfasis especial
en sus simetrias.

2.1.1. Lagrangiano de Dirac

Como en el caso de mecanica clasica y mecanica cuantica no relativista,
en la electrodinamica cuantica podemos obtener las ecuaciones que rigen
nuestros sistemas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL oL
0, (—) Sy, 2.1)
o)) oY
donde el Lagrangiano para el caso de la ecuacién de Dirac, es
Lpirac =1 (i@ —m) 1 . (2.2)

Enfatizamos que estamos trabajando en (3+1) dimensiones.

Simetrias del Lagrangiano de Dirac

Las soluciones a la ecuacién de Dirac poseen ciertas propiedades bajo
transformaciones globales (de fase y quirales) y discretas (Conjugacién de
Carga C, Paridad P e Inversién Temporal 7) que hacen que el Lagrangiano
sea invariante bajo ellas. Revisaremos los pormenores de cada una de ellas:

s Transformaciones Globales de Fase: Es una observacién obvia que si
transformamos la funciéon de onda como

e A (2.3)

con Y una constante, el Lagrangiano (2.2) es invariante. Esta aparente
trivialidad tiene grandes consecuencias, pues de acuerdo al Teorema



de Noether, por cada simetria continua del Lagrangiano existe una
corriente conservada. La corriente asociada con esta transformacién es

J* = eyt (2.4)

que es la densidad de corriente del electrén. En particular, esta simetria
implica que la carga eléctrica

Q= /d%jo = —e/d?’m/}w, (2.5)

es constante, debido a la constancia de la norma de .

Simetria Quiral: Existe otro tipo de transformaciones de fase que pode-
mos aplicar a 1:

V= e, e T (2:6)

Recordando las propiedades de la matriz 75 = i70yy2~3,

f 2 0 I
()= () =1 {AM=0, 752(] 0 )
(2.7)
en la representacién de Pauli-Dirac, que es la que utilizaremos en esta
discusion, podemos construir una corriente

3=, (2.8)

que satisface B
auj'uS = 2’im¢75¢ ’ (29>
es decir, la transformacién (2.6) es una simetria del Lagrangiano (2.2)
solo cuando los fermiones son no masivos, m = 0. En este caso la

corriente conservada se llama corriente vectorial axial. De esta manera,
la existencia de la masa provoca el rompimiento de la simetria quiral.

Conjugacion de Carga: Esta simetria intercambia los papeles de los
espinores de particula y antiparticula. El efecto de esta transformacion
sobre la funciéon de onda es

Y(@) = de(r) = Cy"Y" (2) = CY' () , (2.10)



donde T denota transposicién matricial. Ambas, 1 y 1., satisfacen
la ecuacion de Dirac en un campo electromagnético externo, pero con
carga opuesta. La matriz de conjugacion de carga se construye de modo
que Cy*C~! = (y*)T. Es facil ver que C tiene las siguientes propiedades:

ct=c=c'=-c, (2.11)

y en esta representacion, C = iv?7°. La operacién de Conjugacién de

Carga cambia el signo del momento, momento angular orbital, espin y
la energia.

= Paridad: También se llama inversion espacial y consiste en invertir
precisamente las componentes espaciales del cuadrivector z#. Bajo esta
transformacion

V(t, T) — Y (t, —F) = PY(t, Z) = y"Y(t, 7). (2.12)

La transformacién de Paridad deja la ecuacién de Dirac y todas las
observables fisicas sin cambios.

» Inversion Temporal: Esta es una transformacién antiunitaria [Apéndice
A] que consiste en la inversién del argumento temporal

Y(t, T) — Py (—t, ) = TY*(t, 7)) = iy y**(t, ) . (2.13)

La operacion deja formalmente invariante a la ecuacién de Dirac. Te-
nemos que la matriz 7 satisface las siguientes propiedades:

T =T'=T. (2.14)

El significado fisico de la Inversién Temporal no es tan intuitivo como
el de la Paridad o la Conjugacion de Carga.

s CP7T : El Lagrangiano de Dirac es invariante separadamente bajo C, P
y 7T y la simetria conjugada CP7 .

El cuadro 2.1 resume las propiedades de simetria de cada término de este
Lagrangiano y la corriente asociada.



Simetria | ) Wyt O
C +1 -1 +1
P +1 (=D* (=1~
T +1 (=1)* —(=1)*
CPT +1 -1 -1

Cuadro 2.1: Simetrias de los elementos que se usan para construir el La-
grangiano de Dirac en (3+1) dimensiones.

2.1.2. Lagrangiano de Maxwell

Los fenémenos electromagnéticos en el vacio se describen por dos campos
vectoriales, el campo eléctrico F y el magnético B, que satisfacen las ecua-
ciones de Maxwell, que en términos del tensor de campo electromagnético

0 —E' -E> —E?
E' 0 -B® B

F* = E2 B3 0 _Bl ) (215>
E3 —-B* B! 0
se pueden escribir como
O™ =35,  OPFW L FM P =0, (2.16)

y en las que la corriente electromagnética es una cantidad conservada, es

decir, d,j" = 0, con j* = (p,7). Si introducimos el cuadripotencial A* =
(A% A), los campos E' y B se pueden derivar a partir de las relaciones

B=VxA, E:—%—f—VAO, (2.17)
lo que nos permite escribir
Fr =9l AY — 9V A* . (2.18)
El Lagangiano de Maxwell es
L Mazwet = —EFWFW : (2.19)



Simetrias

El Lagrangiano de Maxwell posee simetrias muy relevantes para la fisica
moderna. Posee la llamada simetria local de norma, por lo que la teoria de las
interacciones electromagnéticas es el primer ejemplo de teorias de norma que
se estudia en la fisica. El alcance, elegancia y poder de las teorias de norma
es tan basto, que se busca una descripcién de las teorias que describen las
interacciones fundamentales en términos de teorfas de norma. Este es el eje
central de la construccion del celebrado Modelo Estandar de particulas ele-
mentales. El Lagrangiano de Maxwell también posee propiedades especiales
bajo las transformaciones de las simetrias discretas, de las que daremos cuen-
ta a continuacion.

» Simetria Local de Norma: Es facil convencerse que F),,,, y por lo tanto
el Lagrangiano de Maxwell, son invariantes bajo la transformacién

AM(z) — AM(z) = A (x) + 0" A(z) , (2.20)

donde A(z) es una funcién escalar arbitraria, llamada funcién de nor-
ma. Esta propiedad de invariancia de norma introduce complicaciones
en el estudio cuantico del campo electromagnético. Para calcular can-
tidades de interés, uno obliga al potencial vectorial a satisfacer ciertas
condiciones, es decir, uno fija la norma. Nosotros estamos interesados
en el caso donde la norma se fije de manera covariante, considerando
la condicién de Lorentz J,A" = 0. En este caso, la ecuacién de onda
para el foton se reduce a

OA* = g | (2.21)
y el Lagrangiano de Maxwell se modifica como
Latamen = 2 Fu ™ = 5 (0,4 (2.22)
4 2¢

donde ¢ es llamado el parametro que fija la norma y puede tomar
valores reales. Algunos casos particulares son £ = 0, la llamada Norma
de Landau y £ = 1, llamada Norma de Feynman.

= Conjugacion de Carga: Bajo Conjugacion de Carga, las componentes
del potencial vectorial se transforman como

Al (z) — —AF(z), (2.23)

por lo que el Lagrangiano de Maxwell es invariante bajo C.
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» Paridad: Bajo Paridad, A* se transforma como
At 7)) — At —1), At &) — —At,—1) | (2.24)
por lo que el Lagrangiano de Maxwell es invariante bajo C.

= [nversion Temporal: Bajo la Inversion Temporal, las componentes de
AH se transforman como

por lo que el Lagrangiano de Maxwell es invariante bajo 7.

s CP7T: Siendo invariante separadamente bajo las transformaciones dis-
cretas, el Lagrangiano de Maxwell también lo es bajo la transformacion
conjunta CP7T.

Ya contamos con los Lagrangianos para electrones y fotones libres. Procede-
mos ahora a incluir interacciones y construir el Lagrangiano de QED.

2.1.3. Lagrangiano de QED

Las interacciones de los electrones con el campo electromagnético, en
dimensiones arbitrarias del espacio-tiempo, se obtienen acoplando la densidad
de corriente con el campo electromagnético:

Line = —etpy" A, . (2.26)

Con estos ingredientes, el Lagrangiano de QED se construye de la siguiente
manera :

‘CQED = £Dirac + ‘CMax'well + ‘Cint
o 1 1
- ¢(2(ﬁ+Z€A>_m)¢_ZFqu# _2_5

Los dos primeros términos en la tultima expresién son invariantes bajo las
simetrias discretas y bajo las transformaciones de norma locales

Ay A+ 0,M@), o vexp{—ieA@)},  § — pexp{ieA(n)},
(2.28)
mientras que el ultimo término también es invariante bajo las simetrias dis-
cretas y fija la norma. La estructura de norma de QED es independiente del
nimero de dimensiones espacio-temporales. Por lo tanto, en la construccién
del Lagrangiano mas general de QEDj3 solo nos enfocaremos en las simetrias
discretas de cada término.

(9,AM)* . (2.27)
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2.2. Lagrangiano de QEDj;

Ahora vamos a restringir la dindmica de electrones y fotones a un plano,
QED3. En este caso construiremos el Lagrangiano més general posible. Debe-
mos enfatizar que la transformacion de Paridad en el plano es distinta a la del
espacio: Paridad en el plano corresponde a invertir sélo un eje espacial y no
ambos, porque esto seria equivalente a una rotacién del plano por un angulo
7 (Figura 2.1). El resto de las simetrias discretas heredan su estructura del
espacio al plano. Para satisfacer el dlgebra de Clifford {y#*,7"} = 2¢*" para

a) /v b) / Y
1 1 >
X X
paridad convencional paridad correcta

Figura 2.1: a) La paridad en el plano si heredamos la definicién convencional
de 3 dimensiones espaciales implica una rotacién por un angulo 7. b) La
definicion correcta de paridad en el plano consiste en invertir inicamente un
eje espacial.

n-dimensiones espacio-temporales, si CL(n) es el dlgebra compleja generada
por una base ortonormal {ej, e, ..., €,} € R™ tal que

e; = —1; eie; = —eje;, i F I

entonces la dim(CL(n)) = 2" y tenemos para n par e impar los siguientes
isomorfismos:

n = 2m = (CL(TL) = Mmezm((C) 5
n=2m + 1 = CL(TL) = Mgmxgm(C) D MQmXQm (C) s (229)
donde {M,«,(C)} es el grupo de matrices a x b con entradas complejas.
Asi que en (2+1) dimensiones, la ecuacién de Dirac puede ser construida con

matrices de 2 X 2, esto es, con n = 2 en (2.29), pero ademés tenemos dos rep-
resentaciones irreducibles inequivalentes en las cuales podemos trabajar [23].
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Entonces, las representaciones irreducibles pueden ser construidas utilizando
las matrices de Pauli. Podemos escogerlas de las siguientes formas:

= oy, =0y, v =ioy (2.30)

o= oy, A =io, V2 = —ioy . (2.31)
Si dos matrices son equivalentes, significa que, fisicamente, ambas tienen el
mismo contenido. Esto es, ambas matrices nos daran la misma informacion
del sistema, asi que podemos usar cualquiera de las dos y obtendremos los
mismos resultados. Cuando las representaciones son matematicamente ine-
quivalentes, no se puede obtener una a partir de transformaciones elementales
de la otra. Fisicamente esto quiere decir que la informacién que nos dan es di-
ferente. Ahora debemos estudiar las dos representaciones matriciales y cada
una nos dard diferente informacion del sistema. En materia condensada se
sabe que el grafeno involucra a dos tipos de fermiones de Dirac no masivos,
cada uno relacionado con una de estas representaciones.[24, 25]

2.2.1. Lagrangiano de Dirac “Heredado”

Supongamos que el Lagrangiano de QEDj3 es funcionalmente idéntico
a (2.2), i.e.,
L=v{igd—m), (2.32)
y consideremos la dimensionalidad mas baja para las matrices v*. En el plano
la dimensionalidad mas baja es 2 x 2, por lo que las matrices de Pauli pueden
representar a las matrices de Dirac. Existen dos representaciones irreducibles,
dadas en (2.30) y (2.31). Elijamos sélamente la primera representacién (2.30),
aunque la discucion es valida si elegimos cualquiera de ellas.

Simetrias

Consideremos ahora las simetrias de este Lagrangiano [23].

= Simetria Quiral: Se puede verificar que si heredamos la definicion de

v? = i7°y14? = I, no hay una definicién en esta representacién de la

transformacion quiral.
» Conjugacion de Carga: Bajo esta transformacion,
o = o

por lo que el Lagrangiano es invariante bajo C.
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» Paridad: Bajo una transformacién de paridad (¢, z,9)" — (¢, —z,y),
@EQ/JP - —@Ewa

por lo que el término de masa, y consecuentemente el Lagrangiano, no
son invariantes bajo P.

—

» Inversion Temporal: Bajo una inversiéon temporal (t,7)7 — (—t, 7),
@Z_J%UT - _@E@ba

por lo que el término de masa, y consecuentemente el Lagrangiano, no
son invariantes bajo 7, ver [26].

» CP7: El término de masa, que viola P y 7, es invariante bajo la
transformacion combinada P7 y por lo tanto CP7T.

Para restaurar las simetrias del Lagrangiano de Dirac en QED3, es necesario
considerar un campo fermidnico extra, como veremos enseguida.

2.2.2. Lagrangiano de Dirac “Extendido”

Existen en el plano dos representaciones irreducibles para las matrices
de Dirac [23], como vimos antes. Podemos entonces considerar un segundo
“tipo” de electrones, descritos en términos de la segunda representacién (2.31).
La diferencia entre las dos representaciones es solamente el signo de la ma-
triz +2, por lo que podemos tratar de escribir las dos representaciones solo en
términos de una de ellas. Si llamamos 14 al campo fermiénico de la primera
representacion y ¢g al de la segunda, la tinica diferencia que encontramos es
el signo de las masas para los dos campos. Asi, tenemos que el Lagrangiano
extendido es

ﬁDirac - 1/_)14 (Za - m) wA + 1/_13 (2@ + m) l/JB ; (233>

cuyas simetrias veremos a continuacion.

Simetrias

Las simetrias del Lagrangiano (2.33) son [23]:
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Simetria Quiral: Este Lagrangiano permite definir, en realidad, dos
tipos de transformaciones quirales:

Yo —Ya+ap , Yp— Yp— s y
Yo — Ya+iayp , Yp — Yp+iaa ,

donde « es un escalar. Estas transformaciones conducen, en el caso no
masivo, a las siguientes corrientes quirales conservadas:

3t = War"bp—vpy*a) vy Y = Wa Yty a) . (2.34)
Conjugacion de Carga: Bajo la operacién de Conjugacion de Carga,
Wa)° = e (a)" vy We)=eP(Wp), (2.35)
como era de esperarse. Este Lagrangiano es invariante bajo C.

Paridad: Bajo Paridad,

(W) — —ie Py 'y y  (Yp)” = —ie s, (2.36)

es decir, esta transformacién mezcla los espinores de ambas representa-
ciones. Este Lagrangiano es invariante bajo P.

Inversion Temporal: Bajo Inversion Temporal,
(¢A>C — eilm,yQ(&B)T y (wB)C _ eiwz,YQ(&A)T ’ (2'37>

es decir, esta transformacién mezcla los espinores de ambas representa-
ciones. Este Lagrangiano es invariante bajo 7.

CPT : Siendo invariante bajo las simetrias discretas por separado, tam-
bién lo es bajo CPT.

La idea de extender el Lagrangiano de Dirac e incluir dos campos fermiénicos
en la representacion irreducible tiene la gran ventaja de hacerlo invariante
bajo Paridad e Inversion Temporal, y ademas permite introducir dos tipos
de transformaciones quirales que en el caso no masivo son simetrias del La-
grangiano. Sin embargo, uno puede hacer mas compacta la notacién con-
siderando espinores de cuatro componentes con una representacion reducible
para las matrices de Dirac, como veremos enseguida.
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2.2.3. Lagrangiano de Dirac “Reducible”

Podemos fusionar los espinores de dos componentes trabajando con una
representacion reducible, 4 x 4, de las matrices de Dirac. En este caso, uno
puede trabajar con las matrices del caso de (3+1) dimensiones y trabajar con
el Lagrangiano (2.2). Sin embargo, debemos recordar que en el plano sélo 3
matrices de Dirac se necesitan para la dindmica. Es decir, “sobra” 73. Esto
implica que se pueden definir dos tipos de transformaciones quirales

h— ey oy -y (2.38)

lo que nos permite introducir dos tipos de masa para los fermiones

my v ml 2 6= madre, (2.39)

donde m, es llamada masa de Haldane [27]. Esto quiere decir que el La-
grangiano de Dirac “reducible” més general es

‘CDirac = ,JJ (Z@ — Me — moT) ,QZ} : (240)

Veamos las simetrias de este Lagrangiano, que son en esencia las de los térmi-
nos de masa.

Simetrias

Para estudiar las simetrias de los términos de masa en (2.40), nos referirémos
a ellos de la siguiente manera: al que acompana a la bilineal )1 lo llamaremos
“usual” y al que va con Y7 lo llamaremos “tau”.

» Simetria(s) Quiral(es): El término usual no es invariante bajo las trans-
formaciones Quirales (2.38), pero si lo es el término tau.

» Conjugacion de Carga: Hereda su estructura de (3+1) dimensiones.
Ambos términos de masa son invariantes bajo C.

= Paridad: El término usual es invariante bajo Paridad, mientras que el
término tau viola esta simetria [Apéndice BJ.

» [nversion Temporal: El término usual es invariante bajo 7', pero no el
término tau.
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s CP7: El término de masa usual es invariante bajo C, P y 7 separa-
damente, por lo que lo es también bajo CP7 . El término tau, por su
parte, es invariante bajo la transformacién conjunta P7, y por lo tanto
bajo CPT.

Es importante senalar las simetrias de los términos de masa de los La-
grangianos de Dirac heredado (2.32), extendido (2.33) y reducible (2.40), ya
que, particularmente los que violan Paridad e Inversién Temporal, inducen
modificaciones al Lagrangiano de Maxwell, pues inducen el llamado término
de Chern-Simons, y viceversa, como veremos a continuacion.

2.2.4. Lagrangiano de Maxwell

El Lagrangiano de Maxwell posee las mismas simetrias y estructura que
su contraparte en 4D. Sin embargo, como hemos visto, en (2+1)-dimensiones
existen términos de masa fermidénicos que violan Paridad e Inversion Tem-
poral, por lo que inducen en el Lagrangiano un término adicional, llamado
de Chern-Simons. Por su estructura topoldgica, esta modificacion amerita
ser tratada independientemente, asi que consideraremos que el Lagrangiano
de Maxwell queda intacto y estudiaremos separadamente el Lagrangiano de
Chern-Simons.

2.2.5. Lagrangiano de Chern-Simons

En (2+41), a diferencia de (3+1) dimensiones, las particulas pueden obe-
decer una estadistica fraccionaria, debido a que el espin en (2+1) dimensiones
difiere del espin en (341) dimensiones. Esto porque en (3+1) dimensiones, el
espin debe satisfacer el algebra del momento angular, que es no conmutativa:

[Si, S]] = iEiijk; i,j, k= 1, 2, 3.

Aqui, la cuantizacién del momento angular nos da dos tipos de particulas,
los bosones que tienen espin entero y que satisfacen la estadistica de Bose-
Einstein y los fermiones que tienen espin semi-entero y satisfacen la estadisti-
ca de Fermi-Dirac. En (24+1) dimensiones, el momento angular satisface un
algebra conmutativa, ya que sélo tenemos un generador, por ejemplo S3, que
obviamente conmuta con él mismo. Como resultado, no hay una cuantizacion
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del momento angular, lo que inmediatamente sugiere que en (2+1) dimen-
siones puede haber particulas con estadistica fraccionaria, cuya existencia se
ha demostrado. Vamos a ver qué significa tener estadistica fraccionaria.

Generalmente, el término estadistica cudntica se refiere a la fase que
adquiere una funcién de onda de muchas particulas, cuando dos de ellas
son intercambiadas. Pero si las particulas son estrictamente idénticas, hacer
una permutacién no nos dice nada fisicamente, ya que una configuracion da-
da y la obtenida al intercambiar las particulas son sélo dos caminos para
describir la misma configuracién de las particulas. De hecho, el término es-
tadistica cudntica se refiere a la fase que surge cuando dos particulas son
transportadas a las coordenadas de la otra adiabdticamente. En (3+1) di-
mensiones estas dos definiciones de estadistica cuantica coinciden. Pero esto
no sucede en (2+1) dimensiones, dando lugar a particulas que pueden generar
cualquier fase al ser intercambiadas adiabaticamente. Estas particulas son lla-
madas aniones [28], [29] y tienen la particularidad de que violan las simetrias
de paridad e inversién temporal.

En particular, cuando acoplamos electrones con fotones en el plano, de-
bido a que existen términos de masa para los electrones que violan Paridad
e Inversién Temporal, el Lagrangiano de Maxwell se modifica, generando un
término de Chern-Simons (TCS) [30]

0
Log = ZeWA“F”* : (2.41)

del cual especificaremos algunos aspectos relevantes y simetrias. Primera-
mente, consideremos electrodindmica pura en presencia del término de Chern-
Simons en (2+1) dimensiones

1 9
;C = —5 HVF“V + ZEHV)\FMVA)\.

La ecuacién de campo que se obtiene de este Lagrangiano es
v v vaf
8MF'M + 56 Fag = 0, (242)

la cual es invariante bajo transformaciones de norma A, — A, + d,A. Por
otro lado el Lagrangiano de Chern-Simons cambia como

5»CCS = gew,\a“AF”’\ s (243)
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por lo que no es el Lagrangiano sino la accion correspondiente la que es inva-
riante bajo estas transformaciones. La siguiente observacion es que el término
¥ tiene unidades de masa y la ecuacién de campo (2.42) puede ser escrita
como

1
(gmj + EEHVOCaa) *FV = 07

donde *F, = %emﬁF @8 o5 el tensor de intensidad de campo dual, el cual

en (2+41) dimensiones es un vector. Aplicando el operador (9677 — ing(sa&),

obtenemos
(O +p*) Fs =0,

por lo que cuando consideramos los fotones de Maxwell-Chern-Simons, i.e.,
fotones provenientes del Lagrangiano £ = Lyjqzwen + Los, éstos son masivos,
de masa 1, de modo que el TCS actia como un término de masa invariante
de norma para el fotén [26].

Finalmente, uno de los aspectos mas interesantes resulta de observar que
la accién de Chern-Simons,

SCS = /dg.TECS, (2.44)

donde
ECS = EijEiAj + GBAO,

es invariante bajo transformaciones de coordenadas generales. Dicho de otro
modo, no depende de la “métrica”, por lo que la teoria resultante es una
teoria de campos topoldgica. La invariancia de Lorentz de la accion se sigue
automaticamente de la invariancia de norma. Para ver esto, notemos que
la forma mas general del Lagrangiano de Maxwell invariante de norma en
electrodindmica clasica en (34+1) dimensiones es

L =E?+aB*
El pedir invariancia de Lorentz nos dice que a = —1. Por otro lado, en (2+1)
dimensiones, el pedir invariancia de Sgg bajo transformaciones de norma,
fija a, lo cual también es autométicamente invariante de Lorentz.

Simetrias

El Lagrangiano de Chern-Simons (2.41) posee las siguientes propiedades
de transformacion bajo las simetrias discretas :
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s Conjugacion de Carga: Este término es invariante bajo C.

Paridad: E1 TCS viola P.

Inversion Temporal: E1 TCS viola 7.

CPT : Al igual que los términos de masa fermiénicos que violan P y
T, el TCS es invariante bajo la transformacion conjunta P7 y por lo
tanto bajo CTP.

Este TCS se genera dinamicamente bajo ciertas condiciones, las cuales estu-
diaremos ahora para construir el Lagrangiano mas general de QED3.

2.2.6. Lagrangiano(s) de QED;

Para escribir el Lagrangiano mas general de QED3, debemos partir de
su predecesor tetradimensional (2.27). Sin embargo, debemos notar que en
el plano se genera un TCS cuando los fotones de Maxwell se acoplan con
fermiones de Dirac con un término de masa que viole Py 7, de acuerdo con
el Teorema de Coleman-Hill [31]. El enunciado inverso también es cierto: Si
consideramos fermiones inicialmente no masivos y los acoplamos con fotones
de Maxwell-Chern-Simons, los fermiones adquiriran un término de masa que
viola Py 7, ver [32]. Este juego entre fermiones y fotones masivos se puede
representar de la siguiente manera:

mP 7 = 9P 7. (2.45)

Entonces, para escribir el Lagrangiano més general de QED3, ya que
los Lagrangianos de Maxwell y de Interacciones son los mismo que en 4D,
debemos considerar tres casos:

» Caso I: Para el Lagrangiano de Dirac Heredado tenemos

— 1
ﬁgEDg = Y (i(J+ieA) —m)y — ZFWFW 1 (@A“)z

2€
+§eWAA“F”A : (2.46)

En este caso el término de masa y el TCS se inducen mutuamente.
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» Caso II: Para el Lagrangiano de Dirac Extendido tenemos

LEpp, = Ya(i(@+ieA) —m)a+ g (i(P+ieA) +m)ip

1 1
—~F,, F" — % (9, A" . (2.47)

4
En este caso no hay TCS, pues los signos de las masas cancelan entre
si cualquier contribucion.

» Caso III: Para el Lagrangiano de Dirac Reducible tenemos

- _ 1 L1
‘CSED;), - d} (Z(ﬁ + ZeA) — Me — moT) w - Z /WFM - i (8/LAM)2
—|—§EW,\A“F”>‘ . (2.48)

Aqui m, y el TCS se inducen mutuamente.

Observemos que estos tres Lagrangianos son invariantes ante CP7, por lo
tanto fisicamente relevantes. Asi que calcularemos el condensado y la corri-
ente fermiénica tomando en cuenta cada Lagrangiano.

2.3. Modelo de Schwinger

El modelo de Schwinger es el modelo de la electrodindmica cuantica en
(14+1) dimensiones. En este caso, dada la paridad de la dimensién, la es-
tructura y simetrias del Lagrangiano son similares a las de QED,. En (1+1)
dimensiones, la dimensionalidad minima para las matrices de Dirac es 2 x 2
como nos dice la ecuacién (2.29). En esta parte, trabajaremos en un espa-
cio de Minkowski (141) dimensional con métrica ¢" = g¢,, = diag(1,—1)
en unidades naturales. Para construir la ecuacion de Dirac en el llamado
modelo masivo de Schwinger [4], sélo dos matrices 7 estan involucradas. Las
definiremos también en términos de las matrices de Pauli de la siguiente
forma

Yo =o' 1 = —io? (2.49)
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y se suele definir convenientemente la matriz

Y5 = Y071 = 001

En este espacio, sélo tenemos una componente independiente del tensor elec-
tromagnético F),,, correspondiente a un campo eléctrico en la direccion de la
Unica direccion espacial. Entonces podemos construir a este campo, definien-
do A, = (W(z),0). Ademas, en este caso no tenemos una segunda repre-
sentacién inequivalente.

El modelo de Schwinger ha sido utilizado como modelo para polimeros
tales como el poliacetileno. Ademas exhibe rompimiento espontaneo de si-
metria U(1), debido al condensado quiral de los instantones. El fotén en este
modelo se vuelve una particula masiva a bajas temperaturas. Este modelo
exhibe confinamiento de los fermiones y puede ser resuelto exactamente por
lo que es usado como modelo de juguete para estudiar algunos aspectos otras
teorfas mas complejas como cromodindmica cudntica (QCD). Un argumento
para ver esto, es que clasicamente el potencial entre dos particulas cargadas
en (1+1) dimensiones es lineal, mientras que en (3+1) dimensiones va como
1/r. En el siguiente capitulo veremos como las soluciones a la ecuacién de
Dirac en la teorias estudiadas aqui en presencia de campos electromagnéticos
externos, pueden ser entendidas en términos de mecanica cuantica super-

simétrica (SUSY-QM).
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Capitulo 3

Fermiones en Campos Externos
y Mecanica Cuantica
Supersimétrica

3.1. Factorizacion del Hamiltoniano

En este capitulo veremos una forma de factorizar el Hamiltoniano de
la ecuacién de Schrédinger en términos de ciertos operadores de creacién y
aniquilacién A y A', que utilizaremos més adelante para encontrar la relaciéon
entre las soluciones en campos externos a la ecuaciéon de Dirac con diferente
proyeccion de espin. Este método también es la base de mecanica cuantica
supersimétrica no relativista. En este capitulo seguiremos muy de cerca el
trabajo desarrollado en la Referencia [33].

Para empezar, comencemos con el Hamiltoniano de una particula en pres-
encia de un potencial Vi (x),

d2

H ="
! da?

+ Vi(z)

en unidades de h = 2m = 1. Es claro que las eigenfunciones para el potencial
Viy V{ = Vi+¢, con ¢ una constante, son las mismas y que las eigenenergias
cambiardn por el valor ¢, asi que, sin pérdida de generalidad, podemos escoger
la energia del estado base 9, igual a cero, Fy = 0. Normalmente no aprecimos
que si conocemos el estado base, entonces podemos reconstruir el potencial
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salvo una constante

d2 "
O V) =0 > Vile) = wzég

Es facil factorizar el Hamiltoniano como H = A'A, como cuando se estudia
el oscilador armoénico en términos de operadores de creacion y aniquilacién.
En el caso general,

d d
S [
A o T W(x), A s W(x).

Entonces,
Vi(a) = W2(z) = W'(x), (3.1)

que es una ecuacién de Riccati. La cantidad W (x) es conocida como el super-
potencial en mecanica cudntica supersimétrica (SUSY-QM) [33]. La condicién
Hivy = ATA = 0 se satisface automaticamente si imponemos Aty = 0, de

donde
_Yp(@)
Yo(z)

El razonamiento en sentido opuesto también vale, si conocemos W (z), pode-
mos encontrar el estado base

W(z) =

Ay =0 = NS Nexp( — /W(y)dy)

Ahora, definimos un nuevo Hamiltoniano como

d2
con
Vo = W2(x) + W'(z) (3.2)

los potenciales V; y V5 son conocidos como los potenciales companeros su-
persimétricos y las eigenenergias, las funciones de onda y las matrices de

dispersiéon de Vj y V5, estan relacionadas. La ecuacién de Schrodinger para
Hy es

Hypl) = ATAYS) = BNy, (3.3)
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que implica

Hy(Au)) = AATAGD = BN (Ag[D). (3-4)
Anélogamente, para Hy tenemos
Hypy?) = AATWD = By, (3.5)
que implica
Hy (ATg)) = ATAATQ) = EP (AT D). (3.6)

Entonce, salvo una constante de normalizacién, (A@Z)g)) es eigenfunciéon de Ho
y (AT@D?(@Q)) lo es de Hy. Notemos que las eigenenergias son positivas definidas
(ES™ > 0), pues

B = (o] ATAY) = (P ?) > 0

v de manera similar E” > 0. Ahora, de las ecuaciones (3.3)-(3.6) y del
hecho que hicimos Eél) = 0, las eigenfunciones de H; y H, normalizadas y
las eigenenergias correspondientes, tiene las siguientes relaciones

E7(12) = Eﬂp E((Jl):0>
@ = [ESL7V2A00)
i) = [BP)2Aly®),

por lo que si conocemos las eigenfunciones de H;, podemos determinar las
eigenfunciones de H, y viceversa. Ademas, el operador A no sélo convierte
eigenfunciones de H; en eigenfunciones de H, con la misma energia, sino que
también destruye un nodo extra en la eigenfuncion. De la misma manera, el
operador A convierte eigenfunciones de H, en eigenfunciones de H; con la
misma energia y crea un nodo extra en la eigenfuncién. Estas propiedades
son particularmente explotadas en el problema del oscilador arménico, donde
Vise(r) ~ 22, de donde W,e.(z) ~ z, por lo que el mismo V. es su propio po-
tencial asociado supersimétrico y entonces, los operadores A y AT destruyen y
crean todos los eigenestados. Podemos entender la degeneracion en el espec-
tro de Hy y Hs de las propiedades del dlgebra SUSY. Primero construyamos
el Hamiltoniano SUSY como

([ H 0
H‘(o Hz)'
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Este Hamiltoniano matricial, es parte de un algebra cerrada, la cual con-
tiene operadores bosénicos y fermidnicos con relaciones de conmutacion y
anticonmutacion. Si consideramos los operadores

0 0 0 Af
=(50) @=(00);

las siguientes relaciones describen la superdlgebra cerrada si(1/1)

[H,Q] = [H,Q" =0,

{Q.Q"Y=H, {QQ}={Q"Q"}=0
El hecho de que las supercargas @ v Q' conmuten con H, es responsable
de la degeneracién del espectro de Hy v Hs. Los operadores Q y Qf pueden
ser interpretados como operadores que cambian grados de libertad bosénicos
en fermiénicos y viceversa. La forma m&s comun de clasificar las dlgebras

SUSY-QM, es contando el nimero de anticonmutadores de los generadores
Hermitianos Q;,7 = 1,2, ..., N. Un algebra SUSY-N, es tal que

9 N
{Qi7Qj}:H6ij; Qi:Ql‘Lv [HaQi]:O; H_N;Q?'

Cuando N = 2M, podemos definir las supercargas
0, = (Q2i—1 + 102
i \/§ .
La SUSY usual es con N = 2, con

0= Q1+Z’Q2'

V2

Como veremos en la siguiente seccion, las soluciones a la ecuaciéon de Dirac
con espin arriba y abajo, las obtendremos en términos de potenciales super-
simétricos.

3.2. Particulas en Campos Electromagnéticos
y Supersimetria

Para discutir supersimetria en campos electromagnéticos, es til intro-
ducir los operadores de ascenso y descenso

oy = 5 (o1 £ioy).
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Consideremos primero el caso de un electrén no relativista con representacion
de espin en términos de las matrices de Pauli ¢ = 25 en un campo magnético
B de direccién arbitraria y con razén giromagnética g = 2. El Hamiltoniano
de Pauli para este problema explicitamente es (en unidades A = ¢ = 2m = 1)

H=(j+eA)?+eB-d. (3.7)

Este Hamiltoniano tiene una supersimetria simple N = 1 si introducimos
una supercarga autoadjunta:

Q1= —(7+ed) - 5. (3.8)

Con esta, podemos escribir el Hamiltoniano de Pauli (3.7) como

H = 2@% = {Ql?@l}?

y claramente
[H, Ql] — 0

Cuando el campo magnético es perpendicular al movimiento de los electrones,
podemos introducir una supersimetria con N = 2, lo cual relaciona este
problema con el de SUSY-QM en una dimension. La forma maés simétrica de
hacer esto, es introduciendo la supercarga compleja

Q = 2[(ps + eAs) —i(p, + eAy)|oy = Aoy,
lo cual obedece el superalgebra

Q2 =0 , {Qa QT} = Hp

donde Hp denota el Hamiltoniano de Pauli para el caso especial de un campo
magnético B = B3z perpendicular al movimiento de los electrones, i.e.

2

HP = Z(pz + €Ai)2 + 6330'3. (39)

i=1

La supersimetria entonces garantiza que todas las eigenenergias positivas de
Hp estan degeneradas por el espin. Estos eigenestados degenerados estan
conectados por los operadores @ y Q. Los Hamiltonianos que actdan en los
dos subespacios de espin arriba y abajo son AAT y ATA respectivamente.
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Existen otras formas de escribir esta superdlgebra. Por ejemplo intro-
duciendo las supercargas:

Q = %(Ql +iQ?),
Q' = Sl 0yttt o]
Q° = %[(pm +eA,)or + (py + eA,)os].
que satisfacen
{Q*,Q"} = Hps*, [Hp,Q]=0, ab=12.

El Hamiltoniano (3.9) tiene una simetria O(2) x O(2) que vienen de o3 y una
simetria O(2) de rotacién en el plano A' — A% Podemos resolver potenciales
de manera mas sencilla si escogemos alguna componente A; = 0 y la otra
como funcion de la variable opuesta, i.e.

Am(x; y) - 07 Ay(x7y) - W(y)
tal que
dW (zx)
dx

Entonces la ecuaciéon de Pauli se vuelve

B, =

Hp = (p, + W(z))*> + p2 — W'(z)os.
Ya que Hp no depende de y, podemos escribir las eigenfunciones 1Z como
Y(x,y) = eMp(a),

donde £ es el eigenvalor del operador p, y la ecuacién de Schrodinger para
¥ (x) toma la forma

(W @)+ R = W) | v@) = BV

donde 0 = +1 es el eigenvalor del operador o3. Entonces, hemos reducido el
problema al de SUSY en una dimensién con superpotencial W (zx) + k.
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Ahora consideremos el mismo problema en la norma simétrica. Escogemos

Az = chf(p>’ Ay = _wcxf(p)7

donde p? = 22+4? y w, es una constante. El correspondiente campo magnético
B. esta dado por

B.(z,y) = 0,4y — 0yAs = —2wef(p) — wepf' (p)-
En este caso, el Hamiltoniano de Pauli toma la forma
He— (L D) b = 2t L — (f + o)
=—|—-—=4+—-— w — 2w — (2w w o
dx2 dy2 P c z c cP 3

donde L, es la componente z del operador de momento angular orbital. Clara-
mente el correspondiente problema de Schrodinger puede ser resuelto en co-
ordenadas cilindricas (p, ¢). En este caso, la eigenfuncién v (p, ¢) puede ser
construida como

U(p, ¢) = R(p)e™/\/p,

donde m = 0,+1,+2, ... es el eigenvalor de L.. En este caso, la ecuacién de
Schrodinger para R(p) toma la forma

d2 9 9 42 , m2 — 1/4
_d_,OQ +w,p f — 2wcfm - (2wcf "‘chf (p))a + T R(p) = ER(p>

3.3. Electrones Relativistas y SUSY

Ahora pasemos al caso de electrones relativistas en presencia de un campo
externo. Para muchos campos externos, el Hamiltoniano de Dirac puede ser

puesto en la forma
M t
oy = ( o _CJQW_ ) , (3.10)

con las relaciones
QT]\/L = M+QT; QM. = M_Q.

Cuando estas relaciones son validas, el Hamiltoniano de Dirac al cuadrado
puede ser diagonalizado en la forma

s [ QTQ+ M3 0
Hp = 0 QQT+ M? )’
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y el Hamiltoniano de Dirac puede ser diagonalizado en la forma

g VeQ+M: 0
b 0 —/QQT+ M2 -
Primero consideremos el problema de la ecuacién de Dirac en (141) dimen-
siones, con un potencial escalar ¢(x). Entonces el Hamiltoniano se obtiene

por sustituir
m—m+ ¢(x) = O(x)

La ecuacién de Dirac covariante se vuelve

lo cual en forma no covariante corresponde a

Z% = Hi(z,t),

con

H=oa p+pd(z).

escogiendo una representacién “supersimétrica’ para las matrices o y (3,

OO'Z' . . 0 —2
O‘i:(ai 0)’ ﬂ_(i 0>’

este Hamiltoniano puede ser puesto en la forma (3.10) con
Q=p-o+i®; M, =M =0,

y ahora podemos obtener el espectro del Hamiltoniano del espectro de los
operadores

QIQ=-V>4+d*+0-V,
QQt = -V24+ 92— 0. VO.

Entonces, si estamos en (1+1) dimensiones o tenemos un potencial que solo
es funcién de una variable, el problema se reduce a resolver potenciales en
mecanica cuantica en una dimension.

Al tener un electréon en un campo electromagnético externo, tenemos
un término de interaccién en el Hamiltoniano H; = 9y A,1. En forma
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no covariante, si tenemos un campo magnético puro (4y = 0,4 = A(7r)),
podemos escribir

-,

Hp=a-(p+A)+pm,

que podemos poner en la forma (3.10) si hacemos
Q=Q =5 -(pF+A); Mi=m

Esta carga Q (salvo un factor de 1/v/2) es la supercarga del Hamiltoniano
de Pauli (ecuacién (3.8)) y el Hamiltoniano al cuadrado tiene la forma

s [ QIQ+m? 0
HD - 0 QQT +m2 )

el cual, salvo un cambio en el valor de la energa debido a la masa m, tiene
en la diagonal dos copias del Hamiltoniano de Pauli. Entonces cuando re-
solvemos el Hamiltoniano de Pauli en un campo magnético externo, también
determinamos las soluciones al correspondiente problema de Dirac. En el
siguiente capitulo, veremos explicitamente las soluciones a la ecuacién de
Dirac en bajas dimensiones en sus representaciones irreducibles.
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Capitulo 4

Método de Ritus en Bajas
Dimensiones

En este capitulo y el siguiente, veremos como incorporar los efectos de
un campo electromagnético externo de perfil espacial arbitrario en el propa-
gador fermionico por medio del método de Ritus. Nos enfocaremos a un
campo magnético perpendicular al plano en (2+1) dimensiones. Aunque esto
puede parecer una simplificacién, en realidad, solo existen tres componentes
independientes del tensor de esfuerzos electromagnético. Estas corresponden
a un campo magnético perpendicular al plano y dos campos eléctricos a lo
largo de las dos direcciones del espacio. Para una configuracion particular
de campo eléctrico en una direccién, podemos rotar nuestros ejes para tener
s6lo una componente de campo eléctrico. De esta forma, es facil probar que
s6lo existen dos casos diferentes, |E| > |B| y |E| < |B|. Para el primero,
siempre existe un boost mediante el cual, la configuracion es equivalente a
tener sélo campo electrico. Se puede demostrar que un campo eléctrico no
cataliza la formacion del condendado fermidnico. Para la segunda configu-
raciéon de campo, siempre existe un boost mediante el cual tendremos sélo
campo magnético, el cual favorece la formacién del condensado fermidénico.
Nosotros consideraremos campos estaticos cuyos perfiles varian en una direc-
cién espacial. Ademas de que una descripcién de los fendmenos en presencia
de campos externos arbitrarios es mas completa, esperamos que este trabajo
sirva para entender los efectos de campos que permean el espacio de man-
era no uniforme, por ejemplo, en la formacién del condensado fermiénico en
QCD, donde se ha propuesto que dicho condensado sélo se forma dentro del
hadrén, y no en todo el espacio [34].
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4.1. El Propagador de Dirac Libre

Empecemos con la ecuacion de Dirac para electrones libres

(70— m)b(a) = 0, (4.1)
donde las matrices «* satisfacen el dlgebra de Cliffor {y*,7"} = 2¢" vy
g = diag(1,—1, ..., —1), dependiendo del niimero d de dimensiones espacio-

temporales consideradas. Con el fin de resolver esta ecuacion, se introduce
la funciéon de Green o propagador de esta ecuaciéon de onda. Los propa-
gadores son importantes porque permiten tener una descripcion visual de
los procesos de interaccion, de los cuales deseamos calcular varias cantidades
dindmicas, como las tasas de decaimiento, las secciones transversales de dis-
persion, etcétera. En los problemas de dispersién, por ejemplo, se considera
un paquete de ondas que en el pasado remoto representa una particula que
se aproxima a una potencial y nos preguntamos como la onda se vera en
el futuro remoto, después de la interaccién con el potencial. Supongamos
que conocemos la funcién de onda ¥ (x,t) en un momento dado t. En este
instante, cada punto del espacio x puede ser visto como una fuente de on-
das esféricas propagandose hacia el exterior, de tal manera que la intensidad
de la amplitud de la onda que llega a punto ' en un momento posterior
t" serd proporcional a la amplitud original de onda ¥ (z,t). Si denotamos la
constante de proporcionalidad por iG(z',t'; x,t), la onda total que llega en
el punto z’ en el tiempo t' sera

W ) = i / Pz Gl sz, (. t).

Aqui, G(2',t';z,t) es precisamente la funcién de Green o propagador. Asi,
el conocimiento de la funcion de Green nos permite construir el estado fisico
que evoluciona en el tiempo a partir de cualquier estado inicial dado. En
una teoria sin interaccién, el propagador se conoce como el propagador libre,
Gy(2',t';x,t). Sin embargo, si un potencial V(xy,t1) se enciende en un in-
stante ¢, en el punto 1, entonces la funciéon de onda y el propagador seran
modificados como

W) = () + / By Gt OV (21, 60y (, ) AL
G, tx,t) = Gyl t'z,t)+
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/dgl‘l Gf(l‘,,t,;I’l,t1>V(l‘1,t1)Gf(I1,t1;I,t)At, (42)

donde el primer término en la ultima expresion representa la propagacion de
una particula libre de (z,t) a (2/,t') y en el segundo término representa la
propagacion libre de (z,t) a (x1, 1), seguido por una dispersién en (x1,t1), y
la propagacién libre de (x1,t1), a (2/,t').

Con el fin de encontrar la funcién de Green Gr(x,2’) para la ecuacién de
Dirac (4.1), consideramos

(iy- 0 —m)Gp(x,2') = 6(x — ).

Dado que la funcién de Green es invariante ante traslaciones, Gp(z,z’') =
Gr(xz — '), podemos encontrar su representacién en el espacio de momentos
a través de su transformada de Fourier, Sr(p), definido como

d
(o) = [ o 7S

donde el asterisco denota conjugaciéon compleja. Al actuar con el operador
de Dirac sobre Gg(x, '), tenemos que
. / . ddp —ip-x —ip-z\*
(iy-0—m)Gp(z,2') = (iy-0—m) We PeSp(p)(e™™™)

d
— / (ZW]))deip-:v(’Y - p—m)Sp(p)(e ")

ddp —ip-x(  —ip-x’\*
- [ e

donde en la ultima linea se ha usado la representacién de la funcién § en
d-dimensiones en términos de ondas planas. Por lo tanto, vemos que

1

S = —
#(p) N p—m

Este es el propagador de electrones libres en el espacio de momentos, ade-
cuado para los calculos en electrodinamica cuantica. Sin embargo, cuando se
pierde la isotropia, las particulas dejan de ser descritas por ondas planas y
sus propagadores correspondientes tienen una forma mas complicada en la
base de eigenestados de momento. Un ejemplo de tales sistemas es un gas de
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electrones sometidos a un intenso campo magnético en una direccion fija. El
problema cuantico para este sistema, conocido como el problema de Landau
[35], revela interesantes caracteristicas de la dindmica de los electrones en el
campo magnético externo. Por un lado, la fuerza de Lorentz hace una clara
separacion entre las componentes paralelas (libres) y transversales (dindmi-
cas) de las trayectorias de los electrones con respecto a las lineas de campo.
Por otra parte, en el plano transversal, las trayectorias estan confinadas. En
tal caso, los niveles de energia, llamados niveles de Landau, desarrollan un
espectro discreto. En la siguiente seccién se considera el movimiento de los
electrones en campos elecromagnéticos y usaremos un método similar para
al presentado aqui para encontrar el propagador en este caso.

4.2. El Propagador de Dirac en Campos Ex-
ternos

A continuacién emplearemos el método de Ritus para incorporar los efec-
tos de campos electromagnéticos externos en las funciones de Green. La idea
del método es encontrar las soluciones de la ecuacion de Dirac en presencia
de campos externos en términos de las eigenfunciones del operador

(v H)2Ep = p2Ep=

donde [E, son las eigenfunciones de Ritus. Consideremos un espacio de Minkows-
ki (2+1) dimensional espacio-tiempo con métrica ¢g"¥ = diag(l,—1,—1) y
usaremos unidades naturales A = ¢ = 1, donde ¢ es la “velocidad planar de la
luz” (velocidad de Fermi). En el grafeno por ejemplo, que es unos dos ordenes
de magnitud menor que ¢ [36], [37].

En QEDs3, en la representacion ireducible, podemos elegir las matrices v*
como:

70 = o3, ’yl =io!, ~%*=+tio®

Tomaremos primero 2 = io2. Es facil corroborar que estas matrices satis-
facen 4" = g — ik con vy = gt

En un campo electromagnético de fondo, la ecuacién de Dirac toma la
forma

(v-II—=m)¥ =0.

Consideremos, para claridad del método, un campo magnético que apunta
perpendicularmente al plano de movimiento de los electrones, de tal manera
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que, trabajando en una norma de tipo Landau, A, = (0,0, W (x)), donde
W (z) es una funcién tal que W'(z) = 0, W (x) define el perfil del campo.
Como antes, estamos interesados en la solucién de la ecuacién (4.2), a través
de método de Green. En presencia de un campo electromagnético externo, la
funcién de Green G(x,x') satisface

((y-II) —=m)G(z,2") = 0(x — ).

Ya que (-II) no conmuta con el operador del momento, ni la funcién de onda,
ni G(z, ") pueden ser expandidos en ondas planas y esto no permite tener
un propagador diagonal en el espacio de momentos. Para resolver este prob-
lema, el punto crucial es comprender que la funcién de Green debe ser una
combinacion de todas las estructuras escalares obtenidas mediante la con-
traccion de las matrices v, el momento canénico II, y el tensor de esfuerzos
electromagnéticos F),, = [II,,,11,]/e = 0,A, — 0, A, que son compatibles con
la simetria de Lorentz, la invariancia de norma y la conjugacion de carga de
la electrodindmica cuantica. En nuestras convenciones, tenemos que

G(z,2") = G(y,I1*, 0" F,,, (F*11,)?),
donde o, = [V, 7]/2 ¥y Fu = %EWQFW es el tensor de esfuerzos dual, que
en (241) dimensiones es simplemente un vector. La observacion clave es que
todas estas estructuras conmutan con (v - IT)2, esto es

(v T02, (v - ID)] = [(y - D%, 0™ F ] = [(y - TD?, (F¥11,)%) = 0,
relaciones que son féciles de probar. Como consecuencia, tenemos que
[(fy : H)27 G(flf, x,)] =0.

Este es el punto principal en el método de Ritus, ya que sabemos que los op-
eradores que conmutan tiene eigenfunciones simultaneas. Para nuestro prob-
lema particular, esto nos permite expandir la funcién de Green G(z,2’) en
la base de las eigenfunciones de (v - IT)%2. Ademds, si hacemos una transfor-
macién de semejanza en la cual (7 - IT)? adquiera una forma diagonal en el
espacio de momentos, entonces la misma transformacion hace que la funcién
de Green sea diagonal. Esto es valido en general por lo que el método Ritus
se puede aplicar para obtener el propagador de particulas cargadas escalares
[38] y vectoriales [39] de manera similar.
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La transformacién de semejanza que hace (v - I1)? diagonal en el espacio
de momentos es tal que

E;" (v - T)’E, = pL (4.3)

P
donde E, es la matriz de transformacion, I es la matriz unidad y p* es un
numero real. Por lo tanto, al aplicar las funciones [, al propagador, éste se
volvera diagonal en el espacio de momentos.

4.3. EIl Propagador del Electron en Campos
Magnéticos

Es importante notar que para el caso fermionico, el operador de espin
se encuentra en términos de las matrices 7* y entonces las funciones E,
heredan su forma de matricial, pero diferentes particulas cargadas, el oper-
ador de espin tiene diferente forma. Por ejemplo, para las particulas escalares,
las funciones E, son simplemente escalares [38], mientras que en el caso de
los bosones de norma cargados, la estructura del espin estd inmersa en un
tensor de Lorentz, y por lo tanto las funciones E, también satisfacen una
estructura tensorial de Lorentz [39]. Nuestra tarea ahora es estudiar la es-
tructura de las matrices E, para el caso de los fermiones de Dirac en (2
+1)-dimensiones. Para esto tomamos un campo magnético de perfil espacial
arbitrario en direccién 2. Entonces podemos escribir A* = (0,0, W (x)) y
tenemos que B=W (z)Z. Empezaremos usando la primera representacién
irreducible de matrices v, Ec. (2.30). La transformacién de semejanza (4.3)
puede escribirse como

(v-I)’E, = p°E, ,

que es una ecuacién de eigenvalores para las eigenfunciones de Ritus E,.
Explicitamente, tenemos que

(v T = ATLAYTL = (0] + {2 D) ([, L) + {11, L, })

4
1 .
- Z(h“» 7¥] + QQW)(ZQFW + {Hua IL,}) =
1
= I+ ~[v*,9"])ieF,, .

4

Entonces tenemos que resolver

e
(v~ H)Q]Ep = (H2 T §UHVFW>EP = p2Ep'
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Como en nuestro caso A* = (0,0, W (z)), la ultima ecuacién se reduce a

(v-M)’E, = (0*+ ec'?Fpy)E,.
(IT; — 1} — 113 + ea®W'(z))E,. (4.4)

Ahora, definamos el operador de Pauli como:
= —(y-M)?+ 1 =11 + 115 — eW/(2)0”.
Es claro que se cumple:

[’7 . H, Zat] =0 = i@tEp = pOEp ,
[vy-1I,—i0,] =0 = —ig,E, =pE,,
['y . H,H] =0 = 'HEP = k:Ep , (4.5)

donde pg, p2 y k son los eigenvalores II,, —i0, y H respectivamente. Con
estos eigenvalores etiquetaremos las soluciones de la ecuacion de Dirac en un
campo de fondo. Ademas, del dltimo operador, obtenemos

HE, = (_('Y : H)2 +p(2))Ep = kE,

de donde
(g — k) = 1",

relacion que nos sera util posteriormente. Sustituyendo H en la ecuacion
(4.4), obtenemos
(I3 — 113 + ed®F}5)E, = —kE,

o bien
(02 — (—i0, — eW(2))* + ea®W'(2))E, = —kE,. (4.6)

Los dos primeros términos del lado izquierdo de la ecuacién acttian en los
grados de libertad orbitales de las eigenfunciones [E,, mientras que el ultimo
término actia sélo en sus grados de libertad de espin [Apéndice C]. Entonces
podemos construir las eigenfunciones de Ritus en término de los vectores
columna

E,, = Ep.(2)ws, (4.7)

p7o—
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donde w, son las eigenfunciones de o3, con eigenvalor o = %1, es decir

Ep(2) = (Ep1 Epo1) = ( Ep’(l)(z) Ep,_ol(z)) . (4.8)

Aqui p representa a los eigenvalores (pg,p2, k) v z a las variables (t,z,vy).
Introduciendo la dependencia en t y y dada por (4.5), tenemos que

E,,(2) = Nye ‘Wt=r2)p (1), (4.9)

con N, una constante de normalizacién. Sustituyendo el ansatz (4.7) y (4.9)
en la ecuacién (4.6), encontramos la ecuacién para Fy,, ,(x), que contiene
toda la dependencia en x:

(02 — (—=p2 + eW(2))* + ecW(2)] Flopy.o (7)) = —kFpopy.o (), (4.10)

que es el Hamiltoniano de Pauli con masa m = 1/2 y factor giromagnético
g = 2y es supersimétrica en el sentido de mecédnica cuantica (SUSY-QM)
[33]. Aqui, W(x) = eW — py es el superpotencial de las ecuaciones (3.1) y
(3.2). Siendo una base completa ortogonal, las funciones E,(z) satisfacen

[ 4B IE) = 36 - ),
/dpEp(z)I_Ep(z') =0(z —2), (4.11)

donde E,(z) = 7°El(2)7" e I es la matriz identidad de 2 x 2. Ahora, con-
struyamos las soluciones a la ecuacién de Dirac en presencia del campo
magnético externo,

(v-II—=m)¥ =0.

Para esto, usaremos el tri-momento
]5: (p0707\/E)7 ]52:]3(2)_]{':292, (412>

que desempena un papel importante en el método que estamos usando. Su
definicién incluye los niimeros cuanticos dindmicos pg y k, pero no ps, que fija
el origen de la coordenada x. Esto significa que en el método Ritus, el propa-
gador esta escrito solo en términos de los valores propios de los operadores
dindmicos que conmutan con (v - IT). Notemos que por la segunda expresién
que satisface p en (4.12), se define através de la relacion

(v - IDEy(2) = Ep(2)(7 - P) (4.13)
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Podemos probar esta relacion escribiéndola en forma matricial,
i@tEpJ D,Ep7,1 _ pOEp,l _\/EEp,l
D E,, —i0E, \/EEp,—l —poEp_1 )’
con

Dy = —8, £ (—id, — eW). (4.14)

De las propiedades de las funciones E,, Ec. (4.5), vemos que esto es cierto
para las componentes de la diagonal; las componentes fuera de la diagonal
nos lleva al sistema de ecuaciones

D E, , = —VkE,, (4.15)
D.E,, = VkE, .. (4.16)

si aplicamos el operador del lado izquierdo de la ecuacién (4.15) a la ecuacién
(4.16), obtenemos
D_D.E,, = D VkE,_,
(02 + O, W — eWd, — (—id, —eW)?*| E,1 = —kE,;
(02 +eW' — (=i0, —eW)?| B,y = —kE,;
lo cual es la ecuacién que satisface E,;, ecuacién (4.10). Andlogamente, si

aplicamos el operador que esta del lado izquierdo en la ecuacién (4.16) a la
ecuacién (4.15), obtenemos

(02 — eW' + (—i0, — eW)*| E,_1 = —kE, _1,

con lo cual queda demostrada la proposicién (4.13). Con ayuda de esta
relacién, proponemos la solucién a la ecuacién de Dirac como ¥ = E,(2)ug,
donde uj; satisface

(I, = m) Ep(2)up = Ep(2) (/P — m) up = 0, (4.17)

es decir una ecuaciéon de Dirac libre. En la representacién que estamos usando
para las matrices 7’s, u; satisface

(" ity ) =0
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donde el supraindice A etiqueta a la representacién utilizada. Sea ul =

D
(u1,us), entonces tenemos:

(po — m)uy — Vkuy =0
\/Eul - (po + m)u2 =0.

Asi que, salvo una constante de normalizacién, las soluciones son

1 Vi

A A

u1(71) = ( vk ) ) UESQ) = ( poim > )
po+m

y las soluciones a la ecuacién de Dirac son:

Epq
‘Illepug):< Vi 1)»

pot+m P
__Vk
U, = Euly = ( ij—mlEpvl ) . (4.18)
-

Notemos que u; es simplemente un espinor libre que describe a un electrén
con momento p (4.17) para las soluciones a la ecuacién de Dirac. La informa-
cién concerniente a la interaccién con el campo magnético de fondo ha sido
factorizada en las funciones E,,.

El vector p, también nos sirve para encontrar el propagador del fermién en
presencia del campo externo através del método de Green, donde esta con-
tenida la informacién sobre la evolucion espacio-temporal del fermién en
presencia de un campo magnético. Para hallarlo, tenemos que resolver la
ecuacion de Dirac para la funcién de Green

(v-MT=m)G(z,2) = 6(z = 2) ,

y sabemos que
[ EpE 28, =8 - )

Entonces, si definimos

Gz, ) = / DB, (2)S (D) By (),
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y aplicamos el operador de Dirac, obtenemos

(v-T—m)G(z,2) = /d3p (v-TL—m)E,(2)S(p)E, (%)

_ / dpE,(x) (v p —m) S(p)E,(y) = d(z —y)

donde hemos usado nuevamente la ecuacién (4.12). Asi, vemos que

1

S (p) = — )

v-p—m
similar al propagador de particula libre, pero el momento lleva los nimeros
cuanticos de la dinamica en presencia del campo externo. Vemos que fisica-
mente, las funciones E, corresponden a los estados asintéticos de los elec-
trones con momento p en el campo externo de fondo considerado. En el
espacio de configuracion, escribimos al propagador como

S = [ @) || B = [Erme | LR )

VD p? —m?
= [ 6 e mse |t ) (419)

2 — m2
Varias observables fisicas relevantes se pueden calcular de inmediato, tales co-
mo la densidad de probabilidad, los coeficientes de transmision y de reflexion
y la densidad. Una cantidad fisica importante determinada por las funciones
de Green causal es la corriente eléctrica del vacio j* = —ieTr{y"S(z,z)}
inducida por el campo de fondo. En un campo electromagnético uniforme y
constante en QEDs3, 1, la corriente eléctrica del vacio es cero. Esto no es asi en
QEDy. ;. A partir de la expresion (4.19), podemos encontrar el valor de la
densidad de carga eléctrica del vacio ;72 inducida por el campo magnético de
fondo.

Primero notemos que podemos escribir E, = E, 1P, + E, 1P_ y E, =
E* P, +E* _ P_, donde usamos los operadores de proyeccién Py = 3(1+47),

explicitamente
10 0 0
o (10) (00, am

que satisfacen PPy = Py, Py P+ = 0. Con estos calculamos
V'pu +m
Tr{y°S(z,2)} = TT{VO/CZ?’P |:pgu_—7ng} (1B [* Py + IEpz|2P—)}
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:/pzdgpm2(p {2 (B + 1) +

i (\EMP Bpal?) |

+mTr{ (1Bl + | Bpal?) + 2

(1B - 152P) })

Ahora, nuestras matrices v* estan en términos de matrices de Pauli, para las
cuales Tr{o,0,} = dap, con lo que:

Trs5( 20} = [ T (o (1Bl + |Bal?) + 2 (1Bl = 1 Eoal))

entonces

. . . d’p
30 = —ieTr{y°S(z,2)} = —ie / - [(po +m) | Epa|* + (po — m) | Ep—1]7] -

Usando p* = p* = p2 — k y que py € (—00,00), tenemos
.0 . de
7° = —ie [ dkdp, mpo (‘Eplf +|Ep 1] )
0

dpo 2 2
+/p(2) L — Qm(|Ep,1| - |Ep7—1| )
. d3 2 2
= —1€ (| 1| —_— |Ep7_1| ) . (421)

P’

Para las corrientes j' = —ieTr{+'S(z,2)}, con | = 1,2, usamos la ecuacién
(4.19) en la forma

y entonces, tenemos

d3
Tr{,ylS} = /192— [PuTT {fy E, Py + Ep,,lP,)’y“

(E;71P+ +E, P )} +mIr {’y p1Pr+
E,_1P_) (E;’IPJr +E, P )}
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d3 l |EP71|2 m w0 0,1 0 1nq0
e BIARE T(v + 790 4+ %9 4+ 4%9#4°) +

E, E )
+T(7 — Y0 4+ A0 — 409#40) +
E,_.E*,
S s 1 (= = Oy~0)
|E107—1|2

+P (0 = +777”

E 2 E 2 2 E_2
+mTT{(| 1;1| +| p,21| )71+(| 1;1| _| ’p721| )’}/Z’YO}}

dp |Epal®
= /p2 — 3P [ (207 25 +

E, E*
“plpt 4“1 (—26" — 4ie! — 25M) +
E, B
it 21 i Pl (94l — 4ic% — 26" 4
|Epl‘2 l l
R bl _25 1 25 1
T +20M) ],

donde S = S(z, z) y en el tltimo paso hemos usado que

Tr{iyy"} = —20",
Tr{y'7°v7°} = Tr{y'(2¢" —+"7°)7} = 26"

Ahora, p = (po,0, \/E) Entonces tenemos para la traza asociada a cada
componente de la corriente:

OB} By + E: By 1],

donde o = i'\/k para | = 1,2. Ahora, el indice p representa la dependencia

(poap% k), es decir
/ dp _ _ / _dpodpadk
p* —m? P2 —k—m?

pero por la condicién (4.11), también tenemos ortonormalidad con el indice
de sigma (41), de donde tenemos que j' = j2 = 0.
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Ahora, pasaremos a realizar el calculo del condensado fermiénico. El con-
densado fermiénico se define como:

o) = Trtis (e} = 1rl G- ) [ @m0 | ] B )

p2_m2

Utilizando los mismos proyectores que en el caso de la corriente, obtenemos:

oy = i [ @ | DB (Bupp 1B, LPR) ) 22

—m?2

' —d3p 2 2 2 2
— Z/pg [po (|1Epal? = |Ep—1?) + m (|Epa|” + | Ep—1] )}

Siguiendo el mismo argumento que en el caso de la corriente para las inte-
grales que incluyen términos en pg, obtenemos:

_ d3
(0) =i [ s ([ B+ 1By P]. (4.23)

Las Ecs. (4.21) y (4.23) son la corriente y el condensado fermionico respec-
tivamente en la primera representacién irreducible de matrices de Dirac. A
continuacion veremos las diferencias que surgen en la segunda representacién
irreducible, la representacion extendida y la representacion reducible de ma-
trices de Dirac.

4.4. Segunda Representacion Irreducible

En la segunda representacion inequivalente, las matrices y* toman la
siguiente forma:

7’ = a3, v =0, v’ = —ioo,
con lo que tenemos
(v-)? =12 — 113 — 12 — iec® Fyy,

y el operador ‘H, toma la forma:

H=—(y-T)?+ 1y =112 + 112 + ea®W'(x).
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Haciendo lo mismo que en el caso anterior, el espinor (4.17), ahora satisface:

(" )

=0
—Vk  —(po+m)

U,p —

B)T
Sea “1(3 T = (u1,us), entonces tenemos:

(po — m)uy + Vikuy =0
—Vkuy — (po + m)ug = 0.

Asi que, salvo una constante de normalizacién, las soluciones son

1 _ vk

B B

Uy = N PRl BT
po—m 1

y las soluciones a la ecuacién de Dirac son

E, _
B —1
‘Ill—]Epu;gl)—<_\/% E1>’

po—m P

E

_ Wk
Uy =Bl = [ Trombteot ) (4.24)
p,1

Entonces la ecuacion (7 - I1)?E, = p*E, se vuelve

(—1IZ = 1I; — e0®F15) E, = —kE,,

de donde
07 — (=p2 + eW(2))? — ea’W'(2)] E, = —kE,.

Si comparamos esta ecuacién con la ecuacién (4.10) y tomando en cuenta que
o toma los valores +1, podemos observar que esto provoca el intercambio de
las soluciones E,; <+ E, _1, es decir, si en la primera representacién tenfamos
las soluciones (4.9), ahora seran

Ey(z) = ( Ep(’)_l Ep’?@) ) :

y el condensado y la corriente fermiénicos, pueden ser calculados de la misma
forma que en la primera representacién. Entonces la densidad de carga es

d*p
0 . 2 2 -0
jB__Ze/pg_mgm[|E7_1| _|E71| :| = =Ja
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donde el subindice B indica que estamos en la segunda representacion y el
A denota a la primera representacién irreducible. De la misma forma, el
condensado es:

d? _
)n =i [ S| Bpal + 1 Bya ] = ()

Analicemos las expresiones correspondientes a estas cantidades en el resto de
las representaciones.

4.5. Representacion Extendida

La representacién irreducible A describe fermiones con espin arriba y a
antifermiones con espin abajo, mientras que la representacién irreducible B
describe a fermiones con espin abajo y antifermiones con espin arriba [23],
asi que una descripcion que incluya las orientaciones de espin familiares en
el espacio, deberia incluir ambas representaciones. Usando la representacion
extendida, tenemos

i’ =Jja+ip=0

para la corriente fermionica y para el condensado:

(Wy) = ()a+ (V)5
d3
= 2@/]92_—];12m[|Ep71|2—|—|E 7_1’2 .

El primero de estos resultados nos indica que, aunque la formacion de pares
crea una polarizacion del vacio, que produce una distribucién de carga distin-
ta de cero, la produccion de pares con alineacién de espin contraria produce
una distribucion de carga de signo opuesto y como ambas fluctuaciones del
vacio son igualmente probables, la carga neta total es cero, lo cual fisicamente
es correcto, ya que necesitamos que haya conservacién de carga. El segundo
resultado en cambio, es un parametro de la modificacién de las propiedades
del vacio, debido al campo magnético externo, en el cual intervienen ambos
pares producidos.
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Capitulo 5

Perfiles de Campo con Solucién
Analitica

5.1. Campo Magnético Constante

Aunque hemos hecho todos los calculos anteriores pensando en un campo
arbitrario, es importante corroborar lo obtenido con las soluciones de campo
magnético constante que han sido encontrados por otros métodos [40]. Y ya
que hemos puesto las soluciones de todas las representaciones en términos
de las funciones (4.9), sélo calcularemos las soluciones para (v - I1)? en la
primera representacion irreducible y daremos los resultados para las otras
representaciones. Para el caso de un campo magnético uniforme en direccion
z, corresponde a escoger A* = (0,0, W (x)) con W(z) = Bz y para simpli-
ficar los cdlculos posteriores, redefiniremos el eigenvalor del operador H de
la siguiente forma

HE, = [—(y-1I)* + II)| E, = 2|eB|kE,;,
de modo que la ecuacién de Pauli (4.10) se vuelve:
(02 — (—p2 + eBzx)® + 0eB| Fiyp, o (1) = —2|eBlkFy p, o (2)
con ¢ = £1. Si hacemos = \/2[eB](z — £2), y simplificamos, obtenemos

0? o n?
Lkt ZsgneB) - L F =0. 1
8772 k 2 Sgn(e ) 4 k7p270(77) 0 (5 )
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Figura 5.1: Niveles de energia para un campo magnético uniforme, en
unidades eB = 1. El indice n nos da el nivel de Landau correspondiente.

Las soluciones a esta ecuacién son las funciones parabdélicas cilindricas (FPC)
D, (n) conn = k+Zsgn(eB)—1; que también pueden ser puestas en términos
de los polinomios de Hermite [41]

/o a2 z
Da(z) = 272, (E)
El indice n esta restringido a ser entero positivo; asi que observemos que si
tenemos un campo tal que sgn(eB) > 0, para ¢ = 1 el indice n corre como
k mientras que si ¢ = —1, el indice n correo como k — 1. Las FPC cumplen
la condicién de ortogonalidad

/wz%gﬂ%@mz_@mﬂ%mmm. (5.2)

Entonces, las soluciones (4.9) para el caso de campo magnético constante
normalizadas adquieren la forma

(mleBD'™ i
Eni = gomgayee D)
B|)Y/4 —_
By = — BN imrvinp,

232 () — 1)1/2

Podemos notar por la ecuacién (4.12), las energfas vienen dadas por y/p3 — |eB|k.
Asi que a exepcion del caso n = 0,0 = 1, los niveles con n, 0 = —1 y aquellos
con n + 1,0 = 1 tienen las mismas energfas \/pZ — |eB|(n + 1). Esto era de
esperarse, por los argumentos de supersimetria dado en el capitulo 3. En la
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Figura 5.2: Las funciones [E, para campo magnético constante, en unidades
arbitrarias para varios niveles de Landau n. La escala esta dada por eB =1
y P2 = 0.

Figura 5.1 podemos ver la forma de los niveles de energia para E, = E, 1,
los cuales crecen de manera lineal con el nivel de Landau correspondiente.
En la Figura 5.2 podemos observar las soluciones [, ; para algunos niveles
de Landau n en unidades arbitrarias eB = 1y py = 0. De la definicién de
n = /2leB|(x — £%) podemos observar que p distinto a cero, sélo se traduce
en un desplazamiento de las funciones en la direccién del eje x, por lo que
graficar E,(z) en ps = 0 es lo mismo que graficar E,(n) Como mencionamos
anteriormente, el superpotencial potencial esta dado por W (z) = eW (z) —po.
A partir de estos resueltos, es facil encontrar observables fisicos como la den-
sidad de probabilidad que es una combinacién lineal de |E,|?. En las unidades
utilizadas, estas funciones estan graficadas en la Figura 5.3, donde la curva
sélida que envuelve estas soluciones corresponde al potencial asociado super-
simétrico

y=W?3(z)— W'(z) (5.3)

que en este caso es simplemente 2 — 1 Si separamos el nivel mds bajo, la

58



=2 -1 -1= 32 1 B B i B e
= = S — '13___#' =) — = o
— _—n=4
N e iR, _cfime. ol e
e - qéB
%, _ - _ r—
n=2
I 4 e
— e n=1
e a4 - = e ————
1 == 4 n=0
Sl \h\“ﬁ-———f— X
4 1 i ~ 1 4

Figura 5.3: Las eigenfunciones |E|*> para campo magnético constante, en
unidades arbitrarias para varios niveles de Landau n. La curva y = 22 — 1
corresponde al potencial asociado supersimétrico 5.3.

densidad de carga (4.21) es
.0 . (7r|6B|)1/2 (/ ddepng(n) i

Jo = —iem
2273 P2 —m?

- dpadpo Di(n)  Di_i(n)
kz:;/p%—QleB]k—mz [ I;{:! a (k:—l)!})

De la definiciéon de 7, podemos ver que

dps = —dn (63 ) v (5.4)

2

de donde podemos observar que para k # 0, el término en paréntesis en la
ultima integral es cero al integrar en dn por la condicién de ortogonalidad
(5.2); entonces

o _ . (7leB]) 1/2\/63/ dpo _dnD2(n)

J - 2271'3 po n 0 n
B zeQBm / dpo

pg —m?
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Ahora, bajo una rotacién de Wick

0 e*mB /°° dpo e’B (m)
= = ———sgn(m
J 472 J_ o p3 4+ m? ar Y

donde hemos usado que

/Oo _dr T (5.5)

o X2+ a? |d
Ahora, para el condensado fermidnico (4.23)

. . (mleB))/? ( / dpadpoD5(n)

<¢¢> = m 923 p(Z) —m?2

i / dpsdpo Di(n) , Dia(n)
] py—2leBlk —m? [ k! (k—1)!

meB dpg dpo
— 2
"2 (/p%—m2 * Z/ 2|eB|k—|—m2)>

donde en el ultimo paso usamos nuevamente (5.4) para integrar en dn y usado
la condicién (5.2). Ahora bajo una rotacién de Wick y usando nuevamente
(5.5) tenemos

- meB

En el limite de campo intenso, esperamos que los cambios relevantes en la
estructura del vacio se den en el nivel mas bajo de Landau i.e. es el primer
término de la expresién anterior, donde

(5.6)

eB

<@Ew>n=o,0:1 = Esgn(m) .

Este es un resultado bien conocido en la literatura.

5.2. Campo Magnético Exponencial

La mayoria de los problemas reales, no estan relacionados con particulas
en campos magnéticos constantes, en particular con la posibilidad de confi-
nar particulas o quasiparticulas en barreras magnéticas [42]. Esto podria ser
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factible de hacer en campos inhomogéneos espacialmente, pero constantes en
el tiempo. Esto se ha considerado para ser utilizado en la electrénica y la apli-
caciones de la “espintronica”, como en los transistores de un tnico electrén
[43], en los llamados estados de borde magnético [44], que puede desempenar
un papel importante en la corriente de polarizacion de espin a lo largo del las
lineas magnéticas, y en los puntos y antipuntos cuanticos magnéticamente
confinados. Por otra parte, en el grafeno,el Efecto Hall Cudntico se ha obser-
vado a temperatura ambiente [45], pruebas que confirman el gran potencial
de grafeno como material para ser utilizado en dispositivos electronicos a
base de carbono, por lo que es interesante estudiar los efectos en campos no
homogéneos. En particular existen muchos fenémenos en la naturaleza donde
la intensidad de las interacciones disminuye de manera exponencial. Nosotros
estudiamos un campo estatico en el tiempo, pero que decae exponencialmente
en una direccién espacial. Un decaimiento exponencial esta descrito por la
funcién

W(a) = —erp{—ax},

con lo que la ecuacion (4.10) para este caso se vuelve

Fk,pz,a(m) = _ka,pz,a($)'

(5.7)
Si hacemos ¢ = (2eB/a) exp{—azx} y s = —py/a y simplificamos, la expre-
sién anterior se convierte en

2
[85 - (—pg - ? exp{—&x}) + eoBexp{—ax}

Fipo(0) =0.  (58)

Las soluciones a esta ecuacién son las funciones

Fiopso(0) = €725 L2P ()

donden = (0 —1425s—2/—5 + ), B=/-E +s2=(s—n)+o—1y

las funciones Li((sfn)“*l) son los polinomios asociados de Laguerre y cuyos
indices estan restringidos a ser enteros. n es el nimero cuantico principal
y s es un centro de oscilacién ponderado por el factor de amortiguamiento
a. Para encontrar las energias dadas por la ecuacién (4.12), tenemos que
encontrar k. En términos de n, los eigenvalores de k estan dados por k =
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Figura 5.4: Niveles de energia para campo magnético exponencial en unidades
eB = a = 1. Aunque el nimero cuantico principal n nos da el nivel de
Landau, hay creacién de subniveles de energia que dependen del numero
cuantico s.
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Figura 5.5: Graficas de las soluciénes [E,, ; en unidades eB = o = 1 para cam-
po magnético exponencial. El nimero cuantico s provoca un desplazamiento
de las soluciones en el eje x pero esta vez en forma cuantizada. Notemos que
la energia en este nivel de Landau n es la misma para todas las soluciones.

a?(s? —(s—n)?) parac =1y k = a?(s®>— (s —n—1)?) paraoc = —1.
De esto podemos observar explicitamente que a excepcion del caso n = 0,
o =1, los niveles con n, 0 = 1y n —1, 0 = —1 tiene las mismas energias
VDR —a2(s2 — (s —n)?) = /pt — a%(2sn — n?) como nos dice SUSY-QM.
Entonces, si cambiamos para ¢ = —1 el indice n, por n — 1, las soluciones
(4.9) normalizadas para este caso son:

E o 2”'(5 - n) 2 —ipot+ip2y ,—o/2 (s—n)LQ(s—n)( )
= — | === e e
pl = ox \T(@s—n+1) e e TR0
a (2n—Ds—n)\"? o e
E _, = — ipot+ipay ,—0/2 j(s—n) [ 2(s—n) ( N
ol 2m ( I'(2s —n) c € e 1 (o)

En la Figura 5.4 podemos observar los niveles de energia donde a diferencia
del caso de campo magnético uniforme, hay creacion de subniveles de Landau,
dada por el nimero cudntico s. Notemos que esto se da para todos los niveles,
excepto el n = 0 y 0 = 1 donde todas las energias son la misma para los
diferentes valores de s aunque se ha cuantizado el momento p que tomaba

63



/ . g=0
-, 4 I
Y /‘J-_-H'\-\.
— .._.- \-"‘-\.\___ s=5
— e o
\\ /I T
= 1 =4
gz T —
§=3
- 5 —_ T
=1 -__ __-\__-___——__5_22
i 5 —
1 1 1 1 1
T X
-4 - a 4

Figura 5.6: Graficas de las soluciones E,; y n = 1 para el caso de campo
magnético exponencial donde el nivel de enerigia nos da el numero de nodos
l=n+1

valores continuos en el caso de campo uniforme. Dada la definiciéon de s =
—po/a, esta degeneracién es provocada por al cuantizacién del momento po,
que en el caso anterior era un eigenvalor continuo mientras que aqui queda
restringido a ser un nimero entero en unidades de o = 1. En las Figuras 5.5,
5.6 y 5.7 podemos observar las soluciones I, ; para los niveles de Landau
0,1 y 2 respectivamente, en unidades eB = o = 1. En cada nuevo nivel las
soluciones tienen un nodo extra como esperabamos pero que s esta restringido
a ser mayor a n. Al igual que en el caso anterior, en la Figura 5.8 graficamos
las funciones |E,|* para ver la forma de la densidad de probabilidad. La
Figura 5.3 fue hecha tomando a p, constante. Recordemos que en el caso de
campo magnético uniforme, py distinto a cero sélo hacia un corrimiento en el
eje x, pero la grafica tenia exactamente le misma forma. Asi que para campo
exponencial, graficamos s = 8 constante, es decir p, = 8 en unidades de
a para los diferentes niveles de Landau n. También graficamos el potencial
asociado supersimétrico (5.3) que para este caso corresponde a y = (8 —
e~®)? + e~*. Con el propagador obtenido en este caso, la densidad de carga
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Figura 5.7: Gréficas de las soluciénes E, ; en el nivel de Landau n = 2 para
campo magnético exponencial en unidades eB = o = 1. Notemos que las
energia en los casos de n # 0 dependen del nimero cuantico s.

(4.21) para este caso esta dada por

jo = QZemO‘ <Z/p d_p(;nQ ( 25: 1)) e 2% L2 (0)]*+
y Z > (/ e A (m?:f @71) 1>>)

- (" uer) )

donde nuevamente hemos separado el nivel mas bajo de energia. Al igual
que en el caso anterior, sera el tinico en sobrevivir al hacer la suma sobre s.

Entonces
2iema? dpg s
0 —0 .25 L25 2
’ e (/ P —m? (r(zm))e o O(Q”)
iema? dpo
_ 2sinh



|
I
|
| L —AN2 | =k
Ly Pae p——
e
|
| : —_— =6
T — — —— — BiHf—
1
1 e —
< e e TR
-FE_ — . e S e 55 e
| - i
s s i n=4
|
T ot
Ex -~
> n==2
—2f
oy - n=1
- N M i —— 15
)\:'_“_x'\% =0
1 1 —— 1 1 L] 1 1 1 1 1 L 1 X

Figura 5.8: Gréaficas de las funciones |E,|?* para varios valores de n y s = 8 fijo.

Lacurvay = (8—e~%)?4e~* corresponde al potencial asociado supersimétrico
5.3.

2

_ remao ~egink ﬂ
—(27T>2 oe Ysin (Q)|m|
2
= —%Qe_gsmh(g)sgn(m), (5.9)

donde en la primera linea hemos usado que L}, = 1 para todo [ y en la segunda
linea hemos integrado usando una rotaciéon de Wick como en el caso anterior.
Ahora, para el condensado fermidnico (4.23), tenemos

) = 2 <Zﬁ(m) eI o)+ (5.10)
g 1 - nl(s —n)
LY T (et m)

P+ (Mt e ) ),

donde hemos hecho la integral sobre py con una rotacion de Wick y el primer
término de la expresién anterior corresponde al nivel méas bajo de Landau.
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Como en el caso de campo magnético constante, esperamos que la contribu-
cién mas importante sea la aportada por este nivel. Entonces en n = 0,
tenemos

<77Z_)¢>n:0,0:1 = Qm_a Z (me_QQQS[L?}S(g)P)

= a—ge_gsmh(g)sgn(m) (5.11)
4m

Podemos notar que

_¢

oe ?sinh(p) )

- Y
1—e 20y , £

Esto ultimo cuando g es muy grande, es decir, en el caso de campo magnético
intenso, la densidad de carga y el condensado fermiénico toman la forma:

2 2
3 = —%gsgn(m) = —Z—WBe_wsgn(m)
_ a?p e
n=0,0= S =—B o
(V) n=00=1 — - sgn(m) - Be sgn(m)

Esto esta de acuerdo con lo reportado en [34], [46] y [47] donde se estudia el
caso de campo magnético intenso y se encuentra que en este limite, la densi-
dad de carga y el condensado fermionico deben de tener un comportamiento
similar al campo aplicado, aunque las ecuaciones (5.9) y (5.11) son validas
para todo régimen.
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Capitulo 6

Campos Eléctricos en (1+1)
Dimensiones

El formalismo encontrado anteriormente para resolver problemas de cam-
pos magnéticos externos en (2+1) dimensiones, puede ser traducido fécil-
mente al problema de campos eléctricos en el modelo masivo de Schwinger
en (1+1) dimensiones. Recordemos que en este caso podemos escribir A, =
(Z(x),0) y entonces II* = (i0; — eZ, —10,) y es claro que

[i@t, v - H] = 0 iatEp = pOEp
con lo que la ecuacién (4.6) en este caso toma la forma
(92 — [—ipo +ieZ(x)]” +ie0; Z' () Fy2pyoi(2) = D*Fp2py o, (). (6.1)

Aqui la matriz 75 es la misma que la matriz o para el caso de (2+1)
dimensiones. Debido a esto, la ecuacion anterior es la misma que la ecuacién
(4.10) si introducimos un campo W (z) = iZ(x)y pa = ipo por lo que podemos
aplicar el mismo método para el modelo de Schwinger con la tnica diferencia
de que tendremos argumentos complejos. Ademads en este caso no existe po
por lo que las soluciones son

E

p,o

E,,(z)w, ,

donde w, son los eigenvectores de 7 con eigenvalores o = £1 y

E

p?o.

(2) = Nae_ipotFpJ(x) ,

68



donde z = (¢, ). La razén de expresarlas de esta forma es que asi las eigen-
funciones E, toman la forma (4.8). Para resolver la ecuacién de Dirac, el
usamos el vector p = (0,ip) que satisface:

=7 (v IDEy(2) =Ep(2) (v-p).

la dltima relacién es facil de probar probar, de manera similar a como probamos
la relacién (4.13). Entonces nuevamente proponemos las soluciones a al ecuacion
de Dirac como ¥ = E,u; con lo que

(v - I =m) Ep(2)up = Ep(2) (v - p—m)uy = 0

en este caso el espinor u; satisface

(".” iv )upzo,
—ip —m
T

Hagamos u; = (u1, ug), entonces tenemos:

—muy + ipUQ =0

—ipu; — mug = 0.

Asi que salvo una constante de normalizacién, las soluciones son

1 ip
we(4) w-(5)

y entonces las soluciones a la ecuacién de Dirac en (1+1) dimensiones son:

E
wese ()
o)
Uy = Epupm = ( n Pvll ) . (6.2)
o,

Ahora, la forma en la que encontramos el propagador en la seccion (4.3)
es valida para dimensiones arbitrarias, por lo que la ecuacién (4.19) sigue
siendo valida con el cambio p — p. Al igual que en los caso anteriores,
vamos a calcular la corriente y el condensado fermiénicos haciendo uso de este
propagador. Para esto, notemos que las eigenfunciones de Ritus se pueden
escribir como E, = E, P, + E»P vy E, = E P, +E; P, donde ahora los
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operadores de proyeccion son Py = %(1 ++5), es decir, tiene la forma (4.20)
y satisfacen PL Py = P,. Calculemos la corriente fermiénica j# donde ahora
= 1,2. A partir del propagador (4.19) y con ayuda del vector p, tenemos

d2p E 1 E -1
0 > 0=Pp, 0=Pp,
TT{ ! S} / p2 mgpuTT { (’7 2 Ri— ) 2 P ’Y'u

E* E*, 0
(%’lﬂ + pT’lP_) +m (% (1Ep [Py + |Ep,—1|2P—))}
Pp P 2(. 0.1 02 | 051 | 050
p2_mzzTT{|Ep,1| (7 T O Y Yy >+

IEp,—1|? (7071 — ()2 ="y + 70757()) +
EpiE; (7071 — (V) + %9t = 70757()) +

IE1!,7_11E;1 (7071 + (70)2 _ 707571 . 70757())}

Pp p ) .
B /]92 —m? EITT{“EPJ‘Z —Epi By ) — By — EpuEj ) +

Ep 1B}, — Byl + B By + By 12} =0, (6.3)
donde en el tltimo paso hemos usado que las funciones E, ; y E, ; son ortogo-

nales por lo que la densidad de corriente j° = 0. De manera similar podemos
demostrar que la corriente j! también es cero.

d’p E E,_

b E:_ '
(%ﬂ + pT’lP—) + m%(w 2P+ IEp,—1|2P—)}

Pp P
/p—2 — LT {1 (1) + 7190 + 71977 +919%°)
HEp, - [ ((71)2 — 7’ =y 717570) +
E,.E . <(71)2 P N TP Y S 717570> 4

By -1, <(71)2 +1’ =iyt - 717570) }

d’p B . .
= /p2 —m2 ETT{ - |]E:0,1|2 - ]Ep,lEp,—l + |Ep71‘2 - Ep71Ep,—1
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~Ep 1B}y — [Epaff — B Bp1 + B, i 0. (64)

Ahora, pasaremos a realizar el calculo del condensado fermiénico. Utilizando
los mismos proyectores que en el caso de la corriente, obtenemos:

. : "pu+m
wor = 1rdi [ TR 15, Py 4 PP )

[ dp " "y’
= i [ e (T (1Bl + Bae?) + L (Bl

-.0)
. d*p
_ @/mm[mmm B, (6.5)

Asi que, aunque en (1+1) dimensiones no tenemos una densidad de corriente
total, si existe un condensado fermiénico que tiene la misma forma funcional
del condensado en (2+1) dimensiones, ver la Ec. (4.23).

Para clarificar las diferencias y similitudes con el caso de campo magnético
en (2+1) dimensiones, tomaremos el caso de un campo eléctrico uniforme en
(141) dimensiones. Entonces la ecuacién (6.1) se convierte en

I 5
By af?) +m <§(\E,,,1|2 1By 1) + 5 (1B

(= (=ipy +ieEx)* + 02 + ieysE) F,, , = —2ie Ep

donde hemos redefinido el eigenvalor de p? — —2ieEp?. Esta es la misma
ecuacién que (5.1) con los pardmetros apropiados, es decir n = V2ieE(x —
po/ek), con las soluciones parabdlico cilindricas D, (n) con indice n = p? +
0/2—1/2. En este caso, p? toma los valores enteros; las funciones que forman
las E, normalizadas son:

22(je Em)/4

Bp1 = %6_”’(’% (), P =0,1,2...
212(je Emr)l/4 —

Fpa= %e "0 Dy2 (1), p*=1,2,3..

De estas expresiones podemos encontrar las soluciones a la ecuacién de Dirac
dadas en (6.2), cuyo perfil con los pardmetros apropiados, tendrén la misma
forma que las graficadas en el capitulo anterior. Ademé&s con los resultados
del capitulo 4 podemos encontrar facilmente la densidad de corriente y el
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condensado fermiénico. En este ejemplo las corrientes son cero como dicen
las ecuaciones (6.3) y (6.4), mientras que el condensado dado por la ecuacion
(6.5) se puede calcular inmediatamente, de la misma forma a como se cal-
culd (5.6), es decir

(o = zimiem)” ([ 22 pia)+

= dpo Dx(n)  Dlay ()
p;/—meEp?—mz [ P (%) - 1]

1 . 1
= 2miemFE 2
reem —m? * 221 —2ieEp? —m?
p =

donde hemos hecho la integral en dpg con ayuda de la definicién de 7. Final-
mente el régimen de interés es el de mayor probabilidad de ocupacién, esto
es el nivel de energia més baja, es decir el primer término de la expresion

anterior, donde
- —2miek
(V) n=0,0=1 = —— .

De la misma forma podemos resolver el caso de campo exponencial o algin
otro que hayamos resuelto en (2+1) dimensiones.

Es prudente dar aqui una nota de precaucién. Aunque llamamos con-
densado a la traza del propagador, en realidad dicha traza esta relacionada
directamente con la accién efectiva. Para ver esto, tomemos la derivada de
la funcién generatriz,

Z =W = /D@ZJDQEDAexp {—i / daa) [m — (i0 + eA)] ¢} :

donde W es la accién efectiva,

olnZ l 3_2
om 7 Om

— —z‘/dd:c@/_J(SCW(x»-
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Como InZ =W,

ow -
~G = [ delb@e()
y tenemos or

donde hemos introducido el Lagrangiano efectivo I, via W = [ dixl (z).

Por otro lado, se puede demostrar que el elemento de matriz de la ma-
triz de dispersién al orden més bajo en una transicién vacio-vacio (es decir,
estabilidad del vacio), esta dado por la funcién generatriz

(01S°|0) = ™.

El hecho de que tener un campo eléctrico en lugar de campo magnético, sea
similar a hacer el reemplazo B — —iFE, permite tener una parte imaginaria
en la accion, es decir

W = Wg+iWrp,

donde la parte real toma en cuenta todos los efectos dispersivos con el campo
externo y la imaginaria los absortivos. Entonces la probabilidad de transicion
vacio-vacio es

[{01S°10)[* = le=*"7].

Asi que sin calcular explicitamente la traza del propagador en presencia de
un campo eléctrico, el hecho de que ésta desarrolle una parte imaginaria
pequena, nos indica una inestabilidad del vacio, que en este caso se debe a
la produccién de pares mediante el mecanismo de Schwinger.

De esta manera concluimos el estudio del propagador en campos electro-
magnéticos externos en bajas dimensiones.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo hemos revisado el propagador de electrones masivos en
bajas dimensiones espacio-temporales. Hemos obtenido el propagador de elec-
trones libres a través del método de funciones de Green en dimensiones ar-
bitrarias, que tiene, como sabemos, una forma diagonal en el espacio de
momentos, Sg(p) = 1/(v-p —m). Este es obviamente el caso cuando el op-
erador de Dirac libre conmuta operador de momento y entonces uno puede
tomar simplemente una transformada de Fourier, es decir, podemos usar las
eigenfunciones del operador momento para diagonalizar la funcién de Green.

Después, hemos considerado el propagador de electrones en (2+1) dimen-
siones en un campo magnético externo que apunta perpendicularmente al
plano del movimiento de los electrones y cuya forma espacial considerada
es descrita por una funcién arbitraria W (x). Esto, hasta donde sabemos, no
ha sido presentado anteriormente en la literatura. Hemos escogido trabajar
dentro del marco del método de Ritus [6], construyendo de manera explicita
las eigenfunciones E, del operador (v -1I)? en el caso general. La idea basica
detras de este método es el siguiente: puesto que el operador de Dirac (7y-11)
no conmuta con el operador de momento, no podemos simplemente tomar
la transformada de Fourier de la funcién de Green y obtener un propagador
diagonal en el espacio de momento. Sin embargo, ya que (v -II) conmuta con
i0;, —i0, y més importante, con (v-I1)?, podemos utilizar sus eigenfunciones
comunes, [E,, para diagonalizar el propagador, que resulta tener la forma de
un propagador de libre con momento dependiente de los niimeros cudnticos
dinamicos. Ademds de esto, hemos visto que la simplicidad con la que incor-
poramos los efectos del campo en el propagador del electréon y resolvemos la
ecuacion de Dirac en presencia de campos electromagnéticos externos incluso
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en el modelo masivo de Schwinger, puede ser entendida facilmente en térmi-
nos de una supersimetria de los sistemas escogidos. Esto reduce el problema
de construir las componentes del operador (7 - I1)?, a buscar las soluciones
a la ecuacion de Pauli de mecanica cuantica supersimétrica, donde las com-
ponentes (v - IT)? estan relacionadas de tal forma que son las soluciones con
potenciales supersimétricos asociados.

Hemos aplicado el método de Ritus a los casos especificos de campos
magnéticos uniformes y con decaimiento exponencial en (2+1) dimensiones
y de un campo eléctrico en (1+1). Para el primer caso, las funciones E, estan
descritas en términos de las funciones parabdlicas cilindricas. En el segundo
ejemplo, las eigenfunciones de Ritus estan escritas en términos de las fun-
ciones asociadas de Legendre. En los casos (2+1)-dimensionales, las versiones
no masivas de los propagadores encontrados son de importancia directa por
ejemplo en el grafeno. Ademas, de la ecuacién (4.17) observamos que las solu-
ciones a la ecuacion de Dirac son proporcionales a las eigenfunciones de Ritus.
Esto es bien sabido para el caso de campo constante y para el segundo caso,
encontramos que las soluciones son proporcionales a los polinomios asociados
de Legendre, lo cual esta de acuerdo con lo reportado en [48], donde resuelven
la ecuacién de Dirac para el caso de un campo magnético exponencial.

En conclusion, el método de Ritus ofrece una alternativa para estudiar el
propagador de electrones en la presencia de campos externos. Contrariamente
al método de tiempo propio [3] [4], aqui el propagador adquiere una forma
similar al propagador libre, y los efectos del campo se reflejan en las funciones
propias del operador (v - IT)?, es decir E,. Asi, el método funciona en el caso
de particulas escalares [38] y de particulas vectoriales cargadas [39]. La idea
detras de esto es familiar en mecanica cuantica, donde la diagonalizacién
de un operador determinado se lleva a cabo con la ayuda de las funciones
propias de un segundo operador con el que conmuta. Eso hace que Ritus
método adecuado para estudiar el propagador para configuraciones de los
campos externos mas complejas.

Con el propagador obtenido, estudiamos algunas inestabilidades del vacio
de Dirac por efectos de campos magnéticos externos, como lo son la forma-
cién de corrientes y condensados quirales en el caso de (2+1) dimensiones.
Hemos visto que en el régimen de campo intenso, dichas cantidades se for-
man siguiendo el perfil del campo aplicado. Una conclusion similar se deriva
en el caso del modelo de Schwinger, so6lo que en este caso el condensado se
entiende mas bien en términos de la accién efectiva, la cual desarrolla unaa
parte imaginaria pura relacionada con la producciéon de pares mediante el
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mecanismo de Schwinger.

Para el futuro pretendemos estudiar efectos no perturbativos inducidos
por los campos externos resolviendo las ecuaciones de Schwinger-Dyson cor-
respondientes en cada caso y estudiando efectos dindmicos en la formacion
de condensados quirales, momentos magnéticos anémalos y otras cantidades
de interés.
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Apéndice A
Inversion Temporal

En este apéndice veremos que la inversion temporal es una transformacion
antiunitaria. Dado un mapeo de los vectores de estado de un espacio de
Hilbert en si mismo ¢ — 1’ = U1, que conserve la probabilidad de transicion
entre dos estados

[(Wlo)|* = ('),

requerimos que U sea unitaria y lineal

WU'U) = (¥l9),
Ul +n¢) = EUJY) +nU|o)

6 antiunitaria y antilineal

WUUg) = (¢]¢)",
UlEy +n¢) = EUP) +n*Ule).

Ahora, si el desarrollo temporal del sistema esta dado por
D(t) = e M(0),

la simetria de inversién temporal requiere que el estado revertido, ©(0), se
transforme como

OY(—t) = e 0y(0),
de donde

e HlG = @'t (A.1)
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Si © es unitaria, la condicion (A.1) es equivalente a
©H + HO =0.

Pero entonces para un estado ¥g del sistema con energia E > 0, existe otro
estado Oy con energia —F < 0 (energia menor que la del vacio). Entonces
© no puede ser unitaria. Si asumimos © antiunitaria, entonces (A.1) implica

©OH — HO = 0.

Aunque el operador © conmuta con el Hamiltoniano no es una constante de
movimiento, ya que esto solo es valido para operadores lineales.
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Apéndice B
Términos de Masa y Paridad

En este apéndice veremos comportamiento ante paridad de los términos
de masa que aparecen en el Lagrangiano de QEDs.

B.1. Paridad

Recordando las soluciones de la ecuacién de Dirac:

1 (Py+ipx)
. E+m .
i) = N e, (@) = N
(Py—ipz) 1
E+m
(Py+ipz) 1
P E+m s N .
T — N e 1P ¢ 1) = N e p-T ,
wB( ) ) B
1 (Py—ipz)
E+m

donde P y N indican que estas soluciones son de energia positiva y negativa
respectivamente. Es facil ver que bajo la transformacién de paridad

Pz — —Pax, py - py7

transforman como

77Z)A - w,,A - _i71¢B7
Y =Yy = —iy'Ya.

La transformacién de paridad no mezcla particulas con antiparticulas. Como
consecuencia de estas transformaciones, tenemos:
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1#::477%4 - _lb:BwB;
Vgt = —Vata. (B.1)

B.2. Término de Masa Usual
El término usual de masa
mapy
se puede escribir como
i = mopo=m(el w) (7 %) (%)
= m (Yaha —¥pB)

donde hay que ser cuidadoso con la representacién utilizada. La matriz ~°
cuadridimensional que aparece en el segundo término, es diferente que la
matriz 7° bidimensional del tercer término. Ahora, comparando con (B.1) es
obvio que bajo la transformacién de paridad, el término de masa

m)

es invariante.

B.3. Término m,

El término m, se puede escribir como:
"y (1 0
my=[v*, 1y = my < 0 1 )¢

2
W0 1 0 WY
TTI,(wAJr 7wDBT)(O _70)(0_1)(,¢2)
= m (Yava + ¥pip) .

Si comparamos con (B.1), podemos observar que bajo la transformacién de
paridad, este término no es invariante y adquiere un signo negativo total.
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De manera analoga, es facil demostrar que el término de masa convencional
es invariante ante inversion temporal pero no lo es ante transformaciones
quirales, mientras que el término de masa m, no es invariante ante inversién
temporal, pero si lo es ante transformaciones quirales. En resumen, el término
que rompe la simetria quiral preserva la simetria de paridad y el término que
conserva la simetria quiral rompe la simetria de paridad.
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Apéndice C
Espin en el plano

En este apéndice vamos a ver que el operador de espin en el plano, con la
representacion de matrices (2.30), corresponde a 03/2. Para esto veremos las
propiedades bajo rotaciones de la ecuacion de Dirac en forma no covariante,

Hy = (Oéjpj + agm), (C.1)
con

Qg = Y = 03, Q1 = QY1 = 102, Qg = QY2 = —101,

(e

de rotaciones Uy y el espinor rotado ¢’ estan relacionados por
V' = Ur(¢)¥
y dado que la densidad de probabilidad debe ser invariante, tenemos
Wl = ¢y = WU (@) UR(0).

de donde Ug(¢) debe ser un operador unitario,

Uk(6)Ur(¢) = 1.
El operador de rotaciones totales debe ser

Ur(¢) = Us(¢)Ur(9),

donde Up(¢) = exp(—i¢pLs) es la parte de momento angular orbital y Ug
depende de las propiedades espinoriales. Ug debe ser un operador unitario ya

cuyas soluciones son espinores de dos componentes 1) = ( V1 ) . El operador
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que Ug y Uy, también lo son. Como sélo tenemos un tipo de rotaciones en el
plano, hacemos el siguiente ansatz

Us(¢) = exp{—idpMs},

para un angulo ¢ en el plano y con M3 por determinar. De la ecuacion
de Dirac (C.1), requerimos que el vector & = (a1, as) se transforme bajo
rotaciones espaciales como un vector, es decir

;= Ug(@aiUs((ﬁ) = Rjiay,
lo cual se puede escribir como
R;UleiUs(¢) = oy, (C.2)

recordando que 7 y j corren de 1 a 2. Ahora, bajo una rotacién infinitesimal
d¢, tenemos
Rji = 0j; + €;3;003,

donde el indice 3 indica que en el plano s6lo hay un tipo de rotaciones y
Us ~ {1 —idpM3} .
Usando estas dos tltimas expresiones, escribimos a (C.2) como

a; = (5j2 + Eigj(sgb) {]I + 15¢M3} (6%} {]I - 25¢M3}
<5ji -+ Gigjé(b) {Oéi —+ 15¢[M3, Oéz]}
= Oy + Eigj(S(ﬁOéi + 25¢[M3, Oéj]

IS

y ya que 0¢ es arbitrario, lo anterior implica
[Mg, Oéj] = iégjkOék.
Explicitamente tenemos que se satisfacen

[Ms, a] = ia, (M3, ] = —ioy
(M3, 05] = —ioy, [Ms, 01] = i09, (C.3)

donde en el ultimo paso hemos sustituido el valor de «;’s en términos de las
matrices de Pauli y simplificado. Entonces la expresion (C.3) se satisface si
hacemos M3 = 03/2. De la misma manera es facil ver que el operador de
espin para la representacién (2.31) esta dado por —o3/2.
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