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Prefacio

Es bien sabido que agentes externos como campos electromagnéticos mo-
difican las propiedades del vaćıo de una teoŕıa; lo desestabilizan. Para fer-
miones de Dirac, esto se refleja en fenómenos como la creación de pares
part́ıcula-antipart́ıcula en el vaćıo por efectos de un campo eléctrico intenso,
el llamado mecanismo de Schwinger; o el apareamiento de pares virtuales por
efecto de un campo magnético. Este efecto se describe usualmente mediante
el aśı llamado condensado fermiónico, que es el valor de expectación en el
vaćıo del campo escalar compuesto 〈ψ̄ψ〉 = 〈0|ψ̄ψ|0〉 y que hace las veces de
parámetro de orden cuando en su formación está involucrada la ruptura de
la simetŕıa quiral. Los ejemplos antes descritos se enlistan entre los nuevos
fenómenos que son importantes en el contexto de la f́ısica de part́ıculas en
condiciones extremas.

Por otro lado, el estudio de los sistemas en bajas dimensiones es intere-
sante porque los sistemas en una y dos dimensiones espaciales exhiben un
comportamiento diferente al de los descritos por las teoŕıas en tres dimen-
siones. Un campo magnético externo modifica el movimiento de part́ıculas
cargadas en el plano perpendicular al campo. Además, el movimiento puede
ser restringido a este plano, es decir, podemos inducir reducción dimensio-
nal en la dinámica, dando lugar a nueva f́ısica. Por ejemplo, para la elec-
trodinámica cuántica en el plano, QED3, además de los términos usuales,
en el Lagrangiano correspondiente se pueden agregar un término de Chern-
Simons, que induce una masa topológica al fotón y un término de masa
nuevo para los fermiones, llamado usualmente masa de Haldane, que no es
invariante bajo inversión temporal y paridad, pero que respeta la simetŕıa
quiral. Adicionalmente, el Lagrangiano de Dirac en una dimensión espacial
aparece naturalmente como la teoŕıa efectiva a bajas enerǵıas de los elec-
trones de conducción en metales. Estos electrones de conducción producen
el dramático efecto de apantallar un campo electromagnético externo, lo que
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se manifiesta como una ruptura de la simetŕıa de norma, pues el campo elec-
tromagnético induce una masa. Desde un punto de vista práctico, las teoŕıas
en bajas dimensiones sirven para estudiar sistemas que son importantes, tec-
nológicamente hablando, como los semiconductores y recientemente en el es-
tudio de nuevas estructuras como el grafeno, material que exhibe Efecto Hall
Cuántico no convencional en presencia de campos magnéticos, entre otros
fenómenos destacados. Bajo este panorama, resulta interesante investigar las
propiedades de ciertas cantidades f́ısicas asociadas con las inestabilidades
del vaćıo de Dirac inducidas por campos electromagnéticos externos, como
la densidad de corriente y el condensado fermiónico, al trabajar en (n + 1)
dimensiones espacio-temporales, n espaciales y una temporal. Dichas canti-
dades pueden estudiarse a partir de la estructura anaĺıtica del propagador
fermiónico.

En la literatura, encontramos trabajos que incorporan los efectos de cam-
pos electromagnéticos externos en diferentes cantidades como acciones efecti-
vas, funciones de onda y propagadores, aunque muchos de ellos se especializan
al caso de campos constantes o con variaciones temporales suaves. En esta
tesis, buscamos estudiar la estructura del propagador fermiónico en presencia
de campos externos de perfil espacial no uniforme en bajas dimensiones, con
la idea de que sirva de base para estudiar fenómenos no perturbativos en
QCD y teoŕıas afines mediante las ecuaciones de Schwinger-Dyson, que son
las ecuaciones de campo formuladas en términos de las funciones de Green
de una teoŕıa dada. Esta es una técnica de gran alcance, pues la evolución
de las funciones de onda está codificada en los propagadores o funciones de
Green, que en palabras simples son los inversos de los operadores diferen-
ciales de onda. Para las part́ıculas libres, descritas por ondas planas, estos
propagadores son diagonales en el espacio de momento, debido a la isotroṕıa
del espacio. Para fermiones, en la notación estándar de la f́ısica de part́ıculas,
el propagador es de la forma

SF (p) =
1

γ · p−m
.

Sin embargo, cuando se pierde la isotroṕıa, las part́ıculas no pueden ser descri-
tas por ondas planas y sus propagadores correspondientes tienen una forma
más complicado en la base de eigenestados de momento. Un ejemplo am-
pliamente estudiado de tales sistemas es un gas de electrones sometidos a
un campo magnético intenso en una dirección fija. El problema cuántico no
relativista para este sistema, conocido como el problema de Landau, reve-
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la interesantes caracteŕısticas de la dinámica de los electrones en el campo
magnético externo. Por un lado, la fuerza de Lorentz hace una clara sepa-
ración entre las componentes paralelas (libres) y transversales (dinámicas) de
la trayectoria de los electrones con respecto a las ĺıneas de campo. Por otra
parte, en el plano transversal, las trayectorias están confinadas. En tal caso,
los niveles de enerǵıa, llamados niveles de Landau, desarrollan un espectro
discreto.

En este trabajo estudiamos la estructura del propagador del fermión y
algunas cantidades relevantes como la corriente y el condensado fermiónicos,
en presencia de campos eléctricos y magnéticos externos de perfil espacial
arbitrario en los sistemas de (2+1) y (1+1) dimensiones espacio-temporales
utilizando el método de eigenfunciones de Ritus, que originalmente ha sido
usado para resolver problemas en campos externos constantes. La ventaja
de este método es que, formalmente, el propagador adquiere su forma libre
cuando se expresa en una base conveniente de funciones que representan los
estados fermiónicos asintóticos en presencia de campos externos. En el caso
de (2+1) dimensiones, incluimos el término de masa de Haldane. Además,
extendemos el formalismo para estudiar los efectos de campos eléctricos en
el modelo masivo de Schwinger, es decir, electrodinámica cuántica en (1+1)
dimensiones.

Comenzamos este trabajo considerando aspectos generales de la teoŕıa
de propagadores en el Caṕıtulo 1. En el Caṕıtulo 2, estudiaremos el La-
grangiano fermiónico con particular interés en las representaciones para las
matrices de Dirac en bajas dimensiones. En el Caṕıtulo 3 estudiaremos
aspectos de la Supersimetŕıa en Mecánica Cuántica (SUSY-QM), una técni-
ca que nos facilitará encontrar los estados asintóticos de los electrones en
presencia de campos externos. La forma para calcular estos estados se pre-
senta en detalle en el Caṕıtulo 4, donde además encontraremos la densidad
de corriente y el condensado fermiónico inducidos por un campo magnético
de perfil arbitrario en una dirección espacial en (2+1) dimensiones en las
diferentes representaciones de las matrices de Dirac. Con ayuda de esto, en
el Caṕıtulo 5 encontraremos expĺıcitamente estas cantidades en el caso de
campos externos para los que existe solución anaĺıtica, donde a excepción de
un campo uniforme, los efectos de otro perfil de campo dif́ıcilmente pueden
ser encontrados por otros métodos. En el marco del método de Ritus, también
puede ser estudiadas configuraciones de campos eléctricos. En el Caṕıtulos
6 analizaremos el propagador de los electrones en un campo eléctrico en
el modelo masivo de Schwinger, es decir, en la electrodinámica cuántica en
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(1+1) dimensiones (QED2). Finalmente presentaremos las conclusiones en el
Caṕıtulo 7.

Cabe mencionar que presentar el estudio del propagador del electrón en
(2+1) dimensiones, donde una dimensión espacial es suprimida, no es una
mera simplificación teórica. Hace unos veinte años, se demostró que la teoŕıa
del grafeno, donde los electrones se mueven en un campo magnético perpen-
dicular a su plano de movimiento, es una teoŕıa de dos tipos de electrones de
Dirac no masivos en un espacio-tiempo de Minkowski en (2+1) dimensiones,
cada tipo en una representación irreducible diferente del álgebra de Clifford.
El aislamiento de muestras de grafeno en 2004 y 2005, ha dado lugar a un
nuevo interés en la materia condensada relativista y un nuevo impulso, tanto
teórico como experimental, para los intereses comunes de las comunidades de
f́ısica de altas enerǵıas y de materia condensada. Aśı, el ĺımite no masivo de
nuestros resultados es de relevancia directa en estos temas.

De la investigación conducida en esta tesis, se desprenden los art́ıcu-
los “The Electron Propagator in External Electromagnetic Fields in Lower
Dimensions”, por Gabriela Murgúıa, Alfredo Raya, Ángel Sánchez y Ed-
ward Reyes, aceptado para su publicación en American Journal of physics. y
“Fermion condensate and Vacuum Current Density Induced by Homogeneous
and Inhomogeneous Magnetic Fields in (2+1)-Dimensions”, por Alfredo Raya
y Edward Reyes, sometido para su publicación en Physical Review D.

México, D.F., Abril de 2010.
Fis. Edward Daniel Reyes Ramı́rez
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B.2. Término de Masa Usual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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Caṕıtulo 1

El Propagador del Fermión

Una part́ıcula cargada en presencia de un campo magnético externo mo-
difica su comportamiento respecto al de una part́ıcula libre, debido a que el
campo externo rompe la isotroṕıa del espacio; el movimiento en la dirección
a lo largo del campo es diferente al de la dirección transversal. Un efecto muy
conocido, por medio del cual se estudia la presencia de campos magnéticos
en el espacio exterior, consiste en la rotación de la polarización de fotones
en presencia de dichos campos, conocido como efecto Faraday. Además, un
campo externo modifica la estructura del vaćıo de una teoŕıa. En QED3,
esto puede provocar un apareamiento entre fermiones y antifermiones en el
vaćıo. Por un lado este apareamiento puede hacer que el sistema fermión-
antifermión se comporte como un bosón, por lo que puede existir conden-
sación de estos pares en el estado base. A esto se le llama condensado fer-
miónico. Por otra parte el mismo apareamiento provoca que se modifique
la estructura del espacio donde se propagan los fermiones, haciendo que las
part́ıculas se propaguen en un medio que parece ser más denso. Por este he-
cho, las part́ıculas se comportan como si tuvieran una masa efectiva mayor
a la que tendŕıan en el vaćıo. Esto es conocido como generación dinámica de
masas.

Estrictamente hablando, el condensado es el valor de expectación de un
campo escalar en el vaćıo. En el modelo estándar, por ejemplo, el condensado
de Higgs 〈0|φ|0〉 es responsable de generar la masa de las part́ıculas elemen-
tales y en QCD se sabe que los hadrones adquieren masa por la interacción
entre las part́ıculas con el condensado quiral de los quarks 〈0|q̄q|0〉. Cabe
mencionar que en este caso, el campo escalar no es fundamental. Nosotros
nos enfocaremos en los campos escalares formados por el apareamiento de un
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fermión y un antifermión 〈ψ̄ψ〉, en presencia de un campo electromagnético,
el cual está dado por

〈ψ̄ψ〉 = −Tr{〈T [ψ(z)ψ̄(z)]〉} = Tr{iS(z, z)},

donde S(x, y) es el propagador del fermión entre los puntos x y y. Si los
fermiones tienen masa desnuda igual a cero, el condensado es un parámetro
de orden, cuyo valor finito corresponde a un rompimiento dinámico de la
simetŕıa quiral. Para fermiones masivos, el condensado tiene una parte no
dinámica que será la que estudiaremos. Además de este tipo de condensados,
existen también los formados por sistemas fermión-fermión, los cuales tiene
propiedades diferentes ya que se comportan como sistemas con esṕın entero
no nulo y quedarán fuera de este estudio. Cabe mencionar que el apareamien-
to por si sólo no es condición suficiente para la formación de un condensado
fermiónico, por ejemplo, la formación de pares de Cooper en el marco de la
teoŕıa BCS no necesariamente implica que todos estén agrupados en el mismo
estado cuántico.

Existen varios métodos usados para estudiar la incorporación de los efec-
tos del campo magnético en el propagador de una part́ıcula cargada. Por
ejemplo, tenemos el método de la cuantización canónica del campo de Dirac
en un campo de fondo [1], que permite calcular observables f́ısicas de primeros
principios; el método de la integral de camino [2]; el método de tiempo propio
de Fock-Schwinger [3, 4, 5] , el cual fue desarrollado por Fock y Schwinger ha-
cia el año de 1954 y acepta soluciones exactas en el caso de campos magnéticos
constantes y variaciones suaves en el tiempo. Este método fue introducido
para calcular Lagrangianos efectivos, funciones de Green y otras cantidades
en la aproximación a 1-lazo para la electrodinámica cuántica (QED). Este
método ha sido utilizado para el análisis de problemas de campo externo,
por ejemplo para calcular el operador de polarización.

El otro método es el de las eigenfunciones de Ritus [6]. Desde un punto
de vista práctico, el uso de estas funciones, que son los estados asintóticos de
los fermiones en un campo de fondo, permite introducir una rotación entre
el espacio de coordenadas y el de momentos, de modo que los propagadores
son diagonales en el espacio de momentos e involucran sólo a los números
cuánticos dinámicos. Este método ha sido ampliamente usado en trabajos de
catálisis magnética [7, 8] y generación dinámica de masa [9].

En este trabajo, derivaremos el propagador de electrones masivos en cam-
pos electromagnéticos de fondo en bajas dimensiones espacio-temporales a
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través del método de Ritus, el cual consiste en la diagonalización del operador
de Dirac en la base de las eigenfunciones del operador (γ · Π)2;

(γ · Π)2Ep = p2Ep,

donde Πµ = i∂µ + eAµ yAµ es el potencial de electromagnético que define
el campo externo y las funciones Ep son llamadas eigenfunciones de Ritus.
Una vez obtenidas estas funciones, se llevará a cabo el análogo a una trans-
formada de Fourier de las funciones de Green de estas part́ıculas [10]. En la
representación Ep, el propagador de Feynman para el fermión tiene la forma
funcional de un propagador libre

SF (z, z′) =

∫
d3p

[
Ep(z)

1

γ · p̄−m
Ēp(z

′)

]
,

donde Ēp = γ0E†
pγ

0, E†
p es la matriz transpuesta conjugada y p̄ tiene por

componentes los números cuánticos dinámicos asociados al movimiento de
los electrones en el campo de fondo. De aqúı se pueden calcular cantidades
como el condensado fermiónico de la forma

〈ψ̄ψ〉 = Tr{iSF (z, z)},

o la densidad de corriente

jµ = −ieTr{γµSF (z, z)} .

En los próximos caṕıtulos, desarrollaremos en detalle este método en bajas
dimensiones, estudiaremos las simetŕıas de estos sistemas y veremos que la
simplicidad del método radica en que puede ser entendido en términos de
mecánica cuántica supersimétrica.
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Caṕıtulo 2

Fermiones en Bajas
Dimensiones

En este caṕıtulo profundizaremos en las propiedades de transformación
del Lagrangiano de QED en bajas dimensiones, bajo ciertas simetŕıas y en las
diferentes representaciones y con los términos de masa que podemos escribir.
Principalmente nos enfocaremos en (2+1) dimensiones ya que la imparidad
de la dimension produce diferencias notables con respecto a (3+1) dimen-
siones. En f́ısica, las simetŕıas juegan un papel fundamental en la descripción
de cualquier sistema. El marco idóneo para estudiar las simetŕıas de un sis-
tema es el formalismo Lagrangiano. En este formalismo, las simetŕıas se ven
como transformaciones que dejan el Lagrangiano o la acción correspondiente
invariantes [11]. QED3 ha sido una teoŕıa muy útil en diferentes campos de
la f́ısica, como la ruptura dinámica de simetŕıa quiral [12, 13], la supercon-
ductividad de alta Tc [14] y el efecto Hall cuántico [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21].

Una de las diferencias más importantes que aparecen entre sistemas de
tres y dos dimensiones espaciales, es que en estos últimos, el acoplamiento
entre fotones y fermiones genera un término de Chern-Simons (TCS) en el
Lagrangiano, que actúa como un término de masa para el fotón. La utilización
del TCS en f́ısica es basta. Abarca desde sistemas de materia condensada,
como superconductividad de alta temperatura, anyones y efecto Hall cuántico
fraccionario, hasta gravedad cuántica y teoŕıas de cuerdas [22].
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2.1. Lagrangiano de QED en (3+1) dimen-

siones

QED es la teoŕıa que da cuenta de las interacciones a nivel cuántico entre
las part́ıculas cargadas y los campos electromagnéticos. Su Lagrangiano cons-
ta de 3 partes: materia, campo electromagnético e interacciones. A continua-
ción describiremos cada una de estas partes en detalle, con énfasis especial
en sus simetŕıas.

2.1.1. Lagrangiano de Dirac

Como en el caso de mecánica clásica y mecánica cuántica no relativista,
en la electrodinámica cuántica podemos obtener las ecuaciones que rigen
nuestros sistemas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

∂µ

(
∂L

∂(∂µψ̄)

)
− ∂L
∂ψ̄

= 0 , (2.1)

donde el Lagrangiano para el caso de la ecuación de Dirac, es

LDirac = ψ̄ (i 6∂ −m)ψ . (2.2)

Enfatizamos que estamos trabajando en (3+1) dimensiones.

Simetŕıas del Lagrangiano de Dirac

Las soluciones a la ecuación de Dirac poseen ciertas propiedades bajo
transformaciones globales (de fase y quirales) y discretas (Conjugación de
Carga C, Paridad P e Inversión Temporal T ) que hacen que el Lagrangiano
sea invariante bajo ellas. Revisaremos los pormenores de cada una de ellas:

Transformaciones Globales de Fase: Es una observación obvia que si
transformamos la función de onda como

ψ → ψeiχ , ψ̄ → ψ̄e−iχ , (2.3)

con χ una constante, el Lagrangiano (2.2) es invariante. Esta aparente
trivialidad tiene grandes consecuencias, pues de acuerdo al Teorema
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de Noether, por cada simetŕıa continua del Lagrangiano existe una
corriente conservada. La corriente asociada con esta transformación es

jµ = −eψ̄γµψ , (2.4)

que es la densidad de corriente del electrón. En particular, esta simetŕıa
implica que la carga eléctrica

Q =

∫
d3xj0 = −e

∫
d3xψ†ψ , (2.5)

es constante, debido a la constancia de la norma de ψ.

Simetŕıa Quiral: Existe otro tipo de transformaciones de fase que pode-
mos aplicar a ψ:

ψ → eiχγ
5

ψ , ψ̄ → ψ̄e−iχγ
5

. (2.6)

Recordando las propiedades de la matriz γ5 = iγ0γ1γ2γ3,

(
γ5
)†

= γ5,
(
γ5
)2

= I, {γ5, γµ} = 0 , γ5 =

(
0 I
I 0

)
,

(2.7)
en la representación de Pauli-Dirac, que es la que utilizaremos en esta
discusión, podemos construir una corriente

jµ5 = ψ̄γµγ5ψ , (2.8)

que satisface
∂µj

µ5 = 2imψ̄γ5ψ , (2.9)

es decir, la transformación (2.6) es una simetŕıa del Lagrangiano (2.2)
solo cuando los fermiones son no masivos, m = 0. En este caso la
corriente conservada se llama corriente vectorial axial. De esta manera,
la existencia de la masa provoca el rompimiento de la simetŕıa quiral.

Conjugación de Carga: Esta simetŕıa intercambia los papeles de los
espinores de part́ıcula y antipart́ıcula. El efecto de esta transformación
sobre la función de onda es

ψ(x) → ψc(x) = Cγ0ψ∗(x) = Cψ̄T (x) , (2.10)
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donde T denota transposición matricial. Ambas, ψ y ψc, satisfacen
la ecuación de Dirac en un campo electromagnético externo, pero con
carga opuesta. La matriz de conjugación de carga se construye de modo
que CγµC−1 = (γµ)T . Es fácil ver que C tiene las siguientes propiedades:

C−1 = C† = CT = −C , (2.11)

y en esta representación, C = iγ2γ0. La operación de Conjugación de
Carga cambia el signo del momento, momento angular orbital, esṕın y
la enerǵıa.

Paridad: También se llama inversión espacial y consiste en invertir
precisamente las componentes espaciales del cuadrivector xµ. Bajo esta
transformación

ψ(t, ~x) → ψ′(t,−~x) = Pψ(t, ~x) = γ0ψ(t, ~x) . (2.12)

La transformación de Paridad deja la ecuación de Dirac y todas las
observables f́ısicas sin cambios.

Inversión Temporal: Esta es una transformación antiunitaria [Apéndice
A] que consiste en la inversión del argumento temporal

ψ(t, ~x) → ψt(−t, ~x) = T ψ∗(t, ~x) = iγ1γ3ψ∗(t, ~x) . (2.13)

La operación deja formalmente invariante a la ecuación de Dirac. Te-
nemos que la matriz T satisface las siguientes propiedades:

T † = T −1 = T . (2.14)

El significado f́ısico de la Inversión Temporal no es tan intuitivo como
el de la Paridad o la Conjugación de Carga.

CPT : El Lagrangiano de Dirac es invariante separadamente bajo C, P
y T y la simetŕıa conjugada CPT .

El cuadro 2.1 resume las propiedades de simetŕıa de cada término de este
Lagrangiano y la corriente asociada.

8



Simetŕıa ψ̄ψ ψγµψ ∂µ

C +1 −1 +1
P +1 (−1)µ (−1)µ

T +1 (−1)µ −(−1)µ

CPT +1 −1 −1

Cuadro 2.1: Simetŕıas de los elementos que se usan para construir el La-
grangiano de Dirac en (3+1) dimensiones.

2.1.2. Lagrangiano de Maxwell

Los fenómenos electromagnéticos en el vaćıo se describen por dos campos
vectoriales, el campo eléctrico ~E y el magnético ~B, que satisfacen las ecua-
ciones de Maxwell, que en términos del tensor de campo electromagnético

F µν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 , (2.15)

se pueden escribir como

∂µF
µν = jν , ∂λF µν + ∂νF λµ + ∂µF νλ = 0 , (2.16)

y en las que la corriente electromagnética es una cantidad conservada, es
decir, ∂µj

µ = 0, con jµ = (ρ,~j). Si introducimos el cuadripotencial Aµ =

(A0, ~A), los campos ~E y ~B se pueden derivar a partir de las relaciones

~B = ∇× ~A , ~E = −∂
~A

∂t
−∇A0 , (2.17)

lo que nos permite escribir

F µν = ∂µAν − ∂νAµ . (2.18)

El Lagangiano de Maxwell es

LMaxwell = −1

4
FµνF

µν . (2.19)
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Simetŕıas

El Lagrangiano de Maxwell posee simetŕıas muy relevantes para la f́ısica
moderna. Posee la llamada simetŕıa local de norma, por lo que la teoŕıa de las
interacciones electromagnéticas es el primer ejemplo de teoŕıas de norma que
se estudia en la f́ısica. El alcance, elegancia y poder de las teoŕıas de norma
es tan basto, que se busca una descripción de las teoŕıas que describen las
interacciones fundamentales en términos de teoŕıas de norma. Éste es el eje
central de la construcción del celebrado Modelo Estándar de part́ıculas ele-
mentales. El Lagrangiano de Maxwell también posee propiedades especiales
bajo las transformaciones de las simetŕıas discretas, de las que daremos cuen-
ta a continuación.

Simetŕıa Local de Norma: Es fácil convencerse que Fµν , y por lo tanto
el Lagrangiano de Maxwell, son invariantes bajo la transformación

Aµ(x) → Aµ′(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x) , (2.20)

donde Λ(x) es una función escalar arbitraria, llamada función de nor-
ma. Esta propiedad de invariancia de norma introduce complicaciones
en el estudio cuántico del campo electromagnético. Para calcular can-
tidades de interés, uno obliga al potencial vectorial a satisfacer ciertas
condiciones, es decir, uno fija la norma. Nosotros estamos interesados
en el caso donde la norma se fije de manera covariante, considerando
la condición de Lorentz ∂µA

µ = 0. En este caso, la ecuación de onda
para el fotón se reduce a

�Aµ = jµ , (2.21)

y el Lagrangiano de Maxwell se modifica como

LMaxwell = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 , (2.22)

donde ξ es llamado el parámetro que fija la norma y puede tomar
valores reales. Algunos casos particulares son ξ = 0, la llamada Norma
de Landau y ξ = 1, llamada Norma de Feynman.

Conjugación de Carga: Bajo Conjugación de Carga, las componentes
del potencial vectorial se transforman como

Aµ(x) → −Aµ(x), (2.23)

por lo que el Lagrangiano de Maxwell es invariante bajo C.
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Paridad: Bajo Paridad, Aµ se transforma como

A0(t, ~x) → A0(t,−~x) , ~A(t, ~x) → − ~A(t,−~x) , (2.24)

por lo que el Lagrangiano de Maxwell es invariante bajo C.

Inversión Temporal: Bajo la Inversión Temporal, las componentes de
Aµ se transforman como

A0(t, ~x) → A0(−t, ~x) , ~A(t, ~x) → − ~A(−t, ~x) , (2.25)

por lo que el Lagrangiano de Maxwell es invariante bajo T .

CPT : Siendo invariante separadamente bajo las transformaciones dis-
cretas, el Lagrangiano de Maxwell también lo es bajo la transformación
conjunta CPT .

Ya contamos con los Lagrangianos para electrones y fotones libres. Procede-
mos ahora a incluir interacciones y construir el Lagrangiano de QED.

2.1.3. Lagrangiano de QED

Las interacciones de los electrones con el campo electromagnético, en
dimensiones arbitrarias del espacio-tiempo, se obtienen acoplando la densidad
de corriente con el campo electromagnético:

Lint = −eψ̄γµψAµ . (2.26)

Con estos ingredientes, el Lagrangiano de QED se construye de la siguiente
manera :

LQED = LDirac + LMaxwell + Lint

= ψ̄ (i(6∂ + ie6A)−m)ψ − 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 . (2.27)

Los dos primeros términos en la última expresión son invariantes bajo las
simetŕıas discretas y bajo las transformaciones de norma locales

Aµ → Aµ + ∂µΛ(x), ψ → ψ exp {−ieΛ(x)}, ψ̄ → ψ̄ exp {ieΛ(x)},
(2.28)

mientras que el último término también es invariante bajo las simetŕıas dis-
cretas y fija la norma. La estructura de norma de QED es independiente del
número de dimensiones espacio-temporales. Por lo tanto, en la construcción
del Lagrangiano más general de QED3 solo nos enfocaremos en las simetŕıas
discretas de cada término.
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2.2. Lagrangiano de QED3

Ahora vamos a restringir la dinámica de electrones y fotones a un plano,
QED3. En este caso construiremos el Lagrangiano más general posible. Debe-
mos enfatizar que la transformación de Paridad en el plano es distinta a la del
espacio: Paridad en el plano corresponde a invertir sólo un eje espacial y no
ambos, porque esto seŕıa equivalente a una rotación del plano por un ángulo
π (Figura 2.1). El resto de las simetŕıas discretas heredan su estructura del
espacio al plano. Para satisfacer el álgebra de Clifford {γµ, γν} = 2gµν para

Figura 2.1: a) La paridad en el plano si heredamos la definición convencional
de 3 dimensiones espaciales implica una rotación por un ángulo π. b) La
definición correcta de paridad en el plano consiste en invertir únicamente un
eje espacial.

n-dimensiones espacio-temporales, si CL(n) es el álgebra compleja generada
por una base ortonormal {e1, e2, ..., en} ∈ Rn tal que

e2i = −1; eiej = −ejei, i 6= j;

entonces la dim(CL(n)) = 2n y tenemos para n par e impar los siguientes
isomorfismos:

n = 2m ⇒ CL(n) ∼= M2m×2m(C) ,

n = 2m+ 1 ⇒ CL(n) ∼= M2m×2m(C)⊕M2m×2m(C) , (2.29)

donde {Ma×b(C)} es el grupo de matrices a × b con entradas complejas.
Aśı que en (2+1) dimensiones, la ecuación de Dirac puede ser construida con
matrices de 2×2, esto es, con n = 2 en (2.29), pero además tenemos dos rep-
resentaciones irreducibles inequivalentes en las cuales podemos trabajar [23].
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Entonces, las representaciones irreducibles pueden ser construidas utilizando
las matrices de Pauli. Podemos escogerlas de las siguientes formas:

γ0 = σ3, γ1 = iσ1, γ2 = iσ2 , (2.30)

γ0 = σ3, γ1 = iσ1, γ2 = −iσ2 . (2.31)

Si dos matrices son equivalentes, significa que, f́ısicamente, ambas tienen el
mismo contenido. Esto es, ambas matrices nos darán la misma información
del sistema, aśı que podemos usar cualquiera de las dos y obtendremos los
mismos resultados. Cuando las representaciones son matemáticamente ine-
quivalentes, no se puede obtener una a partir de transformaciones elementales
de la otra. F́ısicamente esto quiere decir que la información que nos dan es di-
ferente. Ahora debemos estudiar las dos representaciones matriciales y cada
una nos dará diferente información del sistema. En materia condensada se
sabe que el grafeno involucra a dos tipos de fermiones de Dirac no masivos,
cada uno relacionado con una de estas representaciones.[24, 25]

2.2.1. Lagrangiano de Dirac “Heredado”

Supongamos que el Lagrangiano de QED3 es funcionalmente idéntico
a (2.2), i.e.,

L = ψ̄(i 6∂ −m)ψ , (2.32)

y consideremos la dimensionalidad más baja para las matrices γµ. En el plano
la dimensionalidad más baja es 2×2, por lo que las matrices de Pauli pueden
representar a las matrices de Dirac. Existen dos representaciones irreducibles,
dadas en (2.30) y (2.31). Elijamos sólamente la primera representación (2.30),
aunque la discución es válida si elegimos cualquiera de ellas.

Simetŕıas

Consideremos ahora las simetŕıas de este Lagrangiano [23].

Simetŕıa Quiral: Se puede verificar que si heredamos la definición de
γ5 = iγ0γ1γ2 = I, no hay una definición en esta representación de la
transformación quiral.

Conjugación de Carga: Bajo esta transformación,

ψC = eiφγ2ψ̄T ,

por lo que el Lagrangiano es invariante bajo C.
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Paridad: Bajo una transformación de paridad (t, x, y)P → (t,−x, y),

ψ̄ψP → −ψ̄ψ,

por lo que el término de masa, y consecuentemente el Lagrangiano, no
son invariantes bajo P .

Inversión Temporal: Bajo una inversión temporal (t, ~x)T → (−t, ~x),

ψ̄ψT → −ψ̄ψ,

por lo que el término de masa, y consecuentemente el Lagrangiano, no
son invariantes bajo T , ver [26].

CPT : El término de masa, que viola P y T , es invariante bajo la
transformación combinada PT y por lo tanto CPT .

Para restaurar las simetŕıas del Lagrangiano de Dirac en QED3, es necesario
considerar un campo fermiónico extra, como veremos enseguida.

2.2.2. Lagrangiano de Dirac “Extendido”

Existen en el plano dos representaciones irreducibles para las matrices
de Dirac [23], como vimos antes. Podemos entonces considerar un segundo
“tipo” de electrones, descritos en términos de la segunda representación (2.31).
La diferencia entre las dos representaciones es sólamente el signo de la ma-
triz γ2, por lo que podemos tratar de escribir las dos representaciones solo en
términos de una de ellas. Si llamamos ψA al campo fermiónico de la primera
representación y ψB al de la segunda, la única diferencia que encontramos es
el signo de las masas para los dos campos. Aśı, tenemos que el Lagrangiano
extendido es

LDirac = ψ̄A (i 6∂ −m)ψA + ψ̄B (i 6∂ +m)ψB , (2.33)

cuyas simetŕıas veremos a continuación.

Simetŕıas

Las simetŕıas del Lagrangiano (2.33) son [23]:
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Simetŕıa Quiral: Este Lagrangiano permite definir, en realidad, dos
tipos de transformaciones quirales:

ψA → ψA + αψB , ψB → ψB − αψA y

ψA → ψA + iαψB , ψB → ψB + iαψA ,

donde α es un escalar. Estas transformaciones conducen, en el caso no
masivo, a las siguientes corrientes quirales conservadas:

jµ1 = (ψ̄Aγ
µψB−ψ̄BγµψA) y jµ2 = (ψ̄Aγ

µψB+ψ̄Bγ
µψA) . (2.34)

Conjugación de Carga: Bajo la operación de Conjugación de Carga,

(ψA)C = eiψ1γ2(ψ̄A)T y (ψB)C = eiψ2γ2(ψ̄B)T , (2.35)

como era de esperarse. Este Lagrangiano es invariante bajo C.

Paridad: Bajo Paridad,

(ψA)P → −ieiφ1γ1ψB y (ψB)P → −ieiφ2γ1ψA , (2.36)

es decir, esta transformación mezcla los espinores de ambas representa-
ciones. Este Lagrangiano es invariante bajo P .

Inversión Temporal: Bajo Inversión Temporal,

(ψA)C = eiψ1γ2(ψ̄B)T y (ψB)C = eiψ2γ2(ψ̄A)T , (2.37)

es decir, esta transformación mezcla los espinores de ambas representa-
ciones. Este Lagrangiano es invariante bajo T .

CPT : Siendo invariante bajo las simetŕıas discretas por separado, tam-
bién lo es bajo CPT .

La idea de extender el Lagrangiano de Dirac e incluir dos campos fermiónicos
en la representación irreducible tiene la gran ventaja de hacerlo invariante
bajo Paridad e Inversión Temporal, y además permite introducir dos tipos
de transformaciones quirales que en el caso no masivo son simetŕıas del La-
grangiano. Sin embargo, uno puede hacer más compacta la notación con-
siderando espinores de cuatro componentes con una representación reducible
para las matrices de Dirac, como veremos enseguida.
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2.2.3. Lagrangiano de Dirac “Reducible”

Podemos fusionar los espinores de dos componentes trabajando con una
representación reducible, 4 × 4, de las matrices de Dirac. En este caso, uno
puede trabajar con las matrices del caso de (3+1) dimensiones y trabajar con
el Lagrangiano (2.2). Sin embargo, debemos recordar que en el plano sólo 3
matrices de Dirac se necesitan para la dinámica. Es decir, “sobra” γ3. Esto
implica que se pueden definir dos tipos de transformaciones quirales

ψ → eiαγ
3

ψ y ψ → eiβγ
5

ψ , (2.38)

lo que nos permite introducir dos tipos de masa para los fermiones

meψ̄ψ y moψ̄
i

2
[γ3, γ5] ψ = moψ̄τψ , (2.39)

donde mo es llamada masa de Haldane [27]. Esto quiere decir que el La-
grangiano de Dirac “reducible” más general es

LDirac = ψ̄ (i 6∂ −me −moτ)ψ . (2.40)

Veamos las simetŕıas de este Lagrangiano, que son en esencia las de los térmi-
nos de masa.

Simetŕıas

Para estudiar las simetŕıas de los términos de masa en (2.40), nos referirémos
a ellos de la siguiente manera: al que acompaña a la bilineal ψ̄ψ lo llamaremos
“usual” y al que va con ψ̄τψ lo llamaremos “tau”.

Simetŕıa(s) Quiral(es): El término usual no es invariante bajo las trans-
formaciones Quirales (2.38), pero śı lo es el término tau.

Conjugación de Carga: Hereda su estructura de (3+1) dimensiones.
Ambos términos de masa son invariantes bajo C.

Paridad: El término usual es invariante bajo Paridad, mientras que el
término tau viola esta simetŕıa [Apéndice B].

Inversión Temporal: El término usual es invariante bajo T , pero no el
término tau.
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CPT : El término de masa usual es invariante bajo C, P y T separa-
damente, por lo que lo es también bajo CPT . El término tau, por su
parte, es invariante bajo la transformación conjunta PT , y por lo tanto
bajo CPT .

Es importante señalar las simetŕıas de los términos de masa de los La-
grangianos de Dirac heredado (2.32), extendido (2.33) y reducible (2.40), ya
que, particularmente los que violan Paridad e Inversión Temporal, inducen
modificaciones al Lagrangiano de Maxwell, pues inducen el llamado término
de Chern-Simons, y viceversa, como veremos a continuación.

2.2.4. Lagrangiano de Maxwell

El Lagrangiano de Maxwell posee las mismas simetŕıas y estructura que
su contraparte en 4D. Sin embargo, como hemos visto, en (2+1)-dimensiones
existen términos de masa fermiónicos que violan Paridad e Inversión Tem-
poral, por lo que inducen en el Lagrangiano un término adicional, llamado
de Chern-Simons. Por su estructura topológica, esta modificación amerita
ser tratada independientemente, aśı que consideraremos que el Lagrangiano
de Maxwell queda intacto y estudiaremos separadamente el Lagrangiano de
Chern-Simons.

2.2.5. Lagrangiano de Chern-Simons

En (2+1), a diferencia de (3+1) dimensiones, las part́ıculas pueden obe-
decer una estad́ıstica fraccionaria, debido a que el esṕın en (2+1) dimensiones
difiere del esṕın en (3+1) dimensiones. Esto porque en (3+1) dimensiones, el
esṕın debe satisfacer el álgebra del momento angular, que es no conmutativa:

[Si, Sj] = iεijkSk; i, j, k = 1, 2, 3.

Aqúı, la cuantización del momento angular nos da dos tipos de part́ıculas,
los bosones que tienen esṕın entero y que satisfacen la estad́ıstica de Bose-
Einstein y los fermiones que tienen esṕın semi-entero y satisfacen la estad́ısti-
ca de Fermi-Dirac. En (2+1) dimensiones, el momento angular satisface un
álgebra conmutativa, ya que sólo tenemos un generador, por ejemplo S3, que
obviamente conmuta con él mismo. Como resultado, no hay una cuantización
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del momento angular, lo que inmediatamente sugiere que en (2+1) dimen-
siones puede haber part́ıculas con estad́ıstica fraccionaria, cuya existencia se
ha demostrado. Vamos a ver qué significa tener estad́ıstica fraccionaria.

Generalmente, el término estad́ıstica cuántica se refiere a la fase que
adquiere una función de onda de muchas part́ıculas, cuando dos de ellas
son intercambiadas. Pero si las part́ıculas son estrictamente idénticas, hacer
una permutación no nos dice nada f́ısicamente, ya que una configuracion da-
da y la obtenida al intercambiar las part́ıculas son sólo dos caminos para
describir la misma configuración de las part́ıculas. De hecho, el término es-
tad́ıstica cuántica se refiere a la fase que surge cuando dos part́ıculas son
transportadas a las coordenadas de la otra adiabáticamente. En (3+1) di-
mensiones estas dos definiciones de estad́ıstica cuántica coinciden. Pero esto
no sucede en (2+1) dimensiones, dando lugar a part́ıculas que pueden generar
cualquier fase al ser intercambiadas adiabáticamente. Estas part́ıculas son lla-
madas aniones [28], [29] y tienen la particularidad de que violan las simetŕıas
de paridad e inversión temporal.

En particular, cuando acoplamos electrones con fotones en el plano, de-
bido a que existen términos de masa para los electrones que violan Paridad
e Inversión Temporal, el Lagrangiano de Maxwell se modifica, generando un
término de Chern-Simons (TCS) [30]

LCS =
ϑ

4
εµνλA

µF νλ , (2.41)

del cual especificaremos algunos aspectos relevantes y simetŕıas. Primera-
mente, consideremos electrodinámica pura en presencia del término de Chern-
Simons en (2+1) dimensiones

L = −1

2
FµνF

µν +
ϑ

4
εµνλFµνAλ.

La ecuación de campo que se obtiene de este Lagrangiano es

∂µF
µν +

ϑ

2
εναβFαβ = 0, (2.42)

la cual es invariante bajo transformaciones de norma Aµ → Aµ + ∂µΛ. Por
otro lado el Lagrangiano de Chern-Simons cambia como

δLCS =
ϑ

4
εµνλ∂

µΛF νλ , (2.43)
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por lo que no es el Lagrangiano sino la acción correspondiente la que es inva-
riante bajo estas transformaciones. La siguiente observación es que el término
ϑ tiene unidades de masa y la ecuación de campo (2.42) puede ser escrita
como (

gµν +
1

ϑ
εµνα∂α

)
∗Fν = 0,

donde ∗Fν = 1
2
εναβF

αβ es el tensor de intensidad de campo dual, el cual

en (2+1) dimensiones es un vector. Aplicando el operador
(
gβη − 1

µ
εβηδ∂

δ
)
,

obtenemos
(� + µ2)∗Fβ = 0,

por lo que cuando consideramos los fotones de Maxwell-Chern-Simons, i.e.,
fotones provenientes del Lagrangiano L = LMaxwell+LCS, éstos son masivos,
de masa ϑ, de modo que el TCS actúa como un término de masa invariante
de norma para el fotón [26].

Finalmente, uno de los aspectos más interesantes resulta de observar que
la acción de Chern-Simons,

SCS =

∫
d3xLCS, (2.44)

donde
LCS = εijE

iAj + aBA0,

es invariante bajo transformaciones de coordenadas generales. Dicho de otro
modo, no depende de la “métrica”, por lo que la teoŕıa resultante es una
teoŕıa de campos topológica. La invariancia de Lorentz de la acción se sigue
automáticamente de la invariancia de norma. Para ver esto, notemos que
la forma mas general del Lagrangiano de Maxwell invariante de norma en
electrodinámica clásica en (3+1) dimensiones es

L = E2 + aB2.

El pedir invariancia de Lorentz nos dice que a = −1. Por otro lado, en (2+1)
dimensiones, el pedir invariancia de SCS bajo transformaciones de norma,
fija a, lo cual también es automáticamente invariante de Lorentz.

Simetŕıas

El Lagrangiano de Chern-Simons (2.41) posee las siguientes propiedades
de transformación bajo las simetŕıas discretas :
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Conjugación de Carga: Este término es invariante bajo C.

Paridad: El TCS viola P .

Inversión Temporal: El TCS viola T .

CPT : Al igual que los términos de masa fermiónicos que violan P y
T , el TCS es invariante bajo la transformación conjunta PT y por lo
tanto bajo CT P.

Este TCS se genera dinámicamente bajo ciertas condiciones, las cuales estu-
diaremos ahora para construir el Lagrangiano más general de QED3.

2.2.6. Lagrangiano(s) de QED3

Para escribir el Lagrangiano más general de QED3, debemos partir de
su predecesor tetradimensional (2.27). Sin embargo, debemos notar que en
el plano se genera un TCS cuando los fotones de Maxwell se acoplan con
fermiones de Dirac con un término de masa que viole P y T , de acuerdo con
el Teorema de Coleman-Hill [31]. El enunciado inverso también es cierto: Si
consideramos fermiones inicialmente no masivos y los acoplamos con fotones
de Maxwell-Chern-Simons, los fermiones adquirirán un término de masa que
viola P y T , ver [32]. Este juego entre fermiones y fotones masivos se puede
representar de la siguiente manera:

m 6P, 6T � ϑ 6P, 6T . (2.45)

Entonces, para escribir el Lagrangiano más general de QED3, ya que
los Lagrangianos de Maxwell y de Interacciones son los mismo que en 4D,
debemos considerar tres casos:

Caso I: Para el Lagrangiano de Dirac Heredado tenemos

LHQED3
= ψ̄ (i(6∂ + ie6A)−m)ψ − 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

+
ϑ

4
εµνλA

µF νλ . (2.46)

En este caso el término de masa y el TCS se inducen mutuamente.
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Caso II: Para el Lagrangiano de Dirac Extendido tenemos

LEQED3
= ψ̄A (i(6∂ + ie6A)−m)ψA + ψ̄B (i(6∂ + ie6A) +m)ψB

−1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 . (2.47)

En este caso no hay TCS, pues los signos de las masas cancelan entre
śı cualquier contribución.

Caso III: Para el Lagrangiano de Dirac Reducible tenemos

LRQED3
= ψ̄ (i(6∂ + ie6A)−me −moτ)ψ −

1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

+
ϑ

4
εµνλA

µF νλ . (2.48)

Aqúı mo y el TCS se inducen mutuamente.

Observemos que estos tres Lagrangianos son invariantes ante CPT , por lo
tanto f́ısicamente relevantes. Aśı que calcularemos el condensado y la corri-
ente fermiónica tomando en cuenta cada Lagrangiano.

2.3. Modelo de Schwinger

El modelo de Schwinger es el modelo de la electrodinámica cuántica en
(1+1) dimensiones. En este caso, dada la paridad de la dimensión, la es-
tructura y simetŕıas del Lagrangiano son similares a las de QED4. En (1+1)
dimensiones, la dimensionalidad mı́nima para las matrices de Dirac es 2× 2
como nos dice la ecuación (2.29). En esta parte, trabajaremos en un espa-
cio de Minkowski (1+1) dimensional con métrica gµν = gµν = diag(1,−1)
en unidades naturales. Para construir la ecuación de Dirac en el llamado
modelo masivo de Schwinger [4], sólo dos matrices γ están involucradas. Las
definiremos también en términos de las matrices de Pauli de la siguiente
forma

γ0 = σ1 γ1 = −iσ2 (2.49)
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y se suele definir convenientemente la matriz

γ5 = γ0γ1 ≡ σ01

En este espacio, sólo tenemos una componente independiente del tensor elec-
tromagnético Fµν , correspondiente a un campo eléctrico en la dirección de la
única dirección espacial. Entonces podemos construir a este campo, definien-
do Aµ = (W (x), 0). Además, en este caso no tenemos una segunda repre-
sentación inequivalente.

El modelo de Schwinger ha sido utilizado como modelo para poĺımeros
tales como el poliacetileno. Además exhibe rompimiento espontáneo de si-
metŕıa U(1), debido al condensado quiral de los instantones. El fotón en este
modelo se vuelve una part́ıcula masiva a bajas temperaturas. Este modelo
exhibe confinamiento de los fermiones y puede ser resuelto exactamente por
lo que es usado como modelo de juguete para estudiar algunos aspectos otras
teoŕıas más complejas como cromodinámica cuántica (QCD). Un argumento
para ver esto, es que clásicamente el potencial entre dos part́ıculas cargadas
en (1+1) dimensiones es lineal, mientras que en (3+1) dimensiones va como
1/r. En el siguiente caṕıtulo veremos como las soluciones a la ecuación de
Dirac en la teoŕıas estudiadas aqúı en presencia de campos electromagnéticos
externos, pueden ser entendidas en términos de mecánica cuántica super-
simétrica (SUSY-QM).
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Caṕıtulo 3

Fermiones en Campos Externos
y Mecánica Cuántica
Supersimétrica

3.1. Factorización del Hamiltoniano

En este caṕıtulo veremos una forma de factorizar el Hamiltoniano de
la ecuación de Schrödinger en términos de ciertos operadores de creación y
aniquilación A y A†, que utilizaremos más adelante para encontrar la relación
entre las soluciones en campos externos a la ecuación de Dirac con diferente
proyección de esṕın. Este método también es la base de mecánica cuántica
supersimétrica no relativista. En este caṕıtulo seguiremos muy de cerca el
trabajo desarrollado en la Referencia [33].

Para empezar, comencemos con el Hamiltoniano de una part́ıcula en pres-
encia de un potencial V1(x),

H1 = − d2

dx2
+ V1(x)

en unidades de ~ = 2m = 1. Es claro que las eigenfunciones para el potencial
V1 y V ′

1 = V1 + c, con c una constante, son las mismas y que las eigenenerǵıas
cambiarán por el valor c, aśı que, sin pérdida de generalidad, podemos escoger
la enerǵıa del estado base ψ0, igual a cero, E0 = 0. Normalmente no aprecimos
que si conocemos el estado base, entonces podemos reconstruir el potencial
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salvo una constante

−d
2ψ0

dx2
+ V1ψ0(x) = 0 ⇒ V1(x) =

ψ′′0(x)

ψ0(x)
.

Es fácil factorizar el Hamiltoniano como H = A†A, como cuando se estudia
el oscilador armónico en términos de operadores de creación y aniquilación.
En el caso general,

A =
d

dx
+W (x), A† = − d

dx
+W (x).

Entonces,

V1(x) = W 2(x)−W ′(x), (3.1)

que es una ecuación de Riccati. La cantidad W (x) es conocida como el super-
potencial en mecánica cuántica supersimétrica (SUSY-QM) [33]. La condición
H1ψ0 = A†A = 0 se satisface automáticamente si imponemos Aψ0 = 0, de
donde

W (x) = −ψ
′
0(x)

ψ0(x)
.

El razonamiento en sentido opuesto también vale, si conocemos W (x), pode-
mos encontrar el estado base

Aψ0 = 0 ⇒ ψ0 = Nexp
(
−
∫
W (y)dy

)
.

Ahora, definimos un nuevo Hamiltoniano como

H2 = AA† = − d2

dx2
+ V2(x),

con

V2 = W 2(x) +W ′(x) (3.2)

los potenciales V1 y V2 son conocidos como los potenciales compañeros su-
persimétricos y las eigenenerǵıas, las funciones de onda y las matrices de
dispersión de V1 y V2, están relacionadas. La ecuación de Schrödinger para
H1 es

H1ψ
(1)
n = A†Aψ(1)

n = E(1)
n ψ(1)

n , (3.3)
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que implica

H2(Aψ
(1)
n ) = AA†Aψ(1)

n = E(1)
n (Aψ(1)

n ). (3.4)

Análogamente, para H2 tenemos

H2ψ
(2)
n = AA†ψ(2)

n = E(2)
n ψ(2)

n , (3.5)

que implica

H1(A
†ψ(1)

n ) = A†AA†ψ(2)
n = E(2)

n (A†ψ(2)
n ). (3.6)

Entonce, salvo una constante de normalización, (Aψ
(1)
n ) es eigenfunción deH2

y (A†ψ
(2)
n ) lo es de H1. Notemos que las eigenenerǵıas son positivas definidas

(E
(1,2)
n ≥ 0), pues

E(1)
n = 〈ψ(1)

n |A†A|ψ(1)
n 〉 = 〈ψ(2)

n |ψ(2)
n 〉 ≥ 0

y de manera similar E
(2)
n ≥ 0. Ahora, de las ecuaciones (3.3)-(3.6) y del

hecho que hicimos E
(1)
0 = 0, las eigenfunciones de H1 y H2 normalizadas y

las eigenenerǵıas correspondientes, tiene las siguientes relaciones

E(2)
n = E

(1)
n+1, E

(1)
0 = 0,

ψ(2)
n = [E

(1)
n+1]

−1/2Aψ
(1)
n+1,

ψ
(1)
n+1 = [E(2)

n ]−1/2A†ψ(2)
n ,

por lo que si conocemos las eigenfunciones de H1, podemos determinar las
eigenfunciones de H2 y viceversa. Además, el operador A no sólo convierte
eigenfunciones de H1 en eigenfunciones de H2 con la misma enerǵıa, sino que
también destruye un nodo extra en la eigenfunción. De la misma manera, el
operador A† convierte eigenfunciones de H2 en eigenfunciones de H1 con la
misma enerǵıa y crea un nodo extra en la eigenfunción. Estas propiedades
son particularmente explotadas en el problema del oscilador armónico, donde
Vosc(x) ∼ x2, de donde Wosc(x) ∼ x, por lo que el mismo Vosc es su propio po-
tencial asociado supersimétrico y entonces, los operadores A y A† destruyen y
crean todos los eigenestados. Podemos entender la degeneración en el espec-
tro de H1 y H2 de las propiedades del álgebra SUSY. Primero construyamos
el Hamiltoniano SUSY como

H =

(
H1 0
0 H2

)
.
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Este Hamiltoniano matricial, es parte de un álgebra cerrada, la cual con-
tiene operadores bosónicos y fermiónicos con relaciones de conmutación y
anticonmutación. Si consideramos los operadores

Q =

(
0 0
A 0

)
, Q† =

(
0 A†

0 0

)
,

las siguientes relaciones describen la superálgebra cerrada sl(1/1)

[H,Q] = [H,Q†] = 0,

{Q,Q†} = H, {Q,Q} = {Q†, Q†} = 0.

El hecho de que las supercargas Q y Q† conmuten con H, es responsable
de la degeneración del espectro de H1 y H2. Los operadores Q y Q† pueden
ser interpretados como operadores que cambian grados de libertad bosónicos
en fermiónicos y viceversa. La forma más común de clasificar las álgebras
SUSY-QM, es contando el número de anticonmutadores de los generadores
Hermitianos Qi, i = 1, 2, ..., N . Un álgebra SUSY-N , es tal que

{Qi, Qj} = Hδij; Qi = Q†
i , [H,Qi] = 0; H =

2

N

N∑
i=1

Q2
i .

Cuando N = 2M , podemos definir las supercargas

Q̃i =
Q2i−1 + iQ2i√

2
.

La SUSY usual es con N = 2, con

Q =
Q1 + iQ2√

2
.

Como veremos en la siguiente sección, las soluciones a la ecuación de Dirac
con esṕın arriba y abajo, las obtendremos en términos de potenciales super-
simétricos.

3.2. Part́ıculas en Campos Electromagnéticos

y Supersimetŕıa

Para discutir supersimetŕıa en campos electromagnéticos, es útil intro-
ducir los operadores de ascenso y descenso

σ± =
1

2
(σ1 ± iσ2) .
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Consideremos primero el caso de un electrón no relativista con representación
de esṕın en términos de las matrices de Pauli ~σ = 2~s en un campo magnético
~B de dirección arbitraria y con razón giromagnética g = 2. El Hamiltoniano
de Pauli para este problema expĺıcitamente es (en unidades ~ = c = 2m = 1)

H = (~p+ e ~A)2 + e ~B · ~σ. (3.7)

Este Hamiltoniano tiene una supersimetŕıa simple N = 1 si introducimos
una supercarga autoadjunta:

Q1 =
1√
2
(~p+ e ~A) · ~σ. (3.8)

Con esta, podemos escribir el Hamiltoniano de Pauli (3.7) como

H = 2Q2
1 = {Q1, Q1},

y claramente
[H,Q1] = 0.

Cuando el campo magnético es perpendicular al movimiento de los electrones,
podemos introducir una supersimetŕıa con N = 2, lo cual relaciona este
problema con el de SUSY-QM en una dimensión. La forma más simétrica de
hacer esto, es introduciendo la supercarga compleja

Q = 2[(px + eAx)− i(py + eAy)]σ+ ≡ Aσ+,

lo cual obedece el superálgebra

Q2 = 0 , {Q,Q†} = HP

donde HP denota el Hamiltoniano de Pauli para el caso especial de un campo
magnético ~B = B3ẑ perpendicular al movimiento de los electrones, i.e.

HP =
2∑
i=1

(pi + eAi)
2 + eB3σ3. (3.9)

La supersimetŕıa entonces garantiza que todas las eigenenerǵıas positivas de
HP están degeneradas por el esṕın. Estos eigenestados degenerados están
conectados por los operadores Q y Q†. Los Hamiltonianos que actúan en los
dos subespacios de esṕın arriba y abajo son AA† y A†A respectivamente.
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Existen otras formas de escribir esta superálgebra. Por ejemplo intro-
duciendo las supercargas:

Q =
i√
2
(Q1 + iQ2),

Q1 =
1√
2
[− (py + eAy)σ1 + (px + eAx)σ2],

Q2 =
1√
2
[(px + eAx)σ1 + (py + eAy)σ2].

que satisfacen

{Qa, Qb} = HP δ
ab, [HP , Q

a] = 0, a, b = 1, 2.

El Hamiltoniano (3.9) tiene una simetŕıa O(2)×O(2) que vienen de σ3 y una
simetŕıa O(2) de rotación en el plano A1−A2. Podemos resolver potenciales
de manera más sencilla si escogemos alguna componente Ai = 0 y la otra
como función de la variable opuesta, i.e.

Ax(x, y) = 0, Ay(x, y) = W (y)

tal que

Bz =
dW (x)

dx

Entonces la ecuación de Pauli se vuelve

HP = (py +W (x))2 + p2
x −W ′(x)σ3.

Ya que HP no depende de y, podemos escribir las eigenfunciones ψ̃ como

ψ̃(x, y) = eikyψ(x),

donde k es el eigenvalor del operador py y la ecuación de Schrödinger para
ψ(x) toma la forma[

− d2

dx2
+ (W (x) + k)2 −W ′(x)σ

]
ψ(x) = Eψ(x)

donde σ = ±1 es el eigenvalor del operador σ3. Entonces, hemos reducido el
problema al de SUSY en una dimensión con superpotencial W (x) + k.
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Ahora consideremos el mismo problema en la norma simétrica. Escogemos

Ax = ωcyf(ρ), Ay = −ωcxf(ρ),

donde ρ2 = x2+y2 y ωc es una constante. El correspondiente campo magnético
Bz esta dado por

Bz(x, y) = ∂xAy − ∂yAx = −2ωcf(ρ)− ωcρf
′(ρ).

En este caso, el Hamiltoniano de Pauli toma la forma

H = −
(
d2

dx2
+

d2

dy2

)
+ ω2

cρ
2f 2 − 2ωcfLz − (2ωcf + ωcρf

′)σ3,

donde Lz es la componente z del operador de momento angular orbital. Clara-
mente el correspondiente problema de Schrödinger puede ser resuelto en co-
ordenadas ciĺındricas (ρ, φ). En este caso, la eigenfunción ψ(ρ, φ) puede ser
constrúıda como

ψ(ρ, φ) = R(ρ)eimφ/
√
ρ,

donde m = 0,±1,±2, ... es el eigenvalor de Lz. En este caso, la ecuación de
Schrödinger para R(ρ) toma la forma[
− d2

dρ2
+ ω2

cρ
2f 2 − 2ωcfm− (2ωcf + ωcρf

′(ρ))σ +
m2 − 1/4

ρ2

]
R(ρ) = ER(ρ).

3.3. Electrones Relativistas y SUSY

Ahora pasemos al caso de electrones relativistas en presencia de un campo
externo. Para muchos campos externos, el Hamiltoniano de Dirac puede ser
puesto en la forma

HD =

(
M+ Q†

Q −M−

)
, (3.10)

con las relaciones

Q†M− = M+Q
†; QM+ = M−Q.

Cuando estas relaciones son válidas, el Hamiltoniano de Dirac al cuadrado
puede ser diagonalizado en la forma

H2
D =

(
Q†Q+M2

+ 0
0 QQ† +M2

−

)
,
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y el Hamiltoniano de Dirac puede ser diagonalizado en la forma

HD =

( √
Q†Q+M2

+ 0

0 −
√
QQ† +M2

−

)
.

Primero consideremos el problema de la ecuación de Dirac en (1+1) dimen-
siones, con un potencial escalar φ(x). Entonces el Hamiltoniano se obtiene
por sustituir

m→ m+ φ(x) ≡ Φ(x)

La ecuación de Dirac covariante se vuelve

iγ · ∂ψ(x, t)− Φ(x, y)ψ(x, t) = 0,

lo cual en forma no covariante corresponde a

i
∂ψ(x, t)

∂t
= Hψ(x, t),

con
H = α · p+ βΦ(x).

escogiendo una representación “supersimétrica”para las matrices α y β,

αi =

(
0 σi
σi 0

)
; β =

(
0 −i
i 0

)
,

este Hamiltoniano puede ser puesto en la forma (3.10) con

Q = p · σ + iΦ; M+ = M− = 0,

y ahora podemos obtener el espectro del Hamiltoniano del espectro de los
operadores

Q†Q = −∇2 + Φ2 + σ · ∇Φ,

QQ† = −∇2 + Φ2 − σ · ∇Φ.

Entonces, si estamos en (1+1) dimensiones o tenemos un potencial que solo
es función de una variable, el problema se reduce a resolver potenciales en
mecánica cuántica en una dimensión.

Al tener un electrón en un campo electromagnético externo, tenemos
un término de interacción en el Hamiltoniano HI = ψ̄γµAµψ. En forma
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no covariante, si tenemos un campo magnético puro (A0 = 0, ~A = ~A(~r)),
podemos escribir

HD = ~α · (~p+ ~A) + βm,

que podemos poner en la forma (3.10) si hacemos

Q = Q† = ~σ · (~p+ ~A); M± = m

Esta carga Q (salvo un factor de 1/
√

2) es la supercarga del Hamiltoniano
de Pauli (ecuación (3.8)) y el Hamiltoniano al cuadrado tiene la forma

H2
D =

(
Q†Q+m2 0

0 QQ† +m2

)
,

el cual, salvo un cambio en el valor de la energá debido a la masa m, tiene
en la diagonal dos copias del Hamiltoniano de Pauli. Entonces cuando re-
solvemos el Hamiltoniano de Pauli en un campo magnético externo, también
determinamos las soluciones al correspondiente problema de Dirac. En el
siguiente caṕıtulo, veremos expĺıcitamente las soluciones a la ecuación de
Dirac en bajas dimensiones en sus representaciónes irreducibles.
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Caṕıtulo 4

Método de Ritus en Bajas
Dimensiones

En este caṕıtulo y el siguiente, veremos como incorporar los efectos de
un campo electromagnético externo de perfil espacial arbitrario en el propa-
gador fermiónico por medio del método de Ritus. Nos enfocaremos a un
campo magnético perpendicular al plano en (2+1) dimensiones. Aunque esto
puede parecer una simplificación, en realidad, sólo existen tres componentes
independientes del tensor de esfuerzos electromagnético. Estas corresponden
a un campo magnético perpendicular al plano y dos campos eléctricos a lo
largo de las dos direcciónes del espacio. Para una configuración particular
de campo eléctrico en una dirección, podemos rotar nuestros ejes para tener
sólo una componente de campo eléctrico. De esta forma, es fácil probar que
sólo existen dos casos diferentes, | ~E| > | ~B| y | ~E| < | ~B|. Para el primero,
siempre existe un boost mediante el cual, la configuración es equivalente a
tener sólo campo electrico. Se puede demostrar que un campo eléctrico no
cataliza la formación del condendado fermiónico. Para la segunda configu-
ración de campo, siempre existe un boost mediante el cual tendremos sólo
campo magnético, el cual favorece la formación del condensado fermiónico.
Nosotros consideraremos campos estáticos cuyos perfiles vaŕıan en una direc-
ción espacial. Además de que una descripción de los fenómenos en presencia
de campos externos arbitrarios es más completa, esperamos que este trabajo
sirva para entender los efectos de campos que permean el espacio de man-
era no uniforme, por ejemplo, en la formación del condensado fermiónico en
QCD, donde se ha propuesto que dicho condensado sólo se forma dentro del
hadrón, y no en todo el espacio [34].
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4.1. El Propagador de Dirac Libre

Empecemos con la ecuación de Dirac para electrones libres

(iγ · ∂ −m)ψ(x) = 0 , (4.1)

donde las matrices γµ satisfacen el álgebra de Cliffor {γµ, γν} = 2gµν y
gµν = diag(1,−1, ...,−1), dependiendo del número d de dimensiones espacio-
temporales consideradas. Con el fin de resolver esta ecuación, se introduce
la función de Green o propagador de esta ecuación de onda. Los propa-
gadores son importantes porque permiten tener una descripción visual de
los procesos de interacción, de los cuales deseamos calcular varias cantidades
dinámicas, como las tasas de decaimiento, las secciones transversales de dis-
persión, etcétera. En los problemas de dispersión, por ejemplo, se considera
un paquete de ondas que en el pasado remoto representa una part́ıcula que
se aproxima a una potencial y nos preguntamos cómo la onda se verá en
el futuro remoto, después de la interacción con el potencial. Supongamos
que conocemos la función de onda ψ(x, t) en un momento dado t. En este
instante, cada punto del espacio x puede ser visto como una fuente de on-
das esféricas propagándose hacia el exterior, de tal manera que la intensidad
de la amplitud de la onda que llega a punto x′ en un momento posterior
t′ será proporcional a la amplitud original de onda ψ(x, t). Si denotamos la
constante de proporcionalidad por iG(x′, t′;x, t), la onda total que llega en
el punto x′ en el tiempo t′ será

ψ(x′, t′) = i

∫
d3x G(x′, t′;x, t)ψ(x, t).

Aqúı, G(x′, t′;x, t) es precisamente la función de Green o propagador. Aśı,
el conocimiento de la función de Green nos permite construir el estado f́ısico
que evoluciona en el tiempo a partir de cualquier estado inicial dado. En
una teoŕıa sin interacción, el propagador se conoce como el propagador libre,
Gf (x

′, t′;x, t). Sin embargo, si un potencial V (x1, t1) se enciende en un in-
stante t1 en el punto x1, entonces la función de onda y el propagador serán
modificados como

ψ(x′, t′) = ψf (x
′, t′) +

∫
d3x1 Gf (x

′, t′;x, t)V (x1, t1)ψf (x, t)∆t

G(x′, t′;x, t) = Gf (x
′, t′;x, t) +
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∫
d3x1 Gf (x

′, t′;x1, t1)V (x1, t1)Gf (x1, t1;x, t)∆t , (4.2)

donde el primer término en la última expresión representa la propagación de
una part́ıcula libre de (x, t) a (x′, t′) y en el segundo término representa la
propagación libre de (x, t) a (x1, t1), seguido por una dispersión en (x1, t1), y
la propagación libre de (x1, t1), a (x′, t′).

Con el fin de encontrar la función de Green GF (x, x′) para la ecuación de
Dirac (4.1), consideramos

(iγ · ∂ −m)GF (x, x′) = δ(x− x′).

Dado que la función de Green es invariante ante traslaciones, GF (x, x′) =
GF (x− x′), podemos encontrar su representación en el espacio de momentos
a través de su transformada de Fourier, SF (p), definido como

GF (x, x′) =

∫
ddp

(2π)d
e−ip·xSF (p)(e−ip·x

′
)∗,

donde el asterisco denota conjugación compleja. Al actuar con el operador
de Dirac sobre GF (x, x′), tenemos que

(iγ · ∂ −m)GF (x, x′) = (iγ · ∂ −m)

∫
ddp

(2π)d
e−ip·xSF (p)(e−ip·x

′
)∗

=

∫
ddp

(2π)d
e−ip·x(γ · p−m)SF (p)(e−ip·x

′
)∗

=

∫
ddp

(2π)d
e−ip·x(e−ip·x

′
)∗,

donde en la última ĺınea se ha usado la representación de la función δ en
d-dimensiones en términos de ondas planas. Por lo tanto, vemos que

SF (p) =
1

γ · p−m
.

Este es el propagador de electrones libres en el espacio de momentos, ade-
cuado para los cálculos en electrodinámica cuántica. Sin embargo, cuando se
pierde la isotroṕıa, las part́ıculas dejan de ser descritas por ondas planas y
sus propagadores correspondientes tienen una forma más complicada en la
base de eigenestados de momento. Un ejemplo de tales sistemas es un gas de
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electrones sometidos a un intenso campo magnético en una dirección fija. El
problema cuántico para este sistema, conocido como el problema de Landau
[35], revela interesantes caracteŕısticas de la dinámica de los electrones en el
campo magnético externo. Por un lado, la fuerza de Lorentz hace una clara
separación entre las componentes paralelas (libres) y transversales (dinámi-
cas) de las trayectorias de los electrones con respecto a las ĺıneas de campo.
Por otra parte, en el plano transversal, las trayectorias están confinadas. En
tal caso, los niveles de enerǵıa, llamados niveles de Landau, desarrollan un
espectro discreto. En la siguiente sección se considera el movimiento de los
electrones en campos elecromagnéticos y usaremos un método similar para
al presentado aqúı para encontrar el propagador en este caso.

4.2. El Propagador de Dirac en Campos Ex-

ternos

A continuación emplearemos el método de Ritus para incorporar los efec-
tos de campos electromagnéticos externos en las funciones de Green. La idea
del método es encontrar las soluciones de la ecuación de Dirac en presencia
de campos externos en términos de las eigenfunciones del operador

(γ · Π)2Ep = p2Ep,

donde Ep son las eigenfunciones de Ritus. Consideremos un espacio de Minkows-
ki (2+1) dimensional espacio-tiempo con métrica gµν = diag(1,−1,−1) y
usaremos unidades naturales ~ = c̃ = 1, donde c̃ es la “velocidad planar de la
luz”(velocidad de Fermi). En el grafeno por ejemplo, que es unos dos ordenes
de magnitud menor que c [36], [37].

En QED3, en la representación ireducible, podemos elegir las matrices γµ

como:
γ0 = σ3, γ1 = iσ1, γ2 = ±iσ2.

Tomaremos primero γ2 = iσ2. Es fácil corroborar que estas matrices satis-
facen γµγν = gµν − iεµνλλ , con γλ = gµλγ

µ.
En un campo electromagnético de fondo, la ecuación de Dirac toma la

forma
(γ · Π−m)Ψ = 0.

Consideremos, para claridad del método, un campo magnético que apunta
perpendicularmente al plano de movimiento de los electrones, de tal manera
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que, trabajando en una norma de tipo Landau, Aµ = (0, 0,W (x)), donde
W (x) es una función tal que W ′(x) = ∂xW (x) define el perfil del campo.
Como antes, estamos interesados en la solución de la ecuación (4.2), a través
de método de Green. En presencia de un campo electromagnético externo, la
función de Green G(x, x′) satisface

((γ · Π)−m)G(x, x′) = δ(x− x′).

Ya que (γ ·Π) no conmuta con el operador del momento, ni la función de onda,
ni G(x, x′) pueden ser expandidos en ondas planas y esto no permite tener
un propagador diagonal en el espacio de momentos. Para resolver este prob-
lema, el punto crucial es comprender que la función de Green debe ser una
combinación de todas las estructuras escalares obtenidas mediante la con-
tracción de las matrices γµ, el momento canónico Πµ y el tensor de esfuerzos
electromagnéticos Fµν = [Πµ,Πν ]/e = ∂µAν−∂νAµ, que son compatibles con
la simetŕıa de Lorentz, la invariancia de norma y la conjugación de carga de
la electrodinámica cuántica. En nuestras convenciones, tenemos que

G(x, x′) = G(γµΠ
µ, σµνFµν , (F̃

νΠν)
2),

donde σµν = i[γµ, γν ]/2 y F̃µ = 1
2
εµναF

να es el tensor de esfuerzos dual, que
en (2+1) dimensiones es simplemente un vector. La observación clave es que
todas estas estructuras conmutan con (γ · Π)2, esto es

[(γ · Π)2, (γ · Π)] = [(γ · Π)2, σµνFµν ] = [(γ · Π)2, (F̃ µΠµ)
2] = 0,

relaciones que son fáciles de probar. Como consecuencia, tenemos que

[(γ · Π)2, G(x, x′)] = 0.

Este es el punto principal en el método de Ritus, ya que sabemos que los op-
eradores que conmutan tiene eigenfunciones simultáneas. Para nuestro prob-
lema particular, esto nos permite expandir la función de Green G(x, x′) en
la base de las eigenfunciones de (γ · Π)2. Además, si hacemos una transfor-
mación de semejanza en la cual (γ · Π)2 adquiera una forma diagonal en el
espacio de momentos, entonces la misma transformación hace que la función
de Green sea diagonal. Esto es válido en general por lo que el método Ritus
se puede aplicar para obtener el propagador de part́ıculas cargadas escalares
[38] y vectoriales [39] de manera similar.
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La transformación de semejanza que hace (γ · Π)2 diagonal en el espacio
de momentos es tal que

E−1
p (γ · Π)2Ep = p2I, (4.3)

donde Ep es la matriz de transformación, I es la matriz unidad y p2 es un
número real. Por lo tanto, al aplicar las funciones Ep al propagador, éste se
volverá diagonal en el espacio de momentos.

4.3. El Propagador del Electrón en Campos

Magnéticos

Es importante notar que para el caso fermiónico, el operador de esṕın
se encuentra en términos de las matrices γµ y entonces las funciones Ep

heredan su forma de matricial, pero diferentes part́ıculas cargadas, el oper-
ador de esṕın tiene diferente forma. Por ejemplo, para las part́ıculas escalares,
las funciones Ep son simplemente escalares [38], mientras que en el caso de
los bosones de norma cargados, la estructura del esṕın está inmersa en un
tensor de Lorentz, y por lo tanto las funciones Ep también satisfacen una
estructura tensorial de Lorentz [39]. Nuestra tarea ahora es estudiar la es-
tructura de las matrices Ep para el caso de los fermiones de Dirac en (2
+1)-dimensiones. Para esto tomamos un campo magnético de perfil espacial
arbitrario en dirección ẑ. Entonces podemos escribir Aµ = (0, 0,W (x)) y

tenemos que ~B = W ′(x)ẑ. Empezaremos usando la primera representación
irreducible de matrices γµ, Ec. (2.30). La transformación de semejanza (4.3)
puede escribirse como

(γ · Π)2Ep = p2Ep ,

que es una ecuación de eigenvalores para las eigenfunciones de Ritus Ep.
Expĺıcitamente, tenemos que

(γ · Π)2 = γµΠµγ
νΠν =

1

4
([γµ, γν ] + {γµ, γν})([Πµ,Πν ] + {Πµ,Πν})

=
1

4
([γµ, γν ] + 2gµν)(ieFµν + {Πµ,Πν}) =

= Π2 +
1

4
[γµ, γν ]ieFµν .

Entonces tenemos que resolver

(γ · Π)2Ep = (Π2 +
e

2
σµνFµν)Ep = p2Ep.
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Como en nuestro caso Aµ = (0, 0,W (x)), la última ecuación se reduce a

(γ · Π)2Ep = (Π2 + eσ12F12)Ep.

= (Π2
0 − Π2

1 − Π2
2 + eσ3W ′(x))Ep. (4.4)

Ahora, definamos el operador de Pauli como:

H ≡ −(γ · Π)2 + Π2
0 = Π2

1 + Π2
2 − eW ′(x)σ3.

Es claro que se cumple:

[γ · Π, i∂t] = 0 ⇒ i∂tEp = p0Ep ,

[γ · Π,−i∂y] = 0 ⇒ −i∂yEp = p2Ep ,

[γ · Π,H] = 0 ⇒ HEp = kEp , (4.5)

donde p0, p2 y k son los eigenvalores Π0, −i∂y y H respectivamente. Con
estos eigenvalores etiquetaremos las soluciones de la ecuación de Dirac en un
campo de fondo. Además, del último operador, obtenemos

HEp = (−(γ · Π)2 + p2
0)Ep = kEp

de donde
(p2

0 − k) = p2,

relación que nos será util posteriormente. Sustituyendo H en la ecuación
(4.4), obtenemos

(−Π2
1 − Π2

2 + eσ3F12)Ep = −kEp

o bien

(∂2
x − (−i∂y − eW (x))2 + eσ3W ′(x))Ep = −kEp. (4.6)

Los dos primeros términos del lado izquierdo de la ecuación actúan en los
grados de libertad orbitales de las eigenfunciones Ep, mientras que el último
término actúa sólo en sus grados de libertad de esṕın [Apéndice C]. Entonces
podemos construir las eigenfunciones de Ritus en término de los vectores
columna

Ep,σ = Ep,σ(z)ωσ, (4.7)
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donde ωσ son las eigenfunciones de σ3, con eigenvalor σ = ±1, es decir

Ep(z) = (Ep,1 Ep,−1) =

(
Ep,1(z) 0

0 Ep,−1(z)

)
. (4.8)

Aqúı p representa a los eigenvalores (p0, p2, k) y z a las variables (t, x, y).
Introduciendo la dependencia en t y y dada por (4.5), tenemos que

Ep,σ(z) = Nσe
−i(p0t−ip2y)Fk,p2,σ(x), (4.9)

con Nσ una constante de normalización. Sustituyendo el ansatz (4.7) y (4.9)
en la ecuación (4.6), encontramos la ecuación para Fk,p2,σ(x), que contiene
toda la dependencia en x:

[∂2
x − (−p2 + eW (x))2 + eσW ′(x)]Fk,p2,σ(x) = −kFk,p2,σ(x), (4.10)

que es el Hamiltoniano de Pauli con masa m = 1/2 y factor giromagnético
g = 2 y es supersimétrica en el sentido de mecánica cuántica (SUSY-QM)
[33]. Aqúı, W̄ (x) = eW − p2 es el superpotencial de las ecuaciones (3.1) y
(3.2). Siendo una base completa ortogonal, las funciones Ep(z) satisfacen∫

dzĒp′(z)Ep(z) = δ(p− p′),∫
dpEp(z)Ēp(z

′) = δ(z − z′), (4.11)

donde Ēp(z) = γ0Ē†
p(z)γ

0 e I es la matriz identidad de 2 × 2. Ahora, con-
struyamos las soluciones a la ecuación de Dirac en presencia del campo
magnético externo,

(γ · Π−m)Ψ = 0.

Para esto, usaremos el tri-momento

p̄ = (p0, 0,
√
k), p̄2 = p2

0 − k = p2, (4.12)

que desempeña un papel importante en el método que estamos usando. Su
definición incluye los números cuánticos dinámicos p0 y k, pero no p2, que fija
el origen de la coordenada x. Esto significa que en el método Ritus, el propa-
gador está escrito sólo en términos de los valores propios de los operadores
dinámicos que conmutan con (γ ·Π). Notemos que por la segunda expresión
que satisface p̄ en (4.12), se define através de la relación

(γ · Π)Ep(z) = Ep(z)(γ · p̄) (4.13)
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Podemos probar esta relación escribiéndola en forma matricial,(
i∂tEp,1 D−Ep,−1

D+Ep,1 −i∂tEp,−1

)
=

(
p0Ep,1 −

√
kEp,1√

kEp,−1 −p0Ep,−1

)
,

con

D± = −∂x ± (−i∂y − eW ). (4.14)

De las propiedades de las funciones Ep, Ec. (4.5), vemos que esto es cierto
para las componentes de la diagonal; las componentes fuera de la diagonal
nos lleva al sistema de ecuaciones

D−Ep,−1 = −
√
kEp,1, (4.15)

D+Ep,1 =
√
kEp,−1. (4.16)

si aplicamos el operador del lado izquierdo de la ecuación (4.15) a la ecuación
(4.16), obtenemos

D−D+Ep,1 = D−
√
kEp,−1[

∂2
x + e∂xW − eW∂x − (−i∂y − eW )2

]
Ep,1 = −kEp,1[

∂2
x + eW ′ − (−i∂y − eW )2

]
Ep,1 = −kEp,1

lo cual es la ecuación que satisface Ep,1, ecuación (4.10). Análogamente, si
aplicamos el operador que esta del lado izquierdo en la ecuación (4.16) a la
ecuación (4.15), obtenemos[

∂2
x − eW ′ + (−i∂y − eW )2

]
Ep,−1 = −kEp,−1,

con lo cual queda demostrada la proposición (4.13). Con ayuda de esta
relación, proponemos la solución a la ecuación de Dirac como Ψ = Ep(z)up̄,
donde up̄ satisface

(γµΠµ −m) Ep(z)up̄ = Ep(z) (γµp̄µ −m)up̄ = 0, (4.17)

es decir una ecuación de Dirac libre. En la representación que estamos usando
para las matrices γ’s, up̄ satisface(

p0 −m −
√
k√

k −(p0 +m)

)
u

(A)
p̄ = 0,
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donde el supráındice A etiqueta a la representación utilizada. Sea uTp̄ =
(u1, u2), entonces tenemos:

(p0 −m)u1 −
√
ku2 = 0√

ku1 − (p0 +m)u2 = 0.

Aśı que, salvo una constante de normalización, las soluciones son

u
(A)
p̄1 =

(
1√
k

p0+m

)
, u

(A)
p̄2 =

( √
k

p0−m
1

)
,

y las soluciones a la ecuación de Dirac son:

Ψ1 = Epu
(A)
p̄1 =

(
Ep,1√
k

p0+m
Ep,−1

)
,

Ψ2 = Epu
(A)
p̄2 =

(
−

√
k

p0−mEp,1
Ep,−1

)
. (4.18)

Notemos que up̄ es simplemente un espinor libre que describe a un electrón
con momento p̄ (4.17) para las soluciones a la ecuación de Dirac. La informa-
ción concerniente a la interacción con el campo magnético de fondo ha sido
factorizada en las funciones Ep.

El vector p̄, también nos sirve para encontrar el propagador del fermión en
presencia del campo externo através del método de Green, donde está con-
tenida la información sobre la evolución espacio-temporal del fermión en
presencia de un campo magnético. Para hallarlo, tenemos que resolver la
ecuación de Dirac para la función de Green

(γ · Π−m)G(z, z′) = δ(z − z′) ,

y sabemos que ∫
d3p Ep(z)Ēp(z

′) = δ(z − z′)

Entonces, si definimos

G(z, z′) =

∫
d3pEp(z)S(p)Ēp(z

′),
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y aplicamos el operador de Dirac, obtenemos

(γ · Π−m)G(z, z′) =

∫
d3p (γ · Π−m) Ep(z)S(p)Ēp(z

′)

=

∫
d3pEp(x) (γ · p̄−m)S(p)Ēp(y) = δ(x− y)

donde hemos usado nuevamente la ecuación (4.12). Aśı, vemos que

S(p) =
1

γ · p̄−m
,

similar al propagador de part́ıcula libre, pero el momento lleva los números
cuánticos de la dinámica en presencia del campo externo. Vemos que f́ısica-
mente, las funciones Ep corresponden a los estados asintóticos de los elec-
trones con momento p̄ en el campo externo de fondo considerado. En el
espacio de configuración, escribimos al propagador como

S(z, z′) =

∫
d3p Ep(z)

[
1

γ · p̄−m

]
Ēp(z

′) =

∫
d3p Ep(z)

[
γ · p̄+m

p2 −m2

]
Ēp(z

′)

=

∫
d3p (γ · Π +m) Ep(z)

[
1

p2 −m2

]
Ēp(z

′). (4.19)

Varias observables f́ısicas relevantes se pueden calcular de inmediato, tales co-
mo la densidad de probabilidad, los coeficientes de transmisión y de reflexión
y la densidad. Una cantidad f́ısica importante determinada por las funciones
de Green causal es la corriente eléctrica del vaćıo jµ = −ieTr{γµS(z, z)}
inducida por el campo de fondo. En un campo electromagnético uniforme y
constante en QED3+1, la corriente eléctrica del vaćıo es cero. Esto no es aśı en
QED2+1. A partir de la expresión (4.19), podemos encontrar el valor de la
densidad de carga eléctrica del vaćıo j0

e inducida por el campo magnético de
fondo.

Primero notemos que podemos escribir Ep = Ep,1P+ + Ep,−1P− y Ēp =
E∗
p,1P++E∗

p,−1P−, donde usamos los operadores de proyección P± = 1
2
(1±γ0),

expĺıcitamente

P+ =

(
1 0
0 0

)
, P− =

(
0 0
0 1

)
, (4.20)

que satisfacen P±P± = P±, P±P∓ = 0. Con estos calculamos

Tr{γ0S(z, z)} = Tr
{
γ0

∫
d3p

[
γµpµ +m

p2 −m2

] (
|Ep1|2P+ + |Ep2|2P−

)}
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=

∫
d3p

p2 −m2

(
pµTr

{γ0γµ

2

(
|Ep1|2 + |Ep2|2

)
+

γ0γµγ0

2

(
|Ep1|2 − |Ep2|2

)}
+mTr

{γ0

2

(
|Ep1|2 + |Ep2|2

)
+
γ0γ0

2

(
|Ep1|2 − |Ep2|2

)})

Ahora, nuestras matrices γµ están en términos de matrices de Pauli, para las
cuales Tr{σaσb} = δab, con lo que:

Tr{γ0S(z, z)} =

∫
d3p

p2 −m2

(
p0

(
|Ep1|2 + |Ep2|2

)
+
m

2

(
|Ep1|2 − |Ep2|2

))
entonces

j0 = −ieTr{γ0S(z, z)} = −ie
∫

d3p

p2 −m2

[
(p0 +m) |Ep,1|2 + (p0 −m) |Ep,−1|2

]
.

Usando p2 = p̄2 = p2
0 − k y que p0 ∈ (−∞,∞), tenemos

j0 = −ie
∫
dkdp2

[∫
dp0

p2
0 − k −m2

p0

(
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

)
+

∫
dp0

p2
0 − k −m2

m
(
|Ep,1|2 − |Ep,−1|2

)]
= −ie

∫
d3p

p2 −m2
m
(
|Ep,1|2 − |Ep,−1|2

)
. (4.21)

Para las corrientes jl = −ieTr{γlS(z, z)}, con l = 1, 2, usamos la ecuación
(4.19) en la forma

S(z, z′) =

∫
d3pEp(z)

[
γµp̄µ +m

p2 −m2

]
Ēp(z

′)

y entonces, tenemos

Tr{γlS} =

∫
d3p

p2 −m2

[
p̄µTr

{
γl (Ep,1P+ + Ep,−1P−) γµ(

E∗
p,1P+ + E∗

p,−1P−
)}

+mTr
{
γl (Ep,1P++

Ep,−1P−)
(
E∗
p,1P+ + E∗

p,−1P−
)}]
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=

∫
d3p

p2 −m2

[
p̄µTr

{
γl
[
|Ep,1|2

4

(
γµ + γµγ0 + γ0γµ + γ0γµγ0

)
+

+
Ep,1E

∗
p,−1

4

(
γµ − γµγ0 + γ0γµ − γ0γµγ0

)
+

+
Ep,−1E

∗
p,1

4

(
γµ − γµγ0 − γ0γµ − γ0γµγ0

)
+
|Ep,−1|2

4

(
γµ + γµγ0 − γ0γµ + γ0γµγ0

)]}
+

+mTr

{(
|Ep,1|2

2
+
|Ep,−1|2

2

)
γl +

(
|Ep,1|2

2
− |Ep,−1|2

2

)
γlγ0

}]
=

∫
d3p

p2 −m2
p̄µ

[
|Ep,1|2

4

(
−2δlµ + 2δlµ

)
+

+
Ep,1E

∗
p,−1

4

(
−2δlµ − 4iε0µl − 2δlµ

)
+

+
Ep,−1E

∗
p,1

4

(
−2δlµ − 4iε0µl − 2δlµ

)
+

|Ep,1|2

4

(
−2δlµ + 2δlµ

)]
,

donde S = S(z, z) y en el último paso hemos usado que

Tr{γlγµ} = −2δlµ ,

T r{γlγ0γµγ0} = Tr{γl(2gµ0 − γµγ0)γ0} = 2δlµ.

Ahora, p̄ = (p0, 0,
√
k). Entonces tenemos para la traza asociada a cada

componente de la corriente:

Tr{γlS(z, z)} =

∫
d3p

p2 −m2
α(l)

[
E∗
p,1Ep,−1 + E∗

p,1Ep,−1

]
,

donde α(l) = il
√
k para l = 1, 2. Ahora, el ı́ndice p representa la dependencia

en (p0, p2, k), es decir ∫
d3p

p2 −m2
=

∫
dp0dp2dk

p2
0 − k −m2

,

pero por la condición (4.11), también tenemos ortonormalidad con el ı́ndice
de sigma (±1), de donde tenemos que j1 = j2 = 0.
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Ahora, pasaremos a realizar el cálculo del condensado fermiónico. El con-
densado fermiónico se define como:

〈ψ̄ψ〉 = Tr{iS(z, z)} = Tr

{
(γ · Π +m)

∫
d3p Ep(z)

[
1

p2 −m2

]
Ēp(z

′)

}
.

Utilizando los mismos proyectores que en el caso de la corriente, obtenemos:

〈ψ̄ψ〉 = Tr

{
i

∫
d3p

[
γµpµ +m

p2 −m2

] (
|Ep,1|2P+ + |Ep,−1|2P−

)}
(4.22)

= i

∫
d3p

p2 −m2

[
p0

(
|Ep,1|2 − |Ep,−1|2

)
+m

(
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

) ]
.

Siguiendo el mismo argumento que en el caso de la corriente para las inte-
grales que incluyen términos en p0, obtenemos:

〈ψ̄ψ〉 = i

∫
d3p

p2 −m2
m
[
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

]
. (4.23)

Las Ecs. (4.21) y (4.23) son la corriente y el condensado fermionico respec-
tivamente en la primera representación irreducible de matrices de Dirac. A
continuación veremos las diferencias que surgen en la segunda representación
irreducible, la representación extendida y la representación reducible de ma-
trices de Dirac.

4.4. Segunda Representación Irreducible

En la segunda representación inequivalente, las matrices γµ toman la
siguiente forma:

γ0 = σ3, γ1 = iσ1, γ2 = −iσ2,

con lo que tenemos

(γ · Π)2 = Π2
0 − Π2

1 − Π2
2 − ieσ3F12,

y el operador H, toma la forma:

H = −(γ · Π)2 + Π0 = Π2
1 + Π2

2 + eσ3W ′(x).
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Haciendo lo mismo que en el caso anterior, el espinor (4.17), ahora satisface:(
p0 −m

√
k

−
√
k −(p0 +m)

)
u

(B)
p̄ = 0.

Sea u
(B)T
p̄ = (u1, u2), entonces tenemos:

(p0 −m)u1 +
√
ku2 = 0

−
√
ku1 − (p0 +m)u2 = 0.

Aśı que, salvo una constante de normalización, las soluciones son

u
(B)
p̄1 =

(
1

−
√
k

p0−m

)
, u

(B)
p̄2 =

(
−

√
k

p0−m
1

)
,

y las soluciones a la ecuación de Dirac son

Ψ1 = Epu
(B)
p̄1 =

(
Ep,−1

−
√
k

p0−mEp,1

)
,

Ψ2 = Epu
(B)
p̄2 =

(
−

√
k

p0−mEp,−1

Ep,1

)
. (4.24)

Entonces la ecuación (γ · Π)2Ep = p2Ep se vuelve(
−Π2

z − Π2
2 − eσ3F12

)
Ep = −kEp,

de donde [
∂2
x − (−p2 + eW (x))2 − eσ3W ′(x)

]
Ep = −kEp.

Si comparamos esta ecuación con la ecuación (4.10) y tomando en cuenta que
σ toma los valores ±1, podemos observar que esto provoca el intercambio de
las soluciones Ep,1 ↔ Ep,−1, es decir, si en la primera representación teńıamos
las soluciones (4.9), ahora serán

Ep(z) =

(
Ep,−1 0

0 Ep,1(z)

)
,

y el condensado y la corriente fermiónicos, pueden ser calculados de la misma
forma que en la primera representación. Entonces la densidad de carga es

j0
B = −ie

∫
d3p

p2 −m2
m
[
|Ep,−1|2 − |Ep,1|2

]
= −j0

A
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donde el sub́ındice B indica que estamos en la segunda representación y el
A denota a la primera representación irreducible. De la misma forma, el
condensado es:

〈ψ̄ψ〉B = i

∫
d3p

p2 −m2
m
[
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

]
= 〈ψ̄ψ〉A.

Analicemos las expresiones correspondientes a estas cantidades en el resto de
las representaciones.

4.5. Representación Extendida

La representación irreducible A describe fermiones con esṕın arriba y a
antifermiones con esṕın abajo, mientras que la representación irreducible B
describe a fermiones con esṕın abajo y antifermiones con esṕın arriba [23],
aśı que una descripción que incluya las orientaciones de esṕın familiares en
el espacio, debeŕıa incluir ambas representaciónes. Usando la representación
extendida, tenemos

j0 = j0
A + j0

B = 0

para la corriente fermiónica y para el condensado:

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉A + 〈ψ̄ψ〉B

= 2i

∫
d3p

p2 −m2
m
[
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

]
.

El primero de estos resultados nos indica que, aunque la formación de pares
crea una polarización del vaćıo, que produce una distribución de carga distin-
ta de cero, la producción de pares con alineación de esṕın contraria produce
una distribución de carga de signo opuesto y como ambas fluctuaciones del
vaćıo son igualmente probables, la carga neta total es cero, lo cual f́ısicamente
es correcto, ya que necesitamos que haya conservación de carga. El segundo
resultado en cambio, es un parámetro de la modificación de las propiedades
del vaćıo, debido al campo magnético externo, en el cual intervienen ambos
pares producidos.
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Caṕıtulo 5

Perfiles de Campo con Solución
Anaĺıtica

5.1. Campo Magnético Constante

Aunque hemos hecho todos los cálculos anteriores pensando en un campo
arbitrario, es importante corroborar lo obtenido con las soluciones de campo
magnético constante que han sido encontrados por otros métodos [40]. Y ya
que hemos puesto las soluciones de todas las representaciones en términos
de las funciones (4.9), sólo calcularemos las soluciones para (γ · Π)2 en la
primera representación irreducible y daremos los resultados para las otras
representaciones. Para el caso de un campo magnético uniforme en dirección
z, corresponde a escoger Aµ = (0, 0,W (x)) con W (x) = Bx y para simpli-
ficar los cálculos posteriores, redefiniremos el eigenvalor del operador H de
la siguiente forma

HEp =
[
−(γ · Π)2 + Π0

]
Ep = 2|eB|kEp; ,

de modo que la ecuación de Pauli (4.10) se vuelve:[
∂2
x − (−p2 + eBx)2 + σeB

]
Fk,p2,σ(x) = −2|eB|kFk,p2,σ(x) ,

con σ = ±1. Si hacemos η =
√

2|eB|(x− p2
eB

), y simplificamos, obtenemos[
∂2

∂η2
+ k +

σ

2
sgn(eB)− η2

4

]
Fk,p2,σ(η) = 0 . (5.1)
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Figura 5.1: Niveles de enerǵıa para un campo magnético uniforme, en
unidades eB = 1. El ı́ndice n nos da el nivel de Landau correspondiente.

Las soluciones a esta ecuación son las funciones parabólicas ciĺındricas (FPC)
Dn(η) con n = k+ σ

2
sgn(eB)− 1

2
; que también pueden ser puestas en términos

de los polinomios de Hermite [41]

Dn(z) = 2−n/2e−z
2/4Hn

(
z√
2

)
.

El ı́ndice n esta restringido a ser entero positivo; aśı que observemos que si
tenemos un campo tal que sgn(eB) > 0, para σ = 1 el ı́ndice n corre como
k mientras que si σ = −1, el ı́ndice n correo como k − 1. Las FPC cumplen
la condición de ortogonalidad∫ ∞

−∞
Dm(z)Dn(z)dz = (2π)1/2m!δm,n . (5.2)

Entonces, las soluciones (4.9) para el caso de campo magnético constante
normalizadas adquieren la forma

Ep,1 =
(π|eB|)1/4

2π3/2(k!)1/2
e−ip0t+ip2yDk(η)

Ep,−1 =
(π|eB|)1/4

2π3/2(k − 1)!1/2
e−ip0t+ip2yDk−1(η)

Podemos notar por la ecuación (4.12), las enerǵıas vienen dadas por
√
p2

0 − |eB|k.
Aśı que a exepción del caso n = 0,σ = 1, los niveles con n, σ = −1 y aquellos
con n + 1,σ = 1 tienen las mismas enerǵıas

√
p2

0 − |eB|(n+ 1). Esto era de
esperarse, por los argumentos de supersimetŕıa dado en el caṕıtulo 3. En la
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Figura 5.2: Las funciones Ep para campo magnético constante, en unidades
arbitrarias para varios niveles de Landau n. La escala esta dada por eB = 1
y P2 = 0.

Figura 5.1 podemos ver la forma de los niveles de enerǵıa para Ep = Ep,1,
los cuales crecen de manera lineal con el nivel de Landau correspondiente.
En la Figura 5.2 podemos observar las soluciones Ep,1 para algunos niveles
de Landau n en unidades arbitrarias eB = 1 y p2 = 0. De la definición de
η =

√
2|eB|(x− p2

eB
) podemos observar que p0 distinto a cero, sólo se traduce

en un desplazamiento de las funciones en la dirección del eje x, por lo que
graficar Ep(x) en p2 = 0 es lo mismo que graficar Ep(η) Como mencionamos
anteriormente, el superpotencial potencial esta dado por W̄ (x) = eW (x)−p2.
A partir de estos resueltos, es fácil encontrar observables f́ısicos como la den-
sidad de probabilidad que es una combinación lineal de |Ep|2. En las unidades
utilizadas, estas funciones están graficadas en la Figura 5.3, donde la curva
sólida que envuelve estas soluciones corresponde al potencial asociado super-
simétrico

y = W̄ 2(x)− W̄ ′(x) (5.3)

que en este caso es simplemente x2 − 1 Si separamos el nivel más bajo, la
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Figura 5.3: Las eigenfunciones |E|2 para campo magnético constante, en
unidades arbitrarias para varios niveles de Landau n. La curva y = x2 − 1
corresponde al potencial asociado supersimétrico 5.3.

densidad de carga (4.21) es

j0 = −iem(π|eB|)1/2

22π3

(∫
dp2dp0D

2
0(η)

p2
0 −m2

+

∞∑
k=1

∫
dp2dp0

p2
0 − 2|eB|k −m2

[
D2
k(η)

k!
−
D2
k−1(η)

(k − 1)!

])
De la definición de η, podemos ver que

dp2 = −dη
(
eB

2

)1/2

(5.4)

de donde podemos observar que para k 6= 0, el término en paréntesis en la
última integral es cero al integrar en dη por la condición de ortogonalidad
(5.2); entonces

j0 = iem
(π|eB|)1/2

22π3

√
eB√
2

∫
dp0

p2
0 −m2

dηD2
0(η)

=
ie2Bm

4π2

∫
dp0

p2
0 −m2
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Ahora, bajo una rotación de Wick

j0 = −e
2mB

4π2

∫ ∞

−∞

dp0

p2
0 +m2

= −e
2B

4π
sgn(m)

donde hemos usado que ∫ ∞

−∞

dx

x2 + a2
=

π

|a|
. (5.5)

Ahora, para el condensado fermiónico (4.23)

〈ψ̄ψ〉 = im
(π|eB|)1/2

22π3

(∫
dp2dp0D

2
0(η)

p2
0 −m2

+

∞∑
k=1

∫
dp2dp0

p2
0 − 2|eB|k −m2

[
D2
k(η)

k!
+
D2
k−1(η)

(k − 1)!

])

= −imeB
22π2

(∫
dp0

p2
0 −m2

+ 2
∞∑
k=1

∫
dp0

p2
0 − (2|eB|k +m2)

)
donde en el último paso usamos nuevamente (5.4) para integrar en dη y usado
la condición (5.2). Ahora bajo una rotación de Wick y usando nuevamente
(5.5) tenemos

〈ψ̄ψ〉 =
meB

4π

(
1

|m|
+ 2

∞∑
k=1

1√
2|eB|k +m2

)
. (5.6)

En el ĺımite de campo intenso, esperamos que los cambios relevantes en la
estructura del vaćıo se den en el nivel más bajo de Landau i.e. es el primer
término de la expresión anterior, donde

〈ψ̄ψ〉n=o,σ=1 =
eB

4π
sgn(m) .

Este es un resultado bien conocido en la literatura.

5.2. Campo Magnético Exponencial

La mayoŕıa de los problemas reales, no están relacionados con part́ıculas
en campos magnéticos constantes, en particular con la posibilidad de confi-
nar part́ıculas o quasipart́ıculas en barreras magnéticas [42]. Esto podŕıa ser
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factible de hacer en campos inhomogéneos espacialmente, pero constantes en
el tiempo. Esto se ha considerado para ser utilizado en la electrónica y la apli-
caciones de la “espintrónica”, como en los transistores de un único electrón
[43], en los llamados estados de borde magnético [44], que puede desempeñar
un papel importante en la corriente de polarización de esṕın a lo largo del las
ĺıneas magnéticas, y en los puntos y antipuntos cuánticos magnéticamente
confinados. Por otra parte, en el grafeno,el Efecto Hall Cuántico se ha obser-
vado a temperatura ambiente [45], pruebas que confirman el gran potencial
de grafeno como material para ser utilizado en dispositivos electrónicos a
base de carbono, por lo que es interesante estudiar los efectos en campos no
homogéneos. En particular existen muchos fenómenos en la naturaleza donde
la intensidad de las interacciones disminuye de manera exponencial. Nosotros
estudiamos un campo estático en el tiempo, pero que decae exponencialmente
en una dirección espacial. Un decaimiento exponencial esta descrito por la
función

W (x) =
−B
α
exp{−αx},

con lo que la ecuación (4.10) para este caso se vuelve[
∂2
x −

(
−p2 −

eB

α
exp{−αx}

)2

+ eσB exp{−αx}

]
Fk,p2,σ(x) = −kFk,p2,σ(x).

(5.7)
Si hacemos % = (2eB/α) exp{−αx} y s = −p2/α y simplificamos, la expre-
sión anterior se convierte en[

%2 ∂
2

∂%2
+ %

∂

∂%
−
(
s− 1

2
%

)2

+
σ

2
%+

k

α2

]
Fk,p2,σ(%) = 0 . (5.8)

Las soluciones a esta ecuación son las funciones

Fk,p2,σ(%) = e−%/2%BL2B
n (%)

donde n = 1
2
(σ−1+2s−2

√
− k
α2 + s2), B =

√
− k
α2 + s2 = (s−n)+σ−1 y

las funciones L
2((s−n)+σ−1)
n son los polinomios asociados de Laguerre y cuyos

ı́ndices están restringidos a ser enteros. n es el número cuántico principal
y s es un centro de oscilación ponderado por el factor de amortiguamiento
α. Para encontrar las enerǵıas dadas por la ecuación (4.12), tenemos que
encontrar k. En términos de n, los eigenvalores de k están dados por k =
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Figura 5.4: Niveles de enerǵıa para campo magnético exponencial en unidades
eB = α = 1. Aunque el número cuántico principal n nos da el nivel de
Landau, hay creación de subńıveles de enerǵıa que dependen del numero
cuántico s.
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Figura 5.5: Gráficas de las soluciónes Ep,1 en unidades eB = α = 1 para cam-
po magnético exponencial. El número cuántico s provoca un desplazamiento
de las soluciones en el eje x pero esta vez en forma cuantizada. Notemos que
la enerǵıa en este nivel de Landau n es la misma para todas las soluciones.

α2(s2 − (s − n)2) para σ = 1 y k = α2(s2 − (s − n − 1)2) para σ = −1.
De esto podemos observar expĺıcitamente que a excepción del caso n = 0,
σ = 1, los niveles con n, σ = 1 y n − 1, σ = −1 tiene las mismas enerǵıas√
p2

0 − α2(s2 − (s− n)2) =
√
p2

0 − α2(2sn− n2) como nos dice SUSY-QM.
Entonces, si cambiamos para σ = −1 el ı́ndice n, por n − 1, las soluciones
(4.9) normalizadas para este caso son:

Ep,1 =
α

2π

(
2n!(s− n)

Γ(2s− n+ 1)

)1/2

e−ip0t+ip2ye−%/2%(s−n)L2(s−n)
n (%),

Ep,−1 =
α

2π

(
2(n− 1)!(s− n)

Γ(2s− n)

)1/2

e−ip0t+ip2ye−%/2%(s−n)L
2(s−n)
n−1 (%).

En la Figura 5.4 podemos observar los niveles de enerǵıa donde a diferencia
del caso de campo magnético uniforme, hay creación de subniveles de Landau,
dada por el número cuántico s. Notemos que esto se da para todos los niveles,
excepto el n = 0 y σ = 1 donde todas las enerǵıas son la misma para los
diferentes valores de s aunque se ha cuantizado el momento p que tomaba
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Figura 5.6: Gráficas de las soluciones Ep,1 y n = 1 para el caso de campo
magnético exponencial donde el nivel de eneriǵıa nos da el numero de nodos
l = n+ 1.

valores continuos en el caso de campo uniforme. Dada la definición de s =
−p2/α, esta degeneración es provocada por al cuantización del momento p2,
que en el caso anterior era un eigenvalor continuo mientras que aqúı queda
restringido a ser un número entero en unidades de α = 1. En las Figuras 5.5,
5.6 y 5.7 podemos observar las soluciones Ep,1 para los niveles de Landau
0, 1 y 2 respectivamente, en unidades eB = α = 1. En cada nuevo nivel las
soluciones tienen un nodo extra como esperábamos pero que s está restringido
a ser mayor a n. Al igual que en el caso anterior, en la Figura 5.8 graficamos
las funciones |Ep|2 para ver la forma de la densidad de probabilidad. La
Figura 5.3 fue hecha tomando a p2 constante. Recordemos que en el caso de
campo magnético uniforme, p2 distinto a cero sólo hacia un corrimiento en el
eje x, pero la gráfica teńıa exactamente le misma forma. Aśı que para campo
exponencial, graficamos s = 8 constante, es decir p2 = 8 en unidades de
α para los diferentes niveles de Landau n. También graficamos el potencial
asociado supersimétrico (5.3) que para este caso corresponde a y = (8 −
e−x)2 + e−x. Con el propagador obtenido en este caso, la densidad de carga
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Figura 5.7: Gráficas de las soluciónes Ep,1 en el nivel de Landau n = 2 para
campo magnético exponencial en unidades eB = α = 1. Notemos que las
enerǵıa en los casos de n 6= 0 dependen del número cuántico s.

(4.21) para este caso esta dada por

j0 =
2iemα2

(2π)2

(
∞∑
s=0

∫
dp0

p2
0 −m2

(
s

Γ(2s+ 1)

)
e−%%2s[L2s

0 (%)]2+

+
∞∑
n=1

∞∑
s=n+1

(∫
dp0

p2
0 − α2(2sn− n2)

e−%%2(s−n)

(
n!(s− n)

Γ(2s− (n− 1))

)
[L2(s−n)

n (%)]2 −
(

(n− 1)!(s− n)

Γ(2s− n)

)
[L

2(s−n)
(n−1) (%)]2

))
.

donde nuevamente hemos separado el nivel más bajo de enerǵıa. Al igual
que en el caso anterior, será el único en sobrevivir al hacer la suma sobre s.
Entonces

j0 =
2iemα2

(2π)2

∞∑
s=0

(∫
dp0

p2
0 −m2

(
s

Γ(2s+ 1)

)
e−%%2s[L2s

0 (%)]2
)

=
iemα2

(2π)2

∫
dp0

p2
0 −m2

%e−%sinh(%)
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Figura 5.8: Gráficas de las funciones |Ep|2 para varios valores de n y s = 8 fijo.
La curva y = (8−e−x)2+e−x corresponde al potencial asociado supersimétrico
5.3.

=
iemα2

(2π)2
%e−%sinh(%)

iπ

|m|

= −eα
2

4π
%e−%sinh(%)sgn(m), (5.9)

donde en la primera ĺınea hemos usado que Ll0 = 1 para todo l y en la segunda
ĺınea hemos integrado usando una rotación de Wick como en el caso anterior.
Ahora, para el condensado fermiónico (4.23), tenemos

〈ψ̄ψ〉 =
2mα2

4π

(
∞∑
s=0

1

|m|

(
s

Γ(2s+ 1)

)
e−%%2s[L2s

0 (%)]2+ (5.10)

+
∞∑
n=1

∞∑
s=n+1

1√
α2(2sn− n2) +m2

e−%%2(s−n)

((
n!(s− n)

Γ(2s− (n− 1))

)
[L2(s−n)

n (%)]2 +

(
(n− 1)!(s− n)

Γ(2s− n)

)
[L

2(s−n)
(n−1) (%)]2

))
,

donde hemos hecho la integral sobre p0 con una rotación de Wick y el primer
término de la expresión anterior corresponde al nivel más bajo de Landau.
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Como en el caso de campo magnético constante, esperamos que la contribu-
ción más importante sea la aportada por este nivel. Entonces en n = 0,
tenemos

〈ψ̄ψ〉n=0,σ=1 =
2mα2

4π|m|

∞∑
s=0

(
s

Γ(2s+ 1)
e−%%2s[L2s

0 (%)]2
)

=
α2

4π
%e−%sinh(%)sgn(m) (5.11)

Podemos notar que

%e−%sinh(%) =
%

2
(1− e−2%) → %

2

Esto último cuando % es muy grande, es decir, en el caso de campo magnético
intenso, la densidad de carga y el condensado fermiónico toman la forma:

j0 → −eα
2

4π

%

2
sgn(m) = − e2

4π
Be−αxsgn(m)

〈ψ̄ψ〉n=0,σ=1 → α2

4π

%

2
sgn(m) =

e

4π
Be−αxsgn(m)

Esto esta de acuerdo con lo reportado en [34], [46] y [47] donde se estudia el
caso de campo magnético intenso y se encuentra que en este ĺımite, la densi-
dad de carga y el condensado fermiónico deben de tener un comportamiento
similar al campo aplicado, aunque las ecuaciones (5.9) y (5.11) son validas
para todo régimen.
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Caṕıtulo 6

Campos Eléctricos en (1+1)
Dimensiones

El formalismo encontrado anteriormente para resolver problemas de cam-
pos magnéticos externos en (2+1) dimensiones, puede ser traducido fácil-
mente al problema de campos eléctricos en el modelo masivo de Schwinger
en (1+1) dimensiones. Recordemos que en este caso podemos escribir Aµ =
(Z(x), 0) y entonces Πµ = (i∂t − eZ,−i∂x) y es claro que

[i∂t, γ · Π] = 0 i∂tEp = p0Ep

con lo que la ecuación (4.6) en este caso toma la forma(
∂2
x − [−ip0 + ieZ(x)]2 + ieσiZ

′(x)
)
Fp2,p0,σi

(x) = p2Fp2,p0,σi
(x). (6.1)

Aqúı la matriz γ5 es la misma que la matriz σ para el caso de (2+1)
dimensiones. Debido a esto, la ecuación anterior es la misma que la ecuación
(4.10) si introducimos un campoW (x) = iZ(x)y p̃2 = ip0 por lo que podemos
aplicar el mismo método para el modelo de Schwinger con la única diferencia
de que tendremos argumentos complejos. Además en este caso no existe p2

por lo que las soluciones son

Ep,σ = Ep,σ(z)ωσ ,

donde ωσ son los eigenvectores de γ5 con eigenvalores σ = ±1 y

Ep,σ(z) = Nσe
−ip0tFp,σ(x) ,
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donde z = (t, x). La razón de expresarlas de esta forma es que aśı las eigen-
funciones Ep toman la forma (4.8). Para resolver la ecuación de Dirac, el
usamos el vector p̌ = (0, ip) que satisface:

p̌2 = p2, (γ · Π) Ep(z) = Ep(z) (γ · p̌) .

la última relación es fácil de probar probar, de manera similar a como probamos
la relación (4.13). Entonces nuevamente proponemos las soluciones a al ecuación
de Dirac como Ψ = Epup̌ con lo que

(γ · Π−m) Ep(z)up̌ = Ep(z) (γ · p̌−m)up̌ = 0

en este caso el espinor up̌ satisface(
−m ip
−ip −m

)
up̌ = 0,

Hagamos uTp̌ = (u1, u2), entonces tenemos:

−mu1 + ipu2 = 0

−ipu1 −mu2 = 0.

Aśı que salvo una constante de normalización, las soluciones son

up̌1 =

(
1
−ip
m

)
, up̌2 =

(
ip
m

1

)
,

y entonces las soluciones a la ecuación de Dirac en (1+1) dimensiones son:

Ψ1 = Epup̄1 =

(
Ep,1

−ip
m
Ep,−1

)
,

Ψ2 = Epup̄2 =

(
ip
m
Ep,1

Ep,−1

)
. (6.2)

Ahora, la forma en la que encontramos el propagador en la seccion (4.3)
es valida para dimensiones arbitrarias, por lo que la ecuación (4.19) sigue
siendo valida con el cambio p̄ → p̌. Al igual que en los caso anteriores,
vamos a calcular la corriente y el condensado fermiónicos haciendo uso de este
propagador. Para esto, notemos que las eigenfunciones de Ritus se pueden
escribir como Ep = Ep1P+ +Ep2P− y Ēp = E∗

p1P+ +E∗
p−1P−, donde ahora los
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operadores de proyección son P± = 1
2
(1± γ5), es decir, tiene la forma (4.20)

y satisfacen P±P± = P±. Calculemos la corriente fermiónica jµ donde ahora
µ = 1, 2. A partir del propagador (4.19) y con ayuda del vector p̌, tenemos

Tr{γ0S} =

∫
d2p

p2 −m2
p̌µTr

{(
γ0Ep,1

2
P+ + γ0Ep,−1

2
P−

)
γµ(

E∗
p,1

2
P+ +

E∗
p,−1

2
P−

)
+m

(
γ0

2

(
|Ep,1|2P+ + |Ep,−1|2P−

))}
=

∫
d2p

p2 −m2

p̌1

4
Tr
{
|Ep,1|2

(
γ0γ1 + (γ0)2 + γ0γ5γ1 + γ0γ5γ0

)
+

|Ep,−1|2
(
γ0γ1 − (γ0)2 − γ0γ5γ1 + γ0γ5γ0

)
+

Ep,1E∗
p,−1

(
γ0γ1 − (γ0)2 + γ0γ5γ1 − γ0γ5γ0

)
+

Ep,−1E∗
p,1

(
γ0γ1 + (γ0)2 − γ0γ5γ1 − γ0γ5γ0

)}
=

∫
d2p

p2 −m2

p̌1

2
Tr
{
|Ep,1|2 − Ep,1E∗

p,−1 − |Ep,1|2 − Ep,1E∗
p,−1 +

Ep,−1E∗
p,1 − |Ep,−1|2 + E∗

p,1Ep,−1 + |Ep,−1|2
}

= 0 , (6.3)

donde en el último paso hemos usado que las funciones Ep,1 y Ep,1 son ortogo-
nales por lo que la densidad de corriente j0 = 0. De manera similar podemos
demostrar que la corriente j1 también es cero.

Tr{γ1S} =

∫
d2p

p2 −m2
p̌µTr

{(
γ1Ep,1

2
P+ + γ1Ep,−1

2
P−

)
γµ(

E∗
p,1

2
P+ +

E∗
p,−1

2
P−

)
+m

γ1

2

(
|Ep,1|2P+ + |Ep,−1|2P−

)}
=

∫
d2p

p2 −m2

p̌1

4
Tr
{
|Ep,1|2

(
(γ1)2 + γ1γ0 + γ1γ5γ1 + γ1γ5γ0

)
+|Ep,−1|2

(
(γ1)2 − γ1γ0 − γ1γ5γ1 + γ1γ5γ0

)
+

Ep,1E∗
p,−1

(
(γ1)2 − γ1γ0 + γ1γ5γ1 − γ1γ5γ0

)
+

Ep,−1E∗
p,1

(
(γ1)2 + γ1γ0 − γ1γ5γ1 − γ1γ5γ0

)}
=

∫
d2p

p2 −m2

p̌1

2
Tr
{
− |Ep,1|2 − Ep,1E∗

p,−1 + |Ep,1|2 − Ep,1E∗
p,−1
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−Ep,−1E∗
p,1 − |Ep,−1|2 − E∗

p,1Ep,−1 + |Ep,−1|2
}

= 0 . (6.4)

Ahora, pasaremos a realizar el cálculo del condensado fermiónico. Utilizando
los mismos proyectores que en el caso de la corriente, obtenemos:

〈ψ̄ψ〉 = Tr

{
i

∫
d2p

γµpµ +m

p2 −m2

[
|Ep,1|2P+ + |Ep,−1|2P−

]}
= i

∫
d2p

p2 −m2
pµTr

{
γµ

2

(
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

)
+
γµγ5

2

(
|Ep,1|2−

|Ep,−1|2
)

+m

(
I
2

(
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

)
+
γ5

2

(
|Ep,1|2 − |Ep,−1|2

))}
= i

∫
d2p

p2 −m2
m
[
|Ep,1|2 + |Ep,−1|2

]
. (6.5)

Aśı que, aunque en (1+1) dimensiones no tenemos una densidad de corriente
total, si existe un condensado fermiónico que tiene la misma forma funcional
del condensado en (2+1) dimensiones, ver la Ec. (4.23).

Para clarificar las diferencias y similitudes con el caso de campo magnético
en (2+1) dimensiones, tomaremos el caso de un campo eléctrico uniforme en
(1+1) dimensiones. Entonces la ecuación (6.1) se convierte en(

− (−ip0 + ieEx)2 + ∂2
x + ieγ5E

)
Fp0,σ = −2ieEp2

donde hemos redefinido el eigenvalor de p2 → −2ieEp2. Esta es la misma
ecuación que (5.1) con los parámetros apropiados, es decir η =

√
2ieE(x −

p0/eE), con las soluciones parabólico ciĺındricas Dn(η) con ı́ndice n = p2 +
σ/2−1/2. En este caso, p2 toma los valores enteros; las funciones que forman
las Ep normalizadas son:

Ep,1 =
21/2(ieEπ)1/4√

(p2)!
e−ip0Dp2(η), p2 = 0, 1, 2...

Ep,1 =
21/2(ieEπ)1/4√

(p2)!
e−ip0Dp2(η), p2 = 1, 2, 3...

De estas expresiones podemos encontrar las soluciones a la ecuación de Dirac
dadas en (6.2), cuyo perfil con los parámetros apropiados, tendrán la misma
forma que las graficadas en el caṕıtulo anterior. Además con los resultados
del caṕıtulo 4 podemos encontrar fácilmente la densidad de corriente y el
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condensado fermiónico. En este ejemplo las corrientes son cero como dicen
las ecuaciones (6.3) y (6.4), mientras que el condensado dado por la ecuación
(6.5) se puede calcular inmediatamente, de la misma forma a como se cal-
culó (5.6), es decir

〈ψ̄ψ〉 = 2im(ieEπ)1/2

(∫
dp0

−m2
D2

0(η)+

∞∑
p2=1

∫
dp0

−2ieEp2 −m2

[
D2
p2(η)

(p2)!
+
D2

(p2)−1(η)

((p2)− 1)!

]
= 2πiemE

 1

−m2
+ 2

∞∑
p2=1

1

−2ieEp2 −m2

 ,

donde hemos hecho la integral en dp0 con ayuda de la definición de η. Final-
mente el régimen de interés es el de mayor probabilidad de ocupación, esto
es el nivel de enerǵıa más baja, es decir el primer término de la expresión
anterior, donde

〈ψ̄ψ〉n=0,σ=1 =
−2πieE

m
.

De la misma forma podemos resolver el caso de campo exponencial o algún
otro que hayamos resuelto en (2+1) dimensiones.

Es prudente dar aqúı una nota de precaución. Aunque llamamos con-
densado a la traza del propagador, en realidad dicha traza está relacionada
directamente con la acción efectiva. Para ver esto, tomemos la derivada de
la función generatriz,

Z = eiW =

∫
DψDψ̄DAexp

{
−i
∫
ddxψ̄ [m− γ(i∂ + eA)]ψ

}
,

donde W es la acción efectiva,

∂lnZ

∂m
=

1

Z

∂Z

∂m

=
−i
Z

∫
DψDψ̄DA

(∫
ddxψ̄(x)ψ(x)

)
e−i

∫
ddxψ̄{m−γ(i∂+eA)}ψ

= −i
∫
ddx〈ψ̄(x)ψ(x)〉.
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Como lnZ = iW ,

−∂W
∂m

=

∫
ddx〈ψ̄(x)ψ(x)〉

y tenemos

〈ψ̄ψ〉 = − ∂Γ

∂m
,

donde hemos introducido el Lagrangiano efectivo Γ, v́ıa W =
∫
ddxΓ(x).

Por otro lado, se puede demostrar que el elemento de matriz de la ma-
triz de dispersión al orden más bajo en una transición vaćıo-vaćıo (es decir,
estabilidad del vaćıo), está dado por la función generatriz

〈0|S0|0〉 = eiW .

El hecho de que tener un campo eléctrico en lugar de campo magnético, sea
similar a hacer el reemplazo B → −iE, permite tener una parte imaginaria
en la acción, es decir

W = WR + iWI ,

donde la parte real toma en cuenta todos los efectos dispersivos con el campo
externo y la imaginaria los absortivos. Entonces la probabilidad de transición
vaćıo-vaćıo es

|〈0|S0|0〉|2 = |e−2WI |.

Aśı que sin calcular expĺıcitamente la traza del propagador en presencia de
un campo eléctrico, el hecho de que ésta desarrolle una parte imaginaria
pequeña, nos indica una inestabilidad del vaćıo, que en este caso se debe a
la producción de pares mediante el mecanismo de Schwinger.

De esta manera concluimos el estudio del propagador en campos electro-
magnéticos externos en bajas dimensiones.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo hemos revisado el propagador de electrones masivos en
bajas dimensiones espacio-temporales. Hemos obtenido el propagador de elec-
trones libres a través del método de funciones de Green en dimensiones ar-
bitrarias, que tiene, como sabemos, una forma diagonal en el espacio de
momentos, SF (p) = 1/(γ · p−m). Este es obviamente el caso cuando el op-
erador de Dirac libre conmuta operador de momento y entonces uno puede
tomar simplemente una transformada de Fourier, es decir, podemos usar las
eigenfunciones del operador momento para diagonalizar la función de Green.

Después, hemos considerado el propagador de electrones en (2+1) dimen-
siones en un campo magnético externo que apunta perpendicularmente al
plano del movimiento de los electrones y cuya forma espacial considerada
es descrita por una función arbitraria W (x). Esto, hasta donde sabemos, no
ha sido presentado anteriormente en la literatura. Hemos escogido trabajar
dentro del marco del método de Ritus [6], construyendo de manera expĺıcita
las eigenfunciones Ep del operador (γ ·Π)2 en el caso general. La idea básica
detrás de este método es el siguiente: puesto que el operador de Dirac (γ ·Π)
no conmuta con el operador de momento, no podemos simplemente tomar
la transformada de Fourier de la función de Green y obtener un propagador
diagonal en el espacio de momento. Sin embargo, ya que (γ ·Π) conmuta con
i∂t,−i∂x y más importante, con (γ ·Π)2, podemos utilizar sus eigenfunciones
comunes, Ep, para diagonalizar el propagador, que resulta tener la forma de
un propagador de libre con momento dependiente de los números cuánticos
dinámicos. Además de esto, hemos visto que la simplicidad con la que incor-
poramos los efectos del campo en el propagador del electrón y resolvemos la
ecuación de Dirac en presencia de campos electromagnéticos externos incluso
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en el modelo masivo de Schwinger, puede ser entendida fácilmente en térmi-
nos de una superśımetria de los sistemas escogidos. Esto reduce el problema
de construir las componentes del operador (γ · Π)2, a buscar las soluciones
a la ecuación de Pauli de mecánica cuántica supersimétrica, donde las com-
ponentes (γ · Π)2 estan relacionadas de tal forma que son las soluciones con
potenciales supersimétricos asociados.

Hemos aplicado el método de Ritus a los casos espećıficos de campos
magnéticos uniformes y con decaimiento exponencial en (2+1) dimensiones
y de un campo eléctrico en (1+1). Para el primer caso, las funciones Ep están
descritas en términos de las funciones parabólicas cilindricas. En el segundo
ejemplo, las eigenfunciones de Ritus están escritas en términos de las fun-
ciones asociadas de Legendre. En los casos (2+1)-dimensionales, las versiones
no masivas de los propagadores encontrados son de importancia directa por
ejemplo en el grafeno. Además, de la ecuación (4.17) observamos que las solu-
ciones a la ecuación de Dirac son proporcionales a las eigenfunciones de Ritus.
Esto es bien sabido para el caso de campo constante y para el segundo caso,
encontramos que las soluciones son proporcionales a los polinomios asociados
de Legendre, lo cual esta de acuerdo con lo reportado en [48], donde resuelven
la ecuación de Dirac para el caso de un campo magnético exponencial.

En conclusión, el método de Ritus ofrece una alternativa para estudiar el
propagador de electrones en la presencia de campos externos. Contrariamente
al método de tiempo propio [3] [4], aqúı el propagador adquiere una forma
similar al propagador libre, y los efectos del campo se reflejan en las funciones
propias del operador (γ ·Π)2, es decir Ep. Aśı, el método funciona en el caso
de part́ıculas escalares [38] y de part́ıculas vectoriales cargadas [39]. La idea
detrás de esto es familiar en mecánica cuántica, donde la diagonalización
de un operador determinado se lleva a cabo con la ayuda de las funciones
propias de un segundo operador con el que conmuta. Eso hace que Ritus
método adecuado para estudiar el propagador para configuraciones de los
campos externos más complejas.

Con el propagador obtenido, estudiamos algunas inestabilidades del vaćıo
de Dirac por efectos de campos magnéticos externos, como lo son la forma-
ción de corrientes y condensados quirales en el caso de (2+1) dimensiones.
Hemos visto que en el régimen de campo intenso, dichas cantidades se for-
man siguiendo el perfil del campo aplicado. Una conclusión similar se deriva
en el caso del modelo de Schwinger, sólo que en este caso el condensado se
entiende más bien en términos de la acción efectiva, la cual desarrolla unaa
parte imaginaria pura relacionada con la producción de pares mediante el
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mecanismo de Schwinger.
Para el futuro pretendemos estudiar efectos no perturbativos inducidos

por los campos externos resolviendo las ecuaciones de Schwinger-Dyson cor-
respondientes en cada caso y estudiando efectos dinámicos en la formación
de condensados quirales, momentos magnéticos anómalos y otras cantidades
de interés.
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Apéndice A

Inversión Temporal

En este apéndice veremos que la inversión temporal es una transformación
antiunitaria. Dado un mapeo de los vectores de estado de un espacio de
Hilbert en si mismo ψ → ψ′ = Uψ, que conserve la probabilidad de transición
entre dos estados

|〈ψ|φ〉|2 = |〈ψ′|φ′〉|2,

requerimos que U sea unitaria y lineal

〈ψU †|Uφ〉 = 〈ψ|φ〉,
U |ξψ + ηφ〉 = ξU |ψ〉+ ηU |φ〉

ó antiunitaria y antilineal

〈ψU †|Uφ〉 = 〈ψ|φ〉∗,
U |ξψ + ηφ〉 = ξ∗U |ψ〉+ η∗U |φ〉.

Ahora, si el desarrollo temporal del sistema esta dado por

ψ(t) = e−iHtψ(0),

la simetŕıa de inversión temporal requiere que el estado revertido, Θψ(0), se
transforme como

Θψ(−t) = e−iHtΘψ(0),

de donde

e−iHtΘ = ΘeiHt. (A.1)
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Si Θ es unitaria, la condición (A.1) es equivalente a

ΘH +HΘ = 0.

Pero entonces para un estado ψE del sistema con enerǵıa E > 0, existe otro
estado ΘψE con enerǵıa −E < 0 (enerǵıa menor que la del vaćıo). Entonces
Θ no puede ser unitaria. Si asumimos Θ antiunitaria, entonces (A.1) implica

ΘH −HΘ = 0.

Aunque el operador Θ conmuta con el Hamiltoniano no es una constante de
movimiento, ya que esto solo es valido para operadores lineales.
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Apéndice B

Términos de Masa y Paridad

En este apéndice veremos comportamiento ante paridad de los términos
de masa que aparecen en el Lagrangiano de QED3.

B.1. Paridad

Recordando las soluciones de la ecuación de Dirac:

ψPA(x) = N

 1

(py−ipx)

E+m

 e−ip·x , ψNA (x) = N

 (py+ipx)

E+m

1

 e−ip·x

ψPB(x) = N

 (py+ipx)

E+m

1

 e−ip·x , ψNB (x) = N

 1

(py−ipx)

E+m

 e−ip·x ,

donde P y N indican que estas soluciones son de enerǵıa positiva y negativa
respectivamente. Es fácil ver que bajo la transformación de paridad

px → −px, py → py,

transforman como

ψA → ψ′A = −iγ1ψB,

ψB → ψ′B = −iγ1ψA .

La transformación de paridad no mezcla part́ıculas con antipart́ıculas. Como
consecuencia de estas transformaciones, tenemos:
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ψ̄′Aψ
′
A = −ψ̄BψB,

ψ̄′Bψ
′
B = −ψ̄AψA . (B.1)

B.2. Término de Masa Usual

El término usual de masa

mψ̄ψ

se puede escribir como

mψ̄ψ = mψ†γ0ψ = m
(
ψA

† ψB
† )( γ0 0

0 −γ0

)(
ψA
ψB

)
= m

(
ψ̄AψA − ψ̄BψB

)
,

donde hay que ser cuidadoso con la representación utilizada. La matriz γ0

cuadridimensional que aparece en el segundo término, es diferente que la
matriz γ0 bidimensional del tercer término. Ahora, comparando con (B.1) es
obvio que bajo la transformación de paridad, el término de masa

mψ̄ψ

es invariante.

B.3. Término mo

El término mo se puede escribir como:

mψ̄
i

2
[γ3 , γ5]ψ = mψ̄

(
1 0
0 −1

)
ψ

= m
(
ψA

† ψB
† )( γ0 0

0 −γ0

)(
1 0
0 −1

)(
ψA
ψB

)
= m

(
ψ̄AψA + ψ̄BψB

)
.

Si comparamos con (B.1), podemos observar que bajo la transformación de
paridad, este término no es invariante y adquiere un signo negativo total.
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De manera análoga, es fácil demostrar que el término de masa convencional
es invariante ante inversión temporal pero no lo es ante transformaciones
quirales, mientras que el término de masa mo no es invariante ante inversión
temporal, pero si lo es ante transformaciones quirales. En resumen, el término
que rompe la simetŕıa quiral preserva la simetŕıa de paridad y el término que
conserva la simetŕıa quiral rompe la simetŕıa de paridad.
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Apéndice C

Esṕın en el plano

En este apéndice vamos a ver que el operador de esṕın en el plano, con la
representación de matrices (2.30), corresponde a σ3/2. Para esto veremos las
propiedades bajo rotaciones de la ecuación de Dirac en forma no covariante,

Hψ = (αjpj + α0m)ψ, (C.1)

con
α0 = γ0 = σ3, α1 = α0γ1 = iσ2, α2 = α0γ2 = −iσ1,

cuyas soluciones son espinores de dos componentes ψ =

(
ψ1

ψ2

)
. El operador

de rotaciones UR y el espinor rotado ψ′ están relacionados por

ψ′ = UR(φ)ψ

y dado que la densidad de probabilidad debe ser invariante, tenemos

ψ†ψ = ψ′†ψ′ = ψ†U †
R(φ)UR(φ)ψ,

de donde UR(φ) debe ser un operador unitario,

U †
R(φ)UR(φ) = I.

El operador de rotaciones totales debe ser

UR(φ) = US(φ)UL(φ),

donde UL(φ) = exp (−iφL3) es la parte de momento angular orbital y US
depende de las propiedades espinoriales. US debe ser un operador unitario ya
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que UR y UL también lo son. Como sólo tenemos un tipo de rotaciones en el
plano, hacemos el siguiente ansatz

US(φ) = exp {−iφM3} ,

para un ángulo φ en el plano y con M3 por determinar. De la ecuación
de Dirac (C.1), requerimos que el vector ~α = (α1, α2) se transforme bajo
rotaciones espaciales como un vector, es decir

α′i = U †
S(φ)αiUS(φ) = Rjiαj,

lo cual se puede escribir como

RjiU
†
SαiUS(φ) = αj, (C.2)

recordando que i y j corren de 1 a 2. Ahora, bajo una rotación infinitesimal
δφ, tenemos

Rji = δji + εi3jδφ3,

donde el ı́ndice 3 indica que en el plano sólo hay un tipo de rotaciones y

US ≈ {I− iδφM3} .

Usando estas dos últimas expresiones, escribimos a (C.2) como

αj w (δji + εi3jδφ) {I + iδφM3}αi {I− iδφM3}
w (δji + εi3jδφ) {αi + iδφ[M3, αi]}
w αj + εi3jδφαi + iδφ[M3, αj]

y ya que δφ es arbitrario, lo anterior implica

[M3, αj] = iε3jkαk.

Expĺıcitamente tenemos que se satisfacen

[M3, α1] = iα2, [M3, α2] = −iα1

[M3, σ2] = −iσ1, [M3, σ1] = iσ2, (C.3)

donde en el último paso hemos sustituido el valor de αi’s en términos de las
matrices de Pauli y simplificado. Entonces la expresión (C.3) se satisface si
hacemos M3 = σ3/2. De la misma manera es fácil ver que el operador de
esṕın para la representación (2.31) esta dado por −σ3/2.
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