UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

GENERACION DE OSCILACIONES PERIODICAS UTILIZANDO
CONTROLADORES DE ESTRUCTURA VARIABLE: EXPERIMENTO CON
UN SISTEMA MECANICO

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

INGENIERO ELECTRICO ELECTRONICO

PRESENTA

ALFREDO SOSA BALBUENA

TUTOR

M. I. RAFAEL IRTIARTE VIVAR BALDERRAMA

2010



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JURADO ASIGNADO:

Presidente :
Vocal :
Secretario :
lo. Suplente :

20. Suplente :

M.I. RICARDO GARIBAY JIMENEZ

M.I. RAFAEL IRIARTE VIVAR BALDERRAMA
DR. LEONID FRIDMAN

DR. PAUL ROLANDO MAYA ORTIZ

DR. JORGE ANGEL DAVILA MONTOYA

Lugar donde se realiz6 la tesis:

Universidad Nacional Auténoma de México, Facultad de Ingenieria

México, D.F.

TUTOR DE TESIS

M.I. RAFAEL IRIARTE VIVAR BALDERRAMA

FIRMA



AGRADECIMIENTOS

Este trabajo estda dedicado con todo mi carifio a la memoria de mi tio Juan César. A
mis padres José Alfredo e Isabel y a mis hermanos Alain y Jezabel.

Quiero agradecer a Ariel Balbuena Sanchez, quien més que un tio ha sido y siempre
serd un amigo y un padre para mi. A mis tias Cecilia y Tona por todos sus esfuerzos y
sacrificios para que yo pudiera dar este paso en mi vida. A toda mi familia por su sincero e
incondicional carifio, gracias a ustedes he aprendido el verdadero significado de la palabra
familia. A ti Edith, por tu amor, tu paciencia, tu sonrisa... es un privilegio crecer a tu lado.

También quiero agradecer a la familia Nufiez Ramirez por abrirme las puertas de su
hogar y dejarme formar parte de su familia; nunca terminaré de agradecer todo lo que
hicieron por mi. A Josué Quino por su confianza y apoyo al inicio de la licenciatura. A
todos mis amigos, ustedes saben quiénes son y cuanto los estimo.

Finalmente, quiero agradecer a la UNAM todo lo que me ha brindado a lo largo de
estos anos; es un orgullo ser parte de esta institucién. Al grupo del Laboratorio de Modos
Deslizantes por sus comentarios, sugerencias y correcciones, en especial a Alex y a Alejandra
por su tiempo y dedicacién. Al M.I. Iriarte, por su motivacion y consejos. Al Dr. Fridman,
gracias por haberme guiado hacia el camino de la ciencia; éste es s6lo mi primer paso.



indice general

1 Introduccién
1.1 Antecedentes . . . . . . .
1.1.1 Oscilaciones . . . . . . . . ..
1.1.2 El Paradigma del Péndulo . . . . . . ... ... ... ... ...
1.1.3 Ciclos Limites . . . . . . . . . . .
1.2 Problema a Resolver . . . . . . . . . . ... ..
1.3 Contribuciones . . . . . . . ..

2 Rueda de Inercia
2.1 Modelo Matematico . . . . . . . . ..
2.2 Puntos de Equilibrio . . . . . ... ..o oL

3 Controlador de Estructuras Variables
3.1 Esquema General . . . . . . . ... ...
3.2 Linealizacion por Retroalimentacion . . . . . . . .. . ... . ... ...
3.3 El Controlador de Dos Relevadores . . . . . .. ... ... .......
3.3.1 Funcién Descriptiva . . . . . . . ... oo
3.3.2  Ajuste de los Parametros del Controlador . . . . . . . . ... ..

4 Controlador por Restricciones Holonémicas
4.1 Preliminares: Restricciones Holonémicas . . . . . . . . ... ... ...
4.2 Planeacién de Trayectorias . . . . . . . . . . ... L.
4.3 Diseno del Controlador . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

5 Estimacion de la Velocidad
5.1 Diferenciadores . . . . . . . . ..
5.1.1 Diferenciador de Levant . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
5.1.2  La Derivada Clasica por Diferenciales: Con y Sin Filtro . . . . .
5.2 Observadores . . . . . . . . . . e e
5.2.1 Observador de Luenberger . . . . . . . ... .. ... .. ....
5.2.2 Observador de Alta Ganancia . . . . . . . . ... .. .. ....

DD UL DN = ==

J



Simulaciones

6.1 Controlador de Dos Relevadores . . . . . . . .. ... ... ... ....
6.1.1 Linealizacion por Medio del Jacobiano . . . . . ... .. .. ..
6.1.2 Linealizacion por Retroalimentacion . . . . . . . . . . .. .. ..

6.2 Controlador por Restricciones Holonémicas . . . . . . . . .. .. .. ..

Pruebas Experimentales: Controlador de Dos Relevadores
7.1 Linealizacion por Retroalimentacion . . . . . . . . . . ... ... ....

Conclusiones

A Linealizacién Exacta: Condiciones Suficientes y Necesarias

Cédigo Programable Auxiliar

11

51
51
o1
95
o8

62
62

66

69

71



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

1.1.1. Oscilaciones

Una oscilacién es una fluctuacion de un sistema respecto a una variable de interés,
generalmente siendo ésta el tiempo. Este comportamiento se puede apreciar desde el
nivel cudntico hasta el nivel macroscépico, e.g. las variaciones en la conductividad de
un superconductor y la rotacién de los planetas alrededor del sol que se muestran en la
Figura 1.1. En este ultimo ejemplo las trayectorias de los planetas se repiten después
de un cierto periodo, aproximadamente 365 dias en el caso de la tierra, y por lo tanto
se denominan como oscilaciones periodicas.

La dinamica oscilatoria también es responsable directa de distintos fenémenos fisi-
cos; cuando una oscilaciéon se manifiesta en un medio material se genera el fenémeno
del sonido, una oscilacién en una corriente eléctrica genera un campo electromagnético,
etc. Por otro lado, en muchas aplicaciones de ingenieria esta dinamica suele inducir per-
turbaciones no contempladas, vibraciones indeseadas, ruido y desgaste excesivo de los
componentes fisicos, entre otros factores adversos. En estas situaciones las oscilaciones
en el sistema pueden comprometer su funcionamiento por lo que se busca evitarlas o
contrarrestarlas. Algunos ejemplos de esto incluyen

= las oscilaciones en las grias

= las vibraciones en las alas de un avién

= ¢l rechinado en el frenado de un coche

= Jlos efectos de los temblores en los edificios

No obstante, diversas aplicaciones cotidianas también dependen de la generacion de
estas oscilaciones, dentro de las cuales se puede mencionar
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Figura 1.1: Fenémenos oscilatorios

Figura 1.2: El péndulo simple

= la tomografia por resonancia magnética

los hornos de microondas

lograr que un robot bipedo camine

la técnica dither para atenuar friccion

Se puede afirma entonces que el fenémeno oscilatorio tiene una naturaleza ambigua;
en ciertos escenarios se desea excluirlo de un sistema y en otros se busca introducirlo.
Cualquiera que sea el caso, la importancia de estudiar este comportamiento es cla-
ra puesto que se presenta continuamente en diversos sistemas que abarcan todos los
niveles de la materia y como tal es un concepto fundamental para lograr una mejor
comprehension de la dinamica del universo.

1.1.2. El Paradigma del Péndulo

El péndulo es uno de los ejemplos méas importantes en el campo de Control y ha
sido estudiado extensivamente desde Galileo Galilei. Este sistema esta constituido por



un hilo, idealmente considerado inextensible y de masa despreciable, sostenido por su
extremo superior de un punto fijo, con una masa puntual m en su extremo inferior que
oscila libremente. Como se aprecia en la Figura 1.2 la fuerza de gravedad que actta
sobre la masa se descompone en una fuerza perpendicular y una fuerza paralela al
movimiento circular del péndulo. Esto permite derivar la ecuaciéon de movimiento para
este sistema al asociar la aceleracion lineal, a, de la masa con la fuerza paralela:

Fj = —mgsen (0) = ma (1.1)
A partir de la longitud de arco
s =10
la aceleracion lineal se puede expresar como
s
dt?

con lo que, de la ecuacién (1.1), se obtiene la identidad

0+ %sen 0)=0 (1.2)

=10

a

La ecuacion diferencial ordinaria (1.2) es no-lineal debido al término sen (#). Sin em-
bargo, para valores pequenos de 6 se cumple que

sen (6) ~ 0
Por lo tanto (1.2) se puede aproximar por la ecuacién diferencial lineal
0+ w20 =0

donde w, £ 27 f = ﬂ es la frecuencia angular de oscilacién. Es decir, el péndulo simple
es un sistema que, restringido a desviaciones de pequena amplitud, exhibe oscilaciones
periddicas sin necesidad de otra excitacion mas que el efecto de la gravedad. El periodo
de estas oscilaciones libres puede ser aproximado por

1 l
T'=— =2m|—
7=

La importancia del péndulo se deriva en que diversos sistemas ingenieriles y esque-
mas de control se pueden modelar aproximadamente por la ecuacién (1.2). Entre estos
se puede mencionar cohetes espaciales, las articulaciones de un robot bipedo ademas de
estabilizacién de barcos, gruas y liquidos [1]. Todas estos ejemplos, junto con la amplia
presencia del fenémeno oscilatorio, motivan a estudiar el péndulo y sistemas afines.
Actualmente se cuenta con una gran variedad de péndulos para fines tanto académicos
como industriales, como por ejemplo el péndulo de Furuta, el péndulo carro y el Pen-
dubot entre otros. La Rueda de Inercia es el dispositivo mas nuevo y sencillo, debido a
la simetria de sus componentes, de la familia de péndulos. Este sistema de dos grados
de libertad, cuyas aportaciones al desarrollo tecnologico incluyen el control de altitud
de un satélite, sera el objeto de estudio del presente trabajo.



1.1.3. Ciclos Limites

El disefio de un sistema de control generalmente tiene como propoésito llevar a cabo
una de dos tareas: la regulacion de variables o el seguimiento de trayectorias. La pri-
mera de éstas consiste en estabilizar un conjunto de variables alrededor de un punto de
operacién y representa una de las aplicaciones de la teoria de control méas implemen-
tadas en la industria moderna, e.g. el control de temperatura del procesador en una
computadora o la regulacion de la velocidad angular de un generador eléctrico. Por otro
lado, el problema de seguimiento busca establecer una evolucion deseada y predisenada
de un sistema dado. Este tipo de control se presenta en la automatizacion de la ruta del
vuelo de un avién o en la programaciéon de un brazo robdtico para trazar un circulo. Sin
embargo, existen otros problemas de control que no se pueden clasificar dentro de nin-
guna de estas dos categorias como es el caso de la generacion de movimiento funcional.
Este movimiento es una dindamica que se puede provocar en ciertos tipos de sistemas
sin la necesidad de diseniar un esquema de seguimiento ni de especificar alguna otra
propiedad del mismo [2].

El fenémeno oscilatorio periédico es una instancia particular del concepto de movi-
miento funcional y exhibe propiedades interesantes, tanto desde el punto de vista tedrico
como practico. Este comportamiento se presenta en una clase de sistemas no-lineales
que pueden generar oscilaciones de amplitud y periodo constante, sin la necesidad de
una excitacion externa, y en este caso se conoce como ciclo limite. Cabe mencionar que
este comportamiento no es exclusivo de los sistemas no-lineales ya que un sistema lineal
también puede oscilar en dos instancias particulares:

= cuando se presenta una excitacién senoidal en la entrada.

= bajo la condicién de estabilidad marginal que se cumple cuando el punto de equi-
librio (tinico) es un centro, i.e. cuando el sistema tiene polos estrictamente imagi-
narios, como se ilustra en la Figura 1.3, y en el caso de que algunos de estos polos
tengan parte real, ésta es negativa.

No obstante, se debe senalar que existen diferencias significantes entre el fenémeno osci-
latorio lineal y el no-lineal. Primero, la amplitud de las oscilaciones en un sistema lineal
marginalmente estable depende directamente de las condiciones iniciales. En contraste,
las condiciones iniciales no determinan la amplitud de un ciclo limite, siendo su estabi-
lidad la tinica propiedad que se puede alterar ante una variacién en dichas condiciones
iniciales. Segundo, las oscilaciones de un sistema lineal carecen de la importante pro-
piedad de robustez; cualquier perturbacion infinitesimal o incertidumbre paramétrica
puede trasladar a los valores propios imaginarios del sistema hacia el semiplano derecho,
llevandolo asi a la inestabilidad. En cambio ciertos ciclos limites, como los que se mues-
tran en la Figura 1.4(a) y 1.4(b), tienen una estructura estable que permite preservar
el comportamiento oscilatorio del sistema ante perturbaciones, siempre y cuando éstas
no excedan un cierto umbral de magnitud.
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Figura 1.3: Comportamiento oscilatorio de un centro

Como se puede apreciar, si se desea hacer oscilar de manera controlada a un sistema
fisicamente realizable entonces se deben disenar ciclos limites, no oscilaciones lineales.
Esto se debe a que cualquier implementaciéon practica requiere tanto robustez como
libertad de diseno ya que el oscilador estara sujeto a perturbaciones y por lo tanto no
se puede descartar este factor asumiendo un caso ideal sin incertidumbres. También
resulta dificil producir y reproducir condiciones iniciales distintas de cero lo que reduce
significativamente el tipo de oscilaciones que se pueden lograr bajo un esquema lineal. Lo
anterior manifiesta la necesidad de utilizar herramientas no-lineales mas no implica que
se deba descartar todo andlisis lineal. Al contrario, la incorporacién de ambos enfoques
matematicos resulta en una mayor flexibilidad que permite abordar un espectro mas
amplio de problemas.

1.2. Problema a Resolver

El enfoque principal del presente trabajo es generar oscilaciones periodicas en un
sistema mecdnico subactuado, la Rueda de Inercia. Especificamente, se busca que estas
oscilaciones se manifiesten en el grado de libertad sin actuacién, el del péndulo. La
dificultad principal en esta empresa reside en que, por falta de una acciéon de control
inmediata, el movimiento del péndulo se debe manipular por medio de la tinica entrada
de control del sistema, la cual se ubica en el rotor. Bajo esta restriccion el objetivo de
rechazo a perturbaciones se complica si éstas se presentan en el péndulo ya que no es
posible compensarlas directamente. Consecuentemente, el concepto de robustez cobra
una mayor relevancia; se deben disenar ciclos limites estables, Figura 1.4(a), para la
variable que representa el angulo del péndulo.
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ciclo limite ciclo limite
(a) Ciclo limite estable (b) Ciclo limite Semi-estable

X7 trayectorias
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(c) Ciclo limite Inestable

Figura 1.4: Las condiciones iniciales no afectan la amplitud de un ciclo limite, si acaso
su estabilidad

1.3. Contribuciones

Diversas metodologias se han disenado para generar oscilaciones periddicas en la
Rueda de Inercia. Por ejemplo, una estrategia reciente [3] basada en linealizacién por
retroalimentacion y técnicas de “averaging” se puede aplicar a la Rueda de Inercia para
este proposito, asi como también controladores basados en pasividad, redes neuronales
recurrentes, restricciones holonémicas virtuales [4] o la modificacién del controlador
Twisting de modos deslizantes [2]. Las aportaciones principales de este trabajo son
dos: la primera es hacer una comparacion, de indole tedrica, de los dos controladores
propuestos por estas tltimas dos técnicas, el controlador por restricciones holonémicas
y el controlador de dos relevadores; la segunda es hacer una comparacion experimental
entre dos distintos tipos de linealizacion, uno utilizando el Jacobiano y el otro por
retroalimentacién de estados. Adicionalmente se implementaron diversos métodos para
estimar las velocidades en la Rueda de Inercia, entre ellos el diferenciador de Levant [5]
y un observador de alta ganancia [6].



Capitulo 2

Rueda de Inercia

2.1. Modelo Matematico

El primer paso en el diseno de cualquier esquema de control es, inexorablemente,
obtener un modelo matematico del sistema que se desea controlar; el objetivo de esta
seccion serd entonces encontrar un conjunto de ecuaciones que representen la dinamica
de la Rueda de Inercia adecuadamente. Como el concepto de la derivada permite re-
lacionar distintas variables a través de los cambios que inducen entre si, se utilizaran
conjuntos de ecuaciones diferenciales para representar de manera cuantitativa el com-
portamiento complejo que exhibe este sistema mecénico. Se partira del hecho de que
todo modelo matematico se obtiene basandose en diversas suposiciones y simplificacio-
nes, las cuales se deben llevar a cabo tomando en consideraciéon un criterio basico de
simplicidad contra precisiéon. Un modelo demasiado elaborado, aunque sea muy preciso,
no necesariamente es el adecuado debido a la mayor demanda en capacidad y tiempo
de procesamiento computacional que se requerird para resolver la mayor cantidad de
ecuaciones involucradas. Por otro lado, una representaciéon mas reducida tiende a igno-
rar ciertas dindmicas y propiedades fisicas inherentes al sistema; estas simplificaciones
generan incertidumbres que pueden comprometer el desempeno del control propuesto.
Por lo tanto, antes de ignorar o incorporar dindmicas al modelo matemaético, es preciso
analizar el sistema a controlar.

El sistema fisico que se pretende controlar, y por ende modelar, es conocido como
Péndulo de Rueda Inercial. El prototipo experimental’ mostrado en la Figura 2.1(a) es
un péndulo simple con un rotor acoplado en el extremo. Adicionalmente, este rotor es
activado a través de un motor de corriente directa por lo que este sistema puede ser
catalogado como electro-mecénico. Sin embargo, para reducir el grado de complejidad
que involucran estos sistemas hibridos se haran las siguientes consideraciones:

'Parte de un equipo mecatrénico llamado Mechatronics Control Kit, o MKT por su abreviacién en
inglés
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(a) Equipo experimental  (b) Codificador del péndulo  (c) Codificador del rotor

Figura 2.1: El MKT de Quanser® y sus codificadores incrementales 6pticos

Suposicion 2.1:
Las dindmicas eléctricas del motor son despreciables.

- Si bien la dindmica del motor requiere un anélisis en si misma, se debe descartar
del modelo en aras de la simplicidad. No obstante, se deben tomar en cuenta factores
fisicos, como valores méaximos de corriente y par entre otros, a la hora de realizar
cualquier prueba experimental.

Suposicién 2.2:
Las masas del péndulo y el rotor tienen distribuciones homogéneas (pardmetros lineales)
y se pueden considerar como puntuales.
- El equipo fue elaborado meticulosamente por el fabricante con el propédsito de
que se puede hacer una suposicion como esta.

Suposiciéon 2.3:
Las distancias optimas a los ejes de rotacion correspondientes son constantes.
- Esta suposicion es necesaria para calcular los momentos de inercia requeridos
de manera mas facil. Dadas las caracteristicas de los materiales de fabricacion, cualquier
discrepancia que exista en una prueba experimental con esta suposicion es despreciable.

Suposicion 2.4:
Las fuerzas de friccion presentes en el sistema son despreciables.

- La fuerza de fricciéon es un factor muy importante que se presenta constan-
temente en aplicaciones reales. Este fenémeno exhibe comportamientos muy comple-
jos dificiles de predecir, modelar y compensar que pueden modificar radicalmente la
dindmica de un sistema. Especificamente, se sabe que la friccién es una fuerza que di-
sipa energia por lo que la energia total del sistema se ve afectada directamente por la
presencia de la friccion. No obstante, la interaccion de esta fuerza es mas relevante a
muy bajas y a muy altas velocidades, Figura 2.2, por lo que esta suposicién se sostiene.

Suposiciéon 2.5:
Los componentes de la Rueda de Inercia son rigidos y por lo tanto la unica fuente de
energia potencial es la gravedad.
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Figura 2.2: Los distintos comportamientos de la friccion en funcion de la velocidad

- La rotacion del péndulo y el rotor presentan excentricidad. Este es un efecto
que se incrementara con el desgaste del equipo y que eventualmente puede influir de
manera importante en los procesos energéticos del sistema. Nuevamente, por simplicidad
se desprecia su efecto para propdésitos del modelado.

Bajo estas suposiciones, especificamente Suposicion 2.1, ahora es posible interpretar
a este sistema hibrido como uno exclusivamente mecanico y como tal su modelo ma-
tematico se obtendra a partir de la formulaciéon de Euler-Lagrange. Esta metodologia
de modelado se basa en el concepto de coordenadas generalizadas?®, las cuales estan aso-
ciadas directamente con los grados de libertad del sistema. Otra virtud del modelado
Lagrangiano es que se involucran funciones escalares de energia, en contraste con las
fuerzas y aceleraciones wvectoriales que se presentan comunmente en otros métodos de
modelado, e.g. el Newtoniano [1]. La gran ventaja que se adquiere al utilizar funcio-
nes escalares es que hacen posible el uso del principio de superposicion al momento
de determinar las ecuaciones de energia requeridas para la estructuraciéon del modelo
matematico.

El paso inicial para obtener un modelo mateméatico a través de las ecuaciones de
Lagrange, con base en los marcos de referencia de la Figura 2.3, es definir el conjunto
de coordenadas generalizadas

q={q-. qu} (2.1)

que representen a la Rueda de Inercia de n grados de libertad. En sistemas mecéanicos,
estas variables siempre se refieren a parametros de posicién y pueden representar dis-
tancias, en el caso de dinamicas rectilineas, o angulos, en el caso rotacional. Debido a

2Variables que conforman un conjunto completo e independiente. Un conjunto de variables de
sistema es completo si, por medio de interconexiones, permite determinar los estados de todo el sistema.
Es independiente si se puede variar a un elemento sin afectar a los otros elementos



Figura 2.3: Diagrama de referencia para el modelado

que la rueda de inercia es un sistema exclusivamente rotacional se escogeran como coor-
denadas generalizadas a todos los angulos absolutos existentes. Los angulos absolutos
son aquellos que se miden con respecto a una referencia fija, a diferencia de los angulos
relativos que toman como referencia a una posicion variable. La razén por la que se
prefieren angulos absolutos es que permiten un cierto desacoplamiento del sistema; el
valor de cada angulo se puede obtener independientemente del valor de los otros angulos
involucrados. De esta manera se pueden disenar los controladores pertinentes de una
manera mas sencilla y eficaz. Un andlisis de la Figura 2.3 arroja dos angulos absolutos
que se pueden utilizar como coordenadas generalizadas, q; y ¢2. Como se puede obser-
var, tanto ¢; como go se miden con respecto a la vertical, tomando la direccién directa
y opuesta de la atraccién gravitacional (posicién vertical inferior y vertical superior res-
pectivamente) como referencia. Por lo tanto se requiere analizar si es factible adquirir
estos angulos a través del equipo experimental.

Para poder medir ambos angulos, 6 vy ¢, el equipo MKT cuenta con los dos de-
codificadores incrementales Opticos de posicién que se muestran en la Figura 2.1. Un
decodificador, Figura 2.1(b), se coloca en el eje fijo de rotacion del péndulo y determina
la variable 6, un parametro absoluto que define el angulo de posiciéon del péndulo medido
fijamente con respecto a una vertical inferior ubicada sobre el centro de la base. Dado
que el angulo 6 es el mismo que la coordenada generalizada ¢; deseada, se concluye que
esta coordenada se puede obtener directamente de las mediciones del primer decodifi-
cador. El segundo decodificador, Figura 2.1(c), se ubica sobre el motor que esta fijo al
otro extremo del péndulo. Su eje de rotacion esta conectado a la rueda giratoria y por
lo tanto mide el angulo relativo, ¢, entre el péndulo y la rueda. La medicién de este
decodificador es relativa puesto que depende directamente de otra variable, especifica-
mente hablando, de la posicién angular del péndulo . Tomando en cuenta una vez mas
que se requieren variables absolutas, es necesario convertir esta medicion relativa del
segundo decodificador para establecer una variable fija y absoluta. Se puede observar
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en la Figura 2.3 que légicamente hay una relacion directa entre la coordenada generali-
zada buscada ¢» y la medicion del segundo decodificador, ¢, pero también se involucra
el angulo #. Esto no es de sorprender ya que la posicién medida del rotor cambia al
momento en que se registra un cambio en la posiciéon del péndulo porque este ultimo
es su referencia. Consecuentemente, un andalisis geométrico de los angulos dados y los
angulos requeridos lleva a:

G =0

2.2
@=0+0¢ (22)

La Rueda de Inercia es un sistema con unicamente dos grados de libertad, uno en
el péndulo y otro en el rotor. Por lo tanto, el conjunto de variables completo e indepen-
diente (2.2) representa el conjunto buscado de coordenadas generalizadas del sistema.
Con este resultado, se prosigue a determinar la energia cinética y potencial del siste-
ma en funcién de sus posiciones y velocidades angulares, ¢, g2, ¢1 v ¢o. Generalmente
la energia cinética es una funcién positiva definida que utiliza como parametros a las
coordenadas generalizadas y sus respectivas derivadas mientras que la energia potencial
solo involucra a las coordenadas generalizadas, excluyendo en la mayoria de los casos
a sus derivadas [1]. Cada una de estas energias se puede calcular individualmente en
un sistema multi-elemento haciendo uso del principio de superposicion, por lo que no
importa cual se determine primero. Entonces, empezando por la energia cinética Ej de
un sistema puramente rotacional, ésta se define como

1
E, 2T = §Jw2 (2.3)

donde J representa el momento de inercia de un cuerpo rotacional y su respectiva
velocidad angular. Ahora, la definicion del momento de inercia escalar, donde el eje de
rotacion es fijo como es el caso del péndulo y del rotor de la rueda de inercia, indica
que

J, = / 2dm (2.4)

siendo m la magnitud de una masa puntual y [ la distancia perpendicular entre ésta
y el eje de rotacién. La integral de (2.4) estd en funcién del diferencial dm, lo cual
implica que el momento de inercia de un cuerpo estda determinado por la distribucion
de su masa a lo largo del volumen que ocupa en el espacio. Por ejemplo, un cilindro
hueco y un disco con la misma altura, la misma masa y el mismo radio no tendran el
mismo momento de inercia debido a la distinta concentracion de masa en cada uno de
ellos. Existen varios ejemplos de esto, pero lo importante es senalar que la definicién
(2.4) conlleva desafios al tratar de aplicarla a cuerpos con geometrias complejas o con
densidades de masa variables. Afortunadamente se pueden sortear estas dificultades
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Descripcién Notacion Unidades

longitud del péndulo l, m
distancia al centro de masa del péndulo ¢, m
distancia al centro de masa del sistema l m
masa del péndulo My kg
masa del rotor my kg
masa combinada del péndulo y el rotor m kg
momento de inercia del péndulo JIp kg-m?
momento de inercia del rotor J kg-m?

Tabla 2.1: Nomenclatura para los parametros de la Rueda de Inercia

si se considera un cuerpo con densidad de masa homogénea o simplemente una masa
puntual; en esta caso se simplifica (2.4) y se define el momento de inercia escalar como

Jy = ml? (2.5)

A partir de Suposicién 2.2 y Suposicién 2.3 es posible aplicar (2.5) para determinar
el momento inercial de la Rueda de Inercia. Para ello se introduce la nomenclatura
de la Tabla 2.1 y se aclara que los pardmetros J, y J., junto con todos los demés
definidos, son valores constantes que ya han sido determinados previamente de manera
experimental [1]. No obstante, para facilitar la comprension y la fluidez del desarrollo
posterior, estos parametros se seguiran representando de acuerdo a la Tabla 2.1 y sus
valores numéricos se sustituiran en el momento adecuado.

Retomando el concepto de planteado en (2.3), se prosigue a definir la energia cinética
del péndulo y del rotor como

1

Tpéndulo = §JPQ%
: (2.6)
Trotor = 5‘]7"(]2

Estas dos ecuaciones describen las energias cinéticas del péndulo y del rotor de manera
aislada y como tal no proporcionan informacién de cémo interactiian el péndulo y el
rotor entre si. Para definir la energia total de la rueda de inercia se necesita relacionar
al péndulo y al rotor a través de una expresion que acople energéticamente al sistema.
Esta relacion se puede encontrar al considerar el par del sistema interconectado de la
Rueda de Inercia. Debido a que el momento de inercia es aditivo,

N

i=1
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se puede calcular J, para la Rueda de Inercia tomando al eje de rotacién del péndulo
como pivote si se considera al sistema, bajo Suposicién 2.2, como una composiciéon de
N = 2 masa puntuales. Entonces,

Jy

P

= myl> + m, L7 (2.7)

Adicionalmente, se debe aplicar el teorema de ejes paralelos ya que el rotor también
tiene una dinamica rotacional sobre un plano paralelo al péndulo. Se traslada el pivote
hacia el eje de rotacion del rotor y se elabora sobre (2.7) para finalmente obtener

J1 & myls +m,. 02+ J,

2.8
BA (2.8)

El péndulo no afecta la dindmica del rotor puesto que el eje de rotacién de este tltimo es
perpendicular al plano de movimiento del péndulo y el punto de interaccién entre los dos
estd ubicado precisamente sobre el eje de rotacion del rotor. Por la tanto, reescribiendo
(2.6) a partir de (2.8),

.
Tpéndulo = §JQ%
.
Trotor = ijrlﬁ
1. 1.
Tiotar = Tpéndulo + Trotor = §JQ% + §JTQ§ (29)

Como se puede apreciar, (2.9) expresa la energia cinética del sistema completo en
funcién de tinicamente las derivadas de las coordenadas generalizadas (2.2). Esto senala
claramente que la energia cinética en un sistema no depende de la posicion de los ele-
mentos sino de la velocidad de ellos, lo cual elimina la necesidad de establecer puntos de
referencia de posicion absolutos. Si s6lo se contara con sensores de velocidad se podria
determinar ain la energia cinética sin necesidad de otras mediciones. A través de (2.9)
también se puede apreciar que la informacién contenida en la energia cinética no tiene
memoria y sélo define a un unico instante en el tiempo. Este punto es claro ya que la
velocidad es la diferencia en distancias entre un evento y otro, por lo tanto es indepen-
diente de todo otro suceso en el espacio-tiempo. Si se analiza el péndulo en dos distintas
posiciones cualesquiera, se puede tener el caso de que la energia cinética sea igual en
ambos casos siempre y cuando las velocidades correspondientes del péndulo y del rotor
sean las mismas los dos instantes. Una analogia sencilla seria el caso de un automovil
moviéndose sobre una pista recta; se puede determinar su velocidad instantanea, y por
lo tanto su energia cinética, en cualquier momento sin necesidad de saber de donde
partio. Por igual, el automovil puede alcanzar esa misma velocidad en otro punto en
la pista independientemente de las velocidades a las que se haya movido previamente.
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Aunque los dos casos analizados tengan dindmicas distintas (rotacional y rectilinea)
su comparacion es valida porque estan relacionados por una ley universal, la energia
cinética.

Se requiere ahora definir a la energia potencial, V', del sistema. Partiendo de la
Suposiciéon 2.5, tanto el péndulo como el rotor aportan energia potencial al sistema de
manera individual debido a sus masas pero nuevamente surge la necesidad de definir
V' para el sistema interconectado. Tomando en cuenta nuevamente el acoplamiento
mecanico entre el péndulo y el rotor junto con la geometria particular de la Rueda de
Inercia, las dos masas m, y m, se pueden representar como un solo elemento con un
centro de masa 1nico y estatico porque los centros de masa desacoplados también son
estaticos. Es decir, se puede pintar un punto en cada uno de los tres centros de masa
y éstos se mantendran fijos debido a la geometria y simetria del sistema acoplado (el
eje de rotacion del rotor no se mueve respecto al péndulo, el péndulo y la rueda son
componentes perfectamente simétricos). Aludiendo a la nomenclatura de la Tabla 2.1,
este nuevo centro de gravedad esta definido por una masa m ubicada a una distancia ¢
del pivote en la base.

El planteamiento anterior da la pauta a que la energia potencial de la rueda de
inercia se defina a través de

V = mgh (2.10)

para una masa ideal m atraida hacia un punto de referencia fijo, ubicado a una altura h,
con una fuerza gravitacional g. Dado que m y ¢ son constantes para el sistema rotacional
en consideracion, la tinica variable para esta energia es h, la cual oscilard dentro de un
rango de [0, 2¢] debido a las dimensiones fisicas del sistema. La variacién en la altura h,
que es un parametro de posicion, dependera de una sola variable, en este caso la posicion
del péndulo. Ante una variacién en su posicion angular el péndulo se mueve con el nuevo
centro de masa y por lo tanto se modifica la energia potencial. La posicion de la rueda
en este proceso es un factor totalmente despreciable porque, debido al acoplamiento y a
que su eje de rotacion es paralelo al plano de movimiento del péndulo, su centro de masa
es siempre fijo en relacién al péndulo. De esta manera se puede afirmar que un cambio en
la posicién angular del rotor no afecta la posicion del centro de masa del acoplamiento
péndulo-masa y por lo tanto tampoco afecta la energia potencial. Tomando en cuenta
que el desplazamiento angular del péndulo se mide desde la posicion vertical inferior
como lo indica la Figura 2.3, se tiene que establecer una energia potencial minima y
nula en este punto porque representa una referencia de posicién absoluta y ademas es
un punto critico con respecto a la direccion de la fuerza gravitacional. Asi también,
la vertical superior representa otro punto critico de energia potencial ubicado a una
distancia 2¢ de su contraparte inferior.

Una vez establecidos estos dos puntos criticos sélo resta describir como cambia la
distancia entre ellos en funcién de la posicién angular del péndulo ¢;. Esta variaciéon se
debe medir en el sentido vertical de la fuerza gravitacional porque ésta es la que produce
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la energia potencial en el sistema. Tipicamente se utilizan funciones senoidales para des-
cribir desplazamientos verticales cuando el punto de referencia de posicion esta ubicado
sobre la horizontal del sistema. Sin embargo, en este caso la referencia esta desplaza-
da 90°, una ortogonalidad, por lo que se requiere utilizar la funciones cosenoidales, la
manifestacion ortogonal del seno, para describir el desplazamiento vertical requerido.
La funcién coseno tiene un rango de [-1,1] para valores de 180° y 0° respectivamente.
Si se busca definir un valor minimo para esta funcién en 0° y un valor maximo en 180°
entonces se requiere hacer la siguiente transformaciéon

cos (q1) — (1 — COS (QI))

con la cual se describe el desplazamiento vertical normalizado del péndulo,

Pnormatizada = (1 — COs (Ch)) (211)

Si la magnitud de la distancia que existe entre la base y el centro de masa péndulo-rotor,
¢, fuese unitaria, bastaria con reemplazar la h de (2.10) con la hyormatizada de (2.11),
pero éste no es el caso; la variacion en la altura, y por lo tanto en energia potencial
para este sistema, no sélo va a depender de (2.10) sino también de la magnitud de ¢:

h = 6(1 — cos (q1)> (2.12)

Tomando esto en cuenta, el ultimo paso requerido es asociar (2.10) y (2.12) para final-
mente obtener

V = mgt(1 - cos (q)) (2.13)

La ecuacién (2.13) cumple con lo establecido anteriormente al determinar la energia
potencial en funcién de las coordenadas generalizadas y /o sus derivadas. Como se habia
previsto, la energia cinética (2.9) depende de las variables de velocidad (¢, ¢2) mientras
que la energia potencial (2.13) depende de los pardmetros de posicién (q;). Al analizar
las dos funciones de energia resalta el hecho de que no se involucra a la coordenada
generalizada ¢y en lo absoluto. Esto indica que la posicion del rotor (go) es irrelevante,
por lo menos energéticamente hablando, en el funcionamiento del sistema. Debido a la
geometria de la rueda de inercia, el centro de gravedad del rotor es fijo en relacion al
péndulo. Esto implica que la posiciéon del rotor, ¢», no afecta la ubicacion del centro
gravitacional del acoplamiento péndulo-rotor y por lo tanto tampoco aporta a la energia
potencial. No obstante, a pesar de que la posicién del rotor es trivial, su velocidad tiene
una fuerte aportacién a la energia cinética y consecuente también a la dinamica del
sistema completo. La posibilidad de poder apreciar este tipo de peculiaridades a través
de un andlisis del funcionamiento energético del sistema acoplado es una gran ventaja
que se adquiere a través del modelado por ecuaciones de Lagrange.
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Una vez obtenidas (2.9) y (2.13), el siguiente paso es definir al Lagrangiano del
sistema como la diferencia entre estas dos energias.

L=T-V
1. 1. (2.14)
= §J1qf + §J2q§ + mgﬁ(cos (q1) — 1)

Evidentemente, el Lagrangiano también es una funcion de las coordenadas generalizadas
y sus derivadas. Esto no debe extranar ya que finalmente el Lagrangiano es una funcion
de energia. Sin embargo, el Lagrangiano por si solo no responde a la necesidad de
encontrar un modelo matematico adecuado para el sistema en cuestion. Para lograr esta
meta es necesario establecer unas ecuaciones de movimiento que relacionen la energia
definida con las fuerzas que interactian con el péndulo y el rotor. Estas ecuaciones de
movimiento se expresan en términos del Lagrangiano de la siguiente manera,

d(@>_‘95:% k=1 n (2.15)
dt \ Ody Gk

Las ecuaciones definidas por (2.15) reciben el nombre de ecuaciones de Lagrange
y son equivalentes a las ecuaciones que se derivarian utilizando la Segunda Ley de
Newton. La formulacion de (2.15) establece un sistema de n ecuaciones diferenciales
que relacionan al Lagrangiano con las fuerzas 7, denominadas pares generalizados.
La variable 73 representa el par generalizado en la direccién ¢,. Considerando las dos
coordenadas generalizadas (2.2), para k = 1,2 se tendran dos pares generalizados, 7 y
T9, en la direccion de g1 y g2 respectivamente. El par 7, corresponde a aquél generado
por el sistema electromecédnico (motor de corriente directa) que actiia sobre el rotor,
haciéndolo girar, y el par generalizado 7; es el par que actiia sobre el péndulo. Dado
que en el sistema de la rueda de inercia solo existen dos fuentes de energia, el motor
de directa y la fuerza gravitacional, esto implica que el par 7; es producto de una de
estas dos fuentes. El motor representa una fuerza rotacional, y por lo tanto es la tinica
fuente de energia que puede generar el par 7. Debido al acoplamiento mecanico que
existe entre el péndulo y el rotor, la magnitud de 7, sera idéntica a la de 75, pero esta se
manifestara en un sentido opuesto. Es decir, el par del péndulo se relaciona con el par
de entrada del rotor por medio de la identidad

™ = —T2 (216)

Por lo tanto, a partir de (2.15) y (2.16), las ecuaciones de Lagrange para la rueda de
inercia quedan expresadas de la siguiente forma

d oLy oL
dt\oq ) o

d (o) oL _
At \9gy)  0g

(2.17)
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Como se puede observar en (2.17), antes de poder desarrollar un modelo matematico
se requiere determinar las derivadas parciales del Lagrangiano (2.14):

oL oL
— = Jig — = —mg¥sen 2.18
o 191 ) g (C_Il) ( )
oL oL
— = Jug — =0 2.19
o1 202 gy ( )

Cabe senalar que la obtencién de estas derivadas parciales permite apreciar de una
manera mas aislada y clara la aportacion que tienen las coordenadas generalizadas y
sus derivadas a la energia del sistema. Por ejemplo, el hecho de que g—L = 0 muestra
que la energia del sistema no depende del dngulo del rotor, ¢, tal y como se habia ana-
lizado previamente. Entonces, al sustituir (2.18)-(2.19) en (2.17) finalmente se obtiene

el modelo de la Rueda de Inercia sin friccion,

JiG1 + mglsen (q1) = —7o (2.20)
JaGa = 7o '

Sin embargo, los modelos usados frecuentemente en la literatura, e.g. [4], [2], contem-
plan adicionalmente la fuerza de friccién en el rotor. Estos modelos mas elaborados se
expresan en [2] por medio de la forma matricial

Jl J2 le hsen ((h) - 0
3 o] fremi) - [0 .
la cual es equivalente a
J1Gr + Joga + hsen (¢1) =0 (2.22)
JoGi + JaGo =T (2.23)

y representa el modelo de la Rueda de Inercia con friccion en el rotor. Resulta im-
portante contar con ambos modelos ya que (2.21) es una representacién mas precisa y
conviene usarla en el diseno de un controlador para un mejor desempeno mientras que
la simplicidad de (2.20) facilita las tareas de ciertos analisis.

Por 1ltimo, si se define el vector de estados

x:[ﬂh Ty X3 9174]T=[Q1 G Q2 QQT

entonces tanto (2.20) como (2.21) se pueden representar a través de la forma no-lineal
general

&=[f(z)+g(x)T
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respectivamente como

i) 0
-1 -1
b= Ji “hsen (x1) n Jp - (2.24)
Ty 0
0 Jo!
i) 0
—(Jy — Jo) 'hsen (z —(J; — J)
- (1 2:14 (21) N (1 ) 2) - (2.25)

(J2 — J%Jfl)_l JoJ thsen (z1) (JQ - J22J1_1>_1

Se debe mencionar que tanto (2.24) como (2.25) describen la dindmica de una rueda
de inercia general. Los parametros Ji,.Jo y h pueden variar de prototipo a prototipo
dependiendo de diversas propiedades fisicas, como el peso y el didmetro del rotor, la
longitud del péndulo, etc. Para el caso especifico de la Rueda de Inercia de Quanser® que
se muestra en la Figura 2.1(a) el proveedor proporciona los siguientes valores, obtenidos
experimentalmente [1], para estos pardmetros:

Jp =4.5721e — 3
Jy = 2.495e — 5
h = 0.35481
Sustituyendo estos pardmetros en (2.24) y (2.25) se obtienen la dos representaciones

matematicas del equipo que se controlara, considerando la friccion de la rueda en la
primera y despreciando ésta en la segunda,

T2 0
P —77.6033sen (x7) N —218.7179 . (2.26)
Ty 0
0 40078.554
) 0
- —78.0291sen (z1)| | | ~219.9180 (2.27)
Ty 0
78.0291sen (z1) 40298.4720

2.2. Puntos de Equilibrio

Comunmente se pueden encontrar los términos “punto de equilibrio estable” y “pun-
to de equilibrio inestable” en la literatura asociada a la Rueda de Inercia [2], [4]. Resulta
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importante abordar este concepto ya que se buscara generar las oscilaciones periddicas
alrededor de estos dos puntos. Primero, se parte de la definiciéon de punto de equilibrio
[6] la cual dicta que un punto = = x* en el espacio de estados es un punto de equilibrio
si siempre que un sistema de la forma

= f(t,x)

empieza en x* éste se mantendra sobre x* para todo tiempo futuro. La interpretacion
inmediata de esto es que el sistema no se mueve si esta sobre un punto de equilibrio,
es decir, & (t,2) = 0 para todo tiempo futuro dada la condicién inicial del sistema,
x, = x*. Por lo tanto, se pueden encontrar todos los puntos de equilibrio, ©, de un
sistema a partir de la soluciéon de la ecuacién

f(x)=0

Aplicando esta identidad en el modelo simplificado (2.26), ya que sélo se busca definir
una cualidad y no se requiere tanta precision, da como resultado

i) 0

—77.6033sen (z1)| |0
. =1, (2.28)
0 0

Al resolver el sistema de cuatro ecuaciones (2.28) se obtiene que cualquier punto de
equilibrio © debe satisfacer las relaciones

sen (x1) =0 (2.29)
T, Ty = 0

y por lo tanto existe un niimero infinito de puntos de equilibrio para este sistema,

] Uy’

02 |7 = |V (2.30)
3 3
Ty 0

donde ¢ € Z. Para reducir el conjunto de puntos de equilibrio y facilitar el anélisis
posterior se considera lo siguiente,

Suposicion 2.6:
La dindmica del péndulo se puede restringir dentro de un rango ¢ € [0,27], o bien la
dinamica de la Rueda de Inercia es invariante ante cualquier periodicidad de q;.
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La multiplicidad de (2.30) tiene una representacion fisica clara en la Rueda de Inercia
y ésta es el nimero de vueltas completas que da el péndulo en una direcciéon. Bajo
Suposicion 2.6, se asume que esto no modifica el comportamiento del sistema y por lo
tanto se pueden definir dos distintos puntos de equilibrio para este sistema,

* *
] 0 x] T
* *
0, 2 ) |0 Q, 2 3 |0
1 — * - 2 — * -
) 0 T 0

uno para cada solucion x; € [0,27] de (2.29), que corresponden respectivamente a la
posiciéon vertical inferior y vertical superior de péndulo. Se puede observar nuevamente
que la posicién del rotor es una variable irrelevante en la dinamica de la Rueda de
Inercia, en este caso porque ninguno de los dos puntos de equilibrio dependen de ella;
no importa el desplazamiento angular del rotor 3 = g9, siempre y cuando su velocidad
angular, x4 = ¢o, sea cero.

Una vez que se encuentran los puntos de equilibrio del sistema (2.26), el siguiente
paso es determinar la estabilidad, o bien inestabilidad, de cada uno. Conceptualmente,
la estabilidad de un punto de equilibrio no se asocia con el punto en si, si no con una
cierta vecindad alrededor de ¢él. Un punto de equilibrio sera estable si cualquier trayec-
toria que inicié arbitrariamente cerca de él se mantendra también relativamente cera de
él, de lo contrario el punto de equilibrio es inestable. Sin embargo, mas alld del deta-
lle conceptual, se requieren herramientas analiticas para poder determinar de manera
concreta la naturaleza de cualquier punto de equilibrio. Para este propdsito se puede
invocar el teorema del Método Indirecto de Lyapunov, el cual establece que, dado el
conjunto de valores propios

N = det[s] — Ag] =0 (2.31)
un punto de equilibrio de un sistema no-lineal:
= es localmente estable si Re {\;} < 0 Vi.
» es localmente inestable si Re {\;} > 0 para alguna i.

» puede ser localmente estable o localmente inestable si Re {\;} < 0 Vi y ademaés
Re{\;} = 0 para alguna i. En esta situaciéon el método no puede concluir estabi-
lidad o inestabilidad; se requiere un analisis adicional.

En el caso lineal, el origen de la matriz Ag es bien conocido; ésta es simplemente la
matriz lineal de estados. Sin embargo, dada la estructura no-lineal de (2.26) no se puede
hacer uso del Método Indirecto de Lyapunov inmediatamente. No obstante, existen
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linea tangente
pendiente = /"' (x)

:
X I

(a) (b)

Figura 2.4: Naturaleza localmente lineal de una funciéon no-lineal

diversas técnicas que permiten aproximar un cierto sistema no-lineal a través de una
representacion lineal. Una vez que se obtiene alguna de estas descripciones alternativas
es posible entonces determinar un conjunto de valores propios por medio de (2.31).

Una técnica de linealizacion muy recurrida se basa en el andlisis de una no-linealidad
dentro de una regiéon reducida, Figura 2.4(a), y se conoce como linealizacion local.
Resulta ser que alrededor de un cierto punto, en este caso los puntos de equilibrio,
cualquier sistema no-lineal tiene un comportamiento localmente lineal como se muestra
en la Figura 2.4. Es obvio que este comportamiento se sostiene lejos del punto analizado,
pero la propuesta de la linealizacion local es recorrer el punto de andlisis a lo largo de la
funcién para linealizarla completamente. Consecuentemente, se tendra una linealizacién
particular para cada punto en el dominio de la funcién no-lineal, las cuales se pueden
determinar a partir del Jacobiano

of

Ao = o (z) (2.32)

Debido a que para la rueda de inercia sélo se requiere conocer las propiedades de
estabilidad de sus dos punto de equilibrio, se debe evaluar (2.32) para cada uno de ellos.
Calculando el Jacobiano,

Of Of Ofr Of

W% o ; I

A :67]‘(&:): D11 Oza 8753 s _ —77.6033cos (1‘1) 0 0 0

S| Ofs Ofs Ofs Ofs 0 0 0 1
x Oxr1 Oxe Oxz Oxa

Afs 9fs Ofi dfa 0 0 00

dx1  Ory dz3  Oxs
se genera una matriz de linealizacién general en funcién del estado xi, la posicién.
Analizando primero el punto de equilibrio ©; se cumple que

cos (z1) = cos (0) =1
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y por lo tanto el Jacobiano correspondiente es

(2.33)

0

—77.6033
Alg, = 0
0

o O OO
O = O O

1
0
0
0

Se requiere ahora encontrar los valores propios (2.31) para (2.33), los cuales son la
solucion del polinomio caracteristico

st +77.6033s> =0
La solucion de esta ecuacion de cuarto orden arroja que
A(©1) = {0, 0, 88093, —8.8093i}

Como se puede observar, ningtin valor de A (01) tiene parte real; todos los polos del
sistema linealizado alrededor de ©; se ubican sobre el eje imaginario. Estos resultados
indican que el punto de equilibrio ©; es un centro y por lo tanto no es posible concluir
sobre su estabilidad utilizando el criterio del Método Indirecto de Lyapunov. Tampoco
se puede aplicar el Método Directo de Lyapunov, el cual dicta que una matriz es Hurwitz
si y s6lo si existe una solucion tnica P > 0 que satisfaga la ecuacién de Lyapunov

PA+ATP =—-Q

para una matriz () > 0. Basta con proponer una matriz () identidad para obtener la
ecuacion de Lyapunov correspondiente

0 1 00 0 —77.6033 0 0 1000
p —77.6033 0 0 O n 1 0 0 0 p__ 0100
0 0 01 0 0 0 0 0010
0 000 0 0 10 0001

la cual no tienen solucién; es decir, no se puede concluir la estabilidad del sistema linea-
lizado alrededor del punto de equilibrio inferior. Sin embargo, se sabe intuitivamente
que si se suelta el péndulo libremente desde cualquier punto que no esté ubicado sobre
la vertical, eventualmente se detendra justamente sobre la vertical inferior. Es decir, se
sabe a priori que el punto de equilibrio ©; es estable a pesar de que tanto el Método
Indirecto y el Método Directo de Lyapunov no puedan concluir nada al respecto. Que
la linealizacion local dictard que ©; es un centro cuando en realidad es un foco estable
es consecuencia de la Suposicion 2.4, ya que al despreciar cualquier fuerza de friccion en
la dindmica del sistema se excluy6 la tinica fuente disipativa de energia. Al considerar el
efecto de friccion en el péndulo se obtendria una linealizacion estable alrededor de ©1,
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pero esto a cambio de una mayor complejidad en el modelo y, por ende, en el anélisis
posterior. Si es posible trabajar con esta simplificaciéon del modelo matematico, siempre
y cuando se ejerza precaucion previa a juicio sobre resultados, como en el caso de este
punto de equilibrio.

Una vez analizado ©1, se lleva a cabo el mismo analisis para ©, a partir de

0
77.6033
Ao, = | (2.34)
0

o O O
o O O O
o= O O

En este caso el polinomio caracteristico es
st — 77.6050s* = 0
y los valores propios para el sistema linealizado alrededor de ©, son entonces
A(©y) ={0, 0, 88093, —8.8093}
A diferencia de ©1, la conclusion sobre la estabilidad de ©, es inmediata; debido a que
Re{\;} >0

para el valor propio A3 = 8.8093, el punto de equilibrio Oy es inestable de acuerdo al
Método Indirecto de Lyapunov. Nuevamente se le puede dar una interpretaciéon fisica
a este resultado y en este caso si hay congruencia con lo que se sabe intuitivamente; el
péndulo no se puede sostener libremente en el punto de equilibrio vertical superior. Atn
suponiendo condiciones ideales, es decir el caso donde se tenga el modelo ezacto y no se
presenten perturbaciones en el sistema, es intuitivamente claro que si la rueda de inercia
no inicia sobre la vertical superior entonces nunca regresara a este punto libremente y
consecuentemente éste es inestable. Por lo tanto, de aqui en adelante se referira a los
puntos vertical inferior y vertical superior como puntos de equilibrio estable e inestable
respectivamente.
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Capitulo 3

Controlador de Estructuras
Variables

3.1. Esquema General

El término “Sistema de Estructura Variable” (SEV) apareci6 por primera vez al final
de los afios 50’s. En esta época, el Dr. S. Emel’yanov publicé una propuesta novedosa
de control donde las ganancias de retroalimentacion podian tomar distintos valores
constantes, dependiendo del estado del sistema. A través de una légica de conmutacién
el sistema podia asumir el comportamiento de distintas estructuras lineales (de ahi el
concepto de “estructuras variables”) y de esta manera adquiria propiedades que no eran
inherentes en cualquiera de las estructuras entre las cuales conmutaba, por ejemplo,
estabilidad. A partir de este desarrollo tedrico, el interés en esta area a generado nuevos
resultados. Actualmente se puede encontrar, por ejemplo, una extensa literatura sobre
el diseno de observadores basados en esta filosofia. Asi también, se ha mostrado que es
posible utilizar controladores discontinuos para generar oscilaciones periédicas [2]. Bajo
esta motivacion se abordard primero esta familia de controladores para cumplir con el
objetivo general de inducir oscilaciones en la Rueda de Inercia.

Los controladores de estructura variable pueden provocar oscilaciones en un sistema
a partir del contenido armoénico de un relevador, el cual se puede describir por la funcion
discontinua

-1 sis<0
sgn(s) =40 sis=0 (3.1)
1 sis >0

Al introducir esta funcién en una ley de control, tomando en cuenta ciertos aspectos
que se detallaran a continuacion, se pueden provocar auto-oscilaciones de amplitud y
frecuencia tedricamente arbitrarias. Cabe senalar la naturaleza no-lineal de (3.1). El
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&= Az + Bu

(8
1 wy

lwe

y=Czx
—C1 W(s)

2 f—

Figura 3.1: Esquema de control con dos relevadores para generar oscilaciones periddicas

fenémeno discontinuo es imposible de aproximar linealmente, lo cual motiva a reflexio-
nar sobre las restricciones que impone trabajar inicamente con matematicas lineales.
Distintos dispositivos fisicos, como transistores, y fenémenos cotidianos, como el proceso
de caminar, tienen comportamientos que exigen el uso de control no-lineal y especifica-
mente, de un control discontinuo.

La Figura 3.1 ilustra el esquema general de control que se implementara; éste consta
de dos relevadores conectados en paralelo, los cuales dependen de la salida del sistema
al que alimentan. El objetivo aqui es sintonizar las ganancias, ¢; y ¢s, de los relevadores
para lograr las oscilaciones deseadas. Sin embargo, debido a que el andlisis de este tipo
de controladores se basa en la teoria de Funcién Descriptiva, no es posible trabajar con
el modelo no-lineal (2.27) previamente obtenido para la Rueda de Inercia ya que, tal y
como se muestra en la Figura 3.1, se requiere una planta lineal. Por lo tanto, el primer
paso para poder implementar esta estrategia de control es obtener una linealizacion
adecuada para el modelo (2.27).

3.2. Linealizacién por Retroalimentacién

Como se mencioné previamente, la linealizacion del modelo de la Rueda de Inercia
se puede llevar a cabo a través diversas metodologias. Para escoger un método de
linealizacion adecuado es necesario considerar que la mayoria de las linealizaciones
generan una aproximacion de la verdadera dinamica del sistema que sélo es valida
sobre una restringida regién de operacién. Cuando se linealiz6 el modelo de la rueda de
inercia para determinar la estabilidad de los dos puntos de equilibrio el hecho de que
se estaba utilizando una aproximacion local era irrelevante; sélo se buscaba analizar
la dindmica del sistema alrededor de esos dos puntos, no se requeria conocer cémo se
comportaba el sistema lejos de ellos, y por lo tanto en ese caso particular la linealizacion
se justifica. Sin embargo, ahora se requiere generar oscilaciones de amplitud arbitraria
en la totalidad del espacio de estados (por lo menos tedricamente), lo que descarta el
uso de herramientas locales. Esto impone una fuerte restriccién sobre la linealizacion
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requerida: su validez debe ser global. Es aqui entonces donde se debe emplear el concepto
de linealizacion por retroalimentacion ya que éste representa una posible solucion al
problema de linealizacion global.

Primero, considérese el siguiente sistema no-lineal SISO de grado relativo p,

&= f(r)+g(x)u
y = h(z)

donde f,g : D — R” son funciones lo suficientemente suaves, es decir, con todas sus
derivadas requeridas continuas, sobre un dominio D C R". Este sistema se define como
linealizable por retroalimentacion de estados [6], o linealizable entrada-estado, si existe
un difeomorfismo 7" : D — R” tal que D, = T (D) contenga el origen y el cambio de
variables

(3.2)

[ ¢1(z) ]
bs@ | [
z=T@)=| ——— | & |-—— (3.3)
h(z) 3
2 h (@)
transforme el sistema (3.2) a la forma
§=AcE+Bey (1) [u—a()] (3.4b)
Yy = Ccf (3.4C)

donde £ € R?, n € R"* el par (A¢,B¢) es controlable, (A¢, Be, Ce) es la represen-
tacion en forma canodnica de una cadena de p integradores dadas las identidades

In

fo(n,€) = or (x>|x:T*1(z)

v (@) = LyLy ' h (x)

Loh (x

MO —L

Ly h ()
para toda z € D. La nueva estructura, (3.4), se conoce come forma normal y descom-
pone al sistema en una parte externa £ y una parte interna 7. La idea posterior es
eliminar las no-linealidades « (x) y v (z) de (3.4b) por medio de una retroalimentacién

que establece el control
u=az)+vy " (2)v
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y de esta forma (3.4b) se obliga a asumir la dindmica lineal
£ = Acé +Bev

La ventaja adquirida es que ahora se pueden utilizar herramientas de la teoria de
control de sistemas lineales para lograr que (3.4b) se comporte de la manera deseada,
manipulando la ubicacién de los polos de este nuevo sistema a través del control v.
El punto importante es que las no-linealidades del sistema no se estan aproximando,
sino que se estan cancelando por medio del control u. Mas aun, como el difeomorfismo
(3.3) se define para toda x € D, la linealizacion de (3.2) se sostiene en la totalidad del
dominio D.

Por otro lado, un anélisis de (3.4) permite ver que cuando £ = 0 su estabilidad se
puede ver comprometida por la dindmica interna (o dindmica cero)

1= fo(n,0) (3-5)

aun a pesar de un exitoso control de (3.4b). La razon de esta problemética reside en
que, una vez que se linealiza el sistema, (3.4b) ya no depende de x y la dindmica (3.4a),
que se relacionaba con ¢ a través de z, deja de estar acoplada a (3.4b) y por ende
también al control v. Consecuentemente, (3.5) no es controlable a través de v. Para
sistemas de fase minima (p = n), la dimensién de la dindmica cero es nula y en este
caso basta con un diseno apropiado de (3.4b) para controlar la dindmica completa del
sistema. Sin embargo, para sistemas de fase no-minima (p < n) es un requisito a priori
que la dinamica cero sea estable, de lo contrario se tendran problemas inevitables de
inestabilidad.

Bajo las consideraciones anteriores, se prosigue a linealizar por retroalimentacion
de estados la dindamica no-lineal de la rueda de inercia. El punto de partida es buscar
un difeomorfismo que transforme (2.21), o equivalentemente (2.22)-(2.23), a la forma
(3.4b)-(3.4c), de tal manera que se elimine la dindmica cero. Dicho de otra manera, se
busca un mapeo que lleve (2.21) a una estructura de fase minima. Sin embargo, se puede
probar que dicha transformacién no existe para la Rueda de Inercia [Apéndice A], lo
que es equivalente a decir que el sistema (2.21) es de fase no-minima. Considerando el
hecho de que es imposible eliminar la dinamica cero de la Rueda de Inercia, el nuevo
objetivo entonces es minimizar la dimension de esta dinamica indeseada para disminuir
las probabilidades de inestabilidad en (3.4a).

Recientemente se han logrado aportaciones tedricas que permiten encontrar una di-
namica cero de dimensién lo mas pequena posible para ciertos tipos de sistemas mecani-
cos. En el caso particular de sistemas mecanicos simples! con un grado de subactuacién
en su variable ciclica y que no conservan su momento de inercia respecto a ésta, [7] pre-
senta la formulacién de un conjunto de salidas para generar un sistema de fase minima

1Un sistema se define como simple si su energia cinética es cuadrética en las velocidades y su energia
potencial depende tinicamente de las coordenadas generalizadas.

27



con una dindmica cero exponencialmente estable de dimension unitaria. Estos resulta-
dos se pueden aplicar directamente a la Rueda de Inercia ya que pertenece a esta clase de
mecanismos: tiene un grado de subactuacion (N = 2 grados de libertad con N —1 =1
actuadores independientes de la variable ciclica q1>, es simple (debido a (2.9), (2.13))

y no conserva su momento angular respecto a ¢; (la dindmica se desenvuelve sobre un
plano vertical y por lo tanto interviene la gravedad). Al aplicar los resultados de [7] se
puede resolver el problema de reducir la dimensién de la dinamica cero de la Rueda de
Inercia, ya que ésta serd igual a uno, lo cual representa un resultado fundamental para
el disefio de este controlador.

Como primer paso para implementar el algoritmo de [7] se requiere reescribir (2.22)-
(2.23) en la forma matricial

D(q)i+C(q.q) ¢+ G (q) = Bt

donde B = [0 I}T. Tomado F (¢,q) = C (q,q) ¢+G, la dindmica de la rueda de inercia
queda descrita por

D171(j1 + D172('['2 + F1 =0 Jléjl + JQQQ + hsen (ql) =0
Dy 1Gi + Dasgo + Fo =7 JoGi + JaGo = T

le D1,2]:[J1 J2]
Dy1 Dyy Jo Jo

][

A partir de esta transformacion se puede definir entonces

de donde se desprende que

F

_ Dy1D
D =Dy, — =212 — ) L2
D1y
_ Dy F
F=F - =221 —J; ' yhsen (q1)
D14
F 1
R=——Y = _J'h
B = =y Hhsen (a1

con el propoésito de establecer la ley de retroalimentacion
r=Dv+F

3.6
= Jy (1 — Jf1J2) v — Jy ' Johsen (q) (36)
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que permite llevar el sistema (2.22)-(2.23) a su forma normal. Esta estructura particular
se obtiene primero despejando ¢ de (2.22),

G1 = —J;  hsen (q1) — J;  Jadi (3.7)
y luego sustituyendo (3.6), (3.7) en (2.23) para obtener
JQ (—Jl_1J242 — Jl_lhsen <Q1)> + JQQQ = J2 (1 — Jl_ljg) v — Jl_nghSGIl (Q1)
oty (=7 e +1) = Jpv (=7 My + 1)
vV = (jg
El sistema resultante de esta primera transformacién,
G = —Ji thsen (q1) — J; ' Jady
G =0

es la forma normal de (2.22)-(2.23). Sin embargo esta forma no permite un diseno
claro de un controlador; se requiere llegar a una estructura conformada por una cadena
de integradores, de tal manera que (3.4) se satisfaga. Para esto se necesita definir la
variable

N
o =Y Dog;
i=0
= Jiq1 + Jago

la cual representa el momento generalizado conjugado respecto a ¢;. Derivando a o
respecto al tiempo

o = JiG1 + J202
e igualando con (2.22) se obtiene
o = —hsen (q1) (3.8)

Ahora es posible, a partir de (3.8), integrar (3.7) respecto al tiempo para obtener la
forma normal modificada,

6 = —hsen (q1)
i =J o — I ade (3.9)
Go="

Una vez que se obtiene la forma normal modificada se debe buscar una funciéon

p130—>R
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donde O es un conjunto abierto, de tal manera que se pueda definir un difeomorfismo
para mapear de (qi,¢q2) hacia (p1,¢2). Para el punto de equilibrio (¢, ¢5) = (m,0) se
puede definir

1,2
=q; — —2dd
P1=q Ch + / Dl |

q2
— +/J1‘1J2d5
0
=q — 7+ J; g

y a su derivada como

dpp o
dt Dl,l (QQ)
=Ji'lo

con el objetivo de construir la salida

y=(¢=Kp +o

. . . (3.10)
=K (q1 — 7+ J; JzQz) + Jigi + Jago

la cual se puede demostrar produce un sistema exponencialmente de fase minima para
una constante K € R. Para esto, se calculan las derivadas de la salida propuesta (3.10),

(=Kp+6
= KJ;'o — hsen (q1)

(=KJ'o— C;lt(hsen (q1)>

= —KJ; 'hsen (q1) — hcos (q1) g1
= —KJ; *hsen (q;) — hcos (q1) (J o—J; J2q2)
. d d 1. g
¢ =—-KJ; 1hd (sen ¢ ) - d—(cos ¢ ) — heos (q1) (Jl Yo —J; 1J2q2)
= —KJ; heos (q1) 1 + hsen (q1) 61 (1) — hcos (q1) (Jl_ld' - Jl_ngqg)
= filq,q1) + falq) v (3.11)
donde
fg (q1> = JI_IJQhCOS (q1> (312)

f1 (g1, 61) = Ji theos (q1) (hsen (q1) — Ky ) + hsen (q1) G4
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Se puede observar que la senal de control v aparece hasta la tercera derivada (3.11)
de la salida ¢, (3.10); esto quiere decir que el grado relativo del sistema es p = 3, y
entonces se puede calcular la dimension de la dinamica cero del sistema como

dim () = dim(f, (x,7)) = p
=4-3=1
demostrando asi que la salida (3.10) produce una dindmica cero unidimensional.
Finalmente, sélo resta definir un control v que linealice el sistema (3.9). Si se cumple

que la funcién f5 (g1) definida por (3.12) no es singular alrededor del punto de equilibrio
q; = 7 entonces se puede proponer el control

v=fo ' (q1) [u —aopl — a1 — axl — f1 (a1, Ch)}

donde ayg, ay, as son constantes positivas, talque el modelo de la rueda de inercia quede
linealizado por retroalimentaciéon en términos de los estados

.. T
=1 ¢ ¢ p
con la forma lineal clasica:

i'lr = Al’lr -+ Bu
Y = Cxlr

que para el caso de la rueda de inercia sostiene € R*. Por lo tanto, el sistema lineali-
zado por retroalimentacion de estados queda como

g’j 0 1 0 0 ¢ 0

Cl_|o o 1 0 ¢ N of

¢ —ay —a; —ap 0 ¢ 1 (3.13)
2 J&U0 0 —KJ' | 0

y=[10 0 0]z,

Logrado el objetivo de linealizacion se puede ahora utilizar un controlador disconti-
nuo para disenar una solucién periédica para la salida y (t) que permita flexibilidad en
los parametros, tanto de amplitud como de frecuencia, de dicha salida.

3.3. El Controlador de Dos Relevadores

3.3.1. Funcién Descriptiva

El controlador two-relay, o de dos relevadores, se define como

u = —cisgn (y) — cosgn () (3.14)
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donde ¢, ¢y € R. Se puede observar que este control depende directamente de la salida
y (t) y de su respectiva derivada g (t), asi como de los dos escalares ¢y, c. Debido a
que la salida y (t) y su derivada ¢ (t) quedaron definidas a partir de la linealizacién
exacta parcial, quedan entonces como parametros libres de diseno las constantes ¢y, ¢s.
El propésito ahora es encontrar los valores de estos dos escalares de tal manera que la
funcién escalar de salida y (t) genere trayectorias peridédicas con frecuencia €2 y amplitud
A deseadas, es decir su busca lograr que

y (1) = Asen (Qt + D) (3.15)

considerando un posible desfasamiento ® € R. Para cumplir este objetivo se emplearan
resultados que se desprenden de la metodologia de Funcién Descriptiva (DF por sus
siglas en inglés). Esta herramienta matematica permite hacer un andlisis en frecuencia
de ciertos sistemas no-lineales a través del cual es posible determinar la existencia de
ciclos limites. El concepto fundamental del cual se parte es que, a diferencia de sistemas
lineales, una entrada senoidal de frecuencia w y amplitud A no necesariamente produce
una salida con frecuencia w. Sin embargo, se puede intuir que la frecuencia de la salida
del sistema no lineal deberia de tener una relaciéon con la frecuencia w de la entrada y
es precisamente esta dependencia la que expresa la Funcion Descriptiva:

pexp(jwt+g)) P o
- Aexp(jwt) A (3.16)

1 )
A (b1 + jaz)

N (A,w)

con p = \/a? + b?, donde ay,b; € R son los coeficientes de Fourier de la primera compo-

nente armonica de la respuesta en frecuencia de la no-linealidad bajo consideracién ante

una entrada senoidal de amplitud A y frecuencia w. Es cierto que la expansion exacta

de cualquier senal periddica, con periodo T' = 27, es una suma infinita de armonicos,
ag

B + i la,cos (nwzx) + bysen (nwz)] (3.17)

n=1

donde

™

an:i/f(t)cos(nwt)dt, n>0

—T
m

/f(t) sen (nwt)dt, n>1

—Tr

b, =

1
s

Sin embargo, se puede aprozimar la serie de Fourier (3.17) de un relevador considerando
unicamente la arménica fundamental (n = 1) y la componente de directa ag a partir de
la siguiente suposicion,
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Suposiciéon 3.1:
La dindmica de la planta lineal (3.13) filtra satisfactoriamente todas las frecuencias
mayores a la frecuencia fundamental, w.

Adicionalmente, considerando la funciéon de un relevador general con un escalamiento
arbitrario M € R,

Msgn (+) (3.18)
se cumple que
1 s
ap = — / Msgn (t)dt =0 (3.19)
0

Por lo tanto, a partir de Suposicion 3.1 y (3.19), se sostiene que (3.16) es una aproxi-
macion valida de la respuesta en frecuencia de un relevador.

En el caso especifico del controlador de dos relevadores (3.14), se ha calculado la
funcién descriptiva como [2]:

27w 2w fw

N(Aw)=— / u (t) sen (wt) dt—l—j% / u (t) cos (wt) dt

0

Esta formulacién ciertamente resulta tediosa, pero se pueden utilizar propiedades del
sistema para simplificar el calculo involucrado. Especificamente, se puede aprovechar
la estructura lineal de (3.13) para calcular la funcién descriptiva de la senal de control
no-lineal, que tiene dos términos, haciendo uso del principio de superposicién; es decir,
se calculara la funcion descriptiva de cada relevador por separado y posteriormente se
sumaran sus efectos individuales para calcular la funciéon descriptiva del controlador
(3.14). Considerando la simetria impar de la funcién (3.18) el coeficiente

a; = 71T / Msgn (t) cos (wt) d (wt) =0 (3.20)

para los dos términos del control, ya que ambos son no-linealidades impares. Enton-
ces en el caso de ambos relevadores la salida sélo involucra un coeficiente de Fourier,
especificamente:

by — 71T | Msm (1 sen (wt) d (1)
T (3.21)

= j;M / sen (wt) d (wt) = éM

™
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Por lo tanto, sustituyendo (3.20), (3.21) en (3.16) se obtiene la Funcién Descriptiva de
un relevador,

1 /4 .

Nrelay (Aa M) = Z <7TM+0]>
_4AM
T A

De este ultimo resultado se desprende una conclusiéon importante: la Funcion Descripti-
va de un relevador no depende de la frecuencia de la senal de excitacion. La tinica forma
de modificar la respuesta en frecuencia de un relevador es manipulando la amplitud A
de la senal de excitacion y/o el factor de escalamiento M de dicho relevador.

Ahora ya es posible analizar los dos relevadores que comprenden este controlador.
En el caso del primer relevador,

—cisgn (y) (3.22)

su senal de excitacion es la senal y (), la cual tiene una amplitud A; y una frecuencia
w; asociadas. Por otro lado, el objetivo de control es lograr que esta senial y (), la salida
de la planta lineal (3.13), se comporte de manera oscilatoria conforme a (3.15). Esto
lleva a la siguiente relacion,

A=A

Ademas, como el factor de escalamiento M; del primer relevador es
M, =¢

entonces la Funcién Descriptiva del primer relevador (3.22) es

o 4M1 . 401

N, = = —
! 7TA1 7TA

Semejantemente, para el segundo relevador
—casgn () (3.23)
su factor de escalamiento es
My = co
y su senal de excitacién es la derivada de la salida periédica deseada (3.15),

d
d—i{ = QAcos (Qt + ®)
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de donde se desprende que
A2 - QA
y por lo tanto la Funcién Descriptiva asociada al segundo relevador (3.23) es

A, 4o

N, — = _ =
2T QA 7w Ay

Adicionalmente se tiene que considerar que
L{y (1)} =Y (s)
d
c {d#f <t>} — s {y (1))~ 4 (0)

donde y (0) es la condicién inicial de y (t) evaluada en t = 0y L{-} es la transfor-
mada de Laplace que mapea una relaciéon en el dominio del tiempo hacia el dominio
de la frecuencia compleja s. Para simplificar el analisis posterior se hace la siguiente
consideracion,

Suposicién 3.2:
La condicion inicial de la salida siempre es nula; esto es, y (0) = 0.

De esta manera se llega finalmente a la Funcién Descriptiva del controlador de dos
relevadores,

Nu (A) = N1 + SNQ
. 461 402

B H+S7TQA

la cual, debido al hecho que s = jw en el andlisis de frecuencia de oscilaciones, se reduce
a

Na(A) = (e + jeo) (3.21)

3.3.2. Ajuste de los Parametros del Controlador

Una vez definida la Funcién Descriptiva (3.24) del controlador de dos relevadores
(3.14) se prosigue a determinar los valores de los pardmetros ci, co que garanticen la
existencia de un ciclo limite para la salida y(t) de tal manera que (3.15) se cumpla.
Para esto se utilizara el Método de Balance Armonico, el cual dicta la existencia de un
ciclo limite si se cumple la ecuacion de balance armoénico,

—1

R Ay

(3.25)
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donde W (s) es la grafica de Nyquist que se desprende de la funcién de transferencia
del sistema linealizado (3.13),

W(s)=C(sI-A)"'B+D (3.26)

Esta ecuacién se cumple en el punto donde la funcién —N ! (A) interseca la traza
de Nyquist (3.26) evaluada en la frecuencia ). Se puede encontrar un valor aproximado
de los pardmetros ¢; y ¢, tomando en cuenta que la funcién —N 1 (A) representa una
linea recta cuya pendiente depende proporcionalmente de la taza co/c; ya que si ésta
se fija entonces (3.25) se determina univocamente. En resumen, el procedimiento para
ajustar c; y cy es el siguiente:

a) Identificar el cuadrante en la traza de Nyquist donde se ubica la frecuencia deseada,
i.e., ) puede pertenecer a cualquiera de estos conjuntos:
Q1 ={QeR:Re{W ()} >0,Im{W

Q2 ={Q €R: Re{W (jQ)} < 0,Im {W

Qs ={QeR:Re{W ()} <0,Im{W

Qs ={QeR:Re{W ()} >0,Im{W

78} = 0}
J)} = 0}
j8)} < 0}
7)) <0}

o~ o~ o~~~

b) Se fija la taza

(e _In(V(9)
c1 Re{W (92)}

c) Se utiliza el concepto de fasores para representar al control (3.14) como la suma de
dos vectores giratorios. Se sustituye (3.24) en (3.25) para obtener

A
W)= —m——
(j ) 4(C1+]C2) (3_27)
Vs
W) =A—
(W ()] To 1o

Finalmente se despeja A de (3.27) y se obtiene que la amplitud A y la frecuencia €2
de las oscilaciones deseadas se relacionan con los pardmetros c; y ¢ a través de

4
A= - ‘W(]Q) VA + 3

Por lo tanto, se pueden calcular los valores de ¢, ca como:

-1 )
% WéQ)| (\/ 1+ 52) si QeUQs

— |
C1 = -1

s A . .,
AL <\/1 + €2> en cualquier otra regién

c=§
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Capitulo 4

Controlador por Restricciones
Holondémicas

4.1. Preliminares: Restricciones Holonomicas

Una restriccién holonémica, H, para un conjunto (2.1) de coordenadas generalizadas
es aquella que se puede expresar como |[§]

H(q1, ..., qn) = const (4.1)

dado que de esta forma las variaciones infinitesimales del sistema satisfacen

OH OH OH
Aq o + Ago o0 + Aqn@qn =0 (4.2)
Cuando la ecuacién (4.2) se cumple ésta es una ecuacion diferencial integrable (ho-
lonémica) y como tal representa el diferencial completo de (4.1). De lo contrario, la
restriccion se dice que es no-holonémica.

La presencia de una restriccion holonémica en un sistema fisico acopla a dos o méas
de sus variables. Esto permite describir la dinamica general de todas las variables del
sistema a partir de las variaciones infinitesimales en dichas variables, lo cual simplifica
considerablemente el andlisis matematico tal y como se puede apreciar en el ejemplo
de una restricciéon no-holonémica en un trineo, Figura 4.1. La accién de la friccién
sobre el trineo practicamente imposibilita un movimiento lateral para desplazamientos
infinitesimales por lo que se genera una restriccién sobre el desplazamiento vertical, d,,
y el desplazamiento horizontal, d,., definida por

Ad, = Ad, tan0 (4.3)

En este caso el desplazamiento del sistema tiene dos grados de libertad. Sin embargo,
para movimientos a gran escala se deben considerar tres grados de libertad ya que se
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L J

dkan’mmai’

Figura 4.1: Las variables del sistema de un trineo exhiben una restriccion no-holonémica

requiere tanto a ¢ como a d, y d, para determinar exactamente la posicién y orienta-
cién del trineo. Es claro entonces que la restriccion (4.3) no se sostiene para todas las
dinamicas del trineo y por lo tanto se considera como una restriccion no-holonémica.
Si se lograra hacer la restriccién (4.3) invariante, i.e. holonémica, la dindmica del tri-
neo, y consecuentemente su control, se simplificaria, por lo menos mateméticamente. A
pesar de que la restriccion holonémica de desplazamiento no surge de manera natural,
es posible provocarla por medio de la accién del control y en este caso se denominaria
como una restriccion holonémica virtual.

Resulta ser que se pueden resolver diversos problemas de control a través de esta
idea de imponer restricciones holonémicas virtuales en las variables del sistema; la
generacion de oscilaciones periddicas es un ejemplo particular. Recientemente se ha
logrado provocar oscilaciones periddicas en sistemas mecanicos subactuados bajo esta
metodologia, especificamente el péndulo de Furuta [9] y la Rueda de Inerica [4]. A
continuacién se presentan los pasos diseniados en [4] que permiten lograr el objetivo
de generar oscilaciones de una amplitud pre-especificada y un periodo arbitrariamente
independiente en la Rueda de Inercia.

4.2. Planeacion de Trayectorias

La meta principal del controlador por restricciones holonémicas [4] es disenar una
ley de control que cumple con el mismo objetivo planteado: lograr que el péndulo oscile
con una amplitud A y una frecuencia € = 7! independientemente determinadas. Para
este controlador, la amplitud de oscilacién se definird como la desviaciéon maxima, en
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una direccién especificada, desde un punto de equilibrio. Las oscilaciones deseadas del
péndulo deben satisfacer las especificaciones:

tel[%fT] {ar. (t) =@} <0 (4.4)
sup {q, () —q}=A
t€[0,T]

donde ¢, € [0, 7] es uno de los dos puntos de equilibrio del sistema no forzado.

Por otro lado, el reto de generar este comportamiento periddico se puede transfor-
mar en un problema de planeacion y seguimiento de trayectoria; es decir, a diferencia
del controlador de dos relevadores, en este caso se buscara que el péndulo siga una tra-
yectoria oscilatoria prescrita orbitalmente estable. Adicionalmente, es posible encontrar
un cambio de coordenadas bajo el cual una evolucién ciclica de la posicién del péndulo,
en las coordenadas originales, corresponda a la regulacion hacia cero de algunas de las
coordenadas transformadas. Dicho cambio de coordenadas se definira bajo el concepto
de restricciones holonémicas para introducir e imponer una relaciéon directa entre las
dos coordinadas generalizadas, la posicién del péndulo (q;) y la posicién del rotor (gs).
De esta forma se puede restringir la dinamica del péndulo en funcién del angulo de la
rueda, o también al contrario, se puede restringir el angulo de la rueda en funcién del
angulo del péndulo. Ya que la variable de interés es el angulo del péndulo, tiene sentido
expresar la posicion del rotor en funcion de la posicion del péndulo a través de

g = H(q1) (4.5)

donde la restriccion holonémica H : R — R es una funciéon continuamente diferenciable
por lo menos dos veces. A partir de esta restriccion holonémica es posible describir la
dindmica completa del sistema en términos de la posicién del péndulo tnicamente. Si
se asume que existe una ley de control que hace la restriccion (4.5) invariante, entonces
la dindmica de la Rueda de Inercia, proyectada bajo (4.5), se puede representar como

a(q,)d. + B(q,)d. +7 (@) =0 (4.6)
donde

alqp) =0+ LH (¢1)
B(qn) = 213" (q1) (4.7)
7(q1) = hsen (q1)

Como se puede apreciar, (4.6) es integrable siempre y cuando a (¢;,) # 0. Es importante

notar que esta nueva dinamica es de sequndo orden, en contraste con la dinamica original
(2.21) de cuarto orden. La reduccién de orden para la dindmica proyectada (4.6) se
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debe a que la restriccion (4.12) elimina un grado de libertad del sistema, al imponer
una dependencia directa de ga sobre ¢, y por lo tanto dos variables de estado (g2, ¢2)
se eliminan en la nueva dindmica. Después de transformar el sistema (2.21) a la forma
holonémicamente restringida (4.6)-(4.7), el enfoque gira ahora hacia la manera de forzar
a que esta ultima dinamica reducida contenga una trayectoria periddica estable que
satisfaga las especificaciones (4.4).

Ya que no es posible generar oscilaciones alrededor de cualquier punto arbitrario, el
primer paso en el disefio de una trayectoria periddica para (4.6) es investigar dénde es
posible encontrar un ciclo limite. Se sabe que cualquier 6rbita peridédica de un sistema
debe encerrar a por lo menos uno de sus puntos de equilibrio [6]. En el caso particular
de (4.6), el conjunto de sus puntos de equilibrio se determina, independientemente de
la restriccién holonémica (4.12), a través de la solucién de la ecuacién

7 (1) = hsen (¢1) =0
Resolviendo, se obtiene un conjunto infinito de puntos de equilibrio
qleq =dq1; = 7Ti, 1€ 7 (48)

Cabe senalar que, aunque los puntos de equilibrio (4.8) del sistema reducido (4.6) son
los mismos que los puntos de equilibrio (2.30) del sistema linealizado, en [10] se muestra
que cualquier elemento de (4.8) es un centro del sistema no-lineal proyectado (4.6), y
por lo tanto existen trayectorias periddicas a su alrededor, si

Vi) (=1)'h

al(qy)  Ji+ L3 (i)
Esta relacién impone un criterio que la restriccién holonémica (4.12) debe cumplir,
aun cuando ésta no se haya definido. Especificamente, (4.9) relaciona la derivada H,
evaluada en un punto de equilibrio, con los parametros fisicos de la Rueda de Inercia y
la ubicacién de los centros (4.8).

Una vez que se determinan los centros de los ciclos limites del sistema (4.6)-(4.7),
verificando qué puntos de (4.8) cumplen con (4.9), se prosigue a buscar una expresién
que permita relacionar la amplitud A y la frecuencia 2 de las trayectorias de dicho ciclo
limite. Para esto se parte de la ecuacion del momento conservado de inercia en cada
trayectoria completa del modelo proyectado (4.6)-(4.7), la cual se define [4] como

>0 (4.9)

2 a1 4 q1 4
' G2 (Ch*(o)) - [ EFe e Qf((f))d‘sv(s)
I( S N/ X0 s
QI*aql*a‘rU)yO) - 9 2 € + € Oz(S)

X0

ds =0 (4.10)

donde xo = ¢1, (0) es constante. Este momento conservado permite relacionar la fre-
cuencia Q y la amplitud A a través de [4]

Q= ﬂ/ql% S (4.11)
x4y /1(x,0,6,0) |
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donde el limite de integracién y satisface

exp (— /SX Qf((;; dé) (8 4o g

X
I<X707QI+A7O) :/

qa+A

El problema que se presenta ahora es que resolver el integral eliptico (4.11) resulta
complicado, no sélo por su naturaleza no-lineal, sino porque también depende de la
restriccion holonémica H la cual en principio puede ser cualquier funcién dos veces
diferenciable. Como la forma de los ciclos limite generados es irrelevante esto no impone
restricciones adicionales sobre H (q;); por lo tanto, se puede simplificar el cdlculo de
(4.11) al proponer la siguiente restriccién holonémica lineal

@ = H(q) = kg + Ho (4.12)
donde Hy = —k¢1 y ¢1 € {0, 7}. Para esta ley de relacion particular se cumple que
H =k
H'"=0

por lo que la dindmica proyectada (4.6)-(4.7) se convierte en la ecuacién de la Rueda
de Inercia libre (sin actuacion)

(J1 + kJ2) Gi + hsen(q1) =0 (4.13)

y la expresion del momento de inercia (4.10) se simplifica a

E(q1.: G1s) — E(X07 41*(0))
(J1 + kJ2)

I(q1*7 41*7 X0, QI*(0)> =

donde

(Jy + kJo)

5 g2+ h(l — Cos (q1)> (4.14)

E (QD ql) =
es la energfa total de (4.13). Evaluando,

(E(x,0) - E(5,0))

[(X7 07 67 0) =

(J1 + kJo)
B h(l — Co8 (X)) - h(l — CoS (5))
B Ji + kJy
= m(cos (0) — cos (X)) (4.15)
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Al sustituir (4.15) en (4.18), considerando el intervalo 0 < A < 7 y el limite de inte-
gracion y = ¢q; — A, se llega a la relaciéon

2
Q= 0 (g, A) g 2R ;: i (4.16)
donde .y s
q1
ClaA) 2 [ -
qi—A \/|cos (0) — cos (@1 — A

Ademaés de relacionar A con €, (4.16) involucra al factor k£ de la restriccién ho-
lonémica (4.12), el cual es el término que permite determinar tanto a .4 como a (2
independientemente el uno del otro. Es decir, la libertad de escoger a A y a €2 de ma-
nera arbitraria se deriva de la estructura de la restriccion holondmica (4.12). Es claro
entonces que para cualquier par de amplitud y frecuencia admisibles basta con ajustar
H para lograr las oscilaciones deseadas alrededor de los centros (4.8). Sin embargo, para
el punto de equilibrio g = 0 la condicién de existencia de ciclos limites (4.9) bajo la
restriccion holonémica (4.12) es

L>O
J1 + ok

y para el punto de equilibrio ¢; = 7 es

_7}1 >0

J1 + Jok
Consecuentemente, si se busca generar oscilaciones alrededor del punto de equilibrio
¢1 = 0 entonces se debe escoger

ks -~ 1842465
J2

y para oscilaciones alrededor del punto de equilibrio ¢; = 7 se debe escoger

k< _A = —184.2465
Jo

El resultado final de la planeacion de trayectorias es que para generar oscilaciones de
amplitud A y frecuencia (2 alrededor de ¢; = 0 la restriccién holonémica H definida
por (4.12) debe satisfacer

0-2h .
b= (202 (0,4) Jl) %2

y para oscilaciones alrededor de ¢ =

O2h .
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4.3. Diseno del Controlador

Las trayectorias periédicas calculadas para la dindmica reducida (4.13) son margi-
nalmente estables o inestables. Consecuentemente, la presencia del momento de inercia
(4.10) representa una cantidad de energia que puede llevar la estabilidad marginal de
las trayectorias planeadas hacia la inestabilidad. Si bien el momento de inercia conser-
vado es igual a cero después de una trayectoria completa, durante la evolucién de esta
trayectoria la magnitud del momento es no nula. Por lo tanto es necesario que el con-
trolador disenado no sélo lleve a las trayectorias del sistema hacia los ciclos limites sino
que también induzca estabilidad orbital de las mismas. Esto implica que el controlador
debe garantizar que la cantidad conservada (4.10) desvanezca cuando t — oo, es decir,
se debe cumplir que

(g (t),q: (1), A+ q,0) =0 (4.18)

t—o00

Para el caso particular de la dindmica libre (4.13), consecuencia de una proyeccién
bajo la restriccién holonémica (4.12), la condicién (4.18) es equivalente a

E(q(t),q:(t) — Eo

t—o00

donde Ey = E(A+ ¢1,0) = h (1 —cos (A + ¢1)). Esta condicién es una tarea de regu-
lacién ya que el controlador a disenar debe garantizar la convergencia del error

E—Ey—0 (4.19)

Para imponer la restriccién holonémica (4.12) en la dindmica del sistema y al mismo
tiempo cumplir con la condicién (4.19) primero se establece un cambio de variables

(J{v j{a q1, QI) = (97 97 q1, QI>
donde la nueva restriccion
9 = (C_I2 (t) — fHo) - k‘(Ql (t) — 7T)
= Go (t) — kqu (t)
= (o (t) — ka1 (1)

representa la desviacion de las trayectorias del sistema de la restricciéon holonémica
(4.12). Bajo este cambio de variables el objetivo de control de imponer la restriccién
holonémica H se convierte en un problema de regulacién ya que se buscard que el
controlador garantice la convergencia de la dindmica

G—0 (4.20)
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Posteriormente se utiliza el mismo concepto previamente abordado de linealizacion
parcial por retroalimentacion para establecer la entrada linealizante

S
J1+ kJy

T =

((h + kh)sen (q1) + (Jo — Jp) v) (4.21)

que lleva a

(J1 + kJo) Gy + hsen (q1) = —Jov
S

v

el cual es un sistema equivalente a (2.21), como se puede comprobar sustituyendo G:

(J1+ kJ2) Gi + hsen (1) = —J2 (G2 — kdy)
JiGi + Jogs + hsen (q1) =0
lo cual concuerda con (2.22).

La estructura de esta linealizacion particular hace posible derivar las trayectorias
de (4.14) para obtener la relacién

o = 2 (PR ) | D
th((h?(h)aql( 5 q1>+8q1<h(1 cos (q1)))

= (J1 + kJ3) 1¢1 + hsen (q1) ¢
= |1+ o)+ sen ()
= —Joug

Ahora, para el caso cuando el sistema esta cerca de la trayectoria objetivo definida por

G(t) =0, G(t)=0
q (t) =q. (1), G (t) = qu, (1)

se debe cumplir que

E = —Joqiv + Joqi,v — Joqiv
= —Jogh, (t)v + (41* (t) —aq (15)> Jov

término pequeno

por lo que si se desprecian los efectos del término pequeno se obtiene el sistema de
tercer orden dado por

E = _J2(j1* (t) v

- (4.22)
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El sistema (4.22) es una linealizacion transversal para el sistema original en lazo
abierto alrededor de la trayectoria objetivo. La idea posterior es disenar un regulador
LQR, a través del control auxiliar v, para esta linealizacién transversal lo cual cumpliria
con los dos objetivos, (4.20) y (4.19), del controlador para la dindmica proyectada
(4.13). Finalmente, el control lineal v se reincorpora en (4.21) para establecer asi la
senal de control 7 del sistema no-lineal original (2.21). Entonces, para determinar la ley
de control v estabilizante del sistema lineal (4.22) la dindmica de éste se reescribe en
variables de estado como

z2=Az+B(t)v (4.23)

donde § € R > 0 representa términos lineales de las desviaciones de 0 y

00 0 —Ja, (1) E - E,
A=10 0 1 B(t) = 0 z2=0| § (4.24)
000 1 g

Es claro que cualquier estrategia de control requiere primero asegurar que el par
(A, B) sea controlable, de lo contrario cualquier esfuerzo posterior sera futil. Debido a
la naturaleza variante en el tiempo de B () no se puede determinar la controlabilidad de
(4.23) sencillamente a través de la matriz de controlabilidad, se requieren herramientas
matemadticas adicionales. Sin embargo, se puede probar que de hecho el par (A,B) es
controlable alo largo del periodo de una trayectoria ciclica [4]. Este resultado implica que
la dindmica proyectada no-lineal (4.13) también es controlable sobre el mismo periodo.
A partir de los resultados de [11] se puede afirmar que existe una solucién periddica
R (t) de la ecuacién matricial de Riccati

R+2R+A"R+RA +G=RB()B"(1)R (4.25)

para cualquier G = GT > 0.
Como conclusion, con el operador de proyeccion de tiempo

Y=V (q1,q)

tal que
la retroalimentacion de la ley de control
E—Ey
v=—|-hd 0 1R@)| § (4.26)
S
asegura que la trayectoria deseada, ¢y, (f), es una solucién orbitalmente estable del
sistema en lazo cerrado (2.21), (4.14), (4.21), (4.26).
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Capitulo 5

Estimacion de la Velocidad

5.1. Diferenciadores

Antes de poder implementar el controlador de dos relevadores, (3.14), o el contro-
lador por restricciones holonémicas, (4.26), es imprescindible obtener tanto a ¢; como
a ¢s puesto que ambos controladores dependen de estas variables. La probleméatica que
se presenta aqui es que la Rueda de Inercia del MKT no contiene sensores de velocidad
y por lo tanto se debe encontrar una manera de obtener las velocidades requeridas con
base en unicamente las mediciones que proveen los dos sensores de posicién angular.
Una manera de resolver esto es utilizar diferenciadores numéricos para estimar el cam-
bio de posicién respecto al tiempo del sistema, las lecturas de los sensores y el tiempo
de muestreo respectivamente, e interpretar este resultado como la velocidad deseada.
La ventaja de este método es que los diferenciadores no dependen de algiin modelo
matematico y son relativamente sencillos de programar. Estas bondades junto con la
diversidad de diferenciadores disponibles hacen de la diferenciacion numérica un recurso
util para obtener una estimacion de la velocidad cuando soélo la posicién es medible.

5.1.1. Diferenciador de Levant

Sea f, (t) : [0,00] una sefial localmente acotada cuya derivada f; () es una senal
localmente Lipschitz. Entonces el diferenciador de Levant,

N =

Zo — fs (t)
z = —Alsgn<zo — fs (t))

/
2y =21 — o

Sgn(zo - fs (t))

garantiza que 2z, — f, () = 0 para A\g, \; > 0. En este caso la senal z, es la salida
del diferenciador de Levant. El esquema basico de este diferenciador se muestra en la
Figura 5.1.
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Figura 5.1: Diagrama de bloques del diferenciador de Levant

5.1.2. La Derivada Clasica por Diferenciales: Con y Sin Filtro

La manera més sencilla de diferenciar la senal fs (¢) es a partir de una relacién de
diferencias,

Afs (t)
At

donde la diferencial del tiempo At corresponde al tiempo de muestro, ya sea éste el de
un proceso fisico de control o el empleado en una simulacién. Sin embargo, la utilidad de
este diferenciador es limitada cuando se presenta ruido de alta frecuencia, ain cuando
éste no sea de gran amplitud, ya que los cambios bruscos en la sefial alterarén el calculo
de la derivada de manera importante. Para reducir la sensibilidad al ruido de este
diferenciador se puede introducir un filtro, como el que se muestra en la Figura 5.2(b),
para generar un diferenciador del tipo

1
s+a

donde a € R, con lo cual se obtiene una mejor diferencial aiin bajo condiciones de ruido.

Adudtp = N 5 P

(a) Bloque diferenciador

1 s
— it — | —— =y —

=ta

(b) Diferenciador con filtro

Figura 5.2: Diferenciadores clasicos, con y sin filtro
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5.2. Observadores

Otra alternativa para reconstruir las velocidades del sistema es utilizar la informa-
cion disponible del modelo matemaético a través de un observador y asi predecir de cierta
manera el comportamiento de las velocidades requeridas. Todo observador se basa en
todo el modelo de una planta, no sélo en las mediciones disponibles, y es por esta razéon
que son mas precisos y menos sensibles al ruido que los diferenciadores. Obviamente
el desempeno de un observador depende del modelo que se utilice para estimular su
dindmica, pero aun asi no se requiere un modelo tan preciso para generar una mejor
estimacion de ciertos estados no medibles.

5.2.1. Observador de Luenberger

El observador de Luenberger permite observar los estados no medibles de una planta
lineal siempre y cuando se cumpla la condicion de observabilidad, la cual establece que
la matriz de observabilidad,

C

CA
0= :
CAn—l

debe tener un rango p = n. Para el caso de la Rueda de Inercia la matriz de observabi-
lidad se puede formar a partir de (2.34) y la matriz de salida

1000
C_l0010]

para obtener la matriz

1 0 0 0]

0 0 10

0 100

o_| O 0 01
776033 0 0 0

0 0 00

0 77.6033 0 0

0 0 00

Dado que rank (O) = 4 se puede deducir que la Rueda de Inercia es un sistema
completamente observable a partir de sus tinicos dos estados medibles, la posicién del
péndulo y la del rotor. Esto permite implementar el observador de Luenberger que se
muestra en la Figura 5.3 para la Rueda de Inercia.
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Figura 5.3: Observador de Luenberger para la Rueda de Inercia

5.2.2. Observador de Alta Ganancia

Una alternativa mas precisa al observador lineal de Luenberger es el observador de
alta ganancia, el cual se puede utilizar para observar tanto a sistemas lineales como no
lineales. Este observador incorpora la dinamica no lineal de la planta para producir una
estimacion de los estados no medibles. La velocidad de convergencia del observador se
puede manipular a partir de un sélo término de correccion, por lo cual la sintonizacion
de este observador resulta accesible. El observador de alta ganancia disenado para la
Rueda de Inercia tiene la siguiente construcciéon matematica

. 2q1 — 2%
.i'l - i’Q + 7(]1 !
. hsen + T — I
3y = (fh) i q1 1
J2 - Jl 62
: 2q9 — 2%
by = 4+ q2 . 3
 hsen (q1) T Qo — T3

Ty =

Jl—J2+J2—J22J1_1+ 62

para un término de correcciéon € € R > 0. Finalmente, en la Figura 5.4 se muestra el
diagrama de bloques que se utilizo para implementar el observador.
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Figura 5.4: Observador de alta ganancia para la Rueda de Inercia
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Capitulo 6

Simulaciones

6.1. Controlador de Dos Relevadores

Las constantes ¢; y co del controlador (3.14) dependen del modelo linealizado de la
planta. Al utilizar distintos métodos de linealizacion se tendran cambios en los parame-
tros de este controlador controlador y consecuentemente también en la dinamica del
sistema. Se analizaran los efectos de utilizar la linealizaciéon por el Jacobiano intro-
ducida en la secciéon 2.2 y la linealizacion por retroalimentacion de la seccion 3.2. En
todas las simulaciones se obtienen las velocidades correspondientes utilizando el bloque
diferenciador del Simulink de MATLAB.

6.1.1. Linealizacién por Medio del Jacobiano

Se desean generar oscilaciones en el péndulo alrededor de ¢; = w. Previamente se
linealiz6 el modelo matematico alrededor de este punto de equilibrio utilizando el Jaco-
biano y se demostré que éste es inestable. Por lo tanto, es necesario estabilizar el sistema
alrededor de ¢; = 7 para poder aplicar la metodologia del Capitulo 3. Considerando
que

T =k,u

donde k, = 0.00494 es la constante de proporcionalidad de control dada por el fabricante
[1], la entrada de control entonces serd

U = U2relay + Uestabilizante

siendo ugyeiqy €l controlador por dos relevadores (3.14) ¥ Uestabitizante Una retroalimen-
tacion de estados disenada para ubicar los polos del sistema de manera deseada. Se
propone

Uestabilizante — —Kuz

K =[-350.1746 —39.7552 —0.0702 —0.0652] (6.1)
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para obtener el sistema retroalimentado

i1 0 1 0 0 1 0
1 —300.99 —42.982 —0.076 —0.07| |¢ —1.0812
= +
o 0 0 0 1| g 0
5, ) L 69677.668 7919.283 13.99 12.982] 4o  |199.2014
a1
Y701 0] g e
2

el cual se puede comprobar es estable y con polos
Ay, = {—15, —9, -2, —4}
Las oscilaciones se disenaran para la primera componente de la salida

Y1 = q1

es decir, la posicion del péndulo. Tomando como parametros deseados

As=02[rad], Q4=4r [rad]

s
se pueden calcular las ganancias correspondientes [Apéndice B],

cp = 17.7622
co = 43.1853

a partir del diagrama de Nyquist que se muestra en la Figura 6.1.

(6.2)

(6.4)

La evolucién de la salida, cuando se retroalimentan el control estabilizante (6.1)
junto con el controlador de dos relevadores con las ganancias (6.4) al modelo no lineal

(2.27), se muestra en la Figura 6.2(a) para la condicién inicial

1 =[30 10 00 o.o}’

La oscilacién resultante tiene como pardmetros

d
A, = 0.2574[rad], Q, = 3.39327 lrzl

(6.5)

los cuales validan la teoria planteada anteriormente a pesar de cierta discrepancia con los
valores deseados. Si ademaés se toma en cuenta la simetria de las oscilaciones generadas,
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Nyquist Diagram

e Nyquist Diagram x 107

System: sys
Real: -0.00128

3.15 Imag: 0.00311 b
Freguency (rad/sec): 12.6
-

Imaginary Axis
Q

|maginary Axis
W

2 @
i L
/

—4 -3 -2 -1 o -1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -1.1
Real Axis = 10 Real Axis =107
(a) Nyquist(azul) y Funcién Descriptiva(rojo) (b) Interseccién: ecuacién de balance arménico

Figura 6.1: Anélisis en frecuencia de la oscilacién deseada (6.3)

Jdpo -------------- ------------ ----------- g
33k ............ ............ ............. ........... J

-

=gl A AT .............. U DO S .............. ..........

agb.hp ........... ............ ............ ST YA ORY R NE

; i i i i s |

QIBD 1 2 3 4 g g 28 028 3 1 3 3 U
Tiempo [s] il ’L‘&d]

(a) Posicion del péndulo en funcién del tiempo (b) Ciclo limite del péndulo

Figura 6.2: Oscilacién del péndulo con las ganancias (6.4)

como se aprecia en el ciclo limite de la Figura 6.2(b), se podria concluir prematura-
mente que basta con una linealizaciéon por medio del Jacobiano para obtener resultados
aceptables; sin embargo, mientras mas se incrementa Ay mas se aleja el sistema de la
zona reducida de validez de esta linealizacion; la consecuencia es que no se puede ga-
rantizar un comportamiento adecuado para oscilaciones de alta amplitud. Por ejemplo,
para una oscilacién deseada

Ag=2[rad], Qp=4n [Md]

S

la Figura 6.3 muestra un comportamiento irregular y poco simétrico comparado con el
caso anterior de baja amplitud. Una razén de este mayor error en la senal deseada se
debe a que la planta no se comporta como un filtro paso bajas para oscilaciones tan
lentas como la de (6.3); la figura 6.4 muestra que la frecuecia de corte del sistema (6.2),

>.7, es de alrededor de 10 [%} por lo que la primera armoénica de la oscilacion deseada,
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Figura 6.3: Oscilacién deseada (azul) y simulada (roja punteada) si se incrementa A,

Diagratma de Bode

Magnitud (dB)

i Lo d.

Frecuencia (rad/sec)

Figura 6.4: Diagrama de Bode para el sistema estabilizado y linealizado por el Jacobiano

de 25.13 [%}, no es filtrada adecuadamente. Sin embargo, esto no fue el caso para
la oscilacion de baja amplitud con la misma frecuencia por lo que se debe considerar
adicionalmente el hecho de que la linealizacion por medio del Jacobiano tiene un region
limitada de validez lo cual influira fuertemente en el tipo de oscilaciones que se pueden
generar. Estos puntos se visualizan mejor en la Tabla 6.1, la cual muestra la comparacion
de otras oscilaciones deseadas con sus respectivas simulaciones. Cabe mencionar otro
resultado interesante de este controlador: la senal que genera el controlador de dos
relevadores (3.14) es periddica y, tal como se muestra en la Figura 6.5, de la misma
frecuencia que la frecuencia deseada €2g.

R ARAAN

Tiempo [s]

7N ]

Figura 6.5: Par de control para generar la oscilacién deseada (6.3)
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Aded] Qu[2] ¢ 2 Admd Q. [24]

S S

0.2 dm 17.7622 43.1853  0.2574  3.39327w
0.2 8T -00.3169  103.7481 0.2496 5.69217
0.2 127 -164.8970 160.4536  0.2084 10.16527
2 dr 177.6221  431.8525 2.1461 3.39707
2 8T -003.1685 103748  2.1836 6.1381w
2 127 -1648.97  1604.5364 1.993 10.5541m

Tabla 6.1: Parametros del controlador de dos relevadores calculados para X ;

6.1.2. Linealizacion por Retroalimentacion

La validez global de la linealizacion por retroalimentacion obtenida para la Rueda de
Inercia permite, teéricamente, generar oscilaciones de mayor amplitud a comparacion
de la linealizacion por el Jacobiano. Sin embargo, la salida linealizante en este caso es
la funcion

¢ =K (@ =7+ I oas) + Jdr + Tod

por lo que no es posible disefiar una oscilacion directamente para el péndulo ya que
depende de todo el espacio de estados y no sélo de ¢q;. No obstante, ¢; también tiene
un comportamiento oscilatorio de la misma frecuencia a la que oscila ¢ [2]. Es decir,

qu — QC

Consecuentemente, se puede disenar una oscilacién para ¢; indirectamente a través de
¢ asignando a esta ultima la frecuencia deseada del péndulo,

Q, = Qq, (6.6)
Para ejemplificar lo anterior se utiliza el sistema
¢ 0 10 0 ¢| o
¢ 0 0 1 0 ¢ 0
Y rBL ¢ —-350 —155 —22 0 ¢ 1
D1 218.824 0 0 —0.02188] |p; 0
. e T
y =100 0][¢ ¢ ¢ p|

el cual se obtiene al introducir los parametros ag = 350, a; = 155, a5 = 22, K = 0.0001
en (3.13), y se analiza el comportamiento de este sistema para
rad]

Ag, =02[rad], Q, =4r [

: (6.7)
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N

nead]
T

b

Tiempo [s]

(a) Oscilacién deseada de la salida ¢ (azul) y simulada (roja punteada)

3.4

T T T
3.35 —

325 —

g [tad]

Tiempo [s]

(b) Oscilacién asociada del péndulo

Figura 6.6: Relacién entre la oscilacién de la salida ¢ y la del péndulo

Se debe diseniar una oscilacion correspondiente en ( que logre este comportamiento
deseado en ¢;; a partir de (6.6) se obtiene

rad

QCd:QQId:47T S

Por otro lado, la amplitud deseada de ( se calcula a partir de [2]

.Aqldh
‘ACd = X
Qa\[1 = pozre
= 0.0057349

Una vez calculados los parametros deseados de ¢ se calculan [Apéndice B

c1 = 14.0705
co = 0.16438
y se introducen en el modelo con linealizaciéon por retroalimentacién con condiciones
iniciales ,
o= [3.2 0.001 0.0 0.0]

A partir de la trayectoria resultante de ¢ que se presenta en la Figura 6.6(a) se obtiene

Ac, = 0.00602 [rad], Ay, = 0.2211 [rad] (6.8)
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(a) Ciclo limite de la salida ¢ (b) Ciclo limite irregular del péndulo

Figura 6.7: Diferencia geométrica entre los ciclos limites del sistema
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a} 1 2 3 4 Ll B 7
Tiempo [s]

Figura 6.8: Senal periddica del controlador por dos relevadores

Adicionalmente se puede observar en la Figura 6.6(b) que los comportamientos del
péndulo y de ¢ de hecho si obedecen la condicién (6.6) puesto que

rad]

Qp, = Q. = 3.92167 l (6.9)

S
con lo cual se demuestra que el disenio de oscilaciones es mucho mas preciso para la
linealizacion por retroalimentacion que para la linealizacion por el Jacobiano.

No obstante, existe una diferencia importante entre el comportamiento oscilatorio
de ¢ y el de gy; el primero responde, por lo menos tedéricamente, a una forma senoidal
mientras que el segundo carece de esta propiedad a pesar de ser periédico. Esto se puede
apreciar visualmente en los ciclos limites de ( y ¢; que se muestran en la Figura 6.7(a)
y 6.7(b) respectivamente; el primero es més suave y circular. Por lo tanto, si se desea
que el comportamiento del péndulo sea simplemente peridédico entonces este método de
diseno funciona perfectamente de lo contrario se deben buscar alternativas de diseno.

Nuevamente, la senal de control que excita al sistema gy, es periddica y se puede
observar, Figura 6.8, satisface la relacion

QU%QC
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Por 1ltimo, en la Tabla 6.2 se presentan los datos de las simulaciones correspondientes
de esta seccion.

Ag lrd]  Agy, [rad] Qg [24] ¢l e Ag, ] Agy, [md] Q|24
0.005735 0.2 41 14.0705 0.1644 0.00602 0.2211 3.92167
0.002834 0.2 & 30.1541 26.665  0.002851  0.1969 7.9723m
0.001886 0.2 127 45.786 70.6929  0.00198 0.1884 12.1427
0.057349 2 Ar 1407051 1.64384 0.058273  2.1942  3.98737
0.028344 2 8 301.5414 266.6529 0.028792 2.131 8.0637
0.03132 2 127 457.8591 706.9287  0.0308 2.077 12.06047

Tabla 6.2: Oscilaciones en el sistema linealizado por retroalimentacion

6.2. Controlador por Restricciones Holonémicas

El primer paso para implementar el controlador por restricciones holonémicas vir-
tuales es generar la solucién periddica de la ecuacién de Riccati (4.25). La periocidad de
esta ecuacion, y por lo tanto de las trayectorias del sistema, depende de las condiciones
iniciales que se le asignen a R (¢); para una cierta oscilacion deseada de ¢; existe un
unico conjunto de condiciones iniciales que garantizan las estabilidad orbital del sistema
retroalimentado bajo la ley de control (4.26).

Supdngase que se desea obtener la siguiente oscilacion del péndulo:

rad]

Aq = 2]rad], Qd:47r[
S
Introduciendo estos datos en (4.17) se obtiene [Apéndice B|
k= —234.2444
Este valor de k junto con la dindmica proyectada (4.13) permiten definir la trayectoria

deseada ¢y, (t) del péndulo

h
h, = —"—~ 6.10

Resolviendo el sistema se obtiene ¢y, (t) y utiliza como entrada para el sistema

Z-:[og 13H -G (A +013)

1, O] |A+oT, Bi)«B(t)|” (6.11)
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Figura 6.9: Distribucion de los valores propios bajo el complemento de Schur

donde I,,, O,, € R™"™ son una matriz identidad y de ceros respectivamente, se propone

1 0 0
G=10 05 0 (6.12)
0 0 025

y el resto de los pardmetros se definen en (4.24).
Se prosigue a encontrar Z (ty), donde t; = Q, !, considerando como condiciones
iniciales

En el caso del ejemplo,

[ 1.3499  0.0000 —0.0000 0.0000 0.0000 0.0000]
0.0000  1.3485  0.6809 0.0000 —0.0211 0.1402
—0.0000 —0.0105 1.3835 0.0000 —0.1149 0.5127
0.5075  0.0000  0.0000 0.7408 —0.0000 0.0000
0.0000  0.2537  0.0701 0.0000 0.7396 0.0105
|—0.0000 —0.0574 0.1176 0.0000 —0.3748 0.7683

Ahora se utiliza el complemento de Schur para ordenar los valores propios de Z (0.5)
dentro del circulo unitario, Figura 6.9, y asi recuperar el subespacio estable invariante
del kernel de Z (0.5) para poder encontrar la condicién inicial de (4.25),
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Figura 6.10: Oscilacién deseada (azul) vs. oscilacion disefiada (roja punteada)

[—0.0000 —0.0000  0.0000 ]
0.0000 —0.3507 —0.3285

—0.0000 0.1720  0.5297
1.0000  0.0000  0.0000
0.0000  0.8769  0.0146

| 0.0000  0.2802 —0.7819]

Esta condicién inicial inica permite generar una solucién periddica para R (t) la cual
posibilita la implementaciéon del controlador por restricciones holonémicas virtuales
(4.26). En la Figura 6.10 se muestra el resultado de la implementacién del controlador
(4.26) para este ejemplo con condiciones iniciales

z,=[r 0 00 00]

Una caracteristica importante de este controlador es que la salida que genera para
¢1 tiene una forma senoidal, Figura 6.10, lo cual puede ser un requisito imprescindible
de disefio como se menciond anteriormente. También se muestra en la Figura 6.12
que, como era de esperar, la sefial de control es nuevamente periédica y de la misma
frecuencia que la de la oscilacion deseada. Finalmente la Tabla 6.3 exhibe diversos datos
de simulacién para validar la efectividad de este controlador.
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Figura 6.11: Ciclo limite circular generado con el control por restricciones holonémicas

Ad ld] - Qq[24] k Ag [md] Qg [2d]
0.2 Ar  —272.8554 0.199997  4.00w
0.2 8t —205.6517 0.1999997  8.00w
0.2 120 —193.2066 0.200003  12.00087

2 Ar 2342444 1.9999  4.00057
2 8 -195.999  1.999958  8.0089r
2 1270 -188.9165  1.99979  12.012n

Tabla 6.3: Parametros del controlador por restricciones holonémicas virtuales

05 .

0al 5 ; i
T 005 : 4
. : i
T~ oosb :
015k
02

05 i L
0

Tiempo [s]

Figura 6.12: Senial de control periédica para el controlador por restricciones holonémicas
para generar la oscilacién deseada (6.3)
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Capitulo 7

Pruebas Experimentales:
Controlador de Dos Relevadores

Se llevé a cabo la implementacion del controlador de dos relevadores utilizando una
tarjeta de adquisicion de datos dSPACE1103, cuya velocidad de muestreo es de un dato
cada 10 [ns], en un entorno computacional basado en MATLAB. Se utiliz6 el método de
integracién de Euler para resolver numéricamente las ecuaciones pertinentes. El motor
de corriente directa (Pittman® LO-COG 8X22, 24 [V]) se controld a través de una senal
de corriente generada por la dASPACE1103 a partir un sistema de modulacién de pulso
con un ciclo de trabajo fijo a una frecuencia de 10 [kHz|.

7.1. Linealizacién por Retroalimentacién

La primera prueba experimental que se realiz6é en el MKT incorporo al sistema X
como la planta lineal del esquema de control general (Figura 3.1). Se propuso generar
dos oscilaciones distintas con este método: una de alta amplitud y baja frecuencia, la
otra de alta frecuencia y baja amplitud. Los parametros de estas oscilaciones deseadas
junto con los resultados experimentales se presentan en la Tabla 7.1. La posicién del
péndulo y las senales de control de esta prueba se ilustran en la Figura 7.1 y 7.2
respectivamente.

Ag,, rad] Qg {%] ¢ o Ag, [rad] Qg {%]
0.01 T 1.217984 -1.632856  0.0095 2.7
0.025 om 0.6522 7.399 0.028 0.8

Tabla 7.1: Oscilaciones en el sistema X ; linealizado con el Jacobiano
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Tiempo [s]

90

Figura 7.1: Oscilacién del péndulo del MKT utilizando linealizacién por Jacobiano
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Figura 7.2: Senales de control utilizando el Jacobiano
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‘Alhd [rad] qud [@} C1 Co *Aqhn [rad] qur [@}

S S

0.0185 T 2.4244 1.7023 0.0186 3.663m
0.0419 3T 2.04066 -0.793635  0.0556 1.7687

Tabla 7.2: Parametros para el sistema Y gy, linealizado parcialmente

7 [rad]
O - - -
d
|

g, lrad]

Tiempao [g]

Figura 7.3: Oscilacién del péndulo y de la salida ¢ utilizando linealizacion parcial

Por otro lado, también se utilizo el sistema >z BL en los experimentos con el mismo
proposito de generar dos distintos tipos de oscilaciones. La comparacion entre los datos
tedricos y los experimentales se presentan en la Tabla 7.2. La evolucion de tanto ¢ como
de la posicion del péndulo se muestra en la Figura 7.3. Finalmente, la Figura 7.4 ilustra
el comportamiento del control a lo largo del tiempo.
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Tiermpo [s]

7 [M.m]

Tiempo [s]

Figura 7.4: Senales de control utilizando el Jacobiano
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Capitulo 8

Conclusiones

Se abordé el problema de generar oscilaciones periddicas en el péndulo de la Rue-
da de Inercia, un sistema mecanico subactuado. Se emplearon dos distintas técnicas
de control para resolver este problema: un controlador de estructura variable, especifi-
camente el controlador de dos relevadores, y un controlador basado en restricciones
holondémicas virtuales. Se llevo a cabo comparacién de los resultados tedricos de estos
dos controladores y a partir de ésta se puede concluir lo siguiente.

s Fl] controlador de dos relevadores:

es mas eficiente en términos de gasto de control y esto se debe a que no
requiere de un seguimiento de trayectorias para generar las oscilaciones.

su precision depende fuertemente del tipo de linealizacién que se utilice, pero
en general es aceptable.

resulta sencillo calcular y ajustar sus dos parametros cq, co; esto facilitdé su
implementacién en la plataforma experimental, el MKT de Quanser®.

a pesar de ser un controlador de estructura variable, no se presenta el
fenémeno de chattering puesto que no se requiere de la convergencia a una
superficie deslizante.

la convergencia a los ciclos limites disenados es rapida.

= El controlador por restricciones holonémicas virtuales:

tiene una precision excelente, el error en todos los casos analizados es practi-
camente nulo.

la senal de control es suave.
acepta condiciones iniciales arbitrarias.

permite gran libertad a la hora de escoger la restriccion holonémica.
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También se implement6 el controlador de dos relevadores bajo dos distintas circuns-
tancias: linealizando el modelo matematico por medio del Jacobiano y por retroalimen-
tacion de estados. La comparacion de los resultados experimentales y las simulaciones
correspondientes arroja que la linealizacién parcial por retroalimentacion de estados es
claramente superior; ofrece una mejor precision, permite generar oscilaciones de mayor
amplitud y no exige un mayor gasto de control para generar las oscilaciones e inclusive
en algunos casos el gasto es menor (Figura 6.5 y Figura 6.8)

En general, se observaron las ventajas de combinar la teoria establecida para sis-
temas lineales con las nuevas herramientas matematicas para sistemas no lineales; es
claro que éstos no son necesariamente dos caminos distintos sino que se pueden com-
plementar para resolver un mayor espectro de problemas. También se llevaron a cabo
analisis en frecuencia y en el dominio del tiempo, lo que reafirma el punto anterior de
la necesidad de contar con la mayor cantidad posible de recursos matematicos.

Finalmente cabe mencionar que la flexibilidad de las dos metodologias estudiadas
permitiéo cumplir con el objetivo de este trabajo a pesar del problema de subactuacion
que se presenta en la Rueda de Inercia. De aqui que se propone como trabajo a futuro
aplicar esta teoria en sistemas eléctricos; la generaciéon de oscilaciones en este caso se
podria utilizar en el proceso de conversion de corriente directa a corriente alterna con
el fin de disenar un nuevo tipo de inversor.
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Apéndice A

Linealizacion Exacta: Condiciones
Suficientes y Necesarias

Para establecer la existencia del difeomorfismo (3.3) que lleve el sistema (2.21) a
la forma normal (3.4) se deben satisfacer las siguientes dos condiciones suficientes y
necesarias [6, Teorema 13.2]

rank ([g(m), adsg(z), ... ,ad?_lg(a:)]) =n VzeD,. (A.1)
» La distribuciéon
A (z) = span {g(x), adsg(x), ..., ad} 2g(x)} (A.2)
es involutiva sobre el espacio D,,.

Para verificar la condicion (A.1), primero se desprende de (2.27) que n =4y
f (@)= [e2 —78.0201sen(21) @y 78.0291sen (z1)]
T
g(x)=[0 —219.9180 0 40208.4720)

Calculando los paréntesis de Lie requeridos,

0 100 0
99, Of _|-780291cos(z) 0 0 0] [—219.9180
19= 527 T 87 0 00 1 0
78.0291cos (z1) 0 0 0] [40298.4720
219.9180
0
40298.4720 (A.3)
0
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0 1 00 219.9180
—78.0291cos (1) 0 0 O 0
2 — —
adsg = |, adzg] = 0 0 0 1||-40298.4720
78.0291cos (1) 0 0 0O 0
0
_ 17160%03 (x1) (A4)
—17160cos (1)
0 17160cos (z1) —cos (z1)
s _ |—17160sen (x1) 72| 0 B —sen (z1) T2
adyg = 0 —17160cos (z1)| 1760 | o (1) (A-5)
17160sen (x7) x5 0 sen (1) T2
Agrupando g (x), (A.3), (A.4) y (A.5) se obtiene que
0 0.0128 0 —cos (1)
—0.0128 0 cos (z1) —sen(xq)xe| |
rank | 1760 0 —2.3484 0 cos (1) =4
2.3484 0 —cos (z1) sen(z1) xo

con lo que se cumple (A.1). Posteriormente se define la distribucién

A (x) = span { [Al, Ao, Ag]}

0 0.0128 0
— wan —0.0128 0 cos (1)
- 0 1 -2.3484( 7 0
2.3484 0 —cos (z1)
y se verifica si
dim(A () =n—1=3
Sin embargo, A (x) no es una distribucién involutiva ya que
0 0.0128 0 0.0128sen (1)
B —0.0128 0 cos (1) 0
rank [Ar, Ag, Mg, [As, Ag]| = rank 0  —2.3484 0 —0.0128sen (1)
2.3484 0 —cos (z1) 0

— 443

con lo que se concluye que (A.2) no se satisface. Por lo tanto, no existe un difeomorfismo
que permita linealizar exactamente al sistema (2.27).
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Apéndice B

Cédigo Programable Auxiliar

CODIGO PARA CALCULAR LAS GANANCIAS ¢i,¢s DEL CONTROLADOR
DE DOS RELEVADORES LINEALIZANDO CON EL JACOBIANO

J1=4.59695¢-3;
J2=2.495e-5;
h=0.35481;
fs2=0;

fs1=0;

ql_eq=pi;

A=[0,1,0,0;h*cos(ql_eq)/(J2-J1),-fs1/(J1-J2),0,fs2/(J1-J2);0,0,0,1;
h*cos(ql_eq)/(J1-J2) fs1/(J1-J2) 0 -fs2/(J2-J272*J1"-1)];
B=[0;1/(J2-J1);0;1/(J2-J2~2*J1"-1)]%0.0049431;

C=[1000];

sys=ss(A,B,C,0);

polos=[-15,-9,-2,-4];K=place(A,B,polos);

res = 0.001;
w=[0:res:100];
t=[-1:0.001:1];
sys=ss(A-B*K,B,C,0);
figure
[re,im|=nyquist(sys,w);
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nyquist(sys,w)

v=[1.2*min(re) 1.2*max(re) 1.2*min(im) 1.2*max(im)};
axis(v);

frec = 4*pi;

Al =0.2;

ohm = floor(frec/res) + 1;

iml=im(ohm);

rel=re(ohm);

xi=-im1/rel;

magl=abs(rel + 1i*im1);

if (re1>0)
cl=-(pi/4)*(Al/magl)*((sqrt(1+xi"2))"-1)
else
dcl=(pi/4)*(A1/mag1)*((sqrt(l—i—xi“?)) ~-1)
c2=xi*cl
hold on

plot(t, -(c2/c1)*t, red’);
negNinv=(pi*A1/4)*((-c1+1i*c2)/(c1"2+c272))

CODIGO PARA CALCULAR LAS GANANCIAS ¢1, ¢y DEL CONTROLADOR DE
DOS RELEVADORES UTILIZANDO LA LINEALIZACION POR RETROALIMEN-
TACION DE ESTADOS

J1 = 4.569882400731e-3;
J2 = 2.495255578125e-5;
h = 0.036169947240676*9.81;

K=1le-4;
a0=350;
al=155;
a2=22;

A=[0100;001 0;-a0 -al -a2 0;1/J1 0 0 -K/J1J;
B=[0010];

C=[1000];

res = input(’Resolucién para el barrido de frecuencia: ’);
w=][0:res:100];
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t=[-1:0.001:1];

sys=ss(A,B,C,0);
[num,den]=ss2tf(A,B,C,0);

figure

[re,im|=nyquist(sys,w);
plot(re(:),im(:));

nyquist(sys,w)

v=[-2 5 -3 3]*1e-3;

axis(v);

frec = input("Frecuencialrad/s|: 7);
Ar=input("Amplitud de q_1[rad]: ");;
Al=((Ar*h)/frec)*(sqrt(1-K/(J1"2*frec"24+K"2)))"-1
ohm = floor(frec/res) + 1;
im1=im(ohm);

rel=re(ohm);

xil=-im1/rel

magl=abs(rel + 1i*iml)

if (re1>0)

cl 1=-(pi/4)*(Al/magl)*((sqrt(14xil~2))~-1)
else

cl 1=(pi/4)*(A1/magl)*((sqrt(1+xi1"2))"-1)
end
c2_1=xil*cl_1
hold on

plot(t, -(c2_1/c1_1)*t, red’);
negNinv=(pi*A1l/4)*((-c1_1+1i*c2_1)/(c1.1"2+4c2_172))

CODIGO PARA CALCULAR LA GANANCIA k DEL CONTROLADOR POR RES-
TRICCIOONES HOLONOMICAS VIRTUALES

J1=4.5721e-3; J2=2.495e-5; h=0.35481;
qlbar=pi;

A=0.2;

Omega = 2;

T=1/Omega;
F=@Q(x)(abs(cos(x)-cos(qlbar-A))).~(-0.5);

C = quadgk(F,qlbar-A qlbar+A ' RelTol’ 3e-14);
k=(-((T~2*h)/(2*C"2))-J1)/J2
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