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CAPÍTULO 1: INTRODUCCIÓN 

 

1.1 RESUMEN. 

 

En este trabajo se estableció una metodología para la resolución de problemas 

no-lineales con soluciones múltiples relacionados con el modelado en 

Ingeniería química. 

Dicha metodología consiste en realizar primero un análisis de bifurcación 

escogiendo un parámetro sensible en la o las ecuaciones que describan el 

problema por medio del software AUTO, para después realizar un análisis del 

número de soluciones que tendrá el problema en función del valor del 

parámetro escogido. 

El identificar el número de soluciones que tiene el problema y haber obtenido la 

curva de equilibrio del problema, servirá para la obtención numérica de la o las 

soluciones que presenta el problema, por medio del método de homotopía de 

continuación diferencial de longitud de arco, que requerirá de uno o varios 

puntos iníciales que se escogerán del análisis de bifurcación realizado 

anteriormente.   

Esta metodología fue aplicada a 9 problemas no-lineales de ingeniería química 

que fueron encontrados en la literatura, que varían desde aquellos que tienen 

una sola variable a aquellos con mayor número de variables y de una forma 

simple algebraica a una compleja forma de términos algebraicos mezclados 

con funciones trascendentes.  

Se obtuvo la curva de equilibrio, los puntos de bifurcación, la determinación de 

zonas de multiplicidad y las soluciones de los 9 problemas por medio del 

software AUTO-07p y la aplicación de un programa en fortran del método de 

homotopía por continuación diferencial de longitud de arco.  
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1.2 JUSTIFICACIÓN. 

 

Uno de los elementos que permiten una simulación eficiente de los modelos en 

ingeniería química son los métodos numéricos utilizados para la resolución del 

problema matemático obtenido. Las investigaciones desarrolladas en dicho 

campo buscan obtener la solución o las soluciones a dichos problemas. 

Es común encontrar dentro de los problemas matemáticos asociados con la 

ingeniería química, expresiones no lineales (sistemas de polinomios o 

algebraicos combinados con funciones trascendentes, siendo estos últimos los 

más comunes). Este tipo de problema a veces presenta más de una solución, 

lo cual dificulta la obtención de dichas soluciones. No es raro que en los 

problemas modelados en ingeniería química, debido a su forma no-lineal y a la 

aparición de términos de funciones algebraicas y trascendentes en forma de 

producto, un problema presente soluciones múltiples.  

La presencia de soluciones múltiples es común en problemas no-lineales y 

prácticamente solo nos interesa hallar aquellas soluciones que tienen 

significado físico para el problema.    

Matemáticamente se cuenta con criterios para poder saber de antemano con 

cuantas soluciones cuenta un problema dado. El teorema fundamental del 

algebra y su equivalente para el caso de sistemas de varias variables, el 

teorema de Bezout [1], nos revelan a partir de cierta expresión algebraica, el 

número de soluciones que tendrá el problema. Pero como se mencionó 

anteriormente, la mayoría de los problemas cuentan con expresiones que son 

resultado de un producto de una función algebraica con una función 

trascendente. Un ejemplo de ello lo apreciamos en una expresión cinética de 

primer orden de reacción irreversible cuya constante cinética tiene una forma 

de Arrhenius, que a menudo es un término en las expresiones de conservación 

de materia y de energía: 

 

( )( ) ( )1.1, CAeTCfr RT
E∆

−
=
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Para un problema donde la temperatura y la concentración son variables, este 

tipo de expresión impide un análisis del número de soluciones con el que 

cuenta el problema, por lo que se tendrá que analizar el problema matemático 

en su extensión para poder hallar el mayor número de soluciones y encontrar al 

menos aquellas que sean de interés práctico. 

Podemos mencionar algunos modelos que presentan multiplicidad en sus 

soluciones, como en la determinación del comportamiento físico de un sistema 

químico (problema de determinación de un punto de azeótropo), en las 

variables que describen el comportamiento de un gas (ecuaciones de estado), 

en la determinación de los estados estacionarios en sistemas de reactores y en 

la determinación de los estados estacionarios de un proceso de destilación 

reactiva, son unos cuantos de los muchos ejemplos que se pueden encontrar 

en la literatura de problemas relacionados con la ingeniería química, con 

multiplicidad de soluciones. 

¿Qué podemos hacer para determinar el número de soluciones para este tipo 

de problemas? La respuesta se encuentra en la teoría de la bifurcación, esta 

disciplina de las matemáticas que se encarga del estudio de la estructura 

topológica de una familia de curvas integrales, o de un campo vectorial, o de 

una familia de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales. Al realizar 

dicho estudio, se debe emplear un estudio paramétrico que permitirá establecer 

el numero de soluciones que tiene un problema en diferentes valores de este 

parámetro. 

Una vez que tenemos en mente el número de soluciones para un problema 

dado, procederemos a obtener el valor numérico de las soluciones. Una 

clasificación [2] de los métodos para determinar las soluciones de estos 

problemas es: Locales, de región ampliada y globales. 

Los métodos locales son los más utilizados cuando se tiene una sola solución. 

Sin embargo, estos métodos en muchos casos no alcanzan la convergencia y 

el éxito de ésta depende del estimado inicial. 

Los métodos de región ampliada utilizan técnicas de optimización para 

encontrar las soluciones. Aunque tienen ventaja sobre los métodos locales, 
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muchas veces se tiene que proceder a manipulaciones en las expresiones para 

su resolución que llegan a ser demasiado complicadas. 

Los métodos globales, por otro lado, son de fácil implementación y no 

presentan dependencia del estimado inicial para alcanzar la convergencia, 

además es fácil adaptarlos para encontrar las soluciones múltiples. Dentro de 

estos métodos se encuentran los de homotopía, que han conquistado el terreno 

de los métodos de solución en los problemas de ingeniería química, debido a 

su simplicidad como la eficacia de los resultados obtenidos. 

El presente trabajo es una revisión del método de homotopía  de continuación 

diferencial de longitud de arco en sus aspectos teóricos y en su aplicación a 

problemas típicos de ingeniería.       

El empleo de las estrategias nombradas anteriormente resultarían imposibles 

de implementar si no se contará con las herramientas de cálculo a nuestra 

disposición en estos días. Para el análisis del número de soluciones se 

empleará el programa AUTO. Para la obtención de los valores exactos de la 

solución se realizó un programa en fortran del método de homotopía de 

continuación diferencial de longitud de arco.   
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1.3 OBJETIVOS. 

 

• Establecer una metodología para la determinación del número de soluciones 

de un problema no-lineal dado a través del análisis paramétrico del problema y 

la obtención del valor exacto de todas las soluciones por medio del método de 

homotopía de continuación diferencial de longitud de arco. 

 

• Establecer una metodología para la determinación de zonas con cierto 

número de soluciones en una curva de equilibrio por medio de sus puntos de 

bifurcación.  

 

• Realizar el estudio paramétrico de problemas prueba relacionados con la 

ingeniería química que presenten multiplicidad de soluciones. 

 

• Desarrollar un programa en Fortran que resuelva problemas algebraicos no-

lineales por medio del método de homotopía de prolongación diferencial de 

arco. 

 

• Codificar los problemas mencionados anteriormente en Fortran para su 

resolución exacta con el programa desarrollado y hallar todas las soluciones.  
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CAPÍTULO 2: MARCO TEÓRICO. 

 

2.1. TEORÍA DE LA BIFURCACIÓN [3]. 

 

Como se mencionó en la justificación, la teoría de la bifurcación se encarga del 

estudio topológico de la curva que representa la familia de soluciones con 

respecto de uno o más parámetros de curvas integrales, de un campo vectorial o 

de una familia de ecuaciones diferenciales. 

Por bifurcación entenderemos [3] la terminología científica que se emplea para 

describir, de manera cualitativa y significativa, los cambios que ocurren en la curva 

de soluciones de un sistema dinámico cuando sus parámetros clave están 

variando. Es una práctica común su uso para describir de manera cualitativa los 

cambios de estabilidad de la curva de soluciones de un sistema dinámico no-

lineal. 

La parte de la teoría de la bifurcación que es de interés para este trabajo 

corresponde a aquella que se encarga de la obtención de la curva de la familia de 

soluciones para una expresión del tipo 

 

( ) ( )1.20, =αxf
 

Esta curva de la familia de soluciones es conocida como curva de equilibrio del 

sistema dinámico. La función o funciones que describen el sistema dinámico 

estarán definidas por las variables del sistema x  y por ciertos parámetros propios 

del sistema α . Definimos la codimensión de una bifurcación en un sistema 2.1 

como la diferencia entre la dimensión de los parámetros espaciales y la dimensión 

de la frontera de la bifurcación correspondiente; equivalentemente, la codimensión 

es el número de condiciones independientes que determinan la bifurcación. En 

este trabajo sólo trabajaremos con bifurcaciones de codimensión uno y estamos 
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interesados en sólo dos tipos de bifurcaciones: los puntos de bifurcación de 

pliegue y los puntos de ramificación. 

El interés en estos puntos radica en que con base en ellos, podemos definir las 

zonas en las que el sistema de ecuaciones definido en la ecuación 2.1 presentará 

cierto número de soluciones, por ello, es importante identificar cómo estos puntos 

se pueden encontrar para un sistema dado. 

A continuación profundizaremos en los aspectos teóricos necesarios para la 

obtención de la curva de equilibrio 2.1. Hay dos aspectos a considerar, uno radica 

en la obtención de la curva de equilibrio y el otro en la detección de los puntos de 

bifurcación. 

 

2.1.1. Análisis numérico de las bifurcaciones. 

 

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que depende de un 

parámetro, nuestra meta es obtener su diagrama de bifurcación, esto es, dividir el 

espacio del parámetro en regiones donde el sistema tiene planos fase 

topológicamente equivalentes y describir cómo estos planos son transformados en 

las fronteras de la bifurcación. Para fines de este trabajo sólo revisaremos las 

bifurcaciones para sistemas con un parámetro.  

 

2.1.1.1 Análisis de bifurcación para un parámetro [3]. 

 

Consideremos un sistema continuo que depende de un parámetro 

 

( ) ( )2.2,,, ℜ∈ℜ∈= αα nxxf
dt
dx

 



MARCO TEÓRICO 
 

~ 8 ~ 
 

Donde f  es una función suave de ( )α,x . Se entiende por análisis de bifurcación 

del sistema a la construcción del diagrama de bifurcación de su parámetro (la 

curva parametrizada con respecto a α ), en particular, al estudio de la 

dependencia del equilibrio y de los ciclos limite de su parámetro, así como su 

localización y análisis de las bifurcaciones que presente. 

 

2.1.1.2 Continuación de la curva de equilibrio [3]. 

 

Como se dijo anteriormente, los puntos de equilibrio son aquellos que satisfacen la 

ecuación 2.1. Esto es un sistema de n ecuaciones en 1n+ℜ  con coordenadas ( ).,αx

Como se mencionó anteriormente la ecuación define una curva suave de 

dimensión 1n+ℜ . Obtener los puntos que describen el campo de direcciones nos 

dará la dependencia del equilibrio 2.1 con respecto del parámetro α. (Figura 1 [3])   
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El problema de obtener los puntos del campo de direcciones es un caso específico 

del problema general de continuación, que significa encontrar la curva en 1n+ℜ  

definida por la ecuación 

 

( ) ( )3.2:,0 1 nnFyF ℜ→ℜ= +

 

Por el teorema de la función implícita, el sistema 2.3 define localmente una curva 

suave que pasa por el punto 0y  que satisface 2.3, tal que el rango nJ =  donde 

( )0' yFJ =  es la matriz jacobiana de 2.3 en 0y . En 2.2 ( )α,xy = , y la condición de 

regularidad está definida por un equilibrio hiperbólico, así como los puntos en su 

pliegue genérico. 

La solución numérica de este problema de continuación radica en la obtención de 

la secuencia de puntos nyyyy ,...,,, 321  que se aproximen a la curva con una 

tolerancia establecida. Un punto inicial 0y , es lo suficientemente cercano a la 

curva (o pertenece a ella), será de donde se generará dicha secuencia en alguna 

de las posibles direcciones, que se deberán saber de antemano. En el caso del 

equilibrio, este punto ( )000 ,αxy =  corresponde al equilibrio en 0x  de 2.2 

encontrado para algún valor fijo del parámetro 0α  por uno de los métodos que se 

describirán a continuación. 

La mayoría de los algoritmos de continuación utilizados en el análisis de 

bifurcación implementan métodos predictor-corrector e incluyen el desarrollo de 

tres pasos básicos repetidamente: 

● Predicción al siguiente punto. 

● Corrección. 

● Control del tamaño de paso. 
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2.1.1.2a. Predicción [3]. 

 

Supongamos que un punto regular jy  ha sido encontrado. Entonces, el siguiente 

punto en la secuencia puede estimarse utilizando la tangente 

 

 

 

( )4.2~ 1 j
j

jj vhyy +=+

 

Donde jh  es el tamaño de paso actual, y 1+ℜ∈ njv  es el vector tangente unitario a 

la curva en el punto jy  (Figura 2a [3]). Si ( )py  es la parametrización de la curva 

cerca de jy , digamos por la longitud de arco con ( ) jyy =0 , entonces al sustituir 

( )pyy =  en 2.3 y obteniendo la derivada con respecto a p  tenemos 

 

( ) ( )5.20=jj vyJ  
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Porque 
0=

=
y

j

dp
dyv  y el jacobiano de 2.3 evaluado en jy , ( )jyJ  es ( )

jyy

j

y
FyJ

=∂
∂

= . 

Para obtener el vector tangente de 2.5, debemos fijar su norma. La manera simple 

de hacerlo es fijando una 1
0

=iv , resolver el sistema para las otras componentes y 

después normalizar el vector resultante, cuidando la preservación de la dirección 

correcta a lo largo de la curva. El procedimiento anterior es equivalente a resolver 

el sistema aumentado 

( ) ( )6.2
1
0

1 







=








−

j
Tj v

v
J

 

Donde 11 +− ℜ∈ njv  es el vector tangente en el punto 1−jy  anterior de la curva. El 

sistema es no singular para una curva regular si los puntos jy  y 1−jy  están lo 

suficientemente cerca.  

Otra forma de predecir es por medio de la secante, aunque requiere dos puntos 

previos a la curva, 1−jy  y jy . Entonces la predicción esta dada por 2.4 donde 

(Figura 2b [3]) 

 

( )7.2
1

1

jj

jj
j

yy
yyv

−
−

=
−

−

 

2.1.1.2b. Corrección [3]. 

 

Una vez que se ha predicho el punto 1~ +jy  que esta cerca de la curva, 

necesitaremos calcular el siguiente punto 1+jy  sobre la curva con una tolerancia 

establecida. Esta corrección es desarrollada por el método de Newton. Sin 

embargo, solo podrá ser aplicado a sistemas en los que el número de incógnitas 

es igual al número de ecuaciones. Para poder realizar esto, tendrá que agregarse 

una condición escalar adicional al sistema 2.3  
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( ) ( )8.20=yg j

 

para así poder aplicar el método de Newton al sistema 

 

( )
( ) ( )9.2

0
0





=
=

yg
yF

j

 

Geométricamente esto significa que buscamos la intersección de la curva con 

alguna superficie cercana a 1~ +jy . Es natural asumir que la predicción del punto 
1~ +jy  pertenece a esta superficie (Esto significa que ( ) 0~ 1 =+jj yg ). Existen 

diferentes enfoques para especificar la función ( )yg j : Puede ser por continuación 

natural, por continuación de la pseudo-longitud de arco y por continuación de 

Moore-Penrose. 

 

2.1.1.2bI. Continuación Natural [3]. 

 

La manera más sencilla es tomar el hiperplano que pase a través del punto 1~ +jy  

que es ortogonal a uno de los ejes coordenados, esto quedara fijo por 

 

( ) ( )10.2~ 1
00

+−= j
ii

j yyyg
 

La mejor elección de 0i  es tal que el índice del componente de iv  sea el máximo 

valor absoluto (Figura 3a [3]). En este caso, la coordenada 
0i

y  es la que mas rápido 

cambia a lo largo de la curva localmente. Este índice deberá ser diferente punto 

con punto. 
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2.1.1.2bII. Continuación de la pseudo-longitud de arco [3]. 

 

Otra posibilidad es seleccionar un hiperplano que pase a través del punto 1~ +jy  que 

es ortogonal al vector jv  (Figura 3b [3]) 
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( ) ( ) ( ) ( )11.2,,~ 1
j

j
j

jjjj hvhyyvyyyg −−−=−= +  

 

Si el tamaño de paso jh  es suficientemente pequeño, las iteraciones del método 

de Newton convergerán al punto 1+jy  de la curva para el punto predicho 1~ +jy  por 

ambos métodos. Además, podemos utilizar la matriz ( )1+jyJ  que se necesita en 

2.5 del jacobiano obtenido en 2.9 en la última iteración del método de Newton. 

 

2.1.1.2bIII. Continuación de Moore-Penrose [3]. 

 

La función ( )yg j  en 2.9 puede adaptarse en el desarrollo de las iteraciones del 

método de Newton. Por ejemplo, el plano donde ocurre la iteración actual puede 

ser ortogonal a un vector normalizado kV  que satisfaga ( ) 01 =− kk VYJ , donde Yk-1 

es el punto obtenido de la iteración anterior del método de Newton, tal que 

 

( ) ( ) ( )12.2,1 kkj
k VYyyg −−=

 

(Figura 3c [3]) para la primera iteración  jjj vVhvyY =+= 10 , . Como puede 

apreciarse, el vector kV  con 2≥k  es tangente a la curva ( ) ( )1−= kYFYF  en el 

punto 1−kY  en esta.  

 

2.1.1.2c. Control del tamaño de paso [3]. 

 

Existen algoritmos sofisticados para controlar el tamaño de paso [3] jh . Sin 

embargo, algo tan simple como un control del tamaño de paso que dependa de la 

convergencia puede ser una herramienta confiable y de fácil implementación. Esto 

es, que se disminuya el tamaño de paso y se repita el paso corrector si no se 
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alcanza la convergencia después de un numero dado de iteraciones; se 

incrementa el tamaño de paso  1+jh  con respecto a jh  para alcanzar más rápido la 

convergencia siempre y cuando cumpla con la tolerancia establecida y en caso de 

que no ocurra esto, mantenemos el tamaño de paso.  

 

2.1.1.3. Detección y localización de las bifurcaciones con un parámetro [3]. 

 

En los sistemas continuos en el tiempo, hay tres bifurcaciones de codimensión 1 

que se pueden detectar a lo largo de una curva de equilibrio: La bifurcación de 

pliegue, el punto de ramificación y la bifurcación Hopf (Ver sección 2.1.1.3b). 

Aunque para fines de este trabajo nos interesa el punto de pliegue y el punto de 

ramificación, revisaremos la obtención y significado de todas las bifurcaciones de 

codimensión 1. 

Para identificar estos puntos, es necesario definir una función de prueba o función 

de bifurcación. Estas son funciones escalares suaves que tienen ceros regulares 

en los puntos de bifurcación. Decimos que un punto de bifurcación ha sido 

detectado cuando en dos puntos sucesivos ky  y 1+ky  del campo de direcciones 

 

( ) ( )13.2:,0 1 nnFyF ℜ→ℜ= +

 

Si la función de prueba ( )yψψ =  tiene signos opuestos en dichos puntos, esto es 

 

( ) ( ) ( )14.201 <+kk yy ψψ
 

Entonces, tendremos que localizar un punto donde 0=ψ  en forma similar a un 

punto regular, por aplicación de algún método para el sistema 
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( )
( ) ( )15.2

0
0





=
=

y
yF

ψ
 

Podríamos pensar en utilizar el método de Newton, lo cual usualmente se hace 

cuando la función de prueba es definida y diferenciable en la vecindad de la curva 

de equilibrio. Pero hay ocasiones donde la función de prueba es singular en algún 

punto de la curva donde 0=ψ , donde se tendrá que aplicar el método de la 

secante para localizar 0=ψ  a lo largo de la curva. Una manera simple de definir 

las funciones de prueba para detectar y localizar puntos con bifurcaciones de 

pliegue y de Hopf se describe a continuación. Para ambos casos, consideremos la 

curva de equilibrio 2.2. 

 

2.1.1.3a. Localización y detección de bifurcación de pliegue [3]. 

 

La función 

 

( ) ( ) ( )16.2,,
1

∏
=

=
n

j
jt xx αλαψ

 

Donde ( )αλ ,xj  son los valores propios de la matriz jacobiana ( ) ( )αα ,, xfxA x= , es 

una función de prueba para la bifurcación de pliegue. Además, el jacobiano de 

2.15 con ( )α,xy =  es singular cuando vale cero, por lo que el método de Newton 

puede aplicarse para localizarlo. Las iteraciones del método de Newton, si 

convergen, determinaran las coordenadas donde el  valor propio tiene valor de 

cero y el valor critico del parámetro al cual existirá. 

La función de prueba 2.16 requiere el conocimiento de los valores propios de A 

para su obtención. Estos valores propios deberán encontrarse numéricamente a 

cada punto de la curva, lo cual puede resultar laborioso. Para evitar este calculo, 
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se identifica el producto de la ecuación 2.16 como el determinante de ( )α,xA , por 

lo que la forma de la función de prueba para la bifurcación de pliegue es 

 

( ) ( ) ( )17.2,det, 







∂
∂

=
x
xfxt

ααψ

 

Otra manera de detectar los puntos los puntos de pliegue es a través del 

monitoreo de los puntos extremos con respecto al parámetro de la curva de 

equilibrio, esto con base en que cuando hay un punto de pliegue ocurre un cambio 

de signo en el componente α  del vector tangente. De esto podemos decir que 

cuando la curva de equilibrio presenta un punto de pliegue, en dicho punto la 

curva cambia de dirección.  

 

2.1.1.3b. Detección y localización de una bifurcación Hopf [3]. 

 

La función  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )18.2,,,
1,

1
2

∏
−

>
=
=

+=
in

ji
j
i

jiH xxx αλαλαψ

 

Esta función vale cero en un punto de bifurcación Hopf, donde existirán valores 

propios conjugados, esto es 02,1 ωλ i±= , por ello esta función vale cero en un punto 

con bifurcación Hopf. Igual que la bifurcación anterior, se puede emplear el 

método de Newton para hallar el punto de bifurcación Hopf y para evitar la 

laboriosa tarea de hallar los valores propios, expresamos la función de prueba 

como 
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( ) ( ) ( )19.2,2det, 





 ⊗

∂
∂

= nH I
x
xfx ααψ

 

Donde nI es la matriz identidad de n por n, donde ⊗  indica el producto bialternado, 

que para este caso podemos definir como 

 

( )( ) ( ) ( )2022 .,,,
qsqr

pspr

qsqr

pspr
srqpn aa

aa
IA

δδ
δδ

+=⊗

 

Donde ijδ  es la delta de Kronecker. El desarrollo de los determinantes y con la 

definición de la delta de Kronecker, la función queda expresada como 

 

( )( ) ( )

( )21.2
caso. otro cualquier Para0

psSi
qsyprSi
qsyprSi
qsyprSi

qrSi

2 ,,,
















=−
≠=
==+
=≠

=−

=⊗

qr

qs

qqpp

pr

ps

srqpn

a
a

aa
a

a

IA
 

En este trabajo, los puntos Hopf no nos servirán para el análisis del número de 

soluciones para un problema. Sin embargo, la ubicación de este tipo de puntos 

determina la estabilidad o inestabilidad de las soluciones obtenidas, lo cual es 

información valiosa en la determinación de estados estacionarios en problemas de 

ingeniería química donde se desea operar en un estado estacionario estable [4]. 

 

2.1.1.3c. Puntos de ramificación [3]. 

 

Un punto de una curva de equilibrio  es llamado como punto de ramificación si 

para el problema de continuación 
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( ) ( )22.2:,0 1 nnFyF ℜ→ℜ= +

 

Para cierto ( ) 0=∗yF  existen al menos dos diferentes valores que satisfacen 2.22 

y pasan a través de ∗y . Un punto de ramificación puede aparecer si la curva 

presenta un lazo y se interseca a si misma en el punto ∗y  o cuando la curva de 

equilibrio presenta dos o más ramas. 

 Normalmente un punto de ramificación no se considera como un punto de 

bifurcación, sin embargo lo consideraremos como un punto especial debido a que 

en este trabajo es importante su conocimiento para determinar las áreas donde 

existen determinada cantidad de soluciones para el análisis paramétrico. 

 

2.2. LOS MÉTODOS DE HOMOTOPÍA [5, 6]. 

 

La continuación o método de homotopía ha sido una herramienta útil de las 

matemáticas modernas. Desde su origen en 1934, el uso de transformaciones 

para resolver sistema de ecuaciones no-lineales había sido utilizado para hallar la 

o las soluciones, aunque dichas transformaciones a menudo no lograban este 

objetivo, no fue hasta que los métodos de homotopía fueron implementados que 

este objetivo fue alcanzado. 

En 1967 Greenberg [6] definió la homotopía como un mapeo de cierta función F  en 

función de un parámetro t  a manera de una transformación en la cual cuando el 

parámetro de homotopía tiene un valor de cero, la o las variables de la función F  

tendrán como valor cierto punto inicial y cuando el parámetro de homotopía tenga 

un valor de 1 las variables de la función F  tendrán como los valores que 

corresponde al o a los ceros de la función F .    

Los métodos de homotopía consisten en lo siguiente: Supongamos que deseamos 

obtener la solución de un sistema de N ecuaciones con N incógnitas 
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( ) ( )23.20=xF
 

Donde NNF ℜ→ℜ:  es una función suave. Ahora, utilizamos la transformación 
NNh ℜ→ℜ:  tal que 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )24.21,,0, xFxhxgxh ==
 

Donde NNg ℜ→ℜ:  es una transformación suave en la que conocemos los 

valores de x  que resuelven 2.23. Y h  es también suave. Definimos la homotopía 

lineal convexa, para algún valor del parámetro de homotopía t  como 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )25.21, xgtxtFtxh −+=
 

La función de homotopía reduce un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. A 

un valor de 0=t  la ecuación se reduce a ( ) 0=xg  cuya solución es fácil de 

encontrar. A un valor de 1=t  la ecuación se reduce a ( ) 0=xF , que es la función 

original, y cualquier valor de las variables de la función que cumplan este punto 

serán los ceros de la función. 

La curva definida como ( ) ( )01−∈Hsc  desde un punto inicial ( )0,0x  a un punto que 

dará la solución del problema original ( )1,∗x  corresponde a la trayectoria de 

homotopía. Para poder obtener dicha curva, primero debemos definir la forma de 

( )xg . Existen tres formas de definir dicha función: 

• Forma de punto fijo: ( ) 0xxxg −= . 

• Forma de Newton-Raphson: ( ) ( ) ( )0xFxFxg −= . 

• Forma de Afinidad. 

La mayoría de las implementaciones del método de homotopía utilizan la forma 

( ) ( ) ( )0xFxFxg −= , debido a que conserva la escala de invariancia del método de 

Newton [6]. Al sustituir esta forma en la función de homotopía obtenemos la 

homotopía global  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )26.21, 0xFtxFtxh −−=
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Ahora que ya tenemos la expresión matemática que define esta transformación, 

hay tres aspectos matemáticos que debemos considerar: 

• ¿Cómo podemos asegurar la existencia de la curva suave ( ) ( )01−∈Hsc  con 

punto inicial ( )0,0x ?   

• Si la curva existe, ¿Cuándo esta asegurado que intersecará el nivel de 

homotopía 1=t  en una longitud finita? 

• ¿Cómo podemos obtener los puntos de dicha curva? 

 La respuesta al primer aspecto se encuentra en el teorema de la función implícita, 

que nos dice que si el punto ( )0,0x  es un cero regular de h , esto es, que el 

jacobiano en el punto inicial ( )0,0xh  tiene rango N, entonces la curva ( ) ( )01−∈Hsc  

con valor inicial ( ) ( )0,0 0xc =  y cuya tangente en el punto inicial es diferente de 

cero, existirá al menos localmente (es decir, en un intervalo abierto alrededor del 

cero) [7]. 

El segundo aspecto esta relacionado con los teoremas de existencia en análisis 

no-lineal. De manera general, están fijas las condiciones necesarias en la 

definición de la homotopía para que las condiciones a la frontera prevengan que 

cuando la curva tienda al infinito intercepte al menos una vez el nivel de 

homotopía 1=t , o su paso a través del nivel 0=t  [8]. 

Por ultimo, el tercer aspecto ya ha sido considerando y discutido en la sección 

2.1.1.2. La idea detrás de estos algoritmos de continuación es clara, para un 

incremento t∆  lo suficientemente pequeño, el proceso iterativo convergerá desde 

un valor inicial para x a la solución. Sin embargo, el proceso de continuación a 

través del parámetro de homotopía puede fracasar debido a la presencia de 

puntos de pliegue en la curva (Figura 5 [5]), atribuido a una condición patológica de 

la parametrización del problema. La solución a este problema radica en considerar 

la longitud de arco como un parámetro de la curva. Para fines numéricos, esta 

parametrización es un recurso conceptual para emplear aproximaciones para la 

obtención de la curva empleando una continuación por la pseudo-longitud de arco 
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o a través de la sintonización de parámetros adecuados que permitirá la 

continuación de la curva. 

 

 

La idea general de este proceso subyace en que una vez que la curva c  ha sido 

parametrizada con respecto a la longitud de arco, el problema de homotopía 

puede considerarse como  un problema de valor inicial en el cual al diferenciar   

 

( )( ) ( )27.20=pch
 

Con respecto a la longitud de arco 

 

( )

( ) ( )
( )28.2

0,0,1p
:a Sujeta
0''

0xc

pph

==

=

 



MARCO TEÓRICO 
 

~ 24 ~ 
 

Se pueda resolver a través de la integración numérica de 2.28 para después 

utilizar un método iterativo que resuelva localmente 2.27 para la estabilización del 

problema. 

 Aunque resolver de esta manera el problema original pudiera parecer más 

complicado que por alguno otro método, el proceder de esta manera tiene la 

ventaja de que el problema 2.28 posee propiedades locales de contracción 

superiores a las de los métodos iterativos. 

 

2.2.1. Implementaciones al método de homotopía para el control de tamaño 
de paso [5]. 

 

 A pesar de que el enfoque de la continuación por pseudo-longitud de arco hará 

que el método de homotopía adquiera mejores propiedades de convergencia, hay 

que considerar que el método puede llegar a ser robusto dependiendo de la 

rigidez de las ecuaciones que definen el problema, esto debido a que para 

asegurar la convergencia a la o las soluciones del problema, se deberá escoger un 

tamaño de paso que cumpla con la tolerancia establecida para la continuación de 

la trayectoria de homotopía; cuyo valor aumentará el numero de iteraciones de los 

ciclos de predicción y corrección para el problema y con ello el numero de cálculos 

a realizar. 

Para evitar este inconveniente, existen numerosas estrategias de adaptación de 

tamaño de paso, las cuales harán que disminuya el numero de cálculos de un 

problema procurando mantener la tolerancia establecida para la continuación. 

Existen tres tipos de estrategias de adaptación [5]: 

• Adaptación por estimados asintóticos. 

• Adaptación por modelos de error. 

• Adaptación que involucra predicciones de orden variable. 
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La adaptación por estimados asintóticos parte de la idea de observar el desarrollo 

de la corrección para después adaptar el tamaño de paso. Esta estrategia será la 

utilizada en este trabajo y se discutirán sus detalles en la siguiente sección. 

La adaptación por modelos de error como su nombre lo indica, se basa en un 

modelo de error para la corrección que controla el tamaño de paso por el número 

de pasos que toma la corrección hasta que se cumpla la tolerancia establecida. 

Uno de los mayores inconvenientes de esta estrategia radica en la definición del 

modelo de error, pues los modelos de error tienen diferentes formas dependiendo 

del proceso de iteración. 

La adaptación que involucra predicciones de orden variable controla la corrección  

por medio del número de predicciones empleadas para un ciclo de predicción-

corrección. A través de las predicciones, emplea en la corrección una interpolación 

polinomial la cual generará una tolerancia para la predicción que determinará el 

número de predicciones empleadas. Este método tiene como inconveniente la 

cantidad de cálculos a realizar, que al ser mayores que las de adaptación por 

estimados asintóticos, es preferible emplear este ultimo. 

 

2.2.1.1. Adaptación por estimados asintóticos [5]. 

 

Supongamos que tenemos cierto punto ( )01
0

−∈Hx  y que tenemos cierto tamaño 

de paso 0>h , la predicción del siguiente punto (que de aquí en adelante 

llamaremos predictor de Euler o paso de Euler) es ( )( )00 xHftxhy ')( +=  y que 

después utilizaremos una corrección del punto (que de aquí en adelante 

llamaremos corrector de Newton o paso de Newton) para generar un siguiente 

punto ( ) ( )01−∈Hhz .  

L a estrategia de adaptación que discutiremos esta basada en estimados a 

posteriori en el desarrollo del proceso de corrección cuyo propósito es responder 

la pregunta: Para un proceso de corrección para un punto ( )hy  ¿Cuál será el 
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tamaño de paso h~ que pueda ser el mejor para obtener ( )hz ~  a partir de 0x ? Este 

tamaño de paso ideal h~  es determinado a través de estimados asintóticos y 

después el tamaño de paso adquiere este valor para el predictor de Euler. Esta 

estrategia depende de dos factores: el método predictor-corrector utilizado y el 

criterio utilizado para decidir cual proceso de corrección es considerado el mejor.  

Como se había mencionado en 2.2 el empleo de parámetros de sintonización nos 

ayudará en el proceso de elección y adaptación del tamaño de paso. El parámetro 

principal que se emplea para esta adaptación es el radio de contracción. Sea y  el 

punto obtenido por medio del predictor de Euler y 1z  el punto obtenido después de 

aplicar el corrector de Newton. Supongamos que deseamos encontrar un segundo 

corrector de Newton aplicado en el punto  1z , entonces el punto obtenido por el 

segundo corrector esta dado por 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2921112 .' hzHhzHhzhz −=
 

Entonces el coeficiente de dos pasos sucesivos de Newton  

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )30211 .

'
'

hyHhyH
hzHhzH

=α

 

Que es el radio de contracción del proceso de corrección. Debido a que el método 

de Newton es convergentemente cuadrático, α  disminuirá (y por ello el método de 

Newton será más rápido) si h  disminuye y ( )hy  se aproxima a ( )01−H . Está 

demostrado [5] que el comportamiento asintótico de α  con respecto a h  tiene la 

siguiente forma 

 

( ) ( ) ( ) ( )31232
2 ., hOhyhy += κα
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Donde 2κ  es una constante positiva que es independiente de h  y depende de y  y 

O  es el símbolo de Landau que indica la uniformidad local de los términos 

indicados en su argumento de su desarrollo en expansión que tendrán un valor 

menor al termino anterior del argumento en su desarrollo por expansión.  

Con base en la relación asintótica 2.31 la modificación del tamaño de paso hh ~→  

ya puede ser explicada. Supongamos que el ciclo predictor-corrector ha sido 

desarrollado con un tamaño de paso h . Entonces ( )( ) ( )( )hyHhyH '  y 

( )( ) ( )( )hzHhzH 11'  ya han sido calculados y ( )hy,α  puede obtenerse y un estimado 

posterior 

 

( ) ( ) ( ) ( )32222 ., hO
h

hyy +=
αα

 

está disponible. Ahora queremos adaptar continuamente el tamaño de paso h  

para mantener cierto radio de contracción ideal α~ . La elección de dicho radio 

dependerá de la naturaleza del problema y a un α~  pequeño, habrá una mayor 

seguridad de que el método siga la curva. Una vez que hemos fijado α~  debemos 

de considerar un tamaño de paso h~  que sea el adecuado si ( ) αα ~, =hu de la 

definición de α  y considerando que tenemos el estimado anterior y despreciando 

los términos de orden mayor obtenemos la formula 

 

( ) ( )332.
,

~~
hy

hh
α

α
=

 

Que nos dará el tamaño de paso para el predictor de Euler en el siguiente punto. 

Ahora para actualizar el tamaño de paso entre cada ciclo del predictor-corrector, 

se requieren de dos parámetros relacionados con el calculo del predictor de Euler, 

primero un tamaño de paso que aproxima la distancia a la curva  
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( )( ) ( )( ) ( )3421 .' hyHhyHd =
 

Y un ángulo de giro 

 

( )( ) ( )( )( )( ) ( )3521 .''cos hyHtyHt−=θ
 

De entre dos pasos de Euler sucesivos que miden la curvatura que forman entre 

ellos. De manera similar como con el radio de contracción, existen las relaciones 

asintóticas entre estos parámetros y el tamaño de paso 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )3622

2

32
2

.,
,

hOhyhy

hOhydhyd

+=

+=

θθ
 

Y también, deseando mantener un tamaño de paso ideal y un ángulo de giro ideal, 

obtenemos 

 

( )

( ) ( )372.
,

~

,

~~

hy
hh

hyd
dhh

θ
θ

=

=

 

Donde ( )hyd ,  y ( )hy,θ  son el tamaño de paso y ángulo de giro que han sido 

obtenidos antes de desarrollar el ciclo predictor-corrector actual. 

 

2.2.2. Método de homotopía por continuación diferencial de longitud de arco. 

 

En esta sección desarrollaremos algunos conceptos teóricos y prácticos del 

método de homotopía utilizado para este trabajo con base en los conceptos 
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desarrollados anteriormente. Al final de esta sección resumiremos el algoritmo del 

método y desarrollaremos su implementación práctica. 

Tenemos la homotopía global 

 

( ) ( ) ( )38.201)(),( 0 =−−= xftxftxh
 

Usemos la sustitución t−= 1λ  siguiendo la trayectoria Γ  de 1=λ  a 0=λ , que de 

aquí en adelante en este trabajo nos referiremos a λ  como el parámetro de 

homotopía y será con el que trabajaremos. La función de homotopía queda como 

 

( ) ( ) ( ) ( )39.2),(, 0xfxfxHtxh λλ −==
 

En 1=λ  , tenemos que el valor de la función de homotopía es el estimado inicial, 

y en 0=λ  tomara el valor de la solución deseada de la función. 

Diferenciando esta ecuación con respecto a la longitud de arco p , tenemos 

 

( ) ( ) ( )40.20' 0 =− xf
dp
d

dp
dxxf λ

 

Donde el vector ( )0xf , se abreviará como 0f . La ecuación anterior representa n 

ecuaciones para n+1 funciones desconocidas de p. El vector 
TT

dp
d

dp
dx



























 λ, , es 

uno de los vectores nulos de la matriz jacobiana de n por n+1 correspondiente a la 

derivada total de la función de homotopía.; llamémosla ( )[ ]0|' fxf −  asumiendo que 

su rango es n. Si 
TT

dp
d

dp
dx



























 λ, satisface 
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( )41.21
2

=







+
















dp
d

dp
dx

dp
dx

T
λ

 

Con la ecuación anterior se tendrá un vector unitario nulo del espacio nulo 

unidimensional de ( )[ ]0|' fxf − ; sin embargo, quedará completamente determinado 

excepto por su signo (la dirección). El significado de esto está en la longitud de 

arco que en el caso de un espacio de dimensión n se puede expresar como 

 

( )42.21
2

=







+








dp
d

dp
dx λ

 

El problema a resolver será 

 

( )[ ] ( )43.20|' 0 =



















−

dp
d
dp
dx

fxf λ

 

y  

 

( )44.21
2

=







+
















dp
d

dp
dx

dp
dx

T
λ

 

con las condiciones iníciales 

 

( )
( ) 10
0 0

=

=

λ
xx
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Esta ecuación constituye un problema de valor inicial para un sistema autónomo 

de ecuaciones diferenciales ordinarias implícitas y no lineales donde ( )xf '

corresponde a la matriz jacobiana, 0f  es un vector de n por 1, 
dp
dx  es un vector de 

n por 1 y λ  es un escalar. 

Un método conveniente para resolver la ecuación anterior es el empleo de un 

predictor explicito para el punto siguiente en la trayectoria de homotopía  y 

después corregirlo por el método de Newton. Se requerirán una o dos Iteraciones 

de Newton para tener un valor intermedio de λ  cuando se requiera precisión.  

 

2.2.2.1. Cálculo Predictor-Corrector. 

 

El vector unitario u  tangente a la trayectoria de homotopía, se obtiene resolviendo 

 

( )
( )

( )45.2

1
.
.
.
0
0

|' 1
0



























==










 −
+n

Ti
ev

e

fxf

 

Donde ( )[ ]0|' fxf −  tiene rango n. El vector ( )Tie en 2.45 es el vector unitario 

coordinado. El vector unitario tangente 

 

( )46.2
|||| v

vu ±=
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Donde v  es la solución 2.45 y |||| v  es su norma euclidiana, donde el signo se 

escoge negativo al seguir la trayectoria Γ  de 1=λ  a 0=λ . Como el rango de 

( )[ ]0|' fxf −  es n, ( )xf '  puede ser patológica o singular. Para poder evitar esto, 

combinamos las ecuaciones 2.40 y 2.41 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )47.2

1|

0|'

|

'|'

|0

|1

|

|'

2

00
























=





























+

























−

=












































−
T

TT
T

T

dp
dx

xf

dp
d

dp
dx

dp
dx

dp
dx

f
dp
dxxfxf

dp
d
dp
dx

dp
d

xp
dx

fxf

λ

λ

λλ  

 

La primera matriz del lado derecho, la denotaremos con Ψ, Es no singular porque 






















dp
d

dp
dx

T
λ,   es ortogonal al vector ( )[ ]0|' fxf −  cuya dimensión es n, tenemos 

 

( )
( )48.2

1|

0|'
det

|0

|1
detdet
























=



















Ψ T

T
dp
dx

xf

dp
d
dp
dx

λ

 

O 

 

( ) ( )49.2'detdet xf
dp
d

=Ψ
λ

 

Que será singular solo si 0=
dp
dλ . Aquellos puntos donde 0=

dp
dλ  se llaman un 

punto de pliegue con respecto a λ  (terminología apropiada considerando lo visto 

en la sección 2.1.1.3). La ecuación anterior nos dice que un punto a la trayectoria 
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de homotopía lejos de un punto de pliegue con respecto a λ , ( )xf '  no deberá ser 

singular, en ese caso ie  en la ecuación puede tomarse como 1+ne , 11 =+nv   y 

 

( )502

1

1

0

0

.

||,||

,

TT

TT

f

f

u













































−=
∧

∧

 

Donde, por conveniencia, ( )[ ] fxf 1' − se denotará por 
∧

f . El acento circunflejo se 

emplea sugiriendo una transformación del vector del espacio nℜ  a través de 

( )[ ] 1' −xf  que pertenece a la aplicación ( )nL ℜ , que es el espacio lineal de 

transformaciones de nℜ  a nℜ . Si el punto en cuestión en la trayectoria de 

homotopía no esta lejos de un punto de pliegue con respecto a λ . Sea i  el índice 

del componente de u  cuyo valor absoluto sea mayor al de la iteración anterior; Si 

el paso anterior no es muy grande, la matriz  '
iH− , formada eliminando la i-esima 

columna de ( )[ ]0|' fxf − , no será singular, y podemos resolver: 

 

( )
( )5121

1

.'
|'

+

+

−
=
















∂
∂

n

Tn

i
i

ev

e

x
HH

 

De la forma 

 

( )5221 .
i

i

x
HwH

∂
∂

−=−
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Donde ( )Tinnii vvvvvvv ,,,...,,,...,' 1111 ++−= , ( )Tnnii vvvvvw 1111 ,,...,,,..., ++−=  y 
ix

H
∂
∂  es la        

i-esima columna de ( )[ ]0|' fxf − . El vector ( ) ( )
( )1,

1,,,,...,,,..., 1111 T

TT
T

innii w
wuuuuuu ±=++−  

es el vector unitario  del  i-esimo componente en turno a la posición final. El signo 

se escoge tratando de mantener el ángulo más pequeño entre vectores tangentes 

sucesivos. Si la selección de i esta restringida a lo largo de los componentes de u  

correspondientes a las especificaciones no estándar, el patrón de dispersión de 

esta matriz de estructura simple no será afectada. 

Un aspecto importante del método de homotopía por continuación de longitud de 

arco es la estrategia del tamaño de paso en el paso del Predictor de Euler, donde 

el vector unitario tangente u , es multiplicado por el tamaño de paso δ , para 

determinar el punto de arranque, para el subsiguiente corrector de Newton 

u
x

y δ
λ

+







= . Ahora consideremos el corrector. 

 

2.2.2.2. El corrector de Newton. 

 

En los métodos de continuación clásicos, las correcciones por Newton son hechas 

en el hiperplano kλλ = . Las correcciones de Newton se harán en el hiperplano 

ortogonal al vector unitario tangente u . Cuando el tamaño de paso no sea grande, 

este hiperplano interseca la trayectoria de homotopía en un punto cercano al punto 

predicho, como se ve en la figura 6.  

La ecuación para el corrector de Newton ( )TTx λ∆∆ , , es 

 

( ) ( ) ( )532
0

00

.
|'








 −
=








∆
∆








 − xffx
u

fxf
T

λ
λ
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La solución de esta ecuación nos da 

 

( )
( )542

0

0
1

0

.

∧∧

∧

+

∧∧

−∆+=∆

+









−

=∆

ffx

fuu

ffu

T
nn

T
n

λλ

λ
λ

 

Donde  ( )Tnn uuuu ,...,, 21= .  

 

2.2.2.3. Algoritmo de la longitud del tamaño de paso [6]. 

 

Sean los primeros dos pasos de corrector Newton de y  a 1z  y de 1z  a 2z  como 

se aprecia en la figura 6 [6]. Sea |||| 1
1 zyd −=  y |||| 12

2 zzd −= ; definamos 
1

2

d
d

=α  

como el radio de contracción, que por el teorema de Newton-Kantorovich [9] no 

debe ser mayor a 0.5 sí esta en el dominio de la convergencia cuadrática del 

método de Newton. Sea θ  el ángulo entre vectores tangentes sucesivos como se 

ve en la figura 6.  

Tenemos que ( )( )11 +− •= kTk uucosθ  por definición de producto punto entre dos 

vectores. Para el predictor de Euler explicito, basándose en un estimado asintótico 

y siguiendo la estrategia de adaptación de tamaño de paso, el tamaño de paso se 

aproximará a la longitud de arco. El algoritmo de predictor-corrector, se sintonizara 

seleccionando valores de los tres parámetros de sintonización: El valor para 1d , 

iα  el valor ideal del radio de contracción y de iθ , el ángulo ideal de giro. 

 Un factor multiplicativo β , actualiza el tamaño de paso kk βδδ =+1 . Si 1+kδ  es 

elegido para alcanzar el radio de contracción ideal, por ejemplo,  c es una 

constante tal que 2δα c= , en particular, 2
ideali cδα =  donde los términos en δ  son 
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despreciados, entonces k
ideal

i

c
βδδ

α
== , entonces 

 

( )

( )552

2

.

k
i

k

i

c

α
α

β

δ

α
β

=

=

 

 

De manera similar para ( ) i
k dd =+1

1  tenemos 
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( )
( )562

1

.k
i

d
d

=β

 

Y para i
k θθ =+1

 

 

( )572.k
i

θ
θ

β =

 

El algoritmo quedará (Figura 7), tomando 









= 2,,,min

1 θ
θ

α
α

β iii

d
d

 

1. Datos de entrada: 0x  estimado inicial , 0δ  el tamaño inicial de paso 

(recomendado 0.005), id  la longitud ideal del primer corrector de Newton, 

iα  el radio de contracción ideal, iθ  el ángulo ideal de giro y ε  la tolerancia 

requerida de |||| f   

2. Tome 0xx = , 0=k  y 0δδ = . Donde k  es un índice que indica el número 

de paso del método de homotopía. 

3. Tome 1+= kk . 

4. Obtenga u , el vector unitario tangente. 

5. Si 1>k , calcule ( )( )11cos +− •= kTk uuθ . Escoja 






=
θ
θ

ββ i,min , si 
2
1

<β  

haga 
2
δδ =  rechacé el paso haciendo 1−= kk  y después vaya al paso 7. 

6. Si 1>k  haga βδδ = . 

7. Calcule el punto u
x

y δ
λ

+







= , a menos de que δ  haya sido reducida  

muchas veces, que dado el caso comience el procedimiento de falla. 

8. Obtenga el primer corrector de Newton ( )TTx λ∆∆ , . Calcule 1d . 
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9. Escoja el valor tal que 









=

1

,2min
d
diβ . Si 

2
1

<β  haga 
2
δδ =  y vaya al    

paso 7. 

10. Obtenga el segundo corrector de Newton ( )TTx λ∆∆ , . Calcule 2d  y obtenga 

el radio de contracción 
1

2

d
d

=α . 

11. Escoja el número tal que 









=

α
α

ββ i,min . Si 
2
1

<β , haga 
2
δδ =  y vaya al 

paso 7 

12. ¿Es 0≈λ ? Si no vaya al paso 3,  a menos que el numero de pasos sea 

muy grande, en cuyo caso inicie el procedimiento para falla. Si lo es, 

empiece las últimas correcciones de Newton en el hiperplano 0=λ . 

 

El procedimiento de falla se aplicara, como se aprecia en la figura 8 [6], cuando al 

emplear cierta sintonización el método alcance una parte de la trayectoria de 

homotopía que genere un ciclo en el procedimiento o que alcance una rama que 

no permita alcanzar el hiperplano 0=λ .  

Como ya se había mencionado anteriormente, el radio de contracción ideal es el 

parámetro principal del método, y la sintonización apropiada de dicho parámetro 

depende en gran medida del problema a resolver. A pesar de ello, los parámetros 

id  y iθ  también ayudaran a la convergencia del método por medio de su 

apropiada sintonización. Actualmente no existe alguna metodología para alcanzar 

la sintonización adecuada ni para su estimación aproximada, por lo que se tendrán 

que fijar estos parámetros de manera empírica hasta alcanzar una sintonización 

apropiada para un problema dado. 
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2.3. USO DEL ANÁLISIS DE BIFURCACIÓN PARA LA OBTENCIÓN DE 
TRAYECTORIAS DE HOMOTOPÍA. 

    

Como se menciono en la sección 2.1.1.2, la obtención de la curva de equilibrio 2.3 

es a través de continuación, y como datos debemos tener un punto inicial 

( )000 ,αxy =  y contar con un sistema de ecuaciones cuya o cuyas variables x  y 

un parámetro α  que determinaran la forma de la curva. Ahora consideremos el 

problema general de homotopía, en el cual la función de homotopía 2.26 es una o 

varias ecuaciones con la o las variables del sistema original x  y el parámetro de 

homotopía λ  que determinan el valor de la función de homotopía y que por 

definición, la función de homotopía cuenta con un punto inicial que corresponde al 

punto donde esta definido el estimado inicial y el parámetro de homotopía tiene 

como valor 1. 
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Dado que el problema de homotopía cuenta con los elementos para poder definirlo 

como un problema de obtención de curva de equilibrio, entonces a través de las 

metodologías para obtener la curva de equilibrio, podremos obtener la trayectoria 

de homotopía. 

Claro que este enfoque será empleado para estimar el valor de los puntos donde  

el parámetro de homotopía tiene como valor cero en la función de homotopía y 

para detectar puntos de ramificación en la trayectoria de homotopía. Para la 

obtención de un valor exacto de dichos puntos se deberá de recurrir a los métodos 

numéricos, pero esta herramienta ayudará a estimar donde se localizan estos 

puntos y que tan difícil será la continuación de la trayectoria de homotopía. 

 

2.4. SOFTWARE PARA ANÁLISIS DE BIFURCACIÓN [10]. 

 

Un análisis de bifurcación implica la realización de un número considerable de 

cálculos, este análisis resultaría imposible de no contar con las herramientas de 

cómputo existentes en estos días.  

Existen una gran cantidad de software reportado en la literatura [10] para la 

realización de dicho análisis, entre ellos podemos citar algunos de los más 

empleados: DSTOOL, LOCBIF, CONTENT, XPPAUT, AUTO86/p-07 y MATCONT. 

La mayoría de estos paquetes solo pueden ser empleados en ambientes UNIX, 

por lo que su uso ha sido restringido a universidades para la investigación en 

aeronáutica e ingeniería química. Esto se debe a que una vez que se ha obtenido 

el análisis de bifurcación, el formato de dicho análisis usualmente es incompatible 

con las herramientas de cómputo de uso común. 

En este trabajo emplearemos AUTOp-07. A continuación revisaremos los métodos 

que emplea para realizar la continuación y la detección de puntos de bifurcación.   
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2.4.1 AUTO-07p [11, 12]. 

 

AUTO fue desarrollado por Eusebius Doedel en 1979. A partir de ahí el software 

ha evolucionado de su primera versión AUTO86 a la actual, AUTO-07p. Este 

software es de distribución libre y ha sido utilizado ampliamente como herramienta 

para la elaboración de análisis de bifurcación desde su aparición, considerándose 

como el software pionero en la realización de análisis de bifurcación. 

 

 

 

En la figura 9 se describe de manera esquemática como se utiliza auto y la 

manera en que la información obtenida se encuentra estructurada. Como se 

puede apreciar, la mayoría de la información queda en el formato UNIX, lo cual 

dificulta la transferencia de la información obtenida a las herramientas de cómputo 

de uso común.   
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2.4.1.1. Métodos empleados por AUTO-07p [12]. 

 

La continuación para la obtención de la curva de equilibrio se obtiene por medio de 

una parametrización de la pseudo-longitud de arco, la cual se explico brevemente 

en 2.1.1.2. Considerando una parametrización con respecto a  su longitud de arco 

en el problema original y empleando ( )α,xu =  y agregando un parámetro de 

continuación ϕ , se tiene 

 

( ) ( )( )

( )582

1

0
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.
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d

du
df

ppuf

ϕ
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Que es más que nada es una herramienta teórica. Al emplear una formula de 

aproximación 
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El método de Newton para resolver estas ecuaciones toma la forma 
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Donde el vector de dirección 





 ••

11,ϕu  queda definido por la ecuación 

 

( )612

1

0

0101

11

.

=+∗







=







+








••••

••

ϕϕ

ϕ
ϕ

uu

d
dfu

du
df

 

 

Así 





 ••

11,ϕu  puede ser encontrado por una sustitución al final de las iteraciones del 

método Newton. Además, la orientación de la trayectoria es preservada si la 

longitud de arco es lo suficientemente pequeña. 

AUTO parte de cierto valor inicial 0u  para así obtener los siguientes puntos por 

medio de la ecuación anterior en su forma aproximada. AUTO hace coincidir un 

vector nulo normalizado con el punto inicial para calcular el siguiente punto en la 

curva. Luego, escala el vector tangente a manera que sea unitario utilizando dos 

constantes de escala, una para el producto interno de las variables de la función la 

cual se desea obtener la curva de equilibrio y otra para la variable de continuación, 

estos son uτ  y ϕτ . Asumiendo que ya se ha encontrado ( )11, −− jju ϕ   y 







−

•

−

•

11, jju ϕ  el 

siguiente punto ( )jju ϕ,  quedará determinado por las ecuaciones 
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Donde p∆  es el tamaño de paso en la curva. La dirección del vector 







−

•

−

•

11, jju ϕ  

puede calcularse por aproximación de diferencias finitas, esto es, para el caso de 

u  como 
p
uu

u jj
j

∆

−
= −−

−

•
21

1  y de manera similar para 1−

•

jϕ . Luego será necesario re-

escalar para que 12
1

2
11

2 =+∗ −−

•

−

•

jjju uu ϕττ ϕ  o de lo contrario podrían ocurrir 

inestabilidades en la continuación.  

Uno puede elegir que el tamaño de paso quede fijado o que se adaptativo. Si uno 

escoge que el tamaño de paso sea adaptativo, AUTO utiliza la siguiente 

estrategia, Si el método de Newton converge, el tamaño de paso se incrementa; si 

la convergencia es lenta o incluso no se alcanza, entonces el tamaño de paso se 

reduce a la mitad.  

Para la detección de los puntos de bifurcación, AUTO monitorea el Jacobiano de 

la función a lo largo de la curva. Para la detección de puntos de pliegue, utiliza 

como criterio el cambio de signo del determinante por medio del método de la 

secante. Sea ( )pq  el determinante del Jacobiano de la curva que deseamos 

obtener. Si ( )pq  cambia de signo en un punto, entonces su valor se aproxima con 
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Donde v  es el índice de iteración.  

Para la obtención de los puntos de ramificación AUTO cuenta con un método de 

dirección ortogonal, que utiliza la función original y una aproximación de la 

pseudo-longitud de arco en el problema original para hallar otras ramas de la 

curva. Para alcanzar este objetivo, se utiliza un vector ortogonal al vector que 
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determina la dirección de la curva. Para verificar la existencia de una rama se 

debe de calcular el vector nulo 2ζ  que satisface las ecuaciones 

 

( )
( )

( )642
0

0
201

.
=∆−∗−

=
puu

uf
ζ  

 

Este sistema utilizado en conjunto con la estrategia de continuación, permitirán 

que la continuación se realice cambiando de un punto de ramificación dado por el 

método de continuación. 

Por ultimo para la obtención de los puntos Hopf, AUTO cuenta con un método de 

obtención de valores propios de la función determinante del jacobiano de la 

función de continuación. Esta función de valores propios es monitoreada para 

hallar aquellos valores propios complejos conjugados cuya parte real vale cero. 

Luego aplica el método de la secante donde se ha detectado el punto con dichos 

valores propios, de manera similar a los puntos de pliegue. 

 

2.5. MULTIPLICIDAD Y SOLUCIONES MÚLTIPLES [13]. 

 

Aunque estas ideas implican la misma característica matemática en el número de 

soluciones que presenta un problema matemático, no se puede usar 

indiscriminadamente. Cuando hablamos de multiplicidad se entenderán por la 

presencia de estados estacionarios múltiples, es decir, hablamos de un modelo 

matemático en el que las soluciones representan estados estacionarios mientras 

que las soluciones múltiples estarán asociadas a cualquier problema ajeno a la 

obtención de los estados estacionarios. 

La utilidad de la definición de multiplicidad se encuentra en los tipos de 

multiplicidad que se pueden encontrar en un problema. Estos son: 
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• Multiplicidad de salida: Se refiere al caso en el que a un valor dado de las 

variables de entrada específicas, existirán más de un valor posible del conjunto de 

valores de las variables de salida las cuales están relacionadas con las variables 

de entrada. 

• Multiplicidad de entrada: Ocurre cuando un subconjunto de las variables de 

variables de salida, existirá más de un valor posible del subconjunto de valores de 

las variables de entrada. 

• Multiplicidad de estado interno: Ocurrirá cuando a un conjunto dado de variables 

específicas, existirá más de un valor de un subconjunto de variables que describan 

el estado interno del proceso. En esta tipo de multiplicidad, el valor de las 

variables de salida deberá ser el mismo para el conjunto de soluciones múltiples o 

de lo contrario corresponderá a una multiplicidad de salida. 

También en este trabajo, aplicaremos el término zona de multiplicidad para definir 

las zonas de un diagrama de bifurcación al cual le corresponderán cierto número 

de soluciones. 
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CAPÍTULO 3. METODOLOGÍA. 

 

3.1. MÉTODO PROPUESTO PARA LA RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS NO-
LINEALES. 

 

El objetivo general de este trabajo consiste en la obtención de todas las raíces de 

problemas no-lineales en ingeniería química, por medio del método de homotopía 

de continuación de longitud de arco. Como ya se había mencionado 

anteriormente, antes de proceder a resolver un problema dado debemos  

considerar el número de soluciones con los que cuenta el problema por medio de 

un análisis paramétrico que además nos ayudará a visualizar en dónde se 

encuentran dichas soluciones. 

La metodología de cómo se procederá en cada problema se encuentra descrita en 

la tabla 1.  

Como primer paso, debemos de simplificar la función. Esta acción se realiza con el 

propósito de ayudar a la manipulación numérica de la función tanto para el análisis 

de bifurcación como para el método de homotopía. Algunas de las manipulaciones 

que más se emplean con este propósito son aquellas que se encargan de 

despejar la o las variables que se encuentran en un denominador. Para ilustrar el 

porque de esta acción, consideremos la siguiente función de 1x  

 

( ) ( )13
1

5
1

1
2
1

11 .
xx
xxxf

−
−

=

 

 

Un valor lo suficientemente grande de 1x  hará que la función tenga un valor 

cercano a cero, y con base en la tolerancia empleada en el mecanismo de  
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Tabla 1. Pasos de la metodología para la resolución de problemas no-lineales. 

Paso  Acción Descripción de la acción 

1 Simplificar la 

función. 

Analizar la forma de la función y realizar cualquier 

simplificación que pueda facilitar la manipulación de la 

función en los pasos siguientes.  

Se recomienda evitar aquellas formas de la función en 

la que sus variables se encuentren en el 

denominador. También se debe considerar los 

ordenes de magnitud del problema para un posible 

cambio de variable para escalar apropiadamente  

2 Realizar el 

análisis de 

bifurcación 

Escoger o fijar un parámetro en la función para poder 

realizar el análisis de bifurcación. Una vez que se 

cuenta con la curva de equilibrio, identificar las 

diferentes zonas donde se presentaran cierto número 

de soluciones para la ubicación del problema original 

en alguna de estas zonas.  

3 Escoger un valor 

inicial. 

Seleccionar un valor inicial considerando el dominio 

de la función y con base en la ubicación estimada de 

la solución en la curva de equilibrio.    

4 Aplicar el método 

de homotopía 

Utilizar el método de homotopía para la obtención del 

valor exacto de las raíces del problema. En caso de 

no poder obtener todas las soluciones, utilizar otro 

estimado inicial. 

 

convergencia, el residuo de la función podría cumplir con el criterio de detección 

de una solución. Además la presencia del término 1
5
1 xx −  en el denominador 
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genera formas indeterminadas para 01 =x  y 11 =x , la cual podría afectar el 

funcionamiento del método de homotopía. 

Por otro lado, consideremos un problema de un reactor CSTR, donde por medio 

de un balance de energía en un reactor adiabático, donde ocurre una reacción 

exotérmica de cinetica de primer orden irreversible, se obtuvo la siguiente función 

implicita de la temperatura del reactor [14] 

 

( ) ( )2310111 11
2

2100

.. ×−=
T

eTF
T

 

 

Este problema es considerado como un claro ejemplo de una función de 

naturaleza patológica, debido a la magnitud relativa de cada término (El término 

2

2100

T
e T

 generá cambios bruscos en los valores de la función cerca de la raiz). La 

transformación por medio de logaritmos de esta función le da una nueva escala al 

problema 

 

( ) ( ) ( )332100432796252 ..ln −+= TTTTF
 

 

Facilitando su manipulación para la obtención de las raíces del problema original 

al no cambiar tan rápidamente en los valores de esta nueva función. Por ello 

siempre será importante tener en cuenta la magnitud relativa de cada término de 

una función, para evitar problemas en el procedimiento numérico.  

El siguiente paso, el análisis de bifurcación, consiste en la identificación del 

número de soluciones de un problema dado por medio de dicho análisis y requiere 

la identificación del término más sensible de la función para su realización. La 
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mayoría de las veces, el termino sensible corresponde a aquel en el que hay un 

producto de la o las variables de la función, aunque muchas veces se puede 

emplear el uso del termino independiente si lo hay, siempre y cuando el parámetro 

aparezca en todas las ecuaciones que definen el problema, obteniendo una curva 

de equilibrio muy definida en sus puntos de bifurcación. Una vez que uno tiene en 

mente la elección del parámetro a utilizar, ahora debe escoger un punto inicial 

para la continuación de la curva de equilibrio. Esto puede implicar, dependiendo 

de la complejidad de la forma de la función, resolver una ecuación no-lineal, pero 

procuraremos evitar hacer esto escogiendo con criterio la ubicación del punto 

inicial. 

Una vez que hemos realizado lo anterior procedemos a obtener la curva de 

equilibrio y los puntos de bifurcación.  La ubicación de los puntos de bifurcación es 

fundamental para el análisis de las zonas donde el problema tendrá cierto número 

de soluciones. La grafica de la curva de equilibrio también será una guía para 

realizar el análisis de dichas zonas, y será una herramienta de pre-visualización 

del valor de las raíces del problema.   

El tercer paso, la elección de un punto inicial, requerirá de un análisis del dominio 

de la función. La convergencia del método de homotopía no depende de la 

elección del estimado inicial, pero si se escoge un valor que no pueda ser 

evaluado en algún término de la función, será imposible que el método obtenga 

una solución. Además, cuando la trayectoria de homotopía para un valor inicial 

presenta ramificaciones, es posible que no se pueda alcanzar alguna determinada 

solución, así que se deberá emplear otro estimado inicial para alcanzar las 

soluciones. En este punto resulta de gran ayuda para el siguiente paso una 

visualización de la trayectoria de homotopía por medio del software empleado en 

este trabajo. 

Por ultimo aplicaremos el método de homotopía al problema para hallar el valor 

exacto de la solución. Con la curva de equilibrio obtenida en el segundo paso 

podemos visualizar donde se encuentran la o las soluciones del problema y con el 
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estimado inicial del paso anterior se empezarán a realizar los cálculos por medio 

del método de homotopía para alcanzar la o las soluciones.     

Para aclarar y aplicar la metodología propuesta se han escogido problemas de 

ingeniería química que se encuentran en la literatura para su resolución y así 

comprobar su eficacia. En la sección 3.4 revisaremos el planteamiento de cada 

problema. 

 

3.2 ANÁLISIS DE BIFURCACIÓN PARA UN PROBLEMA. 

 

En esta sección revisaremos a detalle como realizar el análisis de bifurcación para 

un problema dado, desde cómo codificar un problema para su análisis de 

bifurcación en AUTO, la obtención de la curva de equilibrio del problema, la 

interpretación de los puntos de bifurcación para la determinación de las zonas con 

diferente número de soluciones y determinar el número de soluciones de un 

problema dado. 

 

3.2.1 Utilizando AUTO para la realización de un análisis de bifurcación. 

 

Como se mencionó en 2.4.1.1, la definición de un problema de análisis de 

bifurcación en AUTO se realiza por medio de dos archivos en fortran, un archivo 

que contiene las ecuaciones que definen el problema (xxx.f) y otro archivo que 

contiene las constantes del método de continuación y detección de puntos de 

bifurcación (c.xxx).  

Para la escritura de la o las ecuaciones que definen el problema se debe respetar 

el formato preestablecido por AUTO para que funcione apropiadamente. Este 

formato se aprecia en la figura 10. La o las variables que utilizara el problema 

están definidas con ( )NU , donde N  es el índice en fortran que tendrá la variable, 

la o las funciones que definen el problema están definidas con ( )NF  y el 
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parámetro quedara definido como ( )1PAR . En el apéndice A se encuentran las 

codificaciones en fortran de los problemas que se resolvieron en este trabajo.  

El formato para el archivo que contiene las constantes se encuentra en la figura 

11. Los números que se encuentran a la izquierda de las constantes definen el 

valor de cada constante que se encuentra a la derecha de los números. Por 

ejemplo, en la primera hilera tenemos los números 4 1 0 1 y enfrente tenemos las  
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constantes NDIM , IPS , IRS , ILP , esto significa que a las constantes se les ha 

asignado los valores 4=NDIM , 1=IPS , 0=IRS  y 1=ILP . 

El significado de cada variable se puede revisar en el manual de AUTO [8], para 

fines de este trabajo sólo emplearemos las siguientes variables: 

• NDIM: Esta constante específica el número de incógnitas que tienen las 

ecuaciones que han sido registradas en el archivo de las ecuaciones. 

• NICP: Esta constante especifica el número de parámetros en la o las ecuaciones. 

Para este trabajo tendrá un valor de 1. 

 

 

 

• DS: Es la longitud de tamaño de paso, cuyo valor depende de la naturaleza del 

problema a resolver. La elección del signo de esta constante definirá la dirección a 

la cual se realizara la continuación desde el punto inicial. 

• DSMIN: Es el valor mínimo absoluto que puede alcanzar el tamaño de paso. 

Recordemos que AUTO puede utilizar una estrategia de adaptación de tamaño de 

paso, por lo que este parámetro determinara el valor mínimo que alcanzará. 

• DSMAX: Es el valor máximo absoluto que puede alcanzar el tamaño de paso. 

• NMX: Es el máximo número de pasos de continuación en la curva de equilibrio. 
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• RL0: Es el límite inferior del valor del parámetro. La continuación se realizará 

hasta este valor. 

• RL1: Es el límite superior del valor del parámetro. 

• A0: Es el límite inferior del valor de la norma de la o las variables de la o las 

funciones que definen el problema.   

• A1: Es el límite superior del valor de la norma de la o las variables de la o las 

funciones que definen el problema.   

• IRS: Define el valor de la etiqueta del punto de bifurcación a la cual puede 

empezar a realizarse la continuación. Cuando se realiza una curva de equilibrio 

por primera vez deberá tener un valor de 0 para el funcionamiento apropiado de 

AUTO. Si se desea realizar una continuación a partir de algún punto de 

bifurcación, entonces esta variable deberá tener el valor de la etiqueta del punto 

de bifurcación al cual se desea realizar la continuación. 

• IPS: Define el tipo de problema a resolver. Para este trabajo este parámetro 

siempre tendrá el valor de 1. 

Se deberá cuidar cinco aspectos para el funcionamiento apropiado de AUTO: 

• Que la dimensión del problema corresponda al valor de NDIM. Este valor deberá 

corresponder al número de variables que tiene el problema así como el número de 

ecuaciones con el que cuenta. 

• Revisar que la variable NICP tenga un valor de 1. 

• Que el valor absoluto de DS se encuentre entre el intervalo de valores que 

definen los limites superior DSMIN y DSMAX. 

• Que el valor del punto inicial del parámetro y la norma de las variables se 

encuentre en el intervalo de valores que definen los limites RL0 y RL1 y el 

intervalo que definen los limites A0 y A1 respectivamente. 

• Revisar que la variable IPS tenga el valor de 1 y que la variable IRS tenga el 

valor apropiado para realizar la continuación desde el punto deseado o en caso de 
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la obtención de la curva de equilibrio por primera vez, esta constante tenga el valor 

de 0. 

Una vez que se han codificado en fortran ambos archivos y teniendo en cuenta  

estos aspectos, ya se puede proceder a realizar el análisis de bifurcación en 

AUTO. Para poder ejecutar AUTO necesitamos tener instaladas las siguientes 

herramientas: 

• Cygwin. 

• Python 2.5.4.  

• Gfortran. 

El por qué se requieren están herramientas y la configuración de cada una para la 

ejecución de AUTO se puede encontrar en el manual de AUTO [15]. Antes de 

emplear AUTO se deberán configurar estas herramientas para su ejecución. 

Para la ejecución de AUTO se deberá abrir una ventana de comando en cygwin, y 

escribir el siguiente comando y después presionar la tecla “enter”:  

 

$ source $HOME/auto/07p/cmds/auto.env.sh. 

 

De aquí en adelante en este trabajo cada vez que se escriba un comando que 

empiece con $, nos estamos refiriendo a comandos ejecutados en cygwin y el 

comando corresponde a la parte escrita delante de $. Esto activara los comandos 

de AUTO en cygwin. Ahora se deberá escribir el siguiente comando   y presionar 

la tecla “enter” para así ejecutar AUTO.  

 

$ auto 

 

En este punto ya nos encontramos en el ambiente de AUTO para poder realizar el 

análisis de bifurcación. 
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Ahora deberemos de crear la carpeta en la cual se almacenaran los resultados 

obtenidos por el programa. Hay dos formas de hacerlo: Una es desde el ambiente 

de AUTO tecleando el siguiente comando: 

 

AUTO> !mkdir nombre_de_la_carpeta 

 

De aquí en adelante en este trabajo cada vez que se escriba un comando que 

empiece con AUTO>, nos estamos refiriendo a comandos ejecutados en el 

ambiente de auto y el comando corresponde a la parte escrita delante de AUTO>.  

Otra es directamente desde la carpeta de archivos de cygwin que se encuentra en 

el disco duro del ordenador, en la carpeta que tenga el nombre de la sesión del 

ordenador donde se trabaja, ubicada en la carpeta de home.  

Ahora dentro de esta carpeta colocaremos los archivos en fortran que contienen 

las ecuaciones del problema (xxx.f) y las constantes (c.xxx). El archivo de las 

ecuaciones deberá de tener un nombre que será con el programa lo identificara 

que deberá tener como extensión .f y el archivo que contiene las constantes se 

deberá de llamar ¨c¨ y tener como extensión el nombre asignado al archivo de las 

ecuaciones que definen el problema en mayúsculas. Para la obtención de la curva 

de equilibrio, dentro del ambiente de AUTO debemos de acceder a la carpeta que 

contiene los archivos del problema del que deseamos obtener la curva de 

equilibrio y el análisis de bifurcación. Para hacerlo debemos de escribir el siguiente 

comando y presionar la tecla ¨ enter ¨ 

 

AUTO> cd nombre_de_la_carpeta 

 

Ahora debemos de configurar la ejecución del problema, para ello, debe escribir el 

siguiente comando para después presionar la tecla ¨ enter ¨ 
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AUTO> ld(e=’nombre_del_archivo xxx.f’, c=’extensión_del_archivo c.xxx’) 

 

Deberá aparecer el mensaje ¨Runner configured¨ que indica el éxito de haber 

configurado apropiadamente el problema. Si no llegará a aparecer este mensaje 

es muy probable que exista un error en la codificación del problema en alguno de 

los archivos xxx.f o c.xxx. 

Ahora procedemos a ejecutar el análisis de bifurcación y la obtención de los 

puntos de la curva de equilibrio. Para ello debemos escribir el siguiente comando y  

después presionar la tecla ¨enter¨ 

 

AUTO>@R nombre del archivo 

 

En ese momento AUTO comenzara a realizar el análisis de bifurcación, y 

desplegara una pantalla como la siguiente 

 

 

Estos resultados corresponden a los puntos de bifurcación encontrados por AUTO, 

la primera columna indica la rama de la curva de equilibrio a la cual pertenece 

cada punto, la segunda columna corresponde al punto de la curva de equilibrio 

donde se encuentra el punto de bifurcación, la siguiente columna corresponde al 

tipo de punto de bifurcación encontrado, en nuestro trabajo sólo encontraremos los 

siguientes cuatro puntos: EP corresponde a los puntos extremos de la curva de 
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bifurcación (es decir, los puntos donde acaba o comienza la curva de equilibrio), 

BP corresponde a un punto de ramificación, LP corresponde a un punto de pliegue 

y HB corresponde a un punto Hopf.  La siguiente columna corresponde a la 

etiqueta que asigna el programa para un punto de bifurcación encontrado y las 

columnas siguientes indican los valores del parámetro y de las variables del 

problema al cual se encuentra el punto de bifurcación respectivamente y la 

columna de variables sigue el orden en el que se han declarado las variables en el 

archivo xxx.f. 

En la carpeta de archivos donde se encuentran los archivos xxx.f y c.xxx se creara 

un archivo de nombre ¨d¨ con extensión correspondiente al nombre del archivo 

donde se encuentran las ecuaciones en mayúsculas, en este archivo se 

encuentran los cálculos realizados por AUTO para la obtención de la curva de 

equilibrio y de los puntos de bifurcación de la curva. 

Ya en este punto tenemos los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio y 

procederemos a la obtención de la grafica de la curva de equilibrio. AUTO utiliza 

una subrutina en fortran para graficar que requiere tres unidades de 

almacenamiento en archivos de texto 7, 8 y 9 donde se encontraran los datos a 

graficar. Para crear dichas unidades con los datos de un problema al cual ya 

ejecutamos, se escribe el siguiente comando y después se presiona la tecla 

¨enter¨ 

 

AUTO>@sv nombre_del_archivo 

 

Con esto ya tenemos la información para obtener la curva de equilibrio de manera 

grafica, pero antes de proseguir vale la pena señalar algo importante: al ejecutar el 

análisis de bifurcación en AUTO por primera vez, dependiendo de la naturaleza 

del problema y del signo elegido para el tamaño de paso, la continuación de la 

curva de equilibrio se hará hacia alguna dirección de la curva, es decir, se 

obtendrán los puntos que se encuentran delante del punto inicial o los puntos que 

se encuentran detrás del punto inicial, por lo que en algunas ocasiones la curva de 
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equilibrio estará incompleta. Para completar la curva simplemente debemos de 

ejecutar de nuevo el problema modificando el signo del tamaño de paso, 

obteniendo así los puntos faltantes. Mencionamos esto en esta parte debido a que 

si queremos obtener la curva de equilibrio completa, se deberá haber creado los 

archivos 7, 8 y 9 en la primera ejecución, después modificar los parámetros que 

consideremos permitirán al programa obtener más puntos de la curva de equilibrio 

y volver a ejecutar el problema para revisar si se encontraron nuevos puntos de la 

curva de equilibrio. Ahora para agregar estos nuevos puntos, escribiremos el 

siguiente comando para después presionar la tecla ¨enter¨ 

 

AUTO> @ap nombre_del_archivo 

 

En algunas ocasiones se pueden encontrar más puntos de la curva de equilibrio sí 

se parte de algún punto de bifurcación, para realizar esto se deberá modificar la 

constante IRS, asignándole la etiqueta del punto de bifurcación desde la cual 

deseamos realizar la continuación. Dependiendo de la forma de la curva se deberá 

preservar el signo del tamaño de paso o cambiarlo para así obtener más puntos 

de la curva de equilibrio desde el punto de bifurcación.    

Para la obtención de la grafica de la curva de equilibrio escribimos el siguiente 

comando para después presionar la tecla ¨enter¨ para su ejecución 

 

AUTO> plot(“nombre_del_archivo”) 

 

Con lo que obtendremos la grafica de la curva de equilibrio del problema. 
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3.2.3 Análisis para la determinación de zonas de multiplicidad. 

 

Una vez que hemos encontrado la curva de equilibrio del problema y tenemos el 

valor de los puntos de bifurcación, ya podemos determinar las zonas donde un 

problema dado presentará determinado número de soluciones. 

Consideremos la siguiente curva de equilibrio de la figura 12 para explicar la 

metodología de este análisis. Podemos apreciar una curva de equilibrio obtenida 

con 10 puntos de bifurcación. La ecuación representada por esta curva es 

 

( ) ( )4.33xxxF −+= λ  

 

Donde λ  es el parámetro de la ecuación. Al ejecutar AUTO se encuentran 6 

puntos Hopf y 2 puntos de pliegue. Concentrémonos en los puntos 2  
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y 7, que son puntos de pliegue que se ubican en el valor del parámetro de 

3849.02 =LP  y 3849.07 −=LP , que como se puede apreciar en la figura 12 en 

estos puntos la curva de equilibrio cambio de dirección. En el eje de la abscisa se 

encuentran los valores de λ  y en el eje de la ordenada se encuentran los valores 

de x . Cuando escogemos un valor de λ  en el eje de la abscisa y lo buscamos en 

la curva de equilibrio, le corresponderá uno o mas valores de x  que corresponden 

a las soluciones de 3.4. La curva de equilibrio tiene como punto extremo inicial el 

punto 5, y la curva de continuación avanza hacia el lado derecho de la grafica 

hasta el punto de pliegue 3849.02 =LP  donde la dirección de la curva de equilibrio 

cambia hacia la izquierda de la grafica hasta el punto de pliegue 03849.07 −=LP  

donde vuelve a cambiar de dirección hacia la derecha hasta el punto extremo final 

10. Este comportamiento determinará el numero de soluciones que tendrá la 

ecuación 3.4 para cierto valor fijo de λ , y una manera simple para saber el 

numero de soluciones es realizando lo siguiente: Trazaremos una línea recta 

paralela al eje de la ordenada y el numero de veces que esta recta cruce con la 

curva de equilibrio, nos dirá el numero de soluciones con el que cuenta la 

ecuación 3.4 para el valor de λ  que corresponderá a aquel en el cruza la línea 

paralela el eje de la abscisa.  

Ahora de manera general podemos decir que si una curva de equilibrio cuenta con 

uno o más puntos de pliegue, entonces presentara zonas con diferente número de 

soluciones y dicho número de soluciones estará determinado por el número de 

valores relacionados con un valor dado del parámetro de la ecuación.  

Definamos ahora las zonas de multiplicidad de la ecuación 3.4. La primera 

corresponde a los valores que se encuentran a la derecha del punto extremo 

inicial hasta el punto de pliegue 7LP  (es decir, no incluye el punto de pliegue), en 

esta zona la ecuación tiene una solución. La siguiente zona, que solo contiene un 

punto en la curva, es la correspondiente al punto de pliegue 7LP , en este zona se 

tienen dos soluciones. La zona que se encuentra entre los puntos de pliegue 7LP  

y 2LP  (sin incluir los dos puntos de pliegue) la ecuación 3.4 tendrá tres soluciones.  
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Tabla 2. Zonas de multiplicidad de la ecuación 3.4. 

Intervalo 75 LPEP <≤ λ  7LP=λ  27 LPLP << λ  2LP=λ  102 EPLP ≤< λ  

No. De 

soluciones 

1 2 3 2 1 

 

Luego esta una zona donde hay dos soluciones, que sólo incluye el punto 2LP . La 

ultima zona tiene una solución y corresponde a la zona comprendida del punto 

2LP  (sin incluirlo) hasta el punto extremo final. Un resumen de estos resultados se 

encuentra en la tabla 2.  

Es de llamar la atención un aspecto matemático: Por el teorema fundamental del 

algebra la ecuación 3.4 deberá tener 3 soluciones. Sin embargo, tenemos zonas 

de multiplicidad con 1 o 2 soluciones. Es claro que el análisis de bifurcación 

realizado solo obtiene la curva de equilibrio correspondiente al campo de los 

números reales que resuelven la ecuación 3.4. Por lo que las zonas de 

multiplicidad para esta función que tienen una solución deberán tener 2 soluciones 

que son complejas conjugadas (esto debido a que los coeficientes del polinomio 

son números reales). En cuanto a las zonas que tienen 2 soluciones, lo que ocurre 

es que una de las soluciones presenta multiplicidad. Para fines de este trabajo 

sólo deseamos obtener las soluciones reales y aquellas que no presenten 

multiplicidad, por lo que este detalle no nos afectara al realizar el análisis de 

bifurcación de los problemas de prueba que veremos en la sección 3.4. 

En este ejemplo podemos ver que la diferencia del número de soluciones para 

zonas de multiplicidad adyacentes será de 1 para curvas de equilibrio que solo 

presenten puntos de pliegue como puntos de bifurcación.  
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3.3 CODIFICACIÓN DEL MÉTODO DE HOMOTOPÍA. 

 

En esta sección revisaremos la concepción de la codificación en Fortran del 

método de homotopía, tratando de que la codificación sea lo más apropiada 

posible para que se efectué el método de manera eficiente ocupando la menor 

capacidad de almacenaje en el ordenador. Después revisaremos el manejo de los 

parámetros requeridos en la codificación, así como el flujo de información entre 

cada subrutina y la rutina principal.     

 

3.3.1 Concepción de la codificación del método de homotopía. 

 

Para codificar el método de homotopía consideremos el diagrama de flujo del 

algoritmo de la figura 7 que se encuentra en la sección 2.2.2.3. Este algoritmo será 

la guía para la codificación del método de homotopía y en esta sección tenemos 

que desarrollar cada paso del algoritmo para su codificación e implementación. 

Podemos analizar el algoritmo de la siguiente forma: el método tiene un 

procedimiento externo inicial correspondiente a la parte donde ingresamos los 

parámetros de sintonización y el estimado inicial; de ahí reconocemos dos 

procedimientos internos: una en la parte del corrector y otra en el predictor. Por 

ultimo hay un procedimiento externo final que compara lo obtenido por el predictor 

y lo procesa para obtener la solución e imprime su valor una vez que cumple con 

el criterio de convergencia. Ahora describamos cada procedimiento e 

identifiquemos los pasos en el algoritmo que corresponde a cada uno de estos. 

• Procedimiento externo inicial: Corresponde a los pasos 1, 2 y 3 del algoritmo. 

Debemos de especificar el estimado inicial, los valores de sintonización del 

método de homotopía y la tolerancia para el criterio de convergencia del método. 

En este procedimiento es la única parte donde ingresaremos información al 

ordenador para que empiece a ejecutar el algoritmo del método. Esto implicaría 

especificar 5+VN  variables, donde vN  es el número de variables con los que 
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cuenta el problema a resolver. Si tenemos que especificar esta cantidad de 

variables podría resultar tedioso e implicaría un riesgo de que al introducir alguno 

de estos valores nos equivoquemos en su valor. Por ello, analicemos que 

podemos hacer para evitar estas situaciones. 

El estimado inicial del cual partirá el método de homotopía es un dato que 

tendremos que especificar para cada problema, que quedara determinado por el 

análisis de bifurcación y del análisis del dominio de la función. Con respecto a los 

parámetros de sintonización del método, como sabemos de la sección 2.2.2.3 no 

hay manera de determinar cual valor será el apropiado para obtener la o las 

soluciones. También hay que considerar que el valor de los parámetros cambiará 

cuando se presente una falla en el método de homotopía, por lo que se tendría 

que ejecutar el método de nuevo e introducir nuevos parámetros hasta alcanzar 

una sintonización apropiada, lo cual llevara al usuario del método codificado a 

llevar una estrategia de selección de los parámetros de sintonización por medio de 

ensayo y error. Esto podría ser un trabajo muy laborioso, por lo que podemos 

agregar al programa una subrutina que se encargue de esta labor y que una vez 

que el método encuentre la sintonización apropiada, imprimir este valor. 

En cuanto a la tolerancia para el criterio de convergencia, utilizaremos el valor 

recomendado en la gran mayoría de la literatura en métodos numéricos que será 

de 0.001. Con estas consideraciones solo habrá que especificar el estimado inicial 

en este procedimiento. 

• Ciclo interno I: Predictor. Corresponde a los pasos 4, 5, 6 y 7 del algoritmo. 

Primero obtiene el vector unitario tangente por medio de la resolución de la 

ecuación 2.45. Reconocemos este problema como el de obtener el valor de cierto 

vector x  de n por 1 que es multiplicado por una matriz de n por n A  y cuyo 

producto, un vector de n por 1 es conocido, esto es 

 

( )53.bAx =
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Este problema se puede resolver empleando algún algoritmo de resolución de 

ecuaciones lineales. En este trabajo emplearemos el método de Gauss-Jordan 

cuya codificación se puede encontrar en la basta literatura existente de métodos 

numéricos [16]. 

Claro que antes de realizar esto, deberemos de especificar los valores de A  y de 

b . Según lo visto en 2.2.2.1 la forma del vector b  para un problema que tiene vN  

variables tiene la siguiente forma 

( )63

1

0
0

.
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Recordemos que el vector b  para el método de homotopía es de 1+vN  por 1, y 

los valores de sus componentes, serán del componente 1 al componente vN  

ceros y para el componente 1+vN  será 1.  

La matriz, como lo indica la ecuación 2.45 para el método de homotopía es de 

1+vN   por 1+vN , su construcción implica conocer los valores de la función del 

punto inicial en turno y del jacobiano de la función. La forma de la matriz será 
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Es decir, la matriz tiene como componentes la matriz jacobiana de vN  por vN  en 

los componentes de la matriz que van de (1,1) a (1, vN ) y de ( vN ,1) a ( vN , vN ). 

En los componentes de (1, 1+vN ) a ( vN , 1+vN ) se encontraran los valores de las 



METODOLOGÍA 
 

~ 67 ~ 
 

funciones del punto en turno y en los componentes de  ( 1+vN ,1) a ( 1+vN , 1+vN ) 

se tendrán los valores del vector transpuesto b . 

Recordemos que una vez que tengamos dicho vector, habrá que normalizarlo para 

obtener el vector unitario tangente u . A partir de este punto el algoritmo es lo 

suficientemente claro que no necesita el análisis de los pasos siguientes de este 

procedimiento. 

Hay que señalar las siguientes observaciones de este procedimiento: 

• El calculo del vector unitario tangente requerirá de la obtención de A  y b . Y la 

obtención de A  para un punto dado requerirá de la evaluación del jacobiano y de 

la o las funciones del problema en dicho punto.  

• Vemos que no es muy claro el criterio de reducción de tamaño de paso cuando 

se rechaza un paso del método de homotopía. Este es uno de los factores que 

determinará el arranque del procedimiento de falla con base en si el tamaño de 

paso ha sido reducido muchas veces. Aquí implementamos una variable que 

determine cuando ocurre esto y es un tamaño mínimo de paso, delmin; sí el 

tamaño de paso ha sido reducido a un valor menor a delmin, se comenzará el 

procedimiento de falla. 

• Ciclo interno II: Corrector. Corresponde a los pasos 8, 9, 10 y 11. Procedemos a 

calcular el corrector de Newton por medio de la ecuación 2.53. Igual que en ciclo 

anterior, Identificamos este calculo como un problema de la forma de la ecuación 

3.5, donde el vector b  tiene la forma 
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Donde el superíndice ¨0¨ indica la evaluación de la función en el punto inicial del 

paso del método de homotopía. La matriz A  tiene la forma 
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Donde la matriz A  tiene como componentes la matriz jacobiana de vN  por vN  en 

los componentes de la matriz que van de (1,1) a (1, vN ) y de ( vN ,1) a ( vN , vN ). 

En los componentes de (1, 1+vN ) a ( vN , 1+vN ) se encontraran los valores de la o 

las funciones en el punto  inicial en turno y por ultimo, en los componentes que 

van de ( 1+vN ,1) a ( 1+vN , 1+vN ) se tendrán los valores del vector tangente 

unitario transpuesto.  

Recordemos que al resolver el sistema anterior obtendremos ( )TTx λ∆∆ , , y para 

obtener el punto 1z  tendremos que sumar el valor del punto obtenido por el 

predictor con el corrector de Newton, esto es 
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Y proceder a la obtención de 1d , solo tenemos que obtener la norma del corrector 

de Newton. De ahí los siguientes procedimientos hasta el cálculo del segundo 

corrector son lo suficientemente claros que no requieren un análisis. El segundo 

corrector se calcula con el mismo procedimiento del primer corrector de Newton, 

pero se utilizaran diferentes valores para calcular el vector b  y la matriz A . Su 

forma es la siguiente 
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Y la matriz A  solo tiene que cambiar el valor de la matriz jacobiana evaluada en 

1z . Después de resolver este sistema lineal de ecuaciones se calculará el punto 

2z  sumando el vector 1z  con el valor del segundo corrector y obtendremos el valor 

de 2d  obteniendo la norma del segundo corrector de Newton. El ultimo paso es lo 

suficientemente claro que no requiere de un análisis detallado.  

Observamos que este procedimiento interno tiene las mismas particularidades 

observadas en el procedimiento anterior. 

• Procedimiento externo final. Corresponde al paso 12. Como primera parte 

determina si el valor de homotopía se encuentra en un valor cercano 0, indicando 

estar cerca de la solución. Si no se encuentra en dicho punto donde el parámetro 

de homotopía es cercano a cero, se regresa al procedimiento externo inicial 

tomando el punto 2z  como punto inicial del procedimiento externo inicial a menos 

de que ya se hayan utilizado demasiados pasos del método de homotopía. Si el 

parámetro de homotopía es cercano a cero entonces aplicaremos el método de 

Newton al problema original tomando como punto inicial los valores que las 

variables tenían en el punto 2z  determinando la solución cuando la norma de la o 

las funciones sea menor a la tolerancia establecida. En caso de que el método no 

haya encontrado la solución, entonces tendrá que comenzar el procedimiento de 

falla.  

En este ciclo encontramos las siguientes particularidades: 

• Una vez más requeriremos los valores de la o las funciones del problema y su 

Jacobiano para el método de Newton.     

• También se necesitará una variable que determine el numero de pasos que se 

requerirán para el método de Newton-Raphson. 
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3.3.2 Rutinas codificadas para el método de homotopía. 

 

Con base en la concepción de la codificación del método de homotopía, y 

considerando las peculiaridades encontradas en cada ciclo, se decidió dividir la 

codificación en 1 rutina principal y 7 subrutinas.Describiremos la tarea que realiza 

cada rutina, así como las subrutinas que son invocadas en la rutina. 

• ESTINI. Este es el programa principal, su función es la ingresar el estimado 

inicial de las variables así como de desplegar al usuario del programa la solución 

encontrada por el método. Usa como subrutina a HOMOTOPIA. 

• HOMOTOPIA. Esta es la subrutina que contiene el método de homotopía. Usa 

como subrutinas a TUNNING, PRNVEC89, NEWRP, JACOB, GUAJ y FUNC. Su 

función es efectuar todas las operaciones del método de homotopía. Cada 

operación realizada por la subrutina se almacena en 4 unidades: 65, 66, 67 y 68. 

La unidad 65 muestra los resultados obtenidos por el método de homotopía, como 

son los vectores unitarios obtenidos, los correctores y los procedimientos de 

adaptación de tamaño de paso e indica también el valor de la variable de 

homotopía.       

La unidad 66 despliega la sintonización o sintonizaciones que utilizo el método de 

homotopía. En caso de que haya encontrado una solución con alguna 

sintonización, lo indica con un mensaje en la parte inferior del cuadro de 

sintonización. 

La unidad 67 contiene las iteraciones por el método de Newton-Raphson que se 

efectuaron una vez que se haya alcanzado un valor cercano 0 para el parámetro 

de homotopía.  

La unidad 68  por ultimo, tiene todas las operaciones mencionadas anteriormente. 

• TUNNING. Realiza la sintonización de los parámetros de homotopía. Hace variar 

primero al ángulo de giro ideal, y lo hace variando de 5 en 5 grados hasta alcanzar 

un valor máximo de 15, que una vez que alcanza comenzará a variar al radio de 

contracción ideal de 0.4 en 0.4 hasta un valor de 2, para luego comenzar a variar 
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la longitud de tamaño de paso de 0.85 en 0.85 hasta un limite de 5.1 que hará 

variar, por ultimo, el tamaño de paso de 0.005 en 0.005 hasta llegar a un limite de 

1. En caso de que ninguna sintonización lleve a una solución, la subrutina cuenta 

con una bandera de error que indicará que no encontró solución. No requiere de 

otras subrutinas. 

• FUNC. Esta subrutina contiene las funciones y variables del problema a resolver. 

Cuenta con una bandera de error que se activará en caso de que las funciones 

tomen valores complejos o formas indeterminadas. No requiere de otras 

subrutinas. 

• JACOB. Contiene la matriz jacobiana de las funciones del problema a resolver. 

De manera similar a la subrutina FUNC, cuenta con una bandera de error que se 

activará cuando alguno de los elementos de la matriz tenga un valor complejo o 

forma indeterminada. No requiere de otras subrutinas. 

• GUAJ. Esta subrutina resuelve un sistema de ecuaciones lineales por el método 

de Gauss-Jordan. Es necesario especificar la dimensión del problema, la matriz de 

los coeficientes y el vector del lado derecho. La subrutina devuelve la matriz 

inversa de la matriz de los coeficientes, el vector solución y el determinante de la 

matriz. Además, cuenta con una bandera de error que se activara cuando la matriz 

sea singular. No requiere de otras subrutinas. 

• PRNVEC98. Esta subrutina almacena en una unidad los valores de un vector. La 

forma en la que despliega la información es como se muestra a continuación: 

 

El vector tangente sin normalizar es: 

-------------------------------------------------------------------------------- 

| Posicion          1             2                  3                         4      | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

| vectan | -.3599E+01 -.4099E+01 -.1999E+01 0.1000E+01 | 

-------------------------------------------------------------------------------- 
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El encabezado de la tabla se especifica con una variable del tipo carácter, de una 

extensión máxima de 50 caracteres. El nombre del vector se especifica con 

caracteres con comillas cuya extensión es de 6. No requiere de otras subrutinas.  

• NEWRP. Esta subrutina ejecuta el método de Newton-Raphson. Usa como 

subrutinas a FUNC y a JACOB. Se debe especificar la dimensión del problema a 

resolver, así como el estimado inicial de las variables y el número de iteraciones 

máximas que efectuara. Cuenta también con una bandera de error que nos dirá si 

el método no ha llegado a la convergencia.  

 

3.4. PROBLEMAS PRUEBA [17, 18, 19, 20]. 

 

En esta sección definiremos los problemas a los cuales les aplicaremos la 

metodología desarrollada. Como se menciono anteriormente, son problemas que 

se han encontrado en la literatura que son empleados como problemas prueba en 

la aplicación de métodos numéricos o en el análisis paramétrico. Describiremos 

cada problema, indicando la función a resolver en forma implícita, sus variables y 

sus parámetros.  

 

3.4.1. Cálculo de un punto de azeótropo [17]. 

 

Para aquellas mezclas liquidas que presentan un punto de azeótropo, es común 

predecir este comportamiento a través de un modelo de coeficiente de actividad 

de los muchos que existen. Todos estos modelos tienen una forma matemática 

no-lineal que relaciona a las composiciones de cada componente con los 

coeficientes de actividad. En este caso se utilizo el modelo de Van Laar y la 

ecuación que determinara la composición de la mezcla de tolueno y 1-butanol a 

102° C en el punto de azeótropo esta en función de la composición de tolueno x , 



METODOLOGÍA 
 

~ 73 ~ 
 

que se obtuvo de la combinación de la relación de equilibrio liquido-vapor para 

cada componente, la cual  tiene la siguiente forma 

 

( ) ( )[ ]
( )[ ]
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Las constantes de Van Laar A  y B , tienen un valor de 0.38969 y 0.55954, 

respectivamente. 

 

3.4.2. Ecuación de Beattie-Bridgeman [17]. 

 

El problema consiste en determinar el volumen del metano a temperatura 

ambiente y a una presión de 100 atm por medio de la ecuación de Beattie-

Bridgeman. Dicha ecuación tiene la forma 
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En donde 082050.=R  y las variables β ,γ  y δ  tienen la siguiente forma 
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Donde las constantes tienen los siguientes valores: 276920 .=A , 0558700 .=B , 

018550.=a , 015870.=b  y 128300=c . 
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3.4.3. Caída de presión en una tobera divergente [17]. 

 

Considerando flujo isentrópico de un gas ideal a una velocidad sónica en una 

tobera divergente, donde el gas pasa a través de una contracción, el gas se 

comprime de manera que la caída de presión  incrementa la energía cinética del 

gas. Considerando que no hay fricción en el conducto, la aplicación de un balance 

de energía y considerando el modelo del gas ideal,  la presión P  estará en función 

de las dimensiones de la tobera y de una constante que relaciona la capacidad 

calorífica a presión constante y la capacidad calorífica a volumen constante con la 

siguiente forma 
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Donde 120.=A , 100.=tA , 41.=γ  y 100=dP . 

 

3.4.4. Destilación Batch a reflujo infinito [17].  

 

Es el caso más sencillo de destilación, también conocido como destilación 

diferencial. El vapor generado por calentamiento que esta en contacto con el 

líquido, es transportado a un condensador, donde una vez que se ha enfriado, 

será un liquido rico en el componente más volátil. Cuando el líquido a destilar es 

una mezcla binaria, la ecuación de Rayleigh relaciona la cantidad de líquido a 

destilar con la composición del condensado. El problema a resolver es 
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3.4.5. Equilibrio químico [17]. 

 

El problema consiste en hallar las mol de Nitrógeno x  para la síntesis de 

amoniaco a partir de Hidrogeno y Nitrógeno de un sistema reaccionante al 

equilibrio. Al principio de la síntesis, tenemos en el sistema reaccionante, las 

siguientes cantidades: 50.=a  mol de nitrógeno, 80.=b  mol de hidrogeno y 

30.=c  mol de amoniaco. Para hallar la conversión al equilibrio se utiliza la 

definición de la constante de equilibrio y un balance de materia en el sistema 

reaccionante, cuya combinación generá la siguiente función 
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Donde 604500=pK  y  002430.=P atm. 

 

3.4.6. Altura de una esfera sumergida en agua [17].  

 

Por medio de un análisis hidrostático, se modeló la altura h  que alcanza una 

esfera sumergida en agua, la función es la siguiente 

 

( ) ( )[ ] ( )17.34.231 +−−+= hhhhhF
 

 

3.4.7. Secuencia de dos reactores no isotérmicos [18]. 

 

El problema consiste en hallar los estados estacionarios de dos reactores CSTR 

en serie. Las ecuaciones de balance de materia y de energía en forma 
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adimensional para cada uno de los reactores, donde la conversión y la 

temperatura adimensional a la salida en el primer y segundo reactor 1x , 1θ , 2x  y 

2θ  son las variables son 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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Donde los parámetros tienen los siguientes valores 1000=γ , 221 == ββ , 

021 == cc θθ , 1=λ , 22=B  y 039.021 == DaDa . 

 

3.4.8. Reactor CSTR con recirculación [19]. 

 

En este problema encontramos un reactor CSTR con recirculación con una 

cinética de primer orden, del cual deseamos encontrar sus estados estacionarios. 

El problema en forma adimensional tiene la siguiente forma 

( ) ( ) ( ) ( )19.3
1

0 



 −−++−+=

+

BekF cc θθ
λ
ατθτθθατλθθ γ

θ
θ

 

Donde los parámetros tienen los siguientes valores: 1=λ , 81.=α , 020.=τ , 

5=cθ , 10 =k , 20=γ  y 10=B . 
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3.4.9. Flash reactivo adiabático [20]. 

 

Este problema consiste en hallar los estados estacionarios de un flash reactivo 

donde ocurre una reacción de isomerización BA →  de primer orden 

irreversible que se encuentra en equilibrio. Se desea conocer que valores tendrán 

los flujos de vapor y líquido que el tanque separa, así como la composición del 

componente A en las corrientes de vapor y de líquido y la temperatura a la cual 

opera el tanque flash en cada estado estacionario. El equilibrio liquido-vapor es 

modelado por la ecuación de Antoine, y las ecuaciones de balance de materia y 

energía y las que describen el equilibrio liquido-vapor que determinarán los 

estados estacionarios del tanque flash en su forma adimensional son las 

siguientes:   
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Donde las constantes utilizadas para este problema tienen los siguientes valores: 

1=z , 1.0=Da , 30=γ , 784.91 =a , 704.72 =a , 11 =b , 26998962.12 =b , 1=λ , 

1.0=B , 13.00 =θ , 1=p , 0=q  y 1=f . 
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS. 

 

4.1. CÁLCULO DE UN PUNTO DE AZEÓTROPO. 

 

Paso 1. Identificamos que el problema es una ecuación de segundo grado para x  

así que procedimos a su simplificación que lleva a la ecuación   

 

( ) ( )1.40777367.458866508.62 +−= xxxF
 

Paso 2. Para este problema  se escogió como parámetro el término independiente 

de la ecuación de segundo grado C . Al realizar el análisis de bifurcación AUTO no 

fue capaz de obtener los valores positivos de C de la curva de equilibrio en la 

forma 4.1. Por lo que tuvimos que recurrir a expresar la función 4.1 despejando x .    

El análisis de bifurcación se aplicara en el siguiente problema 

 

( )
( )

0C
0x

a Sujeta
2.4

2
*44103194.4358866508.6,

=
=

−
−±

= xCCxF

 

 

En la figura 13 podemos apreciar la curva de equilibrio del problema de calculo de 

punto de azeótropo. En la tabla 3 se encuentran los puntos de bifurcación de la 

curva de equilibrio. Concentrémonos sólo en los puntos extremos  de cada tramo 

de la curva de equilibrio. Para los valores de C  que se encuentre en el intervalo 

[ ]148.1047.10 ≤≤− C  el problema tendrá dos soluciones (Tabla 4). Para nuestro 

problema a resolver tendremos dos soluciones. 
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Tabla 3. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.1. 

Valor del 
parámetro 

C  

10.148 -10.47 10.148 -10.47 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.EP   2.-EP 3.-EP  4.-EP 

 

 



RESULTADOS 
 

~ 80 ~ 
 

Tabla 4. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.1. 

Intervalo 
de C  

[ ]148.1047.10 ≤≤− C  

No. De 
soluciones 

2 

 

Paso 3. El dominio del problema es todos los reales para x y escogeremos por 

simplicidad el punto inicial 0=x  

Paso 4. El problema a resolver es 

 

( ) ( ) ( )340077736745886650862 ..., =−+−= xFxxxH λλ  

 

En la figura 14 apreciamos la grafica de la función de homotopía realizada con 

AUTO, que tiene una forma sencilla y pasa dos veces en el eje 0=λ . Con el 

estimado inicial 0=x  encontraremos la solución en la que la trayectoria de 

homotopía atraviesa por primera vez el eje 0=λ , y para obtener la otra solución 

requeriremos otro estimado inicial, digamos 5=x , para alcanzar la otra solución.  

En la tabla 5 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía y el estimado inicial de la variable empleado para hallar 

cada solución, la sintonización de los parámetros del método, así como los pasos 

del método de homotopía y del método de Newton para hallar las soluciones para 

el problema 4.1.Físicamente, sólo tiene sentido aquella solución que se encuentre 

en el intervalo 01 >> x .  
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Tabla 5. Resultados del método de homotopía para el problema 3.12. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

0=x  0.691400 0.15 0.85 0.4 5 11 1 

5=x  5.897114 0.06 0.85 0.4 5 5 1 
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4.2. ECUACIÓN DE BEATTIE-BRIDGEMAN. 

 

Paso 1. En este problema se realizaron las operaciones para obtener los valores 

de  β γ  y δ  utilizando las constantes del problema en las expresiones 3.13a. 

Paso 2. Se escogió el parámetro P  por ser el término independiente de la 

ecuación 3.13, lo cual simplificará la elección del punto inicial. El análisis de 

bifurcación se aplicara en el siguiente problema 

 

( )

( )44
30022221

00012510054225401658360781411957522
432

.
.P

1V
:a Sujeta

....,

=
=

−−+−= P
VVVV

PVF

 

 

En la figura 15 podemos apreciar la curva de equilibrio del problema 4.4. En la 

tabla 6 se encuentran los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio. Como 

podemos apreciar la curva de equilibrio no presenta puntos de bifurcación, lo que 

es una razón para creer que el problema solo cuenta con una solución, pero la 

curva de equilibrio cuenta con dos ramas, lo cual creará zonas de multiplicidad 

para el problema. Este problema nos demuestra que la presencia de zonas de 

multiplicidad no es única para aquellas curvas de equilibrio que presentan puntos 

de bifurcación, pues si una curva de equilibrio tiene más de una rama puede 

presentar zonas de multiplicidad. 

Para los valores de 14 EPPEP <≤  y 32 EPPEP ≤<  el problema tendrá una 

solución, que podemos ubicar en la rama de la curva cuyos puntos extrémales son 

3EP  y 4EP . Para los valores del parámetro 21 EPPEP ≤≤  el problema tendrá dos 

soluciones. Como 100=P , el problema a resolver tiene 2 soluciones. 
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Tabla 6. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.4. 

Valor del 
parámetro 

Da  

80.7075 119.293 120.098 79.0216 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-EP 3.-EP 4.-EP 
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Tabla 7. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.4. 

Intervalo 
de P  

14 EPPEP <≤  y 32 EPPEP ≤<  21 EPPEP ≤≤  

No. De 
soluciones 

1 2 

 

Paso 3. El dominio del problema es todos los reales excepto 0=V . 

Paso 4. Por simplicidad escogeremos por punto inicial 10.=V  la función de 

homotopía para este problema es 

 

( ) ( ) ( )541010000012510054225401658360781411957522
432 ......, =−−−+−= VF

VVVV
VH λλ

 

En la figura 16 apreciamos la grafica de la función de homotopía, que tiene una 

forma muy parecida a la curva de equilibrio. Al aplicar la codificación para hallar 

las soluciones del problema, requeriremos de otro estimado inicial para poder 

encontrar la otra solución. El primer estimado inicial 10.=V  deberá encontrar la 

solución correspondiente a la rama de aspecto curvo, por lo que el otro estimado 

inicial deberá estar cerca de la rama de aspecto de línea recta. Escogeremos 

0010.=V  para así hallar la solución en esta rama. Es muy probable que la 

obtención de la segunda solución cueste trabajo, debido a que al aplicar los pasos 

de Newton la derivada tendrá un valor cercano a cero, lo cual ocasionará 

dificultades para la convergencia final del método. 

En la tabla 8 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía, el estimado inicial de la variable utilizado para alcanzar 

cada solución y la sintonización de los parámetros del método, así como los pasos 

del método de homotopía y del método de Newton para hallar la solución. 
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Tabla 8. Resultados del método de homotopía para el problema 3.13 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

1.0=V  174967.0=V  0.14 0.85 1.6 15 7 2 

001.0=V  002427.0=V  0.032 4.25 1.2 5 13 2 
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4.3. CAÍDA DE PRESIÓN EN UNA TOBERA DIVERGENTE. 

 

Paso 1. Se sustituyeron los valores de los parámetros de la ecuación 3.14.  

Paso 2. Se escogió el parámetro tA  para la realización del análisis de bifurcación. 

Esto se debe que los otros parámetros presentan inconvenientes: γ  generaría una 

forma complicada de la ecuación para el análisis de bifurcación, debido a que 

aparece en el denominador y en el exponente de uno de los términos de la 

ecuación 3.14; DP  se encuentra en el denominador de dos términos de la 

ecuación 3.14 y de manera similar, el parámetro A . El parámetro escogido es 

apropiado por la forma sencilla que adquiere la ecuación 3.14 para el análisis de 

bifurcación, dicha ecuación, a la cual aplicaremos el análisis de bifurcación es la 

siguiente   
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También podemos apreciar que la elección del parámetro A  facilita la elección del 

punto inicial para el análisis de bifurcación, lo cual hubiera sido mas difícil de 

escoger de haber escogido alguno de los otros parámetros del problema 3.14. En 

la figura 17 podemos apreciar la curva de equilibrio del problema 4.6. La curva de 

equilibrio tiene una forma parabólica y cuenta con un punto de pliegue, lo cual es 

indicativo de que presentará zonas de multiplicidad diferentes. En la tabla 9 se 

encuentran los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio.  
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Tabla 9. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.6. 

Valor del 
parámetro 

tA  

0 0.12 0 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-LP 3.-EP 
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Con base en estos valores, las zonas de multiplicidad serán las siguientes: Para 

un valor de 2EPAt = , el problema 4.6 tendrá una solución, y para el intervalo de 

valores 21 EPAEP t <≤  presentara dos soluciones. En la tabla 10 se encuentran 

las zonas de multiplicidad de la ecuación 4.6. 

 

Tabla 10. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.6. 

Intervalo 
de tA  

21 EPAEP t <≤  2EPAt =  

No. De 
soluciones 

2 1 

 

Como 10.=tA , el problema a resolver tiene 2 soluciones. 

Paso 3. El dominio del problema es todos los reales positivos para P . 

Paso 4. Por simplicidad escogeremos por punto inicial 100=P ;  la función de 

homotopía para este problema es 
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La trayectoria de homotopía obtenida para este problema es la que se encuentra 

en la figura 18. Su forma es sencilla, por lo que el método codificado no presentara 

problemas para encontrar las soluciones. Aunque hay un aspecto que se debe de  

cuidar: En los problemas anteriores las soluciones encontradas se encontraban a 

un orden de magnitud de centésimas o unidades del estimado inicial. Aquí 

apreciamos de manera aproximada que la solución se encuentra a decenas del 
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estimado inicial, por lo que el método podría tardar un poco en encontrar la 

solución. 

   

 

 

En la tabla 11 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía y los estimados iníciales de la variable y la sintonización de 

los parámetros del método, así como los pasos del método de homotopía y del 

método de Newton para hallar la solución. Como se predijo, se requirió un numero 

mayor de pasos para encontrar la solución con el estimado inicial de 100=P , y se 

escogió un estimado inicial cercano a la segunda solución 20=P  para contrastar 

la cantidad de pasos requeridos por el método de homotopía para hallar la 
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segunda solución. Como podemos apreciar, mientras más cerca este la solución 

del estimado inicial, el método adaptará un tamaño de paso de menor magnitud y 

requerirá una menor cantidad de pasos del método de homotopía para hallar la 

solución. 

 

Tabla 11. Resultados del método de homotopía para el problema 3.14. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

20=P  743718.25=P
 

0.015 0.85 0.4 5 13 1 

100=P  943958.78=P
 

0.68 0.85 0.4 5 68 1 

 

 

4.4. DESTILACIÓN BATCH A REFLUJO INFINITO.  

 

Paso 1. Para simplificar la ecuación 3.15, se transformo la ecuación de manera 

que no presentará números enteros multiplicando a los logaritmos de cada 

término, por lo que se multiplico la ecuación por 63 y se realizaron las operaciones 

para los términos en los que no se encontraba la variable.  

Paso 2. La elección de un parámetro para este problema no resulta sencilla, 

debido a que para la obtención del valor inicial tendremos que resolver el 

problema para poder hallar el valor para la variable. Se escogió aquel valor que 

multiplica al término logarítmico que contiene el denominador, y se tuvo que 

resolver el problema para hallar el valor inicial. El problema al que le aplicaremos 

el análisis de bifurcación es 
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En la figura 19 podemos apreciar la curva de equilibrio del problema. Presenta un 

punto de pliegue, por lo que presentará diferentes zonas de multiplicidad. . En la 

tabla 12  se encuentran los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio.  
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El problema cuenta con dos zonas de multiplicidad: para un valor de 2LPA = , el 

problema tendrá una solución y para el intervalo de valores 12 EPALP ≤<  el 

problema tendrá dos soluciones. En la tabla 13 podemos apreciar las zonas de 

multiplicidad de este problema y como el problema que resolveremos por medio 

del método de homotopía el parámetro tiene un valor de 64=A , el problema a 

resolver cuenta con dos soluciones. 

 

Tabla 12. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.8. 

Valor del 
parámetro 

A  

76.67 55.8821 76.67 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-LP 3.EP 

 

 

Tabla 13. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.8. 

Intervalo 
de A  

12 EPALP ≤<  2LPA =  

No. De 
soluciones 

2 1 

 

Paso 3. El dominio del problema son los valores 9500 .<< x . Esto deberá facilitar 

la búsqueda de las soluciones del problema. 

Paso 4. Se escogió el punto inicial 10.=x  la función de homotopía para este 

problema es 
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En la figura 20 apreciamos la grafica de la función de homotopía, que cuenta con 

dos ramas, por lo que requeriremos que el otro estimado inicial se encuentre cerca 

de la otra rama para así poder hallar la otra solución. Se escogió como segundo 

estimado inicial 4.0=x . Podemos apreciar que como ocurre para la trayectoria del 

problema 4.5, una de las ramas de la trayectoria de homotopía tiene un aspecto 

curvo y la otra un aspecto de línea recta, lo cual hará difícil la obtención de la 

solución de la rama con aspecto de línea recta.  
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 A pesar de que el dominio del problema esta acotado en un intervalo en el cual el 

método no deberá tener problemas para hallar la solución, el problema resulta una 

prueba interesante de cómo el método puede lidiar problemas en los que el 

argumento de la función puede tomar valores que no se encuentran en el dominio 

de la función de manera sencilla (a diferencia de los otros problemas donde los 

valores no permitidos por el dominio consistían de uno o mas valores, aquí el 

dominio es un intervalo estrecho, por lo que hay mayor posibilidad de que la 

función tome un valor no permitido por el dominio).  

En la tabla 14 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía y los estimados iníciales de la variable y la sintonización de 

los parámetros del método, así como los pasos del método de homotopía y del 

método de Newton para hallar la solución. 

 

Tabla 14. Resultados del método de homotopía para el problema 3.15. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

1.0=x  036171.0=x  0.015 0.85 0.4 5 7 1 

4.0=x  495663.0=x  0.78 0.85 0.8 5 11 1 

 

4.5. EQUILIBRIO QUÍMICO. 

 

Paso 1. Se despejo el término 2P  del denominador. 

Paso 2. Como opciones de parámetro para la obtención de la curva de equilibrio 

tenemos: P , PK  y las concentraciones iníciales a , b  o c . Podríamos escoger 

para facilitar la elección del punto inicial los dos primeros, pero considerando la 

magnitud de estos parámetros en el problema a resolver, haría que el análisis de 
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bifurcación se complicará. Se escogió de las concentraciones iníciales al 

parámetro a , debido a que si se desarrollan los exponentes de la fracción en 

donde se encuentran estos parámetros, este parámetro tiene el exponente de 

menor valor, lo cual facilitará la obtención de la curva de equilibrio. El análisis de 

bifurcación para la determinación de zonas de multiplicidad del problema 3.16 lo 

realizaremos por medio de la siguiente ecuación  

 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )10.4
1a

066270102.0x
a Sujeta

38.0
21.123.056951205.3, 2
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=
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−−
−++

−=
xxa
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Que, como podemos apreciar, para la obtención de un punto inicial tendremos que 

resolver para un valor fijo del parámetro a . Esto pudiera parecer poco ortodoxo en 

aras de la simplicidad, pero el beneficio de haber escogido este parámetro se 

apreciará en la curva de equilibrio. 

En la figura 21 podemos apreciar la curva de equilibrio del problema 4.10. 

Efectivamente, la forma de la curva es simple y consta de dos ramas que no 

presentan puntos de bifurcación, pero podemos apreciar que si presentara zonas 

de multiplicidad diferentes. En la tabla 15 se encuentran los puntos extremos de la 

curva de equilibrio. Para valores del parámetro 42 EPaEP <≤  el problema contará 

con una solución y para los valores 14 EPaEP ≤<  el problema contará con dos 

soluciones. Estos resultados se encuentran resumidos en la tabla 16 y como 

nuestro problema tiene un valor del parámetro 50.=a , el problema contará con 

dos soluciones. 

Paso 3. El dominio del problema son todos los reales excepto 50.=x  y 
30
8

=x . 
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Tabla 15. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.10 

Valor del 
parámetro 

a  

1 -0.422469 1 -0.148047 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-EP 3.-EP 4.-EP 
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Tabla 16. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.10. 

Intervalo 
de a  

42 EPaEP <≤  14 EPaEP ≤<  

No. De 
soluciones 

1 2 

 

Paso 4. El punto inicial escogido fue 0=x  por lo que la función de homotopía es 
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En la figura 22 apreciamos la grafica de la función de homotopía, que tiene una 

forma parecida a la curva de equilibrio. Las dos ramas tienen aspecto curvo, por lo 

que la obtención de las soluciones del problema será sencilla. Deberemos de 

escoger un punto inicial cercano a la segunda rama, escogiéndose el valor de 

450.=x . 

En la tabla 17 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía; los estimado iníciales de la variable; la sintonización de los 

parámetros del método; así como los pasos del método de homotopía y del 

método de Newton para hallar la solución.  
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Tabla 17. Resultados del método de homotopía para el problema 3.16. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

0=x  058648.0=x  0.715 1.7 2 15 18 3 

45.0=x  600323.0=x  0.07 0.85 2 15 11 1 
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4.6. ALTURA DE UNA ESFERA SUMERGIDA EN AGUA.  

 

Paso 1. Se realizaron las operaciones para obtener el polinomio. 

Paso 2. Podemos escoger cualquier coeficiente del polinomio de tercer grado. Se 

escogió el término independiente, por lo que la ecuación que generará la curva de 

equilibrio para la determinación de las zonas de multiplicidad será 
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En la figura 23 se encuentra la curva de equilibrio del problema 4.12. Podemos 

apreciar que el punto inicial que escogimos resulto ser un punto de pliegue 

también. La curva de equilibrio cuenta con dos puntos de pliegue por lo que el 

problema contará con diferentes zonas de multiplicidad.  

 

Tabla 18. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.12 

Valor del 
parámetro 

Da  

0 4 2.69073 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-LP 3.-EP 

 

En la tabla 18  se encuentran los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio. El 

problema contará con una solución para valores de 1EPA <  y 2LPA > , con dos 

soluciones para 1EPA = y 2LPA =  y tres soluciones para 21 LPAEP << . Para 

nuestro problema tenemos 42.=A  por lo que el problema tendrá tres soluciones. 

En la tabla 19 se encuentran las zonas de multiplicidad del problema 4.12 

 

Tabla 19. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.12 

Intervalo 
de Da  

1EPA <  y 2LPA >  1EPA = y 2LPA =  21 LPAEP <<  

No. De 
soluciones 

1 2 3 

 

Paso 3. El dominio del problema son todos los reales para h . 
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Paso 4. El punto inicial escogido fue 1=h , la función de homotopía para este 

problema es 

 

( ) ( )
( )134

1423 23

.
., =−+−= hFhhhH λλ  

 

En la figura 24 apreciamos la grafica de la trayectoria de homotopía, que tiene una 

forma parecida a la curva de equilibrio. Para la obtención de las otras dos 

soluciones usaremos los estimados iníciales 4=h  y 5.2−=h . 
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En la tabla 20 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía, los estimados iníciales de la variable, la sintonización de 

los parámetros del método y los pasos del método de homotopía y del método de 

Newton para hallar la solución.  

 

Tabla 20. Resultados del método de homotopía para el problema 3.17 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

1=h  133545.1=h  0.335 0.85 0.4 5 3 1 

4=h  661278.2=h  0.01 0.85 0.4 5 10 1 

5.2−=h  795386.0−=h  0.185 0.85 0.4 5 6 1 

 

4.7. SECUENCIA DE DOS REACTORES NO ISOTÉRMICOS. 

 

Paso 1. Las simplificaciones hechas al sistema original consistieron en la 

argumento de la función exponencial y realizando las operaciones entre los 

parámetros conocidos como se apreciara en la ecuación 4.14. 

Paso 2. Para el problema se escogió como parámetro DaDaDa == 21   para 

realizar el análisis de bifurcación porque este parámetro aparece en todas las 

ecuaciones del problema y multiplica a un término en el que aparecen una variable 

y una función exponencial con otra variable del problema en todas las ecuaciones. 

El análisis de bifurcación se aplicara en el siguiente problema 
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En las figuras 25a, 25b, 25c y 25d podemos apreciar la curva de equilibrio del 

problema para cada una de sus variables. Originalmente, este problema se realizo 

como un estudio paramétrico de cómo afecta cada parámetro la cantidad de 

estados estacionarios que presenta el problema [18], y en ese trabajo solo se 

obtuvo la curva de equilibrio 2θ−Da , la cual coincide con la obtenida en la figura 

25d y luego utilizaron curvas de 21 θ−x , 21 θθ −  y 22 θ−x  para relacionar un valor 

dado de 2θ  y relacionarlo con las otras variables del problema. Se puede apreciar 

de estas curvas, que a un valor de 2θ  pueden corresponder uno o mas valores de 

las otras variables, lo cual nos habla de multiplicidad de estado interno para el 

problema. 

En este trabajo decidimos obtener las curvas de equilibrio de cada variable con 

respecto al parámetro, y comprobamos que efectivamente, este problema cuenta 

con multiplicidad de estado interno. Para poder apreciar los diferentes valores 

relacionados a cada multiplicidad, realicemos el análisis de bifurcación.   

En la tabla 21 se encuentran los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio. 

Vamos a tener que realizar un análisis de bifurcación para cada variable, pues por 

simple inspección de las graficas 25a, 25b, 25c y 25d se puede apreciar que cada 

variable presenta multiplicidad diferente para una zona dada. 
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Tabla 21. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio del sistema de 
ecuaciones 4.14. 

Valor del 
parámetro 

Da  

0 0.0527258 0.0120693 0.0590142 0.0384297 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-LP 3.-LP 4.-LP 5.-LP 

Valor del 
parámetro 

Da  

0.0440767 0.0115095 0.0682924 0.0435929 0.0135142 

Tipo de 
punto de 

bifurcación 

6.-LP 7.- LP 8.-EP 9.-BP  10.-BP  

 

Para la variable 1x  y 1θ  presentan las mismas zonas de multiplicidad, y estas son 

las siguientes, para los valores de 71 LPDaEP <≤  y 84 EPDaLP ≤< , el problema 

4.14 presentara una solución para estas variables; para los valores 7´LPDa =  y 

4LPDa = , presentará dos soluciones y para valores de 47 LPDaLP <<  presentará 

tres soluciones.  

 

Tabla 22a. Zonas de multiplicidad del sistema de ecuaciones 4.14 para 1x  y 1θ . 

Intervalo 
de Da  

71 LPDaEP <≤  y 

84 EPDaLP ≤<  
7´LPDa =  y 

4LPDa =  
47 LPDaLP <<  

No. De 
soluciones 

1 2 3 
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Para la variable 2x  tenemos las siguientes zonas de multiplicidad: Para los valores 
de 71 LPDaEP <≤  y 84 EPDaLP <<  el problema tendrá una solución, para 

7LPDa =  y 4LPDa =  tendrá dos soluciones, para 37 LPDaLP <<  y 42 LPDaLP <<  

tres soluciones, para 3LPDa = , 2LPDa =  y 10BPDa =  cuatro soluciones, para 

510 LPDaBP << , 26 LPDaLP <<  y 103 BPDaLP <<  cinco soluciones, para 

5LPDa =  y 6LPDa =  seis soluciones y para 65 LPDaLP <<  siete soluciones. 

Por ultimo, para la variable 2θ , encontramos que para la zona 71 LPDaEP <<  y 

84 EPDaLP <<  el problema tiene una solución, para 7LPDa =  y 4LPDa =  tendrá 2  

 

Tabla 22b. Zonas de multiplicidad del sistema de ecuaciones 4.14 para 2x . 

Intervalo 

de Da  
71 LPDaEP <≤        

y 
84 EPDaLP <<  

7LPDa =         
y 

4LPDa =  

37 LPDaLP <<
y 

42 LPDaLP <<
 

3LPDa =  

2LPDa =  

10BPDa =  

No. De 

soluciones 

1 2 3 4 

 

Intervalo 

de Da  

510 LPDaBP ≤<      
y 

26 LPDaLP <<       
y 

103 BPDaLP <<  

 

5LPDa =         
y 

6LPDa =  

 

 

65 LPDaLP <<  

No. De 

soluciones 

5 6 7 

 

soluciones, para 37 LPDaLP ≤<  y 42 LPDaLP <<  tendrá 3 soluciones,  para 

3LPDa =  y 2LPDa =  tendrá 4 soluciones, para 53 LPDaLP ≤< , 26 LPDaLP <<  y 
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9BPDa =  tendrá 5 soluciones, para 5LPDa =  y 6LPDa =  tendrá 6 soluciones y 

para 95 BPDaLP <<  y 69 LPDaBP <<  tendrá 7 soluciones. 

Las zonas de multiplicidad para cada variable se pueden apreciar en las tablas 

22a, 22b y 22c y en la tabla 22d se encuentran las zonas de multiplicidad para 

todas las variables en su conjunto. Para nuestro problema tenemos 0320.=Da , 

así que el problema tendrá tres soluciones para 1x  y 1θ , cinco para 2x  y cinco 

para 2θ . 

 

Tabla 22c. Zonas de multiplicidad del sistema de ecuaciones 4.14 para 2θ . 

Intervalo 

de Da  
71 LPDaEP <≤        

y 
84 EPDaLP <<  

7LPDa =         
y 

4LPDa =  

37 LPDaLP <<
y 

42 LPDaLP <<
 

3LPDa =  

2LPDa =  
 

No. De 

soluciones 

1 2 3 4 

 

Intervalo 

de Da  

53 LPDaLP ≤<      
y 

26 LPDaLP <<     
y 

9BPDa =  

5LPDa =         
y 

6LPDa =  

95 BPDaLP <<                            
y 

69 LPDaBP <<  

No. De 

soluciones 

5 6 7 
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Tabla 22d. Zonas de multiplicidad del sistema de ecuaciones 4.14. 

Intervalo 
de Da  

71 LPDaEP <≤  
y 

84 EPDaLP ≤<
 

7LPDa =         
y 

4LPDa =  

37 LPDaLP <<    
y 

42 LPDaLP <<  

3LPDa =  

2LPDa =  
 

1x  1 2 3 3 

1θ  1 2 3 3 

2x  1 2 3 4 

2θ  1 2 3 4 

Intervalo 
de Da  

103 BPDaLP <<
 

10BPDa =  510 LPDaBP ≤<      
y 

26 LPDaLP <<  

5LPDa =              
y 

6LPDa =  

1x  3 3 3 3 

1θ  3 3 3 3 

2x  5 4 5 6 

2θ  5 5 5 6 

Intervalo 
de Da  

95 BPDaLP <<
 

9BPDa =  69 LPDaBP <<  

1x  3 3 3 

1θ  3 3 3 

2x  7 7 7 

2θ  7 5 7 
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Paso 3. El dominio del problema es todos los reales para 1x  y 2x  y todos los 

reales excepto -1000 para 1θ  y 2θ , por lo que se tendrá que considerar este valor 

al codificar la función y su jacobiano. 

Paso 4. Por simplicidad escogeremos por punto inicial [ ] [ ]0101,,, 2211 =θθ xx  

la función de homotopía para este problema es 
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En las figuras 26a, 26b, 26c y 26d apreciamos las graficas de λ−1x , λθ −1 , 

λ−2x  y λθ −2 .  

En la tabla 23 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía y el estimado inicial de las variables y la sintonización de los 

parámetros del método, así como los pasos del método de homotopía y del 

método de Newton para hallar la solución. Para la elección de los estimados 

iníciales para hallar las diferentes soluciones del problema se recurrió a la 

información contenida en el archivo de AUTO que contiene la información con la 

cual se obtuvieron las trayectorias de homotopía para hallar aquellas soluciones 

donde el método de homotopía no pudo alcanzar la solución. Dicha elección fue 

considerando un punto cercano a la solución, que permitieran alcanzar estas 

soluciones.   
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Tabla 23. Resultados del método de homotopía para el problema 3.18. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

0
0
0
0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

425108.0
088694.0
304050.0
044863.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

0.005 0.85 0.4 5 12 1 

24159.3
471266.0
304447.0
043069.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

241876.3
475378.0
304593.0
047845.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

0.37 0.85 2 5 2 1 

1
1

1
1

2

2

1

1

=
−=

=
−=

θ

θ
x

x

 

430784.2
981530.0
144795.7
974731.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

0.045 1.7 0.8 15 30 1 

7
1
0

01.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

906835.6
969434.0
305116.0
041475.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

0.095 0.85 0.8 10 15 1 

658307.1
516230.0
191834.3
435225.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

658273.1
516292.0
189834.3
469102.0

2

2

1

1

=
=
=
=

θ

θ
x

x

 

0.505 0.85 0.4 5 4 1 
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4.8. REACTOR CSTR CON RECIRCULACIÓN. 

 

Paso 1. La ecuación se simplificó sustituyendo los valores de los parámetros y 

realizando las operaciones. 

Paso 2. Como parámetro se escogió τ , debido a que es fácil obtener el punto 

inicial para la obtención de la curva de equilibrio a través de este parámetro. La 

ecuación la cual representará la curva de equilibrio para el análisis de bifurcación 

es la siguiente 

 

( ) ( ) ( )[ ]

( )164
0
0

10581581 20
1

.

:a Sujeta
..,

=
=

−−++−+=
+

τ
θ

θτθτθτθτθ
θ
θ

eF

 

 

La curva de equilibrio del problema 4.16 se puede apreciar en la figura 27. Se 

puede observar que por la presencia de dos puntos de pliegue, por lo que el 

problema tendrá zonas de multiplicidad diferentes.  

En la tabla 30 se encuentran los puntos de bifurcación de la curva de equilibrio. El 

problema contará con una solución para aquellos valores del parámetro en los que 

31 LPEP <≤ τ  y 42 EPLP ≤< τ ; el problema contará con dos soluciones para los 

valores 2LP=τ  y 3LP=τ ; y para los valores 23 LPLP << τ  el problema contará 

con tres soluciones. Estos resultados se pueden apreciar en la tabla 31 y como 

para este problema 020.=τ ,  se buscaran tres soluciones.   
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Tabla 30. Puntos de bifurcación de la curva de equilibrio de la ecuación 4.20. 

Valor del 

parámetro 

τ  

0 0.03637 0.013224 0.046711 

Tipo de 

punto de 

bifurcación 

1.-EP 2.-LP 3.-LP 4.-EP 
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Tabla 31. Zonas de multiplicidad de la ecuación 4.21. 

Intervalo 

de τ  
31 LPEP <≤ τ  y 42 EPLP ≤< τ  2LP=τ  y 3LP=τ   23 LPLP << τ

 

No. De 

soluciones 

1 2 3 

 

Paso 3. El dominio consta de todos los valores reales excepto 20−=θ . 

Paso 4. Como punto inicial escogemos 0=θ  la función de homotopía para este 

problema es 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )174

010581581 20
1

.
.., =−−−++−+=

+
θλθτθτθτθλθ

θ
θ

FeH  

 

En la figura 28 apreciamos la grafica de la función de homotopía, que tal y como 

predijo el análisis de las zonas de multiplicidad, cruza en tres ocasiones en el 

plano 0=λ , indicando que el problema cuenta con tres soluciones. En la tabla 32 

se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del método de 

homotopía, los estimados iníciales empleados para hallar las soluciones, la 

sintonización de los parámetros del método, así como los pasos del método de 

homotopía y del método de Newton para hallar la solución. 
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Tabla 32. Resultados del método de homotopía para el problema 3.19. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

0=θ  467371.0=θ  0.005 0.85 0.4 5 11 1 

5=θ  625332.4=θ  0.025 0.85 0.4 5 8 1 

10=θ  905938.8=θ  0.025 0.85 0.4 5 11 1 
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4.9. FLASH REACTIVO ADIABÁTICO. 

 

Paso 1. Se simplificaron algunos términos del sistema de ecuaciones efectuando 

las operaciones con los parámetros fijos del problema como se apreciara en la 

ecuación 4.18. 

Paso 2. Para este problema se escogió el parámetro f  para realizar el análisis de 

bifurcación del problema 3.20. Esto se debe a que aparece como termino 

independiente en dos de las ecuaciones y multiplica a una de las variables en una 

ecuación. Los otros parámetros aparecen con menor frecuencia en las ecuaciones 

por lo que fue un factor para descartarlas como parámetro de bifurcación. La 

elección del punto inicial se puede dificultar para la variable θ  independientemente 

de la selección del parámetro de bifurcación, pero al escoger el estimado inicial 

para las primeras variables como ( ) [ ]0,0,0,0,,, =yxvl  la ecuación que definirá dicho 

punto inicial en esta variable corresponde a 4F  y adquiere la forma 11
08.2704.7

=+
−
θ
θ

e  

cuya resolución es sencilla, 26998962.0=θ . Ya con estos elementos podemos 

definir la curva de equilibrio a la cual aplicaremos el análisis de bifurcación para 

hallar las zonas de multiplicidad del problema 3.20 que corresponde al siguiente 

sistema de ecuaciones  
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En las figuras 29a, 29b, 29c, 29d y 29e  podemos apreciar las curvas de equilibrio 

del problema lf − , vf − , xf − , yf −  y θ−f . A diferencia del problema 4.7, las 

variables del problema presentan las mismas zonas de multiplicidad  con respecto 

al parámetro de bifurcación, por lo que solo se realizará un solo análisis de 

multiplicidad para el problema para todas las variables del problema.  

 

Tabla 33. Puntos de bifurcación del problema 4.18. 

Valor del 

parámetro 

f  

0 1.31798 0.621895 2.03879 

Tipo de punto 

de bifurcación 

1.-EP 2.-LP 3.-LP 4.-EP 
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Tabla 34. Zonas de multiplicidad del problema 4.18. 

Intervalo 

de f  
31 LPfEP <≤  y 42 EPfLP ≤<  3LPf =  y 2LPf =  23 LPfLP <<  

No. De 

soluciones 

1 2 3 

 

En la tabla 33 se encuentran los puntos de bifurcación del problema 4.18. Para un 

valor de 31 LPfEP <≤  y 42 EPfLP ≤<  el problema tiene una solución; para valores 

de 3LPf =  y 2LPf =  el problema cuenta con dos soluciones y para valores de

23 LPfLP <<  el problema cuenta con tres soluciones. Estos resultados se pueden 

apreciar en la tabla 34. Para nuestro problema, 1=f  por lo que el problema cuenta 

con tres soluciones. 

Paso 3. El dominio del problema es todos los reales para l , v , x , y  y θ  excepto 

el valor 1−=θ . 

Paso 4.Como punto inicial tomaremos 5884.00 =l , 4115.00 =v , 0809.00 =x , 

5884.00 =y  y 2.00 =θ . La función de homotopía es la siguiente 
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En las figuras 30a, 30b, 30c, 30d y 30e apreciamos las trayectorias de homotopía 

del problema 4.19. Se escogieron los estimados iníciales 0,0,0,0 ==== yxvl

 
1.0y =θ , y los demás revisando el archivo de AUTO de los datos con los que se 

obtuvieron las trayectorias de homotopía, escogiendo valores cercanos a las 

soluciones restantes, estos estimados iníciales fueron ,0,2.0,2.1 =−== xvl

 
2.0 y 2.0 == θy  y .01.0 y 9.0,9.0,1.0,9.0 ===== θyxvl  

En la tabla 35 se encuentran las soluciones encontradas por la codificación del 

método de homotopía y el estimado inicial de las variables y la sintonización de los 

parámetros del método, así como los pasos del método de homotopía y del 

método de Newton para hallar la solución. Una da las soluciones carece de 

sentido físico, debido a que la variable v  solo puede tener valores 0<< vf , y 

vemos que en la segunda soluciones toma un valor negativo. Por lo que 

físicamente el tanque flash sólo puede operar en los otros dos estados 

estacionarios.  
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Tabla 35. Resultados del método de homotopía para el problema 3.20. 

Estimado inicial Solución Parámetros de 
sintonización 

Pasos 

δ  id  iα  iθ  Homotopía Newton 

1.0
0
0
0
0

=
=
=
=
=

θ
y
x
v
l

 

133718.0
690113.0
217476.0
071162.0
928838.0

=
=
=
=
=

θ
y
x
v
l

 

0.035 

 

 

3.4 2 5 37 1 

2.0
2.0

0
2.0

2.1

=
=
=
−=

=

θ
y
x
v
l

 

239948.0
194561.0
029300.0
012689.0

012689.1

=
=
=
−=

=

θ
y
x
v
l

 

0.015 4.25 1.2 5 18 1 

01.0
9.0
9.0
1.0
9.0

=
=
=
=
=

θ
y
x
v
l

 

014195.0
979013.0
854062.0
128808.0
871192.0

=
=
=
=
=

θ
y
x
v
l

 

0.26 5.1 0.8 10 22 1 
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES. 

 

5.1 CONCLUSIONES. 

 

• La metodología propuesta nos permitió encontrar todas las soluciones de los 

problemas de prueba. El análisis de bifurcación nos permitió determinar el número 

de soluciones del problema, la curva de equilibrio nos permitió visualizar la 

ubicación de las soluciones, la trayectoria de homotopía nos da una idea de que 

tan difícil es obtener las soluciones y el programa desarrollado obtuvo el valor 

exacto de cada solución para cada problema. 

 

• El éxito en la obtención de la curva de equilibrio para el análisis de multiplicidad 

radicará en la elección apropiada del parámetro. A pesar de que el software 

utilizado en este trabajo, AUTO, fue capaz de obtener la curva de equilibrio de un 

problema complejo como el descrito en la sección 4.7, fue incapaz de obtener la 

curva de equilibrio de un problema como el descrito en la sección 4.1 en su forma 

simplificada. Como regla para la elección del parámetro, se deberá elegir aquel 

parámetro que genere la forma más simple de la función que describirá la curva de 

equilibrio y que facilite la elección del punto inicial de la curva de equilibrio. 

Aunque esta regla no siempre se podrá seguir, como lo apreciamos en las 

secciones 4.4, 4.5 y 4.9, hay que tratar de mantener al menos la forma más simple 

y que no adquiera valores indeterminados en la función que genere la curva de 

equilibrio. 

 

• La visualización de la trayectoria de homotopía por medio de AUTO es una 

herramienta que nos ayudará a la selección de un estimado inicial para la 

obtención de cierta solución. Hay ciertas soluciones que debido a que se 

encuentran cerca una de la otra, la obtención de alguna de ellas se complicara 

debido a que el método de homotopía obtendrá la más cercana a la parte de la  
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trayectoria que ha estado siguiendo por medio del estimado inicial, como se puede 

apreciar en la sección 4.7. La manera de obtener este tipo de soluciones, es 

utilizando como estimado inicial un valor cercano a la solución que no se puede 

obtener.    

 

• El método de homotopía fue capaz de obtener las soluciones exactas de cada 

problema prueba. Sin embargo, antes de aplicar el método a cualquier problema 

dado debemos de considerar en la magnitud de los valores utilizados en el 

método, esto es, considerando que el método primero obtiene un vector tangente 

unitario que luego multiplicara por el tamaño de paso para después obtener el 

siguiente punto que se aproxime a la trayectoria de homotopía. Siendo el tamaño 

de paso un valor del orden de milésimas, el incremento en las variables en el 

siguiente punto se encontrara entre milésimas o cercano a la unidad del punto 

inicial. Si la solución se encuentra a centenas del estimado inicial, el método 

tendrá que realizar demasiados pasos del método de homotopía para hallar la 

solución y con ello tardará demasiado tiempo en hallar la solución. Lo 

recomendado para superar este tipo de dificultades es realizar un planteamiento 

que reduzca la escala del problema.    

 

5.2. RECOMENDACIONES. 

 

• Con los reportes generados en las unidades 65, 66 y 67 por la subrutina 

HOMOTOPIA de los problemas prueba, se puede realizar un análisis numérico de 

cómo escoger los parámetros de sintonización para poder establecer un método 

de sintonización aplicable a cualquier problema.  

 

• Se recomienda la realización de un estudio comparativo con otro software de 

bifurcación: Una buena elección sería el software MATCONT, debido a su 

compatibilidad con MATLAB, siendo una gran ventaja en comparación a AUTO. 
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Además, como pudimos apreciar en algunos de los problemas prueba, hay veces 

que AUTO requiere que la o las funciones sean simplificadas para poder realizar el 

análisis de bifurcación. Sería información útil la comparación de como para ciertas 

simplificaciones de la o las funciones del problema el software es capaz de 

obtener su curva de equilibrio. Claro que para esto, no sólo se haría un estudio 

comparativo con respecto a MATCONT, se podrían utilizar otros paquetes de 

software como los mencionados en la sección 2.4.   

 

• La selección del punto inicial para la obtención de la solución por medio del 

método de homotopía en este trabajo se realizo con base en la cercanía con 

respecto a la solución. Una mejor forma de obtener el estimado inicial es el criterio 

de selección del punto inicial que minimiza el número de raíces reales para la 

función de homotopía con forma de punto fijo [21]. Aunque este criterio no siempre 

obtiene un punto inicial que se encuentre en el dominio de la función, es una 

buena guía para la obtención de un punto inicial apropiado para un problema 

dado. 

 

• Una de las mejoras que se pueden implementar a la codificación del método de 

homotopía, consiste en el uso de variable compleja en el planteamiento del 

problema. Esto ya ha sido implementado y, los beneficios que genera este 

planteamiento radican en la obtención de soluciones diferentes alcanzadas por el 

planteamiento en variable real a partir de un estimado inicial dado y la obtención 

de las raíces complejas del problema [14]. Al realizar esta implementación, se 

deberá considerar que al definir la función, se necesitara un mayor esfuerzo para 

codificar el problema en variable compleja. 
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APÉNDICE A: CODIFICACIÓN DE LOS PROBLEMAS PRUEBA. 

 

En este apéndice esta contenida la codificación de los problemas para ser 

empleados para la obtención de la curva de equilibrio y para su posterior empleo 

en la codificación del método de homotopía. Además, también se requiere la 

codificación del jacobiano para después ser utilizado en el método de homotopía. 

La ventaja del uso de Fortran para la codificación del método de homotopía radica 

en que una vez que se ha codificado el problema para AUTO, después puede ser 

utilizado para la rutina de homotopía efectuando unas ligeras modificaciones. 

 

A.1. CÁLCULO DE UN PUNTO DE AZEÓTROPO.  

 

Codificación de la función. 
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Codificación del jacobiano. 

 

 

A.2. ECUACIÓN DE BEATTIE-BRIDGEMAN. 

 

Codificación de la función. 
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Codificación del jacobiano. 

 

 

A.3. CAÍDA DE PRESIÓN EN UNA TOBERA DIVERGENTE. 

 

Codificación de la función. 
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Codificación del jacobiano. 

 

 

A.4. DESTILACIÓN BATCH A REFLUJO INFINITO.  

 

Codificación de la función.
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Codificación del jacobiano. 

 

 

A.5. EQUILIBRIO QUÍMICO. 

 

Codificación de la función. 
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Codificación del jacobiano. 

 

 

A.6. ALTURA DE UNA ESFERA SUMERGIDA EN AGUA.  

 

Codificación de la función. 
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Codificación del jacobiano. 

 

 

A.7. SECUENCIA DE DOS REACTORES NO ISOTÉRMICOS. 

 

Codificación de la función. 
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Codificación del jacobiano. 
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A.8. REACTOR CSTR CON RECIRCULACIÓN. 

 

Codificación de la función. 

 

 

Codificación del jacobiano. 
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A.9. FLASH REACTIVO ADIABÁTICO. 

 

Codificación de la función. 

 

 

Codificación del jacobiano.
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