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Capitulo 1

Introduccion

La teoria cuantica de campos es el contexto en el cual podemos formular
teorias cudnticas consistentes para sistemas de muchas particulas, especialmen-
te en situaciones donde estas dltimas pueden ser creadas o destruidas. Se satisface
ademas la necesidad de unir la mecénica cudntica y la relatividad, asi como de
tratar adecuadamente la estadistica de los sistemas de muchas particulas.

Segtn el criterio de Steven Weinberg [1], por largo tiempo muchos fisicos cre-
yeron que el mundo consistia tanto de campos (como el campo electromagnético),
como de particulas (tal cual los electrones). No fue hasta 1926 que apareci6 la idea
de usar los campos cudnticos més allé del electromagnetismo. Actualmente se cree
que los campos cudnticos son los ingredientes fundamentales del universo y que
las particulas son los cuantos de energia y momento de estos campos.

Al procedimiento desarrollado en aquellos aifios se le llamé segunda cuantiza-
cion (hoy conocido como cuantizacion candnica). Mediante el mismo los campos
adquieren caricter de operadores que actdan sobre el espacio de Fock ! y se esta-
blecen para ellos relaciones de conmutacion o anticonmutacidn, en corresponden-
cia con el teorema espin-estadistica.

En el proceso de cuantizacion se definen los operadores de creacion y aniqui-
lacion, los cuales, respectivamente, adicionan o sustraen particulas de los estados
de muchas particulas. Estos operadores son muy similares a los definidos en el
oscilador armoénico cudntico, quienes adicionan o sustraen cuantos de energia.

En muchos casos el formalismo de la cuantizacién candnica resulta demasiado
complicado para derivar las reglas de Feynman y es preferible usar un método de

'El espacio de Fock estd compuesto por el espacio de Hilbert sin particulas (llamado estado de
vacio), suma directa el espacio de Hilbert de una particula, suma directa el espacio de Hilbert de
dos particulas...
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calculo que vaya directamente del lagrangiano a las reglas de Feynman en su
forma covariante, como el método de las integrales de camino. No obstante, para
llevar a cabo los objetivos propuestos en esta tesis doctoral, resulta suficiente y
adecuado el método de la cuantizacién canénica.

Dentro del contexto de las teorias cudnticas de campos, nos propusimos tra-
bajar en particular con el campo electromagnético, el campo de Dirac, la electro-
dindminca cudntica (QED) y el campo de espin 3/2. En el capitulo 2 de este trabajo
se ofrece un breve resumen de los elementos fundamentales de estas teorias.

Uno de los teoremas mds importantes de la teoria de campos cudantica rela-
tivista es el teorema CPT. C simboliza la conjugacion de carga: operacion que
intercambia particulas por antiparticulas; P, la inversion espacial o paridad: trans-
forma un sistema de referencia dextrégiro en otro levégiro y T, la inversion tempo-
ral: convierte, en una imagen cldsica, un movimiento en su inverso. Este teorema,
mostrado por varios autores durante el periodo 1954-1957 [2, 3, 4, 5], sostiene
que toda teoria de campos cudntica relativista, es invariante bajo esas tres trans-
formaciones tomadas simultineamente.

En cuanto a las simetrias discretas nuestro interés fundamental se basa en el
estudio de las estructuras de grupos CPT para los campos ya mencionados. No
estudiamos aqui las operaciones C, P, T en relacion a las interacciones débiles y
fuertes. Entre los objetivos planteados nos propusimos establecer el limite no re-
lativista para la operacion de conjugacion de carga en la electrodinamica cudntica
y calcular el grupo CPT del campo de espin 3/2. Adicionalmente a esto desarro-
llamos otros dos trabajos en relacion al grupo CPT del campo de Dirac.

El capitulo 3 de esta tesis estd dedicado a las simetrias discretas, partiendo de
su descripcion en mecdanica clasica, pasando por la cudntica y terminando con la
teoria cudntica de campos. En especial, reportamos los correspondientes grupos
CPT para el campo de Dirac y el electromagnético.

En el capitulo 4 demostramos que el grupo CPT del campo de Dirac puede
ser obtenido a partir de grupos que sélo contienen a la paridad y a la inversién
temporal.

El capitulo 5 abarca el calculo de las representaciones irreducibles de los gru-
pos CPT de la electrodindmica cudntica. Teniendo en cuenta que las propieda-
des de transformacién ante C, P, T de los campos interactuantes son las mismas
que para los campos libres, expresamos entonces el grupo completo CPT para
la QED, como el producto directo de los grupos CPT del campo de Dirac y del
electromagnético.

En el capitulo 6 estudiamos el limite no relativista de la operacién de conju-
gacion de carga, tanto en el contexto del campo de Dirac acoplado a un campo



electromagnético externo cldsico, como en el de la electrodindmica cudntica. La
existencia de este limite galileano constituye actualmente un motivo de controver-
sia. A pesar de que algunos autores [6] consideran que la transformacién C carece
de andloga en la teoria no relativista, otros [7] llegan a definir el operador Cenla
mecdanica cudntica no relativista, aunque se limitan s6lo a su definicién y no dicen
explicitamente de cudl operador se trata.

En el capitulo 7 encontramos el grupo CPT del campo de espin 3/2 y demos-
tramos que el resultado es independiente de la masa.

Finalmente, ofrecemos las conclusiones generales de este trabajo en el capitu-
lo 8.
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Resumen

Esta tesis doctoral estd dedicada al estudio de las simetrias discretas en teoria
cudntica de campos.

En particular, demostramos que el grupo CPT de operadores para el campo de
Dirac, el cual incluye a la operaciéon de conjugacion de carga, emerge de manera
natural a partir de los subgrupos PT y P (o T) del grupo de Lorentz, es decir, a
partir de matrices que actian sobre el espacio-tiempo clasico de Minkowski.

Asimismo calculamos las representaciones irreducibles inequivalentes tanto
del mencionado grupo operacional para el campo de espin 1/2, como del grupo
CPT del campo electromagnético. Encontramos que, desde el punto de vista de la
teoria de grupos, el campo del electrén-positrén ante las transformaciones C, P,
T, es independiente del comportamiento del campo del fotén; por lo que el grupo
CPT de la electrodindmica cudantica es el producto directo de los grupos CPT de
Dirac y electromagnético. Por completitud, calculamos también las representacio-
nes irreducibles del grupo CPT matricial de Dirac.

Adicionalmente estudiamos el limite no relativista de la operacién de conjuga-
cion de carga en la electrodindmica cudntica y concluimos que no es posible esta-
blecerlo en este contexto. No obstante, fue posible determinar esta operacion en el
limite galileano del campo de Dirac en presencia de un campo electromagnético
externo cldsico.

Encontramos ademas que tanto el grupo CPT matricial como el de operadores
para el campo de espin 3/2 (con y sin masa) coinciden con los obtenidos para el
campo de Dirac.



Abstract

This Ph.D. thesis is dedicated to the study of discrete symmetries in quantum
field theory.

Particularly, we showed that the operator CPT group of the Dirac field, which
includes the charge conjugation operation, emerges naturally from the PT and P
(or T) subgroups of the Lorentz group, i.e., from matrices acting on the classical
Minkowski space-time.

We also calculated the inequivalent irreducible representations for both the
above mentioned operator group of the spin-1/2 field and the CPT group of the
electromagnetic field. We found out that, from the group theory point of view, the
behavior of the electron-positron field under C, P, T transformations is indepen-
dent of the behavior of the photon field. That is why the CPT group of quantum
electrodynamics is the direct product of the Dirac and the electromagnetic CPT
groups. For the sake of completeness, we constructed the irreducible representa-
tions of the Dirac matrix CPT group.

Additionally, we studied the non-relativistic limit of the charge conjugation
operation in quantum electrodynamics and we concluded that it is not possible
to establish this limit in this context. However, it was possible to establish this
operation in the galilean limit of the Dirac field coupled to a classical external
electromagnetic field.

Moreover, we found out that both the matrix and the operator CPT groups for
the spin- 3/2 field (with or without mass) are exactly the same groups as for the
Dirac field.



Capitulo 2

La electrodinamica cuantica y el
campo de espin 3/2

2.1. La electrodinamica cuantica

La electrodindmica cuantica (QED) es la teoria para el campo de espin 1/2
(campo de Dirac), acoplado al campo de espin 1 sin masa (campo electromagnéti-
co). Involucra a electrones, positrones y fotones en conjunto y describe sus in-
teracciones [8]. Es una de las teorias verificadas experimentalmente con mayor
precision en la fisica [9, 10].

En su densidad lagrangiana aparecen términos, tanto para los campos de Dirac
(Lé) ) y electromagnético libres (Li"™), como para la interaccion entre ellos (L;):

L(z) = LY (z) + L§™(x) + L () 2.1)
con:
LY (x) = ¥(z)(iv"9, — m)(z), (2.2)
Lem(z) = —iFM,,(x)F“”(QE), 2.3)
Li(z) = —q()y" Ay () (x); (24)

donde: ¢ = %y F,,, es el tensor de campo electromagnético; v (con p =
0,1,2,3) son las matrices de Dirac; A, = (¢, —A) es el 4-potencial electro-
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magnético; m'y ¢ = —|e| son la masa y carga de la particula fermiénica, respecti-
vamente; y 1 es el espinor de Dirac. Se estan considerando ¢ = h = 1.

Durante el proceso de cuantizacidén candnica, ambos campos adquieren caracter
de operadores y se postulan relaciones de anticonmutacion para el de Dirac y de
conmutacion para el electromagnético.

Para obtener los estados de muchas particulas se aplican los operadores de
creacion sobre el vacio:

‘p1817 ---7];15;17 o kA > = [ST(phsl)--dT(le, éVl)---dT(/yfh >\1)-~-’0>- (2.5)

Andlogamente se introducen los operadores de aniquilacion:

Nl N/

(N 181, s DS, | = (0|a(k,, X)) d(py, 1)...b(p), s}). (2.6)

En las expresiones anteriores p;, s; (pz, ) son el tetramomento y proyeccion
del espin en la direccién del movimiento de cada electrén (positrén) y k;, A;, el
tetramomento y polarizacion de cada foton.

Los operadores b,d, aparecen al desarrollar en ondas planas los operadores
de campo:

h(x) = 27r 3/2,/ Z (b(p, r)u(p,r)e”™* +d (p, r)v(p,r)e™?), (2.7)

0w = [ o S/Q\fz (b, 7)o(p,r)e ™" + (b, r)u(p,r)e), 2.9

3
a(k,
/«/ 27)32wy, ; 09)

de forma que: bt crea un electrén, b aniquila un electrén, d' crea un positrén, d
aniquila un positrén, a' crea un fotén y a aniquila un fotén.

En las expresiones anteriores, los €*(k, \) corresponden a los vectores de po-
larizacién de los fotones y x es el tetravector de posicién, £, = /p?+m? y

Net(k, Ne % 4 af(k, N)e(k, N)e™™);
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wy = |k|; mientras que los espinores u(p, ), v(p, ), u(p,r) y v(p, r) satisfacen
las siguientes versiones de la ecuacion de Dirac en el espacio de los momentos:

(plurY,LL - m)u(p, T) = 07 (pu’ht + m)v(p, T) = 07 (210)

u(p,r)(p'y, —m) =0, v(p, )"y, +m) = 0; (2.11)

cuyas soluciones son:

1 0
E,+m 0 E,+m 1
u<pv 1) = . Pz ) u(pv 2) = £ Pa—ipy |
2m Ep+m 2m Ep+m
Px+ipy —Pz
Ep+m Ep+m
_ E,+m : - —ip,
U(p, 1) = P2m (17 07 _E:+m’ _Zﬁ> ’
up.2) = /22T (0, 1, —ptim 212
u(p,2) = om ( ’ » T Eptm Ep+m>v (2.12)
para el electron y
Pz Pa—ipy
Ezz:—zm E Ep+m
E —|— m Pz TWPy + m —Pz
1) = P Ep+m 2) = P Ep+m
v(p, 1) v e ve2) 5 e
0 1
- E + m z x4 y
o) = [T (B B L 0)
— E +m =z .
U(pa 2) = P2m (Z)Ep—:_iijv _E:—l-m’ 07 _1) 5 (213)
para el positrén ([7], p. 43). .
La solucién con » = 1 contribuye a la proyeccién s = = (s = —5) para

el electrén (positron), mientras que r = 2 equivale a s = —
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electrén (positrén)!.

2.2. El campo de espin 3/2

Siendo J; (con i = 1,2, 3) los generadores de las rotaciones y K; los genera-
dores de los boosts del grupo de Lorentz homogéneo (SO(1, 3)), podemos hacer
el cambio de variables:

1 1
Ni = 5 (Ji +iK), N = 5 (i —iKy), (2.14)

donde N;y NJ satisfacen las siguientes relaciones:

[NZ-,NJT] — 0, (2.15)
[NZ',N]'] = iEijka, (216)
INLNE] = ], 2.17)

Es decir, V; y NZ-T obedecen, cada uno, el dlgebra de Lie de SU(2). De aqui po-
demos plantear que:

Lie(SO(1,3)) 2 Lie(SU(2)) x Lie(SU(2)) (2.18)

y es posible apelar entonces a la teoria de representaciones para SU (2).

Tenemos asi dos operadores de Casimir (operadores que conmutan con todos
los generadores): N; N; con autovalores n(n+1)y NZ-T NZ-T con autovalores m(m +
1), donde n, m = 0, %, 1, %, .... Podemos entonces etiquetar a las representaciones
del grupo de Lorentz homogéneo a través de la pareja (n, m), mientras que los
estados dentro de la representacion seran distinguidos por los autovalores de N3
y N3T . Como J; = N; + NJ, caracterizamos al espin de la representacion por
J=n+m.

Siguiendo este analisis podemos expresar a la representacion de Dirac para

1 1
el espin J = 3 de la forma (5, 0) ® (0, =), donde (5, 0) corresponde al espinor

'2

En lo adelante omitiremos la notacién distintiva (171, swz) para el positrén y se entenderd que
los operadores d! y d actian sobre el mismo.
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1
izquierdo de Weyl y (0, 5) al derecho; mientras que la representacion vectorial

11
para el espin J = 1 estd dada por (5, 5) [11].
Teniendo en cuenta el procedimiento para suma de momentos angulares ([12],

p- 206-210), podemos formar estados con espin total Jp = g a partir de estados
con J = 3y J = 1 de la siguiente manera:

1 1
1—= < Jr<14= 2.19
| 2|_ T < +2, (2.19)

lo que nos da Jr = {3, 3}.
Esto es equivalente a generar la representacion para el espin 3/2 haciendo el

producto tensorial de la representacion vectorial (5, 5) y la representacion espi-

1 1
norial de Dirac (5, 0) & (0, 5) Entonces se obtiene el espinor vectorial 1", que

se transforma de acuerdo con la representacion del grupo de Lorentz homogéneo
[11, 13, 14]:

11 1 1 1 1 1 1

(_7 _) & [(_7 0) D (Ov _)] = (_7 1) D (57 O) D (17 5) D (07 5) (220)

y satisface una ecuacion tipo Dirac:

(17*0s — m)YH = 0. (2.21)
Debido a que la cantidad 71}, se transforma como un campo ordinario de

1 1 1 1
Dirac (5, 0)& (0, 5), podemos aislar la representacion (5, 1) (1, 5) requiriendo
que:

¥, = 0. (2.22)

A las condiciones (2.21) y (2.22) se les conoce como la ecuacién de Rarita-
Schwinger.

La ecuacién de Rarita-Schwinger es la ecuacion para el campo relativista fer-
mionico de espin 3/2. Fue introducida por William Rarita y Julian Schwinger en
1941 [15]. Es similar a la ecuacion de Dirac para el campo de espin 1/2. Resul-
ta util para la descripcion de objetos compuestos (si obviamos su estructura en
una primera aproximacion), como los constituyentes del decuplete baridnico para
espin 3/27 [16]: AT, AT, A%, A=, 3*+, 3*0 3%~ =*0 =%~ O~; o para campos
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elementales como el del gravitino. Sin embargo, ninguna particula fundamental
con espin 3/2 ha sido encontrada experimentalmente.

Para el espin 3/2 (y en general para todos los espines mayores que 1) el proce-
dimiento de la cuantizacion candnica se vuelve complicado [17]. En particular, el
espinor vectorial 1/* debe ser descompuesto en sus partes irreducibles de espin 1/2
y espin 3/2, tal como explicamos anteriormente; y como sélo la dltima parte nos
interesa para someterla a la cuantizacion canonica, se suele evitar el procedimien-
to candnico en conjunto y se trabaja directamente con los operadores de creacion
y aniquilacion.

El campo se expande entonces en términos del conjunto completo de solucio-
nes para las ecuaciones de Rarita-Schwinger:

0= [ o 3/2«/ o) (p, @) + d (p, )" (p, )7,
(2.23)

V() = W/Qf Z (p, 7)o" (p, @) + b (p, o) (p, 7))

(2.24)
y, en concordancia con la conexion espin-estadistica, se establecen relaciones de
anticonmutacion para los operadores de creacion y aniquilacion:

{b(p,0).b'(p’, o)} = {d(p,0).d'(p, o)} = 0,0, (2.25)
{b(p,0),b(p, o)} = {d(p,0),d(p o)} =0, (2.26)
{b(p,0),d'(p’, o)} = {b(p,0),d(p’, o)} =0 (2.27)

en lugar de ser deducidas a partir de los anticonmutadores para el campo.
Este procedimiento se valida comprobando que la ecuacion cuantica del mo-
vimiento:

~

: 1 ~ .
Yu = Sl H] (2.28)
sea consistente con las ecuaciones (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) y (2.27).
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Resulta interesante mencionar que al intentar acoplar el campo de Rarita-
Schwinger al campo electromagnético aparecen serias dificultades, como la no
causalidad [18, 19].
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La electrodinamica cuantica y el campo de espin 3/2




Capitulo 3

Simetrias discretas

Sea (a,w) un elemento del grupo de Poincaré P, suma semidirecta de 7, las
traslaciones, y £, el grupo de Lorentz, del espacio-tiempo 4-dimensional de Min-
kowski. Si u(z) es un operador de campo lineal en el espacio de Hilbert H, en-
tonces bajo (a,w), u(x) se transforma como

u'(2") = AMw)u(z) (3.1

donde A(w) es la representacion matricial n x n de (a,w) que actda sobre las n
componenentes de u(z), y ' = (a,w) - © = wz + a. Por otra parte, el vector de
estado ¢ € 'H del sistema de campos, se transforma como

V' =U(a,w)y (2)

donde U (a,w) es el operador que representa a (a,w) en el espacio de Hilbert. De
esta manera, el valor medio de u(z) en el estado ¢’ estd dado por:

(W u(z)y) = (Ua,w), u(z)U(a,w))
= (¥, U'(a,w)u(x)U(a,w)¥) = (¥,u/'(z)y),  (3.2)

con

u'(z) = Ul(a,w)u(x)U(a,w), Ulla,w) = U (a,w) (3.3)

para U unitario, y
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W u(x)y) = (uf(@)V(a,w), V(a,w)y)
= (V(a,w)Vi(a,w)ul(2)V(a,w)p, V(a,w))
= (¢, Vi(a,w)ul(2)V (a,w)y)
(v, (V(a,w)u(x)V(a,w)) = (¥, (2)y)  (3.4)
u'(z) = Vi(a,w)u' (2)V(a,w), Vi(a,w) =V a,w) (3.5)

para U := V antiunitario.

El miembro izquierdo, tanto de (3.2) como de (3.4), es el andlogo del valor es-
perado de un operador independiente del tiempo en la representacion de Schrodin-
ger de la mecénica cuantica no relativista, mientras que los respectivos miembros
derechos corresponden a la representacion de Heisenberg. Comparando (3.1) con
(3.3) y (3.5) obtenemos las condiciones de compatibilidad [20]:

u'(z) = AMw)u((a,w)™ - 2) = Ula, w)u(z)U(a,w) (3.6)

para U unitario, y

u'(z) = AMw)u((a,w) ™ - z) = (VI(a, w)u(z)V (a,w)) 3.7)

para V' antiunitario.

A través de las matrices A(w), (3.6) y (3.7) definen la accién de los operadores
Uy V sobre los operadores de campo cudnticos u(zx).

La transformacién de paridad o inversion espacial, para la cual (a,w) = (0, II),
se define como:

II: 2! = (t,x) — o) = (t, —x) = wha, (3.8)

con w? = diag(l,—1,—1,—1); mientras que para la inversiéon temporal, donde
(a,w) = (0, 7), tenemos:

Tt = (t,x) — ot = (—t,x) = wha”, 3.9
con wt = diag(—1,1,1,1).
A las transformaciones de paridad e inversion temporal corresponden los ope-

radores U(0,11) = P (unitario) y V(0,7) = T (antiunitario), y las matrices
AI)=PyA(r)=T.
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A la conjugacion de carga (C), la cual no es una transformacion del espacio-
tiempo, es decir, C' ¢ P, corresponde el operador unitario U = C y la matriz
A = C. Es importante sefalar que aunque la operacion de conjugacion de car-
ga no pertenece al grupo de Lorentz, al menos a nivel de la ecuacién de Dirac,
la matriz C' es un elemento del algebra de Dirac (= C(4)), la cual es la com-
plexificaciéon de una de las dos dlgebras de Clifford reales, no isomorfas entre
si, del espacio-tiempo de Minkowski: H(2) ( matrices cuaterniénicas 2x2 pa-
ra la métrica diag(1l, —1,—1,—1)) y R(4) (matrices reales 4x4 para la métrica
diag(—1,1,1,1)) [21].

Por mucho tiempo se crey6 que las tres simetrias discretas, C, Py T, no podian
violarse en la naturaleza. Por los afios 1956-1957 se descubri6 que tanto la paridad
[22] como la conjugacion de carga [16] eran violadas en las interacciones débiles.
Algunos afios después, en 1964, Christenson, Cronin, Fitch y Turlay descubrieron
la violacion de CP por los mesones K7, en el laboratorio nacional de Brookhaven
[23, 24, 25], lo cual, debido a la conservacion de CPT, equivale a una violacién de
la inversion temporal. Esto establecié un nuevo paradigma respecto a que, incluso
en el régimen microscopico, no puede asumirse que estas simetrias se mantengan
a priori.

La invarianza de CPT parece estar firmemente establecida y cualquier viola-
cién de la misma traeria enormes consecuencias para todas las teorias de campos
existentes [26]. Este teorema se demuestra con base en primeros principios en la
teoria cuantica de campos y establece que una amplia gama de estas teorias son in-
variantes bajo la aplicacion, consecutiva y en cualquier orden, de las operaciones
C,PyT]I[2,3,4,5]. El mismo estd estrechamente relacionado con la invarianza
bajo el grupo de Lorentz propio [2].

Las consecuencias practicas mdas importantes derivadas de este teorema re-
lacionan propiedades de las particulas y sus antiparticulas: como la igualdad de
masas y vidas medias, y que sus cargas eléctricas y momentos dipolares magnéti-
cos sean de igual valor absoluto pero de signo contrario [27].

Tal cual mencionamos en la introduccién de este trabajo, nuestro interés fun-
damental respecto a las simetrias discretas se basa en el estudio de las estructuras
de grupos CPT para ciertos campos en especifico. Ademas nos interesa el limite
no relativista de la conjugacion de carga, el cual resulta ampliamente polémico en
la actualidad.
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3.1. C,P, T clasico

En la fisica clasica la trasformacién de paridad (P) cambia el sistema coorde-
nado x a —x. Esto es equivalente a una reflexion, seguida por una rotacion. El
momento y el momento angular cambian, respectivamente, segun:

p+2s —p, 1251 (3.10)

En general, podemos distinguir entre:
= Vectores polares (cambian su signo bajo paridad): V s -V
= Vectores axiales (no cambian su signo bajo paridad): A A
= Escalares (como p; - p2): S s S

» Pseudoescalares (como p - 1): P, il —P,

La inversion temporal (T) convierte ¢ en —t, dejando x invariable. Asi:

P —p, 15 1. (3.11)
La conjugacion de carga (C) transforma las particulas en sus antiparticulas de
igual masa, momento y espin; pero opuestos nimeros cudnticos, como la carga
eléctrica. Es considerado por algunos autores [7] que la nocién de antiparticula es
introducida de manera ad hoc tanto en la mecanica clasica, como en la cuantica
no relativista.
En la electrodindmica clésica, gobernada por las ecuaciones de Maxwell, estas
tres transformaciones de simetria se definen de la siguiente manera [7]:

s Cprs —p, 25 5 EXS -E, BYS B,
= Pprp j—j, E-S -E, B B.
s T:p—p, j— —j, E—>E, B+> —B;

donde p es la densidad de carga, j es la densidad de corriente, E es el campo
eléctrico y B es el campo magnético.
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3.2. C,P, T cuantico

Buscar los criterios que deben satisfacer C, P y T para representar simetrias
del espacio de Hilbert, resulta algo mas complejo que en la fisica clasica [7]. En
este caso, necesitamos que se cumplan dos condiciones simultdneamente:

1. que la dindmica obedezca la simetria,
2. que los estados iniciales sean invariantes ante ella.

Si ambas se satisfacen, entonces los posibles estados finales, serdan simétricos
también.
El operador de paridad (P) cumple las siguientes propiedades:

P'xP=-x = {x,P}=0, (3.12)
P lpP=—p — {p,P} =0, (3.13)
Pyp=1J — (3, P] = 0; (3.14)

donde por J se entiende un momento angular en general.
Mientras que para el de inversion temporal (7') se satisfacen:

T'xT =x — x,7] =0, (3.15)
T-'pT=-p = {p.T}=0, (3.16)
T-9IT =-J — (3,7} =0. (3.17)

T es un operador antiunitario y puede ser escrito como T = UK, donde U es
un operador unitario y K es la operacion complejo conjugada ([12], p. 251-282).

Para que el operador hamiltoniano sea invariante ante la conjugacién de carga
(C‘Ifl Cl'=H ), en la mecdnica cudntica relativista es necesario que, simultdnea-
mente:

- =g, A rS —A, (3.18)

siendo C' un operador lineal que ademds cumple:

CxC=x = x,C] =0, (3.19)
C'pC =p - P, é] =0, (3.20)
ctJC=1J — [J,C] = 0. (3.21)
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3.3. C,P,T en teoria cuantica de campos

Por lo general las teorias de campos libres son invariantes bajo estas tres trans-
formaciones, pero esto puede cambiar si las interacciones estin presentes rom-
piendo la simetria.

En este caso, necesitamos verificar tres condiciones para decir que la teoria de
campos es invariante bajo las transformaciones discretas:

1. que la dindmica obedezca la simetria, es decir que:
[P, H] = [C,H] = [T, H] = 0; (3.22)

2. que el estado base o vacio permanezca invariante:

A ~

Plo)y=10),  Cloy=10),  T|0)=10); (3.23)

3. que las condiciones de cuantizacién permanezcan invariantes.

3.3.1. C,P, T en el campo de Dirac

En busqueda de la simplicidad, en algunos textos [7, 28], eligen factores de
fase iguales a uno para el campo de Dirac, al transformarse bajo estas simetrias.
En el 2004 se determind la estructura matematica del grupo CPT de las tres trans-
formaciones para el campo de Dirac [31], tomdndose como punto de partida los
estudios realizados en ([32], p. 46-52). Se escogieron los factores de fase de ma-
nera mds adecuada y se demostrd, en particular, que necesariamente el cuadrado
de P para este campo es -1; lo que implica que para el sistema electron-positron,
dos inversiones espaciales sucesivas equivalen a una rotacion de 360 grados.

Se demostré que existen dos conjuntos de soluciones consistentes para las
matrices de conjugacion de carga (C'), paridad (P) e inversion temporal (7), las
cuales conducen, respectivamente, a transformaciones para los campos de la for-
ma: 'LpC(X?t) = C¢T<X7 t>’ ¢P(X7t) = PQ/}(—X, t) y wT(th) = TQ/}(X? _t)*'

Estos conjuntos estan dados por:
a) C = £v%4°, P =+iy°, T = iy (3.24)
b) C = £iy*y°, P =+iy°, T = ++341. (3.25)

Cada uno de estos conjuntos genera un grupo no abeliano de 16 elementos, res-
pectivamente, Gél) y Gf), los cuales estdn contenidos en el dlgebra de Dirac, D'6,
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y son no isomorfos entre si. El dlgebra de Dirac, siendo un dlgebra de Clifford,
da una naturaleza geométrica a los generadores, en particular, a la conjugacién de
carga.

Se llegd a que: Gél) = DHg X Zy < Sgy G(ag) = 16FE < Sg, donde por <
entenderemos subgrupo.

= DHjg es el grupo dihédrico de 8 elementos: el grupo de las simetrias del
cuadrado;

= 16F es una extension no trivial de D Hg por Zs, isomorfo al producto semi-
directo de estos grupos;

» 5S¢y Sg son los grupos simétricos (de permutaciones) de 6 y 8 elementos,
respectivamente.

En cambio, se demostré que los operadores C,P,T, generan un Unico grupo
G, el cual podemos llamar el grupo CPT del campo de Dirac. Este grupo, sin
embargo, es compatible sélo con la segunda de las dos soluciones para las matrices
(GéQ)), el cual es llamado el grupo CPT matricial.

Se demostré ademds que Gy = DCy X Zy < Sho.

» D(Cj es el grupo diciclico de 8 elementos;

= Sy es el grupo simétrico de 10 elementos.

Debido a que DCs =2 (), el grupo cuaterniénico y Z, = S°, la 0-esfera,
entonces G; = @ x S°.

La tabla de multiplicacién para G estd dada por la tabla 3.1. La misma debe
ser completada agregando a la primera fila y a la primera columna los negativos
—1, —C’, —P, s —é, y haciendo los correspondientes productos.

Paridad

Partiendo de la ecuacion de Dirac

~

(i7"0, — m)v(z) = 0 (3.26)

cambiando x — —x, multiplicando por la izquierda por P e insertando la unidad,
se obtiene:
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C P T CxP CxT PxT 9

C 1 CxP CxT P T 0 PxT

P CxP -1 PxT —C 0 -7  —CxT

T CxT —PxT -1 —f —C P CxP
CxP P —C 0 —1 PxT —CxT -7
CxT T —0 C —PxT -1 CxP P
PxT 6 T P CxT —-CxP -1 e
0 PxT CxT —CxP T -pP - —1

Tabla 3.1: Tabla de multiplicacién para el grupo CPT de operadores, G4 (1)), del campo
de Dirac.

(i(Py°P~'0y — Py P7'9;) — m)im(x)
donde 1 (z) = P ().

De aqui se deducen las restriciones para la matriz 4 x4 invertible P:

0, (3.27)

P,YOPfl — 707 Pfykpfl — k

=7 (3.28)
que pueden expresarse de la forma:

) (3.29)
donde

1, parap=v=0
[ — )
Wy, { —1, para jp =V = Z" con i = 1’ 2’ 3. (330)
Usando la forma estandar para las matrices :

1 0 0 o
0 __ k __ k

y siendo

01 0 — 1 0

las matrices de Pauli, se verifica que la inica solucidn posible para (3.29) es:
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P = 27", 2z € C*=C-{0}, (3.33)
con P € D',
Aplicar P dos veces, es decir, dos inversiones espaciales sucesivas, equivalen
a una rotacion de 27 para el espinor, quien cambia de signo. A su vez, una rotacion
en 47 (equivalente a una rotacién en 0° grados) mantiene el signo del espinor y
equivale a aplicar P cuatro veces.
Entonces, como

PYp(z) = (z) = P*=1 = P?=+1. (3.34)
Cuando
P’=+41 = z=+1 (3.35)
y cuando
P?=—-1 = z=4i. (3.36)

Para el primer caso queda entonces:
P=44" Pl=pP=pP ' =Pl = P* det(P)=1, tr(P)=0. (3.37)
y para el segundo:
P=+i" Pl= -P=pP ' = P = P* det(P)=1, tr(P) =0, (3.38)
donde PT es la matriz transpuesta.
Podemos encontrar la transformacion de paridad para el espinor conjugado de

Dirac partiendo de que U (zr) = P (). Tomando el adjunto y multiplicando
por 7° a la derecha, tenemos

dr(rn)'° = G(x) Py = (@) P = () P, (3.39)

de cuyo miembro izquierdo se define 7;1‘[(351'[):
b (an) = ()P (3.40)

La férmula (3.6) en este caso queda:
Un(t,x) = Py(t,—x) = Pl(t,x)P, (3.41)
y entonces,
PPt x)P)P = P™)(t,x)P? = PI(Py(t, —x))P

= P(Pi(t,x)) = P2(t,x). (3.42)

Por lo tanto, o R
Pi(t, x)P? = £1)(t, x). (3.43)
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Conjugacion de carga

La ecuacién para el campo de Dirac con carga eléctrica ¢ = —|e| en un poten-
cial electromagnético A, estd dada por:

~

(v, — qv" A, — m)(z) = 0. (3.44)

Tomando el complejo conjugado de esta ecuacion, multiplicando por la iz-
quierda por C°, donde C' es una matriz en G L4(C), e insertando la matriz unidad,
se obtiene

(10, + g A (CY)Y™(C1°) ™ + m)(CA)d () = 0. (3.45)
Si entonces definimos el espinor de carga conjugado como
Yo = 0y (3.46)
e imponemos la restriccion sobre C':

(CY)(CY°) = =, (3.47)

1 obedece la ecuacion

(i7"0, + g7 A, — m)be(x) = 0 (3.48)

y describe a particulas con la misma masa pero con carga opuesta. Si queremos
completar la operacién de conjugacién de carga, cambiando ademds A, — —A,,,
entonces (3.48) se convierte en

(iv"0, — q" A, — m)e(x) = 0, (3.49)

mostrandose la completa simetria de la electrodindmica cuantica bajo la operacion
de conjugacion de carga.
Como 7y#*70 = 44T 1a restriccion (3.47) es equivalente a

CHTC™t = —4-, (3.50)

Ademas, el espinor conjugado de Dirac es 12 = Wyo y por lo tanto QZT =
AT YT = ~99)*; asi para el espinor conjugado de carga tenemos

G (3.51)
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Puede mostrarse entonces que la tinica matriz C' que cumple con la anterior
restriccion, es de la forma

o

C=nyy=n e D'6 (3.52)

o o
o = OO
|
o~

)
O O O =

—1

con 1 € C*; en particular C? = 7?1, det(C) = n'y tr(C) = 0.
Aplicando dos veces la transformacion de conjugacion de carga tenemos

(e)e = the = CUE = CHEY)T = 005 = OpC™y ) = —CC™)
= —[n*y*" " = —[nl* (V) (4°) 0 = In* (3.53)
Como el efecto sobre 1& puede ser, como maximo, la multiplicacién por una
fase, entonces 77 € U(1) y C es unitario. Esto es:

CCY = ny*"m %% = >y = —|n|*(v*)* = Inl’1 = 1. (3.54)

Por lo tanto,
Yoz = 1. (3.55)
Por otra parte, para la transformacion del espinor conjugado de Dirac, tenemos

A

vo = @) =D = (O = 10010 = T407(1%40) 0
= —T = =Py’ = T C (3.56)

y entonces, teniendo en cuenta que &1& es el operador de densidad de carga,

(V) = dethe = —PITCCHT = —PC2 ()T = —PC*r)
—()* i = —[n*"d = —id; (3.57)
se obtiene que |n|* = 1.
Comparando (3.51) con (3.56), por consideraciones de simetria —7> = %1y,

por tanto, > = %1, lo cual implica que n = %1, 3.
Finalmente existen las dos posibilidades:

an=+1=C*=1, C=4+y"'=0"'1=C"=-C"=-C* (3.58)

bo = —47C; (3.59)
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bn=+i=>C"=—-1, C==4iy’y"=-C"'=-Cl=-0"=C" (3.60)
be = HTC. (3.61)

La férmula (3.6) en este caso es:

delx) = CYT(z) = CT(2)C, (3.62)
y por lo tanto,
CH(CHY()C)C = CP(a)C? = CH(CPT (2))C = CT(CH %" (2))C
= (Cy™%"(x ))c—Cv (C7" (@) = C°C™ " (x)
VA0 () = — () () = p(x),  (3.63)

lo que equivale a

CP2(2)C? = Y (x). (3.64)

Inversion temporal

Comenzando de nuevo a partir de la ecuacion libre de Dirac

0 0 5
(4 (’Y ot +7 Oz k:) m)(t,x) =0, (3.65)

cambiando t — —t y tomando el complejo conjugado, se obtiene:

0 0 :
(i('yo*& — ’yk*w) —m)Y(—t,x)" =0 (3.66)

con 7 = A0, Ak =k parak = 1,3 y v* = -2
Multiplicando por la izquierda por 7" e insertando la unidad, se deduce que 7'
es la matriz invertible 4 x 4 tal que:

TAST ™1 =40 TAMT1 = A, (3.67)
Entonces X X
Yﬁr(t’ X) = T¢(_t7 X)* (368)
obedece la ecuacion de Dirac

~

(iv*0, — m)y-(x) = 0. (3.69)
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La solucién para (3.67) es:

o O

T=wyvy =w , we Cr. (3.70)

—1

o O = O
o O O
_ o O O

Aqui T € D', det(T) = w' y tr(T) = 0.
Si se aplica 7 dos veces, se obtiene

b(t,x) = Ur(t,x) = Toh(—t,%)" = T(T(t,x)*)" = TT*)(t,x),  (3.71)

ie.,
U2 =TT . (3.72)
Pero
TT" = wy’y'w s’y = —[w]*(v*)?(v')? = —|w[’1, (3.73)
y asi 1,2 = —|w|2¢ y por lo tanto,
thra = =), (3.74)
por un argumento similar al usado para C. De esta forma 77 = —1, i.e., T* =
~T~'yw € U(1). Entonces T' = M3yl y TT = —e=Aq341,

La férmula (3.7) en este caso es:

V- (t,x) = TO(—t,x)" = (T, x)T)T = Tt (¢, x)IT (3.75)

y por tanto,

~

THTT(t,x)T)T = TPt %) =TT (—t,x)")T
(TT*)1(t,x)" = (¢, x)1, (3.76)

o equivalentemente,

~

TRt x)T? = —1(t, x). (3.77)
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Fijando el cuadrado de P

Siendo (¢¢)r (1) la transformacién de paridad para el espinor conjugado de
carga, de (3.40) y (3.51) se tiene:

~ fas

(bonlen) = Cinlen)” = C(@)P™! = C(P™) ()
= (P H'Cc'Cy(a)" = (P HYTC YWe(x), (3.78)

la cual debe ser igual a Pz/?c(a:); entonces C'y P deben satisfacer:
c(PHrct="r (3.79)

Considerando las dos posibilidades para C'y las dos posibilidades para P:

- ~ 240(£40)4240 = 390 = — P
aCP1TC1:20P1T20_{’Y’Y(7 . 3.80
) C( ) T ) vy V2O (Fi0)y2A0 = i = P,( )
lo que implica P = =i~°.

_ £10)240 _p
P C = ()P (i) = { LG s

lo que también implica P = +i~°.
De esta forma Py C son compatibles si y s6lo si P = i7", lo que implica

P?=_1. (3.82)
Entonces . .
Uz = = (3.83)
y
P(t,x)P? = —(t,x). (3.84)

Compatibilidad entre C y T. CPT

Para la inversién temporal del espinor conjugado de Dirac tenemos (con z =

(t,x)y z, = (—t,x)):
@ET(‘T) = %ZA)r(iB)WO = (T@Z(xT)*)TVO = @E(xT)*TTT 0= @Z($T)T7OTT = QZ](:L'T)*TT;
(3.85)
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y la inversion temporal del espinor conjugado de carga es:

(e)- (@) = Cbr ()T = C((a,) 70T = CTTA P (x,) = CT*"(w,);

por otra parte,
(fo)(a) = Tdolar) = T(CH()") = T(CE@))T)
T(CY (ar)")" = TC™Y ().
Entonces C'y T estan relacionados mediante:
CT*=TC".
Considerando de nuevo las dos soluciones para C":

a)C* = —C, = CT* = —TC <= *ype 23y = e7y3y1y240

— _eryByla2a0,

lo que implica
A= 1 = A= (2k+ 1)%,
con k € 7Z; entonces
¢ = (—1)ki = { i, parak par

—i, parakimpar.

Asi,
T=4iy V=T =-T"=7T"1=-7" T2=1.

b) C* — 07 = OT* — TC ’}/2’)/06_0\'}/3’}/1 — 6—2')\73,)/17270
— @i)\”)/3'}/1’}/270,

lo que implica '
¥ =1 = \=kn,

con k € Z; entonces

, 1 ara k par
IN _ (__1\k — ) p p
e =(=1) { —1, parak impar.

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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Asi,
T=+4+¥y=-T=T"=-T"1=_7T T2 = 1. (3.96)

En resumen, existen s6lo dos conjuntos de soluciones consistentes para las
matrices C', Py T en el caso del campo de Dirac de espin 1/2 :

a)C = 7290, P =4iy°, T = +iy®y?, (3.97)
con
C*=1, P=—-1,T*=1, (3.98)
y
b)C = +i?y°, P =4i7°, T = £+°4*, (3.99)
con
C?=pP?=T%=—1. (3.100)

En correspondencia, van a existir dos grupos C'PT de dieciséis elementos
cada uno, subgrupos del dlgebra de Dirac. La matriz producto ¢ = C'PT es, sin
embargo, la misma para los dos conjuntos y estd dada por:

0 = (F7")EN)Fiv*y) = (Fiv*y")(Fin")(F7*y) = 719"
1 0N[0 -1 (0 —1 0 —i
(0 D) (7).

lo que implica

02 = vy = — ()P () = 1,
0
det(0) =1, tr(0)=0. (3.102)

3.3.2. C,P, T en el campo electromagnético

Para el operador del campo electromagnético, la matriz A, mencionada al
inicio de este capitulo, disminuye su importancia pues, a diferencia con el campo
de Dirac, aqui u(z) no es un espinor. Por tanto, en este caso las relaciones (3.6)
y (3.7) se traducen en las siguientes propiedades de transformacién ante C, Py T
para el operador A (x):
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= Inversion espacial:

PHAR(t, x)P = A, (t, —x); (3.103)
= Conjugacion de carga:

CTAM2)C = —AM(x); (3.104)
= Inversiéon temporal:

THAR(t,x)T = A, (—t,x). (3.105)

Se espera que el término de interaccion, j# A, de la electrodindmica cudntica
sea invariante bajo las tres simetrias discretas. Es por esta razon que aparecen los
signos negativos en las propiedades de transformacién (3.103), (3.104) y (3.105).
Asi, el hamiltoniano de la electrodindmica cudntica resulta invariante bajo estas
simetrias; es decir,

W HoepW ™' = Hoep, (3.106)
donde W corre por C,P y T
Las relaciones (3.103), (3.104), (3.105) conllevan a la tabla de multiplicacién

~

(tabla 3.2) para el grupo CPT de operadores del campo electromagnético, G4(A,,)
[33].

| ¢ P T PxT CxP CxT 4
C 1 CxP CxT 0 P T PxT
P CxP 1  PxT T C 9 CxT

Tabla 3.2: Tabla de multiplicacién para el grupo CPT de operadores, G (A ,1)» del campo
electromagnético.

~ ~

En contraste con G4(v) [31, 33, 34], G4(A,), es un grupo abeliano de 8 ele-
mentos y tres generadores. Por tanto, es isomorfo a Zy X Zo X Zo = Zg. Sie;
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y a; (para ¢ = 1,2, 3) representan, respectivamente, la identidad y el menos uno
de cada uno de los grups Z,, entonces, como puede ser facilmente verificado, el

isomorfismo
Gy(A,) — Ty X Ly X Ty (3.107)
estd dado por:
(61762763)
C (ai, e, €3)
P — (eq, az, e3)
T — (e1,e2,a3)
P«T — (e1,as,a3)
C% P — (ay,ay, es3)
CxT — (ay,e2,a3)
01— (a1, as,as). (3.108)

Geométricamente, Z3 es isomorfo al grupo Dy, €l grupo de simetrias del pa-
ralelepipedo.



Capitulo 4

Conjugacion de carga a partir de
inversion espacio-temporal en el
campo de Dirac

4.1. Introduccion

En un articulo reciente [31] se mostré que el grupo CPT, denotado por G @
para el producto C « P« T de los tres operadores), del campo cudntico de Dirac
zﬁ, es isomorfo al producto directo del grupo cuaterniénico () y el grupo ciclico de
dos elementos Z,:

Gy = Q x Lo, (@)

El producto A x B donde A y B son algunos de los operadores C’ P T
esta dado por (A * B) - 1) = (AB)1(AB).

El grupo @) consiste de los elementos 1, ¢, 7, kK y sus negativos; siendo ¢, v, K
las tres unidades imaginarias que definen a los nimeros cuaterniénicos. La tabla
de multiplicacion del grupo cuaternidnico estd dada por la tabla 4.1.

G5 es uno de los 9 grupos no abelianos del total de 14 grupos con 16 elementos
([35], p. 86); s6lo 3 de ellos tienen 3 generadores. En particular, G, = DCg X Zs,
donde DCj es el grupo diciclico de 8 elementos con generadores = y vy, Zs €s
el grupo ciclico de 2 elementos con generador z; asi los generadores de DCg x
Zs son (x,1), (y,1) y (1, 2). El isomorfismo de DCs con @ esta dado por la
correspondenciax — 1y y — 1.
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IL"yH—l—L—’}/—H

L -1 v —v — 1 -k 7

vy -~ =1 ¢+ =y K 1 —
K vy o= =1 -k =y @ 1

—1 - =y —k 1 L v K

—t 1 K v . -1 Kk —v
—y K 1 — v -k =1
—K -y 1 1 K v o o=t —1

Tabla 4.1: Tabla de multiplicacion para el grupo cuaterniénico.

La tabla de multiplicacién para G estd dada por la tabla 3.1. La misma debe
ser completada agregando a la primera fila y a la primera columna los negativos
—1, —C, —P,..., —0, y haciendo los correspondientes productos.

El isomorfismo G; — () x Z, estd dado por las relaciones (4.2), donde iden-
tificamos a Z, con la 0-esfera S° = {1, —1},

1—(1,1) -1 (-1,1)

Cr(1,-1)  —Cw(-1,-1)

P (1,1) =P (=1,1)

T (v,1) —T— (=v,1)

Cx P (1,-1) —C %P (—1,—1)

CxT— (y,—1)  —CxT s (—y,-1)

PsT— (k1) —PxTw— (—k,1)
0— (k,—1)  —0— (—r,—1) (4.2)

4.2. Q como subgrupo de SU(2)

Con la correspondencia indicada en (4.3):
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1 0
1—1 = (0 1)

) 0 —1
L= p1 = —1012(_2. 0)

. . _ (0 —1
. —1 0
K> p3 = —iog = ( 0 Z) ; (4.3)
donde o (kK = 1,2,3) son las matrices de Pauli, () se vuelve isomorfo a un

subgrupo H de SU(2) !; teniendo en cuenta ademds que Z es isomorfo al centro
de SU(2): {I,—1}, entonces:

Gy = H x (centro de SU(2)). 4.4)

Como SU(2) es la cubierta universal de SO(3):

SU(2) -2 SO(3), 4.5)

con

R Rez? — Rew? Imz>+Imw? —2Rezw
cp( )— Imz?> — Imw?® Rez?>+ Rew? 2Im zw ,  (4.6)

s 2Re zw 2Im zw 122 — |w|?

el nimero de subgrupos finitos de SU(2) es el mismo que el de SO(3); y si A es
un subgrupo finito de SO(3), entonces A = ®~'(A) tiene dos veces el niimero de
elementos de A.

Los subgrupos finitos de SO(3) son: los grupos ciclicos C,,, paran = 1,2, 3, ...
(Cy = Zs); los grupos diédricos Dy, (simetrias del rectangulo para k = 2 y de los
poligonos regulares para & > 3) y los grupos de simetrias rotacionales (7' del
tetraedro, O del cubo y el octaedro, I del dodecaedro y el isocaedro) [36].

'Notar que pL = p,zl y detpr = +1. Ademds H no es un subgrupo invariante de SU(2).
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43. ®(H)en SO(3)

Teniendo en cuenta las propiedades de la cubierta universal, $(H) tiene 4
elementos y, de esta forma, los Unicos candidatos son grupos isomorfos a Cy y
Dy = 7y X 7o, el grupo de Klein. Una simple aplicacién de ¢ sobre los elementos
de H conlleva a:

®(H) = {1, Ru(m), Ry(m), R.(m)}, 4.7
siendo
1 0 O -1 0 O -1 0 0
R, (mr)=10 -1 0], Rym)=(0 1 0|, R(m)={(0 -1 0],
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
(4.8)
1 00
las rotaciones en 7 alrededor de los ejes z, y y 2, respectivamente,e /={ 0 1 0],
0 01

la matriz unidad en SO(3).

Se verifica inmediatamente entonces que la tabla de multiplicacién para &(H) <
SO(3) es la misma que para D, (tabla 4.2).

| a b ¢
a e ¢ b
b c e a
C b a e

Tabla 4.2: Tabla de multiplicacién para el grupo Ds.

Se cumple la correspondencia a — R, (7),b— R,(7)yc— R.(m). Entonces
tenemos que:

G; 2 & (Dy) X Zs. (4.9)
4.4. Paridad e inversion temporal

Dentro del grupo O(1, 3), las transformaciones de paridad e inversion tempo-
ral estdn dadas por las matrices:
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10 0 0 -1 0 0 0
0 -1 0 0 0 100
P=1o 0o -1 0] Y770 01 0] (4.10)
0 0 0 -1 0 001
respectivamente.

Estas transformaciones, conjuntamente con la matriz identidad £ de 4x4 y el
producto P7, dan lugar a un subgrupo del grupo de Lorentz O(1, 3), denominado
el grupo PT del grupo de Lorentz, al cual corresponde la tabla de multiplicacion
4.3.

| P T PT
P E PT T
T | PT E P

PT | T P E

Tabla 4.3: Tabla de multiplicacién para el grupo PT'.

Comparando la tabla 4.3 con la tabla 4.2, nos percatamos de que el grupo PT
es isomorfo a Ds.

Por otra parte, tanto P como 7 por separado, conjuntamente con la matriz
identidad £ de 4 x4, dan lugar al grupo Zs,.

Entonces:

Gy 2o (< {P, T} >)x <{P}> (4.11)

Gy 2o (< {P,T}>)x <{T}>. (4.12)

Asi, Gy, quien en el actual contexto es un grupo que actia a nivel del campo
cudntico y que incluye a la operacion de conjugacion de carga para el campo del
electrén 1), emerge de manera natural a partir del grupo PT y sus subgrupos P
(o T"). Es decir, lo hace a partir de matrices que actian sobre el espacio-tiempo
clasico de Minkowski.

Este resultado sugiere que la estructura del espacio-tiempo de Minkowski de
la relatividad especial, en particular, la componente no conexa de su grupo de
simetria, el grupo de Lorentz real O(1, 3), conlleva a la existencia del grupo CPT
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del campo de Dirac como un todo y, por tanto, a la transformacién de conjugacion
de carga y, de este modo, a las antiparticulas [34].

Esta conclusion (al menos a nivel del campo del electron) estd sustentada en
las siguientes consideraciones:

= Aunque la operacién de conjugacion de carga no pertenece al grupo de
Lorentz, a nivel de la ecuacién de Dirac, la matriz C' = £iv*y? es un
elemento del dlgebra de Dirac (=2 ('(4)), la cual es la complexificacion
de una de las dos dlgebras de Clifford reales, no isomorfas entre si, del
espacio-tiempo de Minkowski: H(2) ( matrices cuaternidnicas 2x 2 para la
métrica diag(1, —1,—1,—1)) y R(4) (matrices reales 4 x4 para la métrica
diag(—1,1,1,1)) [21].

= Existe algtin tipo de analogia entre nuestro resultado y la demostracion del
teorema CPT dada por Jost [4], quien basé su demostracion en la existencia
de la transformaciéon P71’ como un elemento de la componente conexa de la
complexificacion del grupo de Lorentz, ademés de argumentos de continui-
dad analitica en teoria de campos. Ver también a Greenberg [37].



Capitulo 5

Representaciones irreducibles de los
grupos CPT en la electrodinamica
cuantica

5.1. Introduccion

Una representacion lineal de un grupo G sobre un espacio vectorial V/k (k =
C,R) es un homomorfismo

v: G— H, H<GL(V)
g~ ¢(g): V-V
v 9(g)(v) =g -0, (5.1

con p(g192) = w(g1) - ©(g2) y

g-(vi+v2) = g-vi+g- v
g-AXv = Ag-v; (5.2)

donde g es un elemento de GG, v es un elementode V' 'y A € R.

Una representacion ¢ de G sobre V' se dice irreducible si V' no tiene ningin
subespacio invariante propio.

En este capitulo vamos a calcular las representaciones irreducibles de los gru-
pos CPT en la electrodindmica cudntica.
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Las propiedades de transformacién ante CPT de los campos interactuantes,
w (campo de Dirac)- A (campo electromagnético), son las mismas que para los
campos libres [26, 28, 29, 30], aunque para construir las expresiones de C, P y T
en término de los correspondientes operadores b, b, d, df y a, a' a tiempos arbi-
trarios, debe ser usado el hamiltoniano total (parte libre mas parte interactuante)
[26, 38].

Se hace evidente entonces que el grupo completo CPT parala QED, G4(QED),
es el producto directo de Gé(@@) y Gé(fiu), Le.,

Gy(QED) = Gy(1h) x Gy(Ay), (5.3)
el cual resulta ser un grupo de orden |G4(QED)| = 16 x 8 = 128.
Asi,
Gy(QED) = (Q x Z») x 73, (5.4)

Debido a que, como mostraremos mas adelante, Gé(zﬂ) tiene diez representa-
ciones irreducibles inequivalentes (/IR ’s): ocho de ellas 1-dimensionales y dos de
ellas 2-dimensionales, mientras que G (A ) tiene s6lo ocho IIR’s 1-dimensionales,
el ndmero total de IIR’s de G (QED) es ochenta (10 x 8 = 80): sesenta y cua-
tro de ellas son 1-dimensionales y dieciséis son 2-dimensionales. La suma de los
cuadrados de las dimensiones de las ochenta /IR ’s es 128, como debe ser.

Resulta interesante comentar aqui sobre la interpretacion geométrica de
G4(QED), la cual consiste en un conjunto de puntos sobre esferas. De hecho,
cada factor Z, es una 0-esfera S°; mientras que (), debido al isomorfismo () —
©5(Q)) < SU(2) proveniente de su representacion irreducible 2-dimensional ;5
(ecuaciones (5.15) y (5.16)), puede ser entendido como un subconjunto de ocho
puntos en la 3-esfera S3. Asi, topolégicamente,

G4(QED) C S* x (89 = SU(2) x (U(1))*, (5.5)

donde por C entenderemos subconjunto.

5.2. Representaciones irreducibles del grupo cuater-
nionico

La tabla de multiplicacién del grupo cuaternidnico estd dada por la tabla 4.1.

ASi’ [’_1 = _//7 7_1 = _7, K:_l = —K y <_1)_1 = —1.
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Si G es un grupo cualquieray g € G, sus clases conjugadas son

l9] = {hgh™'}, <& (5.6)

Por tanto, () tiene cinco clases conjugadas:

1 ={1}, [=1 = {1} [ = {e, =}, W = {7, b [6] = {m, =R} (5.7)

Debido a que |Q)| = 8 < oo, entonces () tiene cinco /IR’s. Como () es no
abeliano, al menos una de sus representaciones irreducibles tiene dimension g >
2.

Sean ¢, con p, = dimc ¢, (@ = 1, ..., 4), estas representaciones irreducibles
(irrep’s). Sea ; la representacion trivial:

p1:Q—=C g pi(g) =1, (5.8)
donde C* = C \ {0} = GL,(C).
Ya que
5
S 2= (5.9)
a=1

la Unica posibilidad es que hayan tres irrep’s 1-dimensionales: s, ©3y 4 y una
irrep 2-dimensional: (5.

Si R es una representacion matricial arbitraria de dimension finita del grupo
G,y g € G,los caracteres de R en g, xr(g), estan dados por:

Xr(g) = tr R(g). (5.10)

Entonces, en (), ¢, = Xo paraa = 1,23, 4.
Todos los elementos de () son elementos unitarios en el dlgebra cuaternidénica
real 4-dimensional

H={q=al+b+cy+dk, a,b,c,d € R}, (5.11)

con complejo conjugado ¢ = al — be — ¢y — dk.
Si g € Q, entonces gqg = 1y asf (Q es un subconjunto de H; = {¢ €
H, ||q||* = 1}. Pero Hj es un grupo isomorfo a SU(2). De hecho,

q € Hy = (al+0b) + (cl +du)y «— 2+ w, (5.12)
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con z = a+bi yw = c+di, donde i es la unidad imaginaria de C, |2|? +|w|? = 1,
y

—-w =z

(z,w) —— ( ° w) e SU(2). (5.13)

Entonces, para los elementos en () tenemos la correspondencia

l:a=1b=c=d=0=z2=z=1L,w=w=

—lia=-1lb=c=d=0=z=z=-1l,w=w=

0
0
t:b=la=c=d=0=z=—z2z=i,w=w=0
—:b=-l,a=c=d=0=z2=—2=—,w=w=0
1

—v:ic=—-l,a=b=d=0=z2=

|
I
=
S
|
g
I
|
—

k:d=1la=b=c=0=z2=2=0w=—-w=1
—k:id=—-1l,a=b=c=0=2=2=0,w=—w= —i. (5.14)
Por lo que 5 estd naturalmente dada mediante la inclusién de @) en SU(2):
w5 : Q — SU(2) < GLy(C), g — ¢s(q) = M, (5.15)

dada explicitamente por:

1 0 -1 0
(i 0 _. (oY _
L 0 —i = 103 L 0 il = 103
- 0 1\ . TN 0 -1y _ .
Y 1 0 = 102 Y 1 0 = —102
0 2 . 0 —1 .
K (z 0) =10 — K (—i 0 ) = —i07. (5.16)

La representacion es unitaria: MT = M~ condetM = 1, x5(1) = —x5(—1) =
2y x5(£L) = x5(E£7) = x5(E£kK) = 0. 5 es fiel debido a que @ — ¢5(Q) es un
isomorfismo de grupos.

La representacion (5 es equivalente a la usada en [34], en la cual © — —ioy,
v — —ioy y kK — —io3. La transformacién de similaridad es —ioy; = AiozA™!,

—i0y = Aioy A7y —iog = Aioy A7, con A = (_11 j>
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Las restantes /IR’s 1-dimensionales de () son facilmente obtenidas usando que
@ es un grupo hamiltoniano ! y el conocido teorema mediante el cual si H es un
subgrupo invariante de Gy ¢ : G/H — K < GL(V) es una representacién de
GG/ H sobre el espacio vectorial V, entonces pop es una representacion degenerada
de G, donde p : G — G/H es la proyeccion candnica p(g) =< g >= gH [39].
Asi, tenemos el diagrama conmutativo:

K
pop / Ny o (5.17)
G — G/H
P

(@ tiene tres subgrupos ciclicos de cuatro elementos:

Ci(t) = {1,¢,—1,—1},
C4<7) - {1777_17_7}7
Cy(k) = {1,k,—1,—K}, (5.18)

con los correspondientes grupos cocientes, todos isomorfos a Z:

%(L) ={E, A}, E = <l>=<-1>=<1>=<—1>,
A = <y>=< =y >=< Kk >=< —K >;
046(27) ={E, A}, E, = <l>=<—-1>=<7vy>=<—7y>,
A, = <i1>=< =1 >=< K >=< —K >}
Cﬁm) ={FE:, A}, E. = <1>=<—-1>=<kKk>=<—K >,
A, = <i1>=< —1>=<y>=< —v>.(5.19)

Zs = {e, a} tiene dos IIR’s 1-dimensionales (tabla 5.1): la representacion trivial
11 y la representacion signo .

Si en el diagrama (5.17) elegimos ¢ = 1, y K = {1,—1} 2, entonces las
representaciones o, 3 y 4 de @, asociadas a los subgrupos Cy(t), Cy(7y) y

'Un grupo hamiltoniano es un grupo no-abeliano donde todos sus subgrupos son normales
(invariantes) ([35], p. 72). Los grupos abelianos son trivialmente hamiltonianos. Por cierto, en este

caso el que () sea hamiltoniano implica que también G 4(1)) es hamiltoniano.
?La eleccion ¢ = 1) darfa tres copias de la representacién trivial de Q.
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IIR’s Z, | e a
m 11
o 1 -1

Tabla 5.1: Tabla de IIR’s de Z>.

C4(k), respectivamente, estdn dadas por:

—1; (5.20)
—1; (5.21)

pa(t) = pa(=1) = @a(7) = pa(—7) = ¥2(As) = —1. (5.22)

En correspondencia, la tabla de caracteres de () estd dada por la tabla 5.2.

CarQ [ [1] [-1] 2[] 2] 2[x]

Y1 T 1 1 1 1
Yo 1 1 1 -1 -1
Ya 1 1 -1 1 -1
Ya 1 1 -1 -1 1
Ys 2 -2 0 0 0

Tabla 5.2: Tabla de caracteres de Q.
Los grupos, Q) y Dy, el grupo de simetria del cuadrado, tienen la misma tabla

de caracteres. No obstante, () no es isomorfo a Dj,.

5.3. Representaciones irreducibles del grupo CPT
de operadores del campo de Dirac

Las irrep’s del producto directo de dos grupos, G x H, son los productos
tensoriales de las irrep’s de cada uno de los factores, entiéndase el conjunto {rg ®
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TH} f para toda rg, irrep’s de G y toda ry, irrep’s de H ([36], p. 75). Entonces,
Gy4(v) tiene diez IIR’s:

¢CM = Pa & ¢17 ¢a+4 = QPa X ¢27 o = ]-7 27 3747 (523)
P9 = ©5@Y1, P10 = Y5 X 1Po. (5.24)

@1, ..., g son 1-dimensionales, mientras que ¢g y ¢ son 2-dimensionales.
Los caracteres correspondientes son las funciones:

Ra = Xa®1: Q X Zy — C, "{a(% h) ( ) (h)7 (5.25)
Katda = Xa¥2: QX Zy — C, FKapa(q, h) = xa(q)pa2(h), (5.26)
Ko = Xsp1: Q@ xZy— C, kKolq,h)= X5( Y1 (h), (5.27)
Klo = Xsp2: Q xZy — C,  kiolg, h) = x5(q)p2(h). (5.28)

Si gy = dimc ¢y para A = 1, ..., 10, entonces
10 8 10
SN =12+ 22=8+8=16=|Q x Z|. (5.29)
A=1 A=1 A=9
Estas representaciones y caracteres (para las clases conjugadas) estan explici-

tamente dadas mediante las tablas 5.3 y 5.4, respectivamente, donde \; = tro;;
mientras que las clases conjugadas estan dadas por las relaciones (5.30):

[f] = [(1,e)] ={(1,e)},
€] = [(La)]={1a}
[—1] = (=L =1L}
[=C] = [(=Lal={(-La)},
P = (e =1e) (=n el
[CxP] = [(,a)] = {(+,a), (=1, a)},
1T = (el ={(ve). (=7 ek
[C+T] = [(v,a] ={(y.a), (=7, )},
[P+T] = [(re)] = {(r e), (=r, )},
0] = [(r,a)] ={(k,a), (=5, a)}. (5.30)

La tabla de caracteres GG é(@f}) es la misma que la tabla de caracteres del grupo
Dyy,, el grupo de simetria de un prisma de base cuadrada, aunque () X Zo 2 Dyy,.

3® = ®c es el producto tensorial sobre los nimeros complejos.
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S5.4. Representaciones irreducibles del grupo CPT
del campo electromagnético

Debido a que Gé(ffu) >~ 73 es un grupo abeliano, todas sus irrep’s son 1-
dimensionales. Como |Gj(A,)| = 8, entonces G;(A,,) tiene ocho IIR’s, las cuales
pueden ser identificadas con los correspondientes caracteres. Usando el isomorfis-
mo entre G é(ffu) y Z3 (ecuacién (3.108)), y la tabla de caracteres de Z, (tabla 5.1),
obtenemos la tabla de representaciones (¢;;;) 0 de caracteres (;;;) para Gé(ffu),
donde ¢; i, = Xijr = V1. Ver tabla 5.5.

5.5. Representaciones regulares
La informacion contenida en las /IR ’s de los grupos CPT para el campo cudnti-

co de Dirac y el potencial cudntico electromagnético puede ser resumida en sus
respectivas representaciones regulares diagonalizadas:

~

®1/J : Gé(w) — K < C16><167 (531)
Dy, 1 Gy(A) = L < Cyus. (5.32)
La representacion regular © de un grupo G, con |G| = n, es la representa-

cién de G sobre su grupo o dlgebra de Frobenius C[G], definida como el espacio
vectorial de sumas formales > ;" | z;g; con z; € Cy g; € Gy producto

O zig) O wigy) = zw;i(gi95). (5.33)
i=1 j=1

ij=1
Entonces,

@(9)(2 zigi) = Z zi(99:). (5.34)
i=1 i=1
Sip,, a=1,...,ssonlas IIR’s de G'y i, = dimcp,, entonces O se descom-
pone en la suma directa ®;_,/tn ¥4, 1.€., cada IIR de G estd contenida en © un
nimero de veces igual a su dimensién. Como 7 | u2 = n, ®(g) son matrices
complejas invertibles 7 x n, con D(g) " = D(g71).
Para el campo de Dirac:
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D) = Bolitlaa = By Pa © 209 B 2010, (5.35)

Entonces, tenemos dieciséis matrices de 16 x 16.
Se cumple que ir(D;(g)) = 0 paratodo g # I. Para® (1), tr(D;(1)) = 16.
Para todo g en

~ /\ A

Ger() ={I1,C,T,C+T,—I,—C,—-T — Cx T}, (5.36)

D,(g9) € SO(16), con dimg(SO(16)) = 120; y para los

A A A

I € Gy(b)\ Gor() = {P,CxP,P+xT,0, —P,—~Cx P,—PxT, -0}, (5.37)

D,(I) & SO(16), pero Dy(1) € SU(16), con dimp(SU(16)) = 255. Gor (1),
con LGCT(l/A))| — 8, es un subgrupo invariante abeliano de Gy(¢)). Claramente
Go(¥) \ Ger(y ) no es un grupo.

Como G¢r(1)) tiene dos generadores, C'y T, Gor (1)) es isomorfo a Zy X Z,.
Los otros dos grupos abelianos con ocho elementos son Z3 y Zg, los cuales tienen
tres y un generadores, respectivamente. Si Z,4 estd dado por la tabla 5.6, y Z,
estd dado por la tabla 5.7, entonces el isomorfismo GCT(@Z) — Z4 X 79 esta dado
mediante las relaciones (5.38).

I— (871)7 —1 = (57 1)7
O'_) (57_1)7 _OH (ﬁa 1)a
T (o,1), =T (y,1),
CxT (o, 1), —CxT (y,-1). (5.38)

Para el potencial electromagnético:

D4, = DociPas (5.39)

ya que dim¢c ¢, = l,cona =1, ..., 8.
Tenemos entonces ocho matrices 8 x 8. Para todo g € G3(A,), D4 (9) €
S0O(8), con dimg(SO(8)) = 28; donde tr(D4 (1)) = 8y tr(Dy (9)) = 0 para

todo g # 1.
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5.6. Representaciones irreducibles del grupo CPT

matricial de Dirac

En [31] fue mostrado que para el campo de Dirac existen dos grupos C' PT
matriciales, Gél) (V) y GéQ) (1), cuyos elementos estdn formados por productos de

matrices vy de Dirac. S6lo GéQ) (Qﬂ), el cual es isomorfo al producto semidirecto de
Dy X Zs,donde D, := D Hg es el grupo diédrico de ocho elementos (el grupo de
las simetrias del cuadrado), es compatible con G (1&) La tabla de multiplicacion
de G(QQ)(@) esta dada por la tabla 5.8. La misma debe ser completada agregando
a la primera fila y a la primera columna los negativos —1, —C, —P, ..., =0,y

haciendo los correspondientes productos.

Resulta entonces de interés construir las /IR ’s de GéQ) (1)), tanto por completi-

~

tud como para compararlas con las de G4(¢/). Como en este caso no se trata del
producto directo entre dos grupos, no es posible hacer uso del teorema empleado
para el célculo de las IIR’s del grupo CPT de operadores.

La ley de composicién en Dy X Zs es:

(9", 1) (g, h) = (g'AN')(g), P'R), (5.40)

donde g y ¢’ son elementos de Dy, y h y h' son los elementos de Z, = {1, —1}.
Al sustituir 2 y A’ por sus valores:

(g, (g, h) = (d'g,h), (5.41)
(9", =1)(g,h) = (dA=1)(g),—h); (5.42)

siendo la inversa de (g, h):

(g, h)" = (Ah)(g™"), h). (5.43)

La accién A de Z, sobre D,, como subgrupo de S, (el grupo simétrico de 4
elementos), estd dada mediante:
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donde hemos separado por punto y coma las cinco clases conjugadas.
Siguiendo la ecuacion (55) en [31], existe el isomorfismo

Dy—{I,—I,P,—P,CT,—CT,0,—0}

dado por:

I—1,

(1234) > P,
(1432) = — P,
(13)(24) — 1,
(12)(34) — 0,
(14)(23) — —0,
(24) — —CT,

(13) — CT.

Entonces, como conjunto,

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)
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D4NZ?:{(]71)7(17_1)7(_171)a(_1 1) (P 1)7( ) ) ( 1)
(—P,—1),(CT,1),(CT,-1),(-CT,1),(-CT,—1),(0,1),
(0, -1), (-0 ) (—=0,—1)}.(5.48)

De la ecuacién (60) en [31] y la ecuacidén (5.45), el isomorfismo entre Géz) y

D4 X ZQ,

Gé2) — D4 X ZQ,

esta dado por:

I—(I,1), —I— (=I,1),

C— (—6,-1), —C (0,-1),

P (P1), —P— (=P1),

T (P,-1), ~Tw (—P,—1),

CP — (CT,-1), —CP w— (—=CT,—-1),
CT — (CT, 1), —CT — (—=CT,1),
PT — (—1I,-1), —PT — (I,-1),
6— (0,1), —0— (—0,1).

Resulta fécil verificar que Gg)

—
—
,—..—||

O e e T Ve T T T Vs T U

NQAQ
SRR

tiene diez clases conjugadas, que son:

= =1}

= =1~}

= =1{C, -0},

= =T}

= ={-T}

= ={P—-P},

= ={CP,-CP},

= ={CT,-CT},
= {PT,-PT},
= {0, -0}.

(5.49)

(5.50)

(5.51)
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Entonces, siendo un grupo finito, GéQ) tiene tantas /IR’s como clases de con-
jugacion. Como la suma de los cuadrados de las dimensiones de estas represen-
taciones debe ser 10, un simple cdlculo conlleva a la existencia de ocho irrep’s
1-dimensionales, ¢, con k = 1, ..., 8, y dos irrep’s 2-dimensionales, ¢g y ©10.

1 es la representacion trivial g — 1, para todo g € Gé2). Las tres irrep’s
I-dimensionales, s, @3 Y ¢4, se obtienen teniendo en cuenta el diagrama (5.17)
y el hecho de que Dy, Cy X Zso y () son subgrupos invariantes de D4 X Zs; con D,
dado por la ecuacion (5.46), Cy Z< {P} >y Q =< {C, P} >; asi

CyxXZy = {(L 1)7 (L _1)7 <_Iv 1)7 <_I> _1)7 <P> 1)7 (P7 _1)7 (_P7 1)7 <_P7 _1>}7
(5.52)
y

Q=1{I,C,P,CP,—1—C,—P,—CP}. (5.53)

En el diagrama (5.17), se escogen nuevamente ¢ = 1), (tabla 5.1) y K =
{1, —1}; pero ahora elegimos G = D4 x Zs y H es reemplazado por Dy, Cy X Zs
y @, respectivamente. Entonces,

Dy X7
% > 7, = {e,a}, (5.54)

con

e = Dy, a={CTCPPT,—C,—T,—CP,—PT},
CyxZs, a={C,CP,CT,0,—C,—CP,—CT,—0},
e = Q  a={T,CT,PT,0,—T,—CT,—PT,—0}, (5.55)

@
I

respectivamente. Los elementos en las e’s estan representados por el 1, mientras
que los elementos en las a’s estan representados por el —1 (ver tabla 5.9). De esta
manera se calculan tres de las IIR’s unidimensionales de GéQ) (zﬂ)

Para encontrar las dos IIR’s 2-dimensionales de este grupo, tomamos, como
punto de partida en ambos casos, la irrep 2-dimensional de D,. Como es bien
conocido, D, tiene cinco /IR’s (una 2-dimensional y cuatro 1-dimensionales). La
irrep 2-dimensional estd dada por:
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10
(20 - (1) = o=t
(14)(23) - ((1) _01) E—
(24) ((1) é) — o= —CT
(13) +— (_01 _01) = —0, :=CT, (5.56)

donde en la ultima identificacién fueron usadas las relaciones (5.47).
Con la eleccion C' = io;, obtenemos,

1 0 . 0 . 0 —1
T—(O Z.)—ZI, C’P—(O _Z.>—ZO'3, PT—<Z. 0)—02, (5.57)

lo cual completa la irrep 2-dimensional ¢g de Géz); mientras que con la eleccion
C' = —ioy, obtenemos,

T = (_OZ —O@) — I, CP= (_OZ (3) — oy, PT = (_OZ é) = o,

(5.58)
lo cual completa la irrep 2-dimensional @1 de Géz). Puede ser facilmente ve-
rificado que 9 y @10 son inequivalentes, i.e., no existe una matriz S tal que
SMST =M (0 SMS™ = M)paraM € @9y M' € .

Las restantes cuatro /IR’s 1-dimensionales, 5, @4, ©7 Y s, se obtienen de
la ortogonalidad entre las columnas de la tabla de caracteres para las clases de
conjugacion (relacion de completitud). Entonces, la ortogonalidad entre las filas
de la tabla de caracteres completa puede ser verificada.
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Las IIR’s y caracteres para Gﬁf) (zﬂ) = D, X Zo se resumen en las tablas 5.9 y

~

5.10, respectivamente. Al comparar con las tablas para G4(1), podemos notar que
las irrep’s 1-dimensionales coinciden:

O1 = 1, 02 = P3, O3 = 4, P4 = Po,
O5 = g, P6 = P, P17 = Y7, Pg = Ps. (5.59)

Sin embargo, ¢y no es equivalente ni a (g ni a 10 y lo mismo se cumple para ¢1.

5.7. Comentarios finales

Resulta de interés preguntarse si, desde el punto de vista de la teoria de grupos,
el comportamiento del fotén (campo Au) ante las transformaciones C, P, T es in-
dependiente del comportamiento del electrén-positrén (campo 1&). La respuesta a
esta pregunta es afirmativa. De hecho, en Gé(ﬂ) hay s6lo un subgrupo Z, lldmese
el generado por C': Z, = {I,C'}. Entonces, G;(A,) = 7Z3 no es un subgrupo de
Gy(v):

Gy(A,) # Gyl)). (5.60)

Lo mismo ocurre en relacion a GéQ) (1@) aunque en este grupo hay tres subgru-
pos Zy:

z\V) = (1,01}, Z8 = {I, PT}, Z{Y = {I,6}. (5.61)

Teniendo en cuenta esto, el isomorfismo Zgl) X Zf) X Zég) — Gy (A ,.) estd dado
ahora por:

(I,I,1) 1,
(CT,I,I)— C,
(I,PT,I) — P,
(I,1,0)— T,
(I, PT,0) — PT,
(CT, PT,I) — CP,
(CT,I,0) — CT,
(CT, PT,0) — . (5.62)
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No obstante, R R
Gy(A,) £ GP (). (5.63)

~

Esto puede ser ficilmente verificado, al comprobar que la tabla de G4(A,,)

(tabla 3.2) tiene ocho identidades, mientras que la tabla de G§2) (1[1) (tabla 5.8)
tiene sdlo siete.

El que hayamos demostrado que el comportamiento del fotén es independien-
te del comportamiento del electrén-positrén desde el punto de vista de la teoria de
grupos, corrobora el hecho, planteado al inicio de este capitulo, de que las propie-
dades de transformacién ante CPT de los campos interactuantes son las mismas
que para los campos libres.

Finalmente, en relacion con la posible relevancia de las estructuras de gru-
pos CPT en otras dreas de la fisica, mas alld de la teoria de campos, llama-
mos la atencién sobre la relacion encontrada recientementeentre entre los grupos
Gy(1h) = Q X Zy, Gé2)(1ﬂ) ~ Dy xZyy Gy(A,) = 73, y teoremas fundamentales
en el contexto de las paradojas cuanticas, como el teorema de Kochen-Specker
[40, 41].
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Tabla de IIR’s de G é(@@

Tabla 5.3
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CaGy(v) | [(Le] [(La] [(-Le] [(-La)] 2(re)] 2(ta)] 2(re)] 2(3.a] 20re)] 2(rxa)
M 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
X 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
M 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
Xs 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
X 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
py 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
As 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
X 2 2 -2 -2 0 0 0 0 0 0
Ao 2 -2 -2 2 0 0 0 0 0 0
Tabla 5.4: Tabla de caracteres de G (1)) para el campo de Dirac.
IR’s (Car) 1 ¢ p T PxT CxP CxT 0
Gy(Ay) (e1,€2,€e3) (an,e2,e3) (e1,az,e3) (e1,e2,a3) (e€1,a2,a3) (ar,as,e3) (ar, e a3) (a1,as,az)
b1 = Dy 1 1 1 1 1 1 1 1
o1 = @y 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
b1 = By 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1
b1z = By 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1
ot = ®5 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1
a1z = B 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
b1 = ®7 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
o = By 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1

Tabla 5.5: Tabla de IIR’s (caracteres) de Gé(/f“).

@ R
M 2 W e
S o RI®

@ L ™I

Tabla 5.6: Tabla de multiplicacion para el grupo Z,.

_ -1

-1 1

Tabla 5.7: Tabla de multiplicacién para el grupo Zs.
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C P T cp CT PT 0
C -1 ce  CT -P T 0 —PT
P -crP -1 PT C -0 =T cT
T cT PT -1 0 -¢c —-P -CP
cpP P —C 0 -1 PT -CT -T
CcT =T 0 -¢c -PT 1 -—-CP P
PT —0 =T -P CT CP 1 —C
0 rr -cr -cp -T —-pP C(C 1

Tabla 5.8: Tabla de multiplicacién para el grupo CPT matricial, Géz) (1)), del campo de

Dirac.
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£ —
[

—PT
1
1
1
1

PT
1
1
1
1

—CT

i

CcT
1
1

—CP

cpP
1

NS s’
~ >
C I
S IR -
YT T T T
S
S~——
Y|
- =TeT
I R =
e e
S—"~—
|
/\TC
. —— — - =~
Off= v ==
S
~—= 1
~
P |
(=R =]
N~ o =
—o o
S—"~—
S | B RN S-S =
Ol s dassas & &
o

Tabla 5.9: Tabla de IIR’s de GéQ) (1)) para el campo de Dirac.
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Ca Gy () | [ [-1] 2[C] [1] [-T] 2[P] 2[CP] 2[CT] 2[PT] 2[4]
X1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 1 —1 —1 -1 1 —1 1 -1 1
X3 1 1 —1 1 1 1 -1 -1 1 -1
X4 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1
X5 1 1 —1 —1 —1 —1 1 1 1 —1
X6 1 1 —1 1 1 —1 1 —1 —1 1
X7 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
Xs 1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1
X9 2 =2 0 2t =2 0 0 0 0 0
X10 2 -2 0 —21 21 0 0 0 0 0

Tabla 5.10: Tabla de caracteres de fo) (1[1) para el campo de Dirac.
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Capitulo 6

Limite no relativista de la
conjugacion de carga

6.1. Teoria \®P* en el limite no relativista

En 1984 se busco el limite no relativista de la teorfa A®* en [42]. Aunque en
este articulo no se estudi6 el comportamiento de ninguna de las simetrias discre-
tas ante este limite, resulta de interés para nosotros pues se establecié una forma
practica para llevarlo a cabo en las teorias de campos: tomando el limite no relati-
vista del hamiltoniano y luego calculando la matriz de dispersion.

Partiendo del lagrangiano:

L= [ Exi0"69,0 - m*oo - A6, 6.1)

donde ¢ := ¢(x,t) es el campo complejo de espin 0, la teoria A®* se redujo en
el limite no relativista a una teoria de Schrodinger en segunda cuantizacion con
fuerzas repulsivas entre dos cuerpos, siendo los potenciales funciones J tridimen-
sionales de la separacion entre las particulas.

Con base en que dos particulas puntuales interactuando a través de un poten-
cial 0 repulsivo no tienen permitido percibirse entre si, se demostrd la trivialidad
del limite no relativista en este caso.
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Limite no relativista de la conjugacion de carga

6.2. Laoperacion de conjugacion de carga en el limi-
te no relativista de la ecuacion de Dirac acopla-
da a un campo electromagnético externo clasico

En trabajos recientes [43, 44], se mostro la existencia de la operacion de conju-
gacion de carga en el limite no relativista, es decir, en el contexto de la relatividad
de Galileo. Este hecho contradice la idea de que C sélo existe en el marco de la
fisica relativista [6], con el grupo de Lorentz-Poincaré como simetria del espacio
tiempo. Generalmente se cree que el concepto de antiparticulas s6lo puede ser
definido en el marco de la mecanica cudntica relativista, ya que es donde apa-
recen soluciones para particulas libres con energia negativa viajando hacia atras
en el tiempo, cuya ausencia es interpretada como particulas de momento, carga
y energia opuestas, viajando hacia adelante en el tiempo: antiparticulas. Como
la operacién de conjugacion de carga es quien hace la transformacién particula-
antiparticula, se piensa entonces que solo existe en este régimen.

En [43] se considero la ecuacion de Dirac en interaccion con un campo elec-
tromagnético exterior cldsico. Para la busqueda del limite no relativista de la ecua-
cién correspondiente a la antiparticula y para definir la operacién C en dicho con-
texto, se tuvieron en cuenta los siguientes hechos:

= (' no pertenece al grupo de Lorentz O(1, 3).

= Se pueden dar definiciones ad hoc para C', no sélo en el contexto de la
mecanica cudntica no relativista, sino también en las mecanicas galileana y
lorentziana clasicas [7].

= En la teoria cudntica relativista existe una simetria entre las particulas y las
antiparticulas. Tanto la ecuacion para las unas como para las otras, tienen
un limite no relativista bien definido y no tenemos por qué esperar una con-
tradiccion entre ellos. Si tenemos electrones de bajas energias (electrones
lentos, podemos esperar tener positrones de bajas energias (positrones len-
tos) [45], relacionados entre si por la conjugacion de carga.

Por consistencia, cualquier definicién que se busque para C' debe provenir de
la teoria relativista, como un caso limite cuando la velocidad de la particula es
pequeiia: |3| < 1.

En concreto, se partié de la ecuacion de Dirac (electrén) acoplada a un campo
electromagnético externo:
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(V"0 — " Ay — m)y =0, (6.2)
U
() <90) (@/)1) (1/}3)
donde 1) = = ,con @ = = .
4 V3 X 77\ TN
(o

Se construy6 entonces el espinor conjugado: ¢o = Ct)T , siendo C' la matriz
de conjugacion de carga dada por:

C =iy = (6.3)

¢ describe a particulas con la misma masa, pero carga opuesta (positrones)
y obedece la ecuacion:

(i7" O + 7" Ay = m)tpe = 0. (6.4)

Se probd que la mencionada prescripcion ad hoc para C' puede ser obtenida a
partir de primeros principios: la simetria de conjugacion de carga de las ecuacio-
nes de onda relativistas (6.2) y (6.4), conlleva en la aproximacion no relativista,
a las ecuaciones de Schrodinger-Pauli (en la notacién recuperamos c) para el es-
pinor de dos componentes, describiendo, respectivamente, a electrones (6.5) y
positrones (6.6) de bajas energias:

~ 2 . "
9 [ :L(_V2+Q_A2+QV.A+22@A-V—ga-B+2mq¢) o ;
ot Uy 2m c? c ¢ ¢ (e

(6.5)

o (—yz\ 1 2 3
i (7 2 L L A2 g A2 A v — Lo B—2mge) | L2 )
ot * 2m c? c c c *
(2 (&
(6.6)
las cuales se relacionan entre si a través de la matriz C,,,.
Es importante mencionar aqui que la ecuacion de Schrodinger-Pauli para el
positron (ecuacion 6.6) se obtuvo en [43] a partir de la ecuacion de Dirac para el
positréon (ecuacion 6.4), haciendo la sustituciéon
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Yo = ™ (6.7)
y tomando el limite no relativista de la ecuacion resultante.
Se encontro asi una definicién natural para la matriz de conjugacion de carga
en el limite no relativista:

(¢> <, <—§5) —c. <¢> 68
() (CH o

0 -1
Cnr =K (1 0 ) (6.9)

antilineal y cumpliendo: C?, = —1, O} = —C,,, = CT = —-C* = (T .
Debemos percatarnos de que, en el limite no relativista, cambiar el espinor

siendo:

(wwl por el correspondiente espinor conjugado de carga _%)2 no equivale a
() (Ch

cambiar ¢ por —q, lo cual si ocurre en el caso relativista.

Se mostré ademas que en el limite no relativista la conjugacion de carga existe
en el contexto del grupo galileano de transformaciones (relatividad de Galileo).
Para esto en [43] se comprob¢ la invarianza de las ecuaciones (6.5) y (6.6), bajo
una transformacion galileana de sistemas de referencia inerciales, y en [44] se dis-
cuti6 en detalle que la transformacion pertenece al grupo de Galileo, sin necesidad
de apelar al proceso limite.

Para un estudio mas completo atn, qued6 pendiente verificar que las ecua-
ciones de Maxwell fueran invariantes ante las aproximaciones realizadas en estos
articulos.

Para comprobar esto, partimos de las transformaciones para los campos E y
B a orden 1 de (3 [46], las cuales fueron usadas en [43]:

E=E +H xg, H=H - E x g; (6.10)
y las sustituimos primero en las ecuaciones de Maxwell en el vacio:
10H

E=-—-—— H= 11
V x oV 0, (6.11)

_ 10E

H=-— -E=0. A2
V x v \Y 0 (6.12)
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0 0

. . .z / 7
Tuvimos en cuenta que, en esta aproximacion: —-v-V , daS1 Como

B . ot ot
las siguientes identidades vectoriales:
Vx(fxg)=1(V-g)—g(V-f)+(g-V)I - (f-V)g, (6.13)
V-fxg) =g - (Vxf)—f - (Vxg), (6.14)

donde f y g son dos vectores cualesquiera.

Despreciando los términos superiores a orden 1 de /3, asi como los de orden
3/c (lo cual corresponde a despreciar los términos proporcionales también a (3/c
en las ecuaciones (24 a) y (24 b) de [43]), se lleg6 a que las ecuaciones de Maxwell
en el vacio permanecen invariantes.

Para la parte no homogénea de estas ecuaciones:

utilizamos la transformacién para el tetravector j = (cp,j) y nuevamente des-
preciamos los términos superiores a orden 1 de [ y los de orden (3/c; quedando
asi también invariantes las ecuaciones de Maxwell en presencia de cargas y co-
rrientes.

Verificamos ademads que las transformaciones de Lorentz, en la aproximacién
aorden 1 de (3, dadas por las matrices!:

= M(p), (6.16)

o o
o O = O
o= O O
—_ o O™

forman un grupo.
Esto es:

"Por simplicidad, analizamos el caso cuando los sistemas de referencia se desplazan uno res-
pecto a otro a lo largo del eje z.
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1 00 B 1 00 B
010 0 010 0
M1M2_0010 001 0
G, 00 1 By 00 1
1 0 0 (B+0)
0 10 0
- 0 0 1 0 + O(B13).  (6.17)

(Bi+3) 0 0 1

1 0 00
) ) ) 01 00
= Existe el elemento identidad I = 0010
00 01
1 00 —p
» Existe M~ ! = 8 (1) (1) 8 ,tal que: MM~ =T+ O(5?).
-5 0 0 1

» El producto de matrices es asociativo.

En resumen, en esta aproximacion, ({M(3)},-) es un grupo abeliano, con
detM =1+ O(5?).

Si ademds despreciamos los términos de orden 3/c, la accién del grupo sobre
el espacio tiempo, dado por el 4-vector (ct, x), equivale a una transformacién de
Galileo, dada por la matriz:

(6.18)

o= O O
_— o O O

=
=@
N—
I
D o O =
oo~ O
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6.3. Sobre el limite no relativista de la operacion de
conjugacion de carga en el contexto de la QED

Basandonos en la existencia de estudios anteriores sobre el limite no relati-
vista en teorias de campos, como el limite no relativista de la teoria \D* [42],
asi como también en los trabajos realizados sobre la operacién de conjugacion
de carga en el limite no relativista de la ecuacion de Dirac acoplada a un campo
electromagnético externo [43, 44], vamos a estudiar ahora el limite no relativista
de esta operacion acercindonos un poco mas a la realidad, esto es, en el contexto
de la electrodinamica cuantica [47].

De la densidad lagrangiana para la QED:

Lasp = D(@)(1#0 — 4" Au(x) = m)i(e) = {Ful@ P (@) (619)

se deducen las ecuaciones para los campos de Dirac y electromagnético acoplados
([38], p. 84):

(iv"0, — qv“fiu(:v) —m)ih(z) =0, (6.20)
oFH -
Ty(x) = qy"(). (6.21)

En las ecuaciones (6.20) y (6.21), Au(x) no es considerado externo y forma
parte de la dinamica del sistema. Si en estas ecuaciones hacemos @/A)(x) — @/A)C(x)
(equivalente aqui a cambiar ¢ por —g), entonces el cambio de Aﬂ(x) o —Au(x)
completa la operacién de conjugacion de carga, demostrandose la invarianza ante
C de la electrodindmica cudntica.

Si pretendemos ahora tomar el limite no relativista de la QED como un todo,
debemos establecer este limite tanto para 1[1(x) como para A#(x) El problema
radica en que no se puede establecer un limite no relativista para Au(x) porque la
masa del fotén es cero.

De aqui queda descartado que, cuando consideramos a electrones, positrones
y fotones en conjunto, tenga sentido hablar de la conjugacién de carga en el limite
no relativista. Como no podemos establecer el limite no relativista para la QED,
nos olvidaremos en lo adelante de la ecuacion (6.21) y asumiremos que el campo
electromagnético en (6.20) ahora es un campo externo clésico y de valor perfec-
tamente determinado Au(m) = A,. Es decir, vamos a estudiar a la operacién de
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conjugacion de carga en el contexto del campo de Dirac acoplado a un campo
electromagnético externo clasico.

Lo que se determiné en [43] y [44] fue la expresion para la matriz C' en el
limite no relativista de la ecuacion de Dirac acoplada a un campo electromagnético
externo clasico. Faltaria entonces encontrar ahora al operador C, que representa a
la transformaci6n de conjugacion de carga en el espacio de Hilbert y se relaciona
con la matriz C' a través de Cp” (z) = CTih(x)C, en el contexto del limite no
relativista del campo de Dirac acoplado igualmente a un campo electromagnético
externo clésico.

Los desarrollos del campo de Dirac en términos de los operadores de crea-
cién y aniquilacién estan dados por las expresiones (2.7) y (2.8); satisfaciendo los
correspondientes espinores las ecuaciones (2.10) y (2.11), cuyas soluciones son
(2.12) y (2.13).

Invirtiendo las expresiones (2.7) y (2.8), obtenemos los operadores de creacion
y aniquilacion en términos de los operadores de campo ([32], p. 115):

A d3 A

io.r) = [ G [0 (6.22)
T d3 m — ~ .

d'(p.7) = / iy E ) 623)
v = [ G W/ w u(p, r)e”", (6.24)
d(p7 - 27T 3/2wl w p7 pr (625)

A bajas velocidades (%

A

— 0) los operadores de creacion y aniquilacién

(l;T, cﬁ, 13, CZ) continuaran creando o aniquilando particulas, segin sea el caso. De
esta manera, en el limite no relativista se mantendra la forma de las ecuaciones
(6.22), (6.23), (6.24) y (6.25), con la diferencia de que en este caso el término

/Eﬂ serd igual a 1, ¢ serd solucién de la ecuacién de Schrodinger-Pauli y los

p
espinores se reduciran a:

a1 = (o) uw2= (7).

u(p,1) = (1,0), u(p,2)=(0,1), (6.26)
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(). ()

u(p.1) = (=1 0), v(p,2) = (0, —1). (6.27)

El operador C correspondiente al campo libre de Dirac, en funcion de los
operadores de creacion y aniquilacion estd dado por ([28], p. 314):

Co=can(ily [ dSpZ d'(p, 7)b(p, ) + bl (p, r)i(p, )

_wp, Mb(p,r) — d'(p,r)d(p,7))); (6.28)

mientras que en presencia de interacciones, el operador de conjugacién de carga a
un tiempo ¢ se convierte en ([38], p. 111):

C(t) = et CoeiHrt, (6.29)

donde I-jT es el hamiltoniano total (en nuestro caso, el del campo de Dirac aco-
plado al campo electromagnético externo) y Cy satisface (6.28), quedando los
operadores b, cZT, b,denla representacion de Heisenberg.

Al tomar el limite no relativista, la forma del operador C (t), dada por (6.29),
no cambia, pero entonces los operadores IST, CZT, 13, d seran los correspondientes a
bajas velocidades y Hy, el hamiltoniano de Schrodinger-Pauli.

En resumen, la operacion de conjugacion de carga en el contexto relativista
equivale a cambiar ¢(z) — to(z) y A,(r) — —A,(z), tanto para A, ()
dindmico como para flu(a:) = A, externo cldsico. Esto es equivalente a decir que,
en el contexto relativista, el electron se mueve en un campo AM(:(:) tal cual lo hace
el positron en un campo —A u(T).

En el limite no relativista, la operacion de conjugacion de carga solo tiene
sentido para A,, externo clasico y se limita nada mas a cambiar O(x) — to(z).
En este caso hacer también el cambio A, — —A,, no convierte la ecuacién de
Schrédinger-Pauli para el positron (ecuacion 6.6) en la ecuacién de Schrodinger-
Pauli para el electrén (ecuacion 6.5). Ademds, de las fuentes de A, externo puede
pensarse que estdn en el infinito.

Se demostré explicitamente que no es posible establecer la operacion de con-
jugacion de carga en el limite no relativista de la electrodindmica cudntica como
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un todo, ya que, debido a que la masa del fotén es cero, no podemos tomar el
mencionado limite al campo electromagnético. Sin embargo, si podemos hablar
del limite no relativista de la conjugacion de carga en el contexto del campo de
Dirac en presencia de un campo electromagnético externo cldsico y dar las expre-
siones, tanto para la matriz C' como para el operador C, en ese caso.

En relacion a si el proceso de renormalizacion podria alterar el anélisis reali-
zado anteriormente, debemos tener presente que no se estdn estudiando, en cada
aproximacion de teoria de perturbaciones, los elementos de la matriz de dispersion
en el limite no relativista. En su lugar, se estd hablando del limite no relativista
del hamiltoniano, con el cual puede calcularse posteriormente la matriz de disper-
sion. De esta manera, la renormalizacion no puede afectar el proceso de toma del
limite.



Capitulo 7

El grupo CPT del campo de espin
3/2

7.1. Introduccion

En un trabajo anterior se determiné el grupo CPT para el campo de espin 1/2
[31]. En el mismo se encontraron dos conjuntos de soluciones consistentes para las
matrices de conjugacion de carga (C), paridad (P), e inversioén temporal (T), las
cuales conllevan a transformaciones para el campo de la forma: 120(1:) = OyYT(z),
Un(zn) = Pi(z) y U, (z,) = T(z)*, donde zy = (¢, —x) y z, = (—t,x). Estos
conjuntos estdn dados por:

a)Cp=+9*"  Pp==%in",  Tp==xiy’y,
b)Cp = £iy*",  Pp==+in",  Tp==+9*"

Cada uno de estos conjuntos genera un grupo no abeliano de dieciséis elemen-
tos, respectivamente, Gél) = DHg X Zyy Gf) =~ 16F,donde DHg = D,y 16E
es una extension no trivial de D Hg por Zs, isomorfa al producto semidirecto de
estos grupos.

Por otra parte, el grupo de operadores cuanticos C, P, T, que actdan sobre el
espacio de Hilbert, genera un tinico grupo G, = DCg x Zs, donde DCs = Q).

Teniendo esto en cuenta, decidimos estudiar el grupo CPT para el campo de
espin 3/2 (campo de Rarita-Schwinger), tanto para el caso masivo como el sin
masa [48].
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Para describir a particulas de espin 3/2 resulta necesario el conjunto de ecua-
ciones:

(i7" — m)H(z) = 0, (7.1)
V() = 0, (7.2)

donde 0, = %. A este conjunto de dos ecuaciones se le llama la ecuacion de
Rarita-Schwinger [15]. La primera de ellas es una ecuacion tipo Dirac para cada
componente del vector de espinores zﬂ" y la segunda es conocida como la condi-
cién subsidiaria.

7.2. Paridad

Si queremos estudiar la invarianza ante paridad de la ecuacién de Rarita-
Schwinger, necesitamos recurrir al analisis hecho para la ecuacioén de Dirac en
[31] y ademas considerar la invarianza ante paridad de la ecuacion subsidiaria.

Multiplicando esta ecuacion por la izquierda por P, cambiando x — —x e
insertando la unidad, se tiene:

Py P Pijy(t, —x) + Py'P' Py (t, —x) + Py* P~ Piy(t, —x)
+ PP PYy(t,—x) =0,  (7.3)

pero debemos tener en cuenta que el vector de espinores cambia ante paridad de
la siguiente manera:

do(t, ) Pio(t, )
7 _ wl(tvx) N 7 _ —P¢1(t7 _X) .
BT g | T g | Y
wg(t,X) —Pl/}g(t7 —X)

donde @/A},m(t,x) puede escribirse como ), (t,x) = PPQ@M(t, —x), con P €
O(1, 3) dado por:

(7.5)

oo o~
o
|
—_
o
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y P € D', siendo D' el dlgebra de Dirac.
Sustituyendo entonces las componentes de 1, (t,x) en (7.3) se obtiene:

PP P~ (t,x) — PY* P~ (¢, x) = 0, (7.6)

de donde podemos deducir las restricciones para P:

Py"P7h =190 PyPPTh = ok, (7.7)

Py°P = =% PP =P (7.8)

Las relaciones (7.7) coinciden con las que se obtienen de la ecuacion de Dirac,
cuya solucién ya conocida es Pp = =i4", mientras que de las (7.8) se obtiene
P =P = 2v*y?y!,con z € C* = C — {0}.

Haciendo el mismo andlisis que en [31], tenemos dos posibilidades para cada
P:

Q) P2=+1 = z=41 = P = £+3y%y};
b)P2=—-1 = z=4i = P = +iy’y?yL.

En el primer caso:

/

a)PlT —pP =p'=_pPT=_p"~ (7.9)

y en el segundo:

bPt=-pP =P~ =pPT=_p" (7.10)

7.3. Conjugacion de carga

Para estudiar la invarianza ante conjugacion de carga de la ecuacién subsidia-
ria, debemos tomar el complejo conjugado de esta ecuacion, multiplicarlo por la
izquierda por C° e insertar la matriz unidad. Esto es:
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(CY)" (CH*) Mye(x) = 0, (7.11)
donde ¥,0(z) = C7°¥% ().
En este caso, las restricciones sobre C' son:

(CAAP(CA°) ™ =, (7.12)

(CO)Y(CYO) = =y~ (7.13)

Teniendo en cuenta que 7°v**~° = ~+#T, podemos encontrar las soluciones
para las matrices C'. La ecuacidn con el signo negativo es la misma que en el caso
de Dirac y conlleva a C' = Cp = ny?+°. Sin embargo, de (7.12) se llega a:

CyHT Ot = 41, (7.14)

la cual conduce a la solucién C' = C" = 5y34?.
Una segunda aplicacion de la transformacion de conjugacion de carga conlleva
al mismo resultado que en [31] para Cp, mientras que para C’ tenemos:

(W) = tor = CUE = C' (") = T = C9°CH % = —C'C™Y

= [Py =P () () = Iy (7.15)

Como el efecto sobre 1 puede ser, como maximo, la multiplicacién por una
fase, entonces 7 € U(1) y C” es unitaria. Esto es:

C'CM =Py ()T = Py 'y = P’ (33 = L= 1. (7.16)
De aqui que, para C' = C', también se cumpla que —
Por otra parte, para la transformacién del espinor conjugado de Dirac, teniamos:

A

vo = (11)0 =L’ = (C%") 1" = §*14°CT° = PT00(%4°) T

=~ = =Ty’ = -t C (7.17)
y teniendo en cuenta que @ﬁd es el operador de densidad de carga, para C' = (',
tenemos:
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2 A

()e = dotbe = =T C'CP" = —PCP ()" = =P CPY)
= ()¢t = In|"¢ = =P (7.18)
de donde se obtiene en este caso que |n|* = —1.
Al igual que en [31], debido a consideraciones de simetria, —7)*> = 41y por
tanto, > = F1, lo que implica que = &1, 4.
Finalmente, para el campo de espin 3/2 existen dos posibilidades para cada C":

a) O =%, Cp =293
b) C" = +iy34!, Cp = +iy?q0.

7.4. Inversion temporal

Comenzamos de nuevo con la ecuacion subsidiaria, cambiamos ahorat — —t,
tomamos el complejo conjugado e insertamos la unidad:
TAY T T (—t,X)* + TAY T T (—t, X)* + TH¥ T Ty (—t, x)*
+ T T Tohs(—t,x)* = 0, (7.19)

pero debemos tener en cuenta que el vector de espinores cambia ante inversion
temporal de la siguiente manera:

7%0(757}() _T}ZO(_t7 X)*

7 _ |t (th) ) _ T¢1(_t’ X)* .

1/)#(15,)() - 1/;2(15,X) 77D,u7(tvx> - Tlﬁg(—t,x)* ) (720)
¢3(t,X) T@Ug(—t, X)*

donde v, (t,x) puede escribirse como v, (t,x) = TT,(—t,x)*, con T €
O(1, 3) dado por:

100 0
0 100

T=|05 01 0 (7.21)
0 00 1

yT € DS,
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Sustituyendo entonces las componentes de @MT(t, x) en (7.19) se obtiene:

— T T Y4or (t, %) + TA*T (£, %) = 0, (7.22)

de donde podemos deducir las restricciones para 7':

TAT™ =7 THMT ™ = =", (7.23)

TAT 1 = =40, THP*T~1 =~k (7.24)

Las relaciones (7.23) coinciden con las que se obtienen de la ecuacion de

Dirac, cuya solucién ya conocida es T = e**v3~!, mientras que de las (7.24) se

obtiene T’ = T = wy?y°, conw € C* = C — {0}.
Al aplicar 7 dos veces se obtenia en [31]:

UO(t,x) — o (t,x) = Th(—t,x)* — T(TY(t,x)") =TT (t,x). (7.25)

PeroparaT =T':

T'T* = w7 (P7°)" = —[w]*y*7"7*7 = [w 4?7?77 = —|w|*1.
(7.26)
y por lo tanto,
Voo = —1), (7.27)
por un argumento similar al usado para C. De esta forma 7'T"* = —1, lo que

implica T = —T"~' yw € U(1). Entonces T = 27"y T'T = 7114240,

7.5. Fijando el cuadrado de P’

Fue demostrado en [31] que C'y P deben satisfacer la relacion:
crphHrct=r (7.28)

Considerando las dos posibilidades para C" y las dos posibilidades para P’,
tenemos:

. ) ) 31j:321)73’yl:—P'
aCP—1TC—1:31P—1T_31:{’Y’Y<77’7 ,(7.29)
) C( ) 7 ) (=7"7) — B3y (i )yt = P
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34,1 32,1 3.1 /
P INT A1 _ (1 3y P -IT (ia3aly — 4 VY (EVYY )Yy = =P
C (P = Pt = { ST TS

lo cual implica P" = +iv?y>yty P2 = —1.

7.6. Compatibilidad entre C' y T’

De [31] sabemos que C'y T' cumplen la relacion:
cT*=TC". (7.31)
Considerando de nuevo las dos soluciones paraC' = C' yT = T
a)C*=C, = CT"=T(C

Pyl (—emP20) = eidy2y0,841
CemABala2a 0 — ir3,2,0,1
CemBala2a0 — piA3.1,2.00 (7.32)
lo que implica
A= 1 = A= (2k+ 1)%, (7.33)

con k € Z; entonces

ix_ (_\k; _ J & parakpar
e = (1) _{ —i, parak impar. (7.34)

Asi, T' = +iy?A0.

bC*=—-C,= CT*=-TC

(e P2y0) = 240y
—eTMPylyP0 = ety 0yt
ey = eyl (135)
lo que implica
2 =1 = \=kn, (7.36)

con k € Z; entonces

; 1 k par
A (_1\k = , pararkp
e =(-1) { —1, para k impar. (7.37)

Ast, T' = £+270.
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7.7. El grupo CPT del espin 3/2 con masa

En resumen, se tiene tanto el conjunto de matrices:

a)Cp=+7*",  Pp==iy",  Tp =iy’
b) CD = :i:i’nyY()? PD - Zl:i’}/ou TD = :I:’Yg’Yl,

como el conjunto:

a) C' = 9341, P’ = +iy3y2yt, T = +iy?40,

b) C' = iy, P’ = +iy3y24, T = 44240,
satisfaciendo la condicion subsidiaria. Pero sélo las matrices Cp, Pp, Tp satisfa-
cen ademads las ecuaciones tipo Dirac; por lo que son ellas quienes conforman al
grupo CPT matricial del espin 3/2 con masa.

Para encontrar el grupo CPT de operadores se sigue el mismo procedimiento
desarrollado en [31] para el caso del correspondiente grupo CPT de Dirac.

Siendo Ay B alguno de los operadores Cp, Pp y Tp, y 1 cada componente
del vector de espinores ¢* (), se definen:

A-p = AtA (7.38)

(A« B) -y = (AB)')(AB). (7.39)
Haciendo uso de las anteriores expresiones y con apoyo en el grupo CPT ma-

tricial a través de las férmulas que vinculan las partes matriciales con las de ope-
radores:

Pi(t,—x) = P1{(t,x) P,
() = Cjw >é,
T (—t,x)* =TT (t,x)'T (7.40)

se obtienen en [31] las relaciones:

PpxPp=—1, CpxCp=1, Tp*Tp=-1,
TD*IDAD:—]DAD*TA‘D, dD*pD:PD*éDa dD*TD:TD*dD; (741)
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con las cuales se construye, usando ademds la propiedad de asociatividad, la tabla
de multiplicacién para el grupo CPT de operadores (tabla 3.1).

En [31] fue demostrado ademads que solo la segunda de las dos soluciones para
el grupo de matrices (G((f) = 16E = Dy X Zs ), es compatible con el grupo de
operadores (G; = Q X Zo).

Entonces podemos resumir que para el espin 3/2 con masa, tanto el grupo CPT
matricial como el de operadores coinciden con los obtenidos en el caso del campo
de Dirac.

7.8. El grupo CPT del espin 3/2 sin masa

Si hacemos cero la masa en la ecuacién tipo Dirac y analizamos en la ecuacion
que nos queda,

0 (z) =0, (7.42)

su comportamiento ante paridad, conjugacion de carga e inversion temporal, tal
cual lo hicimos para la condicion subsidiaria, respectivamente, tenemos:

i(Py"P~'0y — Py' P71 0;)dn(z) = 0, (7.43)

(i0, + qAL) (CYO)** (CA°) Hho(x) = 0. (7.44)
<0 0% 0 kx* 0 n .

i(y Erimitl @WT(%) = 0. (7.45)

De las anteriores ecuaciones se pueden obtener entonces las correspondientes
restricciones para las matrices C', Py T', siendo las mismas, respectivamente:

PPt =490 PP =48
CyTC™ = £,
TAT1 = £4°, TAMT7 = 74~ (7.46)
Estas relaciones generan los mismos conjuntos de matrices C'p, Pp,Tp 'y

/ / / . . ., . g . . . .
C', P, T que arrojaba la condicién subsidiaria. La diferencia radica en que en
este caso no tenemos un criterio evidente para preferir uno de los conjuntos.
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No obstante, sabemos que sélo existen tres grupos no abelianos con tres ge-
neradores de dieciséis elementos: Gél) & Dy X Zy (con cuatro menos unos en
la diagonal de la tabla de multiplicacion del grupo), GéQ) = Dy X Zsg (con ocho
menos unos en la diagonal) y G;; = @) X Z5 (con doce menos unos en la diagonal).
Entonces, los posibles grupos que se obtengan del conjunto de matrices C*, P', T’
s6lo pueden ser algunos de esos tres.

Calculando los elementos de la diagonal, para el primer caso tenemos:

a)C? = -1, P?=—-1,T?=-1,
(C'PY = 1, (CT)Y =1, (PT) =-1,60 =1, (7.47)

mientras que para el segundo:

b)C? = 1, P?=—-1,T?=1,
(C'PY = —1,(C'T)Y =1, (PT)Y=1,6=1. (7.48)
De aqui podemos concluir que el caso a) corresponde ahora al grupo G((f) =
Dy X 75 (con 4 x 2 = 8 menos unos en la diagonal), mientras que el caso b)
es Gél) = Dy X Zs (con 2 X 2 = 4 menos unos en la diagonal). Entonces el
conjunto de matrices Cp, Pp,Tp y el C', P, T generan los dos mismos grupos
CPT matriciales: Gél) y G(QQ).
De [31] se sabe que el grupo matricial correcto es el G§2) y al mismo corres-
ponde el grupo de operadores G.

7.9. Comentarios finales

Encontramos que para el campo de espin 3/2, tanto el grupo CPT matricial
como el de operadores, coinciden con los obtenidos para el campo de Dirac.

Tanto en el caso masivo como en el sin masa, la ecuacién subsidiaria arroja un
nuevo conjunto de matrices C', P, T', ademds del conocido conjunto C'p, Pp, T
que sale de las ecuaciones tipo Dirac. Cuando consideramos la masa es facil des-
cartar el conjunto primado pues no cumple con las ecuaciones tipo Dirac, pero al
no contemplar la misma es necesario demostrar que los conjuntos Cp, Pp,Tp y
C', P',T" conducen a los mismos grupos CPT que en el caso de Dirac.
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Conclusiones generales

Nos habiamos propuesto como objetivos principales de esta tesis doctoral estu-
diar el limite no relativista de la operacidn de conjugacién de carga en el contexto
de la electrodindmica cudntica y determinar el grupo CPT para el campo de espin
3/2.

Al realizar la investigacion correspondiente llegamos a la conclusién de que
no es posible establecer el mencionado limite en el marco de la QED, por tener el
foton masa cero. No obstante, fue posible establecer el limite galileano de C para
el campo de Dirac en presencia de un campo electromagnético externo clésico,
dando explicitamente las expresiones tanto para la matriz C' [43], como para el
operador C y los operadores de creacion y aniquilacion de electrones y positrones
[47], en este caso.

En cuanto al grupo CPT para el campo de espin 3/2 encontramos que tanto el
grupo matricial (G§2) = Dy x Zjy) como el de operadores (Gj = ) X Zy) coin-
ciden con los obtenidos para el campo de Dirac. Analizamos también, como caso
particular, al campo de espin 3/2 sin masa, debido a su importancia por tratarse
posiblemente del campo del gravitino. Conluimos que nuestros resultados no de-
penden de si el campo posee o no masa. Como en ambos casos estamos tratando
con espines semienteros, para el campo de espin 3/2 se obtuvo que P2 = —1, al
igual que para el campo de espin 1/2.

Adicionalmente a estos objetivos demostramos que el grupo CPT de operado-
res para el campo cudantico de Dirac, el cual incluye a la operacion de conjugacion
de carga, emerge de manera natural a partir del grupo PT y sus subgrupos P (o
T), es decir, a partir de matrices que actdan sobre el espacio-tiempo cldsico de
Minkowski.

Asimismo calculamos las representaciones irreducibles inequivalentes tanto
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del mencionado grupo operacional para el campo de espin 1/2 (Q X Z5), como del
grupo CPT del campo electromagnético (Z3). Encontramos que, desde el punto
de vista de la teoria de grupos, el campo del fotén ante las transformaciones C, P,
T, es independiente del comportamiento del campo del electron-positron. Por esta
razon, el grupo CPT de la electrodindmica cudntica es el producto directo de los
dos anteriores grupos ((Q x Zs) x Z3 = Q X Z3).

En resumen, en este trabajo estudiamos principalmente las estructuras de gru-
pos CPT para los campos libres de Dirac, electromagnético y de Rarita-Schwinger;
asi como también para el caso de la electrodinamica cuantica. Calculamos ademas
las correspondientes representaciones irreducibles de estos grupos.
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