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INTRODUCCION

1.1 Planteamiento del problema

Desde hace mucho tiempo el hombre ha buscado la manera de controlar su entorno y manejarlo
de acuerdo a sus necesidades tratando de facilitar su vida, inventando mecanismos que lograran
abrir o cerrar enormes puertas, o abrir y cerrar flujos de agua para mantener controlado el liquido
que llegaba hasta sus ciudades, etcétera. Con el paso del tiempo nuevos descubrimientos ayudaron
a mejorar estos sistemas, y gracias al avance tecnolégico, cientifico y al desarrollo matematico, se ha
logrado controlar una gran cantidad de dispositivos y sistemas. Algunos ejemplos a nombrar son: el
control automatico de aviones, control de posicionamiento y direccionamiento de satélites, control
de robots industriales, etc. Estos sistemas se siguen mejorando con nuevas tecnologias y técnicas de

control.

El péndulo invertido es un mecanismo muy utilizado para realizar practicas o proyectos de inves-
tigacién, cuyo interés radica en regular la posiciéon del péndulo en su punto de equilibrio inestable y

presenta un buen reto de control, mezclando la interaccién entre un sistema mecénico y electrénico.

Existen diferentes mecanismos para el
péndulo invertido: un mecanismo utiliza un
motor conectado a una banda dentada que
mueve a la base del péndulo invertido. Otro
dispositivo comtin es el compuesto por un carro
que se mueve con un grado de libertad a lo largo
de un eje y en la base del carro se encuentra una
barra que tiene movimiento rotacional en el

mismo sentido al eje del carro.

El péndulo invertido es un sistema no lineal e inestable, y al ser un sistema mécanico presenta
propiedades generalmente no modeladas (como friccién seca) y en la parte electrénica se presentan

zonas muertas que deben ser contempladas para su control.
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Algunas técnicas de control necesitan forzosamente del modelo matemaético del sistema en
variables de estado o en su funcién de transferencia. En el caso en el cual no se cuenta con estos mod-
elos se puede recurrir a estrategias que no lo requieran en forma explicita, como al control difuso,

esta caracteristica hace de este controlador una técnica interesante.

1.2 Motivacién y objetivo

El péndulo invertido es un sistema cuyo conocimiento permite ser extrapolado a otro tipo de
problemas de control (como control de misiles o robots bipedos), motivo por el cual resulta de
interés su analisis y disefio de esquemas de control que lo estabilicen.

El objetivo general del presente trabajo es el disefio e implementacién de un control difuso para
mantener en balance un péndulo invertido. Se aplicard una fuerza apropiada en la base, mante-
niendo a la barra en posicién vertical en el punto de equilibrio inestable del sistema. En esta
posicion, cualquier perturbacién puede desbalancear a la barra facilmente, por lo cual es necesario
un controlador que estabilice al sistema. Los objetivos particulares son:

1. Implementar el sistema mecanico y obtener mediciones con una tarjeta de adquisicién de
datos de bajo costo.

2. Identificar los parametros del sistema y obtener el modelo matematico del péndulo invertido
sobre el carro.

3. Controlar al sistema con tarjeta de bajo costo.

4. Probar dos técnicas de control (LQR y difuso “singleton”) y analizar cuales son las ventajas y

desventajas de cada controlador.

1.3 Estructura de la tesis

El trabajo esta organizado en seis capitulos: el segundo capitulo muestra la parte tedrica de la tesis
y se describen de las técnicas de control que se utilizan para estabilizar al sistema. El tercer capitulo
estd dedicado a la descripcion del sistema mecénico, del sistema electrénico y de la interfase
utilizada para adquirir y mandar datos, finalizando con el disefio de los filtros y la identificacion
de los parametros del sistema. El disefio de los controladores es abordado en el capitulo cuatro,
donde se muestran las consideraciones tomadas para disefiar e implementar cada control. El
capitulo cinco esta dedicado a mostrar los resultados experimentales de la tesis. Finalmente, en el
sexto capitulo se muestra la comparacién entre las dos técnicas, observando las ventajas y desven-

tajas de cada método y las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1
INTRODUCCION

14 Antecedentes

La ingenieria de control emplea los modelos matematicos para poder describir su comportamiento y

desemperfio entrada-salida, y después proponer esquemas de control.

14.1 Sistemas

Podemos definir a un sistema como un conjunto de componentes que interactian entre si, el cual

puede ser excitado por una entrada y como consecuencia obtendremos una salida. La planta o el

sistema puede representarse por medio de un bloque (figura 1.1), y éste a su vez puede estar consti-

tuido por una serie de subsistemas que representarfan a la misma planta.

entrada

u(t)

A 4

SISTEMA

Figura1.1

salida

y(t)

Un ejemplo es un sistema de medicién de temperatura, que puede ser representado en un solo

bloque con una entrada y una salida, que a su vez se puede representar como una serie de subsiste-

mas: un termémetro resistivo, un puente wheastone y un subsistema de medicién (figura 1.2).

Entrada
Temperatura

Entrada

Temperatura Sensor /

A 4

Sistema de
medicién de
temperatura

Transductor

Cambio
enla
resistencia

Transductor /
acondicionador

Salida
Lectura

»
-

Figura 1.2

Cambio
enla o Lectura
p| Visualizacion +—
deflexion I
del I
apuntador .
|
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Estas dos representaciones muestran el mismo sistema, donde la representacién depende de la
complejidad del modelado del mismo, sin olvidar que el objetivo es encontrar una ecuacién o repre-

sentacién matematica para evaluar su comportamiento.

Los sistemas pueden clasificarse por el tipo de componentes que interacttian en él (mecénicos,
eléctricos, hidraulicos, térmicos e hibridos), los cuales funcionan como almacenadores o disipadores

de energia.

ELEMENTOS DE MODELADO
Mecéanico Eléctrico Hidraulico Térmico
Almacenadores . i i i i
¢ masa capacitor Ca}.JaC}tar.lma capacitancia
de energia hidraulica térmica
Almacenadores . i i
) resorte inductor Inertancia
de energia hidraulica
Disipadores de amortiguador resistencia resistencia resistencia
energia hidraulica térmica
Tabla 1.1

Cada elemento de modelado tiene una ecuacién matematica que representa su comportamiento,
la cual es empleada para obtener el modelo matematico del sistema utilizando ecuaciones diferencia-

les. La tabla 1.2 muestra las ecuaciones descriptivas de cada elemento.

Existen analogias entre los cuatro sistemas y es comin encontrar representaciones de un sistema
hidraulico, mecanico o térmico como un circuito eléctrico o viceversa. Esto puede ocurrir porque el
modelo matematico describe un comportamiento a fin. Por ejemplo, la descarga de un capacitor, el
enfriamiento de una papa caliente, el vaciado de un contenedor con agua a través de una llave o el
amortiguamiento de un objeto, estos son sistemas diferentes en su naturaleza donde el modelo
matematico y comportamiento energético es similar. El modelo nos pueda dar este tipo de infor-
macioén, de como actuard el sistema a diferentes entradas. Por este motivo, los modelos son muy

importantes en el andlisis y en el control de sistemas.
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Elementos de Ecuaciones -
modelado descriptivas onstantes
resorte F=k-x F: fuerza
2 k : cte. del resorte
X .
masa F=m > m : masa
dt ¢ : cte. de amortigaumiento
dx X : posicion
amortiguador F=c—
dt
. .1
inductor L= L J-V dt i:corriente
L : inductancia
capacitor i= @ C : capacitancia
dt R : resistencia
v v : tensién
resistor i=—
R
inertancia 1 J' (p. - p,) dt
hidraulica 7= L PP q : flujo volumétrico
. ] L : inductancia hidraulica
ca}.)acTtaltlaa g=C M C: capacitancia hidraulica
hidréulica dt R : resistencia hidraulica
resistencia B (p,—p,) pl - p2 : diferencia de presion
hidréulica 7= R
capacitancia q9,—q, = Cﬂ q : flujo de calor
Armi 1 2 =
termica dt C : capacitancia térmica
resistencia B (Tl _ Tz) R : resistencia térmica
térmica = R T : temperatura
Tabla 1.2
142 Modelado

Un modelo matemaético es el conjunto de expresiones matemaéticas que resultan de traducir desde un
lenguaje empirico a un lenguaje cientifico, generalmente basado en leyes fisicas de los componentes
de cada sistema y los conocimientos generales de la fisica (como las leyes de Newton, los principios

de la termodinamica, las leyes de Kirchhoff, las leyes de conservacién de la energia y la materia).
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Los modelos matematicos pueden tener distintas representaciones, ya sea mediante ecuaciones
diferenciales, funciones de transferencia, diagramas de bloques o variables de estado. Con cada
representacion podemos analizar al sistema mas a fondo y observar su comportamiento por medio

de simulaciones.

1.4.2.1 Funcién de transferencia
La funcién de transferencia de un sistema es la relacién entre la transformada de Laplace de la
salida del sistema ec.(1.1), entre la transformada de Laplace de la variable de entrada, suponiendo

que las condiciones iniciales son cero y que el sistema es lineal e invariante en el tiempo.

Y (s)
U(s)

(1.1)

G(s) =

Donde:
G(s) >>> Funcion de transferencia
Y (s) >>> Transformada de Laplace de la salida del sistema

U(s) >>> Transformada de Laplace del la entrada del sistema

Para obtener la funcién de transferencia de un sistema es necesario trasformar una ecuacion
diferencial en una ecuacion algebraica utilizando la transformada de Laplace. Esto es, realizar un

mapeo del dominio del tiempo al domino S.

Las ventajas que ofrece esta transformacion es la
Transformada
de poder trabajar con ecuaciones algebraicas que de Laplace

facilitan su manipulacién, ademéas, es posible d

regresar al dominio del tiempo utilizando una trans-

o yo g(t) G(s)
formacién inversa llamada “antitransformada de
Laplace”, como se indica en la figura 1.4. Esto nos Dominio Dominio
tiempo S

permite resolver ecuaciones diferenciales con mayor

facilidad, llevando la ecuacién del dominio del l

Antitransformada
tiempo al de S, manipulando la ecuacién algebraica- de Laplace
mente para obtener la solucién del sistema diferen-

Figura 1.4

tes tipos de entradas y regresando del dominio S al

dominio del tiempo nuevamente.
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Estas no son las tinicas ventajas de trabajar con la transformacién en el dominio S, ya que el tener
una funcién de transferencia nos permite analizar mas a fondo al sistema, ademas de poder observar
la respuesta que tiene a diferentes entradas, se puede analizar su estabilidad. Esto significa que, al
aplicar una entrada con magnitud finita, se espera que la respuesta tenga una salida de magnitud
finita, es decir, a entradas acotadas, salidas acotadas. Si el sistema cumple con esto se dice que es
BIBO! estable, pero si la salida comienza a crecer con el tiempo, el sistema es inestable.

Otra forma de analizar la estabilidad de un sistema se realiza encontrando las raices del polino-
mio del denominador en la funcién de transferencia, conocidas como polos del sistema. Si algin
valor de los polos es positivo en su parte real, el sistema es inestable; pero si todas los valores de los
polos son negativos en su parte real, entonces el sistema es estable.

La funcién de transferencia en lazo cerrado G(s) de un sistema, se puede representar mediante

m m—1
K(s"+a,  s" +..+a s+a,)

G(S) = p - (1.2)
(s"+b, , 8" +...+Dbs+b,)
y, si las raices del denominador y del numerador se establecen como
K(s+z)(s+z,) ... (s+z
G(s)= Kls+2)(5+2) . (s+2,) 13
(s+p)s+p,) ... (s+p,)
Z\52Zyy wen 52, >>> Ceros del sistema

DisDPys - 5P, >>> Polos del sistema

La funcién de transferencia nos permite analizar la respuesta en estado estable de un sistema a
diferentes frecuencias (respuesta en frecuencia). Los datos de la respuesta en frecuencia pueden
arrojar informacién del ancho de banda del sistema, que se define como la banda de frecuencias en la
cual la magnitud no cae por debajo de -3dB y también el pico de resonancia, que se define como el

maximo valor de la magnitud y esta relacionado con el maximo sobrepaso del sistema.

1.4.2.2 Variables de estado
El modelado con funcién de transferencia, tiene un enfoque clasico, su analisis es sencillo y su
representacion es compacta, permitiendo analizar el transitorio facilmente, sin embargo presenta la

desventaja de: encontrarse en el dominio de la frecuencia, asi como no permitir modelar sistemas no

L por sus siglas en ingles Bounded-Input Bounded-Output (Entrada acotada Salida acotada)
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lineales, ademds de perder informacién y sélo es aplicable para sistemas con una entrada y una

salida, lo que limita a la técnica para una gran cantidad de sistemas.

Las variables de estado son el conjunto de variables linealmente independientes entre si que
permiten conocer al resto de las variables del sistema, se utilizan operaciones algebraicas, llamadas
ecuaciones de estado, que son el conjunto de n-ecuaciones diferenciales de primer orden compuestas
por las variables de estado del sistema.

Las ecuaciones de estado con “n” variables de estado, “m” entradas y “z” salidas se representan

de la siguiente manera:

X, =a,x, +a,x,+..+a, x,+bu +b,u,+..+b, u (1.4)

1m“ m

2m~m

Xy =0y X, + Ay Xy +...+ay, X, +byu, + byt +...+ b, u

- = 1.6
X, =a,x, +a,x,+..+a,x, +b u +b u,+.+b u. (1.6)
V=X, FCpXy + ot X, Hdu +dyu, +.4+d u (17)
V) =Cp Xy +CpXy +oon ¥y X, +dyuy +dpu, +.+d, U, (1.8)
v, =c X +c X, +..+c, x, +d u +d u, +..+d_u, (1.9)

Pero una representaciéon mas sencilla en su forma matricial para sistemas lineales es:

x=Ax+Bu (1.10)

X ay  dyp ot 4y, X b, b, - b, U
Xp| |G GQn 0 Gy | | X + by by, -+ by, | |u,
_xn a _anl anZ ann a _xn | _bnl bn2 e bnm ] _um a

y=Cx+Du (111)
Vi ¢ Cin | | X dy, d, m U,
Vol _|€a Cn Con | | X2 + dy dy d,, | | U,
_yz _Czl CZZ Czn ] _xn _ _dzl dzZ dzm _ _um ]
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x=Ax+Bu

Donde:

A - Matriz del sistema

B - Matriz de entradas

C - Matriz de salidas

D - Matriz de alimentacion directa

y=Cx+Du

Cuando se desea modelar por este método se deben de elegir variables que sean linealmente inde-
pendientes, donde el ntimero de estas variables dependera del orden del sistema, por lo tanto, el
minimo de variables de estado a elegir sera el mismo nimero del orden mencionado.

Algunas recomendaciones para la eleccién de variables de estado en circuitos eléctricos es tomar
a los voltajes de los capacitores y a las corrientes de los inductores. En el caso de tener sistemas
mecénicos, las variables de estado recomendables son la posicion, la velocidad y la aceleracion, esto
también aplica en sistemas mecanicos rotacionales. Para elegir variables en sistemas hidraulicos, la

mejor opcién son los cambios de presién y el flujo.

El modelado con variables de estado es una técnica con

una enfoque moderno y avanzado, basada en el dominio

Sistema

del tiempo y permite obtener un mayor conocimiento del
interior del sistema, modelar sistemas no lineales y
variantes en el tiempo, asi como con varias entradas y varias

salidas. Sin embargo, modelar un sistema de este modo

provoca una pérdida de sencillez en el estudio de la res- , ,
Figura 1.5 Las variables de estado

puesta en tiempo, en particular sobre el desempefio del son un conjunto del sistema

comportamiento transitorio.

Existe una relacioén entre el modelo con variables de estado y la funcién de transferencia, de esta
forma se pueden analizar la estabilidad del sistema y la respuesta en frecuencia de una manera

sencilla.

H(s)=C(SI-A)"'B (112)

C-adj(SI — A)- B
det(S7 — A)

(1.13)

H(s)=

10
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Utilizando la ecuacién (1.13) los polos del sistema son los valores de S que tienen solucién a la

ecuacién

det(ST — A) =0 (114)

que corresponden con los valores caracteristicos de la matriz A.

Y los ceros del sistema se obtienen con la solucion de la ecuaciéon
C-adj(SI - A)B =0 (1.15)

Las ecuaciones (1.14 y 1.15) solo aplican para sistemas lineales, la ecuacién en variables de estado

para sistemas no lineales es:

xX=f(x,%Xy, .. ,X ,U) (1.16)

Como ya se menciond anteriormente, el tener un modelo matemaético con variables de estado nos
ofrece un mayor conocimiento del sistema y es posible realizar varios anélisis como la estabilidad
BIBO, la estabilidad interna, la controlabilidad y la observabilidad del sistema.

La estabilidad BIBO nos ofrece el conocimiento de la respuesta forzada del sistema al aplicar una
entrada acotada, mientras que la estabilidad interna del sistema nos muestra su comportamiento sin
excitacion, lo que facilita el andlisis de la estabilidad en sus puntos de equilibrio.

La estabilidad BIBO esta ligada con los valores caracteristicos de la matriz del sistema, por lo que
si todos sus valores son negativos en su parte real, entonces el sistema es estable. Mientras que en la
estabilidad interna se utiliza el método directo de Lyapunov para encontrar la estabilidad del punto
o de los puntos de equilibrio del sistema.

Otros andlisis interesantes que se pueden obtener con el modelo matematico en variables de
estado son la controlabilidad y la observabilidad del sistema. A grandes rasgos, y sin estudiar a

fondo estos temas se presentard la idea general.

143 Controlabilidad y observabilidad

Los conceptos de controlabilidad y observabilidad presentados por Kalman juegan un papel
importante en aspectos tedricos y practicos del control moderno. La controlabilidad orienta al
disefiador sobre la posible existencia de una entrada u(t), que estabilice al sistema. Por su parte, la

observabilidad indica si es posible reconstruir a los estados del sistema mediante la medicién de
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la entrada u(t) y la salida y(t) en un tiempo finito.

Empleando estos conceptos y el modelo matematico del sistema, se espera que el péndulo inver-
tido cumpla con ser un sistema controlable y observable, aunque se cuenten con sensores que midan
los estados del sistema y no sea necesario una técnica de observacion de los estados.

Un sistema se dice que es controlable cuando es posible llevar a los estados desde una condicién
inicial en tiempo cero hasta cualquier condicion final en un tiempo finito con una entrada en el

sistema u(t); en caso contrario se dice que el sistema es no controlable.

La matriz de controlabilidad se obtiene:
2 n—1
C,=[B AB A°B .. A" B] (1.17)

Si la matriz de controlabilidad Cctr es de rango completo entonces el sistema es controlable.
p(C,)=n (118)

Un sistema es observable si es posible determinar los estados x(t) a partir de la medicién de la
salida y(t) y de la entrada u(t) en un intervalo de tiempo finito.

La matriz de Observabilidad se obtiene:

C
CA
0 =| C4? (1.19)

cA -1 Si la matriz de observabilidad O, es de

rango completo, el sistema es observable.

p (6) =n (1.20)
144 Forma canénica del controlador
Dado el sistema:
x=Ax+Bu (1.21)
y = C x (1.22)
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Cuya funcién de transferencia es

Bs" ' +B,s" T+ B+ o +B, s+,

n n—1 n—2 (1'23)
S +(X1S +(X2S + ... +Ocn_1S+OCn

H(s)=

Si el sistema es controlable y dim(u) = 1, entonces, se puede transformar el sistema, definiendo la

matriz de transformacién, como:

oo, o, oy oo, o]
0O 1 o o o - o,
0 0 1 o o :
T'=[B AB.. A"'B] |} + -, "0 T - : (1.24)
0o - 0O 1 o o,
0 0 0 1 o
0 0 0 0 1 |
y la forma canénica de controlador es
x=Ax+Bu (1.25)
y=Cx (1.26)
Donde:
—_al , =0, - n_
1 0 0 0
A= 0 1 0 (1.27)
0
00 10
10 _
B=|, (1.28) c=[B B - BI a2
_0_

De esta manera se obtiene la forma canénica de controlador.
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En este capitulo se abordaron temas importantes que seran ttiles en los siguientes, las bases teéri-
cas son esenciales para fundamentar este trabajo.
En el siguiente capitulo se abordaran las teorias que sustentan a los controladores que seran

implementados en este trabajo para manipular al péndulo invertido con carro.
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En este capitulo se presentan los procedimientos, fundamentos matemaéticos y las teorias que se
utilizaran para resolver el problema de control de el sistema del péndulo invertido con carro.

Este sistema es inestable en lazo abierto en uno de sus puntos de equilibrio, por lo tanto es necesa-
rio utilizar sistemas de control con realimentacioén de estados. Esta técnica nos proporciona varias
ventajas, ya que permite ubicar los polos del sistema donde se produzca un mejor desempefio. Un
procedimiento alterno es el disehar un control mediante optimizacién (conocido como LQR), en el
cual se obtiene una matriz de ganancias de retroalimentacién k tal que se minimice un indice de
desempefio cuadrético.

Tanto el método de ubicacién de polos, como el control é6ptimo cuadratico requieren la reali-
mentacion de todos los estados y el modelo matematico del sistema.

Por otro lado, el control difuso y sus fundamentos nos muestran una forma no convencional de
controlar sistemas sin la necesidad de tener un modelo matematico, ademés de que su implemen-
tacion nos permite imitar la experiencia humana o tratar de controlar sistemas con decisiones muy

parecidas a las de un ser humano.

21 Disefio de controladores por realimentacién de estados

El método de disefio de controladores en espacio de estados se basa en dos factores: El primero
de ellos es obtener todas las mediciones de las variables del sistema, ya sea por sensores o estimando
estos valores mediante observadores de estado. El segundo, por su parte es la ley de control. Al
combinarse estos dos factores proporcionan una dindmica del sistema en lazo cerrado.

Es importante mencionar que el control por realimentaciéon de estados, ya sea ubicacion de polos
o control 6ptimo cuadratico no son posibles si el sistema no es controlable.

Definiendo un sistema de la siguiente forma:

X=Ax+ Bu 1)
y= Cx (2.2)

16



Capitulo 2
CONTROL

Para cerrar el lazo de control, se propone el siguiente control realimentado

u=—k x+r(t) (2.3)
Donde:
x = variables de estado
r(t) = sefial de referencia
k = matriz de ganancias de retroalimentacién
Sustituyendo la entrada u en la ecuacién (2.1), tenemos que
x = Ax+ B(—k x+r(t)) 2.4)
y reagrupando la ecuacion (2.4), nos queda el sistema
x=(A-B k)x+B r(t) (2.5)
y=Cx (2.6)
X t
u(t) B | x(t) % x(t) o C | y(t)
A ¢
Figura 2.1a
t X t
u® | o | 0 g x(t) Sy
A le
K <
Figura 2.1b

La figura 2.1a es un sistema en lazo abierto, la figura 2.1b es un
sistema en lazo cerrado con realimentacion de estados u = -kx.
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Si el par (A, B) es controlable, entonces, el par de matriz (A-Bk, B) es controlable, lo que significa
que bajo una realimentaciéon de estados no se altera la controlabilidad del sistema y ademas los
valores caracteristicos de la matriz (A-Bk) pueden ser asignados en forma arbitraria, siempre y
cuando los valores caracteristicos complejos sean conjugados.

Sielsistema x = Ax+ Bu es controlable, puede ser transformado en una forma canénica medi-

ante una transformacion de similaridad T.

X=Tx (@7, A=TAT" (3, B=TB (29

Realizando la transformacién:

X = Ax+ Bu >>> T >>> X = )?+§u

y laentradaes u = —kx +r(t) cerrando el lazo de control.

Sustituyendo la entrada en el sistema transformado:
X =Ax + B(~kx+r(1)) (2.10)
Sustituyendo en la ecuacion (2.10) la transformacion de x = 1° 'x
¥ =Ax+B(—kT"'X +r(t)) 2.11)
Tomando a la transformacién de ]; = kT tenemos:
X = A% + B(—kx + r(t)) 212)
Reagrupando la ecuacién (2.12)
X =(A-Bk)x+B r(t)) (2.13)
los valores caracteristicos de la matriz (Z -B l;)

MA —Bk)=MTAT ' —TBKT™") (2.14)
=MT(A—-Bk)T™) (2.15)

por lo tanto
MA —Bk)=NA4- Bk) (2.16)

Los valores caracteristicos son los mismos.
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Gracias a la transformacién en forma canénica es posible disefiar el polinomio caracteristico de
(A - Bk), con esto podemos encontrando los valores de k para colocar los valores caracteristicos del
sistema realimentado donde el disefiador desee.

Hay varias formas de encontrar los valores de la matriz de ganancias de retroalimentacién k con
la cual se logre llevar a los polos del sistema donde se dese, como la transformacién canénica de
controlador, mostrada a continuacion.

Teniendo un sistema en variables de estado:

Xx=Ax+ Bu (2.17)

Paso 1: Obtener la matriz de controlabilidad del sistema.

Paso 2: Obtener el rango de la matriz de controlabilidad.
* Si es de rango completo el sistema es controlable y se puede aplicar la técnica de control.
* 5ino es de rango completo no se puede controlar completamente al sistema.

Paso 3: Si el sistema es controlable se transformaré a su forma canénica de controlador.

X =Ax+Bu (2.18)
Paso 4: Se propone la entrada U = —kx para cerrar el lazo de control.
x=(A-B k)x 2.19)

Paso 5: Se obtiene el polinomio caracteristico de la matriz (Z — Bk ).
AMA-B k)=s"+(k +t)s"" +..+(k,_ +1, )s+(k,+T,) (2.20)

donde k,,k,, ... ,k, sonlos valores que se desean encontrary T,,T,, ... ,T, son constantes.
Paso 6: Disefiar el polinomio que contenga las raices en los lugares donde se desean colocar los

polos del sistema:

(s=A)*(s=A)* .. #(s=A)=s"+0,5"" +..+0,_s+0 (2.21)

donde A,A,, ..., 7\" son valores a donde se quieren llevar los polos del sistema, recordando que
para que el sistema sea estable todos estos valores deben ser negativos en su parte real, y los valores
o,,0,, ... ,0

,» son los coeficientes del polinomio disefado.
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Paso 7: Igualar los coeficientes del polinomio de la matriz (A - Bk ) y del polinomio disefiado y

posteriormente se despeja los valores de k1 R k2 y eee s kn de las “n” ecuaciones formadas:
kl +T, =0Q, =0 T
k, +T, =0 k, =0, -7
TR > R e2)
k,+t, =0, k,=a, -7,

Paso 8: De los resultados de obtenidos en las ecuaciones, se formara una matriz de la forma:

k=[k k, .. k] (2.23)
esta matriz se debe transformar para obtener los valores de “k”, ya que se transformo el sistema y se
ha trabajado en su forma canénica de controlador. La ecuacién (2.24) muestra la transformacién a
/Ik//: _
k=kT (2.24)
Recordemos que en el capitulo uno se mencioné como obtener la matriz inversa de transfor-

macién (ecuacién 1.22), y de esta se puede obtener la matriz “T”
. -1
T =inv(T") (2.25)

Finalmente, se obtienen los valores de k con la ecuacién (2.24), formando la matriz de ganancias
de retroalimentacion que logran ubicar los polos del sistema en los valores 7»1 , 7»2 Y eee s 7»" .

Es importante mencionar que los valores de la matriz k no son valores tnicos, ya que éstos depen-
den de la ubicacién que se desee en el polinomio de disefio (2.21), el cual esta directamente ligado al
comportamiento que se quiere obtener en la respuesta del sistema, ya sea una respuesta amortiguada
0 no, o una respuesta rapida o lenta; por lo tanto, la eleccién de los polos en lazo cerrado esta compro-
metida con la velocidad de respuesta del vector de error, de la sensibilidad que tiene el sistema a
perturbaciones y al ruido. Si se aumenta la velocidad de respuesta ante el error, generalmente se
incrementan los efectos producidos por perturbaciones o por el ruido. En el caso de tener sistemas
de orden mayor es complicado establecer una relaciéon entre la ubicacién de los polos de lazo cerrado
y la dinamica del sistema. Por lo tanto, se desea minimizar una funcién de error, tomando en cuenta
la energia requerida para controlar el sistema. Ambos factores son tomados en cuenta en el control

optimo cuadrético.
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2.2 Control 6ptimo cuadrado (LQR)

Este control estd basado en indices de desempefo cuadratico. Minimizando una funcién de costo
donde interviene el error del sistema y la energia necesaria para regularlo. Esto se obtiene definiendo
a nuestro sistema en variables de estado como en la ecuacién 2.1 y minimizando una funcién genera-

lizada de costo [3], mostrada en la ecuacion 2.26.

T
J=[1E0) - x0]*Q[E(1) — x(r))d 226)
Donde [§(?) —x(?)] representa el vector de error, x(t) son las mediciones de los estados y Q

es una matriz real positiva definida o semidefinida. En un intervalo de tiempo de 0 <7 <T .

La energia es un aspecto que no debemos dejar de lado, ya que con ella realizaremos la accién de
control. Considerando este factor evitaremos llevar a los sistemas fisicos hasta una saturacion,
evitando que el control llegue a ser inoperante o lleguemos a dafar a los actuadores. Limitaremos al

vector de control afiadiendo un término cuadratico a la funcién de costo:
T
j u*(t) Ru(t) dt 2.27)
0

donde R es una matriz real positiva definida y k es una constante negativa, en un intervalo de tiem-
po 0<¢<T.

Al conjuntar las ecuaciones 2.26 y 2.27 se obtiene una ecuacién que minimiza el error y dinamiza
la energia de control, si el estado deseado E,. eselorigenyel t— 0o ,laecuacién resultante nos

queda de la siguiente manera:
J= jo Tx*(0) O x(t)+u*(t) Ru(t)de 229)

La seleccion de las matrices Q y R son arbitrarias tomando en cuenta las caracteristicas de disefio

de control previamente mencionadas.

Problema de control 6ptimo

El problema de control 6ptimo consiste en controlar el sistema con ecuacion:

X = Ax+ Bu (2.29)

cerrando el lazo de control con la entrada
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u=-Kx (2.30)
donde se debe determinar la matriz K de modo que minimice el indice de desempefio
sz[x*Qx—ku*Ru]dt (2.31)
Sustituyendo la ecuacién (2.30) en (2.29), se obtiene:
x = Ax— BKx=(A- BK)x (2.32)

suponiendo que los polos de la matriz (A - Bk) son negativos en su parte real, y sustituimos la ec.

(2.30) en (2.31):
J:f[x*Qx+x*K*RKx]dt:fx*(Q+K*RK)xdt (2.33)

igualando nuestra ecuacion (2.33) con la ecuacion de lyapunov X * PX  donde P es una matriz

positiva definida y real.

fx*(Q+K*RK)xdt:x*Px (2.34)
x*(Q+K*RK)x:—Z;(x*Px) (2.35)
x*(O+K*RK)x=—x*Px—x*Px (2.36)

sustituyendo (2.32) en (2.36)
x*(Q+K*R K)x=—x*[(4-BK)* P+ P(A- BK)]x (2.37)
—(Q+K*RK)=(A-BK)*P+ P(A- BK) (2.38)

De donde (A - BK) es una matriz estable, existe una matriz P positiva definida, que satisfaga la
ecuacion (2.38), para obtener la solucién del problema de control y como R es real simétrica y positiva

definida podemos reescribirla como:

R=T*T (2.39)
donde T es una matriz no singular. Sustituyendo la ecuacién (2.39) en (2.38) la ecuaciéon nos queda:

—(Q+K*T*TK)=(A-BK)*P+ P(4A- BK) (2.40)
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(A-BK)*P+P(A—BK)+(Q+K*T*TK)=0 (2.41)
Podemos representarlo como:
A*P+PA+Q—PBR'B*P+[TK —(T*)"'B* P]*[TK —(T*)'B*P]=0 (2.42)

Para minimizar el valor del indice de desempefio ] respecto a K se requiere la minimizacién de
x*[TK —(T*)"' B* P]*[TK — (T*)"' B * P]x. Esta ecuacién no es negativa, por lo tanto, el minimo

se producird en cero, con lo cual

TK —(T*)'B*P =0 (2.43)
TK =(T*)'B*P (2.44)
K=T(T*"'B*P (2.45)
K=R'B*P (2.46)

La ecuacién (2.46) nos da los valores de K 6ptimos, pero necesitamos a la matriz P para obtener
estos valores, estos se obtiene de la solucién de la ecuacién matricial de Ricatti que se observa en la

ecuacion (2.47).

A*P+PA+Q—-PBR'B*P=0 (2.47)
Finalmente el control en lazo cerrado obtenido es:
u(t)=—R'B*Px(t) (248)

El control obtenido con esta técnica es 6ptimo con respecto al criterio de minimizacién, el cual
ademas brinda un control estable.

Esta técnica también se caracteriza por ser una funcién lineal de las variables de estado, y por
necesidad es fundamental la realimentacion de todas las variables, ya sea medidos o estimados

mediante un observador.
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23 SISTEMAS DIFUSOS

A lo largo de los afios y con los grandes avances tecnolégicos logrados, hemos deseado construir
maquinas, sistemas o robots que puedan “pensar” o procesar informacién muy parecido a como lo
hacen los humanos.

En el afio de 1965, el matematico Lotfi Asker Zadeh presento la teoria de los conjuntos difusos
(basada en la 16gica difusa), con los que se da pauta a emular los procesos de pensamiento humanos.
Mientras que en la légica booleana se ofrece la posibilidad de elegir entre dos valores, cero o uno
(apagado o prendido, verdadero o falso), la légica difusa permite elegir un valor en un intervalo
cerrado entre 0y 1. Esto es mas parecido a la forma de razonar de un ser humano, ya que en
cualquiera de nuestras actividades debemos tomar decisiones ya sea caminar, saltar, atarnos la aguje-
tas o abrir un botella de agua. En este tltimo ejemplo debemos pensar qué tanta fuerza debemos
imprimir para abrir la botella: si estd muy apretada, necesitaremos imprimir una mayor fuerza que si
fuera una botella previamente abierta y cerrada ligeramente. En ambos casos, necesitamos aplicar
una fuerza distinta, y esto dependera de las condiciones a las que nos estemos enfrentando. De esta
forma, si nuestra mente actuara como la l6gica booleana, siempre abririamos la botella con la misma
fuerza.

Las reglas en las que se basa esta 16gica emula las decisiones de un ser humano, por experiencia o

sentido comun la forma en la que actuamos es de la forma: “Si... entonces...”. Por ejemplo:

“Si se pone el color rojo en el semaforo entonces detendré el auto”
“Si el tapon de la botella estd apretado entonces aplicaré mucha fuerza para hacer girar la tapa”

“Si el semaforo se puso en verde entonces comenzaré a acelerar mi automévil”

Este tipo de razonamientos son la base del control difuso, en los cuales las variables del sistema
seran medidas, y en funcién de estas mediciones se tomaran las decisiones correspondientes. Este

proceso se muestra en la Fig. 2.2 mediante un esquema de bloques, donde:

Entrada Salida

difusa difusa Salida

Variables .
» Desdifusor }——p

Difusor Reglas

Figura 2.2
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* Variables: Son las mediciones obtenidas mediante sensores u observadores. Estas
pueden ser velocidades, fuerzas, voltajes, etc.

* Difusor: El difusor son conjuntos difusos o funciones de membresia, su funcién es
la de convertir el valor de una variable en un valor difuso (grado de pertenencia de una
variable a un conjunto difuso) que pueda ser procesado posteriormente.

* Entrada difusa: Es la variable de entrada en su valor difuso, y su valor oscila en el
intervalo [0, 1].

* Reglas difusas: Son el conjunto de reglas que describen la estrategia de control,
basandose en la experiencia de un experto.

* Salida difusa: Es el resultado de las decisiones de las reglas difusas, valor difuso
que se encuentra en el intervalo [0, 1].

* Desdifusor: Es la metodologia para convertir la salida difusa a una salida que
pueda manipular el o los actuadores.

* Salida: Es el valor de un voltaje, fuerza, torque, etc., que logra controlar al sistema.

23.1 Conjuntos difusos

Un conjunto difuso se representa mediante una funcién A que mapea una variable X en un inter-

valo dado entre [0, 1], también conocida como funcién de pertenencia en la forma:

A: X >0, 1]

Los beneficios de utilizar un conjunto difuso a diferencia de un conjunto booleano los podemos
ver en el siguiente ejemplo: ;Cudndo podemos considerar que una persona es alta?. Si utilizdramos
un sistema booleano podriamos considerar a una persona alta a partir del metro ochenta, por lo tanto
cualquier persona que supere esta altura es considerada alta. Sin embargo, una persona que tiene un
centimetro menos a la altura establecida por el conjunto, queda definida como una persona de "esta-
tura baja". Sin embargo, si se emplea un conjunto difuso una persona con un centimetro menor a un
metro ochenta, es considerada alta en 0.98, lo que significaria alta en un 98% gracias a sus diferentes

grados de pertenencia.
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Sistema booleano Sistema difuso

14 Persona Persona
ALTA 0.905 ALTA

%
!

La figura 2.3 muestra la diferencia de ocupar la légica booleana y la l6gica difusa. En los dos se

-
|
T

Grado de
pertenencia

0.164

L.t L.t

Persona alta al 100% (1)
Persona alta en un 90.5% (0.905)

Persona considerada alta
Persona que no se considera alta

Persona que no se considera alta Persona alta en un 16.4% (0.164)

Figura 2.3

tienen a tres personas de diferentes alturas y son catalogadas si son altas o no y en qué grado
perteneceran a un conjunto. En el primer caso se puede observar que la clasificacién es tajante: una
persona es alta o no la es, mientras que mediante la l6gica difusa el conjunto utilizado permite una
mayor cantidad de grados de pertenencia, y por lo tanto las personas tienen diferente grado de perte-
nencia, en la cual se puede ser alto en mayor o menor medida.

Los conjuntos difusos suelen representarse mediante diferentes funciones, las cuales se muestran

en la figura 2.4.

)

1+ a(x—a) sia<x<c
c—b
A(x)=< a(x—a) sic<x<b
c—b
0 a p2 b X 0 sia>x>b
o

Figura 2.4a Conjunto difuso triangular
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TRAPEZOIDAL
(o)
o

sia<x<c
c—b
1 —4
o sic>x>d
A(x) = <
xX—a .
o sid<x<b
c—-b
0 X
a ¢ d b 0 sia>x>b
~
Figura 2.4b Conjunto difuso trapezoidal
1 —
(e’

A(x)=e >

0 X

Figura 2.4c Conjunto difuso gaussiano

1T 1
A)=—
/ () [+ me
X

Tambien se puede utilizar la siguiente funcién para generar el conjunto sigmoidal

eSx_e—Sx_B

5 5
e’ +e "

*€

A(x) =1+

Figura 2.4d Conjunto difuso sigmoidal
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23.2 Operaciones con conjuntos difusos
Existen tres operaciones que se pueden utilizar en los conjuntos difusos y estas son similares a los
que se utilizan con los conjuntos booleanos (interseccién, unién y complemento o negacioén). Estos

operadores son llamados conectores difusos u operadores de agregacién, aunque también es comtn

llamarlos normas-T.

Intersecciéon (AND)

(AN B)(x) = A(x) A B(x) = A(x) B(x)

(2.49)
(AN B)(x) =max{A4(x)+ B(x)—1, 0}
Unién (OR)
(AU B)(x)=A(x)Vv B(x) = A(x) + B(x) — A(x) B(x)
(AU B)(x) =min{A4(x)+ B(x), 1} (2.50)
Complemento (NOT)
(X — A)(x) =1—A(x) = (1- A(x)")* ~ X ) (2.51)

1+ (a-1Dx

interseccién (AND) unién (OR)
Figura 2.5 Operaciones con conjuntos difusos, interseccién y unién.
Estos son los tres operadores de agregacién para los conjuntos difusos.
Una definicién que corresponde a una generalizacién para la unién (OR) es la conorma-t [6]. Esta

es una operacion binaria *: [0,1] x [0,1] — [0,1] que satisface para todax,y,z € [0,1].

La conorma-t cumple con la propiedad de conmutatividad, asociatividad.

28



Capitulo 2
CONTROL

23.3 Combinacién de reglas difusas

Como ya se habia comentado, las reglas usadas como base de los sistemas difusos se expresan
generalmente de la forma “Si x es A, entonces y es B”, donde A y B son conjuntos difusos, “x” es la

“u__m

entrada del sistema y la salida esta representada por “y”. Existen varios mecanismos que interpretan

una coleccién de reglas difusas de la forma:
Sixes Ai entonces y es Bi ,1=1,2,3,...,n (2.52)

Estos son tres modelos comtnmente utilizados para la interpretacién de reglas difusas, también

son llamados métodos de inferencia.

2.3.3.1 Modelo de Mamdani

En el modelo de Mamdani, tanto la parte de difusién como en la parte de activacién se manejan

conjuntos difusos, por lo tanto, las reglas tienen la forma

R,- . Sixes Al- entonces y es Bi ,1=1,2,3,...,n (2.53)

u__rm

donde X = ()C1 5 Xy peensX k) son las entradas del sistema, “y” es la salida del sistema, y los conjuntos

Aik pertenecen a cada entrada del sistema X, y segtinlaregla R, le pertenecerd un conjunto By

“u__ 1

n” es el nimero de reglas. La forma expandida de las reglas se muestra en la ecuacién (2.54).
R(x;,x,, ... ,X,,p) = Z(Aﬂ(xl) ANA, ()N N A (X)) AB()) (2.54)
ZAI'(X) = A (x) A A () A Ay (x) (2.55)

El peso o la fuerza de la regla R;, se detemina mediante la ecuacion (2.55), donde cada uno de
estos valores activaré al conjunto B, , segtn el peso de cada regla. Para realizar esta activacion se

utiliza la norma-t
R, . (y)=4,(X)AB,(y) (2.56)

Cuando se obtuvieron todos los valores de cada una de las reglas se deben agregar o acumular

todos los resultados, aplicando la conorma-t

R(y) =Y R() 57)
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u__1

Cuando se obtiene la acumulacién es necesaria la desdifusion para obtener el valor de salida “y”.
Existen varias técnicas para obtener este valor de salida, entre las cuales se encuentrea el calculo del
“" v

centroide del conjunto acumulado, con la coordenada en el eje “y” del centroide correspondiente al

valor final de salida y r mediante:

(2.58)

Para las reglas de conocimiento y los conjuntos difusos de entrada y salida mostrados en la figura

2.6 y cuyo proceso se ilustra en la figura 2.7.

Conjuntos difusos de entrada Conjuntos difusos de salida
1 1
075 + 075 +
Ax Az B: B
0.5 1 0.5 —+
0.25 0.25
+ + t t ! M + t t y t
0 1 2 3 4 5 6 0 3 6 9 12 15 18
X y
Reglas de conocimiento
R, : Six es 4, entonces B,
R,: Six es A, entonces B,

figura 2.6

2.3.3.2 Modelo de Larsen
Este modelo sigue un patrén muy similar al modelo de Mamdani, con cambios en la activaciéon de

los conjuntos difusos de salida, . En este caso, la norma-t empleada es

R, (y)=A4,(X)*B,(») (2559)

donde se realiza una multiplicacion de los valores obtenidos en la difusion de 4,(X) y se multipli-
can por los conjuntos difusos B, () comolo indican las reglas. El resultado de esta etapa se muestra
en la figura 2.7, donde también se muestran los procesos de agregacién y la desdifusiéon que son
iguales al modelo de Mamdani.

En la figura 2.8 se muestra el proceso del modelo de Larsen utilizando los conjuntos y las reglas
de conocimiento de la figura 2.6, donde ademaés se aprecian las diferencias que se presentan respecto

al modelo de Mamdani.
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0.75

0.5 -

0.25 1

Si la entrada es
x =25

v

Difusién:
4,25) = 0.75
4,(25) = 0.41

entonces la salida es

> 0

4, (25) A B,(y)

y=821
N o Centroide:
cumulacion: R(y) d
[4(25)AB(M]VI4(25)AB,(»)] E_gu?
y) ay

0.75 A
A1 Az 05 -
0.25 4
t } ' t ¥
2 3 4 5 6 0
x=25 X

< oT

AN

figura 2.7 Modelo de mamdani

A ACTIVACION V > > A ACUMULACION ) MV e

y,(x)=821
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2.3.3.3 Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Este sistema utiliza conjuntos difusos en la entrada para realizar la fuzzificacion, la cual se realiza
de la misma manera que en los modelos anteriores. En este caso, la parte consecuente a las reglas
utiliza ecuaciones que estan en funcion de las variables de entrada del sistema y las reglas de este

modelo tienen la forma
R.: si X es 4, y X, es A, y o y X, e A;, entonces y :fi(xl,x2, ,xn) (2.60)

y el proceso de agregacion se realiza de la misma manera que el modelo de Larsen o de Mamdani,

pero la forma de obtener el valor final (desdifusion o desfuzzificacion) se obtiene con la ecuacién

S (0 * A4(X)
v, = - (2.61)
ZA,- (X)

donde n son el nimero de reglas y X corresponde a las variables del sistema.

2.3.3.4 Sistema difuso tipo singleton

Existe un caso especial que se deriva del modelo TSK,

1+ )
ya que las funciones se eligen como valores constantes de
altura unitaria, con valor en el resto del eje nulo. De esta
forma, se puede obtener un promedio ponderado como
método de desdifusién para encontrar el valor de salida.
0
La figura 2.8 muestra la funcién conocida como Single- Dj
ton. figura 2.8 Funcién Singleton
Las reglas son:
R, : Six es A,y Xx,es A, y - y X, e A, entonces Yy es D.. (2.62)

donde Dl. es el valor en el que se encuentra la funcién Singleton en el eje y.
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El proceso de difusion es el mismo que en los modelos anteriores, la activacién utiliza la norma-t

R, .(y)=A4,(X)*D, (2.63)

y la desdifusion utiliza el promedio ponderado para obtener la salida final, la ecuacion (2.64) muestra

la forma de obtener este promedio.

Zn: A4;(x)* D,
i=1

y,= (2.64)

YA

Existen diferentes representaciones de conjuntos difusos y modelos de combinacién de reglas
difusas y formas de desdifusion, con las cuales se puede atacar un problema de control. En primer
lugar, todos los valores de nuestras variables deben pasar por un difusor, el cual convertira el valor
medido por los sensores a un valor difuso, comprendido entre cero y uno. Después, esta informacién
serd usada por un conjunto de reglas de la forma “Si... entonces...” las cuales dardn un valor de
salida. Finalmente, el desdifusor convertira el valor de salida difuso a un valor que podra realizar la
accién de control, ya sea un voltaje, una fuerza, etc. De esta manera, los sistemas difusos pueden ser
implementados como controladores, lo que da la oportunidad de poder emular el conocimiento de
un experto con base en los métodos de difusién, las reglas y la desdifusién. La ventajas y desventajas
serdn abordadas mediante una comparacién entre la implementacién de un control LQR y un control
difuso.

Estas son las bases teéricas con las que nos apoyaremos en la implementaciéon del control del
péndulo invertido, en el siguiente capitulo abordamos la descripcién del sistema fisico y la identifi-

cacién paramétrica con fines de simulacién.
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EL SISTEMA Y LA IDENTIFICACION
DE PARAMETROS

Uno de los factores mds importantes para lograr controlar un sistema es el conocimiento del
mismo. El modelado y la identificacién de pardmetros nos permiten obtener informacién valiosa
para implementar técnicas de control efectivas.

El péndulo invertido es un sistema muy empleado en el area de investigacién en control, ya que
presenta un modelo relativamente simple que presenta puntos de equilibrio estables e inestable.

En particular abordaremos las caracteristicas fisicas del péndulo invertido marca QUANSER [9]
y obtendremos su modelo matematico, ademas de identificar los pardmetros necesarios para
complementarlo y realizar simulaciones.

La interfaz utilizada es de suma importancia, asi como el tiempo de muestreo y la capacidad de
procesamiento para obtener la salida, las cuales juegan un papel primordial. En el control del
péndulo invertido es recomendado realizar el muestreo y el procesamiento en tiempos menores a 10
milisegundos. En esta aplicacion se emplea el dispositivo de National Instrument USB-6009 de

adquisicion de datos, cuya descripcion de este médulo se vera mas adelante en este capitulo.

o T T e e e e e e e e e e - = ———— |
1 SISTEMA )
1 ELECTRONICO |
1 1
1 1
1 oy s 4 1 La sefial va
| — AmpNhﬁcaClon. de _ R Etapa c‘ie ; directamento al
| la sefial de salida | Senal de control potencia I motor del
1 -7.5a 7.5 volts I sistema
I I mecanico
1 1
B e s e e e e R e e R R G R R e e e G e R R e e e e e ol
|m——— == ===
1 1
1 1
Serial de | 1
salida 1 1
0-5 volts I !
P ] 1 A . I
1 INTERFASE 1 1 | Péndulo invertido | |
I N ] IPO1 !
1 | 1 1
1 . C Pl 1 I
| Tarjeta de adquisicién Cedicon deTos 1 |
T de datos DAQ x _ 1 potenciémetros 1 1
: USB-6009 T T :
1 1
1 1 1 1
: L Envio de 1 SISTEMA 1
. Salida de datos pata L MECANICO ‘l
| control X procesarlbs 00 k== - -
] |
1 . . .
1 - Filtro pasabajas y filtro :
1 derivativo I
: - Implementacion del 1
1 controlador :
1
e ! figura 3.1 Diagrama del sistema
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3.1 Descripcién del sistema mecénico y electrénico

3.1.1 Sistema mecénico

El péndulo invertido marca QUANSER modelo P01 consiste en un carro que puede deslizarse
horizontalmente sobre un riel dentado, mediante un motor de corriente directa, conectado a un
engrane que se acopla al riel dentado permitiendo un movimiento continuo. El carro en la parte
superior se encuentra equipado con una estructura giratoria en la cual se monta una barra de alumi-
nio. Las mediciones de la posicién angular de la barra con respecto a la vertical y del carro sobre el

riel se llevan a cabo mediante potenciémetros, como se muestra en la figura 3.2

figura 3.2 Péndulo invertido IP01
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El motor de corriente directa marca MINIMOTOR
S.A. tiene una inercia baja lo que le permite un inicio de
su funcionamiento rapido, ademads tiene una relacién
lineal entre voltaje - velocidad y corriente - torque.
Cuenta con reductores de precision y su velocidad

méaxima es de 855 rpm con un voltaje nominal de 9

volts.

figura 3.4 Potenciémetro Spectrol

El potenciémetro de precision Cermet mod. 3381 se
utiliza para medir la posicién angular de la barra, tiene una
resistencia de 10 KQ + 5%, con linealidad de +0.25%, con un

giro de movimiento y soporta 2 watts de potencia.

figura 3.3 Motor DC

Para la mediciéon de la posicién del carro se utiliza un
potenciémetro de precisién marca Spectrol de 10 KQ £ 5%, el
cual posee una linealidad de +0.25% . Su disefio permite tener
hasta 10 giros y soporta una potencia de 2 watts. El potencié-
metro y el riel estdn acoplados mediante engranes, lo que

minimiza la posibilidad de deslizamiento relativo.

figura 3.5 Potenciémetro Cermet

El carro esta apoyado sobre un riel dentado y un tubo de acero inoxidable en los cuales se desliza

cuando el motor es excitado. Entre la guia y el carro se presenta friccién seca, la cual sera considerada

como una dindmica no lineal no modelada y como perturbacion del sistema.

La figura 3.6 muestra las partes que componen al sistema IP01.
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figura 3.6 Diferentes vistas del sistema
QUANSER IPO01.

Engrane para el potenciémetro

Engrane para el motor

Tubo de acero

Potenciometro Spectrol

Motor MINIMOTORS cd

Potenciometro Cermet

Riel dentado

T|O|H| =T = >

Estructura para montar la barra

Tabla de componentes
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3.1.2 Sistema electrénico

La alimentacién de los potenciémetros y del sistema electrénico se realiza con una fuente de
poder bipolar de +12 volts y con un amplificador operacional de potencia integrado. El sistema
electrénico que se muestra en la figura 3.1 consta de dos etapas: la primera produce un desvio de cero
y amplifica la sefial que se obtiene de la salida de control. La segunda es la etapa de potencia, en la
cual se emplea el amplificador de potencia integrado en la fuente de poder para suministrar la

corriente necesaria al motor y obtener un torque requerido. La figura 3.7 muestra el esquema

electrénico.
| : - \I [ \
R1 R2
I s, m : ' |
I : | I
I Senal de Ri I Rs I
I control O—‘/M/ * - I | ﬂ 4
Oabv VM/ "Amp. Op. oltaje de
| * LM741 | | P(I)xtl;ciap I 75a-75
\ Iy /

e

\-----------_ ---------,

figura 3.7 Sistema electrénico

En la primera etapa del sistema se emplea la configuracién de amplificador inversor, en la cual
entran dos sefiales: la primera es un desvio de cero de -2.5 volts y la segunda es la sefial de control
que se obtiene de la tarjeta de adquisicién de datos que oscila entre 0 y 5 volts. Al ser una configura-

cion sumadora inversora, la relacion entre las tensiones de salida y entrada se puede demostrar es:
R, 3.1
Vy=—"2(+7)) 6)
R,

por lo tanto, la sefial de control de 0 a 5 volts es acondicionada para quedar en limites de una sefal
de -2.5a 2.5 volts, en esta etapa se amplifica la sefial y la se invierte en funcién de la relacién entre las
resistencias R| y R, En el circuito propuesto esta relacion triplica e invierte la sefial, obteniendo una

salida de 7.5 a -7.5 volts. Con este voltaje de salida, el motor tiene el torque suficiente para mover al

R%l =3 (32)
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Finalmente, la etapa de potencia se implementa conectando el amplificador operacional de poten-
cia como seguidor de voltaje, con la finalidad de suministrar la corriente necesaria para que el motor
pueda moverse por el torque producido. Por lo tanto, con una sefial de control de cero volts, el motor

sera alimentado con 7.5 volts, cuando la sefial de control sea de 2.5 volts, el motor recibira cero volts

con lo cual no tendrd movimiento.

Sin embargo, debe tenerse en

cuenta de que este motor presenta

una zona muerta entre 2.1y 2.9 volts E
L —
respecto a la senal de control que N
(=)
oscila entre 0 y 5 como se muestra en g
3 voltaje
la figura 3.8. Este efecto se tomard en 3 de salida
S [v]
E,

cuenta en el disefio de control.

Zona muerta

figura 3.8 Relacion entre el voltaje y la fuerza producida por el motor

3.2 Interfase

El dispositivo de adquisiciéon de datos USB-6009 de
National Instruments (DAQ) cuenta con 32 terminales, de
las cuales 8 son canales de entrada analdgicas, 2 canales de
salida analégicas, 12 canales digitales de entrada-salida.
Internamente, cuenta con un contador de 32 bits, una

fuente de poder de 5 volts a 200 mA, una referencia de 2.5

volts y la tierra que es la referencia para los canales

digitales, analégicos, la fuente de poder. figura 3.9 Dispositivo de adquisicién de datos

Las entradas analdgicas poseen un convertidor A/D con una resolucién de 13 bits y una frecuen-
cia de muestreo maxima para una sola entrada analégica de 48000 muestras por segundo, con un
intervalo de entrada de cada canal es de +10 volts.

Por su parte, las salidas analégicas cuentan con un convertidor D/ A con resolucién de 12 bits que
utiliza el método de aproximaciones sucesivas para reconstruir la sefial analégica de salida, y el

rango de salida es de 0 a 5 volts. Esta salida se utilizara como la sefial de control del sistema.
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Este moédulo se conectara al equipo de cémputo via USB 2.0 full-speed, con una velocidad de Bus
de 12Mb/s. Es compatible, con simulink, LabVIEW y lenguajes de programacion de alto nivel. Sin
embargo, los dos primeros presentan tiempos de muestreo superiores al deseado de 10 ms, mientras
que el lenguaje de programacién Visual Basic 6.0 muestrea las sefiales y manda una sefal de control
en un tiempo menor a 3 ms.

El proceso es adquirir los datos de los dos potencidmetros, convertir las sefiales analégicas a
digitales, enviarlas a la computadora, procesar la informacién (convertirla, filtrarla, aplicar el control,
obtener un valor de salida), regresar la informacién al médulo DAQ, convertir la sefial digital a

analégica y enviarla al sistema electrénico.

3.3 Conversion y filtrado

Las sefiales de voltaje que se obtienen de los potenciémetros deben de ser procesadas para

obtener buenas mediciones de la posicion y la velocidad tanto del carro como del péndulo.

Esta sefial es un voltaje que debe ser convertido a una medicién angular o longitudinal, por lo
tanto, hay que obtener una relacién de conversién, donde ademas la senal debe ser filtrada para
eliminar ruido. El sistema no cuenta con sensores para obtener la velocidad, lo cual se puede
resolver mediante la ecuacién (3.3).

_ Y N

Vig = - (3.3)

m

donde v, ,, esla velocidad actual, X4, esla posicion actual, X; es la posicién anterior y t m esel
tiempo de muestreo. Sin embargo, el ruido de alta frecuencia es amplificado por este tipo de deriva-
dor, situacion que puede ser mejorada mediante el empleo de un filtro derivativo. La figura 3.10

muestra el procesamiento que reciben las senales bajo este esquema:

Medicién del
anguloyla

velocidad del

carro y angular

Conversion de las
variables medidas

y

Filtro derivativo

. Filtro pasa bajas

posicién

medicion del

\4

anguloy la

posicién

figura 3.10 Procesamiento de las sefiales medidas
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3.3.1 Conversi6n voltaje - posicién

La conversion entre el voltaje y la posicion del carro se obtiene midiendo en tres puntos diferentes
el voltaje, tomando el centro del riel como nuestro valor cero, a la derecha una posicién positiva y a
la izquierda del centro una posicién negativa. La linealidad del potenciémetro da la posibilidad de
medir solo dos o tres puntos para obtener una ecuacioén de conversion fiable. La figura 3.11 muestra

la grafica y la ecuacién correspondiente.

0.5
0.4

o

E 3.89 0.441
- 0.1 |

g | 5.655 0
2 01 | 7.505 -0.432
&~ -0.2

-0.3
-0.4
-0.5

Ecuacion de conversion:
posicion = - 0.2414 (tensién) + 1.3751
4 45 5 55 6 6.5 7 75
tension [V]

figura 3.11

Se eligen dos puntos para encontrar la relacién lineal entre el voltaje obtenido con el potencié-
metro y la posiciéon angular de la barra, tomando en cuenta que el sistema tiene una barrera fisica que
limita el movimiento del péndulo entre -32° hasta 32°, tomando como dngulo cero a la posicién de la
barra cuando forma una perpendicular con el riel. La conversién es de voltaje a radianes. La figura

3.12 muestra la grafica y la ecuacién de conversion.

0.1

tensién [V] éngulo [Rad]

6.97 -0.5585
5.915 0

-0.1

-0.2

-0.3

angulo [Rad]

04
Ecuacion de conversion:

05 angulo = - 0.5294 (tension) + 3.1313

-0.6 i i
5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7

tension [V]

figura 3.12

La ecuacién caracteristica de cada funcién proporciona las relaciones necesarias para obtener la

medicién de la posiciéon angular y la posicién del carro. Estas sefiales tienen ruido de alta frecuen-
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cia; por lo tanto, utilizando un filtro pasa bajas se reduce el ruido de la sefial. A continuacién se

explica la metodologia para programar un filtro.

3.3.2 Filtro pasa bajas

El filtro pasa bajas se encargaré de atenuar las altas frecuencias, el cual es implementado en forma
digital mediante ecuaciones en diferencias. La figura 3.13 muestra el circuito de un filtro pasa bajas

del cual utilizaremos su ecuacién de transferencia para obtener la ecuacién en diferencias.

R
W\/ o La ecuaciéon diferencial del circuito y su
+ normalizacién es
Vi(t) C/\D C_”— Vo)
- d 1 1
—v () +—v (1) =——V,(t) (3.4)
o dt °°" RC '’ RC '

figura 3.13 Circuito RC. Filtro pasa bajas

ala cual, aplicando la transformada de Laplace con condiciones iniciales del capacitor en cero y susti-

tuyendoa T = RC 1 1
v, (s) S+; :;V,-(S) (3.5)

La ecuacién de transferencia es

RO

Vi(S) - S+%

La funcién de transferencia mostrada en la ecuacion (3.7), es el filtro pasa bajas propuesto para

(3.6)

implementarlo en el programa de control en su forma de ecuacién en diferencias.

9
H(s)=——
(s) 9 (3.7)

La frecuencia de corte del filtro es 9 hertz, la cual es definida tanto para eliminar el ruido de alta
frecuencia, sin atenuacion en la banda media, asi como evitar un desfasamiento entre la sefial real y
la senal filtrada que provoque problemas en el control. Los resultados obtenidos se pueden observar
en las figuras 3.15 a, b y c. Esta frecuencia de corte solo afecta al ruido de alta frecuencia y no a la
sefial de posicion del carro o del péndulo, ya que los movimientos en estas variables son mas lentos

que la frecuencia de 9 hertz.
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En la figura 3.14 se muestra el diagrama de Bode del filtro disefiado.
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Lg \\
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10" 100 10’ 10° 108
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figura 3.14 Diagrama de Bode del filtro pasa bajas

Para discretizar la funcién debemos conocer el tiempo de muestreo. Dado que el médulo de

adquisicién de datos DAQ es programado para muestrear las sefales cada 2ms.

Al aplicar la aproximacién bilineal de la siguiente forma:

§ 2(z-1
sea = —
T\z+1 (5:8)

sustituyendo la ecuacién (3.8) en la funcion de transferencia (3.6)
y
H(z)= L
2(z-1 1
2 vl
T\z+1 1

(3.9)

multiplicando por 7'(z + 1) la ecuacion (3.9)

Z(Z+1) Z(Z—i—l)
T

H(z) = u = (3.10)
( Tj (_ Tj (21: +Tj _(21—T)
24— |z+| =2+ z
T T T T
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se obtiene la ecuacidn final para discretizar una ecuaciéon

d j (z+1)

+T
[2T—Tj
7 —
2+T

En la ecuacién (3.11) se sustituye el tiempo de muestreo T=2msy T =1/9 s del filtro pasa bajas

T
Itiplicando (3.10
multiplicando (3.10) por AT

(3.11)

H(Z)—(

propuesto en la ecuacion (3.7)

H(z) = 0.00892 (z+1) 612
z—0.9822
Cuya ecuacién normalizada es
-1
v,(z) _ 0.00892 (1+2") o)

v(z) 1-0.9822 7'

v, (1-09822 z)=v,(0.00892+0.00892:")  (3.14)

Utilizando las siguientes propiedades de transformacién:
f (2) & f (k) “Evento actual”
f(2)z7" o f(k—n) “Evento pasado”

f(2)z" & f(k+n) “Evento futuro”

la ecuacion (3.14) resulta en

v, (k)—0.9822 v (k—1)=0.00892 v,(k)+0.00892 v,(k —1) (3.15)

y la ecuacién en diferencias es:

v (k)=0.00892 v.(k)+0.00892 v,(k—1)+0.9822 v (k—=1)  (3.16)
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Esta ecuacion es facilmente programable. Se puede observar que v, (k) es el voltaje filtrado de

saliday emplea el valor actual del voltaje medido V,(k), asi como los valores retrasados tanto de

la senal filtrada v, (k —1) como del valor medido v, (k —1).

Las siguientes figuras muestran la sefial medida por los potenciémetros y la sefial filtrada con el

filtro pasa bajas digital para sefiales de prueba ingresadas.

Tension [v]
Tension [v]

1.4 L L 1 L
0 2 4 6 8 10 12
Tiempo [s]

Tiempo [s]

Tension [v]
Tension [v]

Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura3.15b

Tension [v]
Tension [v]

L L L 1.85 L L L L
9 9.05 9.1 9.15 9.2 9.25 9.3 9.35 9.4 9.45 9.5 9 9.05 9.1 9.15 9.2 9.25 9.3 9.35 9.4 9.45 9.5

Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 3.15 ¢
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3.3.3 Filtro derivativo

El filtro derivativo tiene por objetivo derivar la sefial en bajas frecuencias y filtrar el ruido en altas.

El filtro derivativo propuesto es:

65s
H(s)=—— (3.17)
s+65
El filtro derivativo disefiado evita que la sefial de velocidad se atenue y se desfase. El filtro

propuesto deriva a las sefiales de posicién hasta los 65 hertz, y evita que se incremente la sefial en

altas frecuencias. La frecuencia de corte del filtro se disefio en correspondencia al filtro anterior.

El diagrama de Bode de la ecuacién (3.17) es

4
m 3 T
S, —
ERE
= ///’
5 1
= 1
s
0
-1
9 —
) N
o
S N
2 4 N
o N
(2]
Lg \
~|
~— ||
0
0 1 2 3 4
10 10 10 10 10

Frecuencia [rad/s]

figura 3.16 Diagrama de Bode del filtro derivativo

Realizando la transformacién bilineal obtenemos la ecuacion

61.03 z-61.03
H(z)= (3.18)
z—0.8779

y la ecuacién en diferencias es:

v (k)=61.03 v,(k)—61.03 v.(k—1)+0.8779 v (k —1) (3.19)
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Las siguientes figuras muestran la diferencia entre utilizar el filtro derivativo propuesto en la
ecuacion (3.19) u obtener la velocidad con la ecuacién (3.3), empleando sehales directamente obteni-
das del sistema fisico. La figura 3.17 a, muestra la sefial del filtro derivativo y la 3.17 b, muestra la

velocidad obtenida con la diferencia de la posicion entre el tiempo de muestreo.
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Figura3.17 b

Con las gréficas anteriores podemos observar que el filtro derivativo proporciona una sefial més
limpia, lo cual beneficia mucho al control.

Las etapas de conversion de la sefial, filtro paso bajas, filtro derivativo, son una manipulacién de
las sefiales previa al control difuso o LQR, pero en el caso del control LQR es necesario el modelo

matematico para encontrar los valores 6ptimos de la matriz K.
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34 Modelo matemético

El modelo matemaético es necesario para técnicas de
control clasico, mientras que el control difuso no lo
necesita. La figura 3.18 muestra al sistema del péndulo
invertido sobre el carro que serd modelado para imple-
mentar un controlador al péndulo invertido, encont-

rando una fuerza externa “u(t)” aplicada al carro que

mantenga a la barra en una posicion vertical y minimice

los efectos causados por perturbaciones externas. /

figura 3.18

Los pardametros del sistema que serdn usados en el modelo matematico son los siguientes:

M es la masa del carro.

m es la masa de la barra (péndulo).

b es la friccién que se opone al movimiento del carro.

L eslalongitud del pivote al centro de masa de la barra.
I eslainercia de la barra.

u(t) esla fuerza aplicada al carro.

x representa la posicién del carro sobre el riel.

0 es el dangulo de tiene la barra medido desde la vertical.

Comencemos con un diagrama de fuerzas que acttan sobre el carro y el péndulo invertido.

Vv
H R
u M bx
\/ \/

Figura 3.19 Diagrama de fuerzas del carro y del péndulo
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La suma de fuerzas en el carro horizontalmente es:
Mx+bx+H=u (3.20)

Para el péndulo, la suma de fuerzas que interactian horizontalmente se obtiene la siguiente

ecuacion: . .
H =mx+mL0 cos® —mLO” sinB (3.21)

Sustituyendo (3.21) en (3.20) y reacomodando términos obtenemos la primera ecuacién para el

modelo matematico.
(M +m) X+b x+mL0O cos® —mLO” sin® =u (3.22)

La segunda ecuacién de movimiento se obtiene con la suma de las fuerzas verticales del péndulo,
en el caso del carro solo es necesario considerar la suma de fuerzas horizontales. Sumando todas las

fuerzas que intervienen verticalmente en el péndulo se obtiene:

V'sin® + H cos® —mgsinf = mLO+ mX cos0, (3.23)

para eliminar los términos H y V, se suman los momentos de inercia en el centroide del péndulo

—VLsin® — HLcosO =10 , (3.24)
V'sin® + H cosO =— ]Le (3.25)

se sustituye la ecuacién (3.25) en (3.23) y se factorizan términos
(mL* +1)0+mgLsin® = —mL X cos® (3.26)

La ecuacién (3.22) y (3.26) son las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema. Para
poder disefiar un controlador lineal para este sistema no lineal es necesario linealizar estas ecuacio-
nes. El punto de equilibrio en torno al cual se realiza este proceso es el correspondiente a la posicién
inestable, la cual esa T radianes, donde O=7T esla posicion vertical del péndulo. Considerando
valoresde O=T+ @ ,donde  esuna desviacion de la posicion vertical. Para esto, se puede aproxi-
mar a cosO =-1, ya que se considera a la desviacion @ pequefa, y también podemos decir que
sin@ =-@ y que la aceleracién angular es cero. Usando estas suposiciones y substituyéndolas en las

ecuaciones (3.22) y (3.26) se obtiene:

(M+m) x+b x—mL ¢ =u (3.27)
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(mL* + 1)®—mgLe = mL x (3.28)

Para conjuntar las dos ecuaciones anteriores, aplicaremos la transformada de Laplace a (3.27) y

(3.28) tomando condiciones iniciales en cero, obteniendo:
(M +m) s°X(s)+bs X(s)—mL s’®(s)=U(s) (329

(mL* +1)s*®(s) —mgL ®(s) =mL s° X (s) (3.30)

Donde @(s) es la desviacion del péndulo respecto a la posicion vertical. De la ecuacién (3.30)

despejamos X (s)
(ml’+1) g

X(s)= =
(5) mL 57

D(s), (3.31)
y se sustituye (3.31) en la ecuacién (3.29)
2

(M + m{(mlf%—l) - gz}ch(s) +b [(mﬁ”) - g}s D(s) - mL s*O(s) = U(s)
mL s mL

Reorganizando la ecuacién (3.32), obtenemos la funcién de transferencia:

mL
) _ A (3.33)
5 :
U(s) N b(mL™ +1) 2 (M + m)mgL . bmgL
r r r
donde
r=(M+m)mL +1)—(mL)* (3.34)

(3.32)

Usando el mismo método, las ecuaciones linealizadas (3.27) y (3.28) se pueden expresar en la

forma de variables de estado como:
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. [0 1 0 0] r 0

x,(7) 2 A x,(8) X

. —(mL* +1)b m’gL 0 - (m+1)

%00 | _ (M +m)I +MmL* (M +m)] + MmL’ x, (1) (M +m)I + MmI?

; - + u() (3.35)
0,(?) 0 0 0 1 ¢,(?) 0

0, ( —mLb mgL(M +m) ¢ . omL

%) (M +m)l + MmL* (M +m)I + MmL? O_ (1) L (M +m)] + MmL |

Donde las variables de estado son:
X, (H)=x posicion del carro
x,(1) = X velocidad del carro
0,)=0 desviacién del péndulo
0,()= ¢ velocidad de la desviacién del péndulo
La funcién de transferencia y el modelado en variables de estado proporcionaran informacién
importante para conocer y atacar el problema de control. Para poder llevar a cabo un disefio basado
en el modelo, es necesario conocer los pardmetros del sistema. En la siguiente seccién se comenta

sobre métodos experimentales para su obtencion.

3.5 Identificacién de pardmetros

Los pardmetros presentes en el modelo matemaético del sistema:

M es la masa del carro.

m es la masa de la barra (péndulo).

b es la friccién que se opone al movimiento del carro.

L es la longitud del pivote al centro de masa de la barra.
I esla inercia de la barra.

g es la aceleracion gravitacional.

Las masas, las longitudes, y la inercia, son faciles de medir, para determinar el coeficiente de

friccién se utilizard un método de estimacién lineal, llamado minimos cuadrados.

35.1 Minimos cuadrados

Para utilizar este método [5] es necesario que el modelo sea lineal con respecto a sus parametros,

donde el sistema puede ser representado por

P=7(x0)=0(x) 6 (3.36)

donde ¢(x) = [¢1 (x),fl)z (x), ,(Dn (x)] es un vector de funciones conocidas llamado regresor y

T
0= [91,92, 9,,] es un vector de parametros.
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Para ejemplificar esta representacién utilizaremos a los polinomios, donde el

polinomio

y=a+bx+cx’ (3.37)

puede ser representado por
2 T
yz[l X X ][a b c] (3.38)

0 una ecuacion en diferencias de la forma

Yy =ax, +ax,  +ax,_, +by,, (3.39)

se puede representar como
_ T
Ve = [xk -1 Xr—2 Via ] [al a, a, b ] (3.40)

“__ 1

Continuando con el andlisis, de un sistema, se obtienen “n” mediciones de datos de entrada-

salida (X i Vi ), y definimos al error de identificacion de la forma

e =y,—0(x;) 6 (3.41)
y también se puede representar en su forma vectorial como
E=Y—-00. (3.42)

Definiendo una funcién de costo que ayudard a medir la eficiencia de la identificacién
Lo
V@)=—FEF, (3.43)
2
se busca elegir una 6 que minimice a (0. Una forma de lograrlo es observar que
T T T T T TxwT
2V=E'E=YY-Y ®P0-0 O Y+0 O DO (3.44)
si D' D es invertible, se puede sumar y restar ) T(D((DT(D)?I ®" alaecuacion (3.44) obteniendo

2V=Y'Y-Y'®0 -0 ®'Y+0 D' D 0
+Y'O(@ 0O Y DD D) DT

(3.45)
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entonces
2V =Y"U-D(@ D)"Y +O — (O D) DY) D' PO — (O D) DY) (3.46)

El primer término de la ecuacién (3.46) no depende de 0 y el segundo término puede tener su
menor valor en cero. Para que el segundo termino pueda ser cero y por lo tanto se minimice }'(0) el

valor de O debe ser

0=(D'D)'D'Y. (3.47)

352 Medici6én de pardémetros

La mediciéon de los pardmetros del sistema es tan importante como obtener un modelo
matematico que represente correctamente al sistema, a continuacién se muestran los parametros

necesarios y la metodologia utilizada para obtenerlos.

Masa del carro
® Para medir la masa de la barra y del

M=0.52 Kg o .
carro, se utiliza una balanza granataria.
Masa de la barra de aluminio e La longitud de la barra se mide con un
m=0209 Kg flexometro, con esta informacion se
obtiene la longitud del pivote al centro de
Longitud de la barra masa. El centro de masa se encuentra en
/=06 m el centro de la barra por tratarse de un
cilindro sélido.
Aceleracion gravitacional eLa constante gravitacional considera
22978 m/s’ la altura a la cual se realiza el experi-

mento.

. ® La inercia de la barra se obtiene con la
Inercia de la barra

I :l m L =0.00627 Kg-mz utiliza los pardmetros de la masa y la
3

longitud del centro de masa de la barra.

ecuacion de inercia para una barra solida,

. . oLl coeficiente de friccion se obtiene
Longitud del pivote al centro de masa f fr

L=03m

mediante un método numeérico.

Coeficiente de friccion

Para encontrar el coeficiente de friccion es necesario

—> m
estimarlo utilizando el método de minimos cuadrados, primero /

es necesario encontrar el modelo matematico del sistema que se ;33;2%%%%%%%2?7;

muestra en la figura 3.20.

figura 3.20
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La ecuacién que modela al sistema es
F =mv+bv
Representado a la fuerza como
F=kv
y sustituyendo (3.49) en (3.48) se obtiene
kv = mv+ by

donde

'V es el voltaje al motor
k es un coeficiente que relaciona el voltaje y la fuerza del motor

YV eslavelocidad de la masa

Despejando al voltaje del motor en la ecuacién (3.50)

v :']/':\}+]Ziv,

se desea discretizar la sefial utilizando

« Vi =V
V= k+l k y V=,
t

m

sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (3.51) obtenemos

m| Vi =V b

k t k

m

m m b
-+,

V= v,
“lke | kt, k

despejando V), ; enla ecuacién (3.53) se obtiene

t b kt,
Vk+1: 1—7 Vk+ 7]’)’2 Dk
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En la ecuacion (3.54) v, ,, representa la velocidad actual y respecto a , YV, representan la
medicién anterior del voltaje al motor y la velocidad de la masa respectivamente y 7, es el tiempo

de muestreo. Esta ecuacién puede ser representada de la forma:
Via=0 v, +B v, (3.55)

donde 0 y [ representan los coeficientes que se obtendran con la ecuacion (3.47), y finalmente
para encontrar el coeficiente de friccién del sistema se igualara el valor de Ot con el primer coeficiente

de la ecuacion (3.54) y se despejara a “b”,

t,b B m
o= e = b—(l—oc)t— (3.56)

m

Las pruebas consistieron en excitar al motor con un voltaje de amplitud variable y de forma
aleatorio, y se obtuvieron la medicién de la velocidad del carro y del voltaje de excitacion. El objetivo
de excitar de esta forma al motor es la de conocer los parametros con una entrada que explore la
mayor cantidad de frecuencias posibles.

Previamente se obtuvo la medicién de la velocidad del carro y el voltaje de excitacién del motor,
midiendo N pares de muestras. Sabemos que la solucién de la ecuacion (3.55) se puede obtener con

la ecuacién (3.47):
6 =@"0)'D"Y, (3.57)

donde

Vya o Uy Vn

En las graficas mostradas en la figura 3.20 se muestran diversos experimentos llevados a cabo para
calcular el valor de los pardmetros. Tras resolver el sistema (3.56) y (3.57) mediante Matlab, los

valores obtenidos se muestran a la derecha de las figuras.
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Tension al motor [v]

Tensién al motor [v]

Tension al motor [v]

DE PARAMETROS

1 . . . . . .

0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]
w 100 ]
U R NVRTRTN I .
0 é 16 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 35
Tiempo [s]
5
i ﬁ‘ I
0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]

figura 3.21 Sefiales de excitacién al motor para
obtener el coeficiente de friccién.
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b =0.2031

Coeficiente de friccion
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Coeficiente de friccion
obtenido por minimos
cuadrados:

b =0.1985
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Los resultados se promedian y se redondea hasta el segundo decimal, obteniendo el valor de:
Coeficiente de friccion

b=0.2 N/m/s,

con esto, finalmente podemos sustituir los valores de los parametros en la ecuacién (3.35),

obteniendo el modelo matemaético

BAGIE 1 0 0] [x,(t)] 0

()| |0 —0.3495 2.6789 0| | x,(r)| |1.7475

. = + u(t) (3.58)
¢, ()| |0 0 0 L o) 0

¢,(1)] [0 —0.8737 31.1473 0] |@,(r)] |4.3687]

Este modelo sera utilizado para disefiar y aplicar el control LQR al sistema, esto se abordara en el

siguiente capitulo junto con el disefio del control difuso.
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DISENO DE LOS
CONTROLADORES

En el presente capitulo se abordan las consideraciones de disefio para los controladores, ademas,
asi como el analisis y simulacién de los esquemas de control detallados en el segundo capitulo. En
particular, se propondran dos esquemas de control: el primero es un regulador lineal (LQR) y el

segundo un control difuso tipo singleton.

41 CONSIDERACIONES DE DISENO (LQR)
Para la implementacion de un control LQR se deben tomar en cuenta tres consideraciones:
-El modelo matematico del sistema.
-La medicién de los estados del sistema.

-La matriz de ganancias de retroalimentacién 6ptima relacionada con la funcién de costo.

Modelo matematico del sistema

Medicién de los estados del sistema

M 1
¥ 1
]
: N
' X(t) d LEx(t) s y(t)
1y B —» ax — - » C—»
R dt Pl

1 ]
1 1
1 1
¥ 1
' :
' A e -
] 1
1 1
s
T TS S osoSCTEEESESSSESEEEEEEE S S ... |
1 ]
1 1
: :
' K ' Matriz de ganancias de
] | — . .2 2 .
1 ! retroalimentaciéon 6ptima
1

Figura 4.1
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411 Elmodelo matemético y su anélisis

El modelo matemaético en variables de estado del péndulo invertido con carro:

x, (1) 0 1 0 0] | x,() 0

5@ |0 —03495 26789 0| | x,(t)| |1.7475

) = -+ u(t) (4.1)
¢ (0| |0 0 0 Lo, 0

¢, ()| |0 —0.8737 31.1473 0] |o,(t)| |4.3687

es la primera consideracién de disefio, y con el cual analizaremos la estabilidad y la controlabilidad
del sistema.

La estabilidad del sistema se determina mediante las raices del polinomio caracteristico de A:

det(Al — 4) = A +0.3495 17 -31.1473 1% -8.54541=0 (4.2)
las cuales son:
Im
A, =0
A, =5.5453 . .
A, =-5.6206 X D * pe
A, =-0.2742

figura 4.2 Raices del polinomio

Una de las raices del sistema se encuentra en el semiplano positivo ( A, ), por lo cual, el sistema
linealizado en torno al punto de equilibrio superior es inestable. El primer paso para estabilizar al
sistema en lazo cerrado en torno a este punto es determinar la controlabilidad del sistema, lo cual se

logra mediante el andlisis de la matriz de controlabilidad:

0 1.7475 -0.6108 11.9168
1.7475 -0.6108 11.9168  —8.255

0 43687 —1.5268 136.6068
43687 —1.5268 136.6068 —57.9671

C, =[B AB A’B A’B] = 4.3)

La matriz es de rango completo ( p(C,,) =4 ),y por lo tanto el sistema es controlable y estabilizable

1

en torno al punto de equilibrio inestable.
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412 Medici6n de los estados del sistema

La medicién de las variables del sistema (posicién del carro y posiciéon angular), se realiza medi-
ante el médulo de adquisicién de datos analizado en la seccién 3.2. Las velocidades, tanto de la
posicion del carro como del péndulo, se obtienen con filtros derivativos. Todos los estados son

medibles.

413 Matriz de ganancias de retroalimentacién 6ptima

Las siguientes simulaciones fueron pruebas realizadas previamente en simulink para probar los
valores de la matriz de retroalimentacién, cuyo esquema, mostrado en la Fig. 4.3, muestra al sistema

sin una ley de control de realimentacién de estados.

T SRS

Integrator C Salida

0

Constant

Pos. Carro

Q Velcarro
*u »
-

Estados

figura 4.3 Simulacion del sistema sin esquema de control

Con un andlisis previo se encontraron _ Posicion carro
las raices del sistema y se comprueba que

es inestable, las graficas obtenidas de la

Velocidad carro

simulacién (figura 4.4) muestran que
todos los estados divergen del origen lo
que indica que el sistema se desestabiliza —
rapida y facilmente sin la ayuda de

alguna ley de control.

0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09

figura 4.4 Graficas de la simulacion obtenida en MatLab
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El siguiente esquema es un controlador por realimentaciéon de estados LQR implementado al

sistema.

Control

=®—>E

C Salida

Pos. Carro

Velcarro

h 4

Vel ang

Control d

Saturation

P Control @4 Estados
Vi

figura 4.5 Simulacién del sistema con un control LQR

La ecuacién de optimizacion, que minimiza el error es:

J= f [x*(£) O x(t)+u*(f) R u(t)dt (4.4)

Al cerrar el lazo de control u = - k x, el sistema que se obtiene es:

x=(A-B k)x+B. (4.5)

Las matrices Q y R propuestas son:

S o o =

oS o = O

oS = O O

(4.6) y R=[1] 4.7)

- o o O

Como se comento en el capitulo 2, la eleccién de las matrices Q y R son arbitrarias, depende de las

necesidades de control. Se debe considerar que se busca minimizar el error sin exceder los limites de

energia.
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Estas matrices fueron elegidas para observar como punto de partida la dindmica del sistema,
dependiendo de la respuesta del sistema, se modifican las matrices en diversos experimentos y

disefios.

Analizaremos si estas matrices logran estabilizar al sistema. Los valores de la matriz k en MatLab

k=[-1 —-2.1678 20.9793 4.041]

Sustituyendo la matriz k en la ecuacién (4.5) el sistema realimentado que se obtiene es:

x,(?) 0 1 0 0 x,(?) 0

x,(t)| |1.7475 3.4387 —33.9821 -7.0616 | | x,(r) . 1.7475 © (4.8)
= u

0, (1) 0 0 0 1 0,(1) 0

0, () 43687 8.5968 —60.5052 —17.6539| (¢, (?) 4.3687

el polinomio caracteristico del sistema realimentado es

det(Ml —(A—B k))=A " +14.21520 ° +58.75771 ° +84.0764\ + 42.7261=0, (4.9)

y las raices del polinomio (4.9) son:

A, =—8.2555
A, = -3.8057 Im
A, =-1.077 +0.4472 i ,
A, =-1.077-0.4472 i . X
P n X Re
A,

figura 4.6 Raices del polinomio caracteristico
del sistema realimentado

Con lo que se comprueba que el disefio de control 6ptimo resulta en un control estabilizante. En
la figura 4.7 se muestra el resultado de la simulacién obtenida, considerando que las condiciones
iniciales son las mismas que la simulacién anterior. Se observa que todos los estados convergen como
resultado de la ley de control aplicada. En el siguiente capitulo se mostraran los resultados de la

implementacion del control LQR en el sistema fisico.
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q x10° Posicion carro

x10% Velocidad carro

En la simulacién, se puede
observar que tarda aproximada-
mente 8 segundos en estabilizar
todos los estados, y la fuerza que
debe producir el motor para estabi-
lizarlos no es muy grande. En los

experimentos observaremos si estos

figura 4.7 Gréfica de la simulacién valores de k estabilizan al sistema.

4.2 CONSIDERACIONES DE DISENO DEL CONTROL DIFUSO

Como se mencioné en el Capitulo 1, el control difuso puede ser disefiado sin necesidad del
modelo matematico, sino inicamente de la experiencia del usuario con el sistema. Su principal carac-
teristica es la de emular el conocimiento de un experto, con base en reglas que definen las leyes de

control.

POSICION

FUERZA
< I >

negativa positiva

negativa positiva

Figura 4.8 Sistema péndulo invertido
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Las principales consideraciones de disefio son:
* La fuzzificacion de las variables (Conjuntos difusos de entrada).
* Las reglas de conocimiento.
* La desdifusion o defuzzificacion de salida (Conjuntos difusos de salida).

421 Conjuntos difusos para la fuzzificacion

Las funciones de membresia son las encargadas de la conversién de las variables del sistema en
valores difusos que entran en el intervalo [0, 1] y evaltan la pertenencia de un elemento de un
universo a un determinado conjunto difuso. Cada variable puede tener diferentes funciones de
membresia. Sin embargo, se debe tener en cuenta que entre mayor sea el nimero de funciones,
aumenta el ntimero de reglas, lo cual a su vez crea un control mas fino pero méas pesado computacio-
nalmente.

Las variables de entrada al control difuso se eligen como la velocidad del carro, la posicién y
velocidad angular. El objetivo de disefio es estabilizar al sistema en torno al punto de equilibrio
inestable, ignorando por el momento a la posicién del carro.

Un aspecto importante es elegir el tipo de funciones de membresia para realizar la conversion, ya
que puede ser una funcién triangular, trapezoidal, gaussiana, etc. En este caso se elegirdn funciones
gaussianas, lo que nos provee de curvas mas suaves, lo que repercute en una salida de control sin
discontinuidades o cambios bruscos

Los conjuntos difusos elegidos para el presente disefio se muestran en las figuras 4.9, 4.10 y 4.11.

T T
1.0
0.8 b
03
=2-rt Al A3 i
ca O
¥
¥~
O L o4 i
0.21 7
0 | ! ! I | ! L !
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Angulo [Rad]

figura 4.9 Conjuntos difusos para la desviacion del dangulo

A1l: angulos de desviacién negativos del péndulo invertido.

A2: angulos de desviacién cercanos al angulo cero.

A3: angulos de desviaciéon positivos del péndulo invertido.
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0.8

0.6

Grado de
pertenencia

0.4

0.2

L i )
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Velocidad angular [Rad/s]

figura 4.10 Conjuntos difusos para la velocidad angular

B1: velocidad angular negativa.
B2: velocidad angular cercana a cero.

B3: velocidad angular positiva.

1.0
0.8 - B
o &
- é 0.6 ]
“E- 1 Cc3
g g
O g
041 :
0.2+ b
0 I L ! J L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Velocidad del carro [m/s]

figura 4.11 Conjuntos difusos para la velocidad del carro

C1: velocidad negativa del carro.
C2: velocidad del carro cercana a cero.

C3: velocidad positiva del carro.

Esta es la primera etapa del control, la difusién de las variables del sistema, posteriormente cada

uno de estos valores (Al, A2, A3, Bl, B2, B3, C1, C2 y C3) pasara a la etapa de la base del cono-

cimiento: las reglas.
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Las funciones matematicas que definen a los conjuntos difusos son:

40x —40x
e —e " +22
A =|1- % 0.5 4.10
1(x) ( & 4o j (4.10)
A, (x)= ef 0.041 (4.11)
40x —40x
e —e -2.2
A (x)=|1+ - 0.5 (4.12)
3 ( e40x +e 40x j
5y _ 5y
B(=1-|¢ ¢ T2 Los (413)
e’ +e”’
_
B,(y)=€ (4.14)
Sy -5y
e’ —e 7’ -21
B,(y)= 1+( & o j (.5 (4.15)
¥ e 21
C(z)= 1—[6 5Ze - %0.5 (4.16)
e +te
C,(z) = é 0.1 (4.17)
52 _ 5z 21
C(2) = 1+(e R 0.5 (4.18)
e +e

Donde “x” es el angulo de
desviaciéon del péndulo respecto
al punto de equilibrio inestable

Donde “y” es la velocidad
angular del péndulo invertido.

“_n

Donde “z” es la velocidad del carro.

Para cada variable, fueron disefiados tres conjuntos difusos. Los conjuntos laterales son funcio-

nes sigmoidales y los conjuntos centrales, son gaussianas.

Los conjuntos difusos del éngulo de desviacion, la velocidad angular y la velocidad del carro,

estdn disefiados tomando en cuanta las magnitudes méximas medidas en experimentos previos. El

conjunto central Az es activado en el intervalo de -5° a 5° aproximadamente, por lo tanto, si la desvi-

acién angular supera estos limites, alguno de los conjuntos A1 o As sera activado, lo que provoca que

el motor produzca un mayor torque para estabilizar al péndulo, llegando hasta el torque méaximo de

ser necesario.

Cabe hacer notar, que los conjuntos Ai-As, B1-Bs y C1-Cs no se traslapan, lo cual evita que algunas

reglas se activen y modifiquen el voltaje de salida de una manera errénea.
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422 Reglas de conocimiento
La base del conocimiento presenta todas las posibilidades que pueden surgir como resultado de

las interacciones de las variables del sistema. Una forma de representar las reglas “Si... entonces...”

se observa a continuacién:
R1:Siel angulo es Al y la velocidad angular es Bl y la

velocidad del carro es C1 entonces el voltaje es D11.

La siguiente tabla, muestra las 27 reglas de una forma compacta:

Regla Si Entonces
1 Al | Bl | C1 D11
2 Al | Bl | C2 D10
3 Al | B1 | C3 D10
4 Al | B2 | C1 D11
5 Al | B2 | C2 D9
6 Al | B2 | C3 D9
7 Al | B3 | C1 D8
8 Al | B3 | C2 D9
9 Al | B3 | C3 D8

10 A2 | Bl | C1 D8
11 A2 | Bl | C2 D7
12 A2 | Bl | C3 D7
13 A2 | B2 | C1 D6
14 A2 | B2 | C2 D6
15 A2 | B2 | C3 D6
16 A2 | B3 | C1 D5
17 A2 | B3 | C2 D5
18 A2 | B3 | C3 D4
19 A3 | Bl | C1 D4
20 A3 | Bl | C2 D3
21 A3 | Bl | C3 D4
22 A3 | B2 | C1 D3
23 A3 | B2 | C2 D3
24 A3 | B2 | C3 D1
25 A3 | B3 | C1 D2
26 A3 | B3 | C2 D2
27 A3 | B3 | C3 D1
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Previamente se conoce la relacién entre el voltaje y la fuerza necesaria para mover al carro y
estabilizar al péndulo, los conjuntos Di son conjuntos tipo singleton, estos conjuntos se muestran en
la figura 4.12.

Para encontrar la difusién de cada regla se utiliza la norma t producto algebraico, por ejemplo:
R, = A3* B2*Cl 419)

Esto se realiza para las 27 reglas, este proceso constituye el segundo paso de nuestro control, las

siguientes etapas corresponden a la activacién y la desdifusion.

Singleton| voltaje

D1 -1.5
423 Conjuntos difusos para la desdifusion (defuzzificacion) D2 -0.23
. . . . . . . D3 _0-12

Los conjuntos difusos de salida son definidos como se indica en la D4 01

. . .- . o1 D5 0.38
figura 4.12. La ventaja de utilizar los singletons es la facilidad para 06 55
encontrar la desdifusién, ya que con métodos computacionales la D7 4.62
D8 4.9

acumulacion y la desdifusion de conjuntos se vuelve mas compleja. D9 5.12
D10 5.23

D11 6.5

Valor de los

conjuntos singleton

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7\D<5 D9 D10 D11

N

05—

| [ o | | | | I N A 1 1 I |
| T 1T 1T 1T 1 | 11T 1T T 11 |
2 -15 -1-05 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

voltaje

Figura 4.12 Conjuntos singleton

El disefio de los conjuntos singleton es simétrico respecto a D6, es decir, respecto al voltaje de
salida con el cual no tiene movimiento el motor, con esta simetria, se tiene un control que respondera
de forma equilibrada en los dos sentidos de movimiento del carro.

Se pueden utilizar 27 conjuntos singletons, en este disefio solo se eligen 11, lo cual facilita la
sintonizacién del control, aunque existe perdida de sensibilidad. Existen dos conjuntos singletons
(D1 y D11) que se encuentran muy retirados del conjunto D6, los cuales tienen una mayor activacion

cuando los estados presentan una gran desviacion al punto de equilibrio inestable.
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Cada conjunto singleton sera activado segun el peso de cada regla con la norma t producto
algebraico, por lo tanto el conjunto singleton sera escalado seguin lo indiquen las reglas de cono-
cimiento, un conjunto singleton puede ser utilizado por mas de una regla como es el caso de este
control.

Para finalizar, la desdifusion se realizara encontrando el promedio ponderado de los 27 conjun-

tos con la siguiente ecuacioén:

27 .
ZR,-(G,G,V) * D,
y, =" (4.20)

27 o
Z Ri (9 99 s V)
i=1

Donde
Y esel voltaje de control al motor.
R.© ,é ,V) es el peso de la regla que depende de el angulo, la posicién angular y la
velocidad del carro.

D. es el valor en el que se encuentra el conjunto singleton en el eje del voltaje de salida.

El resultado de la desdifusién ) ', es obtenido directamente de la tarjeta de adquisicion de datos
como un voltaje entre 0 y 5 volts. La modificacién de la posicién de los conjuntos singleton en el eje
del voltaje nos dan diferentes resultados en la salida de control. En el siguiente capitulo veremos los
diferentes experimentos realizados y los resultados obtenidos para esta técnica y para el control

LOR.
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EXPERIMENTOS Y
RESULTADOS

Este capitulo presenta la parte experimental de los métodos de control propuestos en los capitu-
los anteriores. La primera parte habla de los experimentos realizados con un esquema de control
LOR y la segunda parte de la implementacién y experimentaciéon del control difuso tipo singleton,
teniendo como objetivo principal el control y la estabilizacién del péndulo invertido que se encuentra

sobre el carro.

5.1 Experimentos y resultados del confrol LQR

La primera técnica a implementar es el control LQR, cuya sintonizacién es efectuada mediante un
proceso heuristico, donde se da mayor peso a la parte del control que estabiliza al péndulo invertido.
Los resultados experimentales se muestran indicando tanto la entrada de control como los estados
del sistema en forma experimental.

El modelo matematico empleado para calcular la matriz de ganancias de retroalimentacion es el

obtenido en el capitulo 3 (ecuacién 3.58).

x,(2) 0 1 0 0 |x(@) 0

X, (1) 0 —0.3495 2.6789 0| | x,(?) 1.7475

. = + u(t)
o, | |0 0 0 L 1 o,@) 0

¢,(1)| |0 —0.8737 31.1473 0] |¢,()| |4.3687

Para todos los experimentos la condicién inicial de los estados del sistema (posicién angular,
velocidad angular y velocidad del carro) son muy cercanos a cero. En cuanto a la posicién inicial del
carro varia entre cada experimento, tomando en cuenta que no importa la posicién del carro mientras

el péndulo se mantenga lo mas estable posible.

5.1.1 Tiempo de muestreo

Utilizando el médulo de adquisicién de datos USB-6009, el tiempo de muestreo y de salida de la
seflal de control se realiza cada 2 milisegundos como tiempo minimo. Por el disefio del programa el
tiempo de operacion esta limitado a un ndmero predeterminado de muestras al inicio. El tiempo que

se muestra en las siguientes simulaciones tiene una duracién entre 10 y 20 segundos.
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5.1.2 Experimentos

Experimento 1

Matrices de peso seleccionadas:

001 0 0 O
0 001 0 O —
0=l g o 1 o| Y 7 ]
o o0 00 Matriz de ganancias de retroalimentacion:
1

k,=[-03162 -1.1173 17.9768 3.3991]

Experimento 2

Matrices de peso:

001 0 0 O
0 001 0 O
“lo o o Y R=loo]
o 0 o 1 Matriz de ganancias de retroalimentacion:

k,=[-1 —4.4771 91.5006 13.6219]

Experimento 3

Matrices de peso:

01 0 0 O
0 01 0 O
= R =|0.0225
=16 0 35 0 Y [ ] _ _ , ,
o 0 0 1 Matriz de ganancias de retroalimentacion:

ky =[-2.1082 —-5.3299 57.768 10.4913]

Experimento 4

Matrices de peso:

01 0 0 O
0 01 0 O
= R =]0.022
Q 0 0 350 y [ ]
0O 0 0 1 Matriz de ganancias de retroalimentacion:

k,=[-2.132 -5.3864 58.3065 10.5887]

El anélisis de cada experimento y las simulaciones se muestra a continuacion.
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5.1.3 Resultados y anlisis

Experimento 1

Los resultados del experimento se observan en la figura 5.2, cerrando el lazo de control con la

matriz de ganacias k;, esta matriz se obtuvo con las matrices Q y R.

Matrices de peso: 0

000 0 0 0
0 001l 0 0

o o 1 o y R:[l]
0 0 0 01

Se puede observar, que la diagonal de la matriz Q contiene valores que le dardn peso a las

variables del sistema. Los valores de 0.01 del primer y segundo renglon corresponden al peso dado a

la posicién del carro y a la velocidad angular respectivamente. El valor de 1 es el peso otorgado al

angulo de desviacién del péndulo invertido; y por dltimo, el valor 0.1 corresponde a la variable

de la velocidad angular. Esto significa que se le esta dando mayor peso al angulo de desviacién. Esto

se nota en la matriz de ganancia de retroalimentacioén:

El 4ngulo de desviacion es la variable de
mayor peso, lo que produce que el control se

enfoque mas en controlar la posicién del

Matriz de ganancias de retroalimentacion:

k, =[-03162 —1.1173 17.9768 3.3991]

VA NN

péndulo invertido, y la de menor importan- Posicién Velocidad Angulode  Velocidad
. L L. carro carro desviacion angular
cia en el disefio es la posicién del carro.
Aplicando la entrada % = —k; X para cerrar el lazo de control, el polinomio caracteristico del

sistema realimentado es:

det(M — (A — Bk,))=A * +13.2467A ° +46.8357\ % +39.1926A +13.51=0

Las raices del polinomio se muestran en la figura 5.1.

Raices:

A, =-7.9467
A, =-4.2933 Im
A, =-0.5033+0.3777i
A, =-0.5033-0.3777i

A
<N . 7:7/. . X R
<K At t 0 e
6 o4 2 X
AL

figura 5.1 Raices del polinomio caracteristico

El sistema en lazo cerrado es estable, pero no logra
estabilizar al péndulo invertido, la accién de control es
lenta y cuando aplica el mayor voltaje no tiene el
torque suficiente para recuperar la posicion vertical
del péndulo, provocando que el carro choque contra la
pared que limita al riel. Es necesaria una reaccién mas
rapida para intentar estabilizar la posicién del

péndulo invertido.
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Posicion angularr [rad] Sefial de control [v]

Posicion del carro [m] Velocidad angular [rad/s]

Velocidad del carro [m/s]
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figura 5.2
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Experimento 2

Este disefio se realiz6 con un mayor peso en la posicién angular y observar en que beneficiaba o
perjudicaba en el control del péndulo (ya que los resultados anteriores no eran satisfactorios),

ademas de aumentar la velocidad de la dindmica del sistema. Las matrices propuestas son:

0.01 0 0 0
0 001 0 O
Matrices de peso: = =
P 2=l 0 o0 0 o y  R=[0.01]
0 0 0 1

Se puede comparar con el experimento anterior, en el cual la matriz Q, considera términos que
afectan a la desviacién angular y a la velocidad angular. Ademads, al disminuir la matriz R, se
aumenta la energia en la dindmica del sistema, lo que provocara que tenga una respuesta mas rapida

nuestro control. La matriz de ganancias de retroalimentacién obtenida es:

k,=[-1 —4.4771 91.5006 13.6219]

La relacion que existe entre los valores de la matriz a aumentado. Nuevamente, al aplicar la

entrada U =—Kk; X para cerrar el lazo de control del sistema (ecuac. 3.58), obtenemos la nueva
matriz del sistema: 0 1 0 0
1.7475 7.4742 —-157.2173 —23.8041
A-Bk, =
0 0 0 1

43687 18.6855 —368.5932 -59.5103

El polinomio caracteristico de la matriz es:

det(M — (A— Bk,)) = * +52.0361A * +366.84571 % +182.7437A + 42.7261 =0

Las raices del polinomio se muestran en la figura 5.3.

Raices: Los resultados experimentales se muestran en la
A =—43.7451 ] .
Ay =—7.7726 Im figura 5.4, donde se observa que el control es rapido y

A, =—-0.2592 +0.2418i

D =—0.2592—0.2418i trata de estabilizar la posicién del péndulo con un

T voltaje de salida muy grande, produciendo un torque

A A A en el motor excesivo. Esta fuerza es inadecuada para la
¥————+——+——+——+——+%—+—%— Re
-40 -30 20 10 7\:

estabilizaciéon del péndulo invertido, ademas, el

$0 exceso de fuerza produce un deslizamiento del

engrane del actuador contra el riel. Aunque el control
figura 5.3 Raices del polinomio caracteristico no es adecuado, se observa mejoria comparandolo con

el experimento anterior.
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Serial de control [v]

Posicion angularr [rad]

Velocidad angular [rad/s]

Posicién del carro [m]

Velocidad del carro [m/s]

Experimento 2
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4
3
2
1
0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0.1 - .
0.05 /\ .
il \/ v \/ \,
-0.05 - =
-0.1 =
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
2
2 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0.35
0.3 /_\_/—\\\/\ _
0.25 =
0.2 - .
0.15 .
0.1 - -
0.05 =
o L ,
-0.05 f\_/ :
-0.1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
1 L ,
0.5 - =
0 ,
-0.5 =
1 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

tiempo [ms]

figura 5.4
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Experimento 3
Los resultados experimentales se muestran en la figura 5.6, con la experiencia obtenida en los
experimentos anteriores, se proponen las matrices Q y R, aumentando el peso en el control de la
posicién y la velocidad del carro, con el objetivo de evitar que el carro choque con los extremos del
riel, ademas, de disminuir del peso en la variable del &ngulo de desviacién para evitar grandes sobre-

pasos al estabilizarlo, las matrices elegidas son:

01 0 0 O
Matrices de peso: Q= 8 001 305 g y R :[0.0225]
0 0 0 1

La matriz de ganancias de retroalimentacion obtenida es:
ky =[-2.1082 —-5.3299 57.768 10.4913]

Comparando k3 con k2, los dos primeros términos aumentaron, tratando de evitar choques del
carro con los extremos del riel, y el tercer y cuarto término disminuyeron para tener un control mas
suave con respecto al error y velocidad angular. Cerrando el lazo de control con U = —k;x el

polinomio caracteristico del sistema es:

det(M —(A—B ky)) =L " +36.8691A ° +217.5408\ * +219.1805A +90.0751 = 0

Las raices del polinomio caracteristico se muestran en la figura 5.5.

Im N
Raices: 4 6.666
A =—29.8162 i
A, =—5.9133 A A A
? —<H— ! : : : T— 2x —X Re
A, =—0.5698+0.4315 i -30 20 -10 h
A, =—0.5698 —0.4315 i T
-+ -6.666

figura 5.5 Raices del polinomio caracteristico

Las raices del sistema realimentado tienen la parte real negativa, por lo tanto, el sistema es estable.
La matriz de ganancias logra mantener al péndulo en una zona muy cercana al angulo deseado, y
el carro deja de chocar contra los extremos del riel. Sin embargo, con este control el péndulo presenta
pequetias oscilaciones con respecto al dngulo de referencia. Debemos recordar que el sistema no
modela algunas dindmicas, como la fricién seca, lo que afecta el control del sistema, asi como el ruido
en las senales de los estados (aunque estas fueron filtradas no se puede eliminar el ruido completa-

mente). A pesar de estos factores, el control presenta mejorias respecto al anterior.
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Experimento 3
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Experimento 4

Los resultados del experimento 4 se muestran en la figura 5.8, para este experimento se realizo un
cambio en la matriz R respecto a las matrices del experimento 3, lo que aumenta el peso en los valores

de la matriz k;, mejorando la accién de control. Las matrices de peso propuestas son:

01 0 0 O
0 01 0 O
= R =[0.022
0 0 0 350 y [ ]
0 0 0 1

Con el cambio en la matriz R, la matriz de ganancias de retroalimentacién obtenida se altera
ligeramente:
k,=[-2.132 —-5.3864 58.3065 10.5887]
Cerrando el lazo de control con U = —k4 X, el polinomio caracteristico del sistema es:

det(M —(A—B k))=A " +37.1959% ° +219.8518A * +221.5945A +91.092 = 0

Las raices del polinomio caracteristico se muestran en la figura 5.7.

%“66 Raices:
| A, =-30.1428
A A M A, =-5.9133
DT S T R x? Re Ay =—0.5699 +0.4316 i
T A, =—0.5699-0.4316 i
66

figura 5.7 Raices del polinomio caracteristico

En este altimo experimento, el control logra mantener al péndulo con un error pequefio respecto
al angulo de referencia y el carro ya no choca contra los extremos del riel, se siguen notando oscilacio-
nes en el péndulo durante la etapa de control pero estas son menores que con otras matrices de
ganancia probadas.

El control es més suave, con oscilaciones menos prounciadas con respecto al punto de equilibrio

inestable, pero con una mayor desviacién en la posicién del carro.
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5.2 Experimentos y resultados del control difuso

Como se comentd anteriormente, el control difuso no necesita del modelo matematico como
ocurre con otros esquemas de control, dado que se basa en emular el conocimiento mediante reglas,

y empleando el valor de las variables de manera difusa, se emulan los procesos de pensamiento y

razonamiento humano al permitir que existan cambios suaves entre variables.

Para la implementacién de este control se utilizaran los conjuntos difusos propuestos en el

capitulo anterior:

Grado de Grado de

pertenencia

Grado de

pertenencia

pertenencia

T T
1.0
0.8} .
Al

0.6f A3 .
0.4t .
0.2F .

0 L L L I L L L I

05 04 03 02 01 0 01 02 03 04 05

Angulo [Rad]

-0.5 0 0.5 1
Velocidad angular [Rad/s]

| )
-0.5 0 0.5 1
Velocidad del carro [m/s]

Figura 5.9 Conjuntos difusos de entrada
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Y las reglas de conocimiento expresadas en su forma matematica son:

R = A1*B1*Cl
R, = A1*B1*C2
R, = A1*B1*C3
R, = A1* B2*Cl
R, = A1*B2*(C2
R, = A1* B2*C3
R, = A1*B3*Cl
R, = A1*B3* (2
R, = A1* B3*C3

R, = A2* B1*Cl
R, = A2*B1*C2
R, = A2* B1*C3
R, = A2*B2*Cl
R, = A2*B2*C2
R = A2* B2*C3
R, = A2*B3*Cl
R, = A2*B3*(C2
Ry = A2* B3*C3

R, = A3*B1*Cl
R,, = A3* B1*(C2
R, = A3*B1*C3
R, = A3* B2*Cl
Ry, = A3* B2* (2
R, = A3*B2*C3
R, = A3* B3*Cl
R, = A3* B3*(C2
R,, = A3* B3*C3

Para sintonizar el control difuso se modifica la posicién de los conjuntos singleton (conjuntos de

salida) hasta obtener una salida que logre satisfacer el criterio de disefio, es decir, que exista estabili-

dad en el punto de equilibrio inestable del péndulo invertido.

En la siguiente tabla se muestran diversos valores determinados para sintonizar al control difuso:

Experimento 1

D1 =-2.168
D2=-0.1
D3 =-0.03
D4 =0.29
D5 =0.87
D6=25
D7 =413
D8 =471
D9 =5.03
D10=5.1
D11 =7.168

Experimento 4

D1=-15 D7 =4.64
D2=-0.22 D8 =491
D3 =-0.12 D9 =512
D4 =0.09 D10 =5.22
D5 =10.36 D11=6.5

D6 =25

Experimento 2

Experimento 3

D1=-15 D1=-2
D2=-0.25 D2=-0.7
D3 =-0.23 D3 =-0.13
D4=0.19 D4 =029
D5 =0.87 D5 =0.87
D6 =25 D6 =2.5
D7 =413 D7 =413
D8 =4.81 D8 =4.71
D9 =5.23 D9 =513
D10 =5.25 D10=5.7
D11 =6.5 D11=7
Experimento 5
D1=-15 D7 =4.611

D2 =-0.23 D8 =49
D3 =-0.106 D9=5.105

D4=0.1 D10 =>5.23
D5 =0.389 D11=6.5
D6 =25
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Experimento 1

Los resultados experimentales se muestran
Conjuntos singleton:
en la figura 5.11, para todos los experimentos, D1=-2168 D5=0.87 D8 =471
D2=-0.1 D6=25 D9 =5.03
D3 =-0.03 D7 =413 D10=5.1
D4 =0.29 D11 =7.168

se utilizaron los conjuntos difusos de entrada
expuestos en el capitulo 4 y las reglas de cono-

cimiento, tabla 5.1.

D1 D< D3 D4 D5 D6 D< DB\ R9 D10 D11
1T e @ p [ p p [
=
g
]
c
3
ol
g 054
]
<
o
<
<
=
&b
[ | | [ Y [ A [ | |
[ [ [ [ 1 [ [ [ [ [ [ [ [ | | voltaje
2 15 -1-05 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
figura 5.10 Conjuntos singleton
Regla Si Entonces El control utiliza 3 variables, posicién y velocidad angular y la
1 [a1][B]ci| bpn ) _ )
> ALl BL | 2 D10 velocidad del carro, aunque también se muestra en la figura 5.11 la
3 |a1|[B1|c3| D10 . L
T sl Bl b grafica de la posicién del carro.
5 |ai[B|c2] D9 ) N
e a1l o Do En primer lugar, se observa una sefial de control mas con menos
7 |ai|B]a D8 . ~
s Al o D9 oscilaciones respecto las senales del control LOR. En esta prueba,
9 [a1|B[c3| Ds . s
o Tas T o o8 en los primeros dos segundos el control logra estabilizar antes de
11 A2 BlLC 7 desestabilizarse nuevamente
12 |[a2|BL|c3| D7 :
12 A2l B2 Cl Dé La variable de posicién del carro no logra estabilizarse y se sigue
14 [a2|B2]c2| D6
b | A2|B2]C3 D6 moviendo en una sola direccion hasta chocar con el final del riel,
16 | a2|B[C1 D5
17 |A2] B3 | C2| DS ademads, lo que se puede observar en la figura 5.11 es que la veloci-
18 |A2| B3| C3| D4
19 |A3|BI|Cl| D4 dad angular y del carro comienzan y divergir de la posiciéon
20 [a3|BL[c2| D3
21 A3 | Bl | C3 D4 deseada.
2 |[As[B2|c1 D3
23 | A3|B2|C2 D3 Es necesario aumentar la fuerza del carro para estabilizar al
¢4 [a3|B[c3| D1
25 [ A3[B3|C1 D2 péndulo invertido.
26 |[a3|B[C2| D2
27 | a3|B3[c3| D1

Tabla 5.1 Reglas de conocimiento
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Velocidad angular [rad/s] Posicion angularr [rad]

Posicién del carro [m]

Velocidad del carro [m/s]
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Experimento 2

Los resultados del experimento 2 se

muestran en la figura 5.13, mientras que en la Conjuntos singleton:

D1=-15 D4 =0.19 D8 =4.81
D2 =-0.25 D5=10.87 D9 =523
D3 =-0.23 D6=25 D10=5.25
D7 =413 D11=65

tabla 5.2 se muestran las reglas de cono-

cimiento y los conjuntos singleton propuestos
en este experimento se muestran en la figura

5.12.

9 D10 D11
]f../

D1 2 D3 D4 D5 D6 D D
AN A

grado de pertenencia
o
&)
|
I

|
| 1T 1T 1T 1T 1T 1 T 1T 1T T 11 | voltaje
215 -1-05 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
figura 5.12 Conjuntos singleton
Regla si Entonces En este experimento se realizaron modificaciones en los conjuntos
1 [at]B[c| pn
Al|BL|C2| D10 singleton, tanto D2, D3 y D4 se recorrieron a valores menores que en
3 |a1|B|c3| D10
4 Al| B2 | C1 D11 caso anterior, y para obtener un control simétrico los conjuntos D8,
5 [a1]B2|cC2 D9 ) ) ]
6 A1l B2 | O3 D9 D9, D10 se recorrieron a valores mayores en forma simétrica, respecto
7 [a1]B|C D8 . . .
s | ALl B3 | 2 Do a D6, con la finalidad de tener un voltaje de salida mayor, el cual
9 [a1[B]c3 D8 . .,
0 12281 11 D3 produzca un torque que estabilice al péndulo.

11 A2 | Bl | C2 D7
12 A2 | Bl | C3 D7
13 A2 | B2 | C1 D6
14 A2 | B2 | C2 D6

En la figura 5.13 se observa que la posicién angular presenta

menores oscilaciones que el caso anterior. Sin embargo, es sensible

15 [A2[B2[c3| D6 . o
ante perturbaciones y la friccién seca.

16 | A2[B[Cl| D5

17 | A2] B3 | C2 D> La sefial de control trata de estabilizar la posicién del péndulo, y

18 |a2|B[c3| D4

19 |AS|BL]ClL] D la mantiene una posicion muy cercana al angulo deseado, pero la

20 [A3[BL[C2| D3

21 | A3 Bl|C3| D4 posicion del carro nunca logra estabilizarse y choca con los extremos

2 [As|[B2[cC1| D3

23 [As|B2[c2| D3 del riel.

24 [As[ B[] D1

25 | A3|B3|Cl D2 Para mejorar estos resultados se puede aumentar el torque del

26 |[a3|B[C2| D2

27 | A3|B3[C3| DI motor con un mayor voltaje de salida de la sefial de control.

Tabla 5.2 Reglas de conocimiento
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Experimento 3

Con base en el experimento anterior, se modificaron los conjuntos singleton para aumentar el
torque del motor, con la finalidad de estabilizar el péndulo y evitar que el carro choque con los extre-
mos del riel. Estos conjuntos se muestran en la figura 5.14. Para este y para el resto de los experimen-

tos mostrados, las reglas de conocimiento son las mismas y se muestran en la tabla 5.2.

Conjuntos singleton:

D1=-2 D4 =0.29 D8 =471
D2=-0.7 D5=10.87 D9=513
D3=-013 D6=25 D10=5.7
D7=413 D11=7

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D 9 D10 D11
. — Y ) [ [ ® p p
k3]
=1
[}
=1
i)
g 054
Q_‘ .
()
e}
]
el
B
I W I S T I B B N
T T T T T T 1 T T 1 T 1 1 1 voltaje
2 15105 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

figura 5.14 Conjuntos singleton

Los cambios en los conjuntos singleton respecto al experimento anterior, son realizados para
aumentar el torque del motor y estabilizar al péndulo con cambios pequefios en las variables del
sistema.

En la figura 5.15 se muestra el resultado experimental. Se observa que el cambio de los conjuntos
D1, D2, D10y D11 disefiados para aumentar el voltaje de salida provoca que a que el péndulo se man-
tenga muy cercano al punto de equilibrio y que el carro tenga movimientos oscilantes y no se alcance
los extremos del riel. Estas oscilaciones son provocadas por un exceso en el torque del motor. Com-
parando la gréfica dela sefial de control en este experimento respecto a los anteriores, se observa un
aumento en la amplitud de la sefal, la cual provoca el aumento en la fuerza del motor y las continuas
oscilaciones en la posicién del carro, reflejandose en la posicién del péndulo.Con las oscilaciones, la
posicién del péndulo no se estabiliza, por lo tanto, es necesario modificar los conjuntos de salida. A
partir de los resultados mostrados, se infiere que el control difuso asi disefiado permite estabilizar al

péndulo en torno a su punto de equilibrio inestable.
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Experimento 4

En los experimentos anteriores, se observa que es posible generar una sefal de control suave, que
mantenga al péndulo en una posicién muy cercana al punto de equilibrio inestable, pero tambien se

puede generar una sefial que estabilice la Conjuntos singleton:

posicion del carro, a pesar de no ser una D1=-15  D4=009  D8=491
D2=-.022 D5=036 D9=512
D3=-.012 D6=25 D10 =5.22
D7=464  DI1=65

variable controlada. La figura 5.16 muestra

el disefio de los conjuntos singleton que se

utilizan en este experimento.

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D11
N/ AN

1+ ° 99 ¢ > 9 99

0.5

grado de pertenencia

|
| 1 1 T T 1 T T 1 ] [ voltaje
2 15 -1-05 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

figura 5.16 Conjuntos singleton

Para evitar el exceso de fuerza del motor los conjuntos D1 y D2 se eligen mayores que en el experi-
mento 3 y los conjuntos D11 y D10 se eligen menores, en forma simétrica respecto al conjunto Dé.
Para incrementar la velocidad de estabilizacién, se recorrieron los conjuntos D4 y D5 a la izquierda
y los conjuntos D7 y D8 a la derecha simetricamente respecto al conjunto D6.

Los resultados experimentales se muestra en la figura 5.17, se observa un mejor control del
angulo, respecto a las pruebas anteriores, aunque la posicién del carro no es estable, pero el error en
la velocidad es menor. Por su parte, el control es suave y los movimientos del carro son mas suaves.
La velocidad del péndulo y del carro son mas estables comparadas con los experimentos anteriores.
Esto da la posibilidad de controlar al sistema con tres variables de estado.

Los cambios en los conjuntos singleton ayudaron a mejorar el control del sistema, en la figura 5.16
se observa que varios conjuntos se encuentran muy cercanos (D2, D3, D4, D5y D7, D§, D9, D10), lo

que no afecta a la senal de control del sistema.
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Experimento 5

Este es el altimo experimento del control difuso, los cambios en los conjuntos singleton
respecto al experimento anterior son pequefios. La figura 5.18 muestra los 11 conjuntos

propuestos para el experimento.
Conjuntos singleton:

D1=-15 D4=0.1 D8=49
D2=-023 D5=038 D9=5105
D3=-0.105 D6=2.5 D10 =5.23
D7=4611 D11=6.5

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D11
N // NV S

1+ ? 99 ¢ > ¢ 99

grado de pertenencia
o
&)
|
I

| | | | [ | | | | | | | | | |
I T T T 1T 1 1T 1T 1T 1T 1 | voltaje
2 -15 -1-05 0 051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

figura 5.18 Conjuntos singleton

En las figuras 5.9 y 5.10 se observan los resultados del experimento realizado. Se observa un
comportamiento similar al experimento anterior, la sefial de control es una sefial mas suave lo que
beneficia al movimiento del carro, el péndulo invertido se mantiene en una posiciéon cercana al punto
de equilibrio inestable. la posicién del carro no varia mucho de su estado inicial y pese a que no se
controla esta variable, el control trata de estabilizar todos los estados dentro de cierto limite.

Utilizar la técnica no lineal del control difuso para controlar al sistema arroja resultados
aceptables, y se puede corroborar que el sistema intenta estabilizar todos los estados. Con el control

difuso podemos moldear cada aspecto del control.
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Experimento 5
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Como se observa en los diferentes experimentos realizados en el control difuso, pequefias varia-
ciones en los conjuntos singleton presentan un gran impacto en la calidad de el control del sistema,
pese a que su sintonizacion requiere de un mayor conocimiento del operador. Los resultados son
mejores que en el caso LQR, ya que se puede atacar cada zona deseada de forma no lineal,

produciendo un control mas suave.

5.3 Discusi6én

En la figura 5.21 se muestran las graficas de la sefial de control y de la posicién angular del
péndulo invertido para los dos esquemas de control, en el caso del control LQR se tomaron las grafi-

cas del experimento 4 y para el control difuso las del experimento 5.

Control LOR Control difuso tipo singleton

Senal de control [v]

0.3

0.2

0.1

0.1

0.2

Posicién angularr [rad]
o
?

5 6 7 8 9 10 0 1 3 4 B

tiempo [s] tiempo [s]

figura 5.21

Se tomaron en comparacién estas graficas ya que fueron los mejores resultados que se obtuvieron
para cada controlador:

En primer lugar, el control éptimo cuadratico, al ser una técnica lineal que requiere de el modelo
matematico del sistema en variables de estado. Es necesaria la realimentacién de todos los estados
del sistema, por lo tanto los sensores ocupados deben cubrir con esta necesidad. En caso contrario, se
deben utilizar técnicas alternativas para obtener la mediciones de los estados no medidos, ya sea por
observadores o como en el caso que se presento en esta tesis, mediante filtros derivativos.

Al ser una técnica lineal, este controlador puede tener algunas desventajas, ya que las variables
de estado medidas son multiplicadas de forma matricial por la matriz de realimentacién del sistema,

produciendo una sefial de control ruidosa como se puede observar en la figura 5.21 en la grafica de
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la sefial de control LQR. El ruido en la sefial de control puede afectar, produciendo resultados no
deseados.

La sintonizacién de este controlador fue mucho mas rapida que la técnica difusa, esto propor-
ciona una ventaja considerable. Ademas, los fundamentos matematicos de este esquema de control
son solidos y bien estudiados, proporcionando a la persona que intenta implementar y sintonizar
esta técnica bases que le permiten intuir si se estan tomando buenas decisiones.

Por su parte, el control difuso presenta la ventaja de no depender del modelo matematico. Al ser
una técnica no lineal, basada en la emulacién del conocimiento humano y su interpretacién mediante
un sistema matematico mediante reglas, las reglas pueden ser interpretadas con mayor facilidad, lo
que hace a esta técnica mas sencilla de comprender. Como podemos observar en la figura 6.1, la senal
de control es mas suave y logra mantener al péndulo invertido mucho mas cercano al punto de equi-
librio inestable comparado con el control LQR.

En el caso del control difuso tipo singleton, la desdifusién y la obtencién de la sefial de control se
realizan de forma sencilla, aunque en los modelos de Larsen, Mamdani o TSK, la programacién se
vuelve més compleja para encontrar la desdifusion, aunque existen las descripciones analiticas (min,
max) que son dificiles de tratar matematicamente.

Sin embargo, cabe mencionar que la sintonizacién de un control difuso requiere de una técnica
heuristica mas acentuada que en otros esquemas de control, lo que incluso complica el analisis de
estabilidad del sistema realimentado.

A diferencia del control LQR, se realizo un control difuso con solo tres variables, con las cuales se
logro mantener al péndulo en equilibrio con un dngulo de desviacién muy pequefio respecto a la
referencia como se muestra en la figura 6.1. El aumento de la variable de estado restante podria
mejorar el control del sistema, aunque aumentarian el nimero de reglas y la complejidad de la
sintonizacion.

La conveniencia de emplear una técnica basada en modelo de una que no lo requiere, depende
claramente de pesar las ventajas y desventajas de ambas. Para cada sistema se debe tomar en cuenta
el desempefio del controlador y las necesidades del disefiador. Un factor importante es el peso
computacional que requiere cada técnica: el control difuso puede aumentar su peso computacional
si se aumentan los conjuntos de entrada, la técnica de desdifusién o el nimero de variables en el
sistema, necesitando un mayor tiempo para obtener un voltaje de salida, mientras que el vector de
ganancias requiere de pocos recursos.

En el siguiente capitulo finalizaremos con las conclusiones del trabajo.
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CONCLUSIONES

6.1 Conclusiones

El péndulo invertido QUANSER es un sistema inestable, se comprueba que contiene elementos
dificiles de modelar, como el desgaste en los componentes (engranes) y friccién no uniforme. A pesar
de esto, el objetivo general del trabajo se cumplié: Se logré implementar un control difuso que man-
tiene al péndulo invertido en una posicién cercana al punto de equilibrio inestable disefiado
mediante la experiencia en la operacion del sistema.

Para realizar los experimentos se emple6 un equipo de computo personal y la tarjeta de
adquisicién de datos USB-6009 como interfaz para controlar al sistema, la programacion se realizé en
visual basic 6.0, logrando un tiempo del procesamiento (muestreo de las sefiales, filtrado, etapa de
control y salida de control) de 2 milisegundos entre muestras, lo cual es suficiente para estabilizar al
sistema.

El modelo del sistema es una aproximacién matematica muy importante, ya que a pesar de tratar
de modelar lo mejor posible al sistema, existen dinamicas en este que no se pueden integrar al
modelo matematico, que sin embargo proporciona informacién relevante que ayuda al control del
sistema con el regulador 6ptimo cuadratico. El modelo puede ser aproximado de una mejor manera,
bajo ciertas condiciones, utilizando el conocimiento de un operador con experiencia, de esta forma,
cuyo conocimiento “heuristico” queda codificado en el control difuso.

El regulador 6ptimo cuadratico no logro estabilizar en forma experimental a todos los estados del
sistema, pero mantuvo al péndulo invertido cercano en la posicién deseada, cumpliendo con el
proposito principal del disefio. Utilizar esta técnica es sencillo, siempre y cuando se obtenga previa-
mente el modelo matemético que represente en la forma més fidedigna posible al sistema. Al ser una
técnica lineal, es mas susceptible al ruido de las sefiales de medicién, provocado por las ganancias de
la matriz de retroalimentacién, comparando las sefiales de control en las dos técnicas se observa que
la sefial obtenida con el control LQR es mas ruidosa que la del control difuso. A pesar de esto, el
control en lazo cerrado produjo buenos resultados.

El control difuso demostré ser una técnica mas sensible en comparacién con el control LQR. Pese
a que la salida de control fue mas limpia (lo que produjo que el péndulo estuviera muy cercano al
angulo de referencia). El mayor problema se present6 en la posicién del carro, es importante men-

cionar que el control opera con 3 variables de control, lo cual podria afectar drasticamente el desem-
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peno del mismo. Pero experimentalmente, se observé que el control es sensible a cambios en las
variables del sistema, pero con alteraciones externas del sistema, el control no logra estabilizar al
sistema. El control difuso estabilizo al sistema demostrando que puede mantener en equilibrio a la
barra, a pesar de controlar solo tres variables del sistema.

Estas dos técnicas son una buena opcién para controlar sistemas complejos o sencillos, la decisién
la tomara cada disefiador con base en el conocimiento que se tenga del sistema y los requisitos de
disefio.

De acuerdo a los objetivos particulares de la tesis se puede mencionar:

1. Se logré implementar el sistema mecanico y medir sus variables de estado.

2. Se identificaron los parametros del sistema, y se obtuvo un modelo
matematico que ayudo a controlar al sistema con un regulador éptimo cuadrético.

3. La tarjeta de bajo costo de National Instrument USB - 6009, fue suficiente
para controlar al péndulo invertido.

4. Se probaron dos técnicas de control (LQR y control difuso singleton), se anali-
zaron y se comprobé que los dos sistemas estabilizan la posicién angular del
sistema.

Finalmente, se concluye que el sistema (péndulo invertido con carro) es controlable, y es posible
estabilizar la posicion angular del péndulo con el control LQR y con el control difuso singleton propu-

estos en este trabajo, utilizando un modulo de adquisicién de datos de bajo costo.

6.2 Trabajo futuro
El trabajo presentado ofrece un andlisis del control LOR y del control difuso tipo singleton, y se

demostré experimentalmente los alcances y los limites de cada controlar. Cabe aclarar que estos
controles atn pueden ser mejorados, serfa interesante observar el desempefio del control difuso
singleton utilizando 4 variables, como trabajo futuro:

-Controlar al sistema optimizando el numero de reglas, regiones de accién de

conjuntos difusos y elementos consecuentes.
-Optimizar la carga computacional del control difuso

-Emplear controles takagi-sugeno con controles lineales en la parte consecuente.
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Como ya se habia comentado una ampliacién al trabajo es aumentar la variable de la posicién del
carro en el control difuso. Observando el desempefio del control y con resultados positivos, se podria
incrementar la dificultad de control colocando al péndulo invertido sobre un balancin, lo que
obligaria al disefiador a controlar tanto la posicién del péndulo, como la posicién del carro para man-
tener estable al nuevo sistema.

El programa puede ser utilizado para multiples sistemas, se pueden realizar modificaciones en la
etapa de control y en los filtros si es necesario. El programa y la tarjeta de adquisicién de datos
pueden medir hasta 4 variables diferentes y obtener su velocidad mediante filtros derivativos, por lo

tanto, se pueden obtener 8 variables de medicién con un tiempo de muestreo de 2 milisegundos.
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Programacion

La implementacién de los esquemas de control se realiza con
un lenguaje de programacion de alto nivel (visual basic 6.0), el

cual ofrece reducir el tiempo de procesamiento y mejora el

tiempo de muestreo comparandolo con otros programas como
MATLABy LabVIEW.

La informacién de las variables de estado del sistema son
guardados en un archivo como un arreglo matricial, estos datos
pueden ser analizados posteriormente con MATLAB.

En la figura Al y A2 se muestran los diagramas de flujo del
programa utilizado para el control LQR y el programa que

contiene el control difuso singleton respectivamente.

El programa para identificar pardmetros se desarrollo en

MATLAB, utilizando datos experimentales obtenidos previa-

mente con el programa de adquisicién de datos.
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Programacion

Leer nimero de muestras a obtener

v

Crear tareas de canales analégicos de
entrada y salida

v

Crear archivo de texto para guardar datos

Configuracion de las tareas
para leer y mandar datos

€
\ 4

Lectura de la posicién angular y
posicién del carro

Filtro pasabajas de las sefales de posicién

Filtro derivativo

v

Control LQR

Mandar dato de control
por puerto

El nimero de
muestras se ha
completado

\ Mandar voltaje para
detener el motor

Guardar los datos en el
archivo generado

Detener las tareas de
adquisicion de datos

figura Al. Diagrama de
Fin flujo del control LQR
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B Programacion
Inicio

/ Leer nimero de muestras a obtener /

Crear tareas de canales analégicos de
entrada y salida

Crear archivo de texto para guardar datos

Configuracién de las tareas
para leer y mandar datos

A
N\
y

\

Lectura de la posicién angular y
posicion del carro

Filtro pasabajas de las sefiales de posicion

—

Filtro derivativo

v v

Difusion de las variables del sistema

v

Reglas difusas

v

Promedio ponderado

v

Mandar dato de control
por puerto

El nimero de
muestras se ha
completado

Mandar voltaje para
detener el motor
Guardar los datos en el
archivo generado

Detener las tareas de
adquisicién de datos

figura A2. Diagrama de
flujo del control difuso
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