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Introduccion

El presente trabajo esta basado en el articulo de K. Al-Takhman, C. Lomp y R.
Wisbauer titulado 7-complemented and T-supplemented modules [2]. Aqui se estudian
clases propias de sucesiones exactas cortas inducidas por complementos y suplementos
relativos a radicales idempotentes.

Para llegar a ello, en el primer capitulo se presentan resultados béasicos de la teoria
de modulos que serviran como herramienta a lo largo de esta tesis. Debido a que se
trabaja en una subcategoria de R-Mod, debemos tomar en cuenta lo siguiente: 51 M y
N son R-modulos, N se dice que es M-generado si existe un epimorfismo M) — N.
Los submoédulos de los médulos M-generados son llamados M-subgenerados y forman
la categoria o[M]. Esta es la subcategoria plena de R-Mod més pequena que contiene
al médulo M. Se trasladan conceptos conocidos a esta categoria. Por ejemplo, decimos
que U es M-inyectivo si todo diagrama

0—>K-T=Nm

|

U

puede ser extendido conmutativamente por un morfismo M — U. Se observé en [7] que
un modulo es inyectivo en o[M] siy sélo si es M-inyectivo.

Los modulos M-proyectivos son definidos de forma analoga. Todo médulo proyectivo
en o[M] es M-proyectivo, sin embargo el reciproco es cierto solo para los modulos
finitamente generados.

En el capitulo dos se definen las clases propias de sucesiones exactas cortas en
o[M]. Ademss, dada una clase de modulos P se denota por E” a la clase de todas las
sucesiones exactas cortas en o[M] en las cuales el funtor Hom(P, ) es exacto para
cada P € P. Se prueba que esta es una clase propia y este tipo de clases son llamadas
Proyectivamente generadas.

De forma dual, se definen las clases Inyectivamente generadas.

Se denota por E. a la clase de sucesiones exactas cortas 0 - K — L — N — 0
tales que K es pseudocomplemento en L y se prueba que E. es una clase propia.

Se establecen generalizaciones para los pseudocomplementos y suplementos utilizan-
do (pre)radicales en o[M], llamados 7-complementos y T-suplementos con 7 un
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v INTRODUCCION

(pre)radical. Diremos que K C L es un 7-complemento en L si existe U C L tal que
KNU =0y 7(L/K) C (U+ K)/K ~ U. Se establece una caracterizacion para los
T-complementos y resulta ser que la clase de sucesiones exactas cortas donde K es un
T-complemento en L es Proyectivamente generada por T..

Cuando tomamos 7 = Zoc(_) se caracteriza a los submodulos nitidos.

Si 7 es un radical, K C L es un 7-suplemento si existe U C L tal que K +U = L
y UN K C 7(K). Resulta que la clase de sucesiones exactas cortas donde K es 7-
suplemento en L es Inyectivamente generada por [F..

En particular, si 7 = Rad(_) tenemos a los submddulos conitidos.

En el altimo capitulo se trabaja con los modulos T-suplementados, aquellos mo-
dulos en los que todo submodulo tiene 7-suplemento. Se traen conceptos como cubiertas
proyectivas y moédulos semiperfectos a nociones de radicales idempotentes estableciendo
vinculos entre 7-suplementos y 7-cubiertas proyectivas.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se recuerdan resultados bésicos de la teoria de médulos. R denota
un anillo asociativo con 1y R-Mod la categoria de los R-mo6dulos izquierdos unitarios.
Se consideran propiedades de o[M], asi como proposiciones sobre modulos esenciales. Se
da una importante caracterizaciéon de los pseudocomplementos, a saber, es equivalente
ser pseudocomplemento a ser esencialmente cerrado.

1.1. Definiciones

Definiciéon 1.1.1 Sea M un R-modulo y N un submddulo de M, decimos que N es un
sumando directo de M si existe K submodulo de M tal que M = N+ K y NN K = 0.
Lo denotamos M = N & K.

Definicién 1.1.2 Una sucesion {... Fis, i1 ELN M; Fou, My ELN ...} de R-
mddulos y morfismos de R-mddulos es exacta en M; si Im(f;) = Nuc(fit1).

La sucesion es exacta st es exacta en M; Vi.

Definicion 1.1.3 Una sucesion exacta de la forma 0 — M’ LM% M =0l

llamamos sucesion exacta corta.

. e f g .. .
Definicion 1.1.4 Sea 0 — M’ = M = M" — 0 una sucesion exacta corta, decimos
que la sucesion se escinde si existe un morfismo h : M" — M tal que go h = 1.

Proposiciéon 1.1.5 Sea 0 — M’ Lo M % M" = 0 una sucesion exacta corta que se
escinde entonces la funcion ¢ - M' & M" — M definida por ¢((z,y)) = f(z) + h(y) es
un isomorfismo, donde h: M" — M es tal que go h = 1.

Demostracion:
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Sea (z,y) € Nuc(¢) entonces 0 = ¢((z,y)) = f(z) + h(y) de donde

0= g(0)
= g(f(z) + h(y))
= (g0 f)(z)+ (goh)(y)
=0+ 1y(y)
=y

por tanto y = 0 asi que h(y) = 0 de donde 0 = f(z) +0 = f(z) y como f es un
monomorfismo tenemos que z = 0 por lo tanto ¢ es un monomorfismo.

Ahora, sea m € M, entonces (g o h) o g(m) = g(m) pues g o h = 1y, por lo que
m—h(g(m)) € Nuc(g) = Im(f), por lo tanto existe z € M’ tal que m—h(g(m)) = f(x)
de donde m = f(x) + h(g(m)) = ¢(z, g(m)) por lo tanto ¢ es epimorfismo
por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

Proposicion 1.1.6 Sea M un mddulo, K C M es un sumando directo con M = K& N
sty solo si existe un idempotente f € End(M) tal que f(M) =K y (1 — f)(M)=N.

Demostracion:

(=) Supongamos que M = K @ N para algin N C M y definimos a 7 : M — K
como m(k+n) = k para todom = (k+n) € M y la inclusion ¢ : K — M como i(k) = k
para todo k € K. Entonces f = (i o) € End(M) es idempotente ya que (7o) = 1x
de donde fof=(iom)o(iom)=iolyomr=iom=f.

Ademas, para m € M tenemos que f(m) = (i o7)(m) = i(k) = k por lo tanto
f(M)=K.

De igual forma, (1 — f)(m) =m— f(m)=m—(iom)(m)=m—-k=k+n—k=n
por tanto (1 — f)(M) = N.

(<) Supongamos que existe f € End(M) idempotente tal que f(M) = Ky (1 —
f)(M) = N, entonces M = f(M)+ (1 — f)(M) ya que para toda m € M se tiene que
m= f(m)+m— f(m) = f(m) + (1 — f)(m)

Ahoar veamos que Nuc(f) = (1 — f)(M). Sea x € Nuc(f) entonces f(x) =0y como
r=x—0=x— f(x) tenemos que x € (1 — f)(M).

Seax € (1— f)(M) entonces x = y — f(y) para alguna y € M, aplicando f tenemos
que f(z) = f(y) — f(f(y)) = f(y) — f(y) = 0 porque f es idempotente, por tanto
f(z) =0..2 € Nuc(f) .. Nuc(f) = (1 — f)(M).

Seax € f(M)N(1—f)(M) = f(M)N Nuc(f) entonces x = f(y) para algunay € M
y £(z) = 0 por lo aue f{z) = £(f(y)) = f(y) = 0 por lo tanto & = 0

M= f(M)® (11— f)(M). . K= f(M) esun sumando directo de M.

Proposicion 1.1.7 St K,H,L son submddulos de M y K C H entonces

HN(K+L) =K+ (HNL).
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Demostracion: Debido a que K C H tenemos que K = H N K, de donde

K+(HNL)=(HNK)+(HNL)
CHN(K+1L).

Ahora, sea x € HN (K + L), entonces © € H y existen k € K y [ € L tal que x =k +1
como k € K C H entoncesz —k=1€ HNLporlotantox =k+1le€ K+ (HNL).
LHN(K+L)=K+ (HNL).

Teorema 1.1.8 Sean M, M', N y N' R-mddulos y sea f : M — N un morfismo

1. Sig: M — M’ es un epimorfismo tal que Nuc(g) C Nuc(f) entonces existe un
inico morfismo h : M' — N tal que f = hog.
Mds ain, Nuc(h) = g(Nuc(f)) e Im(h) = Im(f), entonces h es monomorfismo si
y solo si Nuc(g) = Nuc(f) y h es epimorfismo si y sdlo si f es epimorfismo

l 7
v

g .

L, h

M/

2. Sig: N — N es un monomorfismo con Im(f) C Im(g) entonces existe un inico
morfismo h : M — N’ tal que f = go h.
Mids atin, Nuc(h) = Nuc(f) e Im(h) = g~ *(Im(f)), entonces h es monomorfismo
st y solo si f es monomorfismo y h es epimorfismo si y sélo si Im(g) = Im(f)

M-1-nN

N
N
g
N
hAT

N/

Demostracion:

(1) Supongamos que Nuc(g) € Nuc(f) y sean o',y € M’. Como g es epimorfismo
existen x,y € M tal que g(z) 'y gly) = . Si 2’ = 3y entonces g(z —y) =
g(x) —g(y) =2’ —y =0, por lo que x —y € Nuc(g) C Nuc(f) y entonces f(z—y) =0
por lo que f(z) = f(y). Dedonde h : M’ — N dado por h(z') = f(z) esté bien definido.

Para ver que es un morfismo consideremos x’,y" € M’ x,y € M tales que g(z) = 2
v gly) = ¢ y a,b € R, entonces g(ax + by) = azx’ + by', por lo que h(azx’ + by') =
flax +by) = af(x) + bf(y) = ah(z’) + bh(Y').

Si existiera h' : M’ — N tal que f = h' o g entonces ho g = h' o g pero como g es
epimorfismo tenemos que h = h'.

Sea z' € Nuc(h), entonces h(z') = 0 = f(z) con 2’ = g(z) por lo tanto Nuc(h) C

g(Nuc(f)).
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Sea 2’ € g(Nuc(f)). Entonces 2’ = g(x) con f(z) = 0, por lo que h(z') = h(g(x)) =
f(z) =0, es decir, ' € Nuc(h). Por lo tanto Nuc(h) = g(Nuc(f)).

Ahora, sea z € Im(f), entonces existe y € M tal que f(y) = = perof(y) = h(g(y))
de donde x = h(g(y)), es decir, z € Im(h).

Sea x € Im(h) entonces existe y' € M’ tal que h(y') = x, pero también existe y € M
tal que g(y) = ¢/, por lo tanto x = h(g(y)) = f(y). Por lo tanto Im(f) = Im(h).

De lo anterior se sigue que h es monomorfismo si y solo si Nuc(g) = Nuc(f) y h es
epimorfismo si y s6lo si f es epimorfismo.

(2) Para cada m € M, f(m) €lm(f) C Im(g), entonces f(m) = g(n’), pero como g
es un monomorfismo tenemos que n’ € N’ es tnico, por lo tanto existe h : M — N’ tal
que f = go h dado por h(m) =n'.

Es un morfismo ya que si z,y € M, ',y € N' y a,b € R son tales que f(x) = g(2’)
y f(y) = g(v/) entonces h(ax + by) = ax’ 4+ by’ = ah(x) + bh(y).

Si existiera ' : M — N’ tal que f = go h/ entonces goh' = go h y como g es
monomorfismo tenemos que b’ = h.

Sea z € Nuc(h) entonces h(z) = 0, por lo que g(h(z)) = 0, es decir f(x) = 0. Por
lo tanto x € Nuc(f).

Sea x € Nuc(f) entonces f(z) = g(h(z)) =0y como g es monomorfismo h(z) = 0.
Por lo tanto Nuc(f) =Nuc(h).

Sea x € Im(h) entonces x = h(y) para alguna y € M, por lo tanto g(z) = g(h(y)) =
f(y) € Im(f), por lo tanto z € g~ (Im(f)).

Sea x € ¢g~'(Im(f)). Entonces g(x) = f(y) = g(h(y)) y como g es monomorfismo
x = h(y). Por lo tanto Im(h) = g~} (Im(f)).

De lo anterior se sigue que h es monomorfismo si y sélo si f es monomorfismo y h
es epimorfismo si y solo si Im(g) = Im(f).

Definiciéon 1.1.9 Sean f1: My — M y fo : My — M dos morfismos en R — Mod. Un
diagrama conmutativo en R — Mod

P—2 M,

pll lf2
fi

M, —— M
es llamado el producto fibrado para la pareja (f1, f2) si para todo par de morfismos

g1: X = My ygo: X — My con f10g1 = fa0 g, existe un unico morfismo g : X — P
Conp1og=yg1 Yyp209 = g2

Definicién 1.1.10 Sean g1 : N — Ny y g2 : N — Ny dos morfismos en R — Mod. Un
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diagrama conmutativo en R — Mod

NLNQ

gll |

N, -2 Q
es llamado suma fibrada para la pareja (g1, go) si para todo par de morfismos hy : Ny —
Y y hy : Ny = Y con hyogy = hy o gy, existe un unico morfismo h : Q — Y con

hogi="hy yhoqgy = hs

Proposicién 1.1.11 Para todo diagrama conmutativo con renglones exactos:

M, fi M, f2 M, 0

b I

0 N, —Z- N, £ N,

1. Las siguientes condiciones son equivalentes

a) eriste o : Mz — Ny tal que go o v = ¢b3
b) existe f: My — Ny tal que fo f1 = ¢y

2. Si¢1 y @3 son epimorfismos(monomorfismos) entonces ¢o es epimorfismo(monomorfismo)
3. St @1 es epimorfismo y ¢o es monomorfismo , entonces ¢3 es monomorfismo

4. Si ¢9 es epimorfismo y ¢35 es monomorfismo, entonces ¢ es epimorfismo.

Demostracion:

(1) (a) = (b) Supongamos que existe « : M3 — N, tal que g, 0 @ = ¢3, de donde
g20a0 fo = (30 fo = gaoy. Por lo tanto ga(py — o fo) = 0, es decir, Im(¢py —avo fo) C
Nuc(ge) = Im(gy). Por lo tanto existe 3 : My — Nj tal que (pa—ao fa) = g1003, aplicando
f1 obtenemos que (¢20 f1) —ao(fao fi1) = giofBo fi. Por lo tanto (¢20 f1) = g1oBo fi
y como el diagrama es conmutativo g; o ¢; = gy o f o fi pero g; es monomorfismo,
entonces finalmente ¢; = 5o fi.

(b) = (a) Supongamos que existe 3 : My — Nj tal que o f; = ¢; entonces
giofofi = g1odr = ¢a0 f1 porlo que (po—(g10/3)) f1 = 0. Debido a que los renglones son
exactos tenemos que Nuc(fy) = Im(f;) € Nuc(po—(g100)) de donde existe a : M3 — Ny
tal que avo fy = ¢o —(g103) por lo cual gyoa0 fo = gaoda—(g20g108) = gaoda = P30 fo
pero como fy es un epimorfismo entonces g; 0 @ = ¢3.

(2) Supongamos que ¢1 y ¢3 son epimorfismos y sea x € Ny enotnces go(z) € N3
y va que ¢3 es epimorfismo existe 1 € Mj tal que ¢3(x1) = ¢go(x) y para z; € M;
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existe z9 € My tal que fo(xe) = x1 por lo que ¢3(fa(xs)) = g2(x) y como el diagrama
es conmutativo tenemos que gs(¢2(x2)) = g2(x). Por lo tanto ¢o(zy) — x € Nuc(gq) =
Im(gy). De donde existe y € Ny tal que ¢o(x2) — = ¢1(y) pero ¢ es epimorfismo, porlo
tanto existe y; € M tal que ¢1(y1) =y, de donde, ¢a(z2) —z = g1(d1(y1)) = ¢2(f1(y1))-
Por lo tanto = = ¢o(z2) — ¢o(f1(y1)), es decir, ¢y es epimorfismo.

(3) Sean x # y en Mj tal que ¢3(x) = ¢3(y). Entonces existen z; # xo en M, tales
que fo(z1) =y fo(xe) =y, pero ¢o es monomorfismo entonces ¢o(x1) # P2(x2) por lo
que sustituyendo

o3(fa(z1)) = ¢3(fo(za))pero el diagrama es conmutativo, entonces
92(02(71)) = g2(¢2(w2)).

Por lo tanto ¢o(z1 — 22) € Nuc(ge) = Im(gy), es decir, existen yo € Ny e y3 € M; tal
que ¢1(ys3) = y2 con

¢2(961 - IQ) = 91(y2>
= gi1( (ys))
= ¢2(f1(y3))
(

Pero, ¢9 es monomorfismo, por lo que ;7 — 25 = fi(y3) de donde, x; = fi(y3) + x2
aplicando f, obtenemos que x = fo(z1) = fa(fi(ys)) + fo(x2) = y lo cual es una
contradiccion. .*. ¢3 es monomorfismo.

(4) Sea x € N; entonces gi(x) € Ny y como ¢ es sobre, existe y € My tal que
o2(y) = g1(x). Por lo tanto g2(p2(y)) = 0 = ¢3(f2(y)), pero ¢3 es monomorfismo,
entonces fo(y) = 0, de donde, y € Nuc(fy) = Im(fy), es decir, y = fi(y1) para alguna

y1 € M. Por lo tanto ¢2(fi(v1)) = q1(x) = g1(é1(v1)) ¥ ya que g; es monomorfismo
r = ¢1(y1). .. ¢1 es epimorfismo.

1.2. La Categoria o[M|

Definicion 1.2.1 Sea M un R-mddulo, decimos que un R-mddulo N es (finitamente)
M-generado si existe un epimorfismo MY — N para algin conjunto (finito) I.

Definiciéon 1.2.2 Sea M un R-mddulo, decimos que un R-mddulo N es subgenerado
por M si N es isomorfo a un submddulo de un modulo M -generado.

Definiciéon 1.2.3 Una categoria C consta de:
(a) Una clase de objetos Ob(C) cuyos miembros se llaman objetos de C.

(b) Para cada pareja (A, B) de objetos de C, un conjunto Home(A, B) cuyos ele-
mentos son llamados morfismos de A en B de tal forma que si (A, B) # (X,Y)
entonces Home(A, B)N Home(X,Y) = @.
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(¢) Para cada terna A, A'; A" de objetos de C una operacion

Home(A', A"YxHome (A, A") — Home(A, A”)
(f,9) — fg

con la propiedad de f(gh) = (fg)h siempre que fgh este definida.

(d) Para todo A € Ob(C) existe un elemento distinguido 14 € Home(A, A) que
funciona como identidad con respecto a la operacion de morfismos de C, fly = f

ylag=yg.
Definicién 1.2.4 Una categoria D es llamada una subcategoria de C si:
1. Ob(D) C Ob(C).
2. Homp(A, B) C Home(A, B) para todo A, B € Ob(D).
3. La composicion de morfismos en D es la restriccion de la composicion en C.

Si Homp(A, B) = Home(A, B) entonces D es llamada una subcategoria plena de C.

Definiciéon 1.2.5 Una subcategoria C de R— Mod es subgenerada por M si todo objeto
en C es subgenerado por M.

Definicion 1.2.6 Denotamos por o[M] a la subcategoria plena de R — Mod cuyos
objetos son todos los R-mddulos subgenerados por M.

oM]={N € R—Mod | Nes un submddulo de un mddulo M — generado}.

Teorema 1.2.7 Para un R-mddulo M tenemos que:

1. Si N en o[M], submddulos y cocientes de N pertenecen a o[M].

2. La suma directa de una familia de modulos en o[ M] pertenece a o[M] y es igual
al coproducto de esos mddulos en o[M].

3. Producto fibrado y suma fibrada de morfismos en o[M] pertenecen a o[ M].

Demostracion:

(1) Sea N € o[M]. Entonces N < K donde K es M-generado, es decir, existe
un epimorfismo M) — K. En particular si H < N entonces H es submodulo de un
M-generado y por tanto pertenece a o[M].

Ahora, sea H C N C K. Como K es M-generado entonces K/H es M-generado,
pero N/H C K/H, por lo tanto N/H € o[M].

(2) Si {N,} es una familia de R-mddulos en o[M]y Ny C M, con M, M-generado,
entonces @ N, C @ M, con @ M, M-generado. Por lo tanto @ N, pertenece a o[M].

(3) Se sigue de (1) y (2).
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Definicion 1.2.8 Sean C y C' categorias, un funtor F' de C en C' es una correspon-
dencia F : Ob(C) — Ob(C') que asigna a cada objeto A € Ob(C) un unico F(A) €
0ob(C").

Para cada pareja (A, B) de objetos de C, una funcion

F': Home(A, B) — Home(F(A), F(B))
tal que
1. F(f,9) = F(f)F(9).
2. F(14) = 1pa)-

Definicion 1.2.9 Un funtor T de o[M] en o[M] es llamado un prerradical en o[M] si
satisface las siguientes propiedades:

1. 7(N) es un submddulo de N para todo N € o[M].

2. Si f: N — N es un morfismo en o[M] entonces f(T(N')) C7(N) y 7(f) es la
restriccion f|r(nv).

7 es llamado un radical si T(N/T(N)) = 0.
7 es llamado idempotente si T(N) = 7(7(N)).

Definicién 1.2.10 Para un prerradical T tenemos asociadas dos clases de objetos de
o[M] :

T, ={N | 7(N) = N} y

F,={N | 7(N)=0}.

Definiciéon 1.2.11 Sean M y U R-mddulos. U es llamado M -inyectivo si todo diagra-
ma

0— =K -T=M
U

puede ser extendido conmutativamente por un morfismo M — U.

Definicién 1.2.12 Un mddulo U es inyectivo en o[M] si es N-inyectivo para todo
N e o[M].

Definiciéon 1.2.13 Un submddulo K de M es esencial en M si para todo submodulo
0# L de M se tiene que KNL # 0. Entonces decimos que M es una extension esencial
de K y lo denotamos por K < M.
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Proposicion 1.2.14 Sean K, L y M mddulos, entonces:
1. Si K CLC M entonces K I M siy solosi K IL<IM
2. Sih: K — M esun morfismoy L < M entonces h™'(L) < K.

Demostracion:

(1) (=) Supongamos que K C L C My que K < M. Si0+# H < L < M entonces
HNK # 0, de donde K < L. Si existe 0 ## N < M tal que N N L = 0 entonces
N N K =0 lo cual no es posible porque K < M. Por tanto NN L #0. .:. L < M.

(<) Sea 0 # N < M. Debido a que K < L < M tenemos que NN L # 0y en
particular K NN N L # 0. Por lo tanto N N K # 0. Por lo tanto K < M.

(2) Sea 0 £ U C K. Si h(U) = 0 entonces U C Nuc(h) € h™'(L) y por lo tanto
hY(L) < K.

Si h(U) # 0 entonces h(U) N L # 0 por lo que existe 0 # u € U tal que h(u) € L'y
entonces 0 # u € UNA™'(L) por lo tanto h~'(L) < K.

Definiciéon 1.2.15 Un submddulo K de M es un submodulo cerrado en M si K no
liene extensiones esenciales propias, es decir, st K < H C M entonces K = H.

Definicién 1.2.16 Sea N un submddulo de un mddulo M. Un submddulo K C L es
un pseudocomplemento de N si K es mdximo en el conjunto de submddulos L C M con
NNL=0.

Observacion 1.2.17 Como el conjunto de submddulos L C M con KN L =0 es no
vacio, parcialmenete ordenado por la inclusion e inductivo, entonces por el Lema de

Zorn todo submddulo K C M tiene pseudocomplementos. Los pseudocomplementos de
K C M son cero si y solo st K < M.

Proposicion 1.2.18 Sea K C M un submddulo y K’ un pseudocomplemento de K en
M entonces:

1. (K +K')/K' <9 M/K’
2. K+ K 9M

Demostracion:

(1) Sea K C M con K’ C L tal que L/K'N (K + K')/K' = 0 entonces tenemos que
(K+K')NL=(KNL)+K' C K',de donde KNL C K, ademas KNLC K'NK =0
y como K’ es maximo con esa propiedad entonces L = K'. Por lo tanto (K + K')/K' <
M/K'.

(2) Consideramos la proyeccion canénica 7 : M — M/K'. Por (1) (K + K')/K' <
M/K"y dado que la imagen inversa de (K + K')/K' es K + K’ por 1.2.14 concluimos
que K + K" < M.
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Proposicion 1.2.19 Sea K C M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. K es un pseudocomplemento en M
2. K es cerrado en M
3. K =X N M para algin sumando directo X de E(M).

Demostracion: (1) = (2) Sea K un pseudocomplemento para K’ C M. Supongamos
que existe H C M tal que K < H C M entonces K N (H N K') = 0 por lo que
HN K" =0. Por lo tanto K = H, es decir K es cerrado en M.

(2) = (3) Como K C M C E(M), tenemos que E(M ) contiene una copia de E(K),
de donde, K < E(K)N M. Pero ya que K es cerrado en M entonces K = E(K) N M.
Como, por definicion, E(K) es inyectivo, se sigue que E(K) es un sumando directo de

(3)=(1)Sea E(IM)=X®Y yseaH=MNY.

Debido a que K = X N M tenemos que KNH=XNMNY =0.

Consideremos a N C M tal que K C N yseat € N/K. Luego, (X +tR)NY #0
por lo que x + tr = y para algin z € X,y € Y y r € R. Pero M < E(M) por lo que
0 # yr' € H para alguna " € R. De lo anterior obtenemos que 0 # yr’ = xr’ + trr/,
de donde zr' € X N M = K. Por lo tanto N N H # 0, es decir K es maximo con esa
propiedad y por tanto pseudocomplemento en M.

Lema 1.2.20 Un submddulo K < M es esencial en M < para cada 0 # x € M existe
unr € R tal que 0 #rx € K.

Demostracion:

(=) Supongamos que K < M y 0 # x € M entonces Rr N K # 0.

(<) Sea 0 # x € L < M entonces existe r € R tal que 0 # rz € K N L. Por tanto
K M.

Proposicion 1.2.21 Sean K1 < M; < M y Ky < My < M con M = M, & M,.
Entonces K10 Ko < M, & My & K1 < My Y Ko < M.

Demostracion:

(=) Supongamos que K7 no es esencial en M, es decir, existe 0 # L; < M; tal que
KiNnL;=0.

Veamos que (K7 + Ky) N Ly =0.Si k) € Ki,ks € Koyly € Ly con ky +ky =13
entonces ky = l; — ki € My N My = 0, lo cual no puede ser porque K; ® Ky < My & M.
Por lo tanto K1 S] M1 y KQ S] MQ.

(<) Supongamos que Ky I My y Ko I My ysean 0 # x1 € My y 0 # x9 € M,
entonces por 1.2.20 existe ;1 € R tal que 0 # rixy € K. Si rizy € Ky entonces
0 # rixy + rixs € Ky @ Ks. Siryxs no estd en Ky entonces por 1.2.20 existe ry € R tal
que 0 # roryxe € Ko y por lo tanto 0 # rorixy 4+ rorize € K1 @ K.

Por lo tanto K1 D KQ Sl M1 D MQ.
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Definicién 1.2.22 Sea M un R-mddulo y sea K C M. Decimos que K es superfluo en
M si para todo submodulo L C M con K+ L = M, tenemos que L = M. Lo denotamos
por K < M.

Definicién 1.2.23 Se dice que un R-modulo N es M-superfluo si N < L para algin
L € o[M].

Definicién 1.2.24 Sea L un R-mddulo y K C N C L. Si N/JK < L/K entonces
decimos que K es coesencial de N en L.

Definiciéon 1.2.25 N es cocerrado en L st N no tiene submddulos coesenciales propios
en L.

Definicién 1.2.26 Sea N un mddulo en o[M]. Un mddulo inyectivo E en o[M] junto
con un monomorfismo esencial f: N — E es llamado una cdpsula inyectiva de N en
o[M] y lo denotamos por N.

Definicion 1.2.27 Sean M y P R-mddulos. P es llamado M -proyectivo si todo dia-
grama

P

|

M—+N—=0
puede ser extendido conmutativamente por un morfismo P — M

Definicion 1.2.28 Un mddulo K en o[M] es llamado proyectivo en o[M] si es N-
proyectivo para todo N en o[M].

Proposicion 1.2.29 Sea P un mddulo proyectivo y K L L% N una sucesion eracta
con goh =0 para h : P — L, entonces existe h : P — K tal que h = f o h.

Definicién 1.2.30 Un mddulo M es simple si M # 0 y sus unicos submddulos son {0}
y M.

Definicién 1.2.31 Un modulo N es semisimple si M es la suma de sus submddulos

simples.

Proposicion 1.2.32 Sea {N)}x una familia de submddulos simples con M = > N,
A

entonces para todo K < M existe un conjunto de indices A, C A tal que M =

K@(%B Ny).
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Demostracion:
Sea K < M. Tomemos A, C A méaximo con la propiedad de que {Ny}5, es una
familia independiente de submoédulos con K N (Z N,) = 0. Entonces L =

K + (Z N,) es una suma directa. Por lo tanto L K@(@ N,). Pero si A € A

tenemos que Ny\NL=N,oNyNL=0.51NyNL=0se contradlce la maximalidad
de Ay por lo tanto Ny, C LVX € A, es decir, L = M.

Proposicion 1.2.33 Sea M un modulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. M es semisimple
2. M es suma directa de modulos simples
3. Todo submddulo de M es sumando directo de M

Demostracion:

(1)(=)(2) Directo de 1.2.32 tomando K = 0.

(2)(=)(3) Directo de 1.2.32.

(3)(=)(1) Para todo 0 # m € M, el submo6dulo Rm C M contiene un submddulo
maximo U. Por hipotesis, Rm es un sumando directo de M y también en Rm con
Rm = U@V con V ~ Rm/U simple. Por lo tanto todo submoédulo no nulo de M
contiene un submodulo simple.

Ahora, sea L la suma de todos los submodulos simples de M. Por hipotesis L es
un sumando directo, de donde existe P C M con M = L & P, es decir P no tiene
submodulos simples. Por lo tanto P = 0 . Por tanto M es la suma de sus submo6dulos
simples.

Definiciéon 1.2.34 Para un mddulo M se define el zoclo de M como la suma de todos
los submddulos simples de M y lo denotamos por Zoc(M). Ademds es un prerradical en
el sentido de 1.2.9.

Observacion 1.2.35 Para un modulo M tenemos que Zoc(M) = M si y sélo si M es
semisimple.

Definiciéon 1.2.36 Para un mddulo M definimos al radical de Jacobson de M como
la interseccion de todos los submddulos mdzimos de M y lo denotamos por Rad(M).
Ademds es un radical en el sentido de 1.2.9.

Definiciéon 1.2.37 Un submddulo N € o[M] es llamado M -singular si N ~ L/K para
L € o[M] tal que K < L.

Proposicion 1.2.38 Sea M un R-mddulo, entonces:
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1. Todo modulo M -singular es un submddulo de un modulo M -generado y M -singular.

2. Todo mddulo finitamente generado M -singular pertenece a o[M/L] para algin
L<IM.

3. {M/K : K < M} esun conjunto de generadores para los modulos M -generados
y M-singulares.

Demostracion:

(1)Sea L € o[M]y K C L tal que K < L. Tenemos que L es M-generada y ademés
como L <I L tenemos que L/K C f//K

(2) Por definicion un submodulo finitamente generado M-singular es de la forma
N/K con N € o[M] finitamente generado y K < N. N es un submoédulo esencial de
un moédulo finitamente generado N, es decir, existe un epimorfismo ¢ : M* — N para
algin k € Ny U = g }(N), V = g~ }(K) submédulos esenciales de M*.

Con la inclusién canénica u; : M — M* tenemos que L = (,.,u; (V) es un
submodulo esencial de M y L* esta en el nicleo de la composicion U & N — N/K.
Esto implica que N/K € o[M/L)].

(3) Directo de (2).

Definiciéon 1.2.39 Un R-mddulo M es llamado modulo Maz si todo submddulo distinto
de cero de M contiene submddulos mdazrimos.
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Capitulo 2

T-complementos y 7-suplementos

En este capitulo se desarrollan los conceptos centrales del trabajo. Se definen clases
propias de sucesiones exactas cortas. Ademas, dada una clase de modulos P se denota
por E” a la clase de todas las sucesiones exactas cortas en o[M] en las cuales el funtor
Hom(P, ) es exacto para cada P € P. Se prueba que esta es una clase propia y este
tipo de clases son llamadas Proyectivamente generadas. Analogamente tenemos a las
clases Inyectivamente generadas.

Dado un prerradical idempotente se definen los 7-complementos y se observa que la
clase de suceciones exactas cortas 0 — K — L — N — 0 donde K es un 7-complemento
en L es Proyectivamente generada.

Para un radical se definen a los 7-suplementos y se tiene que la clase de sucesiones
exactas cortas donde K es T-suplemento en L es Inyectivamente generada.

2.1. Clases propias

Definicion 2.1.1 Sea E una clase de sucesiones exactas cortas en o[M].

Si0o KL LLN-0 pertenece a E, entonces f es llamado un E-mono y g un
E-epi. La clase E es llamada propia si satisface las siguientes condiciones:

1. E es cerrada bajo isomorfismos
2. E contiene a todas las sucesiones exactas cortas que se escinden en o[M]

3. la clase de E-monos es cerrada bajo composicion y ademds si [ y f' son monomor-
fismos y ' o f es un E-mono, entonces f es un E-mono

4. la clsase de E-epis es cerrada bajo composicion y ademds si g y g' son epimorfis-
mos y go g es un E-epi, entonces g es un E-epi.

15
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Ejemplo: La clase de todas las sucesiones exactas cortas que se escinden en o[M] es
una clase propia.

Demostracion :

Sea E la clase de todas las sucesiones exactas cortas que se escinden en o[M]|

(1) Sea 0 — K L. L £ N — 0 una sucesion exacta corta que se escinde en o[M],
es decir, existe g : N — L tal que go g = 1y.
Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo

N’ 0 (1)

donde «, 3 y v son isomorfismos, entonces hay que ver que la sucesion exacta corta (1)
se escinde.
Definimos g’ : N’ — L' como g’ = 30 go~~! y entonces

g o(Bogoy™t)

g oB)o(goy™)

=(yog)o(goy™) porque g'of=ryo0g
yo(gog)ony

Yo lyoy! pues gog= Iy

v

1

g og

o Py*l

N/

.. la sucesion (1) se escinde.
(2) Por hipotesis
(3) La composicion de dos monomorfismos la podemos ver de la siguiente manera

0 j UK ——0
‘(11( ‘/z i
0——K-—T -7 L/K ——=0

LU

Supongamos que f e i son E-monos, entonces existen f: U — K tal que fo f =1 e
i:L—Utalqueioi=1g.
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Ahora, sea h : L — K, definida por h = f o4 entonces
ho(iof)=(foi)o(iof)

o (foi)of

olyof

of

Il
=

I
k| k| T

l
—

K

por lo tanto (i o f) es un E-mono.
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Ahora supongamos que i o f : K — L es un E-mono entonces existe h : L — K tal

que ho (io f) = 1g.
Ahora veamos que f es un E-mono.

Consideremos a g : U — K como g = hoi de donde go f = (hoi)of = ho(iof) = 1k

por lo tanto f es un E-mono.

(4) Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

para representar la composicién de dos epimorfismos

0 K U U/K —0
0 K L—2>L/K—=
lhg ih
Lju % Lo

Supongamos que g y h son E-epis, y veamos que h o g es un E-epi.

~ Debido a que g y h son E-epis existen g : L/K — L tal que gog = 1k y
h: L/U — L/K tal que hoh = 1p,y, de donde definimos a f : L/U — L como

f = g o h entonces
(hog)of=(hog)o(goh)
=ho(gog)oh
:holL/KoB
=hoh
=l

por lo tanto (h o g) es un E-epi.

Ahora supongamos que h o g es un E-epi y veamos que h es un E-epi

Como (h o g) es un E-epi existe f : L/U — L tal que (hog)o f = 1p,y, entonces

definiendo a h : L/U — L/K como h = (g o f) tenemos que hoh = ho (go f)

(hog)o f =1y porlo tanto h es un E-epi.

.. La clase E de todas las sucesiones exactas cortas que se escinden en o[M] es una

clase propia.
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2.2. Purezas

Proposicion 2.2.1 Sea P una clase no vacia de mddulos en o[M]. Denotemos por EP
la clase de todas las sucesiones exactas cortas en o[M] en las cuales el funtor Hom(P, )
es exacto para cada P € P. Entonces E¥ es una clase propia.

A este tipo de clases se les conoce como Proyectivamente generadas y a sus elementos
se les llama sucesiones P-puras.

Demostracion:
(1) Veamos que E” es cerrada bajo isomorfismos:

Sea P € Pyseal — K I, L % N = 0 una sucesion exacta corta en la cual el
funtor Hom(P, ) es exacto, es decir, para todo 6 : P — N existe § : P — L tal que
go 6=0.

Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos donde
a, v v son isomorfismos

P b, L

0 K’ L= N 0 (1)

Sea p: P — N’y veamos que existe p: P — L' tal que ¢’ o p = p.

Como v es un isomorfismo existe y~! : N’ — N tal que 7o~y ! = 1/, de donde
v Ytop: P — Ny por hipotesis existe 6 : P — L tal que god = v~ op, pero aplicando
~v a ambos lados de la igualdad obtenemos que

(yog)od=(yoy ")op
=1n0p

Pero por la conmutatividad del diagrama tenemos que v o g = ¢’ o # de donde

p=(yog)od
= (g’ oB)od.

Por lo tanto definiendo a p : P — L' como p = $06 tenemos que g op =g ofo0d = p.

Por lo tanto el funtor Hom(P, _) es exacto en la sucesion exacta corta (1)

(2) Veamos que E” contiene a todas las sucesiones exactas cortas que se escinden
en o[M] :

Sea 0 — K L L % N — 0 una sucesion exacta corta que se escinde, es decir, existe
g: N — Ltalque gog=1y.
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2.2. PUREZAS
Sean P € Py #: P — N entonces existe  : P — L con § = go 6 tal que
gob#=go(goh)
=(gog)od
:1]\[09
=40

por lo tanto el funtor Hom(P, ) es exacto en la sucesion
(8) Sean fy g EP-monos. Probaremos que g o f es E”-mono.
Sea P € P y para cada epimorfismo L & N — 0 definimos g, : Hom(P, L) —

Hom(P, N) como g.(0) = go 6 V0 € Hom(P, L).
Entonces el funtor Hom(P, ) es exacto si y solo si g, es un epimorfismo para todo

epimorfismo g, ya que g, es epimorfismo si dada 0 : P — N existe §: P — L tal que
9:(0) =god =4.
Consideremos el siguiente diagrama:
K——K
lf gf

g

0 L N N/L

nn

0 L/K N/K —= NJ/L

Aplicando el funtor Hom (P, ) obtenemos:

0—— Hom%P, L) —=
| - ;

0 — Hom(P, L/K) — Hom(P, N/K) —= Hom(P, N/L)

Pero por hipotesis, fi, es epimorfismo y entonces por 1.1.11 tenemos que fs, es

epimorfismo. Por lo tanto (g o f) es un E”-mono.
De igual forma, si g o f es un EP-mono, entonces f5, es un epimorfismo por lo que

por 1.1.11 f;, es epimorfismo, es decir, f es un E”-mono.
(4) Probaremos que si f y g son E”-epis entonces f o g es un E”-epi.

Seanf,gEPentoncesparaOHK—>Li>N—>OyO—>K’—>N’i>L—>O

tenemos que
f+« :Hom(P, L) — Hom(P,N) y
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g« : Hom(P, N') — Hom(P, L)

son epimorfismos.

Veamos que f, o g, : Hom(P, N') — Hom(P, N) es un epimorfismo.

Sea § € Hom(P,N), debido a que f. es epimorfismo existe ¢ € Hom(P, L) tal
que f.(¢)) = fo® = 0y como ¢ € Hom(P,L) y g. es un epimorfismo existe

0 € Hom(P, N') tal que g.(0) = gof = ¢, de donde

(feo g*)(@ = fi(go é)
= f.(0")
— fol
=40.

Por lo tanto f, o g, es un epimorfismo
*. fogesun EP-epi.

Ahora supongamos que f o g es un E”-epi, es decir, f, o g, : Hom(P,N') —
Hom(P, N) es un epimorfismo y veamos que f, : Hom(P,L) — Hom(P,N) es un
epimorfismo.

Sea 6 € Hom(P, N) entonces debido a que f, o g, es un epimorfismo existe
5 € Hom(P,N') tal que (f. 0 g.)(8) = fulgod) = fo(god) =0 pero (god) €
Hom(P, L)
por lo tanto f.(god) =6, es decir, f, es un epimorfismo.

. f es un EP-epi.

2.3. Copurezas

Proposicion 2.3.1 Sea Q una clase de modulos en o[M]. Denotemos por Eg la clase
de todas las sucesiones exactas cortas en o[M] en las cuales el funtor Hom( ,Q) es
exacto para cada @ € Q. Entonces Eg es una clase propia.

A este tipo de clases se les conoce como Inyectivamente generadas. A sus elementos
se les llama sucesiones Q-copuras.

Demostracion:

(1)Sea Q@ € Qyseal — K L. L % N — 0 una sucesion exacta corta en la cual
Hom(_, Q) es exacto, entonces para todo 0 : K — Q existe 0 : L — Q tal que fo f = 0.
Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos donde
a, 3y v son isomorfismos

00— K I N—>0
Lol
0— K T LN (1)
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Sea # : K' — ) y veamos que existe § : L' — Q tal que fo f' = .

Como « es un isomorfismo existe o= : K — K’ tal que a o a™! = 1g/, de donde
foat: K — Q vy por hipotesis existe ¢ : L — K’ tal que & o f = 6 o a™!, por
tanto, (0" o f) o a = 6. Pero debido a que el diagrama es conmutativo tenemos que
0 o (Bo f') = 6. Por lo tanto definiendo # : L — @ como § = # o 3 tenemos que

fo f' = 6. Por lo tanto Hom(_, Q) es exacto en (1).

(2) Veamos que Eg contiene a todas las sucesiones exactas cortas que se escinden
en o[M].

Sea0 — K L L % N — 0 una sucesion exacta corta que se escinde, entonces existe
f:L— Ktalque fof=1x.Sean Q € Qy 0 : K — @ entonces existe 0 : L — Q
definida como § = §o f tal que o f = (do f) o f = 4. Por lo tanto Hom(_, Q)es exacto
en la sucesion exacta corta.

(3) Sean fy g Eg-monos. Veamos que f o g es Eg-mono.

Sea 0 - K — L — N — 0 una sucesion exacta corta y () € Q. Condsideremos el
siguiente diagrama:

K———K
J{f af
L—L—~N
L
/

L/K  N/K

Sea a : K — () entonces por hipotesis existe o/ : L — @) tal que o o f = .. Para o/,
existe o’ : N — @ tal que o o g = /. Por lo tanto o” ogo f =a y como " : N — Q
tenemos que g o f es un Eg-mono.

Supongamos que g o f es un Eg-mono. Veamos que f es un Eg-mono.

Sea o : K — (@ entonces por hipotesis existe o/ : N — @ tal que &’ ogo f=ay
como o o g: L — @ tenemos que f es un Eg-mono.

(4) Sean fy g Eg-epis. Consideremos el siguiente diagrama

0 K U U/K——0
J/]-K J/z \Lh
0 K L—t-L/K——0

L
1pu

LU 5% LU
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Aplicando el funtor Hom(_, Q) con @ € Q obtenemos

Hom(L/U, Q) — Hom(L/U, Q)

lg* lgf*

0—— Hom(L/K, Q) ——~Hom(L, Q) — = Hom(K, Q)

|- B

0 — Hom(U/K, Q) — Hom(U, Q) — Hom(K, Q)

donde si §: H — T entonces $* : Hom(T,Q) — Hom(H, Q) es tal que 5*(f) = 6 o [3.
De modo que el funtor Hom( , Q) es exacto si §* es epi. Entonces por 1.1.11 tenemos
que i* es epi, es decir g o f es un Eg-epi.

Ahora, si f y g son epimorfismos y g o f es un Eg-epi, considerando el diagrama
anterior y de nuevo 1.1.11 tenemos que g es un Eg-epi.

2.4. Proyectividad e inyectividad relativa

Definicion 2.4.1 Sea E una clase propia de sucesiones exactas cortas en o[M]. Un
mddulo P € o[M] es llamado E-proyectivo si el funtor Hom(P,_ ) es exacto en todas
las sucesiones exactas cortas en E.

Proposicion 2.4.2 La clase de todas los modulos E-proyectivos es cerrada bajo sumas
directas y sumandos directos.

Demostracion:

Sea [E una clase propia y sea {P;};c; una familia de médulos E-proyectivos y considere-

mos a P = @ P,. Como cada P, es E-proyectivo tenemos que para toda sucesion exacta
I

CortaO—>Ki>Li>NﬁOenEytodomorﬁsmoai:Pi—>Nexisteo7¢:Pi—>Ltal
que g o o; = Q.

Sea a : P — N y consideremos « o u; donde u; : P, — P es la inclusion natural,
entonces por hipotesis existe a; : P, — L tal que g o &; = o o u;. Pero por la propiedad
universal de la suma directa, la familia {@;} induce un tnico morfismo & : P — L tal
que @ o u; = Q.

Veamos que goa = «. Entonces por la propiedad universal de la suma directa basta
probar que g o & o u; = o u; para todo ¢ € I. Pero,

goaou; =godq;

= (O Uy

Por lo tanto g o @ = a. .. P es E-proyectivo.
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Ademas, si H C P es un sumando directo con P = H & H’, veamos que H es
[E-proyectivo.

Sea o : H — N y consideramos aony, donde my : P — H es la proyeccion canodnica,
entonces por hipotesis existe § : P — L tal que aomy = god, de modo que si definimos
a: H — L como & =0 ouy tenemos que

goa=go(douy)
= o (ryouy)

=«
.". H es E-proyectivo.

Definicion 2.4.3 Un mddulo Q € o[M] es llamado E-inyectivo si el funtor Hom(_,Q)
es exacto en todas las sucesiones exactas cortas en E.

Proposicion 2.4.4 La clase de todos los mddulos E-inyectivos es cerrada bajo produc-
tos directos y sumandos directos.

Demostracion:

Sea [E una clase propia y sea {Q;} una familia de modulos E-inyectivos y consideremos
a @ = [[Qi;. Como cada @; es E-inyectivo tenemos que para toda sucesion exacta
corta0 = K L L% N >0enE y todo morfismo 0 : K — ), existe un morfismo
0:L— Q;tal que fo f=0,.

Sea # : K — () entonces para m; o  existe, por hipétesis, 6; : L — @, tal que
f;0 f = m o0, de donde por la propiedad universal del producto directo, la familia {6;}
induce un nico morfismo 0 : L — Q tal que m; 0 8 = 6.

Pero,

Wi0(§0f):§iof
=m; 00 para todo i € [

entonces por la propiedad universal del producto directo tenemos que fo f = 6. Por lo
tanto, () es E-inyectivo.

Ademés, si H es un sumando directo de (), con Q = H® H',si 6 : K — H es un
morfismo, considero g o 6 que por hipotesis existe d : L — @) tal que do f = my 0 6.
De donde definiendo 6 : L — H como 8 = uy o § tenemos que

Oof=uyo(5of)
= (uyomyn)of

=0

.. H es E-inyectivo.
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2.5. Clases de submoé6dulos que son complementos

Teorema 2.5.1 Sea E. la clase de sucesiones exactas cortas 0 — K ER LL N =0
en o[M] tales que K C L es un pseudocomplemento en L. Entonces:

1. E, es una clase propia en o[M]

2. Todo mdodulo (semi-)simple en o[M] es E.-proyectivo.

Demostracion : (1)
(i) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

N’ 0 (1)

donde «a, 3 y v son isomorfismos.

Supongamos que K es un pseudocomplemento en L, entonces por 1.2.19 K es cerrado
en L. Supongamos que K’ no es cerrado en I/, es decir, existe H' C L' tal que K’ < H'.

Considerando 8|g-1(gr) : 371 (H') — H' por 1.2.14 tenemos que -1 (K') < 571 (H').
De donde, K < 371(H’) lo cual no es posible.

Por lo tanto K’ es cerrado en L'.

(ii) Sea 0 — K L L % N — 0 una sucesion exacta corta que se escinde en o[M],
entonces L = K & U para algin U C L con U = N y en particular K NU = 0.

Para ver que U es maximo supongamos que K N U’ =0 con U C U’, entonces

U=(KNnU)+U
=(K+U)nU’ por la ley modular
=LNU
=U

por lo tanto U es maximo con K NU = 0, es decir, K es un pseudocomplemento en L.

(iii) Sea K C L C N. Por 1.2.19 K es pseudocomplemento si y solo si K es cerrado,
entonces si K es cerrado en N, veamos que K es cerrado en L.

Como K es cerrado en N entonces K no tiene extensiones esenciales propias en /V,
y debido a que K < K, donde K es la cépsula inyectiva de K en o[M], y KNNCN
entonces K < KNNCN 1mphca que K = KNN.

ComoLCNsetlenequeKﬂLCKﬂNydebldoaqueKﬂN K CL
obtenemos que K NN C KN L. Por lo tanto K = KNN = KN L, es decir, por 1.2.19
K es cerrado en L.
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Por otro lado, sean K C L y L C N submoédulos cerrados y veamos que K es
cerrado en N. Eligiendo KQ L C N tenemos que K=KNnL=KNnLNN=KNN
por lo tanto K es cerrado en V.

(iv) Considere el diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

0 K U U/K —0
LIK Lz l
0 K L—'>~L/K—>0
J/hg ih
LJU % LU

Supongamos que h y g tienen ntcleos cerrados, es decir, no tienen extensiones esenciales
propias y supongamos que U = Nuc(hg) no es cerrado en L, esto implica que U tiene
una extension esencial propia en L entonces denotemos por U la cerradura esencial de
U en L. Debido a esto K es cerrado en U y Nuc(h) = U/K < U/K, lo cual es una
contradiccion porque U/K es cerrado en L/K. Por lo tanto U es cerrado en L.

Ahora supongamos que U = Nuc(hg) es cerrado y ademés supongamos que
U/K = Nuc(h) no es cerrado, es decir, tiene una extension esencial propia V en
L/K, es decir, Nuc(h) < V y considerando la restriccion glg-1v) : g'(V) — V
por 1.2.14 tenemos que g~'(Nuc(h)) < g *(V) pero g }(Nuc(h)) = {x € L : g(z) €
Nuc(h)} = {z € L : hg(xz) = 0} = U de donde U = g~ '(Nuc(h)) < g~ (V) contradi-
ciendo que U es cerrado. Por lo tanto U/K es cerrado en L/K.

(2) Sea K C L un submodulo cerrado y S C L/K un submodulo simple. Entonces
S ~ N/K para algun submodulo K C N C L. De donde K es méximo en N y por ser
cerrado en L no es esencial en N. Entonces, existe 0 # H C N tal que H N K = 0.
Ademas, como (K + H)/K # 0y N/K es simple entonces (K + H)/K = N/K y por
lo tanto K + H = N. Por lo tanto K es un sumando directo, de donde N — N/K se
escinde, es decir, N/K es proyectivo relativo a L. — L/K. Por lo tanto N/K ~ S es
E.-proyectivo.

Por 2.4.2 se sigue que todo moédulo semisimple es E_.-proyectivo.

2.6. Submoédulos 7-complementos

Teorema 2.6.1 (Caracterizaciéon de T-complementos) Sea T un prerradical idem-
potente en o[M] con clases asociadas T, y F,. Entonces para un submddulo K C L
donde L € o[M], las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Todo N € T, es proyectivo respecto a la proyeccion L — L/ K
(b) Eziste un submodulo U C L tal que KNU =0y 7(L/K)=(U+K)/K=U
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(¢) FEziste un submddulo U C L tal que KNU =0y 7(L/K) C(U+K)/K=U.

Si1 K satisface estas condiciones, entonces K es llamado un T-complemento en L.

Se observa que la clase de sucesiones exactas cortas 0 - K — L — N — 0 donde K es
un 7-complemento en L es proyectivamente generada en el sentido de 2.2.1.

Demostracion:
(a) = (b)
Para
T(L/K)

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos mediante producto
fibrado

iK

0 K K T(L/K)—=0 (1)
0 fl(K i J L/lK 0

Como 7 es un prerradical idempotente se tiene que 7(7(L/K)) = 7(L/K), es decir
7(L/K) € T,.entonces por hipotesis 7(L/K) es proyectivo relativo a L — L/K de

donde, existe h : 7(L/K) — L tal que i = go h. Entonces por 1.1.11, existe f: K — K
tal que I1x = f oig, de donde la sucesion (1) se escinde, por lo tanto tenemos que,

K=KoU paraalgin UC K y (K +U)/K = 7(L/K)

coexiste U C Ltalque KNU =0y 7(L/K) = (K+U)/K.

(b) = (a)

Sea N € T,es decir, 7(N) =Ny f: N — L/K. Como 7 es un prerradical f(7(N)) C
7(L/K) pero f(T(N)) = f(IN) = Im(f), por lo tanto Im(f) C 7(L/K). Entonces por
el teorema del factor, existe o : N — 7(L/K) tal que f =ioa.

7(L/K) !
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Por lo tanto, definiendo ' : N — L como h' = hoa, donde h : 7(L/K) — L es
dado en (a) = (b) tal que i = g o h, tenemos que

golh'=go(hoa)

—(goh)oa
=i0oq pues i =goh
=
.. N es proyectivo relativo a L — L/K.
(c) = (b)
Sea U' = 1(U).
Primero
KnU =Kn7(U)
CKNU pues 7(U) CU
=0 por hipdtesis
LKNU =0.

Ahora,como U = (U + K)/K C (L+ K)/K C L/K entonces 7(U) C 7(L/K),
por otro lado, debido a que por hipétesis 7(L/K) C U y 7 es idempotente 7(L/K) =
7(1(L/K)) C 7(U).

Por lo tanto U’ = 7(U) = 7(L/K).
(b) = (c)
Directo de la hipotesis.

Corolario 2.6.2 Sea 7 un prerradical para o[M] y K C L donde L € o[M]. Entonces:

1. Si K es un T-complemento en L y L/K € T,, entonces K es un sumando directo
de L.

2. Si L € T,, entonces todo T-complemento en L es un sumando directo.

Demostracion : (1) Como K es un 7-complemento y L/K € T, entonces por 2.6.1
L=KaU,

por lo tanto K es sumando directo de L.
(2) Sea K un 7T-complemento en L, entonces como L € T, tenemos que L/K € T,
entonces por (1) K es sumando directo de L.
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2.7. Submodulos nitidos

En particular, para 7 = Zoc(_) tenemos lo siguiente:

Definiciéon 2.7.1 Un monomorfismo f : K — L es llamado nitido si todo modulo sim-
ple S es proyectivo respecto a L — L/Im(f), es decir, Hom(S, L) —Hom(S,L/Im(f)) —
0 es exacto.

Por 2.2.1 tenemos que la clase de sucesiones exactas cortas con monomorfismos nitidos
es Proyectivamente generada.

Teorema 2.7.2 (Submoédulos nitidos que son cerrados) Para un mddulo M las
stguientes condiciones son equivalentes:

(a) todo submddulo nitido de M es cerrado

(b) un submddulo de M es cerrado si y solo si es nitido

(¢) para todo L € o[M], submddulos nitidos de L son cerrados
(d) para todo submdédulo esencial U C M, Zoc(M/U) # 0

(e) todo mddulo M-singular es semiartiniano.

Demostracion :

(a) = (b)
Por (a) basta probar que todo submodulo cerrado es nitido.

Sea K C M un submoédulo cerrado, entonces por 2.5.1 para todo médulo simple S
tenemos que Hom(S, M) — Hom(S, M/K) es exacto, y por tanto K es nitido.

(b) = (a)
Sea K un submoddulo de M entonces por hipotesis K es nitido y cerrado.

(c) = (a)
Directo de la hipotesis.

(a) = (d)
Sea U un submodulo propio esencial de M, es decir, U < M de donde U tiene exten-
siones esenciales propias por tanto no es cerrado y por (a) no es nitido en M, entonces
existe g : S — M/U donde S es un médulo simple, tal que no puede ser levantado
a un morfismo f : S — M. Entonces, si Im(g) = 0 existirfa el morfismo “cero” que
harfa posible tal extension contradiciendo la hipotesis, por lo tanto Im(g) # 0, es decir,
Zoc(MJU) #0

(d) = (e)
Sea M /U un modulo M-singular, entonces U < M. Consideremos un cociente propio de
M/U, digamos M/V con U CV C M. Como U < M por 1.2.14 V < M. Por lo tanto
M /V es M-singular y por hipotesis Zoc(M/V') # 0, es decir, M /U es semiartiniano. Por



2.8. SUBMODULOS QUE SON 7-SUPLEMENTOS 29

1.2.38 {M/U : U 9 M} es un conjunto de generadores para los modulos M-generados
M-singulares y de nuevo por 1.2.38 todo modulo M-singular es un submodulo de un
modulo M-generado M-singular. Por lo tanto si todos los modulos M /U con U < M
tienen Zoc(M/U) # 0 entonces todos los moédulos M-singulares tienen Zoc(M/U) # 0
para todo U C M, por lo tanto todo médulo M-singular es semi artiniano.

(e) = (¢) Sea K C L un submodulo nitido y supongamos que tiene una extension
esencial propia K C L. Entonces K/K es un submoédulo M-singular, entonces por
hipétesis, contiene un submodulo simple S = N/K donde K < N C K. Pero como K
es nitido en L entonces el morfismo N — N/K = S se escinde, lo cual nos lleva a una
contradiccion porque K < N. Por lo tanto K es cerrado en L.

En particular, cuando M = R tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.3 (Submédulos nitidos que son cerrados en R-Mod ) Para un anil-
lo R las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) todo ideal izquierdo nitido de R es cerrado

(b) un ideal izquierdo de R es cerrado si y solo si es nitido

(¢) para todo R-mddulo izquierdo, submddulos nitidos son cerrados
(d) para todo ideal izquierdo esencial I C R, Zoc(R/I) # 0

(e) todo mddulo singular es semiartiniano.

2.8. Submoédulos que son T-suplementos

Teorema 2.8.1 (Caracterizacidén de 7-suplementos) Sea 7 un radical para o[M]
con clases asociadas T, y F.. Entonces para un submddulo K C L, donde L € o[M],
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) todo N € F, es inyectivo respecto a la inclusion K — L
(b) existe un submddulo U C L tal que K+ U =Ly UNK =7(K)
(¢) existe un submddulo U C L tal que K+ U =Ly UNK C 7(K).

Si estas condiciones se satisfacen K es llamado un T-suplemento.

Se observa que la clase de sucesiones exactas cortas 0 - K — L — N — 0 donde K es
un 7-suplemento en L es inyectivamente generada en el sentido de 2.3.1.
Demostracion:
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(a) = (b)
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:
0 K—'——=1 L/K —0
\LP l \LlL/K
0—K/7(K) —L/7(K) >~ L/K 0 (1)

Como 7 es un radical tenemos que 7(K/7(K)) = 0, es decir, K/7(K) € F,,entonces
por hipotesis es inyectivo relativo a K — L de donde, existe h : L — K/7(K) tal que
p=hoi.

Ahora, por 1.1.11, existe f : L/K — L/7(K) tal que go f = I/ y esto implica
que el renglon (1) se escinde, por lo tanto

L/7(K)=K/T(K)®&U/7(K), paraalgin 7(K) CU C L

L L=K+UyUNK =1(K).
(b) = (a)
Sean N € F,y f: K — N, como 7 es un radical obtenemos que f(7(K)) C 7(N) =0, es

decir, 7(K) C Nuc(f), y esto implica, por el lema del factor, que existe f : K/7(K) — N
tal que f = fop.

K d L
>
;o K/r(K)

e
Usando el morfismo h : L — K/7(K) definido en (a) = (b) que satisface p = h o1,
definimos h : L — N como h = f o h, de modo que

N

hoi o(hot)

op

Il
=

.. N es inyectivo relativo a K — L.
(c) = (b)
Supongamos que L =K +Uy KNU C 7(K).
Definamos a U’ = U + 7(K) y vemos que
K4+U =K+U+7(K)=K+U =L por tanto K +U' = L
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KNU =KnNU+7(K)=7(K)+7(K)=7(K) por lo tanto K N U’ = 7(K).

(b) = (c)

Directo de la hipotesis.

Corolario 2.8.2 Sea 7 un radical para o[M] y K C L donde L € o[M]. Entonces
1. Si K es un t-suplemento en L y K € F,, entonces K es un sumando directo de L

2. Si L € F., entonces todo submddulo que es un T-suplemento de L es un sumando
directo

3. Si K es un T-suplemento en L y X C K, entonces K/X es un T-suplemento en
L/X.

Demostracion:
(1) Como K es un 7-suplemento en L tenemos que L = K + U para algin U C Ly
KnNU C7(K) pero ya que K € F. obtenemos que K NU C 7(K) = 0, es decir, K es
un sumando directo de L.

(2) Sea K un 7-suplemento de L, entonces L =K+ Ly KNL C7(K)C7(L)=0
pues L es 7-libre de torsion. Por lo tanto K es sumando directo de L.

(3) Sea K un 7-suplemento en L, es decir, L = K + U para algin U C Ly
KnU C7(K).

Entonces como X C K tenemos que K + (U + X) = L, de donde

K/ X+U+X)/X=L/X

y

(K/X)N[U+X)]/X=(KnU)+X)/X
C(r(K)+X)/X vaque KNU C 7(K)
CT((K+X)/X) porque T es un radical
= 7(K/X)

Por lo tanto (K/X)N[(U + X)/X] C 7(K/X)
.. K/X es un T-suplemento en L/X.

2.9. Submo6dulos conitidos

En particular, para 7 = Rad(_) tenemos lo siguiente:
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Definiciéon 2.9.1 Un monomorfismo f : K — L es llamado conitido si todo maddulo ()
con Rad(Q) = 0 es inyectivo relativo a K — L, es decir, Hom(L, Q) —Hom(K, Q) — 0
es exacto.

Por 2.3.1, la clase de sucesiones exactas cortas con monomorfismos conitidos es
Inyectivamente generada.

Teorema 2.9.2 ( Caracterizacion de submoédulos conitidos) Para un submddu-
lo K C L las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K — L es un submddulo conitido
(b) existe un submddulo U C L tal que K+ U =L y UN K = Rad(K)
(¢) existe un submddulo U C L tal que K+ U =Ly UNK C Rad(K).

Si estas condiciones se satisfacen K es llamado un Rad-suplemento en L.

Demostracion:
(a) = (b)
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:
0 K ! L L/K —0
T
0 — K/Rad(K) — L/Rad(K) — L/K 0 (1)

Como Rad(K/Rad(K)) = 0 entonces K/Rad(K) es inyectivo relativo a K — L de
donde existe h : L — K/Rad(K) tal que ho f = p y por 1.1.11 existe g : L/K —
L/Rad(K) tal que mo g =11,k por lo tanto la sucesion exacta corta (1) se escinde, de
donde

L/Rad(K) = K/Rad(K) & U/Rad(K) para algin U C L

por lo tanto L = K + U con K NU = Rad(K).

t) = (@)

Como L/Rad(K) = K/Rad(K) @& U/Rad(K) entonces esto nos da un morfismo
h: L — K/Rad(K) dado por h(k) = k + Rad(K) para todo k € K.

Sea f: K — N con Rad(N) = 0. Veamos que N es inyectivo relativo a K — L.
Debido a que f(Rad(K)) < Rad(N) = 0 entonces Rad(K) C Nuc(f) por lo tanto por
el teorema del factor existe [’ : K/Rad(K) — N tal que f = f'op de donde definimos
ah': L — Ncomoh = f'ohyentonces h'|x = f, es decir, K oi = f'ohoi= flop=f
por lo tanto N es inyectivo relativo a K — L por lo tanto K es conitido.

(b) = (¢)

Por hipotesis.
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(¢) = (b)
Sea U’ = U+ Rad(K).

Tenemos que

K+U' =K+ U + Rad(K)
= L + Rad(K)
=L

y ademas

UNK=(U+Rad(K))NK
=UNK + Rad(K)
= Rad(K).

Observacion 2.9.3 K € R-Mod se dice que es un suplemento para N en M si M =
K+ Ny KNN < K. De aqui se tiene que todo suplemento es un Rad-suplemento.
Mas ain, si Rad(K) < K entonces K es un suplemento en M si y solo si K es un
Rad-suplemento en M.

Lema 2.9.4 Un submodulo superfluo N de un mddulo L es conitido en L si y solo si
Rad(N) = N.

Demostracion:

(=) Sea N < L y supongamos que N es conitido en L, entonces por 2.9.2 existe
K C Ltalque L=N+ K con NN K = Rad(N) perocomo N < Ly L =N+ K
tenemos que K = L y por lo tanto

N=NNL
= Rad(N).

(<) Supongamos que N < Ly que Rad(/N) = N entonces L = N+Ly NNL =N =
Rad(N), es decir, N es conitido en L.

Teorema 2.9.5 (Submoédulos conitidos que son cocerrados) Sea M un mddulo.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) todo submddulo distinto de cero conitido de un mddulo L € o[M] es un submd-
dulo cocerrado

(b) todo mddulo distinto de cero M-superfluo en o[M] es un modulo Mazx.
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Demostracion:

(a) = (b) Sea N < Ly supongamos que N no tiene subméodulos méximos, luego,
Rad(N) = N. Entonces por 2.9.4 N es un submoédulo conitido de L. Pero por (a)
tenemos que NN es cocerrado y por tanto no es esencial en L lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto N es un médulo Max.

(b) = (a) Sea N un submddulo conitido de L.

Sea K C Ltalque N+ K =Ly NNK = Rad(N). Entonces N/U + (K +U)/U =
L/U yentonces N/U+(K+U)/U = (N+K)+U)/U = (Rad(N)4+U)/U CRad(N)/U.
Por lo tanto, N/U es conitido en M/U. Ahora, supongamos que N/U < L/U, entonces
por 2.9.4 Rad(N/U) = N/U. Pero por hipotesis N/U es un moédulo Max, es decir, tiene
un submodulo propio maximo. Por lo tanto N/U no es superfluo en L/U por lo que N
es cocerrado en L.



Capitulo 3

Modulos T-suplementados

A lo largo de este capitulo 7 denotara un radical en o[M]. Diremos que un modulo es
T-suplementado si todo submodulo tiene un 7-suplemento. Se establecen propiedades de
este tipo de moédulos. Como una aplicacion, se relacionan a los T-suplementos con otros
conceptos: moédulos T-elevables, 7-cubiertas proyectivas y moédulos 7-semiperfectos.

3.1. Modulos T-suplementados

Definicion 3.1.1 Un mddulo L en o[M] es llamado T-suplementado si todo submddulo
K C L tiene un 7-suplemento en L.

Teorema 3.1.2 (Propiedades de mdédulos 7-suplementados) Sea L un mddulo
T-suplementado en o[M]. Entonces:

(1.a) todo submddulo K C L con K N7(L) =0 es un sumando directo.
(1.b) si L € F,, entonces L es semisimple

(2.a) todo mddulo cociente de L es T-suplementado

(2.b) todo sumando directo de L es T-suplementado

(3) L/T(L) es un mddulo semisimple

(4) L=U®® N donde N es semisimple y 7(U) I U

Demostracion:
(1.a) Sea K un submoédulo de L tal que K N 7(L) = 0. Sabemos que 7(K) C K
y debido a que K C L obtenemos que 7(K) C 7(L) de donde

T(K) C KN7(L)
=0 por hipoétesis

35
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es decir, K € F, y como L es 7-suplementado tenemos que K es un 7-suplemento en L,
entonces por 2.8.2 K es un sumando directo de L.

(1.b) Si 7(L) = 0 entonces por 2.8.2 todo submodulo de L es sumando directo
por lo tanto L es semisimple.

(2.a) Sea L/K un modulo cociente de L .

Para mostrar que L/K es T-suplementado veamos que todo submoédulo N/K de L/K
es un 7-suplemento en L/K.

Sea N/JK C L/K, como N C Ly L es T-suplementado tenemos que N es un
T-suplemento en L y ya que K C N de 2.8.2 obtenemos que N/K es un 7-suplemento
en L/K, lo cual muestra que todo submodulo de L/K es un 7-suplemento.

Por lo tanto L/K es T-suplementado.

(2.b) Sea K C L un sumando directo con L = K& K'. Entonces por (2.a) L/K' ~ K
es T-suplementado.

(3) Sea K /7(L) un submddulo de L/7(L) donde 7(L) C K C L es un submodulo de
L, como 7 es un radical se sigue que L/7(L) es 7-libre de torsion, es decir, 7(L/7(L)) =0
entonces por (2.a) K/7(L) es un 7-suplemento en L/7(L) y por 2.8.2 K/7(L) es un
sumando directo de L/7(L).

Por lo tanto L/7(L) es semisimple.

(4) Por 1.2.17 todo submddulo tiene un pseudocomplemento, entonces sea N un
pseudocomplemento para 7(L), es decir, NN7(L) =0y por 1.2.18 N +7(L) < L de
donde N & 7(L) < L.

Ahora, debido a que N C L tenemos que 7(N) C (N N 7(L)) = 0, por tanto
T(N) = 0.

Como L es T-suplementado entonces para N C L existe U C L tal que N+ U = L
y NOU C 7(U). De donde NNU = NN (NANU)CNN7(U)CNN7(L)=0

Entonces de lo anterior y por 1.2.18 tenemos que N & 7(U) < N @ U y por 1.2.21
7(U) < U y debido a que N es 7-libre de torsion por (1) N es semisimple.

Teorema 3.1.3 (Sumas de mddulos T-suplementados) Sea L en o[M]. Entonces:

1. sean L1, U C L submddulos donde L, es T-suplementado. Si Ly + U tiene un
T-suplemento en L, entonces U tiene un 7-suplemento en L

2. st Ly y Ly son submddulos T-suplementados en o[M] y L = Ly + Lo, entonces L
es T-suplementado

3. toda suma finita de submodulos T-suplementados es T-suplementado

4. si L es T-suplementado, entonces todo maodulo finitamente L-generado es T-suplementado.

Demostracion:
(1) Como L1 +U tiene un T-suplemento en L existe X C L tal que (L1+U)+X =L
v (L1 +U)N X C 7(X). Debido a que Ly es 7-suplementado todo submoédulo de L
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tiene un 7-suplemento en L;, en particular, para (U + X)N L; C L, existe Y C L; tal
que (U+X)NL|+Y =Ly U+X)NLiNY C7(Y)ycomo Y C L; entonces
U+ X)NnY C7(Y).

Como

L=U+X+1
=U+X+[(U+X)NL|+Y
=U+X+Y porque (U+X)NL CU+ X

entonces L =U~+X+Y y como (U+X)NY C 7(Y), de donde, Y es un 7-suplemento
para U + X en L.

Para probar que X +Y es un 7-suplemento para U en L falta ver que UN(X +Y) C
T(X +Y).

Como Y C Ly entonces Y +U C L; + U de donde

XNY+UCXNL+U
C 7(X) por ser X 7-suplemento de L; + U

por lo tanto
(X4+Y)NUCXNY+U)+YN(X+U)

vaquesiu=xz+y € (X +Y)NU entonces x = u — y Ademéas, y = u — x de donde
v=zr+y=u—y+tu—cz e XNY+U)+YN(X+U)ycomo XNY+U)Cr(X)
yY N (X +U)C7(Y) obtenemos que

XNY+U)+YN(X+U)Cr(X)+7(Y)
CT(X+Y) porque X C X +Y = 7(X)C7r(X+Y).

Porlo tanto (X +Y)NUCT(X+Y)yL=X+Y +U.
.. U tiene un 7-suplemento en L.

(2) Sean Ly y Lo modulos 7-suplementados y sea U un submoédulo de L. Como
L = Ly + Ly entonces L = Ly + Ly + U tiene un 7-suplemento trivial en L y debido
a que L; es T-suplementado y L = L; + Ly + U tiene un 7-suplemento en L por (1)
Ly + U tiene un 7-suplemento en L y como Ls es T-suplementado de nuevo por (1)
tenemos que U tiene un 7-suplemento en L.
por lo tanto todo submoédulo de L tiene un 7-suplemento en L
.. L es T-suplementado.

(3) Por induccion sobre el nimero su submodulos 7-suplementados.

Para n = 2, si Ly, Ly son submo6dulos 7-suplementados en o[M] entonces por (2)

Ly + Ly es T-suplementado.

Ahora, sean Lq, Lo, ..., L1 submodulos 7-suplementados en o[M]. Por hipotesis

de induccion Ly + Ly + ... + L, es T-suplementado, luego de nuevo por (2) (L1 +
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Ly+ ...+ L)+ L,.1 es 7-suplementado. Por lo tanto toda suma finita de submodulos
T-suplementados es T-suplementado.
(4) Sea L t-suplementado y sea N un modulo finitamente L-generado, es decir,

existe un epimorfismo L) I N ocon I finito, de donde N = LU)/Nucf y por (2)
tenemos que como L es T-suplementado entonces L) es T-suplementado y por 3.1.2
LW /Nucf es T-suplementado

.. N es t-suplementado.

Ejemplo 1. ;Q es Rad-suplementado porque Q es un Rad-suplemento para todo
N < Q, debido a que Rad(Q) = Q. Pero por 2.9.3, zQ no es suplementado porque
Rad(Q) no es superfluo en Q.

Ejemplo 2. Por 3.1.2 Q/Z es Rad-suplementado. De nuevo por 3.1.2 Z,~ es Rad-
suplementado.

Ejemplo 3. En Z — Mod, si M es divisible entonces Rad(M) = M, entonces todo
modulo divisible en Z — Mod es Rad-suplementado.

Ejemplo 4. Todo R-moédulo hueco es Rad-suplementado.

3.2. Mobdulos ampliamente 7-suplementados

Definicion 3.2.1 Sea L un mddulo T-suplementado en o[M]. L es llamado amplia-
mente T-suplementado si para cada pareja de submodulos K,V C L tales que L =
K + V, existe un T-suplemento U para K con U C V

Teorema 3.2.2 (Propiedades de mdédulos ampliamente 7-suplementados) Si L €
o[M] es un mddulo ampliamente T-suplementado, entonces:

1. sumandos directos de L son ampliamente T-suplementados

2. modulos cociente de L son ampliamente T-suplementados

Demostracion:

(1) Sea K un sumando directo de L, es decir, L = K' @ K y sean X,Y submoddulos
de K tales que K = X +Y.

Como Y C K entonces L = K'+ X + Y y debido a que L es ampliamente
T-suplementado tenemos que existe Y/ C Y tal que L = Y + K + X
yY'N(K'+X) C7(Y’), Ademas, X C X+ K’ implicaY'NX CY'N(X+K') C (Y.



3.2. MODULOS AMPLIAMENTE 7-SUPLEMENTADOS 39

Debido a que K C L tenemos que K = KN Ly como L =Y’ 4+ K'+ K entonces
L=Y'+(K'® X) por tanto

K=KnNL
=KnY' + (K& X))
=KN(X&K)+Y' por Y CY C K y por ley modular
=X+Y porque X = KN (X & K')

Pero X = KN(X@® K') porque X C KN(X@&K')ysik € KN(X@®K') entonces k € K
Ademés, k=xz+yconz € X,y € K'dedondey =k—x € K portantoy € KNK' =0
por lo tanto y = 0 esto implica que k = x € X, es decir, K N (X & K') C X por lo
tanto X = KN (X & K')

Entonces debido a que K = X +Y' y X NY’ C 7(Y’) concluimos que Y’ es un
7-suplemento para X en K con Y/ C Y, es decir, K es ampliamente 7-suplementado.

(2)Sea L/X = K/X+K'/X donde X CK C Ly X CK'CL.Como L = K+K'y
L es ampliamente 7-suplementado existe Y C K’ tal que L = K+Y con XNY C 7(Y).

Veamos que (Y 4+ X)/X es un 7-suplemento para K/X en L/X.

Como [(Y + X)/X]+ (K/X)=L/Xpues L=K+Y =K+Y + X,y yaque
Y, X C K’ tenemos que (Y + X)/X C K'/X.

Ahora

K/XN(Y+X)/X
=(KNY)+X)/X
CrY)+X)/X
C7((Y +X)/X)

por lo tanto L/X es ampliamente 7-suplementado.

Corolario 3.2.3 Sea L un mddulo ampliamente T-suplementado en o[M]. Entonces:
1. st K esun 1-suplemento en Ly K € F,, entonces K es ampliamente T-suplementado

2. st L € F,, entonces todo submddulo que es T-suplemento de L es ampliamente
T-suplementado.

Demostracion:

(1) Sea K un 7-suplemento en L tal que K es 7-libre de torsion, entonces por
2.8.2 tenemos que K es un sumando directo de L y por 3.2.2 K es ampliamente 7-
suplementado.

(2) Sea K un t-suplemento en Ly L € F, entonces por 2.8.2 K es sumando directo
de L y por 3.2.2 K es ampliamente 7-suplementado.
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Definiciéon 3.2.4 Un R-mddulo L es llamado w-proyectivo si para cada pareja de sub-
mddulos U, V de L tales que L = U+ V, existe f € End(L) con Im(f) C U e Im(1—f)
cV.

Teorema 3.2.5 Sea L € o[M]. Entonces:

1. si todo submodulo de L es T-suplementado, entonces L es un mddulo ampliamente
T-suplementado

2. st L es un mddulo m-proyectivo y 7-suplementado, entonces L es ampliamente
T-suplementado.

Demostracion:

(1) Sean U,V C L tal que L = U + V', debido a que U es 7-suplementado, para
UNV CUexisteY CUtalqueU =Y +UNVconUNVNY C7(Y)ycomoY CU
entonces Y =Y NU dedonde VNY =VNUNY C7(Y) por lo tanto VNY C 7(Y).

Ahora veamos que L =Y + V.

L=U+V
=Y+UNnV]|+V
=Y +V

.. L es ampliamente 7-suplementado.

(2) Sean X,Y C L tales que L = X + Y por ser L m-proyectivo existe e € End(L)
talque e(L) C X y (1 —e)(L) CY.

Sea x € X C L entonces (1 —e)(z) = = —e(x) € X pues e(L) C X por tanto
(1—e)(X) C X.

Como L es T-suplementado entonces existe C' C L tal que L = C+X y CNX C 7(C).

Entonces

L=e(L)+(1—e)(L)

=e(L)+ (1 —e)(C+X) debidoaque L=C+ X
CX+(1-e)(C+X) yaque e(L) C X
CX+(1—-e)(X)+(1—-¢e)C)

CX+(1-e)(0) porque (1 —e)(X)C X

y como
X+(1-¢e)(C)CL
obtenemos que

L=X+(1-e)0) (3.1)
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Recordemos que (1 —e)(L) C Y y debido a que C' C L tenemos que (1 —¢e)(C) C Y.

Ahora veamos que X N (1 —¢e)(C) = (1—¢)(X NC).

Sea z € X N (1—e)(C), es decir, x € X y v = ¢ — e(c) para algin ¢ € C pero
c=1x+e(c) € X porque e(L) C X.

Por lo tanto X N (1 —¢e)(C) C (1 —e)(X NC).

Sea z € (1 —e)(X NC) entonces x = d — e(d) para algiin d € X N C'y recordando
que (1—e)(X) C X tenemos que z € X y ademads, como d € C entonces z € (1—e)(C).
Por lo tanto (1 —e)(X NC) C X N(1—e)(CO).

XN -e)(C)=(1=-e)(XNnO).

Entonces, debido a que C' es un 7-suplemento para X, tenemos que C N X C 7(C)

de donde

XN(l—=e)(C)=(1—-e)(XNC)
C (1—e)(r(C))
C7((1—=e)(C) debido a que 7 es un radical.
Por lo tanto
XN1—=e)(O) Cr((1—e)(T)). (3.2)

o.de 3.1y 3.2 (1—¢)(C) es un 7-suplemento para X en L con (1 —¢€)(C) C Y, es decir,
L es ampliamente 7-suplementado.

Corolario 3.2.6 Para un mddulo M las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) todo mddulo en o[M] es T-suplementado
(b) todo mddulo en o[M| es ampliamente T-suplementado.

Demostracion:

(a) = (b)

Sea L un modulo en o[M], entonces por hipotesis todo submodulo de L es 7-
suplementado y por 3.2.5 tenemos que L es ampliamente 7-suplementado.

(b) = (a)

Sea L un modulo en o[M] ampliamente T-suplementado, entonces por definicion L
es T-suplementado.

3.3. Mobdulos m-elevables

Teorema 3.3.1 (Caracterizacién de sumandos directos 7-densos) Sea L € o[M].
Para un submodulo U C L las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe una descomposicion L=X & X' con X CU y X' N U C 7(X')
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(b) existe un idempotente e € End(L) con e(L) C U y (1—e)(U) C7((1—e)(L))
(c) existe un sumando directo X de L con X C U y U/X C7(L/X)
(d) U tiene un 7-suplemento V en L tal que U NV es un sumando directo de U

(e) existe una descomposicion U =X @ Y tal que X es un sumando directo de L
y Y C7(L).

Si estas condiciones se satisfacen, decimos que U contiene un sumando directo T-denso.

Demostracion:
(a) = (b)
Para una descomposicion L = X @ X’ existe un idempotente e € End(L) tal que
e(L)y=Xy (1—e)(L)= X', de donde e(L) = X C U, es decir, e(L) C U.
Ahora, como X C U entonces (1 —¢e)(U) =UN(1—e)(L) ya que
sea u € U entonces (1 —e)(u) =u—e(u) € U pues e(L) CU yu—e(u) € (1—e)(L) ..
(1—e)(U)CUN(1—e)(L).
Ahora, sea x € UN (1 —e)(L), entonces € U y x = (1 — e)(l) para algin | € L, pero
e(Ly=XCU. . z—e(ll)=lcU. .ze(l-e)U) . UNn(1—¢e)(L)C(1-e)U)
por lo tanto (1 —e)(U) =UN (1 —e)(L).
Entonces

(1—e)(U)=Un(1—-e)(L)
=UnX' porque (1 —e¢)(L) =X’
C (X" por hipotesis
=7((1 = ¢)(L)).
S (T=e)U) Cr((1—e)(L)).
(0) = (¢)
Consideremos X = e(L) y debido a que por hipotesis e(L) = U tenemos que X C U,

ademés, e(L) = X es un sumando directo de L y como X C U C L sabemos que X es
sumando directo de U, de donde

U=Xd((1-e)L)NnU)
y por tanto U/X = (1 —e)(L) N U pero ya que X C U entonces

(1—e)(U)=Un(1—e)(L).



3.3. MODULOS 7-ELEVABLES 43

Por otro lado L = X@®(1—e)(L) y por tanto L/X = (1—e)(L) y 7(L/X) = 7((1—e)(L))
entonces

T(L/X) = 7((1 = ¢)(L))

2 (1—e)(U) por hipotesis
=Un(l-e)(L)
=U/X.

SU/IX Cr(L/X).
(c) = (a)
Sea X un sumando directo de L con X CU y U/X C 7(L/X).
Si L =X & X', debido a que X C U tenemos que
U=Xa&(X'NnU)
de donde, U/X = X'NU y

X'NUC7(L/X)
= r(X')
Por lo tanto X’ NU C 7(X’).
(a) = (d)
Como X CU C Ly X es sumando directo de L entonces

U=Xa(X'NnU)
de donde
L=X+XNU)+ X' =U+X'

y por hipotesis U N X' C 7(X’), es decir, X’ es un 7-suplemento de U en Ly U N X'
un sumando directo de U.

(d) = (a)

Sea V' un 7-suplemento para U en L tal que U = X @ (U NV). Entonces

L=U+V por ser T-suplemento
=X+UnV)+V sustituyendo
=X+V

yXNV=(XnU)NV =0

L=XopV.

(a) = (e)

Como X es sumando directo de L' y X C U C L entonces U = X & (X' NU) y
X'NnU C7(X")7(L).

(e) = (a)

Como U =X @Y y X es un sumando directo de L entonces L = X & X'.
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Definicién 3.3.2 Un mddulo L € o[M] es llamado T-elevable si todo submddulo de L
contiene un sumando directo T-denso.

Teorema 3.3.3 (Propiedades de mdédulos 7-elevables) Sea L € o[M| un mddulo
T-elevable. Entonces:

1. Rad(L) C 7(L) y si Rad(L) # 7(L), entonces L tiene un sumando directo no cero
que es de T-torsion

2. todo sumando directo de L es T-elevable.

Demostracion:

(1) Por 3.1.2 tenemos que L/7(L) es semisimple, por lo que 7(L) es interseccion de
maximos y por lo tanto Rad(L) C 7(L).

Supongamos que Rad(L) # 7(L), de donde existe un submodulo maximo K C L
tal que 7(L) ¢ K. Pero por hipotesis K contiene un sumando 7-denso, es decir, un
submodulo A C K tal que L=A® B con KNB C 7(B). Pero, L=A+BC K+ B
entonces L = K + By por el segundo teorema de isomorfismos L/K ~ B/(B N K) por
lo tanto B N K es méximo en B, de donde, 7(B) = B 6 KN B = 7(B).

Supongamos que KNB = 7(B). Entonces 7(L) = 7(A)®7(B) = 7(A)®&(KNB) C K
lo cual es una contradicion. Por lo tanto B = 7(B).

(2) Supongamos que L = K @ K’ y sea X C K. Por hipotesis L = N & N’ con
NCXyXnN C7(N'). Luego, K=N&(KNN')y

Pero (X N N') C (KN N') por lo que (X N N’) C 7(K N N’). Por lo tanto, K es un
submodulo 7-elevable.

3.4. Mobdulos T-semiperfectos

Definicion 3.4.1 Un epimorfismo en o[M| f : P — L es llamado una T-cubierta
st Nuc(f) C 7(P). Ademds, si P es proyectivo en o|[M|, entonces [ es llamada una
T-cubterta proyectiva.

Lema 3.4.2 Si f : L — N es un epimorfismo tal que Nuc(f) C 7(L), entonces
f(r(L)) = 7(N).
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Demostracion:
Como 7 es un radical entonces f(7(L)) C 7(N).
Ahora considere el siguiente diagrama:

L—L/7(L)

como f es un epimorfismo tal que Nuc(f) C 7(L) = Nuc(g) entonces por el teorema del
factor existe h : N — L/7(L) tal que hof = gy Ademéas Nuc(h) = f(Nuc(g)) = f(7(L)).
Como 7 es un radical, entonces 7(L/7(L)) = 0 y entonces

B,

T(N) —% r(L/7(L)) = 0
es decir, 7(N) C Nuc(h).
Ahora, sea z € Nuc(h), entonces h(z) =
tal que f(I) = z entonces ho f(l) = h(z)
Nuc( ) = 7(L) entonces z = f([) con [ €

*. Nuc(h) C 7(N)
. Nuc(h) = 7(N)
S f(r(L) = 7(N)

y como 0 = ho f(l) = g(l) entonces | €

0 y como f es un epimorfismo existe [ € L
=0
7(L), es decir, z € f(7(L)) C 7(N).

Teorema 3.4.3 (Propiedades de T-cubiertas proyectivas)

1. sif : P — L es una T-cubierta proyectiva y g : L — N es una T-cubierta, entonces
gf + P — N es una T-cubierta proyectiva.

2. st cada f;  P; — L; con i € I es una 7- cubierta, entonces el morfismo ®;f; :
P P, — P L; es una T-cubierta.
I 1

a) En particular si cada P; es proyectivo entonces ®;f; es una 7- cubierta
proyectiva.

Demostracion:

1. Veamos que Nuc(gf) C 7(P)
Sea z € Nuc(gf) entonces g(f(x)) = 0 por lo tanto f(z) € Nuc(g) pero

Nuc(g) C 7(L) por ser g una 7-cubierta
= f(r(P)) por 3.4.2
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por tanto f(z) € f(7(P)), de donde, f(z) = f(p) para algun p € 7(P) entonces
z — p € Nuc(f) donde

Nuc(f) C 7(P) por ser f una 7-cubierta

y como p € 7(P) tenemos que z € 7(P).
. Nuc(gf) € 7(P) .. gf es una 7-cubierta proyectiva.

2. Como cada Nuc(f;) C 7(P;) y 7 conmuta con sumas directas entonces Nuc(@,f;) C
T(B P;), es decir, @,f; es una T-cubierta.
I

a) Sicada P; es proyectivo entonces @ P; es proyectivo. Por lo tanto @;f; es
I

una T-cubierta proyectiva.

Observacion 3.4.4 Sabemos que un epimorfismo f: P — M es una cubierta para M
en R-Mod si Nuc(f) < P. Si P es proyectivo entonces (P, f) es una cubierta proyectiva
para M. De aqui tenemos que toda cubierta proyectiva es una Rad-cubierta proyectiva.
El reciproco es cierto para los mddulos finitamente generados. Entonces si P es un
mddulo proyectivo finitamente generado, (P, f) es una cubierta proyectiva si y sélo si
(P, f) es una Rad-cubierta proyectiva.

Observacion 3.4.5 A diferencia de las cdpsulas inyectivas, las cubiertas proyectivas
no necesariamente existen. Por ejemplo, en Z-Mod, 7./27 no tiene cubierta proyectiva.
De hecho, los inicos Z-mddulos con cubierta proyectiva son los Z-mdodulos libres. En-
tonces 7Q no tiene cubierta proyectiva. Mds ain, ningin mddulo M con Rad(M) = M
puede tener cubierta proyectiva [4, 22.11].

Lema 3.4.6 Si K C L es un T-suplemento para U C L, entonces K — K/(KNU) =
L/ U es una T-cubierta.

Demostracion:
Como K es un 7-suplemento para U C Lentonces L=K+ Uy KNU C7(K)y
por el segundo teorema de isomorfismos K /(K N U) = L/ U entonces para

KL K/(K N U) tenemos que Nuc(f) = KN U C 7(K).
KL K/(KNU)= L/U es una T-cubierta.

Teorema 3.4.7 (Relacion entre 7-cubiertas y 7-suplementos) Para U C L con
L € o[M], las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) L/ U tiene una T-cubierta proyectiva
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(b) U tiene un T-suplemento V el cual tiene una T-cubierta proyectiva

(c) si VCLyL=UH+YV, entonces U tiene un T-suplemento V' C V tal que
V' tiene una T-cubierta proyectiva.

Demostracion:

(a) = (b)
Supongamos que f : P — L/ U es una 7-cubierta proyectiva de L/ U, es decir, Nuc(f) C
7(P). Para m : L — L/ U la proyeccion canénica, existe, por 1.2.29, g : P — L tal que
f=mog.
Sea V =1Im(g) = g(P) y veamos que g~ *(U) = Nuc(f).
Sea x € ¢g7'(U), entonces z € Py g(z) € U de donde 0 = 7(g(z)) = f(z) por lo tanto
z € Nuc(f), por lo tanto g~ (U) C Nuc(f).
Ahora, sea € Nuc(f) entonces 0 = f(z) = 7(g(z)) de donde ¢g(z) € Nuc(m) = U por
tanto z € ¢g~'(U). Por lo tanto g~ (U) = Nuc(f).
Entonces, como ¢~ '(U) = Nuc(f) tenemos que Nuc(g) = {z € P : g(z) = 0} C
Nuc(f) = U C 7(P) por lo tanto P es una 7-cubierta proyectiva de V.

Veamos ahora que V es un 7-suplemento para U en L.
UNV = g(Nuc(f)) yaquesiz € UNV entonces z € V = g(P), es decir, z = g(p) para
algun p € P, pero g(p) =z € U -.p € g~ (U) = Nuc(f) por lo tanto z € g(Nuc(f)).
sea © € g(Nuc(f)) entonces v = g(y) € V para alguna y € Nuc(f) = U.
2. UNV = g(Nuc(f)). Entonces

UNV = g(Nuc(f))
C g(r(P)) pues Nuc(f) € 7(P)
C 7(g(P)) por ser 7 un radical
=7(V) pues g(P) =V
unvCar(v).
Ahora, sea z € L, entonces existe p € P tal que
f(p) =m(z)

(b) = (a)

Sea V un 7-suplemento para U en L tal que V tiene una 7-cubierta proyectiva f : P —
V.

Consideremos g : V. — V/(V NU) = L/U entonces por 3.4.6 g : V — L/U es una
T-cubierta y por 3.4.3 gf : P — L/U es una 7-cubierta proyectiva.

(a) = (c)

Sea f: P — L/U una 7-cubierta proyectiva y sea L = U + V entonces por el segundo



48 CAPITULO 3. MODULOS 7-SUPLEMENTADOS

teorema de isomorfismos L/U = V/(U N'V) de donde P también es una 7-cubierta
proyectiva para V/(U NV).

Ahora, por (b) U NV tiene un 7-suplemento V' en V, es decir, V. =V ' + U NV y
unvnVvV Cr(V’), donde V' tiene una 7-cubierta proyectiva.

Falta probar que V' C V es un 7-suplemento para U en L:

L=U+V
=U+V' +UNV pues V=V'4+UNV
=U+V

y

uonvi=unvnv CrV) porque UNV NV C 7(V')

..V’ es un 7-suplemento para U en L.

(c) = (b)

Como L = U + L entonces U tiene un 7-suplemento V' C L el cual tiene una 7-cubierta
proyectiva.

Definicion 3.4.8 Un mddulo L € o[M] es llamado T-semiperfecto si todo mddulo co-
ciente de L tiene una T-cubierta proyectiva.

Teorema 3.4.9 (Caracterizacion de moédulos T-semiperfectos) Para un mddulo
L € o[M] las siguientes son equivalentes:

(a) L es T-semiperfecto
(b) L es T-suplementado por suplementos que tienen T-cubiertas proyectivas

(¢) L es ampliamente T-suplementado por suplementos que tienen T-cubiertas proyec-
tivas.

Demostracion:

(a) = (b)
Sea L € o[M] un modulo 7-semiperfecto y sea U C L tal que L/U tiene una 7-cubierta
proyectiva. Entonces por 2.14.b U tiene un 7-suplemento K el cual tiene una 7-cubierta
proyectiva
.. L es suplementado por suplementos que tienen 7-cubiertas proyectivas.
(b) = (c)

Sea L T-suplementado por suplementos que tienen 7-cubiertas proyectivas, entonces por
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2.14.c L es ampliamente 7-suplementado por suplementos con 7-cubiertas proyectivas
(c) = (a)

Sea L ampliamente 7-suplementado, es decir, para U,V C L tales que L = U +V
existe V' C V tal que V' es un 7-suplemento para U en L, y Ademas V' tiene una
T-cubierta proyectiva, entonces pr 2.14.a L/U tiene una 7-cubierta proyectiva ... L es
T-semiperfecto.

Corolario 3.4.10 Sea L € o[M]| un mddulo T-semiperfecto, entonces:
1. L/7(L) es semisimple
2. si L es T-libre de torsion, entonces L es semisimple.

Demostracion :
(1)
Como L es 7T-semiperfecto, entonces por 2.16 L es 7-suplementado y por 2.2.3 L/7(L)
es semisimple.
(2)

Por 2.2.1 L es semisimple.

Observacion 3.4.11 5S¢ M es un mdodulo proyectivo en R-Mod, entonces M es Rad-
semiperfecto si y sdlo si M es semiperfecto [1].
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