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Introduccion

Este trabajo estd basado en un articulo del mateméatico Joe W. Fisher
en el que se hace una exposicién sobre dos clases de anillos y sus conexiones:
Los anillos regulares y los V -anillos.

El concepto de anillo reqular fue dado en 1936 por el matematico hingaro-
estadounidense John von Neumann, definiendo un anillo regular como un
anillo R con la propiedad de que para cada a € R existe x € R tal que
a = aza. Para efectos de distinguir esta clase de anillos de los anillos regu-
lares neterianos, quienes estudian anillos no conmutativos los llaman anillos
requlares de von Neumann. En esta tesis, por economia en la notacion y falta
de ambigiiedad, nos referiremos a ellos simplemente como anillos regqulares.

El surgimiento de éstos fue fuertemente motivado por areas de las ma-
tematicas como la geometria proyectiva, que en ese momento estaba siendo
estudiada en términos de reticulas. Von Neumann introdujo los anillos re-
gulares como una herramienta algebraica para estudiar ciertas reticulas. La
idea general fue poder asociar un anillo regular R a una W*-dlgebra finita
trabajando con un cierto conjunto que resulta ser isomorfo a la reticula de
ideales principales de R. Expandiendo esta idea, von Neumann demostré que
casi cualquier reticula modular complementada es isomorfa a la reticula de
ideales principales de un anillo regular.

Por otro lado, estan aquellos anillos tales que todo mdédulo simple de-
finido en ellos es inyectivo. Estos anillos fueron llamados V -anillos por el
matematico Carl Faith después de que Orlando Villamayor, matematico ar-
gentino, caracterizara a los V-anillos izquierdos como aquéllos en los cuales
cada ideal izquierdo es una interseccion de ideales izquierdos maximos.

Este trabajo trata de ser autocontenido, en el sentido de que cualquie-
ra que esté familiarizado con teoria de anillos y teoria de moédulos pueda
leerlo sin necesidad de referirse a algin otro texto. Por ello, en el primer
capitulo se dan las definiciones de practicamente todos los objetos con los
que trabajaremos. Ademas, se dan caracterizaciones de ciertos objetos, como
el radical de Jacobson, que son de utilidad en capitulos posteriores asi como
la construccién de la localizacion de un anillo en un ideal primo.



El segundo capitulo inicia con una serie de resultados basicos de teoria de
modulos, que son de utilidad tanto para justificar como para seguir facilmente
las demostraciones de los resultados principales de esta tesis. En la siguiente
seccion se trata la teoria de anillos regulares; se dan la definicién y algunas
caracterizaciones de un anillo regular, tanto para el caso conmutativo como
para el caso no conmutativo. Uno de los resultados principales de esta seccién
nos dice, entre otras cosas, que si un anillo es conmutativo entonces es un
anillo regular si y solo si es un V-anillo.

En el tercer capitulo se da una caracterizacion de modulos congeneradores
de una categoria de moédulos, y la siguiente seccién trata sobre la teoria de
los V-anillos; se dan la definicién y algunas caracterizaciones de ellos.

Tanto en el segundo capitulo como en el tercero, se da una mirada a los
anillos de grupo.

En el dltimo capitulo, se dan ejemplos de anillos regulares y un ejemplo
de un anillo regular que es V-anillo derecho pero no es V-anillo izquierdo.
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Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Definiciones.

Definicién 1.1.1 Sean R un anillo y G un grupo multiplicativo. El anillo
de grupo R|G| es una R-dlgebra asociativa con los elementos de G' como una
base y con la multiplicacion definida distributivamente usando el producto de
G. Asi,

RG] = {Z a;x | a; € R, x € G y a, =0 excepto para un nimero ﬁmto.}

zelG
Definicién 1.1.2 Sean U una clase de modulos y M un mddulo.

Rejy(U) = ({Nuc h | h : M — U para todo U € U} es el rechazo de U

en el modulo M.

Definicién 1.1.3 Sean S la clase de los R-maodulos simples y M un
R-mdédulo. J(M) = Rejy(S) es el radical de Jacobson de M.

Definicién 1.1.4 Un anillo R es semiprimitivo si J(R) = 0.

Definicién 1.1.5 Sea R un anillo. Se dice que R es semiprimo si
N(R)=(W{P < R| P esprimo} =0. N(R) es el radical primo de R.

Definicién 1.1.6 Sean R un anillo conmutativo e I < R.
Rad(I) ={r € R|r" €I para algin n € N} es el radical del ideal I.
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Definicién 1.1.7 Sean M un R-modulo y U una clase de R-mdédulos. M
es (finitamente) cogenerado por U si existe un conjunto (finito) indicado
(Ua)pen enU y una sucesion exacta

0—=M—=Ilseala

Definicién 1.1.8 Sean C' un R-mddulo y Cog(C') la clase de todos los mddu-
los cogenerada por C'. Se dice que C' es un cogenerador para gMM, la clase de
todos los R-mddulos izquierdos, si Cog(C) = rM.

Definiciéon 1.1.9 Sean M un R-modulo y K < M. Se dice que K es esencial
en M, y lo denotamos como K I M, ss KNL =0 = L = 0 para todo L < M.

Definicién 1.1.10 Sean M un R-mddulo y H < M. Se dice que H es su-
perfluo en M, y lo denotamos como H < M, si H+ L =M = L = M para
todo L < M.

Definiciéon 1.1.11 Sea M un R-mddulo. Un par (E, i) es una cdpsula inyec-

tiva de M si E es un R-mddulo inyectivo y M ——= E es un monomorfismo
esencial; es decir, Im(i) < E.

Definicién 1.1.12 Un grupo G es localmente finito si para todo H < G
finitamente generado, el orden de H es finito.

Definicién 1.1.13 Sean R un anillo conmutativo e I < R. Se dice que I es
primario st I # Ryxy el =x €l oy™ el para algin n > 0.

Definicién 1.1.14 Sean R un anillo y P < R. Se dice que P es primo
si P # R y para cualesquiera A y B ideales bilaterales de R se tiene que
ABCP=ACPoBCP.

Claramente, en un anillo conmutativo todo ideal primo es primario.

Definiciéon 1.1.15 Sean R un anillo y J < R. Se dice que J es semiprimo
St
J=P
iel

para algun conjunto I, con P; < R primo para toda i € 1.

Definicién 1.1.16 Sea R un anillo. Se dice que R es totalmente idempotente
si para todo I < R se tiene que I* = I
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Definicién 1.1.17 Un R-mddulo E es inyectivo si siempre que se tenga la
parte solida del siquiente diagrama

FE
‘
B
’YT AN
N

OHK?M

en rRM con renglon exacto, existe un R-homomorfismo [ tal que todo el
diagrama conmuta.

Definicién 1.1.18 Un R-mddulo Q) es autoinyectivo si siempre que se tenga
la parte solida del siguiente diagrama

en kM con renglon exacto, existe un R-homomorfismo 3 tal que todo el
diagrama conmuta.

Definicién 1.1.19 Un R-mddulo F' con un conjunto generador linealmente
independiente (o), 4 €5 llamado un R-médulo libre, con base (Tq), e 4-

Definicién 1.1.20 Sean R un anillo y a € R. Se dice que a es fuertemente
nilpotente si cada sucesion ag, ay, as, ... en R conay =a y a,y1 € a,Ra, para
toda n € N se vuelve cero después de un numero finito de pasos.

Definicién 1.1.21 Sea R un anillo. Un elemento x € R es cuasi-reqular
izquierdo (derecho) si (1 — x) tiene inverso izquierdo (derecho) en R.

Un subconjunto de R es cuasi-reqular izquierdo (derecho) si cada elemento
de R es cuasi-regular izquierdo (derecho).

Definicién 1.1.22 Sea M un R-mddulo. Se dice que M es simple si M # 0
y no contiene submodulos propios no triviales.

Definicién 1.1.23 Sea M un R-mddulo. Se dice que M es semisimple si M
es una suma directa de submddulos simples.
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Definiciéon 1.1.24 Sea M un R-mddulo izquierdo. Para cada X C M, el
anulador de X en R es lr(X) ={r € R|rz =0 para toda x € X}.

Definicion 1.1.25 Sea M un R-modulo. Un elemento x € M es llamado
singular si lg(x) Q gR. M es llamado no singular si no contiene elementos
singulares no triviales.

Definiciéon 1.1.26 Sea
00— K—>N

una sucesion exacta. Un R-modulo rU es plano si la sucesion inducida
0—K®rU—>N®rU
es exacta para todo N € MR y para todo K < N.

Definicién 1.1.27 Un R-mddulo P es proyectivo si siempre que se tenga la
parte solida del siguiente diagrama

s/
2l
ya

M—2>N—>0

en rRM con renglon ezxacto, existe un R-homomorfismo 3 tal que todo el
diagrama conmuta.

Definicién 1.1.28 Sea A un R-mddulo. Una resolucion plana para A es una
sucesion exacta

Fi Fy A 0
en la cual cada F, es plano.

Definicién 1.1.29 Sea R un anillo. wD(R) = sup{d.p.(A) | A € RM} es
la dimension global débil de R, donde d.p.(A) es la dimensidn plana de A.



1.2. CARACTERIZACIONES. )

1.2. Caracterizaciones.

1.2.1. Una caracterizacion del radical de Jacobson.

Proposicion 1.2.1 Sea M € gM. Entonces:
JIM)={K <M | K es mazimo en M} => {L < M | L es superfluo en M}.

Demostracion:

Como K < M es méximo si y sélo si M/K es simple, la primera igualdad
es inmediata de la definicién de Rejp(S).

Sea L < M. Si K < M es méximo y L £ K, entonces L + K = M, pero
como L < M entonces K = M lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
cada submédulo superfluo de M esté contenido en J(M).

Sea x € M. Si N < M tal que M = Rz + N, entonces N = M o existe
K < M méximo tal que N < Ky x ¢ K. Siz € J(M), entonces lo tltimo
no puede ocurrir, de donde z € J(M) = Rr < M.m

1.2.2. Una caracterizacion de ideales primos.

Proposicion 1.2.2 Sean R un anillo y P < R. Para cualesquiera A,B < R
bilaterales son equivalentes

a) ABCP= ACPoBCP.
b) PCA PCB ABCP= A=PoB=P.
c) tRyCP= x€Poy€cP.

Demostracion:
a) =b)

AB CP= ACPoBCPypor hipotesis PC Ay P C B. Por lo
tanto, P=A o P = B.

b) = a)
PC(A+P)y PC(B+P). Ademés, (A+ P)(B+ P)=AB+ P = P.
Por lo tanto, A+ P=PoB+P=Pporloque ACPoBCP.

a) =c¢)

Sean z,y € Ry RxR, RyR los ideales generados por x y y respectiva-
mente. (RxR)(RyR) = RxRyR C P pues P es un ideal bilateral. Luego,
RtRCPoRYRCP= x€PoyeP.
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c) = a)
Sean xr € Ay y € B. Entonces, tRy CABCP=2RyCP=x€Po
yeP=ACPoBCP. u

1.2.3. Una caracterizacién de ideales semiprimos.

Proposicién 1.2.3 Sean R un anillo y J < R. Para cualquier A < R bila-
teral son equivalentes

a) J =\ Bi, con P; primo para toda i € I.
b) A2°CJ=AC.

c) JCAtal que 2°CJ= A=J.

d) xtRx CJ=uz¢€J.

Demostracion:
b)=d)

Sean x € R y RxR el ideal generado por z. Se tiene que (RzR)* =
RxRxR C J pues J es ideal bilateral. Luego, Rz R C J y por lo tanto x € J.

d)= a)

Claramente, J C (J1{P < R| P es primo y J C P}.

Sea 1 ¢ J. Entonces, x1 Rx; Q J. Luego, existe x5 € x1Rx, tal que x5 no
estd en J. Inductivamente, construimos z1,...,z, ¢ J, z; € x;_1Rx;_; para
toda i € {2,...,n}.

tnRx, € J, pi1 € xR, tal que @, ¢ J. Sea S = {z; | i € N},

x; ¢ J para toda i, SN J = (). Se afirma que existe P < R primo tal que
JC Py PnS=1{,loque implicarfa que z; ¢ P y habrfamos terminado.

Sea F={glg < R| INS=0yJ <1I}.F#0puesJ e F. Sea
I <I, <--- unacadenaen F. (UI,) S =0y J C (UI,) Luego, por
Zorn, existe P € F maximo. Veamos que P es primo.

Sean K, L tales que P ¢ K, P ¢ Ly KL C P. Asi, existen x;,z;; sin
pérdida de generalidad 7 < j, tales que z; € KNS yx; € LNS. Luego, x;
en K implica z;Rz; € KL C P, lo cual es una contradiccion pues PNS = ().
Por lo tanto, P es primo.

a)= b)
AACT=>AC Ny PViel=>ACPYiel=ACPViel=
AC P=1.

b)= c)
A2 C J = A C Jy por hipétesis J C A. Por lo tanto A = J.
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c)=b)
JC(A+J)y (A+J)?=A+J=J,pues J C A,y se tiene que A C J.m

1.2.4. Una caracterizacion del radical primo de R.

Proposicion 1.2.4 Sea R un anillo. N(R) es igual al conjunto de todos los
elementos fuertemente nilpotentes de R.

Demostracion:

Supongamos que a ¢ N(R). Entonces, existe P < R primo tal que ag =
a ¢ PyagRay € P (Proposicién 1.2.3). Luego, existe a; € apRay tal que
a; ¢ Py, aplicando este argumento repetidamente, obtenemos una sucesién
infinita {a;}ieny con 0 # a,41 € a,Ra,. Por lo tanto, a no es fuertemente
nilpotente.

Ahora, supongamos que a no es fuertemente nilpotente. Aplicando el
mismo argumento que en la proposicién 1.2.3 (d) = a)), llegamos a que
a¢ NR). m

1.2.5. Una caracterizacion de sumandos directos de un
R-modulo.

Proposicion 1.2.5 Sea M un R-mddulo izquierdo. St M = K & K', enton-
ces la proyeccion de M en K es el inico epimorfismo g : M — K que
satisface

a) (mk|x) = 1k
b) Nuc(mg) = K'.

Demostracion:

De la definicién de 7 es claro que 7k satisface a) y b). Sig: M — K
es tal que (¢ |x) = 1k y Nuc(g) = K’', entonces para todo k € K y para
todo k' € K', g(k + k') = g(k)+ g(k') = k = mx(k + k'), de donde 7 es

dnico. m

Lema 1 Sea e € End(rM) idempotente. Entonces, (1 —e) € End (rM) es
un idempotente tal que

Nuce={zxeM| z=(1—-e)z}=1Im(l—e)
Ime={xe M| x=-ex} = Nuc(l —e)
M=eM&(1l-eM
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Demostracion:

2=e=(1-e?=(1-¢e)ye(l—e)=(1—¢e)e=0=
ImeC{xe M| z=ecx} C Nuc(l—e)
Im(l—e)C{zeM| z=(1—e)z} C Nuce
Pero como z = ex + (1 — e)x para toda x € M, estas inclusiones no son
estrictas y M = eM + (1 — e)M. Ademas, eM N (1 —e)M = 0 pues si
ex = (1 — e)y, entonces ex = e*r = e((1 — e)y) = 0. Asi, se tiene que
M=eM®&(l-—e)M. u

Proposicién 1.2.6 SigM = K@&K', entonces existe un unico e € End (rM)
idempotente tal que K =eM y K' = (1 —e)M

Demostracion:
Se sigue del lema y la proposicién anteriores, pues si e € End(gM)
idempotente, entonces x — ex es la proyeccién de M en eM. m

Corolario 1 K < M es sumando directo de M si y solo si K = Im e, para
algin e € End (rRM) idempotente. m

Proposicién 1.2.7 Un ideal izquierdo de un anillo R es sumando directo de
R si y solo si existe e € R idempotente tal que I = Re. Mas aiun, si e € R
es idempotente entonces (1 — e) es idempotente y RR = Re & R(1 — e).

Demostracion:
Se sigue del lema y el corolario anterior, notando que End (rR) = R. m

1.3. Localizacion en P.

Sean R un anillo conmutativo y P < R primo. Entonces, S = R — P
es multiplicativamente cerrado. Definimos una relacién de equivalencia ~ en
R x S como sigue

(a,s) ~ (b,t) < (at —bs)u =0 para algin u € S

Indicamos por a/s a la clase de equivalencia de (a, s) y por Rp al conjunto
de clases de equivalencia.

Los elementos a/s con a € P forman un ideal M en Rp. Si b/t ¢ M,
entonces b ¢ P y por lo tanto b € S. Luego, b/t es una unidad en Rp. Se
sigue que si I < Rp e I ¢ M, entonces I contiene una unidad y por lo tanto
es todo el anillo. Por lo tanto, M es el tnico ideal méximo en Rp; es decir,
R es un anillo local.

Al proceso de pasar de R a Rp se le denomina localizacion en P.



Capitulo 2

Anillos regulares.

2.1. Resultados basicos de teoria de modulos.

En esta seccién se demostrardn algunos resultados de teoria general de
modulos, que seran de utilidad para el desarrollo de la teoria de anillos regu-
lares y V-anillos que se trataran en las siguientes secciones.

Proposicion 2.1.1 Un R-mddulo E es inyectivo si y solo si para todo ideal
rl < R y para todo homomorfismo «a: [ — E existe y € E tal que a(x) =
xy para toda x € I

Demostracion:

—>| F inyectivo = F es R-inyectivo = paratodo I < gkRy h:I — FE
morfismo existe h : R — F tal que (h |;) = h. Sea y = h(1). Entonces,
h(z) = h(z) = zh(1) = zy para todo = € I.

<—| Si rI <R, y€ Eyh(zx) = xypara toda z € I, entonces la mul-
tiplicacién por la derecha por y, p(y) : R — E extiende a h. Luego, E es
R-inyectivo y como rR es generador para g M se tiene que F es inyectivo. m

Lema 2 Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos y A un S-mddulo inyecti-
vo derecho. Si pS es plano, entonces A también es inyectivo como R-mddulo.

Demostracion:

Sean J < Rgy f € Homg(J, A). Entonces, f induce un homomorfismo de
S-médulos J®rS — A®rS — A. Como gS es plano, el morfismo natural
J®r S — JS es un isomorfismo. Por lo tanto, se tiene un morfismo g en
Homg(JS, A) tal que (gop)(z) = f(x) para todo x € J. Por la inyectividad
de Ag, existe un elemento a € A tal que ¢g(y) = ay para todo y € JS. Por
lo tanto, f(z) = (g0 ¢)(z) = ap(x) = ax para todo x € J. Luego, A es
inyectivo. m
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Lema 3 Un R-mddulo F es plano si y sélo si F= Homg(F,Q/Z) es un
R-modulo inyectivo derecho.

Demostracion:
=—>| Sea a: M — N monomorfismo de R-médulos derechos. Este induce
el siguiente diagrama conmutativo

om(a,l

Homgp(N, Homz(F,Q/Z)] ™ Homp(M, Homz(F,Q/Z))

~l l~

Homgz(N ®@r F,Q/Z) Fm——r Homz(M @ F,Q/Z)
rF plano = a® 1 : M ®@g FF — N ®gr F es monomorfismo. Q/Z in-
yectivo = Hom(a ® 1,1) es epimorfismo = Hom(a, 1) es epimorfismo =
Homgz(F,Q/Z) es inyectivo.
<—=| Revirtiendo el argumento anterior, Hom(a®1,1) es epimorfismo. Sea
0#xz € M®gF. Como Q/Z es un cogenerador inyectivo entonces existe
¢: M ®pgF — Q/Z una Z-funcién bilineal tal que ¢(x) # 0.

Hom(a ® 1,1) epimorfismo = ¢ = (e ® 1) para algun morfismo
Y: NQrF — Q/Z. p(x) #0 = (a®1)(x) # 0 = a®1 es monomorfismo.
Por lo tanto, gpF' es plano. m

Proposicién 2.1.2 Un R-mddulo F es plano si y solo si A : | g F — F
es un monomorfismo para cada Igr < R finitamente generado.

Demostracion:

=| Es claro.

<=| Sean Ir < R finitamente generadoy A : [ ® F — F monomor-
fismo. Esto también se cumple para ideales derechos arbitrarios I, pues si
Y a;®@y; € I @ F, entonces los a; estan en Jp < Iy finitamente genera-
do y el mapeo compuesto J Qr F— 1 ®g F — F es monomorfismo.
Si Y a; ®y; toma el valor de cero en F, > a; ®y; es cero en J Qg F' y
por lo tanto cero en I ®g F'. La inclusién I — R induce un monomorfismo
I ®r ' — F' y resulta un diagrama conmutativo como sigue

Hom R,]?)LHom([,ﬁ)

|

—

F I @ F

1%
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donde F' = Homy(F,Q/Z) e [®rF = Homyz(I ®p F,Q/Z). ¢ es epimorfis-
mo pues ) —— I ®p F—— F es exacta y el funtor Hom es contravariante

en la segunda entrada. Entonces, 1 es epimorfismo. Luego, se tiene que F es
inyectivo (Lema 3) y por lo tanto que F' es plano (Proposicién 2.1.1). m

Lema 4 SiIgr < Ry M € gM, entonces R/I @ M = M/IM.

Demostracion:

0 I R R/I 0 exacta =

I®p M *—M—R/I g M ——( exacta.
Ima={>amwx;|a,e€l; x; e M} =IM = R/I @z M = M/IM u

Proposicién 2.1.3 Sea U una clase de médulos y sea M un modulo. FEn-
tonces, Rejy(U) es el inico submddulo minimo K de M tal que M/K es
cogenerado por U.

Demostracion:

Sea (Uy),ecq un conjunto indicado en U y sea h : M — [], U, con
K = Nuc h. Entonces, K = (), Nuc(mxh) O Rejp(U). Luego, si M/K
es cogenerado por U, Rejy(U) C K. Por otro lado, existe un conjunto in-
dicado (Un)peq en U y hq : M — U, con Rejy(U) = ()4 Nuc hy. En-
tonces, [[4 ha : M — [] 4 Us tiene como niicleo a Rejy (U). Por lo tanto,
M/RejuU) € Cog(U) m
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2.2. Definiciéon y caracterizaciones.

Definicién 2.2.1 Sea R un anillo. Se dice que R es reqular si para todo
a € R existe x € R tal que a = axa

Lema 5 Sean J < K ideales bilaterales de un anillo R. Entonces, K es
reqular si y solo si J y K/J son requlares.

Demostracion:

=—>| Si K es regular, es claro que K/J es regular. Dado x € J se tiene que
xr = xyx para algin y € K. Entonces, z = yry € J es tal que x = xzx de
donde J es regular.

<] Dado z € K se tiene que z — zyz = (v — zyz)z(z — zyz) para algin
z € J, de donde se tiene que x = xwzx para algin w € K. Por lo tanto, K es
regular. m

Lema 6 Sean eq, ..., e, idempotentes ortogonales en un anillo R tales que
er+ -+ e, = 1. Entonces, R es reqular si y solo si para cada v € e;Re;
existe y € ejRe; tal que zyr = x.

Demostracion:

—>| Sea z € ¢;Re;. Entonces, ryx = = para algin y € R y se observa que
x(ejye;)x = x que es lo que se buscaba.

<=| Supongamos que para cualquier x € e;Re; existe y € e;Re; tal que
xyxr = x. Haciendo induccién sobre n, el caso para n = 1 es trivial asi que
se comenzara con el caso n = 2. Primero, considérese un elemento z € R
tal que ejres = 0. Existen elementos y € ejRe; v 2 € esRey tales que
(e1xer)y(erxer) = eywey y (eazwes)z(eaxres) = eswey. Entonces,

x(y+z)r = (erxerteswe;+esxes)(y+2z)(e1re;+esxer+eqres) = erxeiye;xe;+
€aTC1YE1TE] + €2TE22E€2T €] + €L E22E€2L €9 = €1X€1 + €aXe + 623:(3/ + z)xel.

Asi, vemos que el elemento 2’ = x — z(y + z)z estd en ey Re;. Entonces,
2'wz’ = 2’ para algin w € e; Rey, de donde xvx = x para algin v € R.

Ahora, considérese un elemento general z € Ry escdjase un elemento y en
es Req tal que (ejxes)y(ejxesy) = egxes. Como y € ea Rey vemos que ejxyxes =
ejzes, de donde e;(x — zyx)ey = 0. Por el caso anterior, existe un elemento z
en R tal que (z—zyz)z(x—xyxr) = r—xyz. Asi, xwr = x para algin w € R.
Por lo tanto, R es regular.

Ahora, sea n > 2 y supongamos el resultado valido para n — 1 elementos
idempotentes ortogonales. Tomando f = es+---+¢, y g = e;+e3+- - -+e, sa-
bemos que fRf y gRg son regulares. Considérese un elemento x € e; Rf. En-
tonces, existe y € eaRe; tal que (xey)y(zes) = wey y entonces (z — zyz)es =
0. Entonces, x — zyx € gRg, por lo tanto (z — xyx)z(z — xyx) =
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x —xyr para algun z en gRg. Asi, rwxr = x para algin w € R y por lo tanto
obtenemos que fwe; en fRe; tal que z(fwe;)x = x. Asimismo, para cual-
quier z € fRe; existe algin t en e; Rf tal que xtz = z. Aplicando el caso
n = 2 a los idempotentes ortogonales e; y f concluimos que R es regular. g

Teorema 1 Sea R un anillo. Son equivalentes

a) R es regular.

b) Para todo ideal principal Ra < R existe e € R idempotente tal que

Ra = Re.

¢) Para todo ideal gpI < R finitamente generado, I es sumando directo de R.
d) Todo R-mdédulo es plano.

e) La dimensidn global débil de R es cero.

f) Todo submddulo finitamente generado de un R-mddulo proyectivo grP es
sumando directo de pP.

g) R/L es plano para todo gL < R.

h) Para todo rL < R y para todo Kr < R se tiene que K N L = KL.

Demostracion:
a)= b)

Sea Ra < R. Si R es regular, entonces existe + € R tal que a = aza de
donde (za)? = za. Finalmente, Ra = Rza.

b)=-a)

Sean a,e € R con e idempotente tales que Ra = Re. Entonces, exis-
te x en R tal que e = xa y existe ' € R tal que a = z’e. Entonces, ae =
2’e de donde a = ae = axa.

a)= c)
Es suficiente probar que si e, f € R son idempotentes, entonces Re + R f
es un ideal izquierdo principal.
Re+ Rf = Re+ R(f — fe). Sea z € R tal que f — fe =
(f — fe)x(f — fe). Ast f' = (f — fe)x es idempotente con f'e =0y
Re+ Rf = Re+ Rf'. Luego, Re+ Rf' = R(e+ f' —ef’) pues e =
efe+ f —ef)y f = f(e+ f —ef'). Por lo tanto, Re + Rf es un ideal
izquierdo principal.

c)=d)

Se sigue de la proposicion 2.1.2.

d)=g)
Sea rL < R. Entonces, gL < R = R/L € gRM. Asi, R/L es plano.
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g)=h)
Sean rJ, Kr < R.
0—— K —— R exacta =
0—=K®rR/J—R/J exacta. K ®gr R/J = K/KJ (Lema 4),
de donde K/KJ — R/J, es decir, KNJ = KJ.

h)= a)
Sea a € Ry sean aR y Ra los ideales generados por a. Como aR N Ra =
aRa se tiene que a € aRa por lo que existe x € R tal que a = axa.

d)=e)
Sea M un R-médulo. M plano implica que

0 M M 0

es una resolucién plana de M. Por lo tanto, wD(R) =0

e)=d)
wD(R) = 0 implica que para todo R-médulo M existe un R-médulo plano
F tal que
0 F M 0

es resolucion plana de M, y esto ocurre si y solo si F' = M.

a)=f)
Caso 1

Supongamos que P es libre. Entonces, P =2 R Luego, N < P finita-
mente generado = N < R para alguna n € N. Ahora, haciendo induccién
sobre n, veamos que N es sumando directo de R"™. Si n = 1 entonces N es
sumando directo de R.

Supongamos que N < R™ implica que N es sumando directo de R™ y
probémoslo para n + 1. Sea ¢ : N — R tal que ¢(z) = 1, donde z =
1 + ... + x,. Entonces, ¢ estd bien definido. Im ¢ = I < R finitamente
generado implica que I es sumando directo de R, y entonces I es proyectivo.
Luego, la sucesién

0 K N I 0

se escinde, es decir, N & K @ I. Luego, K < R™ = (H.I.) K sumando
directo de R™, de donde N es sumando directo de R"™+D.
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Caso I1
P proyectivo implica que P es sumando directo de RX), pero N < P
implica que N es sumando directo de P, por el caso anterior.

)= ¢)
Es claro. m

Proposicién 2.2.1 Rad(I) =({P < R| P es primo e I C P}.

Demostracion:

C] Sean A ={P < R| Pesprimoel C P} ya € Rad(l). Entonces,
a™ € I para algin n € N. Luego, a™ € P para todo P € A, de donde a € P
para todo P € A pues P es primo. Por lo tanto, a € () A.

O] Sea a € (A y supongamos que a ¢ Rad(I). Luego, a" ¢ I para
todo n € N. Entonces, 0 # a™ € R/I para todo n € N por lo que a no es
fuertemente nilpotente en R/I, de donde a ¢ N(R/I) = (A (Proposicién
1.2.4) lo cual es una contradiccién. m

Teorema 2 Sea R un anillo conmutativo. Son equivalentes
a) R es reqular.

b) Para todo ideal I < R se tiene que ’=1.

c) Cada cociente de R es semiprimitivo.

d) Cada cociente de R es semiprimo.

e) R es semiprimo y cada ideal primo de R es mdzximo.

f) Cada ideal primario de R es mdzimo.

g) Cada R-mddulo simple es inyectivo.

Demostracion:
a)= b)

Sean [ < Ry a € I. Como R es regular existe x € R tal que a = axa =
za® € I?. Luego, a € I?. Por lo tanto, I = I°.

b)=-a)
Sean a € Ry Ra el ideal generado por a. Luego, a € Ra = (Ra)®. En-
tonces, existe x € R tal que a = axa. Por lo tanto, R es regular.

b)=e)

Sea I < R tal que I? = 0. Luego, I? = I = I = 0. Por lo tanto, R es
semiprimo.

Sea J < R primo. Entonces, R/J es un dominio entero. Sea (a+J) € R/J.
Existe z € R tal que (a+J) = (a®*+ J)(@+J) = (a+J)(z+J) = (1+J) =
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R/J es campo. Por lo tanto, J es maximo.

c)=d)

Sea I < R. J(R/I) =0 = R/I es cogenerado por la clase de médulos
simples (Proposicién 2.1.3). Entonces, existe ¢ : R/I — [, So monomor-
fismo tal que S, es simple para toda a € A. Sea 0 # 7 € R/I. Entonces,
(p(7)),, # 0 para algin a € A de donde (¢(z))2 # 0. Por lo tanto, R/I es
semiprimo.

d)=b)

Sea ] < Rtalque I # I*ysea0 #x € I. & € I/I*> = 22 = 0. Luego,
R/I contiene nilpotentes distintos de cero lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, R es totalmente idempotente.

a)= g)

Sean J, M < R con M méximo y sea f : J — R/M no cero.

MnJ=(MnJ)*<MJ< Nuc f < J.Porlo tanto, J £ M. Entonces,
x4y =1 para algin x € M y para algin y € J.

Sea w = f(y) € R/M. Si a € J, entonces a —ya = za € MJ <
Nuc fy f(a) = f(ya) = wa. Por lo tanto, R/M es inyectivo.

g)=e)

Primero, nétese que para todo ideal méaximo M, v € M = x € M

pues si no, sean M un ideal méximo y x € M tal que ¢ xM. Entonces,
zR/xM # 0.
a: R — xR es epimorfismo asi como [ : xR — zR/xM. Entonces,
B o« es epimorfismo y Nuc(f o a) = M. Por lo tanto, zR/xM = R/M. Si
f xR — R/M entonces existe g : R — R/M que extiende a f. Pero,
g(1)=b+ My g(x) =2b+ M = f(x) = 0 lo cual es una contradiccién.

Asi;sea 0 #x € Rtalque 2> = 0. J = {r € R| rz = 0} < R. Por lo
tanto, existe M < R maximo tal que J < M.z e J< M=z € xzM =z =
xy para algin y € M = (1 —y) € J < M lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, R es semiprimo.

Sean P, M < R con P primo y M maximo tales que P < M. Sea x € M.
Entonces, © € tM = z(1 —y) =0 para algin y € M. (1 —y) ¢ M =
(1—y)¢ P=x€ P= P= M. Por lo tanto, P es méximo.

e)=f)

Sean P < R primarioy (a+ P), (b+ P) € R/P tales que (a+ P)(b+P) =
0. Entonces, (ab+ P) =0=ab e P=a € Pob" € P para algin n € N.
Supongamos que a ¢ Py haciendo induccién sobre n veamos que b" € P =
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be P.

Para n = 1 es claro. Supongamos que b € P = b € P. Si vt ¢ P
entonces V"be P=0"€ Pob™ € P.

Sib™ € P, entonces por hipotesis de induccién b € P. Si b™ € P, entonces:

a) m < n y por hip6tesis de induccién b € P.

b) m > n. Asi, b™ € P = b"b" " € P. Recursivamente, llegamos a que
m —n < n y aplicando hipétesis de induccion tenemos que b € P. Luego,
R/P es dominio entero de donde P es primo y, por lo tanto, maximo.

f)= a)

Sea M < R mdximo. El anillo de fracciones R,y tiene un tinico ideal
maximo y, por lo tanto, primo. Sea P dicho ideal.

Sil < Ry entonces I C P.abel =abe P=acPobec P. Como
P es el radical de I (Proposicién 2.2.1), entonces sucede que a" € I o
b™ € I para algunos n,m € N. Asf, I es primario. Luego, o~ !(/) es prima-
rio, donde ¢ : R — R(ar). Entonces, ¢ !(I) es maximo. ¢ '(I) C M =
¢ '(I) = M = I = P. En particular, (0) = P. Por lo tanto, R es un
campo para todo M < R maximo.

Ahora, a € R invertible = a regular, pues a = aa 'a. Sean a € R no
invertible y J = {t € R | at = 0}. Claramente, J < R. Se afirma que si
M < R maximo tal que a € M, entonces J Q M pues si no, sean M < R
maximo tal que a € M y J C M. Entonces, @ no es unidad en R(yp. Asf,
@ = 0. Luego, existe t € R — M tal que at = 0 de donde t € J. Entonces,
t € M lo cual es una contradiccion.

Luego, J+ (a) = R. Entonces, existen t € J y s € R tales que 1 = t+ sa,
de donde a = at + asa = asa. Por lo tanto, a € R no invertible es regular y,
por lo tanto, R es regular.

g)=c¢)

SeanI < Ry f: R — [[ R/M morfismo tal que I C M y M es maximo.
Si I C Nuc f =()M entonces existe z € Nuc f tal que xz ¢ I. Luego, existe
P ideal primo tal que x ¢ P. Pero por e), P es maximo lo cual es una contra-

diccién. Asi, I = Nuc f y se tiene R/I — [[ R/M de donde J(R/I) =0.m

Teorema 3 (Fisher-Snider) Un anillo R es reqular si y sdlo si

a) R es semiprimo.

b) La unién de cada cadena ascendente de ideales semiprimos de R es semi-
primo.

c) Si P < R primo, entonces R/P es regular.

Demostracion:
=>| Si gl <R, entonces I? = I. Luego, si I? = 0 se tiene que I = 0. Por
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lo tanto, R es semiprimo.

R totalmente idempotente implica que todo ideal de R es semiprimo vy,
por lo tanto, se tiene b). El inciso ¢) es inmediato.
<=| Supongamos que R no es regular. Entonces, existe x € R tal que
x ¢ xRx. Obsérvese que {0} es un ideal semiprimo de R tal que z ¢ xRz +0.
En vista de b), existe J < R semiprimo el cual es maximo (entre los ideales
semiprimos) con respecto a la propiedad = ¢ xRx + J.

R/J no es regular, entonces por c) se tiene que J no es primo. Asi,
existen A y B ideales bilaterales de R tales que J ¢ A, J « By AB < J.
Sean K ={re R| rB< J}yL={re R| Kr <J} Ky L son
semiprimos pues si I? C L, entonces (KI)? = KIKI C KI? C KL C J.
Luego, KI C J dedonde I C L y se tiene que L es semiprimo. Analogamente,
K es semiprimo.

Noétese que (K N L)2 < KL <J= KnL < J. Claramente, se tiene que
A< KyB<L.Porlo tanto, J « Ky J £ L. Luego, como .J es maximo
existen y, z en R tales que v —axyr € Ky x — xzx € L.

r—z(y+z—yxz)r = (r—zyzr) — (r—ayx)ze € Ky v—x(y+z—yrz)r =
(x — xzzx) — xy(x — xzzx) € L. Entonces, v € zRx + (K NL) C xRz + J lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, R es regular. m

Corolario 2 Un anillo R es reqular si y solo si 1> = I para todo I ideal
bilateral de R y R/ P es regular para todo P < R primo.

Demostracion:

—>| Supongamos que existe I < R bilateral tal que I? # I. Entonces,
como I/I* < R/I? nilpotente no cero se tiene que R/I* no es semiprimo y
que R no es regular. Por lo tanto, I? = I para todo ideal bilateral I de R.
La segunda condicion se sigue directamente del teorema anterior.

<=| [I? = [ para todo ideal bilateral de R = I es semiprimo para todo
ideal bilateral I de R = la unién de cualquier cadena de ideales semiprimos
de R es semiprimo. R < R = R semiprimo. Por lo tanto, R es regular. g

Lema 7 Sean R un anillo y A un R-mddulo ciclico izquierdo. Son equiva-
lentes

a) A es R-plano.

b) Torf (R/I,A) =0 para todo I < R principal.

c) SiA=R/J, p: R— A, alaimagen del 1 en A yx € J, entonces
existe y € R tal que xy =0 y ya = a.
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Demostracion:
a)= b)
Consideremos la sucesién exacta 0 — I — R — R/I — 0. Esta
induce la siguiente sucesién exacta
Torf(R,A) — Torf(R/I,A) — I ®r A — A — R/I®p A
de la que se tiene que Torf(R, A) = 0 pues R es proyectivo. Luego,
I®rA — A es monomorfismo pues A es plano, de donde Torf(R/I, A) = 0.

b)= ¢)

Sean z € Jel = zR. Torl*(R/I,R/J) = IJ/INJ = 0, de donde
IJ = 1INnJ. Entonces, z € I NJ = IJ implica que existe z € J tal que x = xz.
Asi, za =0 en R/J y entonces, y = 1 — z cumple que zy = 0 y ya = a.

c)= a)

Sean Ir < Ry B = R/I. De ¢) se tiene que ya = a = ya—a = 0 =
y—leJ Sea—z=y—1.

Siz € I NJ, entonces existe z € J (z =1 —y) tal que xz = x. Entonces,
x € IJ de donde IJ = I N J. Por lo tanto, Tor®(B, A) = 0 para todo
R-modulo ciclico B. 'Y entonces, se tiene que A es R-plano. m

Lema 8 Sean R un anillo, G un grupo, R[G] el anillo de grupo y g1, ..., gn €n
G. Entonces, S =< g1,...,gn > es finito si y sélo si existe x € R[G] tal que
(1 —g;)x =0 para toda i € {1,...,n}.

Demostracion:

—>| Supongamos que S es finito. Sean T =) s ei € {1,...,n}. Todos
los elementos de la forma g;s, con s € S, son distintos, pues si ¢g;s = g¢;§'
entonces s = s'. Asl, Y _cgis = Y .5 = T, pues S es finito. Luego,
g;T = T y entonces (1 — g;)T = 0 para toda i € {1,...,n}.

<=| Supongamos que existe z € R|g| tal que (1 — g;)x = 0 para toda i
en {1,...,n}. Entonces, z = ¢y = ... = g,x de donde sx = zx para toda
s€S. Seaw=73"" rihj;r; € R, hj €G. sz =uxparatodase S =z
tiene un término r;sh; para toda s € S. Obsérvese que si s # s', entonces
rjsh; # rjs'h;. Asi, dado que x es una suma finita y contiene un término
rjsh; para toda s € S, se tiene que S es finito. m

Lema 9 Sean R un anillo, G un grupo y R[G] el anillo de grupo.

Sean ¢ : R|G] — R defnida como

(O rigi) = > i y K[G] = Nuc ¢. Entonces, R = R[G]/K|G] es un
R|G]|-mddulo izquierdo plano si y sélo si

a) G es localmente finito.

b) El orden de cada elemento de G es una unidad en R.
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Demostracion:
=—>| Supongamos que R es R[G]-plano. Sea H =< g1, ..., 9, > . (1 —g;) en
K[G] implica que existe z; € R[G] tal que (1 — ¢;)z; =0 (Lema 7).

(1 — go)z1 € K[G] = J 3 € R[G] tal que (1 — ga)z129 = 0. Asi, por
induccidn, existe z € R[G| tal que (1 — ¢;)z = 0 para toda i € {1,...,n}. Por
lo tanto, H es finito (Lema 8).

Sea g € G tal que O(g) = m. (1 — g)x = 0 para alguna x € R|G| (Lema
7). Luego, ya que z = 7y (Lema 8), 1 = ¢(z) = ¢(Ty) = ¢(T)e(y) =
me(y). Por lo tanto, m = O(g) es una unidad en R.
| SeazeKI[G]. 2= " 1:gi=> o 1i(g;—1). Sea H =< g1, ..., gy >
y sean m = O(H), == 37", h; tal que h; € H.

z € K|G] = 3y € R|G] tal que zy = 0.y = zy (Lema 8) de donde
1 =0(y) = p(xy') = me(y'). Por lo tanto, m tiene inverso en R.

Sea r = Zm™'. Entonces, zr = zam™' = (1 ri(l1 — g:))am ™! =
(> (1 —gi)z)m™ = 0. Ademés, ¢(r) = 1. Por lo tanto, R|G]/K[G] es
plano (Lema 7). m

Lema 10 Sean R un anillo y G un grupo finito tal que | G |= n, con n
unidad en R. Entonces, cualquier R[G]-mddulo derecho es proyectivo si es
proyectivo como R-mddulo derecho.

Demostracion:

Sea P un R|G]-médulo derecho tal que P es proyectivo como R-médulo
derecho.

Sean ¢ : Prjg) — Mg|g morfismo y 7 : Ngjg) — Mpg|g) epimorfismo.
Entonces, existe v : PR — Np tal que m oy = ¢.

Definimos p(z) =n~' Y " ¢ (xg)g™', donde p : Prig) — Npjq)- Es facil
ver que p es un R|G]-morfismo asi como probar que 7o p = ¢. Por lo tanto,
P es proyectivo como R|G]-médulo derecho. m

Lema 11 Sean R un anillo y G un grupo tal que | G |=n, con n unidad en
R. Si R es reqular, entonces R[G] es regular.

Demostracion:

Es claro que R[G| es un R-mddulo libre finitamente generado y, por lo
tanto, R[G| es un R-mddulo proyectivo.

Sea r € R[G]. Entonces, rR[G] es sumando directo de R[G]r (Teorema
1,f). R[G] un R-médulo libre = rR[G] proyectivo. Asi, rR[G] es un
R|G]-médulo proyectivo (Lema 10). Luego, como R|G| — rR[G] — 0 se
escinde, rR[G] es sumando directo de R[G]gj¢). Por lo tanto, R[G] es regular
(Teorema 1,f). m
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Teorema 4 (Auslander, McLaughlin, Villamayor, Connell) El ani-
llo de grupo R|G| es regular si y sdlo si

a) R es regular.

b) G es localmente finito.

¢) El orden de cada elemento de G es una unidad.

Demostracion:
=] Seaa € R. Luego, a = ae € R[G] = 30 € R[G] tal que a = affa. Sea
B=73 eqbat. affa =7 . abyax. El coeficiente de e es ab.e. Por lo tanto,
a = abea y se tiene que R es regular.

Que G es localmente finito y que el orden de cada elemento de GG es una
unidad es claro (Teorema 1,d y Lema 9).
| Seaa € R[G], a =" 1g;- Sea H=< g,..., g, >. Entonces, H es
finito. Luego, R[H] es regular (Lema 11). Asi, « € R[H] = 3 o’ € R[H]
tal que a = ad/a. R[H] C R[G] = o € R|G]. Por lo tanto, R es regular. g

Proposicién 2.2.2 Sean R un anillo e gl < R. Son equivalentes:
a) I es cuasi-reqular izquierdo.

b) I es cuasi-regular.

c) I es superfluo en R.

Demostracion:
a)= b)

Sea x € I. x cuasi-regular izquierdo implica que existe '’ € R tal que
2'(1—x) = 1. Como &'z € I es cuasi-regular izquierdo y como 2’ = 1+ 2’z =
1 — (—2'z), existe y € R tal que ya’ = 1. Luego, 2’ es invertible y y = 1 — z.
Por lo tanto, (1 —x)z’ =1y x es cuasi-regular.

b)= c¢)

Sea K < R tal que R = I + K. Entonces, existen x € [ y k € K tales
que x + k = 1. Luego, k = 1 — x es invertible, pues z es cuasi-regular, y se
tiene que 1 € K. Por lo tanto, K = R.

c)= a)
Sea x € [I. Entonces, Rr < R. Pero R = Rz + R(1 — z) de donde
R = R(1 — x) y se tiene que z es cuasi-regular izquierdo. m

Teorema 5 Sean M un R-mddulo autoinyectivo izquierdo y Q = Endg(M).
Entonces:

a) J(Q) = {f € Q| Nuc f 2 M},

b) Q/J(Q) es regular.

c) St J(Q) =0, entonces Q es autoinyectivo izquierdo.
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Demostracion:
a) y b)

Sea K = {f € Q| Nucf < M} y sean f,g € K. Ahora, como se
tiene que (Nuc f) N (Nuc g) < Nuc (f — g) entonces Nuc (f —g) < My
(f —g) € K. Dado h € Q, se tiene que Nuc (fh) = h™'(Nuc f) < M por lo
que fh € K. Ademas, como Nuc f < Nuc (hf) vemos que hf € K. Por lo
tanto, K < @ bilateral.

Dado f € K, tenemos que Nuc f < M y [Nuc (1 — f)] N [Nuc f] =0
por lo que Nuc (1 — f) = 0. Luego, 1 — f nos da un isomorfismo de M en
(1 — f)(M), y el isomorfismo inverso (1 — f)(M) — M se extiende a un
morfismo g € @ tal que g(1 — f) = 1. Luego, f es un elemento cuasi-regular
izquierdo de @ por lo que K < J(Q) (Proposicién 2.1.5).

Dado f € @ podemos tomar N < M tal que N & (Nuc f) < M. Enton-
ces, la restriccién de f nos da un isomorfismo de N en f(N) y el isomorfismo
inverso f(N) — N se extiende a un mapeo g € @ tal que gf = 1 en N. Asi,
(faf — f)(IN) = 0 por lo que N & (Nuc f) < Nuc (fgf — f) de donde
(fgf — f) estd en K vy, por lo tanto, fgf = f en Q/K. Por lo tanto, Q/K es
regular.

Ahora, J(Q/K) = 0 pues Q/K es regular, y se tiene que entonces J(Q) =
K. Por lo tanto, @/ J(Q) es regular.

c)

Como @ es regular (por b), M es un -mdédulo derecho plano. Sea J < @
y sea f € Homg(J, oQ). Como Mg es plano, se tiene un diagrama conmu-
tativo

M®QJ&>A®QQ

El lg

JA A

donde el morfismo ¢ se extiende a un morfismo h € @ tal que h(zy) = zf(y),
para todo x € A y todo y € J. Por lo tanto, () es un anillo autoinyectivo. m
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Corolario 3 Sean M un R-mddulo derecho y QQ = Endg(M). Si M es auto-
inyectivo semisimple o es autoinyectivo no singular, entonces (Q es un anillo
reqular autoinyectivo derecho.

Demostracion:

Como en cualquier caso M es autoinyectivo, basta probar que J(Q) = 0.
Dado f € J(Q), se tiene que Nuc f < M. Si M es semisimple, entonces
Nuc f =My f=0.Si M es no singular entonces, como f(M) = M/Nuc f
es singular, tenemos que f = 0. Entonces, en ambos casos, J(Q) =0. m



Capitulo 3

V-anillos.

3.1. Una caracterizacién de mdédulos cogene-
radores de g M.

Lema 12 Un R-mddulo izquierdo M es un cogenerador de gIM si y solo si
M contiene la capsula inyectiva de cada R-mddulo izquierdo simple.

Demostracion:

=—>| Sean M un cogenerador y S un R-médulo simple. Sean E(.S) la capsula
inyectiva de S e i : S — E(S). Como M es cogenerador se tiene que existe
f: E(S) — M tal que foi # 0, es decir, (Nuc f)NS =0= Nuc f =0= f
es inyectiva.

<=| Sean N € gM,0 # x € N y Rz el R-médulo generado por z. Rz
ciclico implica que Rx contiene maximos de donde existen S € gM simple y
f: Rer — S epimorfismo. Consideremos f oi: Rz — E(S), donde

i:S — E(S). Como E(S) es inyectivo, existe g : N — E(S) que extiende
a foi. Luego, la composiciéon i’ o g : N — M, donde ¢’ : E(S) < M, es tal
que evaluada en x es distinta de cero. Por lo tanto, M es un cogenerador de
rRM.n

3.2. Definicion y caracterizaciones.

Definicién 3.2.1 Un anillo R es llamado V -anillo izquierdo (derecho) si
cada R-mddulo izquierdo (derecho) simple es inyectivo.

24
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Teorema 6 Sea R un anillo. Son equivalentes

a) R es un V-anillo izquierdo.

b) Todo ideal izquierdo de R es una interseccion de ideales izquierdos mdxi-
mos de R.

c) Cada R-mddulo izquierdo tiene la propiedad de que el cero es una inter-
seccion de submodulos madximos.

d) La categoria de los R-mddulos izquierdos tiene un cogenerador, el cual es
una suma directa de R-modulos simples.

Demostracion:
a)= c)

Sea M un R-médulo izquierdo, donde R es un V-anillo. Si 0 # x € M
entonces, por el lema de Zorn, existe Y < M el cual es maximo entre los
submédulos X' de M con = ¢ X.

Sea D = ({S<M]|Y < S}. Entonces, z € Dy D/Y # 0 es simple,
por lo tanto inyectivo. Luego,

se escinde, de donde M/Y = D/Y & K/Y, con K < M. Como z ¢ K,
entonces Y < M es maximo. Asi, 0 = ([{Y < M | Y es maximo}.

c)=b)
Sea rI < R. Viendo a R/I como R-médulo izquierdo se tiene que
I =(,e4 Jas donde J, < R es maximo para toda o € A.

b)= a)

Sean S un R-médulo simple e gl < R. Si @ € Hompg(1,S) y si K =
Nuc a, entonces existe M < R méximo tal que K < M pero I £ M. Como
I/K es simple, M NI = K. Entonces, R/M = (M +I)/M = I/MNI =
I/K = S. Asi, a se puede extender a un R-homomorfismo o/ € Hompg(R, S).
Por lo tanto, S es inyectivo.

a)<d)
Se sigue directamente del lema anterior. m

Corolario 4 Si R es un V anillo izquierdo, entonces I* = I para todo ideal
I <R
rl =

Demostracion:

Sea I < R y supongamos que I # I. Entonces, existe M < R méaximo
tal que I? < M pero I £ M. Luego, 1 = x +m para algunos z € [ y m € M
de donde z = 2% + xm € M, lo cual es una contradiccién. Asi, > =1. g
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Teorema 7 Sea R un anillo. Son equivalentes

a) R es totalmente idempotente.

b) Para todo a € R existe x € RaR tal que a = za.

¢) Para todo ideal bilateral I de R se tiene que R/I es un R-mddulo izquierdo
plano.

d) Cada R/I-mdédulo izquierdo inyectivo es inyectivo como R-mddulo izquier-
do canonico.

e) Para todo ideal izquierdo L < R y para todo ideal bilateral I < R se tiene
que INL =1L.

Demostracion:
c)=e)

Sean L ideal izquierdo de R e I ideal bilateral de R. Consideremos la
siguiente sucesion exacta

0—L—R
R/I plano implica que la sucesién
0——=R/I @ L—>R/I

es exacta. R/l @p L=L/LI = L/LI — R/I =1INL=1L

e)=Db)

Sea a en R. Luego, a € Ray a € RaR = a € (RaR) N (Ra) = RaRa =
a = Y. rasa; conry,s; € RoSea x = Y mas; € RaR. Entonces,
a = za.
b)= a)

Sea gl < R. Como I? C I, sélo hay que verificar la otra contencién. Sea
a € I. Entonces, existe x € RaR tal que a = xa = Z?Zl r;aS;Q; CON T, S8; en
R Y maely Yl ssael= " rasac I?. Asi, I C I* y por lo
tanto se tiene que I = I2.

a)=d)

Sean pJ < Ry M un R/I-médulo. Sea ¢ : J — M.
o(JNI)=0puessiae (JNI)=(JNI)?se tiene que a = >, a;b;; con
ai,bien (JNI), yentonces p(a) = (3 iy aib) = i aip(b;) =0, pues I
anula a M. Luego, se tiene que ¢ : J/(J N I) — Minducida por ¢, pero
J/(JNI)=(I+ J)/Iy se tiene
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J—{U+J)/I—M

5

R—L=R/I

donde f o g extiende a . Por lo tanto, M es un R-médulo inyectivo.

d)=c)

Sea I un ideal bilateral de R. Entonces, Homyz(R/I,Q/Z) es un
R/I-médulo inyectivo, de donde Homgz(R/1,Q/Z)es R-inyectivo. Por lo tan-
to, rR/I es plano. m

Teorema 8 Sean R un anillo conmutativo y G un grupo. Entonces, el anillo
de grupo R[G] es totalmente idempotente si y solo si

a) R es totalmente idempotente.

b) G es localmente finito.

c¢) El orden de cada elemento de G es una unidad en R.

Demostracion:
=>| Sea ¢ : R[G] — R como en el lema 6. K[G| < R[G] bilateral = R
es plano, por lo que b) y ¢) se cumplen (Lema 6).

Sea rpI < R. Entonces, J = ¢ '(I) < R[G]. Si r € I, entonces existe
s € J tal que o(s) = r. Luego,J = J* = s = > | xy; con x;,y; € J.
Entonces, r = ¢p(s) = ¢ (O, zy;) = > iy p(x:)p(y:) € I?. Por lo tanto, R
es totalmente idempotente.
<=| R conmutativo y totalmente idempotente implica que R es regular
(Teorema 2) lo que implica que R|G] es regular (Teorema 4) y conmutativo
lo que implica que R[G] es totalmente idempotente. m

Teorema 9 (Micheler-Villamayor) Sean R un anillo y G un grupo. Si
el anillo de grupo R[G] es un V -anillo izquierdo, entonces

a) R es un V-anillo izquierdo.

b) G es localmente finito.

c¢) El orden de cada elemento en G es una unidad en R.

Demostracion:

R|G] un V-anillo = R[G] totalmente idempotente = b) y c).

Sea S un R-mdédulo simple. Entonces, S un R[G]-mddulo simple = S es
un R[G]-médulo inyectivo.

R|G] un V-anillo = R[G] totalmente idempotente = S es un R-mddulo
inyectivo pues R es plano como R[G]-médulo. Asi, R es un V-anillo. g
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Teorema 10 (Micheler- Villamayor) Sea G un grupo finito. Entonces,
R[G] es un V-anillo izquierdo si y sdlo si R es un V-anillo izquierdo y el
orden de G es una unidad en R.

Demostracion:

—>] Resun V-anillo izquierdo (Teorema 5). Sean | G |=ny n = pi* -- - p2*
la descomposiciéon de n como producto de potencias de primos. Por el teore-
ma de Cauchy, existe x; € G tal que | z; |= p;, de donde p; es una unidad en
R por lo que p§" es una unidad en Ry, por lo tanto, n es una unidad en R.
<] Sea M un R[G]-mdédulo izquierdo simple. Entonces, M = R|G]y
para todo 0 # y € M.z € M = = = > (via))y = > [(zy)a;] =
{z1Y, ..., xpmy} genera a M como R-mdédulo lo que implica que existe V' < M
maximo. Sea N = [ ., gV. Entonces, N < M como R[G]-médulo. Por lo
tanto, N = 0y M, como R-mdédulo, es isomorfo a un sumando directo del
R-médulo X =P, M/gV. Luego, X es inyectivo.

Sea 0 — P — ( una sucesién exacta de R[G]-mddulos y sea

¢ € Hompig (P, M). Entonces, existe ¢ € Hompg(Q, M) con ¢ (p) = ¢(p)
para toda p € P, pues gM es inyectivo. Si para toda ¢ € () definimos
3(0) = 1/n Y e blag)g ™", entonces & € Homg)(Q, M) y #(p) = 4(p) pa-
ra toda p € P. Por lo tanto, M es un R|G]-médulo inyectivo, de donde R[G]|
es un V-anillo. g



Capitulo 4
Ejemplos.

Ejemplo 1 Cualquier producto subdirecto finito de anillos requlares es regu-
lar.

Demostracion:

Basta considerar un anillo R que sea el producto subdirecto de dos anillos
regulares S y Ss.

Entonces, existe f : R — S; X Sy monomorfismo de anillos tal que (m; o f)
y (my o f) son suprayectivas, donde 7; y 7y son las proyecciones en Sy y So
respectivamente.

Sean J = Nuc(m o f) y K = Nuc(mg o f). Entonces, J, K < R bilaterales y
tales que JN K =0, pues Nuc f = JN K =0 por ser f inyectiva. Ademas,
(10 f) y (ma 0 f) suprayectivas = R/J y R/K son anillos regulares.

J = (J+ K)/K en el anillo regular R/K = J regular, (Lema 5). Asi, siendo
R/ J regular se tiene que R es regular (Lema 5). m

Ejemplo 2 Si A es un mddulo proyectivo finitamente generado sobre un
anillo reqular R, entonces Endg(A) es un anillo regular.

Demostracion:

A finitamente generado implica que existe n € N tal que R — A — 0
es exacta. A proyectivo implica que A es sumando directo de R™ de donde
Endgr(A) = eEndgr(R")e, con e € Endg(R"™) idempotente. Luego, eM,,(R)e
es regular (Lema 6). Por lo tanto, Endg(A) es un anillo regular. m

Ejemplo 3 Sea V un k-espacio vectorial. Si R es un anillo denso de trans-
formaciones lineales de rango finito sobre V', entonces R es reqular.

29
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Demostracion:

SeaT' € Ry sea {x;}ic; base de V. Sea {x;;}}_; C {w;}ies tal que {T'(x4;)}7-,
es base de I'm T'. Sea {y;}icr una extensién de {T'(r;;)}}_; a una base de V.
R denso implica que existe S € R tal que S(T'(z;;)) = x;; para toda j en
{1,...,n} y S(y;) = 0siy; # T(x;;). Luego,

S(T(z;)) =z + - + Qpiy,

T(S(T () = aaT(x) + - - + @, T (zn).

Por lo tanto, T'(x;) = (T'ST)(z;) para toda i € I y R es regular. m

Ejemplo 4 Un anillo regular que es V-anillo derecho pero no es V-anillo
1zquierdo.

Sean I’ un campo y V un espacio vectorial dimensionalmente infinito sobre
F.Sea @ = Endp(V). Entonces, @ es un anillo regular autoinyectivo derecho
(Corolario 3).

Sea J ={f € Q| Rg(f) es finito.} y sea R = F+.J. Obsérvese que R/J = F.
Sean a € Ry a la clase de a en R/J. Como R/.J es regular, existe z € R/.J
tal que @ = ara de donde se tiene que a —axa € J. Ahora, como J es regular
(Ejemplo 3), existe y € J tal que a — axa = (a — axa)y(a — aza). Asi,

a = azra+ (a — aza)y(a — ara) = axa + a(l — za)y(l — za)a =

alz + (1 — za)y(1l — za)]a. Por lo tanto, R es regular. Ahora, veamos que R
es un V-anillo derecho.

Sea M un R-mddulo derecho simple. Si MJ = 0, entonces M tiene es-
tructura de R/.J-médulo derecho y, por lo tanto, es inyectivo (pues R/J es
campo). Luego, como R es totalmente idempotente, M es inyectivo como
R-médulo derecho (Teorema 7) y hemos terminado.

Si MJ # 0, entonces MJ = M (pues M es simple) y por lo tanto M es
imagen homomorfa de Jg. Se afirma que Ji es semisimple.

Para todo u,v € V., definimos g,, : V — V como g,.(u) = vy
Gou(Uy) =0, donde V' = (u) & U,,.

Sean f € Jy {vy,...,u,} CV tal que {f(v1),..., f(v,)} es base de Im f.
Sea {v;}ier C V base de Nuc f tal que {v;}ier U{v1,...,v,} es base de V.
Entonces, f = gf@wi)o + * + 9fn) - Veamos que g, [ es simple.

Sea 0 # h € g, R con Im h = (v). Sea w € V tal que h(w) = v. Defi-
nimos p : V.— V como p(u) = w, p(v') = 0 para todo v" ¢ (u). Entonces,
(hp)(u) = h(w) = v = gyu(u). Asi, hp = g, de donde se tiene que g, R es
simple. Por lo tanto, Ji es semisimple.

Asi, se tiene que M es sumando directo de Jr y podemos suponer que M
es un ideal minimo de R.

Ademas, MQ) = MJQ = MJ = M. Por lo tanto, M es también un ideal
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derecho minimo de ) por lo que M es un ideal principal de @) y, por lo
tanto, sumando directo de @) (pues @ es regular). Como () es autoinyectivo,
entonces M es inyectivo como ()-médulo derecho y, por lo tanto, M también
es inyectivo como R-médulo derecho (Lema 2).

Por lo tanto, R es un V-anillo derecho.

Sean {v;};cr una base de V. y w € V. Definimos f : V — V como
f(v;) = w para toda i € I. Luego, como f € J C R existe e € R idempoten-
te tal que e(V) = Fw.

eRe = F pues dado r € R se tiene que ere = ae y por lo tanto e
es una base para eRe/F. Ademdas, Re es un ideal minimo de R pues si
Re=Rf®Rg, e=f+g, fg=0=gf, entonces fRf ® gRg C eRe lo cual
no puede suceder. Por lo tanto, Rf = Ref es un ideal minimo izquierdo de
R.

Para cada i € I definimos f; : V. — V como f;(v;) = v; y fi(v;) = 0 para
todo i # j. Asi, f; € J para toda i € I. Se afirma que Rf () (>,c; Rfi) = 0.

Sea x € RfN (Ziel sz) Entonces, x = rf = 1 fiq) + -+ + " fin) para
algunos r,ry,...,7, € R. Como V tiene dimensién infinita, existe i(m) en [
tal que i(m) ¢ {i(1),...i(n)}. Entonces, 7; fi;)(vi¢)) =
(rifiy + -+ rafi) (Vi) = rf (Vi) = rw = 7f (vim)) =
(rifiqy +- -+ 7 fin)) Wigmy) = 0 para toda j € {1,..,n}. Entonces, r; f;;) = 0
y por lo tanto x = 0.

Si la proyeccién Rf €D (Ziel Rf,) — Rf estuviera dada como la mul-
tiplicacion por la derecha para alguna r € R, tendriamos que f;r = 0 para
toda ¢ € I y entonces r = 0, lo cual no es posible.

Asi, el R-moédulo izquierdo simple Rf no es inyectivo y, por lo tanto, R
no es un V-anillo izquierdo. m
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