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Resumen

El estudio de los agujeros negros juega un papel fundamental en Fisica moderna. Se ha
determinado que los agujero negros poseen modos caracteristicos de oscilacién, llamados
modos cuasinormales. Diversos estudios han mostrado que estos modos son importantes
para tener un mejor entendimiento de los agujeros negros astrofisicos. En este trabajo
se hace un estudio de los modos cuasinormales de agujeros negros para el caso de los
espacios tiempo de Schwarszchild y Kerr. Se investiga la radiacién gravitacional emitida
por acreciéon de materia cayendo hacia un agujero negro de Schwarszchild y se propone
un nuevo enfoque para estudiar la perturbacion en un agujero negro de Kerr en términos
de una ecuacién puramente radial temporal. Con este enfoque se resuelve numéricamente
la ecuacion de perturbacion y se obtiene la senal producida por perturbaciones gravita-
cionales.

Una de las metas mas importantes en astrofisica es modelar diversos fenémenos como
la acrecién de materia hacia agujeros negros. Aunque la métrica del espacio tiempo es
importante dindmicamente, por ejemplo durante la colision de dos agujeros negros, en el
prroblema de acrecion es una buena aproximacién considerarla fija. Un problema impor-
tante es la evolucion de las variables del fluido que la describen. Bajo algunas suposi-
ciones, las variables del fluido evolucionan de acuerdo a las ecuaciones de hidrodinamica
relativista, que forman un sistema hiperbdlico de leyes de balance que son no linelaes y
genéricamente presentan choques.

Para simular la evolucion de tales fluidos, se han desarrollado muchos métodos numéricos,
incluyendo diferencias finitas, métodos seudo-espectrales e hidrodinamica de particulas
suaves y varios métodos de alta resolucién para la captura de choques. En este trabajo
se presenta una revision de tales métodos y se muestran algunas aplicaciones numéricas.



il

Abstract

The study of black holes is a very important branch in modern Physics. It has been deter-
mined that black holes have characteristic oscillation modes, called quasinormal modes.
Several studies have shown that these modes are important to our understanding of the
dynamics of astrophysical black holes.

In this thesis we make a study of the quasinormal modes of black holes in both Schwarzschild
and Kerr spacetimes. We investigate the gravitational radiation emmited by the black
hole, when accreting matter falls unto it. We propose a new approach to study the per-
turbation for the Kerr black hole in terms of a purely radial temporal equation. With
this approach we solve numerically the equation for the pertubation function and obtain
the signal produced by some types of gravitational pertubations.

An important goal in astrophysics is to model diverse phenomena such as the one de-
scibed above. Although the metric is dynamically important in, for example, the black
hole collision problem, in the accretion problem the metric can be considered as fixed, a
key piece of this problem is the evolution of the fluid variables. Under some simplifying
assumptions, the fluid variables evolve according to the relativistic hydrodynamic equa-
tions, which form a system of hyperbolic balance laws that are strongly nonlinear and
generically exhibit shock formation.

In order to accurately simulate the evolution of such fluids, several types of numerical
methods have been proposed, including finite difference, pseudo spectral, smoothed par-
ticle hydrodynamics, and various high resolution shock capturing methods. In this work,
we deal with this problem as well, reviewing such methods, and presenting some numerical
aplications.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de la Relatividad General describe la dindmica del espacio tiempo por medio de
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecuaciones son de tal complejidad
que las soluciones analiticas que se conocen poseen muchas simetrias o se basan en técnicas
de aproximacién, como la teoria linealizada de campo débil.

La soluciéon numérica de las ecuaciones de Einstein, es la inica forma de estudiar la gen-
eracion de ondas gravitacionales en los regimenes de velocidades altas, gravedad intensa y
grandes desviaciones de un sistema no radiante. Durante los tultimos anos muchos grupos
de investigacion han trabajado en el desarrollo de la Relatividad Numérica ver por ejem-
plo, las referencias [1, 2]. Sin embargo no debe tomarse este enfoque como la tinica forma
de obtener célculos realistas sobre ondas gravitacionales de hecho hay una fuerte inter-
accion entre ambas técnicas analiticas y numéricas, el espiritu de este trabajo es presentar
la generacién de ondas gravitacionales mediante un formalismo perturbativo utilizando las
herramientas desarrolladas en relatividad numérica. En particular se utilizan modernos
algoritmos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

Es astrofisicamente posible, que los agujeros negros formen un sistema binario asociandose
con otros objetos, incluyendo otros agujeros negros [3]. Debido a la pérdida de energia
por radiacion gravitacional, la separacién y periodo de la érbita del sistema binario de-
crece. Si el sistema binario consiste en dos agujeros negros, la espiral terminaria con una
rapida fusion formandose un solo agujero, este proceso es una fuente intensa de ondas
gravitacionales [4]. El proceso completo de érbita genera radiacién gravitacional, pero en
la fase temprana la radiacion es relativamente débil y puede describirse razonablemente
bien utilizando la gravitacion Newtoniana o las expansiones post Newtonianas [5]. Es
unicamente en la fase final de fusion en la que se puede generar una explosion de ondas
gravitacionales. La frecuencia caracteristica de las ondas gravitacionales es inversamente
proporcional a la masa del agujero formado y se estima que es de 10® Hz para una agu-
jero de 10 masas solares [6]. Para agujeros negros supermasivos, mayores de mil masas

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

solares las frecuencias son menores de 1 Hz. La maxima sensibilidad de los detectores de
segunda generacion es alrededor de 100 Hz y los detectores seran capaces de medir las
ondas producidas por agujeros negros de miles de masas solares [7, 8].

La teoria de ondas gravitacionales de la fase en orbita de un sistema binario, se inici6
utilizando métodos analiticos basados en las técnicas post-newtonianas, un método para
aproximar soluciones a las ecuaciones de Einstein, mediante correcciones sucesivas a la
aproximacién Newtoniana. Con los resultados, se obtienen templates (plantillas con las
que comparar) con un alto grado de precisién que juegan un papel muy importante en el
andlisis de senales en los detectores de ondas gravitacionales [9, 10].

La deteccion de senales gravitacionales permitird probar las predicciones del trabajo
tedrico que se ha llevado a cabo para construir formas de onda, espectros de energia
y extraer caracteristicas distintivas que podrian llevar a reestructurar la fuente que las
emiti6. Una pieza importante de la informacion que tienen las ondas gravitacionales esta
contenida en las frecuencias a las cuales un objeto compacto emite, es decir sus frecuencias
propias o cuasinormales.

De acuerdo a la teoria de a Relatividad General, los modos cuasinormales son los modos
propios a los cuales un agujero negro o una estrella oscilan cuando son excitados por
perturbaciones no radiales. Se dice que son cuasinormales, en contraste con los modos
normales de oscilacion en gravedad Newtoniana, porque estan amortiguados por la emisién
de ondas gravitacionales, como consecuencia, las correspondientes frecuencias propias
son complejas. El que una estrella oscile, es en cierto sentido natural porque puede
entenderse como una pelota de fluido, sin embargo que un agujero negro oscile resulta
poco intuitivo si consideramos que un agujero negro es una region del espacio tiempo.
Para entender este fenémeno, fue necesario entender la estructura de las ecuaciones que
rigen las perturbaciones de agujeros negros y esto es lo que se discute en este trabajo.

La perturbacion de agujeros negros es uno de los procesos astrofisicos mas importantes
para la generacién de ondas gravitacionales que seran detectadas con los detectores de
nueva generacién [11]. Por lo tanto es importante tener predicciones tedricas precisas para
las frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por agujeros negros perturbados.

La teoria de perturbaciones de agujeros negros y estrellas comenzé a principios de los anos
sesentas y ha alcanzado altos niveles de desarrollo. Un descubrimiento importante en este
contexto, fué que existen modos de oscilacion inestables en estrellas rotantes, estos pueden
ser fuentes prominentes de radiacion gravitacional y podrian explicar el rapido decremento
en el momento angular de estrellas de neutrones recién formadas. Otro resultado es una
descripciéon casi completa de la emision de ondas gravitacionales de una masa pequena
orbitando un agujero negro asi como los modos cuasinormales de oscilacion de agujeros
negros perturbados.



Entre las fuentes de las perturbaciones de agujeros negros se encuentran los discos de
acrecion [12]. Muchos modelos astrofisicos y cosmolégicos hacen uso del modelo de un
fluido para estudiar su dinamica, y en algunas situaciones, la aproximacion de fluido de
prueba es suficiente para dar una descripciéon correcta [13]. En éste contexto la auto-
gravedad del fluido se desprecia en comparacién con el campo gravitacional de fondo,
porque la masa del fluido que acreta es usualmente mucho menor que la masa del objeto
compacto, sin embargo, si la masa que acreta es comparable con la del cuerpo compacto,
la aproximacién ya no es valida y hay que considerar como interactiia el objeto con
sus alrededores, es necesario estudiar la respuesta del espacio tiempo junto con la del
fluido que cae hacia él. Dentro de los objetivos principales del trabajo estan estudiar la
acrecién y la respuesta del agujero negro emitida en forma de ondas gravitacionales. La
organizacién es como sigue: En el capitulo 2 se hace una revision de las propiedades de las
ondas gravitacionales. En el capitulo 3 se hace el desarrollo de la teoria de perturbaciones
utilizando tétradas nulas y se obtiene una ecuacién general de perturbacion de agujeros
negros. En el capitulo 4 se estudia la emision gravitacional producida por céscaras de polvo
hacia un agujero negro de Schwarzschild. En el capitulo 5 se introduce un enfoque nuevo
para estudiar las perturbaciones de un agujero negro de Kerr basado en una descripcion
radial temporal. En el capitulos 6 y 7 se hace un resumen sobre los métodos numéricos
de alta resolucién para la captura de choques utilizados en hidrodinamica relativista y
en capitulo 8 se desarrollan algunos ejemplos de procesos que involucran el uso de estos
métodos en el contexto de acreciéon hacia agujeros negros.



Capitulo 2

Ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales son deformaciones del espacio tiempo generadas cuando las
masas son aceleradas. Son una de las predicciones centrales de la teoria de la Relatividad
General de Einstein, pero a pesar de décadas de esfuerzo, no se han detectado directa-
mente. Existe una fuerte evidencia de su existencia con un alto grado de precisién, debido
al gran acuerdo entre la tasa de decaimiento del periodo del pulsar binario PSR1913+16
y la prediccién teérica [14, 15].

Las ondas gravitacionales son, en principio, un tipo nuevo de senal no electromagnética
para observar el universo, tal como lo fueron en su tiempo los rayos X, los gamma, las
ondas de radio, etc, y nos permiten sequir objetos que son imposibles de ver electro-
magnéticamente, como la colisiéon de dos agujeros negros o nubes de polvo o gas que no
radian. De las fuentes mas importantes de ondas gravitacionales se encuentran los sis-
temas binarios de objetos compactos como agujeros negros o estrellas de neutrones.
Entre las caracteristicas de las ondas gravitacionales estan que se propagan a la velocidad
de la luz, son transversales a la direccion de propagacion, tienen dos estados de polar-
izacién y transportan energia del sistema del cual surgieron. Una aproximaciéon para
estudiar ondas gravitacionales es la de campos gravitacionales débiles.

2.1 Fuentes de Ondas gravitacionales

Uno de los primeros puntos en los que se debe poner mas enfasis al hablar de ondas
gravitacionales, es que su origen es de naturaleza tipo marea. Esto es importante porque
es necesario monitorear con alto grado de precisiéon, el movimiento relativo entre masas
de prueba o las deformaciones periddicas de cuerpos extendidos.

Una onda gravitacional, propagéandose en espacio tiempo plano, genera distorsiones periddicas
que pueden describirse en téminos del tensor de Riemann que mide la curvatura del espacio
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8 CAPITULO 2. ONDAS GRAVITACIONALES

tiempo. En la teorfa linealizada h,, < g, el tensor de Riemann tiene la forma:

1
Ragw/ = é(agauhow + 8aayhgu — 858,,hw — 6046th,,), (2.1)

que puede simplificarse aiin mas, si se escoge la norma transversa y sin traza, denotada
por 1T )

Rl = —5 Do (22
en donde thkT es el campo de la onda gravitacional en la norma TT El tensor de Rie-
mann es un objeto puramente geométrico, pero en relatividad general tiene una inter-
pretacion simple, es un campo de fuerza de marea y describe la aceleracion relativa entre
dos particulas en caida libre. Si consideramos dos particulas moviéndose libremente a lo
largo de geodésicas de un espacio tiempo con coordenadas z#(7) y a*(7) + dz#(7), para
un valor del tiempo propio 7, y dx#(7) el vector de desplazamiento que conecta ambos
eventos, puede mostrarse [16] que la ecuacién de desviacién geodésica es:

RV
dt?

~ —Rg; "ol (2.3)
Por lo tanto, la fuerza de marea que acttia sobre la particula es:
JES —legjOTTchj. (2.4)

en donde m es la masa de la particula. La ecuacién (2.4) corresponde a la relacion
Newtoniana entre fuerza actuando sobre una particula. Como se espera que la amplitud de
las ondas sea muy pequeiia que los cambios oscilatorios de 627 son mintsculos comparados
con la distancia de la particula al origen, z*¥ puede considerarse como escencialmente
constante en el lado derecho y por lo tanto la ecuacién (2.3) puede integrarse facilmente
utilizando (2.2) y obtener:

AL
~~ L .
en donde h es esfuerzo adimensional de la onda gravitacional. Supongamos que la onda

1
5xj:§h;‘-rka§, o h (2.5)

gravitacional, se propaga en direccién z de modo que h;,(t — z). Las dos componentes
independientes de la onda son:

he = WIT = —BTT, = BTT = BT, (2.6)

Para mostrar el efecto de h, en la materia, consideremos una particula inicialmente
localizada en (xg, y9) y pongamos por simplicidad hy = 0 entonces por 2.5:

1 1
ox = §h+x0 y Oy = —§h+y0. (2.7)



2.1. FUENTES DE ONDAS GRAVITACIONALES 9

Que muestra que si h, varia periédicamente, entonces un objeto primero experimentars
un estiramiento en la direccciéon z acompanado de una compresion en la direccién y. Un
medio ciclo después la compresion es en la direccién x y el alargamiento es en la direccién
y. El efecto de hy es el mismo solo que rotado 45 grados, una demostracion muy clara de
este aspecto se encuentra en la referencia [17]. Hasta este punto se ha mostrado el efecto
de la propagaciéon de deformaciones en el espacio tiempo sobre dos particulas cercanas,
pero no se hecho una coneccién con la teoria gravitacional de Einstein. Si tomamos al
tensor h,, como variaciones del tensor métrico de Minkowski g,,, = 1, + iLW entonces,
después de un poco de dlgebra [18], las ecuaciones de Einstein se reducen a la forma:

2 L\
<@ +V ) R =0, (2.8)

con 1
Py 1= My = S (2.9)

en donde se ha utilizado una norma especifica, la norma de Lorentz &jﬂ“’ = (. La solucién
mas simple de la ecuacién de onda (2.8) es:

B = AR gika® (2.10)

con A" un tensor constante y simétrico, llamado el tensor de polarizacién [19] Toda
la informacién sobre la polarizacion y ampitud de la onda gravitacional, esta contenida
en A", k, es un vector constante, el vector de onda que determina la direcciéon de
propagacién de la onda y su frecuencia.

Es comun, escribir la soluciéon de la ecuaciéon de onda en la norma transversa sin traza
TT. Como A" tiene solamente dos componentes independientes, la onda gravitacional
puede describirse por dos amplitudes adimensionales h, y hy, por ejemplo, si la direccion
de propagacion de la onda gravitacional es el eje z entonces se puede escribir:

AW = hyel” + hyel! (2.11)

en donde e y €} son los tensores de polarizacién:

00 0 0 000 0
01 0 0 0010
o o 2.12
“ 00 -1 0 | & 0100 (2.12)
00 0 0 0000

Finalmente hay que resaltar que, en la norma 77" la perturbacion a la métrica h,, y el
campo gravitacional h,, son iguales.

Debido a la naturaleza TT, las ondas gravitacionales producen un campo de fuerza
cuadrupolar [20], este campo tiene dos componentes correspondientes a los dos estados
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de polarizacién de la onda, la cantidad hy := hIT produce un campo de fuerza con la
orientacion de un sigo + mientras que hy := h;‘g/T produce una con orientaciéon de un signo
x por lo que hy y hy son llamadas las amplitudes mas y cruz de la onda gravitacional.

Las definiciones del campo hiTjT dadas arriba estan basadas en una eleccion especifica del
sietema de referencia, asi que se muestra como se relaciona este sistema con uno fijo en
la Tierra, depues de todo, es aqui donde se hacen las mediciones.

2.2 Descripcion en un marco en la norma transversa

sin traza

En esta seccién discutiremos la interaccion de una onda gravitacional con una particula
puntual en la norma TT. Consideremos una particula de prueba A en reposo a tiempo
7 = 0, utilizando la ecuacién de geodésicas se tiene:

d*z’ ; dz? dx° . dz® dz°
T l=0= - (vaﬂﬁ) =0 = — <FOOEE> =0 (2.13)

como inicialmente la particula esta en reposo, (‘{f—:ﬂr:o =(1,0,0,0) v,

1 ..
577”(h0j,0 + hjoo — hoo;), (2.14)

I =
En la norma TT, ho y ho; = 0 de modo que (T,) = 0. Como consecuencia si a tiempo
7 = 0 tanto la primera derivada como la segunda de x’ con respecto a 7 se anulan, y la
particula esta en reposo, seguira en reposos aun después de que la onda gravitacional haya
pasado. Lo que ocurre es que las coordenadas mismas se mueven con la onda gravitacional
y las coordenadas de la separacion no varian, lo que cambia es la distancia propia entre
particulas cercanas. Para una onda propagandose en la direccién z, el elemento de linea
es de la forma:

ds® = —dt* +dz* +dy*[1 — hy cosw(t — 2)] +dz*[1+ hy cosw(t — 2)] + 2dydzhy cos w(t —2).
(2.15)
Si dos particulas A y B estan sobre el eje x, entones la distancia relativa entre A y B es:

h
s~ L(1+ 7+ coswt), (2.16)

en donde L es la distancia inicial entre A y B.
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2.3 Descripcion en un marco en caida libre

Siempre es posible realizar un cambio de coordenadas de tal manera que dado un punto
en el espacio tiempo @), podemos tomar I'75(Q) =0 y (d*/d7?)g = 0. En este sistema de
referencia, en un instante de tiempo y un punto en el espacio, las particulas estan en caida
libre. Este sistema puede construirse explicitamente utilizando las coordenadas normales
de Riemann y es posible también construir un sistema, tal que particulas puntuales esten
en caida libre a lo largo de geodésicas utilizando las coordenadas normales de Fermi [21].
Si introducimos un sistema en caida libre atado a la particula A con origen espacial
27 = 0 y coordenada temporal el tiempo propio 2° = 7, la métrica se reduce a la métrica

de Minkowski en el origen y todas sus derivadas se anulan:
2 2 2 |x/?
ds* = —dt* +dx"+ O | == |, (2.17)

en donde R es el radio de curvatura. R™2 = |R,,,0|, que debe entenderse como la mayor
de las componentes del tensor de Riemann.

Para experimentos de ondas gravitacionales localizados sobre la Tierra, el interferémetro
no esta en caida libre con respecto a la gravedad terrestre, el detector esta sujeto a
una aceleraciéon a = —g con respecto al sistema de referencia local y rota con respecto
a los giroscopios locales, en general el efecto de ondas gravitacionales sobre particulas
puntuales compite con muchos otros efectos pero existe una banda, entre 10 y 10° Hz
en el que estos efectos son dominados o son estéticos [22]. Si calculamos la ecuacién de
desviacién geodésica en el marco de referencia en caida libre atado a la particula con
respecto al origen, tendremos:

V. Vig® = u'V(utVig®) = uut (€, + T3, 567), (2.18)

En donde se ha utilizado que I'?, = 0, ademds, como se esta asumiendo que las particulas
estan inicialmente en reposo u® = 55 . Utilizando que £€° = 0 y el hecho que FélaO =0
puede despreciarse al calcularse en el punto A tendremos:
d*¢ d*¢i A
= = = = R (2.19)

dr? dr?

vuvuéj =

Para calcular el tensor de Riemann Réko Se puede utilizar la norma TT pues en teoria
linealizada es invariante ante cambios de coordenadas [22],

1.
Righ = —§h]T,Z , (2.20)

y por lo tanto
d*¢

1 1TT ¢k
S = S (2.21)
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La descripcion en el sistema de caida libre es 1til siempre y cuando la métrica se pueda
escribir como ¢, = N + O(2? /722) es decir cuando podamos despreciar los términos

2?/R?. Como R™% = |Rup| ~ h ~ h/Aew tendremos x2/R? ~ L?h/Agw y como
h ~ AL/L se encuentra L?/\gy < 1. Esta condicién se satisface para detectores en la
Tierra porque L ~ 4km y Agw ~ 3000km, sin embargo para los detectores en el espacio,
esta razén ya no es valida ya que L ~ 5 x 10%km. [7]

2.3.1 Energia y momento de las ondas gravitacionales

Las ondas gravitaciones transportan energia y causan deformaciones del espacio. El tensor
de energia momento transportado por una onda gravitacional no puede localizarse dentro
de un espacio caracterizado por una longitud de onda, sino que uno debe decir que cierta
cantidad de energia momento esta contenida en una regién del espacio que se extiende
sobre varias longitudes de onda. Es posible mostrar que en la norma 77" de la teoria
linealizada el tensor de energia momento que caracteriza la energia transportada por las
ondas gravitacionales es el tensor de Isaacson [23, 24] que tiene la forma siguiente:

T, = 16 <8 h*to,ht + 9,h*0,h*) (2.22)
o de manera equivalente
T, = IG—WRe@MH@,,H) (2.23)

en donde () denota el promedio sobre las longitudes de onda y H = h* —ih™.

Del hecho de que nos encontramos en una regién en vacio y lejos de la fuente, (debido
a que el tensor de Ricci de anula), En vacio, el tensor de Riemann y el tensor de Weyl
coinciden por lo que H puede escribirse en términos del escalar de W,. Partiendo de la
expresion del tensor de Riemann en la aproximacion lineal

U= Wy =y =0, (2.24)
1 ,

Uy = —(OFh* +200,h" +OIhY) - i@,?hx +20,0,h + ), (2.25)
1 ;

Ui o= —(OFhT —200,h" + OhT) + i(a,?hx — 20,0, + O;p%).  (2.26)

Para ondas salientes se sigue que h(r,t) = h(r —t,0), de tal forma que 0,h = —0,h, y por
lo tanto
\IIO - \1’1 - \112 \113 — O (227)
U, = —ht b= 1. (2.28)
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Asi que para una onda saliente:

t t
— / / U, dt"dt’. (2.29)

El flujo de energia a lo largo de la direccién radial de una onda gravitacional estd dado
en coordenadas locales cartesianas por [23]

dE _ 1 _

A 167TR6(6 0"H) 167rR6<8t o-H) (2.30)
donde dA es el elemento de area ortogonal a la direccion radial. Debido a que la onda es
una onda propagandose hacia afuera de la fuente, d.h = —0;h, se tiene:

dE | 1 .
——— = —(HH) = —(|H|? 2.31
dt dA 1677< ) 167T<| ) (2:31)

Para calcular el flujo total de energia, se integra sobre la esfera

dE
= i j{\H|2dQ = hm — / W dt’
r—00 167‘(‘ r—00

donde dA = r2d). El flujo de momento en la direccién radial estd dado por

dQ (2.32)

P, |
LA L — HO.H 2.
dtdA 1(me€<8 O-H). (2.33)

Si consideremos ahora que estamos lo suficientemente lejos para poder aproximar local-
mente a la ondas gravitacionales como ondas planas, 0;H ~ (z;/r)0,H, y usar de nueva

cuenta el hecho de que es una onda saliente 0,h = —9d;h, se llega a
dP; 1 .
o~ —{|H|? 2.34

donde es el vector radial unitario en un espacio-tiempo plano
I'= (sin 0 cos ¢, sin Osin ¢, cos 6). (2.35)
El flujo total de momento se obtiene integrando sobre la esfera la expresién (2.34)

dP; r? . r? t
! — lim — LI H 240 = lim —— l; U, dt
P mf || JHm, mf /_OO 4

2

dq. (2.36)
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2.3.2 Fuentes de ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales se clasifican de acuerdo a la naturaleza de las fuentes que las
producen. Esta clasificacién resulta muy conveniente porque las diferentes clases requieren
diferentes enfoques para analizar los datos obtenidos en una medicion. La clasificacion es
la siguiente [25, 26]:

* Chirps: Un sistema binario radia gravitacionalmente y pierde energia lo que causa
que los cuerpos se acerquen cada vez mas, conforme la separacién disminuye, la
amplitud de la onda gravitacional aumenta, lo que produce una senal de chirp
caracteristica.

* Explosiones: muchos escenarios producen ezplosiones de ondas gravitacionales, un
ejemplo tipico de este fendmeno son las oscilaciones de los agujeros negros durante
la fusién de un sistema binario

* Periddicas: Sistemas en los cuales la reaccion gravitacional pueden radiar periédicamente
con una frecuencia casi constante esto es el analogo gravitacional a los pulsares en
radio

* HEstocasticas: Instantes después del Big Bang se espera fueron generadas ondas
gravitacionales, esto genera entonces un fondo estocastico. Otro ejemplo es cuando
las fuentes son tan abundantes que es imposible distinguirlas como individuales.

Los modelos para calcular de ondas gravitacionales siguen 3 caminos principales [27]:

* Técnicas perturbativas, mediante expansiones a partir de una soluciéon conocida a
las ecuaciones de Einstein.

* Aproximaciones post-newtonianas, esencialmente una expansién del radio entre la
velocidad caracteristica del sistema y la velocidad de la luz [28].

* Relatividad numérica, las ecuaciones de Einstein son formuladas como un problema
de valores iniciales. Este es el tinico camino para estudiar situaciones en las cuales
se pueden tratar no linealidades de la teoria, como la colision de dos agujeros negros
y estrellas de neutrones o el colapso de supernovas.

En términos de andlisis, es importante separar el problema de propagacién de ondas grav-
itacionales y tratarlos de forma separada, esto suele hacerse dividiendo el espacio alrededor
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de la fuente en tres regiones, la region de generacion de las ondas, una zona local de onda
y una zona de ondas distantes. La teoria de generacién de ondas gravitacionales se desar-
rolla con un conjunto de herramientas matematicas y la teoria de propagacién deteccion
se desarrolla con otro conjunto de herramientas en la region de ondas distante. Esas re-
giones estan caracterizadas por el tamano de la fuente e involucran la longitud de onda.
De todas las técnicas para calcular la generacion de ondas gravitacionales, el formalismo
cuadrupolar [29] es importante porque es muy preciso para muchas fuentes y sobre todo
da un muy buen estimado sobre los ordenes de magnitud. El formalismo cuadrupolar se
basa en una aproximacién tipo antena (para el caso de ondas electromagnéticas) de hecho
la componente hfkT se puede calcular mediante:

_2&

Wil = —om (= )T (2.37)

en donde I(t —r) es el momento cuadrupolar (de masa) de la fuente que genera las ondas
evaluado en el tiempo retardado ¢ — r [16, 29, 30].
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Capitulo 3

Teoria de perturbaciones

En algunos casos, las ondas gravitacionales pueden modelarse utilizando una solucién
exacta de las ecuaciones de campo de Einstein més una perturbacién, ejemplos de esto
son, el estado final de la colision de un sistema binario de agujeros negros es un solo
agujero negro y conforme se aproxima al estado final, el sistema puede modelarse como
una solucién tipo Kerr més una perturbacién. Otro ejemplo es una binaria que tiene un
objeto compacto orbitando un agujero negro. El sistema binario puede describirse como
un solo agujero negro mas una perturbacion debida al cuerpo capturado, estos casos
pueden estudiarse muy bien utilizando la teoria de perturbaciones, en donde se trata al
espacio tiempo como un fondo exacto g& mas una perturbacién h,, de modo que:

Gab = gﬁ; + hab7 (3]-)

se dice que se esta dentro del limite perturbativo si ||hq|| < ||g5|| Este sistema puede
analizarse expandiendo las ecuaciones de Einstein para esta métrica conservando los
términos a primer orden en h,,. Este enfoque ha resultado ser muy 1til cuando el espacio
de fondo es un agujero negro. Para el caso de un agujero de Schwarzschild la derivacion
es mas o menos directa, sin embargo, para el agujero negro de Kerr esta descomposicion
no es tan sencilla, debido principalmente a la carencia de simetria esférica. El tomar una
expansion en términos de la métrica no ha resultado ser del todo 1til, sin embargo si se ha
logrado hacer bastantes avances expandiendo el tensor de curvatura, escribiendo el tensor

de Riemann como
Rabcd - Rﬁycd + 5Rabcd (32)

este aproximacién fue hecha por Teukolsky [31] basdndose en los trabajos antes realizados
por [32] y Bondi, [33], Newman y Penrose [34].

Para hacer una descripcion de este enfoque comencemos definiendo el tensor de Weyl, en

términos del tensor de Riemann como

1 1
Cappr = Raspw = 5 (Jaultis = Gpiulia) + G Jaludvplt; (3.3)

17
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El tensor de Weyl, tiene las mismas propiedades de simetria que el tensor de Riemann y
es de traza nula, es decir satisface que:

ce, =0 (3.4)

pow

Una caracteristica importante del tensor de Weyl (en 4 dimensiones), es que resulta in-
variante ante transformaciones conformes de la métrica, si dos métricas estan relacionadas

COINO:
g/.tl/ = Qg,ul/a (35>

con {2 una funcién escalar entonces,
N o
Cow = Chus (3.6)

aun cuando los tensores de Riemann de ambas métricas son diferentes, por eso el tensor
de Weyl esta asociado con el contenido gravitacional, donde los detalles de la métrica no
contribuyen demasiado.

3.1 El formalismo de tétradas

En muchos casos, es 1til utilizar una base que es independiente de las coordenadas en
cada punto del espacio tiempo, y por ello se hace una descripcién en términos de una
base en particular. Consideremos por ejemplo, un conjunto de cuatro vectores linealmente
independientes Z#, los indices latinos serviran para identificar al vector y toman los valores
(1,2,3,4), mientras que los indices griegos, que toman valores (0,1,2,3) indicardn las
componentes del vector, ademéds se supone los vectores satisfacen que:

Za“Zbu = Tlab; (37>

con 7),, una matriz de coeficientes constantes independiente de la posicién en el espacio
tiempo, al conjunto de vectores conforman una tétrada, al ser los vectores Z, linealmente
independientes, existe la matriz 7% con la propiedad que:

n*nNeb = 0°, (3.8)
lo que nos permite definir un conjunto nuevo de vectores como
7% =n?Z,. (3.9)

La tétrada Z, puede usarse como base, para expresar cualquier vector v en el espacio

tiempo como:
v =02, (3.10)
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en general, el producto de dos vectores u y v puede escribirse como la contraccion de las
componentes covariantes y contravariantes en la tétrada:

v-u = v'u, = vu,. (3.11)

Se puede pasar de las componentes coordenadas de cualquier tensor a sus componentes
en la tétrada simplemente contrayendo los indices apropiados con la tétrada misma, por
ejemplo, consideremos un tensor de rango 2,

T =TWwZtZ{ vy Ty =TaZ.Z",, (3.12)

La tétrada también puede utilizarse para definir derivadas direccionales de funciones es-
calares

fa = foauf, (313)

y de la misma forma para las derivadas sobre tensores,
Toga = 2YTop - (3.14)

En este punto, es necesario definir un conjunto de objetos diferenciales, los coeficientes
de rotacion de Ricci de la siguiente forma:

Yabe = Za“Zbu;chy- (315)

Los coeficientes de rotacion son antisimétricos en el primer par de indices, Yope = —Vbac
y como veremos mas adelante, juegan un papel muy importante dentro del formalismo
Newman Penrose.

Los coeficientes de rotacion surgen de manera natural al proyectar la derivada covariante
a lo largo de la tétrada, consideremos un vector arbitrario v

Vap = ZM"Vu(Zd"vy) (3.16)
2 (Za Vg + 0, 20, (3.17)

M (Za" vy + chwZa;”M), ( )

= Z"Za"Vu + Year?” (3.19)

en donde se ha utilizado la definicién (3.15), nétese ademds que la contraccion es con el
primer indice. De hecho, partiendo de la expresion anterior escrita como:

Zb'uZaVUu;,u = Va,pb — HCdecabvda (32())

surge la derivada extrinseca que se denota como: v, = va,b—n“l%abvd. Su generalizacién a
tensores es inmediata, para el tensor de Riemann que utilizaremos mas adelante siguiendo
la convencién de [35] es:

Rabcd|e - Rabcd,e - nnm (’Ynae Rmbcd + Ynbe Ramcd + Vnce Rabmd + Ynde Rabcm) . (321)
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La representacion del tensor de Riemann en la tétrada se obtiene al expresar la derivada
covariante en términos de los coeficientes espinores:

Zau;u = ZbluZ,ubZa,u;l/ZcVZch
= /YbacZubZVca

nuevamente se ha utilizado Vpee = Zp# Zop, Zc”, y al aplicarla por segunda vez:

Zau;u)\ = <7bachquc);A (322)
= foac;)\Z,ubZl/c + 7bac<Zp;AbZVc + Z,uqu;)\c)-

Por otro lado, la proyeccion del tensor de Riemann directamente sobre la tétrada nos da:

Radef = ROMVTZQOZdMZeVZf)\
- (Zau;u)\ - Zau;)\u)Zd“ZeVZf)\a

Si se considera el primer término y se sustituye la expresién (3.22) se obtiene:

Zau;u)\Zd“ZeVZfA = (’Vbac;,\Zpruc + ’Ybac(Zp;,\quc + Zuqu;,\c))Zd“ZeVZf/\
= YoaeA040c 21 + acZunOe 24 Z 1 + Yoac 2042 2
YaaenZ s + 'Ybanu?AZd“ZfA + WdacZquZe”ZfA,
Vdaess + Voael”" Vams + Vdacll™ Yems
= Ydae;t + 1" (YnaeVams + VdanYems)

Con 77bm7dmf = Zu?)\Zd“Zf)\ y ncmvemf = Zu;c)\ZeVZf)\-
El segundo término se encuentra, al hacer un intercambio de indices:

Zapi Za" Z" Z 1 = Yaage + 1" (Ynaf Yame + VdanY fme) (3.23)
Finalmente, tendremos al tensor de Riemann:
Rades = Vaaest — Ydafe T 0" (YnaeVams — YnafYdme + Yaan(Yemf — Vme))s (3.24)
La expresion para el tensor de Ricci se obtiene directamente de la contraccion

Rac - nbdRabcda (325)

y el escalar de Ricci es, R = n®R,.
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3.2 El formalismo de Newman-Penrose

El formalismo de Newman Penrose introduce inicialmente una tétrada nula arbitraria
{I* k" mt m*}  con el primer par de vectores reales y el segundo vectores complejos
conjugados entre si. Los tnicos productos que no se anulan son:

Pk, =—-1 mtm; = 1. (3.26)
Esto conduce a que la forma matricial de 7, siguiendo (3.7):
0 -1 00
-1 0 00
ab

= Ny = 3.27
N Tlab 0 0 0 1 (3.27)

0 0 10

Las componentes independientes del tensor de Weyl en ése sistema coordenado estan
contenidas en cinco escalares complejos, conocidos como escalares de Weyl.

U, = —C'W,\Tl“m”l)‘mT,

Uy = —Coun Mk 1'm”

Uy = —Chuar I'm” m™ k7,

Uy = — W,\Tl“kym*AkTa

Uy = —Cpunr k' m™ B m*". (3.28)

Estas cantidades son independientes de cualquier sistema coordenado, pero claramente
dependen de la eleccion de la tétrada. El formalismo de Teukolsky, utiliza una tétrada
nula explotando las caracteristicas esenciales del espacio tiempo de Kerr, especificamente
cualquier espacio tiempo tipo Kerr admite exactamente dos direcciones nulas principales
repetidas {I*} y {k*}. En cualquier tétrada nula, cuyos vectores reales estén sobre las
direcciones principales todos los escalares de Weyl, excepto W, se anulan. Esto garantiza
la invarianza de norma de las perturbaciones a primer orden en ¥y y Wy, por lo tanto
es conveniente escoger las direcciones principales como las direcciones de la tétrada, tal
como lo han mostrado en [36].

Para describir la ambigiiedad en la eleccion de la tétrada consideremos el siguiente argu-
mento. Dado un punto en el espacio tiempo, uno puede transformar cualquier tétrada
nula, orientada a cualquier otra utilizando transformaciones elementales tipo Lorentz de
tres tipos basicos, estos incluyen dos familias de rotaciones elementales, que preservan
tanto [* como k* mientras que cambian las otras tres direcciones y una tercera familia
que son las transformaciones de Lorentz de espin que mutuamente escalan los vectores [*
y k" dejando sus direcciones invariantes y rotan los elementos complejos m* y m** por
fases complementarias.
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Los seis pardametros de las transformaciones de Lorentz actuando sobre una tétrada nula,
estan expresados en tres parametros complejos y pueden expresarse de la siguiente forma:

* Rotaciones nulas o transformaciones tipo I que dejan al vector [ invariante mientras
que los demaés vectores se transforman de la siguiente manera:

=1, k—k+am+am* +ad*l,m—m+al, m" — m+a’l, (3.29)

el efecto de esta transformacién sobre los escalares de Weyl es [37, 38]:

Vg — Wy,

U, — W +a"¥,

Uy — Uy 420"V, + a0y,

Uy — W+ 30"V, + 3a* U, 4 a0,

U, — U,+4a"V5+ 6a" Uy + 403V, + ™V,

* Rotaciones nulas o transformaciones tipo II que dejan al vector k invariante

[ —=1+0'm+bm*+ bk k—k,

m— m+bk m"—m*+ bk,

con b una cantidad escalar compleja, las respectivas transformaciones de los escalares

de Weyl son:
Uy — U+ 4b0, + 662Uy + 46305 + b4,
U, — Uy 4 300, + 36205 + 630,
Uy — Uy + 2005 + b2y,
Uy — W3+ bWy,
v, — U,

* Transformaciones de espin o tipo III, reescalan los vectores [ y k y rotan a m y m*
en el plano que generan

| — A, k— Ak,

0 10 *

m—e’m, m"—e m".

El resultado en los escalares de Weyl es respectivamente:

T, — A_QGQiG\IIO,
U, — A ey,
Uy — Wy,

Ty, — Ae 0,
U, — A2 %0y,
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Los escalares de Weyl tiene gran importancia por si mismos ya que se les puede atribuir
ciertas interpretaciones, por ejemplo Szekeres [39] hace la descomposcién del tensor de
Weyl en términos de bivectores,

Uw = —lomy +lLym},
Vo = kamy — kymy,
Wab = mamz — mbmz — kalb — kbla,

Ccomao:

Caved = VoUwbUca + V1 (UtWed + WapUecd) + Vo (VapUeca + Uas Vea + WasWea)(3.30)
FUs(VaeWed + WapVed) + UiuVip Vea,

y les asocia un significado, por ejemplo, el escalar W, representa una onda transversa en
la direccion k, el escalar W3 representa la componente longitudinal de la onda y el ¥,
el potencial Coulombiano los términos ¥, y W, representan componentes transversas y
longitudinales en la direccién (.

El tensor de Weyl puede determinarse completamente en términos de los cinco escalares
¥, v son ademas, una forma de estudiar en la clasificacién de Petrov. Si consideramos que
es posible hacer transformaciones en la tétrada de tal forma que podemos hacer todos,

1

excepto Wy cero ', entonces bajo transformaciones de tipo II podemos hacer ¥, cero si

escogemos el parametro b como solucion a la ecuacion:

Wo + 4U1b + 6Usb? + 4U3b® 4 Wbt = 0, (3.31)

Que tiene cuatro raices que corresponden a las direcciones principales. Esta es la escencia
de la clasificacién de Petrov.

e Petrov Tipo I: Todas las raices son distintas, al hacer ¥y = 0, y al hacer una rotacion
de tipo I se puede hacer ¥, = 0.

e Petrov Tipo II: Dos raices coinciden, con una rotacion de tipo II se puede hacer
Py =0 = P, y al hacer una rotacion de tipo I se puede hacer ¥, = 0.

e Petrov Tipo D: Una pareja de raices que coinciden, con una rotacion de tipo II y
una de tipo I se puede hacer ¥y = ¥, = U3 = ¥, = 0.

e Petrov Tipo III: Tres raices coinciden, con una rotacion tipo II se puede hacer
Vg =W, =¥y =0y después una rotacion de tipo I para hacer ¥, = 0.

I Transformaciones de este estilo pueden hacerse siempre y cuando el espacio tiempo sea diferente al
de Minkoski
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e Petrov Tipo N: Todas las raices coinciden, con una rotacion de tipo II se puede
tomar Vg = W; = Uy = W3 = (0 con ¥y el inico escalar diferente de cero.

La clasificacién basada en las posibles soluciones de la ecuacién (3.31) es equivalente a la
caracterizacion del tensor de Weyl en términos de las direcciones nulas principales k [40],
con la propiedad de que:

Kie Caperak pkk = 0 < ¥y = 0. (3.32)

Los paréntesis [ indican antisimetrizaciéon y hay a lo mas cuatro de tales vectores. En
espacios tipo D y III hay una direccion principal adicional [ que no se obtiene por trans-
formaciones de Lorentz de [ y satisface la condicién:

Ue Capepal 'l = 0 & U, = 0. (3.33)
y una caracterizacién completa es la siguiente que se encuentra en las referencias [40, 41]:

KieCapeiak pkk® =0 < Vg =0, W, #£0,
Copetakk’k =0 Uy =T, =0, Uy #£0,
Capetakk* =06 Uy =0, =V, =0, U3 #£0,
Copeak =06 Uy =V, = Uy == Uy =0, ¥, #£0.

Para las direcciones nulas principales k£ con multiplicidad 1,2,3 y 4 respectivamente.

En el espacio tiempo de Kerr, fijar las direcciones [ y k sobre las direcciones principales,
elimina las rotaciones nulas de tipo I y IT completamente [36], pero no restringe las
transformaciones de espin, Una forma de limitar este grado de libertad, fue propuesto por
Kinnersley [42] y se basa en escoger [ apuntando hacia afuera, hacia infinito en la regién
externa del agujero y adaptando la escala de la tétrada en infinito para observadores
estacionarios, es decir fijando la magnitud de [ y k de tal forma que sus proyecciones
espaciales relativas a un observador estacionario tengan igual magnitud en infinito [36].

Comencemos escribiendo la métrica mediante los vectores de la tétrada como:

Guv = Uab Zq (u Zbl/)7 (338)

Para hacer la conexion con el formalismo de Newman Penrose descrito lineas arriba, y las
proyecciones del tensor de Riemann, el vector Z;* se denota como [* y Z3* como k*, los
vectores Z3" como m* y su vector conjugado Z4* como m**, Los coeficientes espinoriales
se definen siguiendo a Chandrasekhar [35]:
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Kk = m* lu;y — Y311, T=m" lu;y k¥ = Y312, (339)
o m* l,u;l/ m” = 313, p=mt l,u;l/ m* = Y314,
7T E* m*,u;z/ " = Y241, V= k* m*u;u kY = Y242,
no= k* m*u;u m’ = 7243, A=k m*u;u m* = V244,
1 1
€= 3 (K" Ly +mfm” ) 1V = 5(’7211 + Y341,
1 Lo
= B (K" L +mim™y,) K = 5(7212 + V342)
1 . o1
ﬁ = 5 (k“ lu;y —+ m“ m “;,,) m = 5(’}/213 + ’7343), (340)
1 * *xV 1
@ = 2 (K" L +mPm™ ) m™ = 5(7214 + V344).

Como veremos mas adelante, las sustituciones [ <= 1, k < 2, m « 3, m* < 4 son de
gran ayuda para simplificar notacion. Los escalares de Weyl los podemos encontrar con
las siguientes expresiones:

Uy = —Ciziz, V1 =—Cias,
Uy = —Clzae, V3= —Clou,
Uy, = —Cyyou. (341)

3.3 Ecuaciones de perturbacion

La proyeccién de la derivada del tensor de Riemann en la tétrada se define como,
R/J,l/)\T ;0 Z" Zy” Zc)\ Zq" 4 = Rabcd\e-

Las derivadas direccionales las escribimos como:

D=10"9, A=k'9, 6&=m"d,, (3.42)

Para obtener las ecuaciones de perturbaciéon, se comienza con las identidades de Bianchi
y la definicién del tensor de Riemann.

R,ul/)\T o + R,ul/a)\ T + R,uw-o A = 07 (343>

RUMV)\ Zag = Zau;u)\ - Zau;)\m (344)
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estas ecuaciones, al proyectarse sobre la tétrada nula se transforman en ecuaciones para
los escalares de Weyl, por ejemplo, consideremos la proyeccion de la identidad de Bianchi
42[21|4]

0 = Ry + Razaopn + Ragnape, (3.45)
= Chooa + %(77423214 + M21 Razja — 22 Rarja — Nar Raoja) — é(mz'f?zl — Naan22) R
+Cyo142 + %(77413422 + MoaRaop — N1 Raajp — NuaRorp2) — é(n417724 — Naan21) R
+Cla2)1 + %(77443221 + Maa Raajt — M2aRaopy — maRoap) — é(ﬁ447722 — Na2Ma2) R,
= Cyoo1ja + Cagaopn + %7712(3424 — Ryp2). (3.46)

Utilizando la definicién de derivada extrinseca, aplicada a la componente Cya9; se encuen-
tra que:

Ciota = Cazora — 0" (1a4Cm221 + 1m24Clamz1 + 1n24Ciazm1 + 114Ca22m)  (3.47)
Cuzora — 0" (—2aW3 + 3\U, — py)
= 5*1113 - 7712(—2a\lf3 + 3)\1112 - p\I/4)

De la misma manera
Cyoaon = —DWy — 7712(45‘1’4 —4m¥3), (3.48)

utilizando las ecuaciones de Einstein escritas en la tétrada:
Rab - K(Tab - nabn12(T12 - T34)) (349)

K = 87, con las componentes:

Rysy = KT, (3.50)
Ry = K'Tyyp.
en la ecuacion (3.46) se obtiene:
1
Cyzo1ja + Cuzaon + 57712(T42|4 — Typ2) = 0, (3.51)

En donde nuevamente, al expresar Tyo4 — Tiy2 en términos de los coeficientes espinores
COMo:

Tigjg — Taapp = 0 Tggnr — AT e — 02 (=0 T + AT — 20T+ (3.52)
AN + (05 + 29 — 29 ) T + 2(7° — @) Thogn» (3.53)
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Se llega a:
(5* + 2’[712 (Oz + 27'(')) \Ifg — (D — 7’]12 (p — 46)) \114 — 3’/]12)\\1/2 = (354)
K
M2y (0" +2ma (@ =77)) Trom= — (A +m2 (05 + 27 =277)) Tone e
2 ATk + 120" T + 2mo v T — 12 ATy ) (3.55)

La proyeccién para la identidad 42[43|2] queda como [35]:

(A+2m2 2p+7)) Vs —(6+m2 (46 —7)) V4= 3m2v ¥, (3.56)
K

= 12 5 ((A + 2’/]12 ([L* + ’)/)) Tkm* — (5* + M2 (2(1 + 2ﬁ* — T*)) Tkk

_n12 Vﬂk — 7712 ]/Tmm* — 'th I/* Tm* m* + 27]12 )\Tkm) 5 (357)

Mientras que la proyeccién del tensor de Riemann Rogo4:
Uyt (Adne (pt+p"+37y=9) A= (0" +m2 Ba+ 5" +7—7")) v=0, (3.58)

Como veremos mas adelante, utilizaremos para derivar la ecuacién de perturbacion para
el escalar Wy, las proyecciones 42[13|2]:

(A + 37’]12 [L) \IIQ — (5 + 27’]12 (5 — T)) \Ifg — N2 0 1114 — 2’/]12 V\I/1 == (359)
K

M2 o (= (D =z (p" = 26 = 2€")) Tiox (3.60)

+ (5 + 27’]12 (ﬁ + 7T*)) Tkm* — M2 A Tm* m* + 2’[]12 7TTkm (361)

1 1
3 (A +3map) Tig + 3 (A — 31 1) Tmm*) ,
y la proyeccién 42[134]:

((5* + 37712 7T) ‘112 - (D - 27]12 (p - 6)) \113 — T2 H\I]4 — 27]12 A \I’l (362)

K
=25 (=D =2m12 (p" —€)) Thm (3.63)
+ (5 — 7712 (20(* — Qﬁ — W*)) Tm* m* — 7]12 /'i* Tkk — 27]12 ,LLTlm* (364)
1 1
—g (5* - 37]12 7T) le + g (5* + 37712 7T) Tmm*) .

Ademas de las siguientes combinaciones de las proyecciones del tensor de Riemann Ryo49 —

Raqqo:
(A+me (B =7) a=("+m2 (B =717)v+ma A(B+71)—v(p+te)+¥s3=0, (3.65)

La proyeccién Rago1

K
Us+(A+m2 (u+v—7%) 7—(D +n12 Be +€")) v+ma (u7* + X (7% + 7)) +n12 5 Ty =0,
(3.66)
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la identidad Ro443

Wy (5 ms (a4 B+ ) (8= e (0" = 38)) A-mia e (0 — ) e o T =0

(3.67)
Las relaciones de conmutaciéon entre operadores resultan ser de gran interés, pues nos serviran
para reducir las ecuaciones, en particular la siguiente:

0%, Al = iz (—vD — (a+ B =) A+ X6+ (0" +7—7") &). (3.68)

Para los espacios tiempo tipo D podemos escoger la tétrada que estd alineada con las direcciones
principales, los escalares de Weyl salvo Ws son cero, ademas, los coeficientes espinores k, 0,V y
A son cero.

Las ecuaciones de perturbacion se siguen al sustituir las variables por su valor méas un término
de perturbacién, denotada por el superindice . es decir al tomar F — F 4+ F() para todas las
cantidades de la ecuacién (3.55):

(6* + 2112 (a+27m)) U3 — (D —n1 (p—4€) T =30 XD Wy (3.69)

K
de la expresion (3.57)

(A+2ma (2p+7)) T3 — (G +ma (48— 7)) Ty — 300 1y (3.70)

K
=25 ((A + 212 (1 + 7)) TW e — (0" + 12 (20 + 25 = 7%)) Tu)kk) ’
y de (3.58)
W+ (At (At i 437 =) AD = (0" +ma Ba+ 5" +7—77) v =0, (3.71)

En donde se han considerado inicamnete términos a primer orden. Sustituyendo las ecuaciones
(3.60) y (3.63) se obtiene:

A \1/2 =-3 M2 M‘I’Q; 5* \1/2 =-3 M2 7T\If2, (372)
Sien la ec. (3.71) se actua sobre Us:

(A+mz Au+p"+3y =) AV Ty — (6" + 712 Ba+ " +47 — 7)) W Wy = — 0, 7, D,
(3.73)
y si se hace actuar el operador (A +ny2 (4 + p* + 3y — %)), sobre la ecuacién (3.70), y el
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operador (6* +m2 (Ba+ * +4m — 7*)), sobre la ecuacién (3.71) y restarlas se tiene:

o* +27712 (a—i—27r))

(A+2ma (2u+7))) w3 —

D — 12 (p—4¢)) (3.74)
(6+ma (48 —7))) U, — 31,0y 0,V =

K

—112 ) ((A +mo (du+p* 43y —7%)) <(5* +2m2 (a—17)) 7O, .

— (A4 e (427 —29)) TW,,- m) + (6" +m2 Ba+ " +4m —17)) (3.75)
((A +2m2 (15 + 7)) TW e

= (6" +m2 20 +28" = 77)) Tmm)) ; (3.76)

(A+me (dp+p*+3y—9")
— (0" +m2 Ba+ 3" +4m —717)
(A+me (dp+p*+3y—9")
— (0" +me Ba+ " +47 — 1)

~— o~ —  —

en donde se ha utilizado la ecuacién (3.73). Al sustituir la regla de conmutacién (3.68), los
operadores que actian sobre U5 ge cancelan de modo que se obtiene una ecuacién para v, M

(A+nme (Ap+p"+3y—=77) (D —m2 (p—4e)) (3.77)
— (6" +ma (Ba+ B +41 1)) (6 +m2 (48— 1)) — 3ma Ua) Ty

K
= g — <(A +me (Ap+p*+3y—79%) ((5* +2m12 (0 —77)) T(l)km* (3.78)

2
— (At (" +2y = 27%) TW,,.e m)
+ (0" +m2 Ba+ " +4m—77)) (3.79)
((A 420 (15 +7)) TW e — (6 + 71 (20 + 28* — 7)) T(l)kk>> , (3.80)

Los términos de fuente, pueden escribirse como:
T, = TkE T(l)kk + Tkm T(l)km* + g T(l)m* m*- (3.81)

El siguiente paso es escribir esta ecuacién en un sistema de coordenadas en particular. En el sigu-
iente capitulo nos centraremos en el caso de un agujero negro de Shcwarzschild en coordenadas

tipo Kerr-Schild, que son regulares a través del horizonte de eventos.



Capitulo 4

Perturbaciones al agujero negro de
Schwarzschild

Los primeros estudios sobre perturbaciones de agujeros negros estaban enfocados en demostrar
su estabilidad. Para atacar el problema Regge v Wheeler derivaron las ecuaciones que describen
un agujero negro deformado en 1957 [43]. En principio, esto puede hacerse utilizando perturba-
ciones a primer orden en la métrica, de la forma (3.1). Después de insertar este ansatz en las
ecuaciones de Einstein, se encuentra que las perturbaciones de un agujero negro de Schwarzschild
pueden dividirse en dos clases independientes. La primera induce un arrastre del sistema de ref-
erencia y se conoce como perturbaciones axiales o impares [44]. La segunda clase, corresponde
a perturbaciones que permanecen invariantes ante un cambio de signo del angulo azimutal ¢ y
son llamadas perturbaciones polares o pares. Ambas ecuaciones tienen la forma de la ecuacién
de Schrédinger con un potencial efectivo de corto alcance correspondiente a una tnica barrera
de potencial, esto quiere decir que el problema de perturbaciones de un agujero negro es muy
parecido al problema de dispersién por un potencial en Mecdnica Cuéntica.

Existe otra forma de estudiar perturbaciones para el agujero negro de Schwarzschild. Esta se
basa en el formalismo de tétradas nulas, que resulta ser un método muy poderoso al tratar con
radiacién es espacios tiempo asintéticamente planos; este formalismo fue utilizado por Bardeen
y Press [32] para escribir una ecuacién maestra que describe los campos de radicacién para el
agujero de Schwarzschild y mas tarde por Teukoslky para el agujero negro de Kerr [45]. Por
supuesto ambos enfoques son equivalentes, aunque demostrar la equivalencia no es trivial, una
demostracién se encuentra en el articulo de Chandrasekhar [46].

Las coordenadas de tipo Kerr-Schild son muy utilizadas en la comunidad de relatividad numérica
porque en una superficie con ¢ constante son regulares y penetran en el horizonte lo que resulta
conveniente para imponer condiciones de frontera o para hacer excisién [47]. Para el caso de
Schwarzschild se conocen como coordenadas de Eddington-Finkelstein. El elemento de linea es:

oM M oM
ds? — (1 _ _> dt? + 4 — dtdr + (1 + —> dr? +r? dQ?., (4.1)
T T T

31
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Se escoge la tétrada como:

l“:% <1+¥,1—¥,0,0> , k* =(1,-1,0,0) , m“z%(0,0,l,icsc@) ,
(4.2)
Los coeficientes espinores:
1 r=2M M
N e
~ cotd P— \Ifg—M (4.3)

_703'

_2\/57“’

Al sustituir directamente en la ecuacién de perturbacién (3.80) se obtiene la siguiente expresién
para el escalar perturbado Wy:

[ngn + ng)] \114(1) = 2K7“2 Ty . (44)
en donde
On = —(r*+2Mr) a_2+ (r*—2Mr) > +4Mr o +2(2r+3M) 9 (4.5)
o o2 or? otor ot
0
6 (r—M)—+4
+6 (1= M) = +4,
0? 1 02 0 cosf O 1+ cos? 6
O = -+ —— 75 t0 — —4i—— — —2———— 4.6
% = o2 Tsnte o T 00 T 006 0 sin6 (46)
La forma explicita de los operadores definidos por las ecuaciones (3.81) para la fuente toman
la forma:
A 1 - _
kk _
T = 5,2 0_100 , (4.7)
e _ V2 (003,
T N r <6t or r 01 (48)
I 0? 9 9 6.0 0 4
Jgmtm = | =—_9 - | = - — 4.
<8t2 otor o2 7 <8t 37“) +7°2> ’ (4.9)
con los operadores “eth” y “eth-bar” [34, 48], definidos como:
0s = — 2—i—z’csc@g—scotﬁ =0p + s cot 0 (4.10)
s — 90 a¢ = Yo ) .
0s = — é—z'csc:@g%—scotﬁ =09 — s cotf (4.11)
s = 90 8¢ = Yo ) .

El subindice s indica que actian sobre una cantidad de peso de espin s !, estos operadores,

Los escalares de Newman Penrose, tienen un peso conforme ¢ y un peso de espin s si bajo las
transformaciones de tipo III

S N L T L 1 Lo (4.12)

Los escalares se transforman como:

T = \"ceoT. (4.13)
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sirven para definir los arménicos con peso de espin Y;l’m(é?, ¢) como las funciones propias del
operador [y
D@g@ Y_Ql’m = 6_1 0_o Y_Ql’m = — (l — 1) (l + 2) Y_Ql’m . (414)

Las funciones (4.14) estan definidas sobre la esfera y forman una base completa en el espacio
de funciones continuas y estan definidas sélo para el caso |s| < I. Cuando el operador 0 actia
sobre los armonicos, les sube el peso de espin

O, Vibm = /(1—s) (I+s+1) Yy, o™, (4.15)

mientras que el operador 9, les baja el peso de espin.

O, Vibm = —/(I+5) (I —s+1) Yy ™ (4.16)

Para resolver la ecuacion de perturbacién, resulta conveniente trabajar con la funcién ® = r Wy,
que se espera tiene un comportamiento constante en las regiones lejanas del agujero negro, de
acuerdo al teorema de peeling [33]. La ecuacién de perturbacién queda de la siguiente forma:

(Of +Ogy) @=2Kr*Ty . (4.17)
En donde el operador radial temporal es:
® 5 82 5 62 82
O = —(r +2MT)@+(T —ZMT)W—i—AlMT 59 (4.18)
0 0 M
2 (2 M) —=+22r—-M) —+2—.
T2(2r+ )8t+(r )6r+r

La ecuacién (4.17), junto con las definiciones de los operadores (4.7-4.9), es la ecuacién para la
ecuacion de perturbacién de un agujero de Schwarzschild en coordenadas de Eddington Finkel-
stein con una fuente arbitraria 7},,.

4.1 Polvo en caida radial

Consideremos que la fuente de perturbacién es un fluido perfecto tipo polvo, con un tensor de
energia momento:
T = puyuy (4.19)

con p la densidad de energia en reposo y u, la cuadrivelocidad del fluido. Si se supone que el
fluido cae radialmente, entonces la cuadrivelocidad tiene la forma:

ut = (uo,ul,0,0) , (4.20)
en donde, las componentes son funciones de r y t. La dindmica del fluido esta descrita por la
conservacion del vector de corriente, J* = pu”, y la ecuaciéon de conservacién para el tensor de
energia momento.

Jrhy =0, (4.21)
T, = 0. (4.22)
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Estas ecuaciones, dictan la dindmica del fluido, pero en el caso de polvo se reducen a la ecuacion
de geodésicas para u* y pueden integrarse directamente considerando la normalizaciéon de la

cuadrivelocidad u*u, = —1, y que el lagrangiano para particulas masivas en Schwarzschild no
depende del tiempo. La coordenada ¢ es una coordenada ciclica asi que se tiene una cantidad
conservada F = ; gz: Para el movimiento radial que estamos considerando, se obtienen las

siguientes expresiones para las componentes de la cuadrivelocidad.

/ M Er+2Mu'

1 0

=4+4/E2-14+2"— = 4.23
u + r 5 u r M ) ( )

FE constante a lo largo de la trayectoria, se considera ademas el signo menos en la componente
u! pues se esta considerando que el polvo esta cayendo hacia el agujero. Para encontrar a la
densidad es necesario resolver la ecuacién de continuidad (4.21)

O (V=gpu®) + 0, (v/=gpu') = (4.24)

con y/—g el determinante de la métrica. Con las expresiones para la cuadrivelocidad (4.20),
Unicamente las proyecciones a lo largo de la direcciéon k son no triviales, esto es:

Tims = Tonrme =0, Tep = (k" w,)? p=(u®+u)?p. (4.25)
Los términos fuente para la ecuacién (4.17) se reducen a:

Ty = TkkT, = —
4 kk 9,2

_100p - (4.26)

Como p es una funcién escalar podemos descomponerla en términos de los arménicos esféricos
con peso de espin cero de la siguiente forma:

pP=>_ prm(t,r) Yo" (6,9) . (4.27)
lm

La accién de los operadores 9 (4.11) actuando sobre un arménico con peso de espin cero, le baja
el espin a —2,

0 100Y" ==/1(1+ 1) Y " =/(1-1)110+1) (+2) Y "™, (4.28)

Con estos resultado se obtiene que los términos de fuente, para la ecuacién de perturbacion
tienen la formas:

Ty=F55 T, = — “;T;‘ Zplmtr N (E T E I (4.29)

De esta manera es posible describir configuraciones de polvo no necesariamente esféricamente
simétricas y por lo tanto es posible producir ondas gravitacionales.

Siguiendo la linea general, de utilizar como base los armonicos esféricos con peso de espin,
explotando que son funciones propias del operador [y resulta natural tomar una descomposicién
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de la funcién ® en términos de Y_5"™(6, ¢), de hecho este es un método estdndar para resolver
ecuaciones diferenciales parciales.

O =" Rip(t;r) Y 2" (0,6) (4.30)
Ilm

con estos resultados, es posible agrupar la ecuacién de perturbacién, como multiplos de Y_ob™,
por lo tanto, es posible obtener una ecuacién para la parte radial temporal cada modo (I, m) de

d:

O’R O’R O’R

_(r2ioM l,m 2_9 M l,m l,m

(=4 2M1) =557+ (r R

ale 8le M

2 (2 M : 22r—M : 2— —(1—1) (I1+2

2+ 0 2 2 (2r - 20) 2 4 (25— (- 1) (4) R+

2
E—/E?—1+24

47r® VIE=1D)10+1) (+2)pm=0. (4.31)

r—2M

al sustituir en la ecuacion de continuidad la descomposicién (4.27) la expresion explicita de las
componentes de la cuadrivelocidad (4.23) se obtiene:

E?-1+4+34
815 Plm + " 37" Plom +2 22rM " Plom = 0 y (432)
r (B2 -1+ 3%)

. . . 1
En donde se ha sustituido la velocidad coordenada v" = % = Z—O

Esta descomposicién, permite estudiar cualquier distribucién de polvo en caida radial y su
reaccién gravitacional utilizando tinicamente las variable radial y temporal.

Debido a la simetria esférica del espacio tiempo, la ecuacién de evolucién es independiente del
modo m pues este da una descripcién de angulo azimutal. Podemos observar en la ecuacion
(4.31) que cada modo de materia (l.m) despierta el correspondiente modo de radiacién, para
estudiar la dependencia de la onda gravitacional con la distribucién de materia que la genera, se
resuelve numéricamente la ecuacion de perturbacion. Para resolver la ecuacion de perturbacion
se definen nuevas variables, las derivadas radiales y temporales para escribir la ecuacién como
un sistema de ecuaciones, acoplado pero de primer orden. En la proxima seccién se describe la
reduccion a primer orden y se escribe explicitamente el sistema de ecuaciones.

Descomposicion a primer orden

Para comenzar, se define la funcion 1 ,,, y II; ,,, en términos de las funciones R; ., de la siguiente
b b b
formas:

r4+2M M
Hl m = 770 8t RLm - 2 7 whm 3 (433)

)

Que corresponden a casos particulares de las definiciones usualmente utilizadas para resolver la
ecuacién de onda [49]. Una vez que se sustituyen estas definiciones en la ecuacién de segundo
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Figura 4.1: Se muestra la evolucién de la densidad para una céscara de polvo, cada t = 25,

y la envolvente exacta de la densidad. El pulso tiene una amplitud inicial de Ay = 1072,

P AN A
60

un ancho de o0 = 0.5 y esta centrada en ro = 70 M.
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orden para I3 ,,, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
1

Ofim = o |

r Hl,m +2M wl,m) , (434)

at ¢l,m = (T Hl,m +2 M¢l,m)>

1
O <T+2M

1
= X oM (r Oy pm +2M Oy Yy m) +

1
oLy, = Iy oM (2M O 1y, + 7 O Y1 .m)

120 (Mym = Y1m) (4.35)

2 2
T 2ane (BT S M+ AME) Ty + (r 4+ A M) (2743 M) 1.m)

+< M (1-1) (l+2)> R

2~ _
r3 r2

2
E—/E2-1+24

r—2M

4wy VI=1)10+1) (1+2)prm (4.36)

Este se resuelve simultdneamente con la ecuacién (4.32) para la densidad, para obtener la re-
spuesta gravitacional del agujero negro ante perturbaciones producidas por esa distribucién de
materia.

Para resolver el sistema se utiliza un método Runge Kutta de tercer orden de variacién total
decreciente ver seccion 6.4.1.

Las condiciones de frontera que se imponen para la densidad son (pn,,, = pN,.,_,) ¥ condiciones
maximamente disipativas, esto es poniendo cero el correspondiente vector propio entrante, ITy,;+

wout - O)
Para simplificar el problema se han considerado céscaras de polvo que pueden escribirse en
términos de los armoénicos esféricos como:

p=poo(r,t) Yo" + prpm(r,)YoM™ 1> 2. (4.37)

La forma especifica del modo pg o no importa para la respuesta gravitacional, pues contribuye
como un modo monopolar.

Como primer modelo, se considera que la densidad de materia es un pulso gaussiano, cayendo
hacia el agujero negro. Posteriormente se varia el ancho del pulso para estudiar los efectos que
tiene sobre la respuesta gravitacional, en particular estamos interesados en la forma en que la
compacidad de la cascara despierta los modos cuasinormales del agujero negro.

4.1.1 Algunos ejemplos de acrecion
Distribucion tipo gaussiana

En la figura 4.2 se muestra la funcién de radiacién ® producida por la cascara de fluido, medida
por tres diferentes observadores, localizados en r = 100,150 y 200M. La senales se han super-
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Figura 4.2: Senal gravitacional producida por el pulso de la figura 4.1, medido por tres
diferentes observadores situados en r = 100 M, 150 M y 200 M. Se han trasladado las
senales en el tiempo para superponerlas y mostrar que el comportamiento de ® es con-
stante en r, lo que demuestra un decaimiento en W, como 1/r. Las diferencias observadas
se deben a que el comportamiento de ¥4 como inverso de 7 es en la regién asintética

puesto para mostrar el comportamiento constante de ® que viene a confirmar el decaimiento
1/r para el escalar W,.

Se hace el ajuste para ® con una funcién de la forma e *i? sin (w, t + ¢). Para obtener las
frecuencias cuasinormales w = w,,w;. Aqui es importante hacer un paréntesis sobre la forma
en la que se hace el ajuste, y sobre la importancia de los modos cuasinormales obtenidos de
esta manera. Primero el problema principal que queremos resolver es obtener la sefial gravita-
cional producida por la caida de cascaras de polvo hacia el agujero negro, el obtener los modos
cuasinormales se hace simplemente para confirmar que el régimen en el que se esta trabajando
efectivamente se reproducen los resultados conocidos, se ha mostrado que hay métodos mu-
cho mas poderosos para obtener las frecuencias cuasinormales con un alto grado de precision,
por ejemplo los mostrados en las referencias [50, 51, 52, 11], de estos métodos se hablara mas
adelante. Segundo, al hacer un ajuste, es bien conocido que una regresién lineal o minimos
cuadrados, depende fuertemente de que tan buena haya sido la aproximacién del valor inicial
a partir del cual se hace el ajuste, si este valor esta muy alejado de la solucion entonces la
bondad del ajuste se reduce. Por lo tanto, para encontrar los modos cuasinormales utilizamos el
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programa R, que es un lenguaje y entorno de programacion para andlisis estadistico y grafico,
de distribucién libre [53]. Con esta aplicaciéon hacemos una regresiéon no lineal para obtener
los valores de los modos cuasinormales, la idea de la regresiéon es muy sencilla, se propone una
funcién mediante la cual se quieren ajustar nuestros datos por medio de algunos parametros y se
dan valores iniciales para estos parametros, la regresién consiste en minimizar la diferencia entre
nuestros datos y la funcién, barriendo todos los parametros, es una generalizaciéon del método
de minimos cuadrados para ajustes lineales. Aqui presento una tipica corrida para encontrar las
frecuencias, los datos obtenidos con el cédigo de perturbacién estan en el archivo “R.dat” y las
constantes a,b,c,d son los parametros con los cuales se hace el ajuste.

datos=read.table("R.dat")

attach(datos)

x<-V1

y<-V2

nls(y = axexp(b*x)*sin(c*x+d), start = 1list(a=50000, b=-0.08,c=0.373,
d=5000) ,trace =

TRUE)

a<- 1.5e+04
b<- 7.5e-02
c<- 4.0e-01
d<- 5.0e+03
y produce:

Nonlinear regression model
model: y ~ a * exp(b * x) * sin(c * x + d)
data: parent.frame()
a b C d
1.592e+04 -7.794e-02 4.107e-01 4.993e+03

residual sum-of-squares: 2.210e-07

Number of iterations to convergence: 10
Achieved convergence tolerance: 6.193e-08

La funcién clave de R es nls, que significa non-linear-regresion y se encarga de ajustar los
pardametros a, b, ¢ y d de la funcién propuesta aexp(bx)*sin(cx 4+ d). En este ejemplo la tolerancia
es del orden ~ x107% y en los demds ejemplos se fija una tolerencia del mismo orden para
encontrar las constantes, b que representa el tiempo caracteristico de decaimiento y ¢ que es la
frecuencia de oscilacion.

En la figura 4.4 se muestra la radiacién producida por el perfil p; ,,, para | = 2, 3,4, 5 utilizando
los mismos parametros. Las frecuencias cuasinormales correspondientes se escriben en la tabla
4.1.1, se hace una comparacién con las obtenidas por Leaver en la referencia [50].
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Figura 4.3: La funcién ® de la fig. 4.2 en escala logaritmica. Los tiempos tempranos
t < 100, se ha omitido por claridad. Las frecuencias de oscilaciéon fueron extraidas en un

intervalo entre t ~ 370 a ¢t ~ 470.

Tabla 4.1: Frecuencias cuasinormales. El el caso de Schwarzschild los valores son inde-
pendientes de m, por tener simetria esférica.

[ | Calculadas Mw | Leaver Mw

2 10.3734 — 0.08917 | 0.37367 — 0.08896 7
3 10.5990 — 0.09327 | 0.59944 — 0.09270 ¢
41 0.8055 — 0.09574 | 0.80918 — 0.09416 7
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Figura 4.4: Senal gravitacional producida por los modos [ = 2,3,4. Todos tienen la
misma amplitud inicial, A4y = 10°, el mismo ancho, ¢ = 0.5, y estdn centrados en la
misma posicion, ro = 70 M.

Un pulso con diferente ancho

Como siguiente ejemplo se estudia la respuesta gravitacional para diferentes anchos del pulso
acretante. Nos concentramos en los casos para o = 0.5 M, 1M, 1.5 M,2M, y 2.5 M. La grafica
correspondiente se muestra en la figura 4.5. El flujo de energia por unidad de tiempo esta dada

dE .
E_rﬂoo16ﬂ'7{ / dQ_rlggomz‘/ Bim

en donde se ha utilizado la expansién multipolar (4.30) para ® y la ortonormalidad de los

por:

, (4.38)

armoénicos esféricos con peso de espin. La energia total emitida puede calcularse integrando en
el tiempo el flujo saliente (4.38), y los resultados para diferentes anchos del pulso se muestran
en la figura 4.6 .

Las simulaciones muestran que la respuesta del agujero negro son los modos cuasinormales de
oscilacién solo cuando la fuente de la perturbacién actia durante un periodo breve de tiempo,
si la perturbacién ocurre durante un periodo mayor, las senales dejan de ser los modos cuasi-
normales caracteristicos. Estos resultados estan de acuerdo con los obtenidos previamente, por
Nagar [12, 13|, y en el caso de vacio por [44, 54, 55, 56]. En donde se menciona que la ex-
itacion de los modos cuasinormales, se induce por perfiles de curvatura cuando el tamafio de la
perturbacién es comparable con el tamano del agujero negro.

En general, la senal gravitacional tiene un estallido inicial, seguido por la fase de oscilaciones
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Figura 4.5: Senal gravitacional en escala logaritmica para diferentes valores de o. Se
muestra de izquierda a derecha o = 1M,1.5M,2M,2.5 M. Hay que resaltar que los
modos se despiertan conforme la cascara se hace mas compacta.
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Figura 4.6: Energia total definida como la integral (4.38) como funcién del ancho de la
cascara. La integral esta evaluada sobre una esfera de radio r = 7T0M.

cuasinormales y termina con la caida caracteristica conocida como tail que para el agujero negro
de Schwarzschild es de la forma #2+3 [56].

4.2 Deteccion de modos cuasinormales

Los modos cuasinormales, son modos propios a los cuales un agujero negro o una estrella oscilan
cuando son excitados por perturbaciones no radiales. Se dice que los modos son cuasinormales
porque estan amortiguados por la emisién de ondas gravitacionales y como consecuencia, las
frecuencias propias correspondientes son complejas. El hecho de que una estrella oscile nos es
comun a todos, pues esta compuesta de materia y puede considerarse como una pelota de fluido,
sin embargo, que un agujero negro lo haga tiene algunos problemas conceptuales, después de
todo un agujero negro no es un objeto material sino una regién en el espacio tiempo. Surge
naturalmente una pregunta, como es posible que oscile?. La respuesta esta al considerar las
soluciones a las ecuaciones de perturbacién.

Consideremos que el agujero negro tiene una masa de M = nMg, Mo = 1.48 x 10°cm para
convertir las frecuencias a unidades fisicas tomamos

c ~32.26
27TTLM® on

v=(Muw,) (Mw,)kHz, (4.39)

v el tiempo caracteristico de amortiguamiento es:

_ nMg  n0.4937 x 107°
- Muw;e Mw;

T

s. (4.40)
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Con estas expresiones es posible darnos una idea si la senal gravitacional emitida por un agujero
negro esta dentro del ancho de banda de los interferémetros en tierra VIRGO, LIGO, TAMA
[9, 10, 57] o dentro de los espaciales como LISA [7, 8]. El ancho de banda de LIGO/VIRGO se
extiende sobre un rango de frecuencias entre 10-40 Hz hasta algunos kHz, esto es, serdn capaces

de detectar la senal emitida por agujeros negros si su masa oscila entre
10 Mg S M < 10° Mg, (4.41)

Correspondiente a frecuencias del orden de 12Hz~ 1.2kHz, para los modos mas altos, por otro
lado, el rango de frecuencias al cual LISA sers sensible es de 1074 ~ 10~! Hz que corresponde
a agujeros negros de de masa

1.2 x 10°Mg S M $ 1.2 x 10°M, (4.42)

Por ejemplo, LISA serd capaz de detectar las senales emitidas por las oscilaciones producidas
por el agujero supermasivo en el centro de nuestra galaxia SGR A* cuya masa es de M =

(3.7£0.2)10° M [58].
Los modos cuasinormales son claramente sucesos que ocurren rapidamente, de hecho podemos
comparar un agujero negro con otros sistemas resonantes definiendo el factor de calidad

(4.43)

)

1 || wyr
QN5HE

para un agujero negro de Schwarzschild, esta aproximacién es del orden de [, para otro sistema,
como un estrella de neutrones @ ~ 1,000 [6] y el valor tipico de un dtomo es Q ~ 105, un agujero
negro es un oscilador muy pequeno en comparacion.

Esto nos da una idea sobre el modo fundamental al cual oscila un agujero negro, sin embargo hay
una infinidad de modos para cada valor de [, estos sobre-tonos (over-tones) como se les llama,
tienen partes imaginarias crecientes y por lo tanto tienen una vida (tiempo de amortiguamiento)
mucho menor [59].



Capitulo 5

Perturbaciones al agujero negro de
Kerr

Uno de los eventos astrofisicos mas espectaculares es el colapso de un nicleo de una estrella muy
masiva, lo que lleva a la formacién de una estrella de neutrones o un agujero negro. El resultado
del colapso depende de varios factores de la estrella progenitora como su masa, su momento
angular, su metalicidad, de su ecuaciéon de estado, de la emisién de neutrinos o si existe una

estrella companera.

Después de un rebote del niicleo, parte del material es expulsado y si la estrella progenitora tiene
una masa menor que 20 masas solares, el remanente es una estrella de neutrones [6], por otro
lado si la masa es mayor, la acrecién remanente incrementa la masa de la estrella de neutrones-
protones llevandola por arriba de su limite superior, esto tiene como resultado la formacion de
un agujero negro. Si la masa de la estrella tiene una masa mayor que 45 masas solares, no hay
una explosién supernova y la estrella colapsa directamente hacia un agujero negro.

El modelo anterior esta por supesto sobresimplificado pues la metalicidad, el momento angular
del nicleo precolapsado y la presencia de una companera, influyen notoriamente en el resultado
de colapso del ntcleo.

La emisién gravitacional de la formacién de un agujero negro de Kerr es la suma de dos senales,
la generada por el colapso y las oscilaciones provenientes del estadio final. La sefial del colapso se
produce debido al cambio de los momentos multipolares del espacio tiempo durante la transiciéon
de un nicleo de acero o una estrella de neutrones-protones hacia el agujero negro de Kerr. Una
estrella de neutrones con rotacién uniforme, tiene un momento cuadrupolar axisimétrico dado
por Q = —ak‘]MQ donde aj; depende de la ecuacién de estado y esta en el rango 2-8 para los
modelos de 1.4 masas solares [19]. Esto es varias veces mas grande que el momento cuadrupolar
del agujero negro de Kerr, (que tiene a; = 1), por lo tanto la reduccién del momento cuadrupolar
es la principal fuente de la senal en el colapso. Una vez que se ha formado el agujero negro,
continua oscilando hasta que la energia de oscilacion se radia y se alcanza el limite del agujero

de Kerr estacionario.

45
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El problema general de los modos cuasinormales del agujero negro de Kerr se complica por el he-
cho de que el potencial efectivo depende de una manera complicada de la frecuencia de radiacion
w y el momento angular del agujero negro a. En este capitulo mostraremos un método para
encontrar la senal gravitacional mediante una generalizacion directa del caso de Schwarzschild
mostrada en el capitulo 4 basado en la descomposicién en armoénicos esféricos de la funcion de
perturbacién, esto es posible por la elecciéon de la tétrada que permite escribir la parte angular
justo como el operador cuyas funciones propias son los armonicos esféricos.

El elemento de linea para el espacio tiempo de Kerr en coordenadas de Kerr-Schild es:
M Mr Mr Mr
ds* = — (1-2%) dt2+4Tdtd —4Ta51n 0dt dp + <1+2 S > dr* (5.1
M M
-2 (1 + 2%) a sin? 0 dr dp + ¥ d6? + <7‘2 +a%+ 2% a? sin? 9) sin? 6 dy?

en donde M y a son la masa y el momento angular por unidad de masa del agujero negro, se
ha definido ¥ = r? 4+ a? cos? §. La tétrada nula se escoge de la forma siguiente:

1
l“:ﬁ(r2+a2+2Mr,A,O,2a);k":(l,—l,O,O); (5.2)
1

mt = (iasinf,0,1,i csch),

V2 (r —ia cosf)

con la definicién de A = r? + a? — 2 M r. En la regién asintética, r — oo, la tétrada (5.2) tiene

la forma I* = % (1,1,0,0) ,k* = (1,—1,0,0), que es la correspondiente al espacio tiempo plano

La eleccion de esta tétrada tiene importantes consecuencias en la forma de la ecuacién de per-
turbacién final como veremos méds adelante, por ahora es suficiente decir que la diferencia esta
en escoger en el denominador el complejo conjugado de la utilizada por Teukolsky en [45, 31]

De la definicién de los coeficientes espinores, se obtiene que k =v=0=A=v=0,y!ly k son

direcciones principales, de modo

que\IIO:\Illz\IJ3:\I/4:Oy:

1 . _ A . —M .
H= i 5acosd’ P=aox M 22’
m=—i SRS =ity a=°°&9u, B=—a"+1 Wy=My (53)

Después de sustituir estos valores directamente en la ecuacién de perturbacién se obtiene la

(1),

ecuacion para U,
1

—5y [+ 0] o) = —arxTy. (5.4)
en donde
O = —(T2+a200829+2MT)8—2+A82 +4Mr i +2a o +
ot? or? otor ord¢
2(2r+3M+2iacosH)%+6(r—M)%—1—4 (5.5)
Opy = A S Y 4880 0 _glteostd (5.6)

0602 " sinZ0 9¢? o0 sinZ 0 96 sin® 6
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Hay que resaltar la forma simple en que el operador que actiia sobre v, El operador Ugg,
dado por la ecuacién (5.6), es exactamente el mismo que para el caso de Schwarzschild (4.6).
En lo subsecuente, consideraremos tnicamente vacio Ty = 0.

Como en el caso de Schwarzschild, utilizamos la funcién: ®; = r U4, pues tiene un compor-
tamiento constante en las regiones lejanas del agujero negro. La ecuacién final de perturbacion
es:

1
——— O O ®,; =0. 5.7
55 (01 +Uos] &1 (5.7)
En donde tnicamente se ha transformado el operador radial:
0?2 0?2 0?2 0?2
O,= —(r?+a®cos?0+2M7r) =— +A=— +4M 2
L (4o cos0+2Mr) 5a+ Mg m +4Mrgm +2a5 50+

2 2
2 (27 + M +2ia cos0) %Jrz <2r—M—a7> %—Q%a%JrzM:#.(ag)

Esta ecuacién (5.7), describe la evolucién de una perturbacién inicial, su acrecién y dispersion
como onda gravitacional. Hay que resaltar que al ser el operador angular, el mismo que en el
caso de Schwarzschild podemos descomponerlo como lo hicimos en el capitulo 4 | en términos
de los operadores 0 y 0

Oy = 0_10_2, (5.9)
lo que nos permite utilizar como base los armédnicos esféricos con peso de espin para representar
la funcién ®;. Este es un enfoque diferente al utilizado comunmente [60], pues en resultados
previos, como en [50, 31] se utilizaba una ecuacién cuya parte angular no era la adecuada para
hacer esta descomposicién, en vez de esto se hacen expansiones sobre los armonicos esferoidales,
que involucran al pardametro de rotaciéon a en su definiciéon. El utilizar los arménicos esféricos
nos permite escribir la constante de separacién (entre la parte angular y radial-temporal) ex-
actamente y no es un parametro mas a determinar para encontrar los modos cuasinormales
[50, 11, 59, 61]. Esta descomposicién nos permite utilizar un enfoque nuevo para estudiar la
ecuacion de perturbacién para el agujero negro de Kerr.

5.1 Descomposicion en armonicos esféricos

La descomposicién en armonicos esféricos para la funciéon @ es:

Oy =" Rym(t,r)Y_2""(0,9). (5.10)
Im

El momento més bajo de las ondas gravitacionales es el cuadrupolar, de modo que, [ > 2. Los
armoénicos son funciones propias del operador angular (4.14) y son también funciones propias
del operador derivada en la direccién azimutal:

0

% Y_,b™(0,¢) =imY_o"™(8, p), (5.11)
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Al sustituir la expresién (5.10) en la ecuacién (5.7) se obtiene:

lz:Y,gl’m {— (r* +a® cos?6 +2 M) g—;—i—ler%;ﬂ—{—Q (2r+ M +2ia cosf) %—i—
m

AL 42 (zr—M—§+mm) D _9ima 4 2Mra® _ (1) (z+2)] Ry = 0(5.12)

En donde atin hay dos términos angulares, cos? y cos#. Si proyectamos esta ecuacién para

. . . =1 4 / — /! .
obtener los coeficientes R;,,, debemos multiplicar por Yiém = Y,""™™ ¢ integrar sobre el

angulo solido:

> a0y Yt -2 G AL vaMr Zr 2@ M) §
m
+2 (zr—M—§+z‘am> D _9ime 4 2Mra’ _ () 1) (z+2)] Rim

—a? § QYT Y ob ™ 0520 Ry dia § dQYR T YW cos 0 SRy = 0.(5.13)

Al expandir la suma y despejar los coeficientes con funciones angulares, utilizando que los

armoénicos son ortonormales, se obtiene:

o2 0?2 2 )
= b i | —(rP+2Mr) =— + A= +4M 2(2r+ M) —
! sz b Omm [ (54 2Mr) 5+ Mg HAMr G2 2r 4 M) 5
2 0 2ai M 2
o (2r—M—% piam) L o2 MY 1) (142)| R
r or r r2 '

2

a / ! a / /
—a? @Rlvm }{ dQY,U ™ Y b cos? 0 4+ 4ia ﬁRlvm }{ dQ Y,V ™™ Y ob™ cos 45.14)

y por lo tanto,

0= —(r2+2M7’)8—2+A3—2+4M7’ o
N ot? or? otor

)
2 (27 + M) =
+2(2r+ )875
2 M 2
+2<2r—M—a—+iam>Q—Qimg+2#—(l—1) (z+2)} Ryt
T T T T

82 I —m! m 4 ™ 1
> a’ 5z fitm jé dQ Y,y b <§ \/;YOQ’O + §> (5.15)

+2ia %Rhm jé dQ Y,y bmy \/§Y0170,

En donde se han utilizado las definiciones:

4 Im 1 T
2 2,0 1,0
570 = Yoo + = 50 = 2 Yoo 1
cos 3\/;0 3 Cos \/go (5.16)
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La ecuacion de perturbacion toma la formas:

a?\ 0 0? 0 0
2M A 4 M 2(2r+M
[ <7°+ r+ >8t2+ 52 TAMT oo + 2r+ )at

2 a M 2
+2 2r—M—a—+iam 9 im® 2 Y 1) (1+2)| Ru
or r 72 ’

U,—m/ lym 2.0
—Z \/;a atlemy{YQ Y_ob™my20 dq) (5.17)

+8ia \/;aRlﬂTb f Yél/,*m’ Y72l,m }/0170 dQ = 0.

Las integrales angulares se resuelven utilizando los simbolos de Wigner 3 — Im descritos en
[24, 62]:

FYy Y YA = ) b [Bl,m 01+ 7ty Ot + Birim 51,1,“] (5.18)

_ " 3 /5 m
74 Yy YT ytda = 5 \/; S, [Am,m =2 16 e Bt -y (5:19)

2(1+4)(1—3)(I(1 +1) — 3m?) m
320+ 3)(1+1)(1)(21 — 1) (I+1)(1-1)

De esta manera se obtiene una descripcién para cada modo, en términos de la variables r — ¢

0y + 16 By o1+ Aim 51,1/2]

para las perturbaciones gravitacionales en el espacio tiempo de Kerr.

—a? Al+2,m Ot Rl+2,m —4a BlJrl,m (4 a (l+2)la -1 815) RlJrl,m + El,m Rl,m_

da By, <4a T O —i@t) Ri—tm — 02 App O Ri—.m = 0, (5.20)
Utilizando las siguientes definiciones:

4 1 (=2)I=-3)1+2)I+1D)(I+m)(l+m—-1)(—m)(l—m—1)
lm = ’
’ 120-1)(1-1) (20 +1)(20 - 3)

B 1 =2)(+2)(l+m)(l —m)

Lm l 20+ 1)(20 — 1) ’

2 2 2 2

— (o2 a* ((+4)(=3)(0(+1)=3m)]\ 0% 0

Him = <T +2Mrt [”2 @430+ —-1) R
0? m 0 a? 0
4 M 212 M+4ia——+ 2(2r—M — — +1 —
M S T (” + Z“z<z+1)> o " <7° r+2am> or

a Mr + a?

Las constantes que se obtienen de los simbolos de Wigner tienden a un limite finito, llim Apm =
— 0

1 7q; 1
1 lim Bl7m = bR
l—o0
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Como el escalar de Weyl es complejo preferimos trabajar con dos funciones reales, definimos:
Ry = +Rl,m +i Ry (5.21)

y considerando que las partes real e imaginaria de los operadores de evolucién, ec. (5.20), se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de segundo orden para la parte real e imaginaria de
Ry

—a® Apyom Ou ERitom —4a By, <4 a 77 O ERiv1m 0, $Rl+1,m> (5.22)

F2am (g0 + 0, = 1) FRum —4a B (40 gty O “Riton % 00 Ry
+rﬁl,m i]:il,m - a2 Al,m att i]:5172,m = 07

En donde el operador rﬁl,m se define como:

0. = 2 a? (+4) (1=3) 1 (1+1)~3m?) 9? 92
rHim == <T t2Mr+ 5 {1 T2 e e ]) oz tA g2 (5.23)

2

FAM T2 2 (204 M) 2 42 (27”—M—“—> 9 yoMrza® _(1_1) (142).

T

Utilizando los arménicos esféricos con peso de espin, se ha obtenido un sistema de ecuaciones que
no tiene dependencia angular explicita, inicamente las partes radiales y temporales entran en
juego, el precio que tenemos que pagar es que los modos no evolucionan de manera independiente,

sino que estan acoplados de manera no trivial.

Como las ondas gravitacionales comienzan con el modo cuadrupolar, el [ mas bajo es 2 y los
modos Ry, Ry m, son cero por construccion.

Los modos radiales, temporales en el sistema de ecuaciones (5.23), estan acoplados con sus dos
vecinos cercanos, tanto hacia arriba como hacia abajo en el valor de [ pero inicamente por medio
de los operadores temporales, mediante coeficientes que son independientes de las coordenadas,
esto implica que el acople desaparece en regiones lejanas al agujero, el coeficiente de segundas
derivadas temporales en rﬁl,m tiene un término de r2, al dividir toda la ecuacion por % y
se toma el limite, el acople desaparece, incluso el acople entre las partes real e imaginaria se
anula para valores grandes de . En esa regién, la ecuacién dominante para un modo R;,, es
rﬁl,m R, = 0, evaluada en ese limite, mas adelante mostraremos que en nuestras simulaciones
este es precisamente el comportamiento de la funcién ®;. Hay que notar que en el caso a = 0 los
modos se desacoplan y tnicamente tenemos, lo que llamamos la parte principal de la ecuacién
A0(1,m) R, = 0. que es consistente con los resultados obtenidos para el caso de Schwarzschild.

5.2 Formulacién a primer orden

Siguiendo el procedimiento para resolver la ecuacién de onda, que utilizamos en capitulos ante-
riores, definimos las funciones:
+ +
Vim = 0p = Rim, (5.24)
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My = 0 E Ry + BFT (5.25)

donde (3 es una funcion arbitraria de r, esta funcion, en el caso de Schwarzschild, esta relacionada
directamente con el vector de corrimiento, en este caso, dejaremos a (3 como una funcion diferente
para cada modo. Estas definiciones conducen a las siguientes expresiones para las derivadas

temporales:
Oy iRl,m = il_[l,m - B i\Ill,ma (526)
at i\I}l,m = 87’ (iHl,m - ﬁi\pl,m) ) (527)
att iRl,m = at iHl,m - ﬂar (iHl,m - ﬂ illll,m) . (528)

Al sustituir en la ecuacién (5.23), se obtienen las siguientes ecuaciones de primer orden:

iv2.m
ii1m
(T, To, T3, Ty, T5) 0y + (c1,¢3,¢5,¢7,¢9,)0:] | FILp (5.29)
T 1m
1 9m
W,
Yiitm
+[(c2, 4, co, c8,¢10)0r + (S1, 93,57, 512, 514) ] | Ty,
0,
/.
:F]._.[l_i_Q’m :F\I]l-i-Q m
FI1m TV m
+(0, 82, S6, 511,0) | FIIp + (0,54, S8,513,0) | T,
T _1m TV _m
ﬂ'[l,gm $\Ijlf2m

+85 FI0; 1 + S TRym + S10 TR = 0,
que es la ecuacién final de primer orden, en donde hemos definido los siguientes coeficientes

Ty = —a? Al+2,m7 1o =—16 a? Bl+1,m ﬁ7

Ty= - (rP+2Mr+ 4 |14+2BGIUL0])

@1+3) (I+1)1(2-1)
T4 =—16 CL2 Bl7m m, T5 == —a2 Al7m

con los siguientes grupos
cr=-T1B, co =T c5=-TofB, ca=To 3% c5=T3 (4Mr— ),

6 =T (B2 —AMrB+A) ¢cr=-T483, cg =Ty co=—-T503, cio="T50
(5.30)
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y
S1=T180.8, So=F4aBii1m, S3=T280.8, Sa=+4aBj1,mB, Ss=22r+M)Ts3,

So=F8a iy Ty, Sr=|(B—4Mr) 0,8 -2 (2r+M) B+2 (2r - M - 2)| T,

Ss = F2am <1 _5ﬁ> Ty, So = <2M_2+a2 (-1 (l+2)> Ty, Sio=+2meTs,
S11=F4aBm, Si2=Ti00:0, S13=*+4aBy;mB, Sia=T;500.0.

El perfil de las ondas gravitacionales en un espacio tiempo de Kerr, asi como las frecuencias
cuasinormales son bien conocidas, ver por ejemplo [56, 63, 64, 65, 66], asi que tenemos mu-
chos resultados con los cuales comparar los obtenidos con el enfoque propuesto, aunque se ha
mostrado que una manera muy eficiente de calcular los modos cuasinormales es trasladarse al
dominio de frecuencias, el mismo Teukolsky lo hizo de esta forma [31]. Para obtener el perfil de
la onda gravitacional es mejor trabajar en el dominio del tiempo, y se han construido cédigos
bidimensionales para resolverla numéricamente [64, 65]. Tomaremos estos resultados como ref-
erencia para verificar el rango de validez de nuestro enfoque propuesto. Este procedimiento nos
ayudara para entender el papel que juega cada modo como funcién de la perturbacion inicial.

El sistema de ecuaciones es, en principio, un sistema infinito que involucra todos los valores
posibles de [ > 2, para resolverlo es necesario cortarlo en algun punto, proponemos hacerlo
hasta que el operador ril,m actua sobre el modo méaximo que queremos resolver, de otro modo
el procedimiento da un sistema sobre determinado, con mas ecuaciones que incognitas, este
efecto se debe unicamente a que estariamos tratando correcciones de los deméas modos como si

fuera realmente la evolucion de ese modo.

5.3 Evolucién en 2 dimensiones

Como se menciono anteriormente, para comparar los resultados obtenidos resolviendo el sistema
de ecuaciones radiales-temporales entre modos, se adapto un cédigo como el de [63, 67, 68] para
resolver la ecuacién de perturbacién en dos dimensiones, aunque en esa referencia se resuelve
para la funcién (r —ia cos 6)* U, mientras que nosotros lo hacemos para &1 = r ¥, de modo
que hay diferencias entre las ecuaciones utilizadas, por eso repasamos el enfoque y escribimos las
ecuaciones nuevamente. Primero, se asume que la solucién a la ecuaciéon (4.17) puede expresarse
en términos de los modos azimutales:

Oy = €™ Gp(r,0,1). (5.31)
m
Para cada modo m se tiene la siguiente ecuacién:
2 2 2 2
{— (7“2—|—a2 00829—|—2MT) %—FA%—{—ZLMT%—{—%
+2 (2r+ M +ia cosb) %—1—2 (27"—M—ar—2+iam) %—i—cot@%

2_ 2
19 (M:;raQ —im> ~om 4m cos€+2(1+cos «9):| Sm —0. (532)

T sin? 0
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Como la funcién S, es compleja, definimos sus partes real e imaginaria de la forma siguiente:
Sm =85+ +15_, (5.33)
y se obtienen las ecuaciones:

P+S+—Pfsf :0,
P.S_+P_S, =0.

En donde P} y P_ se refieren a las partes real e imaginaria del operador en la ecuacién (5.32).
Para obtener un sistema de primer orden se definen las variables 11+ como:

Il = 0,5+ + by 0rS4, (5.34)

con

1

b= i <—2M7~ + /M2 + AT + 2Mr)> . (5.35)

En términos de la nuevas variables, IT;,II_ la ecuacién de perturbacién (5.32) puede reescribirse
como:

olly = 0,114+ + 626r5+ + 038,151 —cully + C5H$ —cgS+ =+ 675# + Og@Si,
0Sx = It — 00,54,

Con las siguientes definiciones

1
a = -5 <2M7~ + (M) + A + 2M7°))>
2(2r% — Mr — a?
o = b+ (X + 2Mr)r Le e,
2am b
3 = —/—————¢
’ S2Mr T
o 2(2r+ M)
“T TyeMy
B 4acos 6
“ T TyioMy
r’m2csc? 0 — 2(Mr —a?)  2(1 + cos?6) — 4mcos
C =
6 r2(X 4 2Mr) sin? 0(X 4 2Mr)
1
Opy = =0 =0,
00 >+ 20 T S o

b = db/dr. Es interesante mencionar que la ecuacién (5.32) es muy similar a la ecuacién que
se obtiene en la ref. [64, 68]. Los perfiles de las ondas gravitacionales, obtenidas con este
método son las que utilizan como referencia para comparar las que se obtienen con el enfoque
unidimensional, que algunas veces llamaremos descomposicién arménica.
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5.4 Evolucion para la componente radial

Para resolver la ecuacién (5.30), es necesario resolver el sistema de ecuaciones para cada modo y
esto implica resolver un sistema acoplado, cada miembro de la forma de la ecuacién (5.30) Para
resolver este sistema se extendié el cédigo utilizado para resolver la ecuacién de perturbacion
para el caso de Schwarzschild del capitulo anterior [69]. Hay que resaltar que al resolver para
un coeficiente de la expansién (5.10) estamos resolviendo realmente para seis funciones, por
ejemplo, para el caso mas sencillo de (I,,q, = 2) el modo * Ry, €l sistema consta de la parte
real e imaginaria del modo, ademss de las funciones auxiliares T1I5y, T Wy, formadas por sus
respectivas partes real e imaginaria, eso nos da las seis funciones. El siguiente paso es resolver
para dos modos, por ejemplo Roy y R3p en cuyo caso se tendran 12 funciones incognitas, si
se considerasen tres modos entonces se tendrian 18 variables acopladas. Hay una complicacion
adicional, en la ecuacién (5.30) hay factores multiplicando las derivadas temporales de los
coeficientes Ry, por lo que no es posible aislarlos en un simple despeje, para hacerlo, se escribe
el sistema en forma matricial y luego se despeja el vector de incégnitas multiplicando por la
matriz inversa, el procedimiento, aplicado a dos modos es como sigue:

Supongamos que queremos resolver para los modos Ra ,, y R3,, que llamaremos modelo 2 var,
tendremos dos ecuaciones acopladas de la forma (5.30) con el vector
i = (iRZm, jERg,m, ng,m, iﬂgm, illfgm, i\I’g,m). Se construye una matriz cuadrada de 12 x 12
cuyas entradas son los coeficientes dados por (5.30), y se obtiene un sistema de ecuaciones de
tipo:

Mo, i+ Ao, u+ Bi =0, (5.36)

Al multiplicar por la inversa de M es posible despejar el vector 0y muy conveniente para
resolverlo utilizando el metodo de lineas,

Al tomar en cuenta tres modos, Ra , R3m ¥ Ra.m, modelo 3 var, el vector de incégnitas aumenta
en seis por lo que tendra dimensién 18, en la siguiente seccion mostraremos con algunos ejemplos
que los resultados concuerdan bastante bien con los obtenidos con la solucién en dos dimensiones.

5.5 Ejemplos

En esta seccién se muestran los perfiles de las ondas gravitacionales, asi como los modos cuasi-
normales obtenidos mediante la descomposicion arménica y se comparan con los resultados

obtenidos con el cédigo bidimensional.

5.5.1 Datos iniciales con 1=2

El primer ejemplo que se propone para probar la aproximacién arménica, consiste en tomar
inicialmente un modo I = 2, y resolver la ecuacién (5.30), con la parte radial descrita por

una funcién gaussiana de la forma g(r) = Aexp(—(r — 79)/0?), la parte angular corresponde
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. - . 12,0 .
a un armonico esférico con peso de espin Y7, con derivada temporal cero. Los valores de las
constantes son: A =5 x 1073, 79 = 20M, o = 0.5.

Para el caso en dos dimensiones, se toma el mismo tipo de perturbacion radial, el dato inicial
es:

S,(r,0,t =0)=g(r)Y2(0), (5.37)

Y2 () = é\/? sin(6), (5.38)

Para tener el mismo perfil inicial, con derivada temporal cero para el modo Rsg, II. debe

con

satisfacer:
Iy =b,0.54, (5.39)

De esta forma aseguramos que el dato inicial es el mismo en ambos casos.

La masa del agujero negro es M = 1 y consideramos dos casos genéricos del pardmetro de
rotacion del agujero negro, ¢ = 0.2 y 0.9. Para hacer una comparacién directa entre ambos
enfoques, es necesario proyectar la sefial S, con el arménico 2Y2°(6), para obtener el correspon-
diente 2?Ryq:

2 Roo = 7{ S, (r,0)Y*20(0) dQ, (5.40)

En la figura 5.1 se grafica la senal medida por un observador localizado en r = 7T0M obtenida
con la descomposicén armonica y se grafica la proyeccién (5.40).

Como puede verse, la senal obtenida con la descomposicién arménica difiere muy poco de la
obtenida con el procedimiento en dos dimensiones, de hecho, al mirar la diferencia entre los
méximos de ambas sefiales es menor al 3% [70].

Un ejemplo en el que se ve un acople mayor entre los modos es poniendo la misma perturbacion
radial y un arménico | = 2 y m = 2, los resultados estdn en la figura 5.2, en este caso la
contribucién de los modos mas altos, es evidente, conforme aumentamos el nimero de modos,
se tiende a la senal obtenida con el enfoque bidimensional.

5.5.2 Datos iniciales con dos modos con diferente 1

Como siguiente ejemplo, consideramos datos iniciales cuya dependencia angular esta descrita
por una combinacién de dos modos [ = 2 and [ = 3. El problema se hace méas complicado
incrementando el valor del parametro de rotacién del agujero a a = 0.999. Como cualquier
perturbacién puede describirse en términos de los armonicos esfericos, este ejemplo nos da cierta
idea sobre el comportamiento general de la interaccién de los modos que inicialmente se des-
pertaron. Tomamos un caso sencillo en el que el dato inicial se descompone en dos modos de
la forma Roy = ¢,(r) = Rsp, por simplicidad mantendremos que la derivada temporal es cero
inicialmente. Para el caso bidimensional, el dato inicial es de la forma:

Sy(r,0,t=0) = g(r) (L2Y*°(0) + _2Y*°(9)) , (5.41)
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Figura 5.1: Se presenta la senal gravitacional para dos valores del parametro de rotacion
del agujero negro a = 0.2 y a = 0.9. En el primer panel se muestra la onda medida por
un observador en r = 7T0M, en escala logaritmica para a = 0.2, en el segundo panel se
muestra el caso para a = 0.9
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Figura 5.2: La senal presentada es equivalente a la figura 5.1, solo que aqui la perturbacion
inicial corresponde a un modo [ =2y m = 2.
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Figura 5.3: El primer cuadro muestra la senal producida por el cédigo axial, el observador
esta localizado en r = 80M, en el plano 6§ = 7/2 el momento angular por unidad de masa
del agujero es a = 0.999. En los cuadros de abajo estan las proyecciones de la misma
senal en los armoénicos Yo v Y3 y los resultados obtenidos mediante la descomposicién
armonica en 1d (2 var).

con derivada temporal igual a la ecuacién (5.39).

La proyeccién de la senal estd graficada en la figura 5.3. Hay que resaltar que ain con el
acople entre modos, somos capaces de describir correctamente la evolucién de cada modo con la
descomposcién armoénica en 1d, lo que permite decir que este enfoque es un buen candidato para
conocer la evolucion de un modo sin necesidad de resolver la ecuacién completa de perturbacién
para Sy,.



Capitulo 6

Métodos numéricos en
Hidrodinamica

Una de las metas mas importantes en astrofisica es modelar diversos fenémenos para entenderlos
y poder predecir diferentes eventos. Entre estos fendmenos esta la acrecién de materia hacia
agujeros negros y la interaccién entre dos agujeros negros. Aunque la métrica es dindmicamente
importante en el problema de interaccién de agujeros negros, puede considerarse como fija en
el problema de acrecién. Una pieza clave en el ejemplo de acrecién es la evolucién de las
variables del fluido, que bajo ciertas simplificaciones, evolucionan de acuerdo a las ecuaciones
de hidrodindamica relativista, que forman un sistema de leyes de balance hiperbdlicas que son
fuertemente no lineales y exhiben formacién de choques. Para simular la evolucién de estos
fluidos, se han propuesto muchos métodos numéricos, incluyendo diferencias finitas [71], métodos
pseudo espectrales [72], SPH (smooth particle hydrodynamics)[73, 74] y varios métodos de alta
resolucién para la captura de choques [75]. Aunque cada uno de estos métodos tiene sus propias
ventajas, los que més atencion han captado en anos recientes son los métodos de alta resolucion
para la captura de choques, basados en el esquema de Godunov [76, 77], los métodos ENO
(essentially non-oscillatory)[78], y esquemas centrales [79, 80].

La aplicacién de los métodos de alta resolucién para la captura de choques (HRSC, por sus
siglas en inglés) causé un gran impacto en la hidrodindmica relativista, porque tienen un alto
orden de exactitud, una descripcién estable y precisa de las discontinuidades y convergen a la
solucién fisicamente correcta, propiedades béasicas que le son requeridas a un método numérico
aceptable. En este capitulo se presenta una revision de los métodos de alta resolucién son
conservativos y tiene la propiedad de describir correctamente soluciones discontinuas, que son
tratadas consistentemente y automaticamente cuando aparecen en un flujo.

29
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6.1 Leyes de Conservacion

Consideremos las funciones vectoriales u;, b; y A;; una matriz de m x m, todas funciones de las

variables (7,¢)!. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de la forma:
Oyu; + Aijaxu]‘ + b, =0, (6.1)

se dice que fuertemente es hiperbélico en un punto (x,t) si A;; tiene m valores propios A1, Aa...Am,
y un conjunto correspondiente de m vectores propios linealmente independientes k§1), kz@ kz(m)
Se dice que el sistema es estrictamente hiperbdlico si sus valores propios son todos distintos.

Si las componentes de la matriz A;; son todas constantes al igual que las componentes b,
entonces el sistema es lineal con coeficientes constantes[81]. Si b; depende linealmente de wu; el
sistema es lineal y si los coeficientes de la matriz A;; son funciones de u; se dice que el sistema

es cuastlineal. Finalmente, si b; = 0 el sistema es homogéneo.

Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales constituye un sistema de leyes de conservacion
si puede escribirse de la formas:
Opu; + 8$fz(uj) =0. (6'2)

A wu; se le conoce como vector de las variables conservadas, y a f;(u;) como el vector de flujos,
Noétese que cada componente f; depende del todos los vectores u;.
Si denotamos como @;; al jacobiano del vector de flujos

ofi
i = 6.3
QZ] 8u]‘ ’ ( )
podemos escribir la ley de conservacién (6.2) como un sistema cuasilineal de la forma:
Opui + QijO0pu; =0, (6.4)

6.1.1 Problema de Cauchy

Estudiar la evolucién en el tiempo de las cantidades u; consiste en resolver un problema de
valores iniciales, es decir se debe encontrar una funcién wu; solucién de (6.2) y que satisfaga:

u;i(z,0) = up;(z). (6.5)

donde up;(x) es una funcién conocida a priori. Una caracteristica fundamental de este problema
es que en general no existen soluciones clésicas (de tipo C!) a partir de un cierto tiempo finito
aunque la condicién inicial sea suave. Para permitir soluciones discontinuas se tiene que ampliar
el espacio de soluciones para incluir aquellas funciones que satisfagan la ley de conservaciéon en
el sentido de distribuciones, es decir, aquellas que verifican:

/0 /_OO <u@a—(f + fza—f> dx dt —|—/ u;(z,0)¢(x,0) dz = 0. (6.6)

—00

'Por simplicidad lo haremos para el caso de una dimensién temporal y una espacial, la generalizacién
a mas dimensiones espaciales es inmediata.
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para cualquier funcién ¢(z,t) de clase C'! con soporte compacto en (—oo,00) x [0,00). Esta
condicion es equivalente a pedir que la solucién satisfaga la version integral de la ley de conser-
vacién. Con esta condicién, se incluyen en el espacio de soluciones aquellas funciones u; que son
continuas por pedazos y son llamadas soluciones débiles de la ecuacion diferencial.

6.1.2 El problema de Riemann

El problema de Riemann consiste en resolver una ecuacién diferencial parcial con datos iniciales
discontinuos. Para el caso de una dimensién, la ley de conservacién tiene la formas:

O+ Oy f(u) =0, (6.7)

con datos iniciales discontinuos:

A continuacién y a manera de ejemplo, resolveremos el problema de Riemann para las ecuaciones
de adveccién y Burgers sin viscosidad, por el método de las caracteristicas, esta técnica es muy
util porque constituye la base de los métodos de alta resolucién y su generalizacion a mas

dimensiones es inmediata.

Ecuacion lineal de adveccion

La ecuacién de adveccién es la forma mas simple de una ley de conservacion. La solucién es
una funcién u; que corresponde a los datos iniciales, propagandose con velocidad constante. El
problema de Riemann para esta ecuacion tiene la formas:

Opu + Oz (au) =0, (6.8)
ul sz <0,
uo(®) = { ul* siz>0. (6.9)

En donde a una constante. Resolver este problema por el método de las caracteristicas es
encontrar aquellas curvas en el plano (x, t) sobre las cuales la funcién u es constante, por ejemplo,

si consideramos una curva parametrizada por T que satisface:

dzx dt

- - =1 6.10
=6 ¥y =1 (6.10)
Al derivar u a lo largo de estas curvas, tendremos:
du dt dx
- - == - A1
dr dTatu * dTawu (6.11)
— Dot aby (6.12)
= 0, (6.13)

es decir, u es constante a lo largo de esta curva, de hecho, podemos escribir:

dx

da _dr
Todt

dt dr

= a, (6.14)
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que implica, después de integrar con respecto a t

xr = at + wo, (6.15)
lo que corresponde a una familia de lineas rectas en el plano (x,t) con pendiente a y que pasan
por zg.
Al sustituir z¢ de (6.15) en ug(zp) tendremos que la solucién u(z,t) es:

L

u(z,t) = uo(x — at) = { we st (v —at) <0 (6.16)

uft si (z—at) > 0.

La solucién al problema de Riemann para la ecuacion de adveccién es el perfil inicial wug
propagandose con velocidad a. La discontinuidad en x = 0 se mueve con esa misma veloci-
dad. Es importante senalar que esta solucion tiene las mismas propiedades sin importar el valor
relativo entre v’ y uf, algo que no ocurre en el caso que estudiaremos a continuacién

Ecuacién de Burgers

La ecuacion de Burgers es otro ejemplo de ley de conservacién. El problema de Riemann consiste

en la siguiente ecuacion:

2

con las mismas condiciones iniciales que para la ecuacién de adveccion 6.9.

2
By + Oy (“—) ~0 (6.17)

La solucién a la ecuacion de Burgers se obtiene facilmente por el método de las caracteristicas,

primero escribdamosla de la forma equivalente:
Opu + udyu = 0, (6.18)
que tiene una forma parecida a la ecuacién de adveccion, solo que la velocidad de propagacion

es la propia funcién u. Las curvas caracteristicas son:

dx_ dt B

N

Repitiendo el procedimiento utilizado para la ecuaciéon de adveccién

1. (6.19)

du dt dzx
= Ou+ udyu (6.21)
= 0, (6.22)
se obtiene: .
de 47
dt d—i

que implica, integrando con respecto a t, ya que u es constante,

x = ut + xo, (6.24)
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una familia de rectas con pendiente wu.

La recta que contiene el punto (0, 0) sirve para separar las rectas que tienen diferente pendiente,

L R

esto es claro ya que la velocidad es u™ 6 u'" si estan a la izquierda o a la derecha. Se tendra

un comportamiento diferente que depende del valor relativo de los datos iniciales, consideremos

L > R, Las rectas que estdn a la izquierda de la que contiene al

como caso genérico que u
origen tienen velocidad A(uy) y las que estdn a la derecha tienen una velocidad A(ug). 2 Las
caracteristicas de la derecha intersectan a las caracteristicas de la izquierda como se muestra en
la figura 6.1. En la region de interseccién la funcién u no sera univaluada pues la informacion

de distintos puntos de los datos iniciales se propagé para llegar a un mismo destino.

La solucién se puede escribir como

ul six—st <O,

u(x,t) = .
(%) uf' sz —st>0.

(6.25)

en donde s es la velocidad de la recta que propaga la discontinuidad = = 0. Puede mostrarse
que s para la ecuacién de Burgers es

s = %(uL+uR). (6.26)

Esta solucién discontinua es una onda de choque y satisface la condicién
AL > 8> AR, (6.27)

con A\, v Ar las velocidades caracteristicas de la ecuacién (A, = ur y Agp = ug para la ecuacién
de Burgers) La expresién (6.27) se conoce como condicién de entropia y sirve para decidir cuando
una solucién es fisicamente aceptable, pues es equivalente a resolver una ecuacién con soluciones
continuas (ecuaciones con viscosidad y por lo tanto sin discontinuidades).

Las ondas de choque en el aire son pequenas capas de transicién que separan cambios en las
variables fisicas, como presién, densidad, y temperatura, estas capas son del mismo orden de
magnitud que el camino libre medio de las moléculas (~ 10~ m) y por lo tanto mateméaticamente
se pueden tratar como discontinuidades, es por esta razén que a las discontinuidades que aparecen
en el flujo se llaman choques.

Consideremos ahora el caso en el que u” < u''. En contraposicién al caso anterior, en donde las
caracteristicas se intersectan, existe una regién en donde no hay caracteristicas, existe una zona
de vacio en donde la informacién de los datos iniciales no puede transmitirse, como consecuencia,

la solucién pierde unicidad. La solucién es directamente:

(2,1) ul six—st <O,
ulz, = .
ult sz —st>0.

(6.28)

2Como estamos trabajando en el plano = — t la velocidad es el inverso de la pendiente, velocidad =
Auft) = uft y Mub) = ul.
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Figura 6.1: En el caso u; > ug, tenemos cruce de caracteristicas en el plano (z,t). La
recta a lineas corresponde al choque. La solucién deja de ser univaluada.

sin embargo, en este caso no se satisface la condicién de entropia (6.27), y resulta ser inestable
ante perturbaciones. La solucién fisica se obtiene expresando la discontinuidad inicial como un
limite de una funcién continua y resolviendo la ecuacién resultante ref. [82], la solucién es:

ul six—Apt <0,

u(z,t) =4 z/t si A\p <x/t <Ap, (6.29)
ull six— At > 0.

Esta solucién se conoce como onda de rarefaccién y es una solucion tipica en los sistemas
hiperbélicos no lineales.

La solucién completa al problema de Riemann para la ecuacién de Burgers consiste en una onda
de choque si en los datos iniciales son u;, > up ecuacién (6.25) o una onda de rarefaccién,
expresion (6.29) si up < ug. Mas adelante veremos que esta estructura servird para evaluar el
flujo en las interfaces al resolver numéricamente la ecuacién de Burgers.

6.1.3 Sistema de ecuaciones con coeficientes constantes

Consideremos ahora el problema de Riemann para un sistema de leyes de conservacion de la
forma
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Figura 6.2: En el caso up < ug, tenemos una zona de vacio donde la soluciéon no esté
definida univocamente.

en donde Aij es una matriz con coeficientes constantes, con valores propios reales y un conjunto
completo de vectores propios que satisfacen la condicion inicial:

L .
Ui:{ u; st x <0 (6.31)

uf sz > 0.

Queremos encontrar el valor de las funciones u; por el método de las caracteristicas tal como
lo hicimos en los casos anteriores, para ello notamos que al poseer un conjunto completo de

vectores propios, podemos escribir a la matriz A;; como:
Ay = Kip(I\) ki K, (6.32)

en donde Kjj; es la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A;; e (Iy)x es la matriz
diagonal que tiene por elementos los valores propios de A;;. Si definimos las funciones w; = K;ju;

(conocidas como eigencampos) y multiplicamos las ecuaciones (6.30) por Kj; tendremos:

0 = K;joiu; + KijAjr0zup (6.33)
K;;Ou; + Kinjm(Ik)lelkaxuk (6.34)

O Kijuj + (Ii) i On Kuy, (6.35)

= Oww; + (1) 0wy, (6.36)

ya que las matrices K;; son constantes y Ki; Kjm = I(k)im-
El resultado de esta transformacion es que problema de Riemann se escribe en términos de los
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eigencampos de la siguiente forma:
Orw; + X\jOpw; = 0, (6.37)

A; son los valores propios de A;; y los datos iniciales

wk si z<0
w; (z) = { Bou a0 (6.38)
T b

que corresponde a un conjunto de m ecuaciones de adveccién desacopladas. La solucién al
problema de Riemann para cada funcién w; es:

wy st (z—M\t) <0

L
Z 6.39
Eosi (z—M\t) >0. (6:39)

wi(z,t) = wd(x — \t) = {

w

Para un punto dado (z,t) hay un valor propio Ay tal que A\, < § < Apy1 esto es & — At >0 Vi
tal que 7 < k, asi que es posible escribir la solucion en términos de las variables originales como:

k m

u(a,t) =Y BikD + > ak® (6.40)
i=1 i=k-+1

donde k es el valor méximo de los subindices ¢ para los cuales x — A\;t > 0, ver figura 6.3.

La expresion u; = K;jw; se utiliza para recuperar el valor de u;, una vez que se han resuelto las
ecuaciones de adveccion para el vector de variables caracteristicas w;, escrito explicitamente es:

uy = wlkzg) + wgsz) + ...+ wmk{m)
u; = wlkz(l) + wgkz(2) + ...+ wmkz(m)

wm = wikd +wok® 4+ L+ w,, k)

m m m

y en orden por columnas.

- q T (D) ] C 2 ] m
u kY k) Em)
U; = wq /{:ZQ) + woy /{:Z(Q) + ... Fwny kz(m)

| | KD e e

y escrito en forma compacta queda como:

ui=Y wiky (6.41)
j=1
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)

que es la expansién de u; en los vectores propios kZ(] . La solucién wu;(z,t) se obtiene al sustituir

wi(x,t) = wgo) (x — N\it).

Si asumimos que el sistema es fuertemente hiperbélico, entonces podemos ordenar sus valores
propios como: A1 < Ao < ... A,

La estructura de la solucion del problema de Riemann en el plano x — ¢ consiste de m ondas que
emanan del origen, una para cada valor propio A;. Cada onda A; transporta una discontinuidad
de u; propagandose con velocidad \;. Naturalmente la solucién a la izquierda de la onda A; es el
estado inicial u%; y hacia la derecha de la onda M\, es u®;, 1a solucién al problema de Riemann,

consiste en encontrar la expresion de u; para las regiones entre A\; y Ap,.

Los eigenvectores kj(-) son linealmente independientes asi que podemos expandir los estados
constantes derecho e izquierdo como combinaciones lineales de ellos:

uby=>" aik:j(»i), ufy =" ﬁz‘k](i), (6.42)
i=1 =1

Para un punto dado (z,t) hay un valor propio A tal que A\, < § < Apy1 esto es o — At >0 Vi
tal que ¢ < k. La solucién al problema de Riemann en términos de las variables originales es:

k m
(o, t) =3 Bk + 3 ikl (6.43)
i=1

i=k+1

donde k es el valor maximo de los subindices ¢ para los cuales x — A\;t > 0.

6.1.4 Discretizacion en voliimenes finitos

Las discontinuidades en la soluciéon de una ecuacién diferencial, causan dificultades computa-
cionales para los esquemas en diferencias finitas porque la ecuaciéon deja de ser vélida cerca
de las discontinuidades, debido a que las derivadas no estdn bien definidas. Un planteamiento

alternativo, basado en la forma integral de ecuacién son los métodos de volumen finito.

Los métodos de volimenes finitos en una dimensién, estdan basados en la forma integral de la
ecuacion:

O+ Oy f (1) = 0. (6.44)

para resolverla numéricamente debemos aproximar u mediante una aproximacién discreta u;'.
Donde ¢ y n representan la posicién de la aproximacion, tanto en espacio como en tiempo.

Los valores aproximados son modificados a cada paso de tiempo por el flujo a través de de las
orillas de las celdas y el problema principal es determinar las funciones de flujo numéricas, que
aproximan a los flujos basados en los promedios sobre dichas celdas.
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Figura 6.3: Estructura de las velocidades caracteristicas A; para la solucién de un sistema
con coeficientes constantes, k es el valor maximo tal que Ay < 0.

Supongamos que Ax;, denota el tamano de una malla en la direccién z. Denotamos también a I;
como el intervalo de longitud Az centrado alrededor del punto z; es decir I; = [z; — Ax; /2, 2; +
Ax;/2]. El valor promedio de u en el intervalo I; es simplemente:

z+Ax/2
(e, t) = ’71’ /1 (e, 1) = - / w(€, 1)de. (6.45)

—Azx/2

Si se promedia la ecuacién (6.44) sobre I; se obtiene:

1 z+Ax/2 1 x+Ax/2
0:—/ Oyu ,td+—/ Oe f(u(&,1))d 6.46
an [, e nde g [ o )i (6.46)

= Ouu(x,t) + ﬁ[f(u(x + Ax/2,t)) — f(u(z — Az/2,t))].

Si definimos F;_1(u(t)) como una aproximacién a f(u(x — Az/2,t)) obtenida a partir de los
2
datos discretos u; podemos escribir:

1

Opui(t) = _A—x[Fi—f—l/Z(u(t)) — Fi_1yo(u(t))]- (6.47)

Integrando la ecuacién (6.47) en el intervalo de tiempo ¢ + At se obtiene:

1 t+At
u(z,t + At) = a(z,t) — A—/t [Fi1/2(u(T)) — Fi_qj2(u(r))] dr. (6.48)

x
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Con la expresion (6.48) se calculan los promedios de la celda en un tiempo ¢ + At a partir del
promedio de las celdas en un tiempo ¢.

Los algoritmos para resolver la ecuacién (6.44) son de dos tipos: implicitos y explicitos. Un
algoritmo implicito relaciona datos en un nivel temporal n 4+ 1 a los otros datos desconocidos
en el mismo tiempo n + 1 asi como los datos conocidos en tiempos previos, estos métodos
tipicamente requieren la inversiéon de una matriz o alguna otra operacion igualmente costosa, lo
que hace que puedan ser demasiado lentos. En un algoritmo explicito se obtienen los datos a un
nivel de tiempo n+1 en términos de de los datos conocidos en tiempos anteriores, son estos tipos
de métodos los que consideraremos a detalle. Para métodos explicitos, hay una restriccién fisica
sobre el tamano del paso temporal. Esta restriccion se conoce como la condiciéon de Courant-
Friedrich-Lewy (CFL). La condicién CFL dice que el dominio de dependencia numérico de u
debe contener a su dominio de dependencia fisico, si no fuera asi, resultaria imposible para la
aproximacion numérica converger a la solucién exacta, pues en cada refinamiento de la malla,
habria informacién fisica que queda fuera del dominio de dependencia numérico. La violacién
de la condicion CFL produce tipicamente oscilaciones numéricas, la restriccion usualmente se

escribe en términos del espaciamiento de la malla como
At < cAx (6.49)

donde c¢ es el nimero de Courant que depende del algoritmo utilizado asi como de los datos u™.

Un algoritmo explicito escrito en forma conservativa, que actualiza la solucién de un tiempo t"
al siguiente nivel ! basado en (6.48) es:

n AN A
uj+1 =uj - A <f(uj+1/2,t) - f(ujﬂ/z,f)) ; (6.50)

donde f es una funciéon de flujos numéricos consistente con la funcién real de flujo, es decir
fluu,u) = f(u).

Asi mismo u} es una aproximacion del promedio de u(z,t) dentro de la celda numérica I;

j+1/2
— u(zx,t), (6.51)
Tj—1/2
y los flujos numéricos:
1 tn+1
frape = At/ Fiay2(u(r))T, (6.52)

6.1.5 Estabilidad, convergencia y consistencia

El decir que un método numérico es estable, es decir que dados unos datos iniciales especificos,
la evolucién calculada por el método produce resultados fisicos. Si un método es convegente,
quiere decir que la diferencia entre la solucién calculada y la solucién continua se reduce cuando

se incrementa la resolucion numérica. Hay dos tipos de error que son de interés, el primero es
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el error local de truncamiento, que dada una solucién exacta a la ecuacién diferencial u, el error
local de truncamiento ¢ esta dado por:

o(t+ At,z) = |u(t + At,z) — a(t + At, x)|, (6.53)

donde u(t + At,x) se calcula mediante un método numérico utilizando los datos iniciales. El
error local de truncamiento puede estimarse incluso si no se conoce la solucién exacta y por eso

es util para probar si una aproximacién numérica es buena.

Un método es consistente si el error local de truncamiento tiende a cero conforme el espaci-
amiento en la malla Az tiende a cero. Se dice que un método lineal tiene convergencia de orden
p si existe una constante C, tal que:

o (t,2)| < Cy(Az)?, (6.54)

para todos los espaciamientos de la malla Az < (Ax)o.
El otro error de importancia es el error global, que esta dado por:

e(t) = |u(t,z) —u(t,z)|, (6.55)

donde (¢, ) se calcula utilizando el metodo numerico sobre el rango t € [t°,¢] utilizando los
datos iniciales u(t?, z). Un método se dice que es convergente si el error global tiende a cero
para cualquier ¢ fijo conforme el espaciamiento de la malla tiende a cero, sin embargo como la
solucién exacta no se conoce generalmente, se dice que un método es convergente si el error
entre soluciones calculadas numéricamente a diferentes resoluciones tiende a cero. El teorema
de equivalencia de Lax muestra que para un método lineal y ecuaciones lineales, consistencia
y estabilidad son condiciones necesarias y suficientes para la convergencia. Para ecuaciones no
lineales el teorema de Lax Wendroff dice que si la solucién converge, entonces convergera a la
solucién débil de las ecuaciones.

La estabilidad de un método numérico lineal se comprueba utilizando el analisis de Von Newman,
en donde el dato inicial se descompone en sus modos de Fourier y la evoluciéon de cada modo es
estudiada individualmente mediante un paso en la evoluciéon. Los modos no interactian debido

a la linealidad del método, la idea es escribir a u; como una onda monocromatica:
_ 2y T
uj = Cpe”™'N (6.56)

con m el nimero de onda, j la posicién espacial y N el niimero de puntos en la malla, se puede
expresar en términos del factor de amplificacién g:

uy = g e, (6.57)

con ¢ = 2wm/N, el método es linealmente estable si |g| < 1 para todo ¢. Para muchos métodos
numéricos esta condiciéon da el nimero CFL. No es posible aplicar el analisis de estabilidad a
métodos no lineales, debido principalmente a la interaccién entre los diferentes modos de Fourier,

sin embargo, el teorema de Godunov enuncia que cualquier método lineal no sera mondtono si
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es de orden mayor que uno en precision, aunque existen condiciones de estabilidad no lineal,
para esto se necesitan introducir algunos conceptos adicionales.

Un método numérico se dice que preserva la monotonicidad si, para una ley de conservacién
escalar con datos iniciales crecientes (decrecientes) sobre un dominio espacial infinito, la solucién
es mondtona creciente (decreciente) para todo tiempo, esto previene oscilaciones espurias, pero
esta condicién puede ser muy restrictiva para muchos casos y no cubre aquellos datos iniciales
que no son monétonos.

La variacién total de una funcién escalar discreta se define como:

TV(u) = 3jlujr1 — ujl, (6.58)
Se dice que un esquema es de variacion total decreciente TVD si:

TV (™) < TV(u"),. (6.59)

Una propiedad muy importante de los métodos de variaciéon decreciente es que son convergentes
si satisfacen ademads, la condicién de entropia [83].

El orden de precisién es en el sentido del error local de truncamiento, si el error local de trun-
camiento es O(Az"1) en regiones suaves, se dice que el esquema es r-ésimo orden de precisién.
Usualmente, métodos semi-discretos, como el método de lineas son mucho més simples que los
métodos que son completamente discretos, por ejemplo los que son del tipo Lax Wendroff, cuya
principal desventaja es que son complicados de programar, especialmente para problemas de
mas de una dimensién espacial, ademas de que no existe un demostracién formal de que estos
métodos son de variacion total decreciente. Una forma de discretizar en tiempo es utilizar un
integrador multiniveles tipo Runge Kutta, estos métodos son mas sencillos de programar, en
especial en multiples dimensiones y para problemas que involucran fuentes, sin embargo solo
existen andlisis de estabilidad lineal, que no es suficiente porque no implica convergencia si hay
choques u otro tipo de discontinuidades.

Un método numérico se dice que es escencialmente no oscilatorio (ENO) si el incremento en la
variacién es proporcional a alguna potencia positiva 7 de la longitud del paso espacial, es decir

TV (u™) < TV (u") + O((Az)", (At)"), (6.60)

un método ENO no siempre preserva la monotonicidad, pero en el limite Ax — 0 se recupera
la condicién TVD. Se define la estabilidad de un sistema de ecuaciones ordinarias mediante lo
siguiente, Considerese un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

d
U= Au, (6.61)

en donde A es una matriz de N x N, un método nurherico, aproximara esta ecuacién si la
solucién numérica satisface:

u" Tt = g(AtA)u™, (6.62)
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donde la funcién g dependera del método empleado, por lo tanto, un método sera absolutamente
estable, es decir cualquier error en la solucién numérica no crecera exponencialmente si |g(z)| < 1,
para todos los complejos z con parte real negativa. La region de estabilidad del método numérico
es el conjunto de puntos que satisfacen:

S=z€eC:|g(2)] <1, (6.63)

generalmente se dice que el método es estable si una vecindad del origen esta contenida en la
region de estabilidad, esto implica que existe un paso de tiempo, tal que los errores no crecen
exponencialmente, aunque esto es cierto para sistemas lineales de coeficientes constantes, en la
practica se observa que para sistemas no lineales también sucede, en el caso no lineal se utiliza

la matriz jacobiana del sistema.

6.2 El método de Godunov

Un planteamiento de volumen finito nos lleva al esquema niimerico general:
At /4 .
1
uith =uj - Ar <f(uj+1/27t) - f(uj—1/2,t)> ; (6.64)

en donde f*, /2 fi /o SON aproximaciones a los flujos a través de las fronteras de las celdas

Ti_1/2 ¥ Tiy1/2 promediados en un paso de tiempo,

1 tn+1
fitiy = At /tn flu@i 19, 7)] d7 (6.65)
Si pudiéramos resolver la ley de conservacion de manera exacta, en el intervalo de tiempo
[tn, tnt+1] con los datos iniciales " (x,t,) podriamos dar u"(x,t) en el tiempo ¢, t, <t <t,y1y
con este valor serfa posible definir el flujo numérico al sustituir @ en la expresién (6.52)

o1
e ag [ Tl (6.66)

tn

El método de Godunov para evaluar éste flujo consiste en:

e Utilizar los valores promedios en cada celda para construir una funcién constante por
pedazos u(z, t,) definido Vx

e Utilizar los datos iniciales constantes por pedazos para encontrar la solucién exacta a la
ley de conservacién y evolucionar para obtener w(z;,t,11).

e Calcular el promedio de esta funcién en cada celda para obtener los nuevos valores en
cada celda

1 _
uit! = ~ /11 (i, tpy1)de, (6.67)

El paso mas complicado de este algoritmo es resolver la ley de conservacion, pero, como
estamos empezando con datos constantes por pedazos, podemos tratar cada interfaz entre
celdas como un problema de Riemann y as{ encontrar el valor de los flujos en la interfase.
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En el caso de la ecuaciéon de Burgers

ug+ f(u)y =0, flu)=—. (6.68)

el flujo en la interfaz, para el marco local de la solucién es f(ui41/2(0)), 3 con u141/2(0) la
solucién al problema de Riemann entre las celdas ¢ , ¢ + 1:

1 n n
Siowuf > ujlyy,

ul  sis>0
n — 1 )
Uit 12(0) = { Wy sios <0, (6.69)
7
con § = %(u’f + uily)-
Siu < ufly,
ug si 0 <,
uly1p(0) =14 0 siul <O<ul, (6.70)
ult si 0 <.

En los cédlculos préacticos no es necesaria la estructura completa de la solucién al problema de
Riemann, solamente se utilizan los valores que resultan en la interfaz de las celdas para poder
evaluar el flujo numérico.

En el caso clasico de las ecuaciones de Euler, se han desarrollado una gran variedad de resolve-
dores de Riemann aproximados que se pueden ser usados en el caso relativista estos se presentan
en las siguientes secciones.

6.3 Resolvedores de Riemann aproximados

Resolver un problema de Riemann exactamente involucra calculos que consumen mucho tiempo
de computo, que es particularmente costoso en el caso de hidrodinamica relativista multidimen-
sional, debido al acople de las ecuaciones por el factor de Lorentz. Como alternativa, se utilizan
resolvedores de Riemann aproximados, estos se basan en la solucién exacta del problema de
Riemann para una versién aproximada de las ecuaciones originales.

En el caso de la aproximacién local por caracteristicas, el flujo numérico se calcula de acuerdo
con alguna forma genérica de flujo, haciendo uso de la informacién caracteristica del sistema,
ejemplos de estos resolvedores son el de Roe [84] y el de Harten Lax, Van Leer y Einfeldt [85].

El resolvedor aproximado de Harten, Lax, Van Leer y Einfeldt (HLLE) se basa en una solucién
aproximada al problema de Riemann con un tnico estado intermedio:

L

U stx < Srt,
uhlle = & yhlle sispt < o < spt, (6.71)
uf* sixz > spt,

3El marco local se escoge para que coincida con el eje ¢t por simplicidad.
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Donde sy, y sk son las cotas minima y méxima para las velocidades de las senales y

spul® — spul — F(uft) + F(u®)

hlle
u =
R _ oL ’

(6.72)
el flujo numérico esta dado por:
spF(ul) — s; F(uf) + shsy (u® —up)

F= st —s7
R L

(6.73)

con s; =min(0,s.) y s§ = maz(0, sg)
Es comun utilizar las velocidades caracteristicas del sistema como sg, sy,

El dltimo término que aparece en el flujo aproximado representa la viscosidad numérica del
esquema, y hace uso explicito de la informacién caracteristica de las matrices jacobianas. Esta
informacién se usa para determinar la disipacién numérica adecuada para obtener representa-
ciones exactas de las soluciones discontinuas sin una difusiéon excesiva y evitando el fenémeno

de Gibbs.

El resolvedor aproximado de Roe consiste en hacer una aproximacion lineal de coeficientes
constantes a la ecuacion original y en la siguientes secciones se mostrard a detalle como se

obtienen los flujos numéricos bajo esta suposicion.

6.3.1 Resolvedor de HLLE

Consideremos el problema en una dimensién 6.7 con datos iniciales 6.9 y fijémonos una celda de
prueba, 6 celda de control [82] en la que la estructura que surge de la solucién del problema de
Riemann esta contenida en [z, zg| X [0,T], si s;, y sgr son las velocidades maximas con las que

se propaga una perturbacion de los datos iniciales uy, y ur, entonces
xr < Tsy, xr <Tsp (6.74)

En la figura (6.4) se muestra el esquema del volumen de control.

La forma integral de la ley de conservacién u; + F'(u), = 0 dentro del volumen de control es:

TR TR T T
/ u(m,T)dm:/ u(z,0) dx—i—/o F(u(mL,t))dt—/O F(u(zpg,t))dt (6.75)

L L

Si evaluamos el lado derecho tendremos lo que se conoce como condicién de consistencia:

TR
/ w(z, T) dx = zpul® — zpu® + T(FL — Fg) (6.76)
T
con la notacién Fr, = F(ur)y Fr = F(ugr) (ur, y ur son constantes).

Si expandemos el lado izquierdo:

TR Tsr Tsr TR
/ u(z, T)dx = / u(z,T)dx + / u(z,T)dx + / u(z,T)dx (6.77)
Ty, Tr Tsy, Tsgr
Tspr
= (TSL—xL)uL—l—/ u(x,T)dx + (xgp — Tsgr)ur,
Tsy,
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Y
x

Figura 6.4: Volumen de control, s; y sg son las velocidades méaximas que surgen del
problema de Riemann.

al igualar esta expresion con (6.76) tendremos:

Tsr
xrur —xpup, + T(Fr — FR) :(TSL—xL)uL—}—(xR—TsR)uR—}—/ u(z,T)dx, (6.78)
Tsy,
simplificando y despejando el término integral
Tsgr
/ u(.%',T)dl':T(FL—FR+SRUR—SLUL). (6.79)
Tsy,

Si dividimos entre T'(sg — sr,), que es el tamano del volumen donde esta contenida toda la
informacién del problema de Riemann, tendremos un promedio integral de la solucién exacta
entre las ondas mas rapidas a un tiempo 7', una vez que se conocen las velocidades de las senales
sr v sg el resultado es el estado:

Jhlle . 1 /TSR _ sRur —spuL +Fp — Fr. (6.80)

SR SL) Tsy, SR — SL

Para hallar el flujo numérico, integramos sobre la regién [z, 0] x [0,7] la ley de conservacién

0 0 T T
/ u(x,T)dac:/ u(m,O)dw—i—/O F(u(xL,t))dt—/O F(u(0,t)) dt, (6.81)

L L
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el lado izquierdo lo podemos escribir como:

0 Tsy, 0
/ u(z,T)de = / u(z,T)dx + / u(z,T)dx (6.82)
Ty, Ty, Tsy,
0
= uL(TsL—xL)—i—/ u(z, T) dx,
Tsy,
mientras que el primer término del lado derecho
0 Tsy, 0
/ u(z,0)de = / u(z,0)dr + / u(z,0) dz (6.83)
Ty Ty Tsy,

= uL(TsL — mL) — TSLUL,

finalmente al escribir en (6.81) los resultados anteriores tendremos

0
/ w(z,T)dx = =Tspur, + TFr, — TFyr (6.84)
Tsy,

donde hemos definido el estado

T
FOL = / F(u(O, t)) dt, (685)
0
Despejando Fyy, de la expresién (6.84)
1 0
For, = —= u(m,T) dr + (FL — sLuL), (6.86)
T Tsy,
y sustituyendo el estado constante u/€
For = spu™+ F —spuy
— FL + SL(uhlle _ UL)
— —Fr+ F
P4 <5RUR spup — Fr+Fr uL)
SR — S,
= Fr+ (SLSRUR+SLFL—SLFR—SLSRU,L)
SR — S,
= (srFL + sLsrur — sL.FR — sLSRuL),
SR — SL

Si se integra sobre el lado derecho de la celda de prueba, se obtienen expresiones equivalentes:

1 TSR
For =7 / u(z, T)dz + (Fr — sRug), (6.87)
0

1
Fop = S S (SRFL+sLsRuR—SLFR—SL8RUL)a
R — SL

el resultado Fyr = Fyr, es el flujo HLLE

1
phile E(SRFL —SLFR+SLSR(UR—UL)). (6.88)
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6.3.2 Resolvedor de Roe

Roe [84] resolvié el problema de Riemann para la ley de conservacién (6.2) al introducir la matriz

jacobiana del sistema A;; := %quj) para obtener:

&guj + Aijamu]' = 0,

En este enfoque, se aproxima la matriz A por una matriz de coeficientes constantes A =
A(ur,uf) que es funcién de los estados (ul,u®), se trata entonces de resolver evactamente
un problema de Riemann de la forma:

ur, x <0,

(6.89)

3tUj + Aijaxu]‘ = O, u]‘(.%',O) = { up x> 0

Para recuperar la solucién correcta, la matriz de aproximacion de Roe debe satisfacer las sigu-
ientes propiedades:

1. Hiperbolicidad. A debe tener valores propios reales \; = S\i(uL,uR) y un conjunto de
vectores propios linealmente independientes

S O (6.90)

(2

Esta condicién es necesaria para preservar el cardcter matematico del sistema original.
2. Consistencia. Se debe cumplir que:

~ ur = U

A(ur,ur) = f(u), cuando (6.91)

UR = U
Con esta condicién se asegura que la aproximacion tiende al flujo original en soluciones

continuas.

3. Conservacion. Debe satisfacer que:

flug) = flur) = A- (uff —ub), (6.92)
Esta condicién ademés de preservar el cardcter conservativo del sistema, garantiza que
para discontinuidades aisladas, el problema se resuelve exactamente.

La dificultad del método de Roe surge al momento de encontrar las matrices A ya que su célculo
puede ser muy costoso computacionalmente.

Para resolver exactamente el problema de Riemann, debemos encontrar los flujos numéricos
que aparecen en la discretizacién de la ley de conservacion (6.48). La solucién general de este
problema linealizado esta dado por (6.43),

k m
wi(e,t) =D Bk + > k],
i=1

i=k+1
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donde k es el entero mas grande con 1 < k < m tal que x/t > A\, para x/t = 0 k es tal que
A <0y A > 0.

Para no complicar la notacion para la discretizaciéon, omitimos el indice para la j-ésima compo-
nente de la solucién, escribiendo simplemente u;(z,t) (i etiqueta la celda en vez de (u;);(z,t) ). Si

hacemos una descomposicién de u; 1 (0) en términos de los vectores propios de A obtendremos:
2
k

U1 (0) = up + ) @k (6.93)

i=1

o utilizando los valores propios positivos
m .
41 (0) =ug— ) @k (6.94)
i=k+1

La expresién correcta para el flujo la obtenemos de la condicién de consistencia (6.76) al integrar

de T'sy, a 0.

0
/ ﬁi+1/2 (1’, t)d.%' = T[F(UL) — F(ul+1/2(0)] — TSLﬁL, (695)
Tsy,

integrando de 0 a T'sp.

Tsgr _
/O 1o a0, )0z = TP (ugsr 2(0) — F(ur)] + Tsniir, (6.96)

al sustituir para el estado izquierdo (6.95), la expresién (6.86):
1 0
FOL = FL — SLuy, — ? Z~/JH,1/2(IE,T) dﬂ?,
Tsy,

= Fp—spup — [F(UL) — F(i3412(0)| + spur,
= Fp+ F(iij412(0)) — F(ug),

mientras que al sustituir el estado derecho (6.96) en (6.87)
1 Tsy,
For = FR—SRuR—l—T/O tUiy1/2(w,T) de,
= Fp—srup+ [F(ai—i-l/Q(O)) — F(ugr)| + srug
= Frp+ F(i41/2(0) — F(ug),
al sustituir la expresién (6.93) para t;41/2(0) y la suposicién de que el flujo esta dado por F=Au

m
For = Fp+Alup+ Z aik® | — Aug
Ai<0

= Fr+ Y ank®,
<0
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de igual modo al sustituir (6.94) para el lado derecho

Forp = FR—{—A UR_Zdik(i) —fluR

Ai>0
m .
= Fr— Y a\k",
A >0
sumando ambas expresiones tendremos:
Roe 1 1=+ (%)
Fi55 = For, = For = §(FL + FRr) — 3 Z |Ailaik (6.97)

Ni=1

Para calcular el flujo numérico de Roe FR¢ es suficiente con calcular los valores propios y
vectores propios de A y ésta no se utiliza explicitamente.

6.4 Flujo en las interfases

El teorema de Godunov [83, 86] afirma que los esquemas lineales para resolver ecuaciones difer-
enciales parciales mondtonos (que no generan nuevos extremos) son a lo mas de primer orden
de exactitud, esto es una limitante muy grave cuando se intenta describir un flujo con mucha
presicion. Se utilizan en los esquemas de alta resolucién para evitar oscilaciones espurias que
surgen al utilizar esquemas con una discretizacion espacial con alto orden, debido a las discon-
tinuidades o gradientes muy grandes en la solucion.

La idea para obtener un grado de exactitud mas alto, es reemplazar las aproximaciones con-
stantes por pedazos de Godunov, que son a primer orden, por funciones reconstruidas de estados
promediados sobre una celda y que se obtienen de un paso de tiempo previo. Para cada celda,
los estados derecho e izquierdo se obtienen mediante un limitador de pendiente y son utilizados
para calcular los flujos en las fronteras de las celdas para resolver el problema de Riemann.

Interpolaciones exactas (lineales o de orden mayor) fueron derivadas asumiendo que los datos
eran suaves, si los datos tienen una discontinuidad, estas interpolaciones siempre causan oscila-
ciones en la solucién [87]. Para prevenir estas oscilaciones, Van Leer introdujo una constriccién
de monotonicidad para su esquema. En regiones suaves con pendiente diferente de cero, la con-
striccién es redundante si la malla es lo suficientemente fina y el esquema es segundo orden. En
una discontinuidad, la constriccién toma efecto para prevenir oscilaciones. La mayor desventaja
de la constriccién es que tiene efectos adyacentes en los extremos y causa pérdida de precisién,
degenerandose a primer orden. En otras palabras, alta resolucién en las discontinuidades se ob-
tiene a expensas de la precisién cerca de los extremos. A continuacién mostramos como calcular
la aproximacién lineal de la funcién en la interfase.

Se debe encontrar la pendiente de la recta que une a los valores medios de la celda @; y %;y1:

A ity m 6.98
< Tiy1 — T (6.98)
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Figura 6.5: Extrapolacion en las interfases para encontrar los valores de u;t

. i1 - -
Luego se calcula la pendiente AQ*"2 de la recta que une a @;_1 y U;.
De estas pendientes, se escoge la que tiene un valor absoluto menor s; y servira para extrapolar
el valor de la funcién en el centro de la celda, como:

uf =q; + si(xH% — ), (6.99)
Correspondiente a una interpolacién lineal

Para construir el valor de % en la interfase ¢ — %, tomamos la misma pendiente s; y extrapolamos
mediante:

u; = u; + si(wi

L — ). (6.100)

Este método de reconstruccion se conoce como limitador de pendiente minmod y pertenece a
los métodos MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws) que nos

permiten elevar el orden de aproximacién sin introducir oscilaciones, se escribe en general como:

up =+ sitp1 — @) (6.101)

4Existen interpolaciones més precisas utilizando funciones cuadraticas ya sea mediante pardbolas [88,
89] o hipérbolas [90] incrementando a tercer orden la aproximacién, incluso pueden utilizarse polinomios
con orden mucho mayor, aqui nos restringimos con las aproximaciones lineales que producen segundo
orden.
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con la pendiente obtenida a partir de:

. ] min(AQ7ELIAQTE) st (AQTE) x (AQTE) >0 (6.102)
v 0 en cualquier otro caso, '

Existen muchos otros limitadores de pendiente, que se basan en diferentes pesos dados a las

rectas. Algunos ejemplos son:

Van Leer: L(a,b) = L(a,b) |2a‘\a-|l-lzl’

MC:  L(a,b) = L(a,b) - min{ = 2 |a|,2 b},

Superbee: L(a,b) = L(a,b) - max{min{2 | a |,| b |},min{| a |,2 | b |}}.

Con L(a,b) = a/|a| si a y b tienen el mismo signo y cero en otro caso.

En general no hay un limitador que sea mejor que otro, asi que es necesario probar cual es el
limitador que mejor se ajusta al problema que se quiere resolver.

6.4.1 Método de lineas

El método de lineas es uno de los métodos numéricos mas eficientes para resolver ecuaciones
diferenciales parciales que describen fenémenos fisicos. Se ha aplicado a diversos problemas en
fisica tedrica, destacandose a relatividad numérica y la teoria electromagnética. El método de
lineas consiste en reducir la solucién de una ecuacién diferencial parcial a la solucién de una
ecuacién diferencial ordinaria, esto se hace asumiendo que la discretizacion de la funcién u en
volumenes finitos®, es decir:

zi+3 A
u; = / udz, (6.103)
x

1
i—5Az;

que nos conduce a la ecuacién diferencial:

d 1 1
—u; = f(u(z; — zAwx;, b)) — f(u(z; + Az, t)), (6.104)
dt 2 2

Este procedimiento semi analitico, ahorra tiempo de computo, porque la solucién a las ecuaciones

ordinarias puede hacerse de manera mucho mas eficiente.

Para resolver esta ecuacion diferencial, hay que tomar en consideraciéon varios aspectos, el
primero es contar con un resolvedor de ecuaciones diferenciales ordinarias puntual, como los
métodos Runge Kutta. El segundo es la manera en que se reconstruye la funciéon u en los puntos
espaciales, x; + %Awi. El tercero es un método para calcular los flujos numéricos f dada la
reconstruccion.

5La discretizacién puede ser utilizando diferencias finitas, pero para nuestros fines nos referimos a
volimenes finitos
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Los métodos de tipo Runge Kutta son los mas utilizados para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias porque son de variacién total acotada y son ttiles al tratar con ecuaciones duras,
ecuaciones que involucran diferentes érdenens de magnitud, ejemplos de estos son los SSPRK
(Strong Stability Preserving) Runge Kutta [91].

La idea es tomar un niimero de pasos de tiempo a primer orden y combinarlos para obtener un
método de orden superior, un método de orden N se escribe como:

u® =
i—1
u® = <aikuk + Atﬂikf(u(k))>
k=0
u = W),

Si todos los coeficientes oy, G son positivos, entonces esto es una combinacién convexa de los
operadores de Euler en direccién de flujo con At reemplazado por §;xAt/a;k. La condiciéon CFL
restringe el paso de tiempo total por un factor ¢, definido como
N7
¢ = min=2, (6.105)
Bik

Estos métodos son de variacién total acotada cuando los coeficientes g, (i1 son positivos.

Existen métodos TVD explicitos de segundo y tercer orden, sin embargo Gottlieb y Shu [92, 93]
mostraron que no existen métodos TVD de cuarto orden. El método Runge Kutta de segundo

orden explicitamente se escribe como:

ul) = u + Atf(u"), (6.106)
u"tt = %u" + Af (u"). (6.107)
Mientras que el de tercer orden es:
u) = W 4 Atf(u"), (6.108)
u® i (3u 4wV + Arf(u™)) | (6.109)
o é (3u" 1 ou® 1 oAt f(u@))) _ (6.110)

El método de cuarto orden no es estrictamente TVD [94] pero es ampliamente utilizado, su

forma explicita es:

ut) = w4+ %At f(u"), (6.111)
u? = W+ %Atf(u(l)), (6.112)
u® = u" + At (u?), (6.113)
Wt = é <—2u" +2u + 4u® + 200 4 At f(u<3>)) . (6.114)

Estos métodos son muy robustos y faciles de programar por lo que son idéneos para resolver las

ecuaciones para la dindmica de fluidos.



Capitulo 7

Hidrodinamica Relativista

Por hidrodindmica relativista se debe entender al estudio de flujos en presencia de campos
gravitacionales intensos o cuando la velocidad del flujo es comparable con la velocidad de la
luz. Los efectos de relatividad general deben ser tomados en cuenta cuando se estudian campos
gravitacionales intensos como aquellos en la vecindad de estrellas de neutrones o cerca de agujeros

negros.

Para resolver las ecuaciones de Euler relativistas es necesario aplicar técnicas numéricas que
permitan encontrar las soluciones correctas, como las mostradas en el capitulo anterior

Las ecuaciones de la hidrodinamica utilizadas frecuentemente en astrofisica son las ecuaciones
de Euler, que representan un caso especial de la dindmica de gases no viscosos e incompresibles.

7.1 Dinamica de Fluidos

Para el estudio de un fluido se asume que el comportamiento macroscépico es perfectamente
continuo en estructura y las cantidades fisicas como presién, momento y densidad contenidas
en un elemento de volumen estdn uniformemente distribuidas, es decir se considera al sistema
lo suficientemente grande para verlo como un campo continuo. En la aproximacién de fluido
se asume también que el camino libre medio de las particulas es mucho menor que la longitud
caracteristica macroscopica del sistema.

Existen dos formulaciones para describir la dinamica de un fluido, la formulacién lagrangiana
y la euleriana. En la formulacion lagrangiana se describe la evolucion del flujo siguiendo el
movimiento individual de una porciéon de fluido. En la descripcién euleriana no se esta ligado
a una porcion del fluido sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido, el valor de una
propiedad en un punto y en un instante determinado es el de la porciéon de fluido que ocupa
dicho punto en ese instante. Aqui nos concentraremos en la formulacién euleriana.

Las variables fundamentales o primitivas para la descripcién de un fluido son (p,p,v?,¢), la

densidad, presién, velocidad y energia interna.
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En el caso clésico la dindmica para un elemento de fluido no viscoso esta dada por las ecuaciones
de conservacion de la masa
dp + O (pv®) =0, (7.1)

la ecuacion de Euler que es la generalizacién de la segunda ley de Newton

9,8 4+ O (Siv* + pd¥t) = 0, (7.2)

y la conservacion de la energia,
HE + Ok[(E + p)v*] =0, (7.3)

Donde S; := pv;, y E = pe + pv?/2. El conjunto de ecuaciones (7.1, 7.2, 7.3) dan la dindmica
completa de un elemento de fluido, sin embargo no podemos resolverlas directamente pues no
es un sistema cerrado porque tiene mas incégnitas que ecuaciones. Para tener un sistema bien
planteado hace falta una ecuacién 6 una relacién extra entre las variables, ésta relacién esta
dada por la ecuacién de estado, comunmente dada por p = p(p, €).

7.2 Ecuacion de Estado

Un sistema en equilibrio termodindmico puede describirse completamete por las variables ter-
modindmicas simples como la presién p y el volumen especifico V. Una familia de estados en
equilibrio termodinamico puede describirse mediante una curva en un diagrama p — V cada una
caracterizada por un valor particular de la temperatura T. En estos casos se pueden relacionar
las variables mediante una ecuacion de estado térmica:

T =T(p,V), (7.4)

o dos posibles relaciones:

La relacion p— V —T cambia de sustancia a sustancia, para gases térmicamente ideales se tiene

la relacién: _
_v
=5

en donde R es una constante que depende del gas considerado. La primera ley de la ter-

T (7.6)

modindmica enuncia que para un sistema no adiabatico el cambio en la energia interna Ae en
un proceso estard dada por:
Ae = AW 4+ AQ, (7.7)

donde AW es el trabajo hecho sobre el sistema y AQ es el calor transmitido hacia el sistema.

Tomando el trabajo como —pdV es posible escribir en términos infinitesimales:

dQ = ds + pdV. (7.8)
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La energfa interna puede relacionarse con p y V via una ecuacidn de estado caldrica.
e=¢e(p,V), (7.9)
Para un gas ideal caldrico se tiene la expresién:
pV p

RS SRk (710

donde v es una constante dependiente del gas 'y p =1/ V.

Las ecuaciones de estado térmica y caldrica para un material estdn intimamente relacionadas,
ambas son necesarias para una descripcion termodindmica completa. Al escoger una ecuacién de
estado térmica se reestringe la eleccién de la ecuacion de estado caldrica, pero no la determina.
Para las ecuaciones de Euler clasicas tinicamente se necesita la ecuacién de estado caldrica, es
decir p = p(p,e) a menos que se necesite la temperatura para cualquier otro propésito, en cuyo
caso es necesario dar la ecuacién de estado térmica explicitamente.

7.2.1 Gases ideales
Un gas ideal es aquel que tiene la ecuacién de estado
pV =nRT, (7.11)

donde V es el volumen, R = 8.134 x 103 J kilomoles™'K~! es la constante univeral de los gases
y T es la temperatura medida en Kelvins. Un mol de sustancia es numéricamente igual a w
gramos y contiene 6.02 x 10?% particulas de la sustancia, donde w es la masa atémica relativa.
R esta relacionada con la constante de Boltzman como k = R/N4. N4 es el nimero de avogadro
y IN es el nimero de moléculas N = N4n, una divisién por unidad de masa m = nw nos conduce
a:

V=V(T,p) = %, (7.12)

La expansibilidad volumétrica « y la compresibilidad 8 se definen como:
1 (oV 1 (ov
== = === 7.13
P T

a=—, B=-, (7.14)

v para el gas ideal:

que implica que:
1 [ 0e

L(2) o

que indica que para gases ideales, con ecuacién de estado (7.11) la energia interna es funcién
unicamente de la temperatura e = ¢(T") en el caso particular que ¢ = ¢, T, donde la capacidad



86 CAPITULO 7. HIDRODINAMICA RELATIVISTA

térmica a volumen constante ¢, es constante, se habla de un gas caléricamente ideal o un gas

politrdpico, es posible relacionar c,, la capacidad calorifica a presién constante ¢, = 0 (g—%)p y
¢, mediante la relacién general:
-
TV
p=cy+ , (7.16)
B
para gases ideales se convierte en:
¢p — ¢y =R, (7.17)
Se define el cociente de calores especificos
c
v=2, (7.18)
&)
utilizando (7.17) se obtiene:
YR R
— = 7.19
Cp v - 1’ Coy v — 1 ( )

para un gas politropico, v es una constante y para un gas térmicamente ideal v es funcion de la

tempertaura.

Para determinar la ecuacién de estado politrépica es necesario determinar las capacidades
calorificas especificas y se hace con el siguiente argumento.

Una molécula tiene N grados de libertad, tres de los cuales son traslacionales, otros pueden ser
rotacionales o vibratorios. De la teoria cinética se sigue que el valor promedio de la energia es
%sz con k la contante de Boltzman, y el teorema de equiparticién nos dice que es el mismo para

cada grado de libertad. La energia promedio total para N moléculas es:
1
NE= §J\/NkT, (7.20)

y por lo tanto la energia interna especifica es:

1
utilizando la expresiéon para c,:
Oe 1
===z .22
o= (57) = 3V (7.22)
se llega a la siguiente expresién:
N +2
¢ = T+R, (7.23)
sustituyendo el coeficiente de calores especificos:
N +2
= —, 7.24
=N (7.24)

y de la ecuacién de gases ideales térmicos (7.12) se tiene:

1
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de las expresiones (7.17, 7.22, 7.23)
M=—,) (7.26)
se obtiene:
pv_p
=1 ply=1)
que es la expresidon para la energia interna especifica. De la primera ley, asumiendo que la

E =

(7.27)

cantidad de calor es proporcional a la entropia S mediante la temperatura AQ = T'dS

1 dp p dp dp D
ras—oeen (0) = St -ty e O
que en el caso de un gas politrépico, s es constante con lo que se obtiene:
@ _r, (7.29)
p P
que después de integrarse:
p=rkp'. (7.30)

en donde la constante de integracion es funcién de la entropia.

En el caso relativista el tensor de energia momento para el fluido perfecto es:
T = phu*u” + pgh”, (7.31)

en donde p es la densidad de masa en reposo, p la presién y h la entalpia especifica definida
como h =14+ p/p con ¢ la energia interna especifica. u* es la cuadrivelocidad del fluido y
9w define la métrica del espacio tiempo. Para dar una descripcién conveniente de la dindmica
de fluidos en Relatividad General, es necesario introducir algunos conceptos que se definen en

las siguientes secciones.

7.3 Variables ADM

Considerando un espacio tiempo M que permite una foliacién, podemos llenarlo con hipersu-
perficies ¥y parametrizadas por una funcién de tiempo global ¢ [95]. Las hipersuperficies quedan
definidas por la condicion t = cte. Un campo vectorial importante en la descomposicion 341 es
el vector t* que forma el conjunto de vectores tangentes a las curvas dibujadas por z'=cte, con
2* las coordenadas espaciales. En el contexto de la formulacién 341 de la Relatividad General,
la dindmica del espacio-tiempo estard dada por la evolucién de la tres-geometria. Las hipersu-
perficies representan una familia de subespacios Riemannianos de dimensién tres dotados de una
métrica inducida sobre la variedad tridimensional. Resulta natural considerar a la tres-métrica
inducida por g4, sobre 3; como una variable dindmica.

Se asume que se puede definir un sistema de coordenadas adaptadas locales sobre >; tal que
¥ = (t,z', 2%, 23) representa también un sistema local de coordenadas de M, es decir, las

hipersuperficies pueden representarse por el sistema de ecuaciones paramétricas x# = x#(x?,t).
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El vector de corrimiento se define como la proyeccién del vector t¥ sobre la hipersuperficie >4
gF .= PHFtY, PH, =06, +nfn,. (7.32)
descomponemos entonces el vector t*, ortogonalmente como:
th = an* 4+ p¥, (7.33)

En donde se ha introducido « la funcién de lapso, como la proyeccién del vector t* a lo largo
del vector normal n*. Hay que notar que la eleccion de las funciones de lapso y corrimiento
no estan dadas a priori por la geometria de las hipersuperficies ; sino se pueden fijar a cada

instante de tiempo para indicar la forma en que evolucionan las hipersuperficies.!

Puesto que estamos considerando el sistema de coordenadas adaptadas podemos obtener las com-
ponentes contravariantes del vector n, := (—a,0,0,0). Ademds, gracias a la condicién de nor-
malizacién, encontramos que su componente temporal covariante es n' = 1/« y por la definicién
del vector de corrimiento:

lo cual implica por (7.33) que:
n® = (1/a,—f"/a) . (7.34)

Si se utilizan las componentes contravariantes del vector normal y la condicién de normalizacion,
se puede encontrar la componente g% a partir de:

g"n,n, = g%a? = —1,
por lo cual "0 = —1/a?. La tres-métrica es:
I = g 4 nind, (7.35)

y si se escribe la métrica en forma matricial:

EER
g“" = & I (736)

con inversa:

—a?+ 56 i
Juv = ) 7.37
g ( Bi Vij (7.87)
El elemento de linea queda como:
ds* = —(a® — B'3;)dt* + 2B;dx"dt + v;jda’da?, (7.38)

las variables «, 3; y 7;j se conocen como variables ADM?, que corresponden a las diez compo-
nentes linealmente independientes de la métrica g, .

1Sin embargo que se requiere que t* no sea tangente a la hipersuperficie.
2 Arnowitt-Deser-Misner propusieron éstas variables fundamentales en la descomposicién 3+1.[96]
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Un concepto fundamental en la formulacion Einsteniana de la gravedad es el de curvatura, ya
que es asi como se describe el espacio-tiempo se definime la curvatura “extrinseca” o segunda
forma fundamental como:

K;; = fykanj, (7.39)

que es la proyeccién sobre la hipersuperficie del cambio (expresado por la derivada covariante
Vi) de su vector normal y puede escribirse en forma equivalente como:

1
K;; = —§£n%‘j7 (7.40)

donde £,, se refiere a la derivada de Lie en direccién del vector normal®.

Basta utilizar la linealidad de la derivada de Lie para escribirla en términos del vector de cor-
rimiento como:

1 (O A
K; ——%< En —Djﬁz—Dzﬁj>, (7.41)

donde se ha introducido D; que se refiere al operador de derivada covariante compatible con ~;;.
Es importante senalar que esta ecuacién es puramente geométrica y corresponde a la evolucién
de la tres métrica:

3%‘j
ot

= —QQKZ']' + D]B@ + Diﬁj, (742)

7.4 Observadores Eulerianos

En la formulacién euleriana de la hidrodinamica, el sistema de referencia desde el cual se hace
la descripcién del fluido, esta formado por observadores que se mueven perpendicularmente a
las superficies ;. En otras palabras el sistema euleriano consiste en la base de vectores (n#, 9;)

En un sistema coordenado S se tiene:

(dt, dx?) dt dax’
b — (= =) 7.43
b dr dr’ dr (7.43)
En el sistema de referencia euleriano, por otra parte:
dt, Bdt + dx’ S : ‘
ut = (adt, §dt + da') = (o, u’ + f'u’) = au® ( 1, B s ) (7.44)
dr aud  «
y el factor de Lorentz:
W = —nut = au’ (7.45)

3La curvatura extrinseca de una hipersuperficie no tiene significado para la tres geometria concebida
por si misma, adquiere su significado e importancia al ser considerada inmersa en una variedad de
dimensiéon mayor.
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Se define la 3-velocidad como:
Z .

’U =
au?  «

(7.46)

Para encontrar la forma covariante asociada, se utiliza la métrica inducida en la superficie v;;

. w i
vi = v’ = (m + E)
W(%’juj + Biu”)

W(gijuj + giou®)
U;

au?
y por tanto el factor de Lorentz se puede calcular en términos de la métrica espacial y la 3-

velocidad a partir de la condicién de ortonormalidad de la 4-velocidad, de la siguiente manera:

-1 = guu'u,
= —a?(u”)? +y(u’ + ) (v + )

2(, 012 u’ g u o
- _ 1 — s | — 4+ 2 I
() [ g (auo o) \ad T
= —a?()?(1 - Wijvivj).
de modo que se recupera la forma conocida para el factor de Lorentz.

1
V1 —yijvivd

Las ecuaciones de la hidrodinamica relativista se pueden derivar de las leyes fundamentales de

W=ou’ = (7.47)

conservacion. La conservacién del nimero de bariones y la conservacién de la energia-momento.
Para ver estas derivaciones primero introducimos, algunas variables, el flujo de masa en reposo

JH = put, (7.48)

y las variables conservadas que se definen como:

D =—-J'n, = —put'n, = pW, (7.49)

S; = =TlIn,(0;)" = ozTJQ =aphu’u; = phW2% (7.50)
= phW2vj

E = T"nun, =a*T" = a[phu’u® + pg™] (7.51)

= phW?—p (7.52)
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Es conveniente, por propésitos numéricos y para recuperar el limite newtoniano en las ecuaciones
dindmicas, definir una variable que es la densidad de energia menos la densidad. [97]

r=E-D (7.53)

Con las definiciones anteriores, podemos escribir el tensor de energia momento del fluido perfecto
en términos de las variables conservadas,

1
00 __
™ = EE, (7.54)
A 1 A i i
% = ZphW? (w — ﬁ—) —i—pﬂ—, (7.55)
o e e
1
% = =8, (7.56)
a .
T, = S-(vi—g>+ 55 (7.57)
i = o poj- :
La conservacién de niimero de bariones esta expresada por: J#,, =0
1 1
Jr, = —K/—gJ") = —(/—gpu"
M \/_—g( g )7M \/_—g( )7#’
1 W 1 .
o), (2)
—g( ﬁp@)p _9[ @)1
1 1 CE
= =W+ =+ {\/—_9D<vz——>}
= (WAD)o+ o= 2.
En el sistema euleriano los vectores base e, se expresan como:
m
e, ={n,0;} (7.58)
y al expresar la ley de conservacién en este sistema tendremos:
(TH,(ey)" )i =Ty p(ey)” + T (€y) v = T ((€4)vp — I‘,)/‘“(e,y))\) (7.59)
tendremos para vy = 0
(T"v(e0)" )i = (T"'ny)ip = (_O‘T“O);u (7.60)

[(V=9aT”) o+ (V=g aT™) ] (7.61)

- 33

(V72T o + <V—_90‘ [éphWQ <vi - %> H%D

N2

](7.62)

(VYE) o+ <\/—_g [E <vi — %) +pvi]> ] (7.63)

)

]

T ((e0)vu — Tpulen)y) = =T"(a),+aly, T
i
= a[—T“O(ln a), + I’S#T‘“’],
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.
e

si consideramos ahora v = j:

)

(T".(€0)")n = :(Tuj);u_\/——[(\/_T“) ]
T%)0+ (V=gT'),l

)

T (e = Thulen) = T [(gale ) = Tugno(e))’]
— Tul/(gyj#—f‘fj‘ugAj),

de modo que tendremos, después de igualar términos:

% [<ﬁsj),o + <¢—_g [Sj <v - ﬁi) “)5@]) ;

)

Las ecuaciones se escriben de manera compacta como:

O (T + (V) =8

con el vector de estado

q= (D7Sj7T)7

(o) 2 mee-2) o)
(% « «

S = ay7 (0.7 (guin — Thugn ) s (T"(Ina) , — TS, ) ).

los flujos

y las fuentes S:

= TAW(ng“u - Fz)/\,ug)\j)a

(VIE)o+ <¢——g [E ( - @) +pvi]> ] — o[T™(na), —TS,T"],  (7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

Las ecuaciones se escriben de forma conservativa para explotar su caracter hiperbdlico y para

construir un esquema numérico basado en la solucién de problemas de Riemann locales como

los que describimos en capitulos anteriores. Para el resolvedor aproximado de Roe por ejemplo,

necesitamos los vectores y valores propios de la matriz ‘?9—1: y para el HLLE los valores propios.

Los correspondientes valores propios en la direccién z, para % son:
Ao = av® =% (con multiplicidad tres),
Ay = 1%1)203 {vm(l — ) £ /(1 —02) [y (1 — v2e2) — v20e(1 — cg)]}
- B

(7.70)

(7.71)
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con ¢ la velocidad local del sonido hc? = y + %n, con x = g—’; VK= %. Los vectores propios
son:
K K
ry = <W7vl‘7vyavzal_m> 5 (772)

re = (Woy, h(Yay + 2W 20,0y, B(Yyy + 2W200,), B(Y2y + 2W20,0,),
Wy, (2hW — 1)), (7.73)

rs = (sz, h(Vzr + 2W2vmvz), h(7vy- + QWQvaZ), (V.2 + 2W2UZUZ),

Wov,(2hW — 1)), (7.74)
ry = (1, WWC%, hWw,, hWWu,, (WAL — 1), (7.75)
en donde se utilizaron las siguientes definiciones:
K= %, R =k/p, Ci =v, — Vi, (7.76)
R —c2
VT — Ai B ,y$$ — TT
1=— 1= 7.7
Vi ,}/:m: _ ’Ufot 'Ai ,}/:m: _ ’Ufot ’ ( )
Ay =g + 5, A=) a, G =g a. (7.78)

Algunas veces, sobre todo cuando se trabaja en espacios tiempo dindamicos, es mejor tener las
fuentes (7.69) en términos de las variables ADM en vez de la métrica completa g, , su calculo
requiere principalente de los 4-simbolos de Christoffel escritos en las variables ADM que se
encuentran en [23], después de desarrollar, los términos de fuentes quedan como:

Para S; (sin el término a,/7)
Ss; = T (gl’ﬂlu - F;\ugkﬂ’) =TTy (7.79)
1
= 7% <§ﬂlﬁm(9jwlm — o@ja>
+ 7% (80,7
1
+ §Tlmaj7lm
hW?
+ %@ﬂl- (7.80)
y para T:
S = « (T“O(lna)w — T‘“’I’gu)
= TY (BB K;j — (0)
+ T (000 + 267 K;5) (7.81)
+ T K. (7.82)
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7.5 Reconstruccion de las variables primitivas

La solucion del problema de Riemnann requiere conocer el valor de la presién y sus derivadas,
por ejemplo para calcular a velocidad del sonido en ese medio. Dada la relacién funcional, entre
las variables conservadas y las primitivas, un procedimiento para ir de un lado a otro no puede
darse en forma cerrada, en su lugar se debe dar un algoritmo iterativo (o un resolvedor para
ecuaciones algebraicas en el caso de un gas ideal) que consume tiempo de cémputo, asi que
se vuelve necesario dar un algoritmo para recuperar las variables primitivas que sea eficiente,
aqui se presenta uno muy conocido [75] y es el que utilizamos en los cédigos que presentaremos
mas tarde, se basa en la ecuacién de estado para obtener la presién partiendo de las variables
conservadas. El algoritmo comienza tomando un valor p de prueba, usualmente el obtenido en

un paso anterior, con este valor se puede calcular

Si
(D) = A 7.83
wlp) = —= (759
y luego calcular el factor de Lorentz,
_ 1
W(p) = : , (7.84)
/1= v (D)ui(p)
lo que permite encontrar la densidad
D
D)= — 7.85
o) = 17 (7.85)
y la energia interna,
D(1-W(p 1—W(p)?
. T+D( (P) +p( 7). (7.86)

DW(p)
El valor de prueba P no satisface la ecuacién de estado p = p(pg,e) asi que se debe tener un
error cometido con la aproximacion de la forma:

f(®) = p(po,e) — D, (7.87)

El cero de f(p) en el dominio fisicamente aceptable € (pmin,o0) determina la presién que
satisface la ecuacién de estado. La monotonicidad de f(p) en el dominio asegura la unicidad de
la solucién. Donde ppin, se define como [98]:

Pmin = |S%S;| — 7 — D, (7.88)

que se obtiene tomando en cuenta que v = v'v; < 1. Las rafces de la ecuacién (7.87) se obtienen

mediante un método tipo Newton-Raphson.



Capitulo 8

Aplicaciones astrofisicas

8.1 Acrecién esférica hacia un agujero negro

La acrecién de Michel (o acrecién de Bondi en el caso no relativista [99]), involucra la caida
radial y esféricamente simétrica de un gas hacia un agujero negro. En la aproximacion de fluido
de prueba no se considera la autogravedad del gas.

Comencemos considerando un agujero negro de Schwarzschild, rodeado por una nube de gas.
Esta puede ser una aproximacion razonable a una situaciéon real de un agujero o una estrella,
una vez que el momento angular, el campo magnético y el movimiento de bulto del gas con
respecto al agujero pueden despreciarse.

Para tipos mas generales de acrecién como sistemas binarios cercanos o ntcleos activos de
galaxias, la acrecién esféricamente simétrica y radial deja de ser una buena aproximacién [100].
Sin embargo, el problema de acrecién esférica es de gran importancia teérica porque introduce
algunos de los conceptos principales que tienen validez en problemas mas generales, ademas, es
posible dar un tratamiento exacto que perimite ganar algo de intuicién para problemas mucho
mas complicados.

Para tratar este problema mateméaticamente se considera el espacio tiempo esféricamente simétrico
descrito por la métrica de Schwarzschild descrito en coordenadas de Eddington Finkelstein.

Las ecuaciones bésicas son las leyes de conservacién de masa y flujo de energia:

Vilow) =0 = —=0,(v=gou) =0, (.1)
V,u(To") = 0, (8.2)

suponiendo que el fluido se mueve unicamente en direccién radial, u* = (u!,u",0,0) y las vari-
ables del fluido son independientes de 8 y ¢, suponemos ademas que se ha alcanzado un estado
estacionario, 0; = 0

O (V—=gpu") =0 = /—gpu" =C, (83)

95
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Or(vV—gphu"uy) =0 = /—gphu"u; = Cy, (8.4)

si dividimos la ecuacion (8.4) entre (8.3) y elevamos al cuadrado siguiendo el articulo de Michel
[101]

(hu)? = Cs, (8.5)
con C3 = Cy/C1 y al sacar la derivada total
9 2 0 2 0 27
B_p(hut) dp + %(hut) du + E(hut) dr =0, (8.6)
en donde u = u". Al expandir las derivadas se obtiene:
d 0 (ph 19(ph)  ph
hug)“dp = 2h dp =2hu; | ——— — —= | d 8.7
a(ut)p ut8< ) (p o~ 52) (8.7)
0 ou
%(hut)Qdu = 2h2uta—tdu (8.8)

para obtener la dependencia de u; con v debemos trabajar un poco més con el espacio tiempo,
de la condicién de normalizacién utu, = —1 se obtiene que:

1
gtt(ut)2 + QQtrUtU + grru2 =-1 = uJ'= g_ <_gr7’u + \/(gfr - gttgrr)u2 - gtt> s (8-9)
tt

y en el espacio tiempo de Schwarzschild

) oM\ 2 oM oM
9tr — GttGrr = T +11- T 1+ T =1, (8.10)

ut = - ( Gt + /U2 —gtt> (8.11)

gt

al bajar el indice para obtener la componente covariante u; = gyu® + g¢u se obtiene

por lo tanto

=+ ’l,L2 — Gtt, (812)

de modo que %—? = £4-. Sustituyendo en (8.8)

aa (hut)2du = 2h2ut%—du = 2h%u, <Ut> du = 2h*udu, (8.13)
8 2 _ 2 8Ut 2 1 agtt
E(hut) dr = h*2u t5, = = h"2u t2ut B dr (8.14)

2M
= h2< 2>dr
r

Sumando todos los términos de la derivada total y dividiendo entre h? se obtiene:

1 d(ph) 1 oM\
uj <ph p p> dp + 2udu + < 2 > dr =0, (8.15)
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que se puede escribir de la siguiente forma:

oM
202V | dudu + <—2> dr, (8.16)
P T
en donde STl ok
2 dnleh) (8.17)
9In(p)

Si se sustituye que \/—g = 72 en (8.3) y se deriva, se llega a:

dp  du ,dr

=0 8.18
: , (818)
al sustituir QPE en (8.16) se obtiene:
d d 2M
—2u3V? (—“ + 2l> + 2udu + (—2> dr = 0. (8.19)
U r r
Al agrupar y dividir entre —2u? obtenemos la ecuacién.
d 2\ d M
& <v2 - “—2> +Z <2v2 - —2> — 0. (8.20)
u uj r rU;

Para encontrar los perfiles, tanto en la densidad como en la velocidad radial, es necesario,
suponer una ecuacién de estado, en este caso tomaremos la ecuacion para un politropo de la
forma p = kp7. Con esta ecuacién cerramos el sistema, solo nos queda fijar las constantes C1, Co
que aparecieron al integrar las ecuaciones de conservacién. La forma més comun de hacerlo es
dar la posicién del punto critico, es decir el punto en donde la velocidad del fluido coincide con
la velocidad del sonido asi como la densidad en ese punto, hay que recordar que en infinito la
velocidad de las particulas es cero, mientras que cerca del agujero negro tendran una velocidad
muy grande, de hecho, comparable con la velocidad de la luz.

Si denotamos a esta posciéon como 7. El punto critico se localiza donde los factores entre

paréntesis de la ecuacién (8.20) se anulan simultdneamente

M e U
2 2 c
= =< ==, 8.21
te 2r. c 1—3ul2 (8:21)
Al sustituir los valores de r. y p. es posible encontrar la constante x como sigue:
La entalpia, multiplicada por la densidad, para un politopo es
Kyp?
ph:p+p+pe:p+7_1. (8.22)

Sustituyendo en la expresion (8.17), después de simplificar se llega a:

-1 y—1
v2 = (= Dryp . (8.23)
v =1+ rypr~1
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con esta expresion, se obtiene el valor de la constante del politropo &

I 0\ 5
" i —1-72) (524

que se utiliza para encontrar la entalpia y finalmente sustituir en (8.3) y (8.4) para tener el valor
de las constantes. Se define una funcién f = f(u,r) = h?u? — C3, inicamente de u y 7 con:

Kryp? ! ky [ C1
hu? —C3 =1+ P :1+v—1<W>_C3' (8.25)

Para cada valor de  en el dominio debemos encontrar el valor de u que satisfaga f = 0, y luego
sustituir en (8.3, 8.4) para encontrar la densidad. Usualmente, no se requiere la componente
radial de la cuadrivelocidad, sino la 3— velocidad del fluido ver [102],

o = Lt + ) (8.26)

«

que en el caso de Schwarzschild queda:

oM oM oM
o=y u(r ) + , (8.27)
r \2Mu— a2 +1_2M/r r+2M

Al conocer el perfil de la velocidad y la densidad se resuelve completamente el problema de

acrecion estacionara hacia un agujero negro. Como paso siguiente, consideraremos la acrecién
dindmica del gas, permitiendo que las variables de estado dependan del tiempo. Para atacar
este problema necesitamos resolver las ecuaciones de hidrodindmica relativista en un espacio
de Schwarzschild y por lo tanto, utilizar las herramientas que hemos desarrollado en secciones
anteriores aplicados a las ecuaciones de Euler relativistas en simetria esférica.

Como ejemplo de solucién numérica, se ha tratado de reproducir la solucién estacionaria de la
acrecién esférica y se han considerado ademas, pequnas desviaciones de la solucién estacionaria.
A continuacién se escriben de manera explicita, el vector de estado, los flujos, la métrica y las
componentes de la curvatura extrinseca que se utilizan para resolver numéricamente la evolucién
del fluido de prueba.

En simetria esférica, las componentes del vector de estado que describen al flujo, dentro, en la
formulaciéon de Valencia son:

u=(D,S,,7), (8.28)

Para encontrar la evolucién de este vector segin las ecuaciones de Euler se necesitan los flujos,

escritos en este sistema de coordenadas particular son.

f = (Dv,, Syv + p, S, — Dv,), (8.29)
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las componentes del tensor de energia momento del fluido perfecto, diferentes de cero son: son:

1
T" = phu'u' + pg" = = (7 + D),
a

1 s s

T“"z(7+p+D)—<’"—B—> -
(67 o (67

T@G _pg%’

T¢¢_pg¢¢

Recordando la forma matricial de la métrica inversa en términos de las variables 3 4 1

ul B
gvr=1 &£
Lol

Para el espacio tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington Finkelstein

1 2 1
« - - ﬁT‘:_m72’
14 2m 7“1—1—7’"“

Las componentes de la métrica espacial son,

2m
Yrr = 1+ —
r
oo = 77, Voo = 12 sin?(6),
y la curvatura:
2m 14+ 1

K, = Kgg = 2m

2 T o T o
1A 142

la traza de la curvatura es:

o2m  1+43%

tT T

(8.30)

(8.34)

(8.35)

(8.38)

(8.39)

Con estas componentes explicitas podemos calcular las fuentes para las ecuaciones de evolucién

del fluido.

8.1.1 Acrecion tipo Michel como dato inicial

Como primer ejemplo de una evolucién hidrodinamica, consideramos el modelo de Michel de-

scrito anteriormente. Aunque se refiere a una solucién estacionaria, un cédigo numérico debe ser

capaz de mantener esta solucién y por lo tanto constiyute una primera prueba para la evolucién.

Hemos considerado soluciones del gas acretando cuando se tiene el punto critico tanto dentro

como fuera de la malla.
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Figura 8.1: Densidad en escala logaritmica (panel superior) de la distribucién de gas

cayendo hacia el agujero negro, en el panel inferior se grafica la magnitud de la velocidad

v'v;. El punto critico esta localizado en r, = 400.
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Figura 8.2: Al igual que en la figura 8.1. En este caso el punto critico esta localizado en

r. = 8.0
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Figura 8.3: Error relativo Err.. = abs(%) entre la solucién estacionaria de Michel py,
at =0y pdespués de t ~ 500 utilizando diferentes resoluciones. FErr,. estd en escala
logaritmica. Se ha multiplicado por 4,16,64, correspondiendo la resolucién utilizada, para
mostrar convergencia a segundo orden.

En la figura 8.1 se muestran los perfiles de densidad de masa y velocidad para el caso en que el
punto critico esta localizado fuera de la malla 7, = 400 con una densidad p, = 1072.

En las figura 8.2 se muestra la velocidad cuando el punto critico esta dentro de la malla r, = 8.0

Se han hecho simulaciones utilizando resoluciones de Ar = {0.01,0.02,0.04} de modo que los
puntos en la malla numérica estan en un intervalo de 0.5 < r < 48, nétese que gracias a que
estamos utilizando coordenadas de Eddington-Finkelstein, podemos considerar regiones interi-
ores al horizonte de eventos. Como es natural, para verificar la validez de nuestros resultados
tomamos el error relativo entre la solucion exacta de Michel, con respecto a los datos obtenidos
después de una evolucién, en la figura 8.3 se muestra el error relativo a un tiempo t ~ 500.
Los errores decrecen cuando la malla se refina. Como puede verse del comportamiento del error
relativo bajo un refinamiento de la malla, el c6digo es convergente a segundo orden en Ar para
soluciones continuas.

8.1.2 Inyeccién de flujo a través de la frontera

Como segundo ejemplo, consideramos como dato inicial una distribucién de densidad muy baja,
representada por una perturbacion en la solucién de Michel de la forma

p=10"py. (8.40)

Luego, desde la frontera externa se inyecta flujo con densidad correspondiente a la solucion de
Michel desde un reservorio infinito. Lo que obtenemos es que se recupera la solucion de Michel
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Figura 8.4: Proyeccién tridimensional de un corte en la velocidad de la figura 8.2

estacionaria transcurrido cierto tiempo, los valores de los parametros para los datos iniciales que
escogimos son . = 400 y p. = 1072. Como resultado se muestra en la figura 8.6 el error relativo
en la densidad una vez que se ha alcanzado el flujo estacionario.
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Figura 8.5: Se muestra la densidad en escala logaritmica, para un politropo en caida
radial cuando el punto critico esta dentro de la malla numérica, r. = 8. y se inyecta flujo
desde la frontera. Inicialmente hay una regién de subdensidad, conforme pasa el tiempo,
por la frontera externa se esta inyectando un fluido con la densidad de Michel y se observa
como este perfil domina la solucién para alcanzar el estado estacionario.

- I I
102 =
s — 16" (dr=0.01)}
S & dr=002) |
1077 ~ dr=004 |
10"+ *
210°F -
L o
10°F =
107 =
108 =
E \ \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10 12

Figura 8.6: El error relativo (en escala logaritmica) entre la solucién estacionaria de
Michel y la que se alcanza con el cédigo después de ¢ ~ 120. Se multiplica por 4 y 16
para observar segundo orden de convergencia
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8.2 Discos de acrecion

Los discos de acrecién estan presentes en una gran variedad de sistemas astrofisicos y a todas
las escalas espaciales, que van desde sistemas protoplanetarios hasta nticleos activos de galaxias
[100]. Frecuentemente, en el centro de estos discos se encuentra un objeto compacto (enana
blanca, estrella de neutrones o agujero negro). Los discos permiten, en principio, conocer las
caracteristicas mas fundamentales del objeto central como son su masa, momento angular, carga,
etc. En el caso de que éste sea un agujero negro, el estudio implica hacer observaciones, medi-
ciones o en el mejor de los casos, predicciones aplicables a teorias de gravedad en el régimen de

campo fuerte.

Los discos de acrecién se forman cuando el entorno de un objeto masivo (el medio interestelar,
circun nuclear o una estrella companera si de lo que se trata es un sistema estelar binario)
proporciona materia y energia que desciende el pozo de potencial gravitacional, liberando energia
durante el proceso mediante disipacion, y la radién al exterior, ademéas de que da la generacion
de calor debido a los esfuerzos viscosos actuando sobre el movimiento de la materia.

En esta seccién se presentara el formalismo para estudiar discos de acrecién alrededor de agujeros
negros en el contexto de la relatividad numérica.

Los modelos aqui presentados asumen que el disco se encuentra en equilibrio hidrostatico y que
su autogravedad no es importante, se considera también que estd descrito por una ecuacion de

estado barotropica.

La cuadrivelocidad de los elementos de fluido se asume de la forma: u* = (u?,0,0,u®) y su
velocidad angular 2 y momento angular por unidad de masa [ como:

Q=u/ul, 1= —uy/u.

Se supone también que el espacio tiempo es estacionario, axialmente simétrico y las rotaciones
conmutan con las traslaciones temporales ! de modo que esta descrito por una métrica de la
formas:

ds? = gudt® + grrdr® + gipdtdd + goedd® + gppdd?, (8.41)

que contiene a la métrica de Scwarzschild y la de Kerr como casos particulares.

Con las definiciones anteriores se tiene que:

l Q
__gult g 9ee'i T Gio (8.42)

Gigl + oo 9t + gut

Por otro lado, las ecuaciones de movimiento h#;V, T}, = 0 para un fluido perfecto (7.31) se

escriben como:
Vip
ph

OVl
1-Ql

= —Viln(ut) + (843)

les decir existe un grupo uniparamétrico de curvas que son tipo tiempo, un grupo uniparamétrico de
isometrias cuyas 6rbitas son cerradas y la accién de ambos grupos conmutan [103]
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en donde hf es el proyector a las superficies normales a u*. Su forma integral es:
P dp

— =W, — W =—In
o poh (Ut)m

Qi
Fl:/ )
(1) L, 1—Ql

La cantidad W = I P ;é—’;l es igual en el limite Newtoniano al potencial gravitacional méas el

Ut

+ F(1),

0
término centrifugo y esta relacion es la forma integral de la ecuacién de equilibrio hidrostatico

[104], en infinito se debe tener W = 0.
De la condicién de normalizacion u#u, = —1 se obtiene:
2 — Gttdoo

2 Ito
ug)® = — , 8.44
( t) g¢¢+2lgt¢+l2gtt ( )

Aqui nos restringiremos al caso cuando la distribucién de momento angular en el disco es con-
stante, [ = Iy siguiendo la ref. [105] esto se hace para simplificar las ecuaciones y porque en
algunos casos, puede considerarse que el disco sigue esta distribucién [106]. Por lo tanto

W (r,0) — Win = In(—uy(r, 0)) — In(—ug,(r,0)) (8.45)
con Wi,, una constante que se fija con el valor de W en infinito. Para calcular las variables
hidrodinamicas, se consideran fluidos isentrépicos donde:

- P d
W— _p

= In(uy), 8.46
[ = ) (8.46)

De (8.46) puede verse que la materia puede llenar las equipotenciales cerradas, ya que muestra la
conexién de la distribucién de la densidad con el potencial, una de estas superficies, dependiendo
del valor del momento angular tiene un vértice o (cusp) por el cual acreta materia. Este punto se
encuentra entre la érbita circular marginalmente acotada de una particula libre r,,; y la 6rbita
marginalmente estable, la prueba se basa en el hecho que la posicién del centro del disco y el
vértice pueden encontrase de manera sencilla [106], en estos puntos el fluido se mueve libremente,
no hay gradientes de presiéon ni de potencial (ViW = 0 = V;p) por lo tanto en estos puntos se
tiene: lp = Il con [ el momento angular kepleriano del movimiento circular.

El comportamiento de las superficies equipotenciales depende de la distribucién de momento
angular:

Las equipotenciales pueden ser cerradas W < 0, o abiertas W > 0, (se considera que el caso
marginal W = 0 es cerrado en infinito). La geometria de las equipotenciales esta fija por el
valor de [y, en particular, la presencia del vértice en el plano ecuatorial (en el cual las superficies
equipotenciales se autointersectan formando un vértice, esta relacionada con las soluciones de

lk(r) = lo, (8.47)

en donde [; es el momento angular kepleriano para particulas de prueba [106]. Para entender
esta relacién hay que notar que los extremos locales del potencial W (r,6) = In(uy) en el plano
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Figura 8.7: Momento angular kepleriano (geodésicas en caida radial) sobre el plano ecu-

rv2 _ _
S f Tmb =4y s =6

atorial, para el agujero negro de Schwarzschild, [ = -

ecuatorial identifican las posiciones de dos puntos keplerianos de la soluciéon. En estos puntos
un elemento de fluido orbitando no experimenta ninguna aceleraciéon debida a los gradientes de
presién. La fuerza centrifuga balancea exactamente la fuerza gravitacional (y por lo tanto son
particulas libres siguiendo geodésicas, de ahi que su momento angular es ly).

Estos puntos (en realidad son circulos ya que r es la coordenada radial) corresponden a las
posiciones del vértice 7., y €l maximo de la densidad de masa en reposo.

El comportamiento de la funcion [ se muestra en la figura 8.7, el punto r,,s es la cota superior
para la localizacién del vértice, y el limite inferior para el centro del disco. Si la materia llena una
superficie equipotencial con el vértice se lleva a cabo la acrecién a traves de él por los gradientes
de presién y no por viscosidad, como ocurre en el caso de los discos delgados [100], hay que
recordar que todas las érbitas circulares con r < r,,s son inestables y por tanto las particulas

caeran en el agujero negro.

La existencia del vértice para cualquier distribucién de momento angular estable es tipica porque
la distribucién de momento angular es estable si aumenta hacia afuera [107]. Una distribucién
de momento angular general puede por tanto, cruzar la kepleriana por dos puntos, exactamente

como ocurre con el caso de momento angular constante.

Para un agujero negro de Schwarzschild, el potencial es:

~ r—2M
W =1In(—uy) =1 in 0 8.48
n(—u) = In (rsm \/r?’ 5% 0~ (= 2M)12> ; (8.48)

El vértice esta localizado entre el radio de la ultima orbita estable r,,s = 6 correspondiente al

minimo de [l; y el radio de la érbita marginalmente acotada r,,;, = 4, los correspondientes valores
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Figura 8.8: Si [y < I,,s no se cierran las equipotenciales, asi que no se puede formar un
disco, l,,s = 3.67, ly = 3.17, 1,,,, = 4.0.

de I, son lg(Tms) := lms = 3.67 y lp(rmp) = Ly = 4 Dependiendo de la forma que tenga el
potencial es posible confinar una distribuciéon de materia o formar un toro.

Hay cinco posibilidades para la forma del toro dependiendo del valor de Iy con respecto a los
valores keplerianos l,,s ¥ lmp:

e [y < lms. No se puede formar un toro figura 8.8.

e |y = ls. Eldisco existe como un anillo infinitesimal, el vértice es igual al centro, localizado
en el circulo r = ry,,, figura 8.9.

e |y = L. El vértice esta localizado sobre la superficie equipotencial marginalmente cer-
rada, figura 8.10.

e [y > L. Los discos que se forman no tienen vértice por lo tanto no se puede llevar a cabo
la acrecion por medio de gradientes de presion, figura 8.11, se dice que estan cerrados en
infinito.

® s <lo <lyp. Hay muchos discos pero sélo uno que posee un vértice, ver figura 8.12.
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Figura 8.9: Cuando el momento angular es igual a [,,;, existe un anillo infinitesimal en
donde se forma el disco, l,,s = 3.67 = lg, l,,, = 4.0.
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Figura 8.10: En el caso [,,s = 3.67, lp = 4.0 = [,,,;, se forman discos pero ninguno tiene un
vértice.
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Figura 8.11: No se pueden formar discos, l,,s = 3.67, lo = 4.17, l,,,,, = 4.0

En la configuracién [,,s < lg < l,,p existe un vértice que es el equivalente al punto L1 de Lagrange
por el cual se lleva a cabo la acrecion hacia el agujero negro debida unicamente a los gradientes
de presion.

Los extremos locales del potencial W (r,0) = In(u;) en el plano ecuatorial identifican las posi-
ciones de dos puntos keplerianos de la solucién. En estos puntos un elemento de fluido no
experimentan ninguna aceleracién debida a los gradientes de presién. La fuerza centrifuga bal-
ancea exactamente la fuerza gravitacional. Estos puntos corresponden a las posiciones del vértice
Teusp Y €l maximo de la densidad de masa en reposo, es decir el centro del toro.

Para obtener la distribucién de la densidad se utiliza la entalpia especifica, relacionada con el
potencial a través de (8.46).

h = exp(Wi, — W), (8.49)

y para un gas politrépico la densidad es:

1

v — lexp Wm—W —1\!
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Figura 8.12: El caso de principal interés es cuando se tiene un vértice, y centro, l,,s <
lo < lmp. lins = 3.67, lg = 3.85, Ly = 4.0
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Figura 8.13: Los extremos locales del potencial, corresponden a las posiciones del vértice
Teusp ¥ €l centro del toro.
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Figura 8.14: Se presenta la densidad central del disco (x1077) cuando la solucién esta-
cionaria es perturbada con valor de n = 0.02. El tiempo esta escalado con el tiempo
dindmico definido como tdin = 27 /). con . la velocidad angular (8.41) del centro del
disco.

Con la presién dada por p = kp”.

Para estudiar la subsecuente evolucion hidrodinamica de los discos construidos, es necesario
especificar las variables conservadas mediante eqs. (7.49, 7.50 y 7.51) y asi utilizar los esquemas
numéricos construidos. Por ejemplo, se toman como dato inicial los valores de la densidad,
presion, energia y velocidad de los discos estacionarios para probar la habilidad del cédigo
de mantener las soluciones estacionarias, tal como hicimos en el caso de acreciéon de Michel.
Posteriormente se realizaron evoluciones perturbando la solucién estacionaria con una velocidad
radial que es un muiltiplo de la velocidad de Michel, de la forma

v =nuly (8.51)

con valores de n = 0.01 ~ 0.2 éstas evoluciones se hicieron mediante un cédigo axialmente
simétrico extension del utilizado para hacer las evoluciones de acrecion esférica. En la figura
8.14 esta graficada la densidad central, en el plano ecuatorial del toro como funcién del tiempo.
El disco llena una de las equipotenciales que no poseen vértice de la figura 8.12. Debido a la
perturbacién por un momento desborda el 16bulo que lo contiene y hay acrecién. Conforme
transcurre el tiempo el disco oscila para alcanzar nuevamente su estado estacionario.

Existe la posibilidad de estudiar las oscilaciones de los discos asi como los modos de oscilacion tal
como se ha hecho en [108, 109], sin embargo, aqui solo nos enfocamos en la posibilidad de realizar
una evolucién del disco, futuros trabajos estan dirigidos a obtener la respuesta gravitacional del
agujero negro ante las perturbaciones producidas por la acrecién periédica del disco.



Capitulo 9

Conclusiones

Para concluir, se presenta una breve discusion sobre las ideas presentadas en este trabajo. En los
primeros capitulos se hizo una revision de los conceptos béasicos sobre ondas gravitacionales, es-
tados de polarizacion, deteccién y energia transportada. Se desarrolld el formalismo de Newman
Penrose para estudiar perturbaciones alrededor de la solucién de agujero negro de Schwarzschild
y Kerr. Como aplicaciones de este formalimo se estudié numéricamente la acrecién dinamica
de cascaras de polvo hacia el agujero negro de Schwarzschild. Se mostré que existe una fuerte
dependencia entre la campacidad de las cascaras con la emisién de ondas gravitacionales. Si el
ancho de la cdscara es comparable con el tamano del agujero negro entonces la respuesta grav-
itacional son los modos caracteristicos conocidos como modos cuasinormales de oscilacion. Si el
ancho de la céscara es mayor que el tamano caracteristico del agujero negro entonces la senal
gravitacional no tiene la forma de oscilaciones cuasiperiodicas. Para obtener estos resultados se
desarrollaron cédigo numéricos que permiten resolver las ecuaciones de perturbacion utilizando
diferencias finitas para la parte espacial y esquemas que preservan la estabilidad de las soluciones
a lo largo del tiempo. El cédigo desarrollado es muy robusto y puede utilizarse para estudiar
otros fenémenos de acreciéon, como campos escalares o fluidos con presiéon. En particular se pre-
tende estudiar la influencia de los gradientes de presion en la forma de las ondas gravitacionales.
En el caso del agujero negro de Kerr, se utilizé un enfoque nuevo para resolver numéricamente la
ecuacién de perturbacién que consistié en utilizar los armdnicos esféricos con peso de espin para
representar la parte angular de la funcién de onda, en vez de los esferoidales. Fue posible utilizar
este enfoque gracias a la eleccion de la tétrada para representar las cantidades tensoriales, ya que
se obtuvo una ecuacién muy parecida al caso conocido de Schwarzschild. Con la descomposicién
de la parte angular en esta nueva base, se obtuvo una ecuaciéon puramente radial temporal para
los diferentes modos que conforman la funciéon de onda. La ecuacién para un modo involucra
un acople no trivial entre los cuatro modos vecinos, dos por arriba y dos por debajo del modo .
Para estudiar el acople entre modos se resolvié numéricamente el sistema que resulta al permitir
interaccién entre modos y se mostré que para valores de m pequenos, comparados con I, es
suficiente resolver para el modo principal pues las correcciones de los modos vecinos contribuyen
muy poco a la forma de onda resultante. Esta descomposicién fue por primera vez presentada en
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un articulo de investigacion y se espera sea utilizada para estudiar la influencia del acople entre
los modos que componen la onda gravitacional. Con este enfoque sera posible estudiar la senal
gravitacional en tiempos tardios con la finalidad de conocer la relacién entre el decaimiento en
amplitud de la onda con el tiempo. Se espera que este enfoque pueda utilizarse para estudiar
otros fenémenos como la emisién gravitacional en la fase de 6rbita de un sistema binario en el
cual las masas de los objetos son de diferentes ordenes de magnitud por ejemplo, cuando un
agujero negro o una estrella de neutrones son capturados por un agujero negro supermasivo.

Se hizo un desarrollo de los métodos numéricos que se utilizan para describir numéricamente
el flujo de materia hacia agujeros negros. Estos métodos son ampliamente utilizados en la
comunidad de astrofisica porque permiten describir consistentemente las discontinuidades en los
flujos. Para aplicar estos métodos se presentaron las ecuaciones que describen la dinamica de un
fluido en la presencia de campos gravitacionales fuertes y velocidades cercanas a la velocidad de la
luz, es decir en un contexto ultra relativista. Se presentaron algunos ejemplos sobre la aplicacién
de estos métodos como la acreciéon de un politropo hacia un agujero negro de Schwarzschild
ponendo énfasis en la parte dindmica del flujo. Se consideraron flujos supersonicos y subsénicos
dentro de la malla computacional para recuperar la solucién analitica que se describio con
detalle. Se presentaron las soluciones analiticas y estacionarias de discos de acreciéon aldededor
de agujeros negros en la aproximacion de fluido de prueba y se mostraron los resultados de
la solucién numérica para la evolucién de estos discos utilizando los algoritmos numéricos para
flujos relativistas. Es importante recalcar la importancia de utilizar métodos numéricos que sean
consistentes con la descripcién fisica del problema, de otra forma se estarian pasando por alto
fenémenos de interés que ayudarian a tener un mejor entendimiento de la naturaleza. Los nuevos
cddigos desarrollados por otro lado, pueden utilizarse para estudiar fenémenos astrofisicos, que
involucren flujos relativistas como jets o estudiar otros modelos de acrecion mas generales.
Existe la posibilidad de adaptarlos a flujos que involcren campos electromagnéticos, esto es de
gran relevancia porque se tendria una senal electromagénetica, facil de detectar, relacionada con
la senal gravitacional.
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