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Resumen

El estudio de los agujeros negros juega un papel fundamental en F́ısica moderna. Se ha

determinado que los agujero negros poseen modos caracteŕısticos de oscilación, llamados

modos cuasinormales. Diversos estudios han mostrado que estos modos son importantes

para tener un mejor entendimiento de los agujeros negros astrof́ısicos. En este trabajo

se hace un estudio de los modos cuasinormales de agujeros negros para el caso de los

espacios tiempo de Schwarszchild y Kerr. Se investiga la radiación gravitacional emitida

por acreción de materia cayendo hacia un agujero negro de Schwarszchild y se propone

un nuevo enfoque para estudiar la perturbación en un agujero negro de Kerr en términos

de una ecuación puramente radial temporal. Con este enfoque se resuelve numéricamente

la ecuación de perturbación y se obtiene la señal producida por perturbaciones gravita-

cionales.

Una de las metas mas importantes en astrof́ısica es modelar diversos fenómenos como

la acreción de materia hacia agujeros negros. Aunque la métrica del espacio tiempo es

importante dinámicamente, por ejemplo durante la colisión de dos agujeros negros, en el

prroblema de acreción es una buena aproximación considerarla fija. Un problema impor-

tante es la evolución de las variables del fluido que la describen. Bajo algunas suposi-

ciones, las variables del fluido evolucionan de acuerdo a las ecuaciones de hidrodinámica

relativista, que forman un sistema hiperbólico de leyes de balance que son no linelaes y

genéricamente presentan choques.

Para simular la evolucion de tales fluidos, se han desarrollado muchos métodos numéricos,

incluyendo diferencias finitas, métodos seudo-espectrales e hidrodinámica de part́ıculas

suaves y varios métodos de alta resolución para la captura de choques. En este trabajo

se presenta una revisión de tales métodos y se muestran algunas aplicaciones numéricas.
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Abstract

The study of black holes is a very important branch in modern Physics. It has been deter-

mined that black holes have characteristic oscillation modes, called quasinormal modes.

Several studies have shown that these modes are important to our understanding of the

dynamics of astrophysical black holes.

In this thesis we make a study of the quasinormal modes of black holes in both Schwarzschild

and Kerr spacetimes. We investigate the gravitational radiation emmited by the black

hole, when accreting matter falls unto it. We propose a new approach to study the per-

turbation for the Kerr black hole in terms of a purely radial temporal equation. With

this approach we solve numerically the equation for the pertubation function and obtain

the signal produced by some types of gravitational pertubations.

An important goal in astrophysics is to model diverse phenomena such as the one de-

scibed above. Although the metric is dynamically important in, for example, the black

hole collision problem, in the accretion problem the metric can be considered as fixed, a

key piece of this problem is the evolution of the fluid variables. Under some simplifying

assumptions, the fluid variables evolve according to the relativistic hydrodynamic equa-

tions, which form a system of hyperbolic balance laws that are strongly nonlinear and

generically exhibit shock formation.

In order to accurately simulate the evolution of such fluids, several types of numerical

methods have been proposed, including finite difference, pseudo spectral, smoothed par-

ticle hydrodynamics, and various high resolution shock capturing methods. In this work,

we deal with this problem as well, reviewing such methods, and presenting some numerical

aplications.
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6.1.4 Discretización en volúmenes finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.1.5 Estabilidad, convergencia y consistencia . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.2 El método de Godunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.3 Resolvedores de Riemann aproximados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.3.1 Resolvedor de HLLE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.3.2 Resolvedor de Roe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.4 Flujo en las interfases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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ÍNDICE v

8 Aplicaciones astrofisicas 95
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teoŕıa de la Relatividad General describe la dinámica del espacio tiempo por medio de

un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecuaciones son de tal complejidad

que las soluciones anaĺıticas que se conocen poseen muchas simetŕıas o se basan en técnicas

de aproximación, como la teoŕıa linealizada de campo débil.

La solución numérica de las ecuaciones de Einstein, es la única forma de estudiar la gen-

eración de ondas gravitacionales en los reǵımenes de velocidades altas, gravedad intensa y

grandes desviaciones de un sistema no radiante. Durante los últimos años muchos grupos

de investigación han trabajado en el desarrollo de la Relatividad Numérica ver por ejem-

plo, las referencias [1, 2]. Sin embargo no debe tomarse este enfoque como la única forma

de obtener cálculos realistas sobre ondas gravitacionales de hecho hay una fuerte inter-

acción entre ambas técnicas anaĺıticas y numéricas, el espiritu de este trabajo es presentar

la generación de ondas gravitacionales mediante un formalismo perturbativo utilizando las

herramientas desarrolladas en relatividad numérica. En particular se utilizan modernos

algoritmos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

Es astrof́ısicamente posible, que los agujeros negros formen un sistema binario asociandose

con otros objetos, incluyendo otros agujeros negros [3]. Debido a la pérdida de enerǵıa

por radiación gravitacional, la separación y periodo de la órbita del sistema binario de-

crece. Si el sistema binario consiste en dos agujeros negros, la espiral terminaŕıa con una

raṕida fusión formándose un solo agujero, este proceso es una fuente intensa de ondas

gravitacionales [4]. El proceso completo de órbita genera radiación gravitacional, pero en

la fase temprana la radiación es relativamente débil y puede describirse razonablemente

bien utilizando la gravitación Newtoniana o las expansiones post Newtonianas [5]. Es

únicamente en la fase final de fusión en la que se puede generar una explosión de ondas

gravitacionales. La frecuencia caracteŕıstica de las ondas gravitacionales es inversamente

proporcional a la masa del agujero formado y se estima que es de 103 Hz para una agu-

jero de 10 masas solares [6]. Para agujeros negros supermasivos, mayores de mil masas

3
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solares las frecuencias son menores de 1 Hz. La máxima sensibilidad de los detectores de

segunda generación es alrededor de 100 Hz y los detectores serán capaces de medir las

ondas producidas por agujeros negros de miles de masas solares [7, 8].

La teoŕıa de ondas gravitacionales de la fase en órbita de un sistema binario, se inició

utilizando métodos anaĺıticos basados en las técnicas post-newtonianas, un método para

aproximar soluciones a las ecuaciones de Einstein, mediante correcciones sucesivas a la

aproximación Newtoniana. Con los resultados, se obtienen templates (plantillas con las

que comparar) con un alto grado de precisión que juegan un papel muy importante en el

análisis de señales en los detectores de ondas gravitacionales [9, 10].

La detección de señales gravitacionales permitirá probar las predicciones del trabajo

teórico que se ha llevado a cabo para construir formas de onda, espectros de enerǵıa

y extraer caracteŕısticas distintivas que podrian llevar a reestructurar la fuente que las

emitió. Una pieza importante de la información que tienen las ondas gravitacionales esta

contenida en las frecuencias a las cuales un objeto compacto emite, es decir sus frecuencias

propias o cuasinormales.

De acuerdo a la teoŕıa de a Relatividad General, los modos cuasinormales son los modos

propios a los cuales un agujero negro o una estrella oscilan cuando son excitados por

perturbaciones no radiales. Se dice que son cuasinormales, en contraste con los modos

normales de oscilación en gravedad Newtoniana, porque estan amortiguados por la emisión

de ondas gravitacionales, como consecuencia, las correspondientes frecuencias propias

son complejas. El que una estrella oscile, es en cierto sentido natural porque puede

entenderse como una pelota de fluido, sin embargo que un agujero negro oscile resulta

poco intuitivo si consideramos que un agujero negro es una región del espacio tiempo.

Para entender este fenómeno, fue necesario entender la estructura de las ecuaciones que

rigen las perturbaciones de agujeros negros y esto es lo que se discute en este trabajo.

La perturbación de agujeros negros es uno de los procesos astrof́ısicos más importantes

para la generación de ondas gravitacionales que serán detectadas con los detectores de

nueva generación [11]. Por lo tanto es importante tener predicciones teóricas precisas para

las frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por agujeros negros perturbados.

La teoŕıa de perturbaciones de agujeros negros y estrellas comenzó a principios de los años

sesentas y ha alcanzado altos niveles de desarrollo. Un descubrimiento importante en este

contexto, fué que existen modos de oscilación inestables en estrellas rotantes, estos pueden

ser fuentes prominentes de radiación gravitacional y podŕıan explicar el rápido decremento

en el momento angular de estrellas de neutrones recién formadas. Otro resultado es una

descripción casi completa de la emisión de ondas gravitacionales de una masa pequeña

orbitando un agujero negro aśı como los modos cuasinormales de oscilación de agujeros

negros perturbados.
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Entre las fuentes de las perturbaciones de agujeros negros se encuentran los discos de

acreción [12]. Muchos modelos astrof́ısicos y cosmológicos hacen uso del modelo de un

fluido para estudiar su dinámica, y en algunas situaciones, la aproximación de fluido de

prueba es suficiente para dar una descripción correcta [13]. En éste contexto la auto-

gravedad del fluido se desprecia en comparación con el campo gravitacional de fondo,

porque la masa del fluido que acreta es usualmente mucho menor que la masa del objeto

compacto, sin embargo, si la masa que acreta es comparable con la del cuerpo compacto,

la aproximación ya no es válida y hay que considerar como interactúa el objeto con

sus alrededores, es necesario estudiar la respuesta del espacio tiempo junto con la del

fluido que cae hacia él. Dentro de los objetivos principales del trabajo están estudiar la

acreción y la respuesta del agujero negro emitida en forma de ondas gravitacionales. La

organización es como sigue: En el caṕıtulo 2 se hace una revisión de las propiedades de las

ondas gravitacionales. En el caṕıtulo 3 se hace el desarrollo de la teoŕıa de perturbaciones

utilizando tétradas nulas y se obtiene una ecuación general de perturbación de agujeros

negros. En el caṕıtulo 4 se estudia la emisión gravitacional producida por cáscaras de polvo

hacia un agujero negro de Schwarzschild. En el caṕıtulo 5 se introduce un enfoque nuevo

para estudiar las perturbaciones de un agujero negro de Kerr basado en una descripción

radial temporal. En el caṕıtulos 6 y 7 se hace un resumen sobre los métodos numéricos

de alta resolución para la captura de choques utilizados en hidrodinámica relativista y

en caṕıtulo 8 se desarrollan algunos ejemplos de procesos que involucran el uso de estos

métodos en el contexto de acreción hacia agujeros negros.



Caṕıtulo 2

Ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales son deformaciones del espacio tiempo generadas cuando las

masas son aceleradas. Son una de las predicciones centrales de la teoŕıa de la Relatividad

General de Einstein, pero a pesar de décadas de esfuerzo, no se han detectado directa-

mente. Existe una fuerte evidencia de su existencia con un alto grado de precisión, debido

al gran acuerdo entre la tasa de decaimiento del periodo del pulsar binario PSR1913+16

y la predicción teórica [14, 15].

Las ondas gravitacionales son, en principio, un tipo nuevo de señal no electromagnética

para observar el universo, tal como lo fueron en su tiempo los rayos X, los gamma, las

ondas de radio, etc, y nos permiten seguir objetos que son imposibles de ver electro-

magnéticamente, como la colisión de dos agujeros negros o nubes de polvo o gas que no

radian. De las fuentes mas importantes de ondas gravitacionales se encuentran los sis-

temas binarios de objetos compactos como agujeros negros o estrellas de neutrones.

Entre las caracteŕısticas de las ondas gravitacionales estan que se propagan a la velocidad

de la luz, son transversales a la dirección de propagación, tienen dos estados de polar-

ización y transportan enerǵıa del sistema del cual surgieron. Una aproximación para

estudiar ondas gravitacionales es la de campos gravitacionales débiles.

2.1 Fuentes de Ondas gravitacionales

Uno de los primeros puntos en los que se debe poner mas enfásis al hablar de ondas

gravitacionales, es que su origen es de naturaleza tipo marea. Esto es importante porque

es necesario monitorear con alto grado de precisión, el movimiento relativo entre masas

de prueba o las deformaciones periódicas de cuerpos extendidos.

Una onda gravitacional, propagándose en espacio tiempo plano, genera distorsiones periódicas

que pueden describirse en téminos del tensor de Riemann que mide la curvatura del espacio

7
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tiempo. En la teoŕıa linealizada hµν ≪ gµν el tensor de Riemann tiene la forma:

Rαβµν =
1

2
(∂β∂µhαν + ∂α∂νhβµ − ∂β∂νhαµ − ∂α∂µhβν), (2.1)

que puede simplificarse aún más, si se escoge la norma transversa y sin traza, denotada

por TT

RTT
j0k0 = −1

2

∂2

∂t2
hTT

jk , (2.2)

en donde hTT
jk es el campo de la onda gravitacional en la norma TT El tensor de Rie-

mann es un objeto puramente geométrico, pero en relatividad general tiene una inter-

pretación simple, es un campo de fuerza de marea y describe la aceleración relativa entre

dos part́ıculas en cáıda libre. Si consideramos dos part́ıculas moviéndose libremente a lo

largo de geodésicas de un espacio tiempo con coordenadas xµ(τ) y xµ(τ) + δxµ(τ), para

un valor del tiempo propio τ , y δxµ(τ) el vector de desplazamiento que conecta ambos

eventos, puede mostrarse [16] que la ecuación de desviación geodésica es:

d2δxk

dt2
≈ −Rk

0j0
TT δxj . (2.3)

Por lo tanto, la fuerza de marea que actúa sobre la part́ıcula es:

fk ≈ −mRk
0j0

TT δxj . (2.4)

en donde m es la masa de la part́ıcula. La ecuación (2.4) corresponde a la relación

Newtoniana entre fuerza actuando sobre una part́ıcula. Como se espera que la amplitud de

las ondas sea muy pequeña que los cambios oscilatorios de δxj son minúsculos comparados

con la distancia de la part́ıcula al origen, xk puede considerarse como escencialmente

constante en el lado derecho y por lo tanto la ecuación (2.3) puede integrarse fácilmente

utilizando (2.2) y obtener:

δxj =
1

2
hTT

jk xk
0, o h ≈ ∆L

L
. (2.5)

en donde h es esfuerzo adimensional de la onda gravitacional. Supongamos que la onda

gravitacional, se propaga en dirección z de modo que hjk(t − z). Las dos componentes

independientes de la onda son:

h+ = hTT
xx = −hTT

yy , h× = hTT
xy = hTT

yx . (2.6)

Para mostrar el efecto de h+ en la materia, consideremos una part́ıcula inicialmente

localizada en (x0, y0) y pongamos por simplicidad h× = 0 entonces por 2.5:

δx =
1

2
h+x0 y δy = −1

2
h+y0. (2.7)
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Que muestra que si h+ varia periódicamente, entonces un objeto primero experimentará

un estiramiento en la direccción x acompañado de una compresión en la dirección y. Un

medio ciclo después la compresión es en la dirección x y el alargamiento es en la dirección

y. El efecto de h× es el mismo solo que rotado 45 grados, una demostración muy clara de

este aspecto se encuentra en la referencia [17]. Hasta este punto se ha mostrado el efecto

de la propagación de deformaciones en el espacio tiempo sobre dos part́ıculas cercanas,

pero no se hecho una conección con la teoŕıa gravitacional de Einstein. Si tomamos al

tensor hµν como variaciones del tensor métrico de Minkowski gµν = ηµν + h̃µν entonces,

después de un poco de álgebra [18], las ecuaciones de Einstein se reducen a la forma:
(

∂2

∂t2
+ ∇2

)

h̃µν = 0, (2.8)

con

h̃µν := hµν −
1

2
ηµνhα

α, (2.9)

en donde se ha utilizado una norma espećıfica, la norma de Lorentz ∂µh̃µν = 0. La solución

mas simple de la ecuación de onda (2.8) es:

h̃µν = Aµνeikαxα

, (2.10)

con Aµν un tensor constante y simétrico, llamado el tensor de polarización [19] Toda

la información sobre la polarización y ampitud de la onda gravitacional, esta contenida

en Aµν . kα es un vector constante, el vector de onda que determina la dirección de

propagación de la onda y su frecuencia.

Es común, escribir la solución de la ecuación de onda en la norma transversa sin traza

TT. Como Aµν tiene solamente dos componentes independientes, la onda gravitacional

puede describirse por dos amplitudes adimensionales h+ y h×, por ejemplo, si la dirección

de propagación de la onda gravitacional es el eje z entonces se puede escribir:

Aµν = h+eµν
+ + h×eµν

× (2.11)

en donde eµν
+ y eµν

× son los tensores de polarización:

eµν
+ =











0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0











, eµν
× =











0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0











. (2.12)

Finalmente hay que resaltar que, en la norma TT la perturbación a la métrica hµν y el

campo gravitacional h̃µν son iguales.

Debido a la naturaleza TT, las ondas gravitacionales producen un campo de fuerza

cuadrupolar [20], este campo tiene dos componentes correspondientes a los dos estados
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de polarización de la onda, la cantidad h+ := hTT
xx produce un campo de fuerza con la

orientación de un sigo + mientras que h× := hTT
xy produce una con orientación de un signo

× por lo que h+ y h× son llamadas las amplitudes mas y cruz de la onda gravitacional.

Las definiciones del campo hTT
ij dadas arriba estan basadas en una elección especif́ıca del

sietema de referencia, aśı que se muestra como se relaciona este sistema con uno fijo en

la Tierra, depues de todo, es aqúı donde se hacen las mediciones.

2.2 Descripción en un marco en la norma transversa

sin traza

En esta sección discutiremos la interacción de una onda gravitacional con una part́ıcula

puntual en la norma TT. Consideremos una part́ıcula de prueba A en reposo a tiempo

τ = 0, utilizando la ecuación de geodésicas se tiene:

d2xi

dτ 2
|τ=0 = −

(

Γi
ρσ

dxρ

dτ

dxσ

dτ

)

|τ=0 = −
(

Γi
00

dx0

dτ

dx0

dτ

)

|τ=0 (2.13)

como inicialmente la part́ıcula esta en reposo, (dxµ

dτ
)|τ=0 = (1, 0, 0, 0) y,

Γi
00 =

1

2
ηij(h0j,0 + hj0,0 − h00,j), (2.14)

En la norma TT, h00 y h0j = 0 de modo que (Γi
00) = 0. Como consecuencia si a tiempo

τ = 0 tanto la primera derivada como la segunda de xi con respecto a τ se anulan, y la

part́ıcula esta en reposo, seguirá en reposos aun después de que la onda gravitacional haya

pasado. Lo que ocurre es que las coordenadas mismas se mueven con la onda gravitacional

y las coordenadas de la separación no vaŕıan, lo que cambia es la distancia propia entre

part́ıculas cercanas. Para una onda propagándose en la dirección z, el elemento de ĺınea

es de la forma:

ds2 = −dt2 +dz2 +dy2[1−h+ cos ω(t−z)]+dx2[1+h+ cos ω(t−z)]+2dydxh× cos ω(t−z).

(2.15)

Si dos part́ıculas A y B están sobre el eje x, entones la distancia relativa entre A y B es:

s ≈ L(1 +
h+

2
cos ωt), (2.16)

en donde L es la distancia inicial entre A y B.
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2.3 Descripción en un marco en cáıda libre

Siempre es posible realizar un cambio de coordenadas de tal manera que dado un punto

en el espacio tiempo Q, podemos tomar Γσ
αβ(Q) = 0 y (d2/dτ 2)Q = 0. En este sistema de

referencia, en un instante de tiempo y un punto en el espacio, las part́ıculas están en cáıda

libre. Este sistema puede construirse expĺıcitamente utilizando las coordenadas normales

de Riemann y es posible también construir un sistema, tal que part́ıculas puntuales esten

en cáıda libre a lo largo de geodésicas utilizando las coordenadas normales de Fermi [21].

Si introducimos un sistema en cáıda libre atado a la part́ıcula A con origen espacial

xj = 0 y coordenada temporal el tiempo propio x0 = τ , la métrica se reduce a la métrica

de Minkowski en el origen y todas sus derivadas se anulan:

ds2 = −dt2 + dx2 + O

( |x|2
R2

)

, (2.17)

en donde R es el radio de curvatura. R−2 = |Rµνρσ|, que debe entenderse como la mayor

de las componentes del tensor de Riemann.

Para experimentos de ondas gravitacionales localizados sobre la Tierra, el interferómetro

no esta en cáıda libre con respecto a la gravedad terrestre, el detector esta sujeto a

una aceleración a = −g con respecto al sistema de referencia local y rota con respecto

a los giroscopios locales, en general el efecto de ondas gravitacionales sobre part́ıculas

puntuales compite con muchos otros efectos pero existe una banda, entre 10 y 103 Hz

en el que estos efectos son dominados o son estáticos [22]. Si calculamos la ecuación de

desviación geodésica en el marco de referencia en cáıda libre atado a la part́ıcula con

respecto al origen, tendremos:

∇u∇uξ
α = uβ∇β(uλ∇λξ

α) = uβuλ(ξα
,βλ + Γα

λσ,βξβ), (2.18)

En donde se ha utilizado que Γα
σλ = 0, además, como se está asumiendo que las part́ıculas

estan inicialmente en reposo uβ = δβ
0 . Utilizando que ξ0 = 0 y el hecho que Γj

0k,0 = 0

puede despreciarse al calcularse en el punto A tendremos:

∇u∇uξ
j =

d2ξj

dτ 2
⇒ d2ξj

dτ 2
= −Rj

0k0ξ
k. (2.19)

Para calcular el tensor de Riemann Rj
0k0 Se puede utilizar la norma TT pues en teoŕıa

linealizada es invariante ante cambios de coordenadas [22],

RTT
j0k0 = −1

2
ḧTT

jk , (2.20)

y por lo tanto
d2ξj

dτ 2
=

1

2
ḧTT

jk ξk. (2.21)



12 CAPÍTULO 2. ONDAS GRAVITACIONALES

La descripción en el sistema de cáıda libre es útil siempre y cuando la métrica se pueda

escribir como gµν = ηµν + O(x2/R2) es decir cuando podamos despreciar los términos

x2/R2. Como R−2 = |Rµνρσ| ∼ ḧ ∼ h/λGW tendremos x2/R2 ≃ L2h/λGW y como

h ∼ ∆L/L se encuentra L2/λGW ≪ 1. Esta condición se satisface para detectores en la

Tierra porque L ∼ 4km y λGW ∼ 3000km, sin embargo para los detectores en el espacio,

esta razón ya no es válida ya que L ∼ 5 × 106km. [7]

2.3.1 Enerǵıa y momento de las ondas gravitacionales

Las ondas gravitaciones transportan enerǵıa y causan deformaciones del espacio. El tensor

de enerǵıa momento transportado por una onda gravitacional no puede localizarse dentro

de un espacio caracterizado por una longitud de onda, sino que uno debe decir que cierta

cantidad de enerǵıa momento esta contenida en una región del espacio que se extiende

sobre varias longitudes de onda. Es posible mostrar que en la norma TT de la teoŕıa

linealizada el tensor de enerǵıa momento que caracteriza la energia transportada por las

ondas gravitacionales es el tensor de Isaacson [23, 24] que tiene la forma siguiente:

Tµν =
1

16π
〈∂µh

+∂νh
+ + ∂µh×∂νh

×〉 (2.22)

o de manera equivalente

Tµν =
1

16π
Re〈∂µH∂νH̄〉 (2.23)

en donde 〈〉 denota el promedio sobre las longitudes de onda y H = h+ − ih−.

Del hecho de que nos encontramos en una región en vaćıo y lejos de la fuente, (debido

a que el tensor de Ricci de anula), En vaćıo, el tensor de Riemann y el tensor de Weyl

coinciden por lo que H puede escribirse en términos del escalar de Ψ4. Partiendo de la

expresión del tensor de Riemann en la aproximación lineal

Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0, (2.24)

Ψ0 = −1

4
(∂2

t h
+ + 2∂t∂rh

+ + ∂2
rh

+) − i

4
(∂2

t h
× + 2∂t∂rh

× + ∂2
r h

×), (2.25)

Ψ4 = −1

4
(∂2

t h
+ − 2∂t∂rh

+ + ∂2
rh

+) +
i

4
(∂2

t h
× − 2∂t∂rh

× + ∂2
rh

×). (2.26)

Para ondas salientes se sigue que h(r, t) = h(r− t, 0), de tal forma que ∂rh = −∂th, y por

lo tanto

Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0, (2.27)

Ψ4 = −ḧ+ + iḧ× = −Ḧ. (2.28)
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Asi que para una onda saliente:

H = −
∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Ψ4dt′′dt′. (2.29)

El flujo de enerǵıa a lo largo de la dirección radial de una onda gravitacional está dado

en coordenadas locales cartesianas por [23]

dE

dt dA
= T 0r =

1

16π
Re〈∂0H∂rH̄〉 = − 1

16π
Re〈∂tH∂rH̄〉 (2.30)

donde dA es el elemento de área ortogonal a la dirección radial. Debido a que la onda es

una onda propagándose hacia afuera de la fuente, ∂rh = −∂th, se tiene:

dE

dt dA
=

1

16π
〈Ḣ ˙̄H〉 =

1

16π
〈|Ḣ|2〉 (2.31)

Para calcular el flujo total de enerǵıa, se integra sobre la esfera

dE

dt
= lim

r→∞

r2

16π

∮

|Ḣ|2dΩ = lim
r→∞

r2

16π

∮
∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Ψ4dt′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ, (2.32)

donde dA = r2dΩ. El flujo de momento en la dirección radial está dado por

dPi

dt dA
= T ir =

1

16π
Re〈∂iH∂rH̄〉. (2.33)

Si consideremos ahora que estamos lo suficientemente lejos para poder aproximar local-

mente a la ondas gravitacionales como ondas planas, ∂iH ≃ (xi/r)∂rH , y usar de nueva

cuenta el hecho de que es una onda saliente ∂rh = −∂th, se llega a

dPi

dt dA
≃ 1

16π
li〈|Ḣ|2〉, (2.34)

donde ~l es el vector radial unitario en un espacio-tiempo plano

~l = (sin θ cos φ, sin θ sin φ, cos θ). (2.35)

El flujo total de momento se obtiene integrando sobre la esfera la expresión (2.34)

dPi

dt
= lim

r→∞

r2

16π

∮

li|Ḣ|2dΩ = lim
r→∞

r2

16π

∮

li

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Ψ4dt′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ. (2.36)
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2.3.2 Fuentes de ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales se clasifican de acuerdo a la naturaleza de las fuentes que las

producen. Esta clasificación resulta muy conveniente porque las diferentes clases requieren

diferentes enfoques para analizar los datos obtenidos en una medición. La clasificación es

la siguiente [25, 26]:

⋆ Chirps: Un sistema binario rad́ıa gravitacionalmente y pierde enerǵıa lo que causa

que los cuerpos se acerquen cada vez mas, conforme la separación disminuye, la

amplitud de la onda gravitacional aumenta, lo que produce una señal de chirp

caracteŕıstica.

⋆ Explosiones: muchos escenarios producen explosiones de ondas gravitacionales, un

ejemplo t́ıpico de este fenómeno son las oscilaciones de los agujeros negros durante

la fusión de un sistema binario

⋆ Periódicas: Sistemas en los cuales la reacción gravitacional pueden radiar periódicamente

con una frecuencia casi constante esto es el análogo gravitacional a los pulsares en

radio

⋆ Estocásticas: Instantes después del Big Bang se espera fueron generadas ondas

gravitacionales, esto genera entonces un fondo estocástico. Otro ejemplo es cuando

las fuentes son tan abundantes que es imposible distinguirlas como individuales.

Los modelos para calcular de ondas gravitacionales siguen 3 caminos principales [27]:

⋆ Técnicas perturbativas, mediante expansiones a partir de una solución conocida a

las ecuaciones de Einstein.

⋆ Aproximaciones post-newtonianas, esencialmente una expansión del radio entre la

velocidad caracteŕıstica del sistema y la velocidad de la luz [28].

⋆ Relatividad numérica, las ecuaciones de Einstein son formuladas como un problema

de valores iniciales. Este es el único camino para estudiar situaciones en las cuales

se pueden tratar no linealidades de la teoŕıa, como la colisión de dos agujeros negros

y estrellas de neutrones o el colapso de supernovas.

En términos de análisis, es importante separar el problema de propagación de ondas grav-

itacionales y tratarlos de forma separada, esto suele hacerse dividiendo el espacio alrededor
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de la fuente en tres regiones, la región de generación de las ondas, una zona local de onda

y una zona de ondas distantes. La teoŕıa de generación de ondas gravitacionales se desar-

rolla con un conjunto de herramientas matemáticas y la teoŕıa de propagación detección

se desarrolla con otro conjunto de herramientas en la región de ondas distante. Esas re-

giones están caracterizadas por el tamaño de la fuente e involucran la longitud de onda.

De todas las técnicas para calcular la generación de ondas gravitacionales, el formalismo

cuadrupolar [29] es importante porque es muy preciso para muchas fuentes y sobre todo

da un muy buen estimado sobre los ordenes de magnitud. El formalismo cuadrupolar se

basa en una aproximación tipo antena (para el caso de ondas electromagnéticas) de hecho

la componente hTT
jk se puede calcular mediante:

hTT
jk =

2

r

∂2

∂t2
(I(t − r))TT (2.37)

en donde I(t− r) es el momento cuadrupolar (de masa) de la fuente que genera las ondas

evaluado en el tiempo retardado t − r [16, 29, 30].
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa de perturbaciones

En algunos casos, las ondas gravitacionales pueden modelarse utilizando una solución

exacta de las ecuaciones de campo de Einstein más una perturbación, ejemplos de esto

son, el estado final de la colisión de un sistema binario de agujeros negros es un solo

agujero negro y conforme se aproxima al estado final, el sistema puede modelarse como

una solución tipo Kerr más una perturbación. Otro ejemplo es una binaria que tiene un

objeto compacto orbitando un agujero negro. El sistema binario puede describirse como

un solo agujero negro más una perturbación debida al cuerpo capturado, estos casos

pueden estudiarse muy bien utilizando la teoŕıa de perturbaciones, en donde se trata al

espacio tiempo como un fondo exacto gB
ab mas una perturbación hab de modo que:

gab = gB
ab + hab, (3.1)

se dice que se esta dentro del ĺımite perturbativo si ‖hab‖ ≪ ‖gB
ab‖ Este sistema puede

analizarse expandiendo las ecuaciones de Einstein para esta métrica conservando los

términos a primer orden en hab. Este enfoque ha resultado ser muy útil cuando el espacio

de fondo es un agujero negro. Para el caso de un agujero de Schwarzschild la derivación

es más o menos directa, sin embargo, para el agujero negro de Kerr esta descomposición

no es tan sencilla, debido principalmente a la carencia de simetŕıa esférica. El tomar una

expansión en términos de la métrica no ha resultado ser del todo útil, sin embargo si se ha

logrado hacer bastantes avances expandiendo el tensor de curvatura, escribiendo el tensor

de Riemann como

Rabcd = RB
abcd + δRabcd (3.2)

este aproximación fue hecha por Teukolsky [31] basándose en los trabajos antes realizados

por [32] y Bondi, [33], Newman y Penrose [34].

Para hacer una descripción de este enfoque comencemos definiendo el tensor de Weyl, en

términos del tensor de Riemann como

Cαβµν := Rαβµν −
1

2

(

gα[µRν]β − gβ[µRν]α

)

+
1

6
gα[µgν]βR, (3.3)

17
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El tensor de Weyl, tiene las mismas propiedades de simetŕıa que el tensor de Riemann y

es de traza nula, es decir satisface que:

Cα
µαν = 0. (3.4)

Una caracteŕıstica importante del tensor de Weyl (en 4 dimensiones), es que resulta in-

variante ante transformaciones conformes de la métrica, si dos métricas están relacionadas

como:

g̃µν = Ωgµν , (3.5)

con Ω una función escalar entonces,

C̃α
βµν = Cα

βµν , (3.6)

aún cuando los tensores de Riemann de ambas métricas son diferentes, por eso el tensor

de Weyl esta asociado con el contenido gravitacional, donde los detalles de la métrica no

contribuyen demasiado.

3.1 El formalismo de tétradas

En muchos casos, es útil utilizar una base que es independiente de las coordenadas en

cada punto del espacio tiempo, y por ello se hace una descripción en términos de una

base en particular. Consideremos por ejemplo, un conjunto de cuatro vectores linealmente

independientes Zµ
a , los ı́ndices latinos servirán para identificar al vector y toman los valores

(1, 2, 3, 4), mientras que los ı́ndices griegos, que toman valores (0, 1, 2, 3) indicarán las

componentes del vector, además se supone los vectores satisfacen que:

Za
µZbµ = ηab, (3.7)

con ηab una matriz de coeficientes constantes independiente de la posición en el espacio

tiempo, al conjunto de vectores conforman una tétrada, al ser los vectores Za linealmente

independientes, existe la matriz ηab con la propiedad que:

ηacηcb = δb
a, (3.8)

lo que nos permite definir un conjunto nuevo de vectores como

Za = ηabZa. (3.9)

La tétrada Za puede usarse como base, para expresar cualquier vector v en el espacio

tiempo como:

v = vaZa, (3.10)
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en general, el producto de dos vectores u y v puede escribirse como la contracción de las

componentes covariantes y contravariantes en la tétrada:

v · u = vµuµ = vaua. (3.11)

Se puede pasar de las componentes coordenadas de cualquier tensor a sus componentes

en la tétrada simplemente contrayendo los ı́ndices apropiados con la tétrada misma, por

ejemplo, consideremos un tensor de rango 2,

Tab = TµνZ
µ
a Zν

b y Tµν = TabZ
a
µ Zb

ν , (3.12)

La tétrada también puede utilizarse para definir derivadas direccionales de funciones es-

calares

fa := Zµ
a ∂µf, (3.13)

y de la misma forma para las derivadas sobre tensores,

Tαβ,a = Zµ
a Tαβ,µ. (3.14)

En este punto, es necesario definir un conjunto de objetos diferenciales, los coeficientes

de rotación de Ricci de la siguiente forma:

γabc = Za
µZbµ;νZc

ν . (3.15)

Los coeficientes de rotación son antisimétricos en el primer par de ı́ndices, γabc = −γbac

y como veremos mas adelante, juegan un papel muy importante dentro del formalismo

Newman Penrose.

Los coeficientes de rotación surgen de manera natural al proyectar la derivada covariante

a lo largo de la tétrada, consideremos un vector arbitrario v

va,b = Zb
µ∇µ(Za

νvν) (3.16)

= Zb
µ(Za

νvν;µ + vνZa
ν
;µ), (3.17)

= Zb
µ(Za

νvν;µ + vcZc νZa
ν
;µ), (3.18)

= Zb
µZa

νvν;µ + γcabv
c (3.19)

en donde se ha utilizado la definición (3.15), nótese además que la contracción es con el

primer ı́ndice. De hecho, partiendo de la expresión anterior escrita como:

Zb
µZa

νvν;µ = va,b − ηcdγcabvd, (3.20)

surge la derivada extŕınseca que se denota como: va|b = va,b−ηcdγcabvd. Su generalización a

tensores es inmediata, para el tensor de Riemann que utilizaremos mas adelante siguiendo

la convención de [35] es:

Rabcd|e = Rabcd,e − ηnm (γnae Rmbcd + γnbe Ramcd + γnce Rabmd + γnde Rabcm) . (3.21)
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La representación del tensor de Riemann en la tétrada se obtiene al expresar la derivada

covariante en términos de los coeficientes espinores:

Zaµ;ν = Zb
µZµ

bZaµ;νZc
νZν

c,

= γbacZµ
bZν

c,

nuevamente se ha utilizado γbac = Zb
µZaµ;νZc

ν , y al aplicarla por segunda vez:

Zaµ;νλ = (γbacZµ
bZν

c);λ (3.22)

= γbac;λZµ
bZν

c + γbac(Zµ;λ
bZν

c + Zµ
bZν;λ

c).

Por otro lado, la proyección del tensor de Riemann directamente sobre la tétrada nos da:

Radef = RσµντZa
σZd

µZe
νZf

λ

= (Zaµ;νλ − Zaµ;λν)Zd
µZe

νZf
λ,

Si se considera el primer término y se sustituye la expresión (3.22) se obtiene:

Zaµ;νλZd
µZe

νZf
λ = (γbac;λZµ

bZν
c + γbac(Zµ;λ

bZν
c + Zµ

bZν;λ
c))Zd

µZe
νZf

λ

= γbac;λδ
b
dδ

c
eZf

λ + γbacZµ
b
;λδ

c
eZ

µ
d Zf

λ + γbacZν
c
;λδ

b
dZ

ν
e Zf

λ

= γdae;λZf
λ + γbaeZµ

b
;λZd

µZf
λ + γdacZν

c
;λZe

νZf
λ,

= γdae;f + γbaeη
bmγdmf + γdacη

cmγemf

= γdae;f + ηnm(γnaeγdmf + γdanγemf)

Con ηbmγdmf = Zµ
b
;λZd

µZf
λ y ηcmγemf = Zν

c
;λZe

νZf
λ.

El segundo término se encuentra, al hacer un intercambio de ı́ndices:

Zaµ;λνZd
µZe

νZf
λ = γdaf ;e + ηnm(γnafγdme + γdanγfme) (3.23)

Finalmente, tendremos al tensor de Riemann:

Radef = γdae;f − γdaf ;e + ηnm(γnaeγdmf − γnafγdme + γdan(γemf − γfmc)), (3.24)

La expresión para el tensor de Ricci se obtiene directamente de la contracción

Rac = ηbdRabcd, (3.25)

y el escalar de Ricci es, R = ηabRab.
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3.2 El formalismo de Newman-Penrose

El formalismo de Newman Penrose introduce inicialmente una tétrada nula arbitraria

{lµ, kµ, mµ, m∗µ}, con el primer par de vectores reales y el segundo vectores complejos

conjugados entre si. Los únicos productos que no se anulan son:

lµkµ = −1 mµm∗
µ = 1. (3.26)

Esto conduce a que la forma matricial de ηab siguiendo (3.7):

ηab = ηab =











0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0











. (3.27)

Las componentes independientes del tensor de Weyl en ése sistema coordenado están

contenidas en cinco escalares complejos, conocidos como escalares de Weyl.

Ψ0 = −Cµνλτ lµ mν lλ mτ ,

Ψ1 = −Cµνλτ lµ kν lλ mτ

Ψ2 = −Cµνλτ lµ mν m∗λ kτ ,

Ψ3 = −Cµνλτ lµ kν m∗λ kτ ,

Ψ4 = −Cµνλτ kµ m∗ν kλ m∗τ . (3.28)

Estas cantidades son independientes de cualquier sistema coordenado, pero claramente

dependen de la elección de la tétrada. El formalismo de Teukolsky, utiliza una tétrada

nula explotando las caracteŕısticas esenciales del espacio tiempo de Kerr, espećıficamente

cualquier espacio tiempo tipo Kerr admite exactamente dos direcciones nulas principales

repetidas {lµ} y {kµ}. En cualquier tétrada nula, cuyos vectores reales estén sobre las

direcciones principales todos los escalares de Weyl, excepto Ψ2 se anulan. Esto garantiza

la invarianza de norma de las perturbaciones a primer orden en Ψ0 y Ψ4, por lo tanto

es conveniente escoger las direcciones principales como las direcciones de la tétrada, tal

como lo han mostrado en [36].

Para describir la ambigüedad en la elección de la tétrada consideremos el siguiente argu-

mento. Dado un punto en el espacio tiempo, uno puede transformar cualquier tétrada

nula, orientada a cualquier otra utilizando transformaciones elementales tipo Lorentz de

tres tipos básicos, estos incluyen dos familias de rotaciones elementales, que preservan

tanto lµ como kµ mientras que cambian las otras tres direcciones y una tercera familia

que son las transformaciones de Lorentz de esṕın que mutuamente escalan los vectores lµ

y kµ dejando sus direcciones invariantes y rotan los elementos complejos mµ y m∗µ por

fases complementarias.
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Los seis parámetros de las transformaciones de Lorentz actuando sobre una tétrada nula,

están expresados en tres parámetros complejos y pueden expresarse de la siguiente forma:

⋆ Rotaciones nulas o transformaciones tipo I que dejan al vector l invariante mientras

que los demás vectores se transforman de la siguiente manera:

l → l, k → k + a∗m + am∗ + aa∗l, m → m + al, m∗ → m + a∗l, (3.29)

el efecto de esta transformación sobre los escalares de Weyl es [37, 38]:

Ψ0 → Ψ0,

Ψ1 → Ψ1 + a∗Ψ0,

Ψ2 → Ψ2 + 2a∗Ψ1 + a∗2Ψ0,

Ψ3 → Ψ3 + 3a∗Ψ2 + 3a∗Ψ1 + a∗3Ψ0,

Ψ4 → Ψ4 + 4a∗Ψ3 + 6a∗Ψ2 + 4a∗3Ψ1 + a∗4Ψ0.

⋆ Rotaciones nulas o transformaciones tipo II que dejan al vector k invariante

l → l + b∗m + bm∗ + bb∗k k → k,

m → m + bk m∗ → m∗ + b∗k,

con b una cantidad escalar compleja, las respectivas transformaciones de los escalares

de Weyl son:

Ψ0 → Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4,

Ψ1 → Ψ1 + 3bΨ2 + 3b2Ψ3 + b3Ψ4,

Ψ2 → Ψ2 + 2bΨ3 + b2Ψ4,

Ψ3 → Ψ3 + bΨ4,

Ψ4 → Ψ4.

⋆ Transformaciones de esṕın o tipo III, reescalan los vectores l y k y rotan a m y m∗

en el plano que generan

l → A−1l, k → Ak,

m → eiθm, m∗ → e−iθm∗.

El resultado en los escalares de Weyl es respectivamente:

Ψ0 → A−2e2iθΨ0,

Ψ1 → A−1eiθΨ1,

Ψ2 → Ψ2,

Ψ3 → Ae−iθΨ3,

Ψ4 → A2e−2iθΨ4.



3.2. EL FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE 23

Los escalares de Weyl tiene gran importancia por si mismos ya que se les puede atribuir

ciertas interpretaciones, por ejemplo Szekeres [39] hace la descomposción del tensor de

Weyl en términos de bivectores,

Uab = −lam
∗
b + lbm

∗
a,

Vab = kamb − kbma,

Wab = mam
∗
b − mbm

∗
a − kalb − kbla,

como:

Cabcd = Ψ0UabUcd + Ψ1(UabWcd + WabUcd) + Ψ2(VabUcd + UabVcd + WabWcd)(3.30)

+Ψ3(VabWcd + WabVcd) + Ψ4VabVcd,

y les asocia un significado, por ejemplo, el escalar Ψ4 representa una onda transversa en

la dirección k, el escalar Ψ3 representa la componente longitudinal de la onda y el Ψ2

el potencial Coulombiano los términos Ψ0 y Ψ1 representan componentes transversas y

longitudinales en la dirección l.

El tensor de Weyl puede determinarse completamente en términos de los cinco escalares

Ψa y son además, una forma de estudiar en la clasificación de Petrov. Si consideramos que

es posible hacer transformaciones en la tétrada de tal forma que podemos hacer todos,

excepto Ψ4 cero 1, entonces bajo transformaciones de tipo II podemos hacer Ψ0 cero si

escogemos el parámetro b como solución a la ecuación:

Ψ0 + 4Ψ1b + 6Ψ2b
2 + 4Ψ3b

3 + Ψ4b
4 = 0, (3.31)

Que tiene cuatro ráıces que corresponden a las direcciones principales. Esta es la escencia

de la clasificación de Petrov.

• Petrov Tipo I: Todas las ráıces son distintas, al hacer Ψ0 = 0, y al hacer una rotación

de tipo I se puede hacer Ψ4 = 0.

• Petrov Tipo II: Dos ráıces coinciden, con una rotación de tipo II se puede hacer

Ψ0 = 0 = Ψ1 y al hacer una rotación de tipo I se puede hacer Ψ4 = 0.

• Petrov Tipo D: Una pareja de ráıces que coinciden, con una rotación de tipo II y

una de tipo I se puede hacer Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0.

• Petrov Tipo III: Tres ráıces coinciden, con una rotación tipo II se puede hacer

Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = 0 y después una rotación de tipo I para hacer Ψ4 = 0.

1Transformaciones de este estilo pueden hacerse siempre y cuando el espacio tiempo sea diferente al

de Minkoski
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• Petrov Tipo N: Todas las ráıces coinciden, con una rotación de tipo II se puede

tomar Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0 con Ψ4 el único escalar diferente de cero.

La clasificación basada en las posibles soluciones de la ecuación (3.31) es equivalente a la

caracterización del tensor de Weyl en términos de las direcciones nulas principales k [40],

con la propiedad de que:

k[eCa]bc[dk f ]k
bkc = 0 ⇔ Ψ0 = 0. (3.32)

Los paréntesis [] indican antisimetrización y hay a lo mas cuatro de tales vectores. En

espacios tipo D y III hay una dirección principal adicional l que no se obtiene por trans-

formaciones de Lorentz de l y satisface la condición:

l[e Ca]bc[d lf ]l
blc = 0 ⇔ Ψ4 = 0. (3.33)

y una caracterización completa es la siguiente que se encuentra en las referencias [40, 41]:

k[eCa]bc[d k f ]k
bkc = 0 ⇔ Ψ0 = 0, Ψ1 6= 0, (3.34)

Cabc[dkf ]k
bkc = 0 ⇔ Ψ0 = Ψ1 = 0, Ψ2 6= 0, (3.35)

Cabc[dkf ]k
c = 0 ⇔ Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = 0, Ψ3 6= 0, (3.36)

Cabcdk
c = 0 ⇔ Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 == Ψ3 = 0, Ψ4 6= 0. (3.37)

Para las direcciones nulas principales k con multiplicidad 1,2,3 y 4 respectivamente.

En el espacio tiempo de Kerr, fijar las direcciones l y k sobre las direcciones principales,

elimina las rotaciones nulas de tipo I y II completamente [36], pero no restringe las

transformaciones de esṕın, Una forma de limitar este grado de libertad, fue propuesto por

Kinnersley [42] y se basa en escoger la apuntando hacia afuera, hacia infinito en la región

externa del agujero y adaptando la escala de la tétrada en infinito para observadores

estacionarios, es decir fijando la magnitud de l y k de tal forma que sus proyecciones

espaciales relativas a un observador estacionario tengan igual magnitud en infinito [36].

Comencemos escribiendo la métrica mediante los vectores de la tétrada como:

gµν = ηab Za (µ Zb ν), (3.38)

Para hacer la conexión con el formalismo de Newman Penrose descrito ĺıneas arriba, y las

proyecciones del tensor de Riemann, el vector Z1
µ se denota como lµ y Z2

µ como kµ, los

vectores Z3
µ como mµ y su vector conjugado Z4

µ como m∗µ, Los coeficientes espinoriales

se definen siguiendo a Chandrasekhar [35]:
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κ = mµ lµ;ν lν = γ311, τ = mµ lµ;ν kν = γ312, (3.39)

σ = mµ lµ;ν mν = γ313, ρ = mµ lµ;ν m∗ν = γ314,

π = kµ m∗
µ;ν lν = γ241, ν = kµ m∗

µ;ν kν = γ242,

µ = kµ m∗
µ;ν mν = γ243, λ = kµ m∗

µ;ν m∗ν = γ244,

ǫ =
1

2
(kµ lµ;ν + mµ m∗

µ;ν) lν =
1

2
(γ211 + γ341),

γ =
1

2
(kµ lµ;ν + mµ m∗

µ;ν) kν =
1

2
(γ212 + γ342),

β =
1

2
(kµ lµ;ν + mµ m∗

µ;ν) mν =
1

2
(γ213 + γ343), (3.40)

α =
1

2
(kµ lµ;ν + mµ m∗

µ;ν) m∗ν =
1

2
(γ214 + γ344).

Como veremos mas adelante, las sustituciones l ↔ 1, k ↔ 2, m ↔ 3, m∗ ↔ 4 son de

gran ayuda para simplificar notación. Los escalares de Weyl los podemos encontrar con

las siguientes expresiones:

Ψ0 = −C1313, Ψ1 = −C1213,

Ψ2 = −C1342, Ψ3 = −C1242,

Ψ4 = −C2424. (3.41)

3.3 Ecuaciones de perturbación

La proyección de la derivada del tensor de Riemann en la tétrada se define como,

Rµνλτ ;σ Za
µ Zb

ν Zc
λ Zd

τ Ze
σ = Rabcd|e.

Las derivadas direccionales las escribimos como:

D = lµ ∂µ, ∆ = kµ ∂µ, δ = mµ ∂µ, (3.42)

Para obtener las ecuaciones de perturbación, se comienza con las identidades de Bianchi

y la definición del tensor de Riemann.

Rµνλτ ;σ + Rµνσλ ;τ + Rµντσ ;λ = 0, (3.43)

y

Rσµνλ Za
σ = Za µ;νλ − Za µ;λν , (3.44)
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estas ecuaciones, al proyectarse sobre la tétrada nula se transforman en ecuaciones para

los escalares de Weyl, por ejemplo, consideremos la proyección de la identidad de Bianchi

42[21|4]

0 = R4221|4 + R4242|1 + R4214|2, (3.45)

= C4221|4 +
1

2
(η42R21|4 + η21R42|4 − η22R41|4 − η41R22|4) −

1

6
(η42η21 − η42η22)R

+C4214|2 +
1

2
(η41R42|2 + η24R42|2 − η21R44|2 − η44R21|2) −

1

6
(η41η24 − η44η21)R

+C4242|1 +
1

2
(η44R22|1 + η22R44|1 − η24R42|1 − η12R24|1) −

1

6
(η44η22 − η42η22)R,

= C4221|4 + C4242|1 +
1

2
η12(R42|4 − R44|2). (3.46)

Utilizando la definición de derivada extŕınseca, aplicada a la componente C4221 se encuen-

tra que:

C4221|4 = C4221,4 − ηnm(γn44Cm221 + γn24C4m21 + γn24C42m1 + γn14C422m) (3.47)

= C4221,4 − η12(−2αΨ3 + 3λΨ2 − ρΨ4)

= δ∗Ψ3 − η12(−2αΨ3 + 3λΨ2 − ρΨ4)

De la misma manera

C4242|1 = −DΨ4 − η12(4ǫΨ4 − 4πΨ3), (3.48)

utilizando las ecuaciones de Einstein escritas en la tétrada:

Rab = K(Tab − ηabη
12(T12 − T34)) (3.49)

K = 8π, con las componentes:

R42|4 = KT42|2, (3.50)

R44|1 = KT44|2.

en la ecuación (3.46) se obtiene:

C4221|4 + C4242|1 +
1

2
η12(T42|4 − T44|2) = 0, (3.51)

En donde nuevamente, al expresar T42|4 − T44|2 en términos de los coeficientes espinores

como:

T42|4 − T44|2 = δ∗Tkm∗ − ∆Tm∗m∗ − η12(−σ∗Tkk + λTlk − 2νTlm∗) (3.52)

+λTmm∗ + (µ∗ + 2γ − 2γ∗)Tm∗m∗ + 2(τ ∗ − α)Tkm∗ , (3.53)
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Se llega a:

(δ∗ + 2 η12 (α + 2 π)) Ψ3 − (D − η12 (ρ − 4 ǫ)) Ψ4 − 3 η12 λ Ψ2 = (3.54)

−η12
K

2
((δ∗ + 2 η12 (α − τ ∗)) Tk m∗ − (∆ + η12 (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) Tm∗ m∗

−η12 λ Tl k + η12 σ∗ Tk k + 2η12 ν Tl m∗ − η12 λ Tmm∗) . (3.55)

La proyección para la identidad 42[43|2] queda como [35]:

(∆ + 2 η12 (2 µ + γ)) Ψ3 − (δ + η12 (4 β − τ)) Ψ4 − 3 η12 ν Ψ2 (3.56)

= η12
K

2
((∆ + 2η12 (µ∗ + γ)) Tk m∗ − (δ∗ + η12 (2α + 2β∗ − τ ∗)) Tk k

−η12 ν Tl k − η12 ν Tm m∗ − η12 ν∗ Tm∗ m∗ + 2η12 λ Tk m) , (3.57)

Mientras que la proyección del tensor de Riemann R2424:

Ψ4 + (∆ + η12 (µ + µ∗ + 3γ − γ∗)) λ − (δ∗ + η12 (3α + β∗ + π − τ ∗)) ν = 0, (3.58)

Como veremos mas adelante, utilizaremos para derivar la ecuación de perturbación para

el escalar Ψ4, las proyecciones 42[13|2]:

(∆ + 3η12 µ) Ψ2 − (δ + 2η12 (β − τ)) Ψ3 − η12 σ Ψ4 − 2η12 ν Ψ1 = (3.59)

η12
K

2
(− (D − η12 (ρ∗ − 2ǫ − 2ǫ∗)) Tk k (3.60)

+ (δ + 2η12 (β + π∗)) Tk m∗ − η12 λ∗ Tm∗ m∗ + 2η12 π Tk m (3.61)

−1

3
(∆ + 3η12 µ) Tl k +

1

3
(∆− 3η12 µ) Tm m∗

)

,

y la proyección 42[13|4]:

(δ∗ + 3η12 π) Ψ2 − (D − 2η12 (ρ − ǫ)) Ψ3 − η12 κ Ψ4 − 2η12 λ Ψ1 (3.62)

= η12
K

2
(− (D − 2 η12 (ρ∗ − ǫ)) Tk m∗ (3.63)

+ (δ − η12 (2α∗ − 2β − π∗)) Tm∗ m∗ − η12 κ∗ Tk k − 2η12 µ Tl m∗ (3.64)

−1

3
(δ∗ − 3η12 π) Tl k +

1

3
(δ∗ + 3η12 π) Tm m∗

)

.

Además de las siguientes combinaciones de las proyecciones del tensor de Riemann R1242−
R3442:

(∆ + η12 (µ∗ − γ∗)) α− (δ∗ + η12 (β∗ − τ∗)) γ + η12 (λ (β + τ) − ν (ρ+ ǫ)) + Ψ3 = 0, (3.65)

La proyección R2421

Ψ3+(∆ + η12 (µ+ γ − γ∗)) π−(D + η12 (3ǫ+ ǫ∗)) ν+η12 (µ τ∗ + λ (π∗ + τ))+η12
K

2
Tk m∗ = 0,

(3.66)
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la identidad R2443

−Ψ3+(δ∗ + η12 (α+ β∗ + π)) µ−(δ − η12 (α∗ − 3β)) λ−η12 πµ
∗+η12 (ρ− ρ∗) ν+η12

K

2
Tk m∗ = 0.

(3.67)

Las relaciones de conmutación entre operadores resultan ser de gran interés, pues nos servirán

para reducir las ecuaciones, en particular la siguiente:

[δ∗,∆] = η12 (−νD − (α+ β∗ − τ∗) ∆ + λ δ + (µ∗ + γ − γ∗) δ∗) . (3.68)

Para los espacios tiempo tipo D podemos escoger la tétrada que está alineada con las direcciones

principales, los escalares de Weyl salvo Ψ2 son cero, además, los coeficientes espinores κ, σ, ν y

λ son cero.

Las ecuaciones de perturbación se siguen al sustituir las variables por su valor más un término

de perturbación, denotada por el supeŕındice (1), es decir al tomar F → F +F (1) para todas las

cantidades de la ecuación (3.55):

(δ∗ + 2 η12 (α+ 2π)) Ψ3
(1) − (D− η12 (ρ− 4 ǫ)) Ψ4

(1) − 3 η12 λ
(1) Ψ2 (3.69)

= −η12
K

2

(

(δ∗ + 2 η12 (α− τ∗)) T (1)
k m∗ − (∆ + η12 (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) T (1)

m∗ m∗

)

.

de la expresión (3.57)

(∆ + 2 η12 (2µ+ γ)) Ψ3
(1) − (δ + η12 (4β − τ)) Ψ4

(1) − 3 η12 ν
(1) Ψ2 (3.70)

= η12
K

2

(

(∆ + 2η12 (µ∗ + γ)) T (1)
k m∗ − (δ∗ + η12 (2α+ 2β∗ − τ∗)) T (1)

k k

)

,

y de (3.58)

Ψ4
(1) + (∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) λ(1) − (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + π − τ∗)) ν(1) = 0. (3.71)

En donde se han considerado únicamnete términos a primer orden. Sustituyendo las ecuaciones

(3.60) y (3.63) se obtiene:

∆Ψ2 = −3 η12 µΨ2; δ∗ Ψ2 = −3 η12 πΨ2, (3.72)

Si en la ec. (3.71) se actua sobre Ψ2:

(∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) λ(1) Ψ2 − (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) ν(1) Ψ2 = −Ψ2 Ψ4
(1).

(3.73)

y si se hace actuar el operador (∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)), sobre la ecuación (3.70), y el
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operador (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)), sobre la ecuación (3.71) y restarlas se tiene:

((∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) (δ∗ + 2 η12 (α+ 2π))

− (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (∆ + 2 η12 (2µ+ γ))) Ψ3
(1) −

((∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) (D − η12 (ρ− 4 ǫ)) (3.74)

− (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (δ + η12 (4β − τ))) Ψ4
(1) − 3 η12 Ψ2 Ψ4

(1) =

−η12
K

2

(

(∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗))
(

(δ∗ + 2 η12 (α− τ∗)) T (1)
k m∗

− (∆ + η12 (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) T (1)
m∗ m∗

)

+ (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (3.75)
(

(∆ + 2η12 (µ∗ + γ)) T (1)
k m∗

− (δ∗ + η12 (2α+ 2β∗ − τ∗)) T (1)
k k

))

, (3.76)

en donde se ha utilizado la ecuación (3.73). Al sustituir la regla de conmutación (3.68), los

operadores que actúan sobre Ψ3
(1) se cancelan de modo que se obtiene una ecuación para Ψ4

(1):

((∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) (D− η12 (ρ− 4 ǫ)) (3.77)

− (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (δ + η12 (4β − τ)) − 3 η12 Ψ2) Ψ4
(1)

= −η12
K

2

(

(∆ + η12 (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗))
(

(δ∗ + 2 η12 (α− τ∗)) T (1)
k m∗ (3.78)

− (∆ + η12 (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) T (1)
m∗ m∗

)

+ (δ∗ + η12 (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (3.79)
(

(∆ + 2η12 (µ∗ + γ)) T (1)
k m∗ − (δ∗ + η12 (2α+ 2β∗ − τ∗)) T (1)

k k

))

, (3.80)

Los términos de fuente, pueden escribirse como:

T4 = T̂ k k T (1)
k k + T̂ k m∗

T (1)
k m∗ + T̂ m∗ m∗

T (1)
m∗ m∗ . (3.81)

El siguiente paso es escribir esta ecuación en un sistema de coordenadas en particular. En el sigu-

iente caṕıtulo nos centraremos en el caso de un agujero negro de Shcwarzschild en coordenadas

tipo Kerr-Schild, que son regulares a través del horizonte de eventos.



Caṕıtulo 4

Perturbaciones al agujero negro de

Schwarzschild

Los primeros estudios sobre perturbaciones de agujeros negros estaban enfocados en demostrar

su estabilidad. Para atacar el problema Regge y Wheeler derivaron las ecuaciones que describen

un agujero negro deformado en 1957 [43]. En principio, esto puede hacerse utilizando perturba-

ciones a primer orden en la métrica, de la forma (3.1). Después de insertar este ansatz en las

ecuaciones de Einstein, se encuentra que las perturbaciones de un agujero negro de Schwarzschild

pueden dividirse en dos clases independientes. La primera induce un arrastre del sistema de ref-

erencia y se conoce como perturbaciones axiales o impares [44]. La segunda clase, corresponde

a perturbaciones que permanecen invariantes ante un cambio de signo del angulo azimutal φ y

son llamadas perturbaciones polares o pares. Ambas ecuaciones tienen la forma de la ecuación

de Schrödinger con un potencial efectivo de corto alcance correspondiente a una única barrera

de potencial, esto quiere decir que el problema de perturbaciones de un agujero negro es muy

parecido al problema de dispersión por un potencial en Mecánica Cuántica.

Existe otra forma de estudiar perturbaciones para el agujero negro de Schwarzschild. Esta se

basa en el formalismo de tétradas nulas, que resulta ser un método muy poderoso al tratar con

radiación es espacios tiempo asintóticamente planos; este formalismo fue utilizado por Bardeen

y Press [32] para escribir una ecuación maestra que describe los campos de radicación para el

agujero de Schwarzschild y mas tarde por Teukoslky para el agujero negro de Kerr [45]. Por

supuesto ambos enfoques son equivalentes, aunque demostrar la equivalencia no es trivial, una

demostración se encuentra en el art́ıculo de Chandrasekhar [46].

Las coordenadas de tipo Kerr-Schild son muy utilizadas en la comunidad de relatividad numérica

porque en una superficie con t constante son regulares y penetran en el horizonte lo que resulta

conveniente para imponer condiciones de frontera o para hacer excisión [47]. Para el caso de

Schwarzschild se conocen como coordenadas de Eddington-Finkelstein. El elemento de ĺınea es:

ds2 = −
(

1 − 2M

r

)

dt2 + 4
M

r
dt dr +

(

1 +
2M

r

)

dr2 + r2 dΩ2., (4.1)

31
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Se escoge la tétrada como:

lµ =
1

2

(

1 +
2M

r
, 1 − 2M

r
, 0, 0

)

, kµ = (1,−1, 0, 0) , mµ =
1√
2 r

(0, 0, 1, i csc θ) ,

(4.2)

Los coeficientes espinores:

µ =
1

r
, ρ =

r − 2M

2 r2
, ǫ = − M

2 r2
,

α =
cot θ

2
√

2 r
, β = −α , Ψ2 =

M

r3
. (4.3)

Al sustituir directamente en la ecuación de perturbación (3.80) se obtiene la siguiente expresión

para el escalar perturbado Ψ4:
[

�Ψ
tr + �θ φ

]

Ψ4
(1) = 2K r2 T4 . (4.4)

en donde

�Ψ
tr = −

(

r2 + 2M r
) ∂2

∂t2
+
(

r2 − 2M r
) ∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+ 2 (2 r + 3M)

∂

∂t
(4.5)

+6 (r −M)
∂

∂r
+ 4,

�θϕ =
∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
+ cot θ

∂

∂θ
− 4 i

cos θ

sin2 θ

∂

∂φ
− 2

1 + cos2 θ

sin2 θ
. (4.6)

La forma expĺıcita de los operadores definidos por las ecuaciones (3.81) para la fuente toman

la forma:

T̂ k k = − 1

2 r2
ð̄−1 ð̄0 , (4.7)

T̂ k m∗

= −
√

2

r

(

∂

∂t
− ∂

∂r
− 3

r

)

ð̄−1 , (4.8)

T̂ m∗ m∗

= −
(

∂2

∂t2
− 2

∂2

∂t∂r
+

∂2

∂r2
− 6

r

(

∂

∂t
− ∂

∂r

)

+
4

r2

)

, (4.9)

con los operadores “eth” y “eth-bar” [34, 48], definidos como:

ðs = −
(

∂

∂θ
+ i csc θ

∂

∂φ
− s cot θ

)

≡ ð0 + s cot θ , (4.10)

ð̄s = −
(

∂

∂θ
− i csc θ

∂

∂φ
+ s cot θ

)

≡ ð̄0 − s cot θ , (4.11)

El sub́ındice s indica que actúan sobre una cantidad de peso de esṕın s 1, estos operadores,

1Los escalares de Newman Penrose, tienen un peso conforme c y un peso de esṕın s si bajo las

transformaciones de tipo III

l̃µ = λ−1lµ, k̃µ = λkµ, m̃µ = eiθmµ, (4.12)

Los escalares se transforman como:

T̃ = λ−cei sθT. (4.13)
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sirven para definir los armónicos con peso de esṕın Ys
l,m(θ, ϕ) como las funciones propias del

operador �θφ

�θϕ Y−2
l,m = ð̄−1 ð−2 Y−2

l,m = − (l − 1) (l + 2) Y−2
l,m . (4.14)

Las funciones (4.14) estan definidas sobre la esfera y forman una base completa en el espacio

de funciones continuas y están definidas sólo para el caso |s| ≤ l. Cuando el operador ð actúa

sobre los armónicos, les sube el peso de esṕın

ðs Ys
l,m =

√

(l − s) (l + s+ 1)Ys+1
l,m , (4.15)

mientras que el operador ð̄, les baja el peso de esṕın.

ð̄s Ys
l,m = −

√

(l + s) (l − s+ 1)Ys−1
l,m , (4.16)

Para resolver la ecuación de perturbación, resulta conveniente trabajar con la función Φ = r Ψ4,

que se espera tiene un comportamiento constante en las regiones lejanas del agujero negro, de

acuerdo al teorema de peeling [33]. La ecuación de perturbación queda de la siguiente forma:
[

�Φ
tr + �θ φ

]

Φ = 2K r3 T4 . (4.17)

En donde el operador radial temporal es:

�Φ
tr = −

(

r2 + 2M r
) ∂2

∂t2
+
(

r2 − 2M r
) ∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
(4.18)

+2 (2 r +M)
∂

∂t
+ 2 (2 r −M)

∂

∂r
+ 2

M

r
.

La ecuación (4.17), junto con las definiciones de los operadores (4.7-4.9), es la ecuación para la

ecuación de perturbación de un agujero de Schwarzschild en coordenadas de Eddington Finkel-

stein con una fuente arbitraria Tµν .

4.1 Polvo en cáıda radial

Consideremos que la fuente de perturbación es un fluido perfecto tipo polvo, con un tensor de

enerǵıa momento:

Tµν = ρ uµ uν , (4.19)

con ρ la densidad de enerǵıa en reposo y uµ la cuadrivelocidad del fluido. Si se supone que el

fluido cae radialmente, entonces la cuadrivelocidad tiene la forma:

uµ =
(

u0, u1, 0, 0
)

, (4.20)

en donde, las componentes son funciones de r y t. La dinámica del fluido esta descrita por la

conservación del vector de corriente, Jµ = ρ uµ, y la ecuación de conservación para el tensor de

enerǵıa momento.

Jµ
;µ = 0 , (4.21)

T νµ
;µ = 0 . (4.22)



34CAPÍTULO 4. PERTURBACIONES AL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

Estas ecuaciones, dictan la dinámica del fluido, pero en el caso de polvo se reducen a la ecuación

de geodésicas para uµ y pueden integrarse directamente considerando la normalización de la

cuadrivelocidad uµ uµ = −1, y que el lagrangiano para part́ıculas masivas en Schwarzschild no

depende del tiempo. La coordenada t es una coordenada ćıclica asi que se tiene una cantidad

conservada E = −1
2

∂L
∂u0 . Para el movimiento radial que estamos considerando, se obtienen las

siguientes expresiones para las componentes de la cuadrivelocidad.

u1 = ±
√

E2 − 1 + 2
M

r
, u0 =

E r + 2M u1

r − 2M
, (4.23)

E constante a lo largo de la trayectoria, se considera además el signo menos en la componente

u1 pues se esta considerando que el polvo esta cayendo hacia el agujero. Para encontrar a la

densidad es necesario resolver la ecuación de continuidad (4.21)

∂t (
√−gρu0) + ∂r(

√−gρu1) = 0 . (4.24)

con
√−g el determinante de la métrica. Con las expresiones para la cuadrivelocidad (4.20),

únicamente las proyecciones a lo largo de la dirección k son no triviales, esto es:

Tk m∗ = Tm∗ m∗ = 0 , Tk k = (kµ uµ)2 ρ = (u0 + u1)2 ρ . (4.25)

Los términos fuente para la ecuación (4.17) se reducen a:

T4 = T̂ k kTk k = −(u0 + u1)2

2 r2
ð̄−1 ð̄0 ρ . (4.26)

Como ρ es una función escalar podemos descomponerla en términos de los armónicos esféricos

con peso de esṕın cero de la siguiente forma:

ρ =
∑

lm

ρl,m(t, r)Y0
l,m(θ, φ) . (4.27)

La acción de los operadores ð (4.11) actuando sobre un armónico con peso de esṕın cero, le baja

el esṕın a −2,

ð̄−1 ð̄0 Y0
l,m = −

√

l (l + 1) ð̄−1 Y−1
l,m =

√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2)Y−2
l,m . (4.28)

Con estos resultado se obtiene que los términos de fuente, para la ecuación de perturbación

tienen la forma:

T4 = T̂ k k Tk k = −(u0 + u1)2

2 r2

∑

lm

ρl,m(t, r)
√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2)Y−2
l,m . (4.29)

De esta manera es posible describir configuraciones de polvo no necesariamente esféricamente

simétricas y por lo tanto es posible producir ondas gravitacionales.

Siguiendo la ĺınea general, de utilizar como base los armónicos esféricos con peso de esṕın,

explotando que son funciones propias del operador �θφ resulta natural tomar una descomposición
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de la función Φ en términos de Y−2
l,m(θ, φ), de hecho este es un método estándar para resolver

ecuaciones diferenciales parciales.

Φ =
∑

lm

Rl,m(t, r)Y−2
l,m(θ, φ) , (4.30)

con estos resultados, es posible agrupar la ecuación de perturbación, como múltiplos de Y−2
l,m,

por lo tanto, es posible obtener una ecuación para la parte radial temporal cada modo (l,m) de

Φ:

−
(

r2 + 2M r
) ∂2Rl,m

∂t2
+
(

r2 − 2M r
) ∂2Rl,m

∂r2
+ 4M r

∂2Rl,m

∂t∂r
+

2 (2 r +M)
∂Rl,m

∂t
+ 2 (2 r −M)

∂Rl,m

∂r
+

(

2
M

r
− (l − 1) (l + 2)

)

Rl,m +

4π r3





E −
√

E2 − 1 + 2M
r

r − 2M





2

√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2) ρl,m = 0 . (4.31)

al sustituir en la ecuacion de continuidad la descomposición (4.27) la expresión expĺıcita de las

componentes de la cuadrivelocidad (4.23) se obtiene:

∂t ρl,m + vr ∂r ρl,m + 2
E2 − 1 + 3 M

2 r

r
(

E2 − 1 + 2 M
r

) vr ρl,m = 0 , (4.32)

En donde se ha sustituido la velocidad coordenada vr = dr
dt = u1

u0 .

Esta descomposición, permite estudiar cualquier distribución de polvo en cáıda radial y su

reacción gravitacional utilizando únicamente las variable radial y temporal.

Debido a la simetŕıa esférica del espacio tiempo, la ecuación de evolución es independiente del

modo m pues este da una descripción de ángulo azimutal. Podemos observar en la ecuacion

(4.31) que cada modo de materia (l.m) despierta el correspondiente modo de radiación, para

estudiar la dependencia de la onda gravitacional con la distribución de materia que la genera, se

resuelve numéricamente la ecuación de perturbación. Para resolver la ecuacion de perturbacion

se definen nuevas variables, las derivadas radiales y temporales para escribir la ecuación como

un sistema de ecuaciones, acoplado pero de primer orden. En la próxima sección se describe la

reducción a primer orden y se escribe expĺıcitamente el sistema de ecuaciones.

Descomposición a primer orden

Para comenzar, se define la función ψl,m y Πl,m en términos de las funciones Rl,m de la siguiente

forma:

Πl,m =
r + 2M

r
∂tRl,m − 2

M

r
ψl,m , (4.33)

Que corresponden a casos particulares de las definiciones usualmente utilizadas para resolver la

ecuación de onda [49]. Una vez que se sustituyen estas definiciones en la ecuación de segundo
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Figura 4.1: Se muestra la evolución de la densidad para una cáscara de polvo, cada t = 25,

y la envolvente exacta de la densidad. El pulso tiene una amplitud inicial de A0 = 10−5,

un ancho de σ = 0.5 y está centrada en r0 = 70 M .
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orden para Rl,m, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

∂tRl,m =
1

r + 2M
(rΠl,m + 2M ψl,m) , (4.34)

∂t ψl,m = ∂r

(

1

r + 2M
(rΠl,m + 2M ψl,m)

)

=
1

r + 2M
(r ∂r Πl,m + 2M ∂r ψl,m) +

2M

(r + 2M)2
(Πl,m − ψl,m) , (4.35)

∂t Πl,m =
1

r + 2M
(2M ∂r Πl,m + r ∂r ψl,m)

+
2

r (r + 2M)2
((

2 r2 + 5M r + 4M2
)

Πl,m + (r + 4M) (2 r + 3M)ψl,m

)

+

(

2
M

r3
− (l − 1) (l + 2)

r2

)

Rl,m

+4π r





E −
√

E2 − 1 + 2M
r

r − 2M





2

√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2) ρl,m , (4.36)

Éste se resuelve simultáneamente con la ecuación (4.32) para la densidad, para obtener la re-

spuesta gravitacional del agujero negro ante perturbaciones producidas por esa distribución de

materia.

Para resolver el sistema se utiliza un método Runge Kutta de tercer orden de variación total

decreciente ver sección 6.4.1.

Las condiciones de frontera que se imponen para la densidad son (ρNout = ρNout−1
) y condiciones

maximamente disipativas, esto es poniendo cero el correspondiente vector propio entrante, Πout+

ψout = 0).

Para simplificar el problema se han considerado cáscaras de polvo que pueden escribirse en

términos de los armónicos esféricos como:

ρ = ρ0,0(r, t)Y0
0,0 + ρl,m(r, t)Y0

l,m , l ≥ 2 . (4.37)

La forma espećıfica del modo ρ0,0 no importa para la respuesta gravitacional, pues contribuye

como un modo monopolar.

Como primer modelo, se considera que la densidad de materia es un pulso gaussiano, cayendo

hacia el agujero negro. Posteriormente se vaŕıa el ancho del pulso para estudiar los efectos que

tiene sobre la respuesta gravitacional, en particular estamos interesados en la forma en que la

compacidad de la cáscara despierta los modos cuasinormales del agujero negro.

4.1.1 Algunos ejemplos de acreción

Distribución tipo gaussiana

En la figura 4.2 se muestra la función de radiación Φ producida por la cáscara de fluido, medida

por tres diferentes observadores, localizados en r = 100, 150 y 200M . La señales se han super-
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Figura 4.2: Señal gravitacional producida por el pulso de la figura 4.1, medido por tres

diferentes observadores situados en r = 100 M, 150 M y 200 M . Se han trasladado las

señales en el tiempo para superponerlas y mostrar que el comportamiento de Φ es con-

stante en r, lo que demuestra un decaimiento en Ψ4 como 1/r. Las diferencias observadas

se deben a que el comportamiento de Ψ4 como inverso de r es en la región asintótica

puesto para mostrar el comportamiento constante de Φ que viene a confirmar el decaimiento

1/r para el escalar Ψ4.

Se hace el ajuste para Φ con una función de la forma e−ωi t sin (ωr t+ ϕ). Para obtener las

frecuencias cuasinormales ω = ωr, ωi. Aqúı es importante hacer un paréntesis sobre la forma

en la que se hace el ajuste, y sobre la importancia de los modos cuasinormales obtenidos de

esta manera. Primero el problema principal que queremos resolver es obtener la señal gravita-

cional producida por la caida de cáscaras de polvo hacia el agujero negro, el obtener los modos

cuasinormales se hace simplemente para confirmar que el régimen en el que se esta trabajando

efectivamente se reproducen los resultados conocidos, se ha mostrado que hay métodos mu-

cho mas poderosos para obtener las frecuencias cuasinormales con un alto grado de precisión,

por ejemplo los mostrados en las referencias [50, 51, 52, 11], de estos métodos se hablará mas

adelante. Segundo, al hacer un ajuste, es bien conocido que una regresión lineal o mı́nimos

cuadrados, depende fuertemente de que tan buena haya sido la aproximación del valor inicial

a partir del cual se hace el ajuste, si este valor esta muy alejado de la solución entonces la

bondad del ajuste se reduce. Por lo tanto, para encontrar los modos cuasinormales utilizamos el
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programa R, que es un lenguaje y entorno de programación para análisis estad́ıstico y gráfico,

de distribución libre [53]. Con esta aplicación hacemos una regresión no lineal para obtener

los valores de los modos cuasinormales, la idea de la regresión es muy sencilla, se propone una

función mediante la cual se quieren ajustar nuestros datos por medio de algunos parámetros y se

dan valores iniciales para estos parámetros, la regresión consiste en minimizar la diferencia entre

nuestros datos y la función, barriendo todos los parámetros, es una generalización del método

de mı́nimos cuadrados para ajustes lineales. Aqúı presento una t́ıpica corrida para encontrar las

frecuencias, los datos obtenidos con el código de perturbación están en el archivo “R.dat” y las

constantes a,b,c,d son los parámetros con los cuales se hace el ajuste.

datos=read.table("R.dat")

attach(datos)

x<-V1

y<-V2

nls(y ~ a*exp(b*x)*sin(c*x+d), start = list(a=50000, b=-0.08,c=0.373,

d=5000),trace =

TRUE)

a<- 1.5e+04

b<- 7.5e-02

c<- 4.0e-01

d<- 5.0e+03

y produce:

Nonlinear regression model

model: y ~ a * exp(b * x) * sin(c * x + d)

data: parent.frame()

a b c d

1.592e+04 -7.794e-02 4.107e-01 4.993e+03

residual sum-of-squares: 2.210e-07

Number of iterations to convergence: 10

Achieved convergence tolerance: 6.193e-08

La función clave de R es nls, que significa non-linear-regresion y se encarga de ajustar los

parámetros a, b, c y d de la función propuesta aexp(bx)∗sin(cx + d). En este ejemplo la tolerancia

es del orden ∼ ×10−08 y en los demás ejemplos se fija una tolerencia del mismo orden para

encontrar las constantes, b que representa el tiempo caracteŕıstico de decaimiento y c que es la

frecuencia de oscilación.

En la figura 4.4 se muestra la radiación producida por el perfil ρl,m para l = 2, 3, 4, 5 utilizando

los mismos parámetros. Las frecuencias cuasinormales correspondientes se escriben en la tabla

4.1.1, se hace una comparación con las obtenidas por Leaver en la referencia [50].
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Figura 4.3: La función Φ de la fig. 4.2 en escala logaŕıtmica. Los tiempos tempranos

t < 100, se ha omitido por claridad. Las frecuencias de oscilación fueron extráıdas en un

intervalo entre t ∼ 370 a t ∼ 470.

Tabla 4.1: Frecuencias cuasinormales. El el caso de Schwarzschild los valores son inde-

pendientes de m, por tener simetŕıa esférica.

l Calculadas Mω Leaver Mω

2 0.3734 − 0.0891 i 0.37367 − 0.08896 i

3 0.5990 − 0.0932 i 0.59944 − 0.09270 i

4 0.8055 − 0.0957 i 0.80918 − 0.09416 i
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Figura 4.4: Señal gravitacional producida por los modos l = 2, 3, 4. Todos tienen la

misma amplitud inicial, A0 = 105, el mismo ancho, σ = 0.5, y están centrados en la

misma posición, r0 = 70 M .

Un pulso con diferente ancho

Como siguiente ejemplo se estudia la respuesta gravitacional para diferentes anchos del pulso

acretante. Nos concentramos en los casos para σ = 0.5M, 1M, 1.5M, 2M , y 2.5M . La gráfica

correspondiente se muestra en la figura 4.5. El flujo de enerǵıa por unidad de tiempo esta dada

por:
dE

dt
= lim

r→∞
r2

16π

∮

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Ψ4 dt

′
∣

∣

∣

2
dΩ = lim

r→∞
1

16π

∑

l,m

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Rl,m dt′

∣

∣

∣

2
, (4.38)

en donde se ha utilizado la expansión multipolar (4.30) para Φ y la ortonormalidad de los

armónicos esféricos con peso de esṕın. La enerǵıa total emitida puede calcularse integrando en

el tiempo el flujo saliente (4.38), y los resultados para diferentes anchos del pulso se muestran

en la figura 4.6 .

Las simulaciones muestran que la respuesta del agujero negro son los modos cuasinormales de

oscilación solo cuando la fuente de la perturbación actúa durante un periodo breve de tiempo,

si la perturbación ocurre durante un periodo mayor, las señales dejan de ser los modos cuasi-

normales caracteŕısticos. Estos resultados están de acuerdo con los obtenidos previamente, por

Nagar [12, 13], y en el caso de vaćıo por [44, 54, 55, 56]. En donde se menciona que la ex-

itación de los modos cuasinormales, se induce por perfiles de curvatura cuando el tamaño de la

perturbación es comparable con el tamaño del agujero negro.

En general, la señal gravitacional tiene un estallido inicial, seguido por la fase de oscilaciones
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Figura 4.5: Señal gravitacional en escala logaŕıtmica para diferentes valores de σ. Se

muestra de izquierda a derecha σ = 1M, 1.5 M, 2 M, 2.5 M . Hay que resaltar que los

modos se despiertan conforme la cáscara se hace más compacta.
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Figura 4.6: Enerǵıa total definida como la integral (4.38) como función del ancho de la

cáscara. La integral esta evaluada sobre una esfera de radio r = 70M .

cuasinormales y termina con la cáıda caracteŕıstica conocida como tail que para el agujero negro

de Schwarzschild es de la forma t2l+3 [56].

4.2 Detección de modos cuasinormales

Los modos cuasinormales, son modos propios a los cuales un agujero negro o una estrella oscilan

cuando son excitados por perturbaciones no radiales. Se dice que los modos son cuasinormales

porque están amortiguados por la emisión de ondas gravitacionales y como consecuencia, las

frecuencias propias correspondientes son complejas. El hecho de que una estrella oscile nos es

común a todos, pues esta compuesta de materia y puede considerarse como una pelota de fluido,

sin embargo, que un agujero negro lo haga tiene algunos problemas conceptuales, después de

todo un agujero negro no es un objeto material sino una región en el espacio tiempo. Surge

naturalmente una pregunta, como es posible que oscile?. La respuesta esta al considerar las

soluciones a las ecuaciones de perturbación.

Consideremos que el agujero negro tiene una masa de M = nMJ, MJ = 1.48 × 105cm para

convertir las frecuencias a unidades f́ısicas tomamos

ν = (Mωr)
c

2π nMJ

=
32.26

n
(Mωr)kHz, (4.39)

y el tiempo caracteŕıstico de amortiguamiento es:

τ =
nMJ

Mωic
=
n 0.4937 × 10−5

Mωi
s. (4.40)
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Con estas expresiones es posible darnos una idea si la señal gravitacional emitida por un agujero

negro esta dentro del ancho de banda de los interferómetros en tierra VIRGO, LIGO, TAMA

[9, 10, 57] o dentro de los espaciales como LISA [7, 8]. El ancho de banda de LIGO/VIRGO se

extiende sobre un rango de frecuencias entre 10-40 Hz hasta algunos kHz, esto es, serán capaces

de detectar la señal emitida por agujeros negros si su masa oscila entre

10MJ . M . 103MJ, (4.41)

Correspondiente a frecuencias del orden de 12Hz∼ 1.2kHz, para los modos mas altos, por otro

lado, el rango de frecuencias al cual LISA será sensible es de 10−4 ∼ 10−1 Hz que corresponde

a agujeros negros de de masa

1.2 × 105MJ . M . 1.2 × 108MJ, (4.42)

Por ejemplo, LISA será capaz de detectar las señales emitidas por las oscilaciones producidas

por el agujero supermasivo en el centro de nuestra galaxia SGR A* cuya masa es de M =

(3.7 ± 0.2)106MJ [58].

Los modos cuasinormales son claramente sucesos que ocurren rápidamente, de hecho podemos

comparar un agujero negro con otros sistemas resonantes definiendo el factor de calidad

Q ≈ 1

2

∥

∥

∥

∥

ωr

ωi

∥

∥

∥

∥

, (4.43)

para un agujero negro de Schwarzschild, esta aproximación es del orden de l, para otro sistema,

como un estrella de neutrones Q ≈ 1, 000 [6] y el valor t́ıpico de un átomo es Q ∼ 106, un agujero

negro es un oscilador muy pequeño en comparación.

Esto nos da una idea sobre el modo fundamental al cual oscila un agujero negro, sin embargo hay

una infinidad de modos para cada valor de l, estos sobre-tonos (over-tones) como se les llama,

tienen partes imaginarias crecientes y por lo tanto tienen una vida (tiempo de amortiguamiento)

mucho menor [59].



Caṕıtulo 5

Perturbaciones al agujero negro de

Kerr

Uno de los eventos astrof́ısicos mas espectaculares es el colapso de un núcleo de una estrella muy

masiva, lo que lleva a la formación de una estrella de neutrones o un agujero negro. El resultado

del colapso depende de varios factores de la estrella progenitora como su masa, su momento

angular, su metalicidad, de su ecuación de estado, de la emisión de neutrinos o si existe una

estrella compañera.

Después de un rebote del núcleo, parte del material es expulsado y si la estrella progenitora tiene

una masa menor que 20 masas solares, el remanente es una estrella de neutrones [6], por otro

lado si la masa es mayor, la acreción remanente incrementa la masa de la estrella de neutrones-

protones llevándola por arriba de su ĺımite superior, esto tiene como resultado la formación de

un agujero negro. Si la masa de la estrella tiene una masa mayor que 45 masas solares, no hay

una explosión supernova y la estrella colapsa directamente hacia un agujero negro.

El modelo anterior esta por supesto sobresimplificado pues la metalicidad, el momento angular

del núcleo precolapsado y la presencia de una compañera, influyen notoriamente en el resultado

de colapso del núcleo.

La emisión gravitacional de la formación de un agujero negro de Kerr es la suma de dos señales,

la generada por el colapso y las oscilaciones provenientes del estad́ıo final. La señal del colapso se

produce debido al cambio de los momentos multipolares del espacio tiempo durante la transición

de un núcleo de acero o una estrella de neutrones-protones hacia el agujero negro de Kerr. Una

estrella de neutrones con rotación uniforme, tiene un momento cuadrupolar axisimétrico dado

por Q = −ak
J2

M donde ak depende de la ecuación de estado y esta en el rango 2 - 8 para los

modelos de 1.4 masas solares [19]. Esto es varias veces mas grande que el momento cuadrupolar

del agujero negro de Kerr, (que tiene ak = 1), por lo tanto la reducción del momento cuadrupolar

es la principal fuente de la señal en el colapso. Una vez que se ha formado el agujero negro,

continúa oscilando hasta que la enerǵıa de oscilación se radia y se alcanza el ĺımite del agujero

de Kerr estacionario.

45
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El problema general de los modos cuasinormales del agujero negro de Kerr se complica por el he-

cho de que el potencial efectivo depende de una manera complicada de la frecuencia de radiación

ω y el momento angular del agujero negro a. En este caṕıtulo mostraremos un método para

encontrar la señal gravitacional mediante una generalización directa del caso de Schwarzschild

mostrada en el caṕıtulo 4 basado en la descomposición en armónicos esféricos de la función de

perturbación, esto es posible por la elección de la tétrada que permite escribir la parte angular

justo como el operador cuyas funciones propias son los armónicos esféricos.

El elemento de ĺınea para el espacio tiempo de Kerr en coordenadas de Kerr-Schild es:

ds2 = −
(

1 − 2
M r

Σ

)

dt2 + 4
M r

Σ
dt dr − 4

M r

Σ
a sin2 θ dt dϕ+

(

1 + 2
M r

Σ

)

dr2 (5.1)

−2

(

1 + 2
M r

Σ

)

a sin2 θ dr dϕ+ Σ dθ2 +

(

r2 + a2 + 2
M r

Σ
a2 sin2 θ

)

sin2 θ dϕ2

en donde M y a son la masa y el momento angular por unidad de masa del agujero negro, se

ha definido Σ = r2 + a2 cos2 θ. La tétrada nula se escoge de la forma siguiente:

lµ =
1

2Σ

(

r2 + a2 + 2M r,∆, 0, 2 a
)

; kµ = (1,−1, 0, 0) ; (5.2)

mµ =
1√

2 (r − i a cos θ)
(i a sin θ, 0, 1, i csc θ) ,

con la definición de ∆ = r2 + a2 − 2M r. En la región asintótica, r → ∞, la tétrada (5.2) tiene

la forma lµ = 1
2 (1, 1, 0, 0) , kµ = (1,−1, 0, 0), que es la correspondiente al espacio tiempo plano

La elección de esta tétrada tiene importantes consecuencias en la forma de la ecuación de per-

turbación final como veremos más adelante, por ahora es suficiente decir que la diferencia esta

en escoger en el denominador el complejo conjugado de la utilizada por Teukolsky en [45, 31]

De la definición de los coeficientes espinores, se obtiene que κ = ν = σ = λ = γ = 0, y l y k son

direcciones principales, de modo

que Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0 y:

µ = 1
r−i a cos θ ; ρ = ∆

2Σ µ; ǫ = ρ− r−M
2Σ ;

π = −i a sin θ√
2Σ

; τ = i a sin θ√
2
µ2; α = cot θ

2
√

2
µ∗; β = −α∗ + τ ; Ψ2 = M µ3, (5.3)

Después de sustituir estos valores directamente en la ecuación de perturbación se obtiene la

ecuación para Ψ
(1)
4 :

− 1

2Σ
[� + �θ φ] Ψ4

(1) = −4π T4. (5.4)

en donde

� = −
(

r2 + a2 cos2 θ + 2M r
) ∂2

∂t2
+ ∆

∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+ 2 a

∂2

∂r∂φ
+

2 (2 r + 3M + 2 i a cos θ)
∂

∂t
+ 6 (r −M)

∂

∂r
+ 4 (5.5)

�θφ =
∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
+ cot θ

∂

∂θ
− 4 i

cos θ

sin2 θ

∂

∂φ
− 2

1 + cos2 θ

sin2 θ
. (5.6)
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Hay que resaltar la forma simple en que el operador que actúa sobre Ψ4
(1). El operador �θφ,

dado por la ecuación (5.6), es exactamente el mismo que para el caso de Schwarzschild (4.6).

En lo subsecuente, consideraremos únicamente vaćıo T4 = 0.

Como en el caso de Schwarzschild, utilizamos la función: Φ1 = r Ψ4
(1), pues tiene un compor-

tamiento constante en las regiones lejanas del agujero negro. La ecuación final de perturbación

es:

− 1

2 rΣ
[�1 + �θ φ] Φ1 = 0. (5.7)

En donde únicamente se ha transformado el operador radial:

�1 = −
(

r2 + a2 cos2 θ + 2M r
) ∂2

∂t2
+ ∆

∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+ 2 a

∂2

∂r∂φ
+

2 (2 r +M + 2 i a cos θ)
∂

∂t
+ 2

(

2 r −M − a2

r

)

∂

∂r
− 2

a

r

∂

∂φ
+ 2

M r + a2

r2
.(5.8)

Esta ecuación (5.7), describe la evolución de una perturbación inicial, su acreción y dispersión

como onda gravitacional. Hay que resaltar que al ser el operador angular, el mismo que en el

caso de Schwarzschild podemos descomponerlo como lo hicimos en el caṕıtulo 4 , en términos

de los operadores ð y ð̄

�θφ = ð̄−1 ð−2, (5.9)

lo que nos permite utilizar como base los armónicos esféricos con peso de esṕın para representar

la función Φ1. Este es un enfoque diferente al utilizado comúnmente [60], pues en resultados

previos, como en [50, 31] se utilizaba una ecuación cuya parte angular no era la adecuada para

hacer esta descomposición, en vez de esto se hacen expansiones sobre los armónicos esferoidales,

que involucran al parámetro de rotación a en su definición. El utilizar los armónicos esféricos

nos permite escribir la constante de separación (entre la parte angular y radial-temporal) ex-

actamente y no es un parámetro mas a determinar para encontrar los modos cuasinormales

[50, 11, 59, 61]. Esta descomposición nos permite utilizar un enfoque nuevo para estudiar la

ecuación de perturbación para el agujero negro de Kerr.

5.1 Descomposición en armónicos esféricos

La descomposición en armónicos esféricos para la función Φ1 es:

Φ1 =
∑

lm

Rl,m(t, r)Y−2
l,m(θ, φ). (5.10)

El momento más bajo de las ondas gravitacionales es el cuadrupolar, de modo que, l ≥ 2. Los

armónicos son funciones propias del operador angular (4.14) y son también funciones propias

del operador derivada en la dirección azimutal:

∂

∂φ
Y−2

l,m(θ, φ) = imY−2
l,m(θ, φ), (5.11)
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Al sustituir la expresión (5.10) en la ecuación (5.7) se obtiene:

∑

lm

Y−2
l,m
[

−
(

r2 + a2 cos2 θ + 2M r
)

∂2

∂t2
+ 4M r ∂2

∂t∂r + 2 (2 r +M + 2 i a cos θ) ∂
∂t+

∆ ∂2

∂r2 + 2
(

2 r −M − a2

r + i am
)

∂
∂r − 2 ima

r + 2M r+a2

r2 − (l − 1) (l + 2)
]

Rl,m = 0.(5.12)

En donde aún hay dos términos angulares, cos2 θ y cos θ. Si proyectamos esta ecuación para

obtener los coeficientes Rl,m, debemos multiplicar por Ȳ l′,m′

−2 = Y2
l′,−m′

, e integrar sobre el

ángulo sólido:

∑

lm

∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m
[

−
(

r2 + 2M r
)

∂2

∂t2
+ ∆ ∂2

∂r2 + 4M r ∂2

∂t∂r + 2 (2 r +M) ∂
∂t

+2
(

2 r −M − a2

r + i am
)

∂
∂r − 2 ima

r + 2M r+a2

r2 − (l − 1) (l + 2)
]

Rl,m

−a2
∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m cos2 θ ∂2

∂t2
Rl,m + 4 i a

∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m cos θ ∂

∂tRl,m = 0.(5.13)

Al expandir la suma y despejar los coeficientes con funciones angulares, utilizando que los

armónicos son ortonormales, se obtiene:

0 =
∑

lm

δl,l′ δm,m′

[

−
(

r2 + 2M r
) ∂2

∂t2
+ ∆

∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+ 2 (2 r +M)

∂

∂t

+ 2

(

2 r −M − a2

r
+ i am

)

∂

∂r
− 2a im

r
+ 2

M r + a2

r2
− (l − 1) (l + 2)

]

Rl,m

−a2 ∂2

∂t2
Rl,m

∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m cos2 θ + 4 i a

∂

∂t
Rl,m

∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m cos θ.(5.14)

y por lo tanto,

0 =

[

−
(

r2 + 2M r
) ∂2

∂t2
+ ∆

∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+ 2 (2 r +M)

∂

∂t

+ 2

(

2 r −M − a2

r
+ i am

)

∂

∂r
− 2 im

a

r
+ 2

M r + a2

r2
− (l − 1) (l + 2)

]

Rl′,m′

−
∑

lm

a2 ∂2

∂t2
Rl,m

∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m

(

4

3

√

π

5
Y0

2,0 +
1

3

)

(5.15)

+2 i a
∂

∂t
Rl,m

∮

dΩY2
l′,−m′

Y−2
l,m 4

√

π

3
Y0

1,0,

En donde se han utilizado las definiciones:

cos2 θ =
4

3

√

π

5
Y0

2,0 +
1

3
; cos θ = 2

√

π

3
Y0

1,0. (5.16)
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La ecuación de perturbación toma la forma:
[

−
(

r2 + 2M r +
a2

3

)

∂2

∂t2
+ ∆

∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+ 2 (2 r +M)

∂

∂t

+ 2

(

2 r −M − a2

r
+ i am

)

∂

∂r
− 2 im

a

r
+ 2

M r + a2

r2
− (l − 1) (l + 2)

]

Rl′,m′

−
∑

lm

4

3

√

π

5
a2 ∂2

∂t2
Rl,m

∮

Y2
l′,−m′

Y−2
l,m Y0

2,0 dΩ (5.17)

+8 i a

√

π

3

∂

∂t
Rl,m

∮

Y2
l′,−m′

Y−2
l,m Y0

1,0 dΩ = 0.

Las integrales angulares se resuelven utilizando los śımbolos de Wigner 3 − lm descritos en

[24, 62]:

∮

Y l,−m
2 Y l′,m′

−2 Y 1,0
0 dΩ =

√

3
4π δm,m′

[

Bl,m δl,l′−1 + 2m
l(l+1) δl,l′ +Bl+1,m δl,l′+1

]

(5.18)

∮

Y l,−m
2 Y l′,m′

−2 Y 2,0
0 dΩ =

3

4

√

5

π
δm,m′

[

Al+2,m δl,l′−2 + 16
m

(l + 2) l
Bl+1,m δl,l′−1 (5.19)

+
2 (l + 4)(l − 3)(l(l + 1) − 3m2)

3 (2l + 3)(l + 1)(l)(2l − 1)
δl,l′ + 16

m

(l + 1)(l − 1)
Bl,m δl,l′+1 +Al,m δl,l′−2

]

De esta manera se obtiene una descripción para cada modo, en términos de la variables r − t

para las perturbaciones gravitacionales en el espacio tiempo de Kerr.

−a2Al+2,m ∂tt Rl+2,m − 4 aBl+1,m

(

4 a m
(l+2) l∂tt − i ∂t

)

Rl+1,m + �l,mRl,m−

4 aBl,m

(

4 a m
(l+1) (l−1)∂tt − i ∂t

)

Rl−1,m − a2Al,m ∂ttRl−2,m = 0, (5.20)

Utilizando las siguientes definiciones:

Al,m =
1

l (2l − 1) (l − 1)

√

(l − 2)(l − 3)(l + 2)(l + 1)(l +m)(l +m− 1)(l −m)(l −m− 1)

(2l + 1)(2l − 3)
,

Bl,m =
1

l

√

(l − 2)(l + 2)(l +m)(l −m)

(2l + 1)(2l − 1)
,

�l,m = −
(

r2 + 2M r +
a2

3

[

1 + 2
(l + 4) (l − 3) (l (l + 1) − 3m2)

(2l + 3) (l + 1) l (2l − 1)

])

∂2

∂t2
+ ∆

∂2

∂r2

+4M r
∂2

∂t∂r
+ 2

(

2 r +M + 4 i a
m

l(l + 1)

)

∂

∂t
+ 2

(

2 r −M − a2

r
+ i am

)

∂

∂r

−2 im
a

r
+ 2

M r + a2

r2
− (l − 1) (l + 2) .

Las constantes que se obtienen de los simbolos de Wigner tienden a un ĺımite finito, lim
l→∞

Al,m =

1
4 , lim

l→∞
Bl,m = 1

2 .
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Como el escalar de Weyl es complejo preferimos trabajar con dos funciones reales, definimos:

Rl,m = +Rl,m + i−Rl,m (5.21)

y considerando que las partes real e imaginaria de los operadores de evolución, ec. (5.20), se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de segundo orden para la parte real e imaginaria de

Rl,m:

−a2Al+2,m ∂tt
±Rl+2,m − 4 aBl+1,m

(

4 a m
(l+2) l∂tt

±Rl+1,m ± ∂t
∓Rl+1,m

)

(5.22)

∓2 am
(

4
(l+1) l∂t + ∂r − 1

r

)

∓Rl,m − 4 aBl,m

(

4 a m
(l+1) (l−1)∂tt

±Rl−1,m ± ∂t
∓Rl−1,m

)

+r�l,m
±Rl,m − a2Al,m ∂tt

±Rl−2,m = 0,

En donde el operador r�l,m se define como:

r�l,m = −
(

r2 + 2M r + a2

3

[

1 + 2 (l+4) (l−3) (l (l+1)−3m2)
(2l+3) (l+1) l (2l−1)

])

∂2

∂t2
+ ∆ ∂2

∂r2 (5.23)

+4M r ∂2

∂t∂r + 2 (2 r +M) ∂
∂t + 2

(

2 r −M − a2

r

)

∂
∂r + 2M r+a2

r2 − (l − 1) (l + 2) .

Utilizando los armónicos esféricos con peso de esṕın, se ha obtenido un sistema de ecuaciones que

no tiene dependencia angular expĺıcita, únicamente las partes radiales y temporales entran en

juego, el precio que tenemos que pagar es que los modos no evolucionan de manera independiente,

sino que estan acoplados de manera no trivial.

Como las ondas gravitacionales comienzan con el modo cuadrupolar, el l mas bajo es 2 y los

modos R1,m, R0,m, son cero por construcción.

Los modos radiales, temporales en el sistema de ecuaciones (5.23), estan acoplados con sus dos

vecinos cercanos, tanto hacia arriba como hacia abajo en el valor de l pero únicamente por medio

de los operadores temporales, mediante coeficientes que son independientes de las coordenadas,

esto implica que el acople desaparece en regiones lejanas al agujero, el coeficiente de segundas

derivadas temporales en r�l,m tiene un término de r2, al dividir toda la ecuacion por r2 y

se toma el ĺımite, el acople desaparece, incluso el acople entre las partes real e imaginaria se

anula para valores grandes de r. En esa región, la ecuación dominante para un modo Rl,m es

r�l,mRl,m = 0, evaluada en ese ĺımite, mas adelante mostraremos que en nuestras simulaciones

este es precisamente el comportamiento de la función Φ1. Hay que notar que en el caso a = 0 los

modos se desacoplan y únicamente tenemos, lo que llamamos la parte principal de la ecuación

r�(l,m)Rl,m = 0. que es consistente con los resultados obtenidos para el caso de Schwarzschild.

5.2 Formulación a primer orden

Siguiendo el procedimiento para resolver la ecuación de onda, que utilizamos en caṕıtulos ante-

riores, definimos las funciones:
±Ψl,m = ∂r

±Rl,m, (5.24)
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y
±Πl,m = ∂t

±Rl,m + β ±Ψl,m, (5.25)

donde β es una función arbitraria de r, esta función, en el caso de Schwarzschild, esta relacionada

directamente con el vector de corrimiento, en este caso, dejaremos a β como una función diferente

para cada modo. Estas definiciones conducen a las siguientes expresiones para las derivadas

temporales:

∂t
±Rl,m = ±Πl,m − β ±Ψl,m, (5.26)

∂t
±Ψl,m = ∂r

(±Πl,m − β ±Ψl,m

)

, (5.27)

∂tt
±Rl,m = ∂t

±Πl,m − β ∂r

(±Πl,m − β ±Ψl,m

)

. (5.28)

Al sustituir en la ecuación (5.23), se obtienen las siguientes ecuaciones de primer orden:

[(T1, T2, T3, T4, T5)∂t + (c1, c3, c5, c7, c9, )∂r]















±Πl+2,m
±Πl+1,m
±Πl,m
±Πl−1,m
±Πl−2,m















(5.29)

+
[

(c2, c4, c6, c8, c10)∂r + (S1, S3, S7, S12, S14)
]















±Ψl+2,m
±Ψl+1,m
±Ψl,m
±Ψl−1,m
±Ψl−2,m















+(0, S2, S6, S11, 0)















∓Πl+2,m
∓Πl+1,m
∓Πl,m
∓Πl−1,m
∓Πl−2,m















+ (0, S4, S8, S13, 0)















∓Ψl+2,m
∓Ψl+1,m
∓Ψl,m
∓Ψl−1,m
∓Ψl−2,m















+S5
±Πl,m + S9

±Rl,m + S10
∓Rl,m = 0,

que es la ecuación final de primer orden, en donde hemos definido los siguientes coeficientes

T1 = −a2Al+2,m, T2 = −16 a2Bl+1,m
m

(l+2) l ,

T3 = −
(

r2 + 2M r + a2

3

[

1 + 2 (l+4) (l−3) (l (l+1)−3m2)
(2l+3) (l+1) l (2l−1)

])

,

T4 = −16 a2Bl,m
m

(l+1) (l−1) , T5 = −a2Al,m

con los siguientes grupos

c1 = −T1β, c2 = T1 β
2, c3 = −T2 β, c4 = T2 β

2, c5 = T3 (4M r − β) ,

c6 = T3

(

β2 − 4M r β + ∆
)

c7 = −T4β, c8 = T4 β
2, c9 = −T5 β, c10 = T5 β

2,

(5.30)
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y

S1 = T1 β ∂rβ, S2 = ∓4 aBl+1,m, S3 = T2 β ∂rβ, S4 = ±4 aBl+1,m β, S5 = 2 (2 r +M) T3,

S6 = ∓8 a m
(l+1) l T3, S7 =

[

(β − 4M r) ∂rβ − 2 (2 r +M) β + 2
(

2 r −M − a2

r

)]

T3,

S8 = ∓2 am
(

1 − β 4
(l+1) l

)

T3, S9 =
(

2M r+a2

r2 − (l − 1) (l + 2)
)

T3, S10 = ±2ma
r T3,

S11 = ∓4 aBl,m, S12 = T4 β ∂rβ, S13 = ±4 aBl,m β, S14 = T5 β ∂rβ.

El perfil de las ondas gravitacionales en un espacio tiempo de Kerr, aśı como las frecuencias

cuasinormales son bien conocidas, ver por ejemplo [56, 63, 64, 65, 66], aśı que tenemos mu-

chos resultados con los cuales comparar los obtenidos con el enfoque propuesto, aunque se ha

mostrado que una manera muy eficiente de calcular los modos cuasinormales es trasladarse al

dominio de frecuencias, el mismo Teukolsky lo hizo de esta forma [31]. Para obtener el perfil de

la onda gravitacional es mejor trabajar en el dominio del tiempo, y se han construido códigos

bidimensionales para resolverla numéricamente [64, 65]. Tomaremos estos resultados como ref-

erencia para verificar el rango de validez de nuestro enfoque propuesto. Este procedimiento nos

ayudará para entender el papel que juega cada modo como función de la perturbación inicial.

El sistema de ecuaciones es, en principio, un sistema infinito que involucra todos los valores

posibles de l ≥ 2, para resolverlo es necesario cortarlo en algun punto, proponemos hacerlo

hasta que el operador r�l,m actúa sobre el modo máximo que queremos resolver, de otro modo

el procedimiento da un sistema sobre determinado, con mas ecuaciones que incógnitas, este

efecto se debe únicamente a que estaŕıamos tratando correcciones de los demás modos como si

fuera realmente la evolución de ese modo.

5.3 Evolución en 2 dimensiones

Como se mencionó anteriormente, para comparar los resultados obtenidos resolviendo el sistema

de ecuaciones radiales-temporales entre modos, se adapto un código como el de [63, 67, 68] para

resolver la ecuación de perturbación en dos dimensiones, aunque en esa referencia se resuelve

para la función (r−ia cos θ)4 Ψ4
(1), mientras que nosotros lo hacemos para Φ1 = rΨ4

(1) de modo

que hay diferencias entre las ecuaciones utilizadas, por eso repasamos el enfoque y escribimos las

ecuaciones nuevamente. Primero, se asume que la solución a la ecuación (4.17) puede expresarse

en términos de los modos azimutales:

Φ1 =
∑

m

ei m φ Sm(r, θ, t). (5.31)

Para cada modo m se tiene la siguiente ecuación:
[

−
(

r2 + a2 cos2 θ + 2M r
)

∂2

∂t2
+ ∆ ∂2

∂r2 + 4M r ∂2

∂t∂r + ∂2

∂θ2

+2 (2 r +M + i a cos θ) ∂
∂t + 2

(

2 r −M − a2

r + i am
)

∂
∂r + cot θ ∂

∂θ

+ 2
(

M r+a2

r2 − i a m
r

)

− m2−4m cos θ+2 (1+cos2 θ)
sin2 θ

]

Sm = 0. (5.32)
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Como la función Sm es compleja, definimos sus partes real e imaginaria de la forma siguiente:

Sm = S+ + iS−, (5.33)

y se obtienen las ecuaciones:

P+S+ − P−S− = 0,

P+S− + P−S+ = 0.

En donde P+ y P− se refieren a las partes real e imaginaria del operador en la ecuación (5.32).

Para obtener un sistema de primer orden se definen las variables Π± como:

Π± = ∂tS± + b+ ∂rS±, (5.34)

con

b =
1

Σ + 2Mr

(

−2Mr +
√

(2Mr)2 + ∆(Σ + 2Mr)
)

. (5.35)

En términos de la nuevas variables, Π+,Π− la ecuación de perturbación (5.32) puede reescribirse

como:

∂tΠ± = c1∂rΠ± + c2∂rS+ ± c3∂rS∓ − c4Π± ± c5Π∓ − c6S± ± c7S∓ + Oθ,φS±,

∂tS± = Π± − b ∂rS±,

Con las siguientes definiciones

c1 = − 1

Σ

(

2Mr +
√

((2Mr)2 + ∆(Σ + 2Mr))
)

c2 = b+c4 +
2(2r2 −Mr − a2)

(Σ + 2Mr)r
+ c1b

′
+

c3 = − 2am

Σ + 2Mr
− c5b+

c4 = −2(2r +M)

Σ + 2Mr

c5 = − 4a cos θ

Σ + 2Mr

c6 =
r2m2 csc2 θ − 2(Mr − a2)

r2(Σ + 2Mr)
+

2(1 + cos2 θ)− 4m cos θ

sin2 θ(Σ + 2Mr)

Oθ φ =
1

Σ + 2Mr
∂θθ +

Σ + 2Mr
∂θ

b′ = db/dr. Es interesante mencionar que la ecuación (5.32) es muy similar a la ecuación que

se obtiene en la ref. [64, 68]. Los perfiles de las ondas gravitacionales, obtenidas con este

método son las que utilizan como referencia para comparar las que se obtienen con el enfoque

unidimensional, que algunas veces llamaremos descomposición armónica.
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5.4 Evolución para la componente radial

Para resolver la ecuación (5.30), es necesario resolver el sistema de ecuaciones para cada modo y

esto implica resolver un sistema acoplado, cada miembro de la forma de la ecuación (5.30) Para

resolver este sistema se extendió el código utilizado para resolver la ecuación de perturbación

para el caso de Schwarzschild del caṕıtulo anterior [69]. Hay que resaltar que al resolver para

un coeficiente de la expansión (5.10) estamos resolviendo realmente para seis funciones, por

ejemplo, para el caso mas sencillo de (lmax = 2) el modo ±R20, el sistema consta de la parte

real e imaginaria del modo, además de las funciones auxiliares ±Π20,
±Ψ20, formadas por sus

respectivas partes real e imaginaria, eso nos da las seis funciones. El siguiente paso es resolver

para dos modos, por ejemplo R20 y R30 en cuyo caso se tendrán 12 funciones incógnitas, si

se considerasen tres modos entonces se tendŕıan 18 variables acopladas. Hay una complicación

adicional, en la ecuación (5.30) hay factores multiplicando las derivadas temporales de los

coeficientes Rlm por lo que no es posible aislarlos en un simple despeje, para hacerlo, se escribe

el sistema en forma matricial y luego se despeja el vector de incógnitas multiplicando por la

matriz inversa, el procedimiento, aplicado a dos modos es como sigue:

Supongamos que queremos resolver para los modos R2,m y R3,m, que llamaremos modelo 2 var,

tendremos dos ecuaciones acopladas de la forma (5.30) con el vector

~u = (±R2,m,
±R3,m,

±Π2,m,
±Π3,m,

±Ψ2,m,
±Ψ3,m). Se construye una matriz cuadrada de 12×12

cuyas entradas son los coeficientes dados por (5.30), y se obtiene un sistema de ecuaciones de

tipo:

M∂t ~u+A∂r ~u+B ~u = 0, (5.36)

Al multiplicar por la inversa de M es posible despejar el vector ∂t~u muy conveniente para

resolverlo utilizando el metodo de ĺıneas,

Al tomar en cuenta tres modos, R2,m, R3,m y R4,m, modelo 3 var, el vector de incógnitas aumenta

en seis por lo que tendrá dimensión 18, en la siguiente sección mostraremos con algunos ejemplos

que los resultados concuerdan bastante bien con los obtenidos con la solución en dos dimensiones.

5.5 Ejemplos

En esta sección se muestran los perfiles de las ondas gravitacionales, aśı como los modos cuasi-

normales obtenidos mediante la descomposición armónica y se comparan con los resultados

obtenidos con el código bidimensional.

5.5.1 Datos iniciales con l=2

El primer ejemplo que se propone para probar la aproximación armónica, consiste en tomar

inicialmente un modo l = 2, y resolver la ecuación (5.30), con la parte radial descrita por

una función gaussiana de la forma g(r) = A exp(−(r − r0)/σ
2), la parte angular corresponde
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a un armónico esférico con peso de esṕın Y 2,0
−2 con derivada temporal cero. Los valores de las

constantes son: A = 5 × 10−3, r0 = 20M , σ = 0.5.

Para el caso en dos dimensiones, se toma el mismo tipo de perturbación radial, el dato inicial

es:

S+(r, θ, t = 0) = g(r)Y 20
−2(θ), (5.37)

con

Y 20
−2(θ) =

1

8

√

30

π
sin2(θ), (5.38)

Para tener el mismo perfil inicial, con derivada temporal cero para el modo R20, Π+ debe

satisfacer:

Π+ = b+∂rS+, (5.39)

De esta forma aseguramos que el dato inicial es el mismo en ambos casos.

La masa del agujero negro es M = 1 y consideramos dos casos genéricos del parámetro de

rotación del agujero negro, a = 0.2 y 0.9. Para hacer una comparación directa entre ambos

enfoques, es necesario proyectar la señal S+ con el armónico 2Y
20(θ), para obtener el correspon-

diente 2dR20:
2dR20 =

∮

S+(r, θ)Y ∗20
−2 (θ) dΩ, (5.40)

En la figura 5.1 se grafica la señal medida por un observador localizado en r = 70M obtenida

con la descomposicón armónica y se grafica la proyección (5.40).

Como puede verse, la señal obtenida con la descomposición armónica difiere muy poco de la

obtenida con el procedimiento en dos dimensiones, de hecho, al mirar la diferencia entre los

máximos de ambas señales es menor al 3% [70].

Un ejemplo en el que se ve un acople mayor entre los modos es poniendo la misma perturbación

radial y un armónico l = 2 y m = 2, los resultados están en la figura 5.2, en este caso la

contribución de los modos mas altos, es evidente, conforme aumentamos el número de modos,

se tiende a la señal obtenida con el enfoque bidimensional.

5.5.2 Datos iniciales con dos modos con diferente l

Como siguiente ejemplo, consideramos datos iniciales cuya dependencia angular esta descrita

por una combinación de dos modos l = 2 and l = 3. El problema se hace más complicado

incrementando el valor del parámetro de rotación del agujero a a = 0.999. Como cualquier

perturbación puede describirse en términos de los armónicos esfericos, este ejemplo nos da cierta

idea sobre el comportamiento general de la interacción de los modos que inicialmente se des-

pertaron. Tomamos un caso sencillo en el que el dato inicial se descompone en dos modos de

la forma R20 = gr(r) = R30, por simplicidad mantendremos que la derivada temporal es cero

inicialmente. Para el caso bidimensional, el dato inicial es de la forma:

S+(r, θ, t = 0) = g(r)
(

−2Y
∗20(θ) + −2Y

∗30(θ)
)

, (5.41)
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Figura 5.1: Se presenta la señal gravitacional para dos valores del parámetro de rotación

del agujero negro a = 0.2 y a = 0.9. En el primer panel se muestra la onda medida por

un observador en r = 70M , en escala logaŕıtmica para a = 0.2, en el segundo panel se

muestra el caso para a = 0.9
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Figura 5.2: La señal presentada es equivalente a la figura 5.1, solo que aqúı la perturbación

inicial corresponde a un modo l = 2 y m = 2.



58 CAPÍTULO 5. PERTURBACIONES AL AGUJERO NEGRO DE KERR

50 100 150 200 250 300t

0.0 φ
 1

2d

50 100 150 200 250 300
t

-1

0

1

R
20

2d
1 var

50 100 150 200 250 300
t

-1

0

1

R
30

2d
1 var

Figura 5.3: El primer cuadro muestra la señal producida por el código axial, el observador

esta localizado en r = 80M , en el plano θ = π/2 el momento angular por unidad de masa

del agujero es a = 0.999. En los cuadros de abajo están las proyecciones de la misma

señal en los armónicos Y20 y Y30 y los resultados obtenidos mediante la descomposición

armónica en 1d (2 var).

con derivada temporal igual a la ecuación (5.39).

La proyección de la señal está graficada en la figura 5.3. Hay que resaltar que aún con el

acople entre modos, somos capaces de describir correctamente la evolución de cada modo con la

descomposción armónica en 1d, lo que permite decir que este enfoque es un buen candidato para

conocer la evolución de un modo sin necesidad de resolver la ecuación completa de perturbación

para Sm.



Caṕıtulo 6

Métodos numéricos en

Hidrodinámica

Una de las metas más importantes en astrof́ısica es modelar diversos fenómenos para entenderlos

y poder predecir diferentes eventos. Entre estos fenómenos está la acreción de materia hacia

agujeros negros y la interacción entre dos agujeros negros. Aunque la métrica es dinámicamente

importante en el problema de interacción de agujeros negros, puede considerarse como fija en

el problema de acreción. Una pieza clave en el ejemplo de acreción es la evolución de las

variables del fluido, que bajo ciertas simplificaciones, evolucionan de acuerdo a las ecuaciones

de hidrodinámica relativista, que forman un sistema de leyes de balance hiperbólicas que son

fuertemente no lineales y exhiben formación de choques. Para simular la evolución de estos

fluidos, se han propuesto muchos métodos numéricos, incluyendo diferencias finitas [71], métodos

pseudo espectrales [72], SPH (smooth particle hydrodynamics)[73, 74] y varios métodos de alta

resolución para la captura de choques [75]. Aunque cada uno de estos métodos tiene sus propias

ventajas, los que más atención han captado en años recientes son los métodos de alta resolución

para la captura de choques, basados en el esquema de Godunov [76, 77], los métodos ENO

(essentially non-oscillatory)[78], y esquemas centrales [79, 80].

La aplicación de los métodos de alta resolución para la captura de choques (HRSC, por sus

siglas en inglés) causó un gran impacto en la hidrodinámica relativista, porque tienen un alto

orden de exactitud, una descripción estable y precisa de las discontinuidades y convergen a la

solución f́ısicamente correcta, propiedades básicas que le son requeridas a un método numérico

aceptable. En este caṕıtulo se presenta una revisión de los métodos de alta resolución son

conservativos y tiene la propiedad de describir correctamente soluciones discont́ınuas, que son

tratadas consistentemente y automáticamente cuando aparecen en un flujo.

59
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6.1 Leyes de Conservación

Consideremos las funciones vectoriales ui, bi y Aij una matriz de m×m, todas funciones de las

variables (x, t)1. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de la forma:

∂tui +Aij∂xuj + bi = 0, (6.1)

se dice que fuertemente es hiperbólico en un punto (x, t) si Aij tiene m valores propios λ1, λ2...λm

y un conjunto correspondiente de m vectores propios linealmente independientes k
(1)
i , k

(2)
i ...k

(m)
i .

Se dice que el sistema es estrictamente hiperbólico si sus valores propios son todos distintos.

Si las componentes de la matriz Aij son todas constantes al igual que las componentes bj,

entonces el sistema es lineal con coeficientes constantes[81]. Si bi depende linealmente de ui el

sistema es lineal y si los coeficientes de la matriz Aij son funciones de ui se dice que el sistema

es cuasilineal. Finalmente, si bi = 0 el sistema es homogéneo.

Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales constituye un sistema de leyes de conservación

si puede escribirse de la forma:

∂tui + ∂xfi(uj) = 0. (6.2)

A ui se le conoce como vector de las variables conservadas, y a fi(uj) como el vector de flujos,

Nótese que cada componente fi depende del todos los vectores ui.

Si denotamos como Qij al jacobiano del vector de flujos

Qij :=
∂fi

∂uj
, (6.3)

podemos escribir la ley de conservación (6.2) como un sistema cuasilineal de la forma:

∂tui +Qij∂xuj = 0, (6.4)

6.1.1 Problema de Cauchy

Estudiar la evolución en el tiempo de las cantidades ui consiste en resolver un problema de

valores iniciales, es decir se debe encontrar una función ui solución de (6.2) y que satisfaga:

ui(x, 0) = u0i(x). (6.5)

donde u0i(x) es una función conocida a priori. Una caracteŕıstica fundamental de este problema

es que en general no existen soluciones clásicas (de tipo C1) a partir de un cierto tiempo finito

aunque la condición inicial sea suave. Para permitir soluciones discontinuas se tiene que ampliar

el espacio de soluciones para incluir aquellas funciones que satisfagan la ley de conservación en

el sentido de distribuciones, es decir, aquellas que verifican:
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

(

ui
∂φ

∂t
+ fi

∂φ

∂x

)

dx dt +

∫ ∞

−∞
ui(x, 0)φ(x, 0) dx = 0. (6.6)

1Por simplicidad lo haremos para el caso de una dimensión temporal y una espacial, la generalización

a más dimensiones espaciales es inmediata.
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para cualquier función φ(x, t) de clase C1 con soporte compacto en (−∞,∞) × [0,∞). Esta

condición es equivalente a pedir que la solución satisfaga la versión integral de la ley de conser-

vación. Con esta condición, se incluyen en el espacio de soluciones aquellas funciones ui que son

cont́ınuas por pedazos y son llamadas soluciones débiles de la ecuación diferencial.

6.1.2 El problema de Riemann

El problema de Riemann consiste en resolver una ecuación diferencial parcial con datos iniciales

discont́ınuos. Para el caso de una dimensión, la ley de conservación tiene la forma:

∂tu+ ∂xf(u) = 0, (6.7)

con datos iniciales discont́ınuos:

A continuación y a manera de ejemplo, resolveremos el problema de Riemann para las ecuaciones

de advección y Burgers sin viscosidad, por el método de las caracteŕısticas, esta técnica es muy

útil porque constituye la base de los métodos de alta resolución y su generalización a mas

dimensiones es inmediata.

Ecuación lineal de advección

La ecuación de advección es la forma mas simple de una ley de conservación. La solución es

una función ui que corresponde a los datos iniciales, propagándose con velocidad constante. El

problema de Riemann para esta ecuación tiene la forma:

∂tu+ ∂x(au) = 0, (6.8)

u0(x) =

{

uL si x < 0,

uR si x > 0.
(6.9)

En donde a una constante. Resolver este problema por el método de las caracteŕısticas es

encontrar aquellas curvas en el plano (x, t) sobre las cuales la función u es constante, por ejemplo,

si consideramos una curva parametrizada por τ que satisface:

dx

dτ
= a, y

dt

dτ
= 1, (6.10)

Al derivar u a lo largo de estas curvas, tendremos:

du

dτ
=

dt

dτ
∂tu+

dx

dτ
∂xu (6.11)

= ∂tu+ a∂xu (6.12)

= 0, (6.13)

es decir, u es constante a lo largo de esta curva, de hecho, podemos escribir:

dx

dt
=

dx
dτ
dt
dτ

= a, (6.14)
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que implica, después de integrar con respecto a t

x = at+ x0, (6.15)

lo que corresponde a una familia de ĺıneas rectas en el plano (x, t) con pendiente a y que pasan

por x0.

Al sustituir x0 de (6.15) en u0(x0) tendremos que la solución u(x, t) es:

u(x, t) = u0(x− at) =

{

uL si (x− at) < 0

uR si (x− at) > 0.
(6.16)

La solución al problema de Riemann para la ecuación de advección es el perfil inicial u0

propagándose con velocidad a. La discontinuidad en x = 0 se mueve con esa misma veloci-

dad. Es importante señalar que esta solución tiene las mismas propiedades sin importar el valor

relativo entre uL y uR, algo que no ocurre en el caso que estudiaremos a continuación

Ecuación de Burgers

La ecuación de Burgers es otro ejemplo de ley de conservación. El problema de Riemann consiste

en la siguiente ecuación:

∂tu+ ∂x

(

u2

2

)

= 0 (6.17)

con las mismas condiciones iniciales que para la ecuación de advección 6.9.

La solución a la ecuación de Burgers se obtiene fácilmente por el método de las caracteŕısticas,

primero escribámosla de la forma equivalente:

∂tu+ u∂xu = 0, (6.18)

que tiene una forma parecida a la ecuación de advección, solo que la velocidad de propagación

es la propia función u. Las curvas caracteŕısticas son:

dx

dτ
= u, y

dt

dτ
= 1. (6.19)

Repitiendo el procedimiento utilizado para la ecuación de advección

du

dτ
=

dt

dτ
∂tu+

dx

dτ
∂xu (6.20)

= ∂tu+ u∂xu (6.21)

= 0, (6.22)

se obtiene:
dx

dt
=

dx
dτ
dt
dτ

= u, (6.23)

que implica, integrando con respecto a t, ya que u es constante,

x = ut+ x0, (6.24)
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una familia de rectas con pendiente u.

La recta que contiene el punto (0, 0) sirve para separar las rectas que tienen diferente pendiente,

esto es claro ya que la velocidad es uL ó uR si están a la izquierda o a la derecha. Se tendrá

un comportamiento diferente que depende del valor relativo de los datos iniciales, consideremos

como caso genérico que uL > uR. Las rectas que están a la izquierda de la que contiene al

origen tienen velocidad λ(uI) y las que están a la derecha tienen una velocidad λ(uR). 2 Las

caracteŕısticas de la derecha intersectan a las caracteŕısticas de la izquierda como se muestra en

la figura 6.1. En la región de intersección la función u no sera univaluada pues la información

de distintos puntos de los datos iniciales se propagó para llegar a un mismo destino.

La solución se puede escribir como

u(x, t) =

{

uL si x− st < 0,

uR si x− st > 0.
(6.25)

en donde s es la velocidad de la recta que propaga la discontinuidad x = 0. Puede mostrarse

que s para la ecuación de Burgers es

s =
1

2
(uL + uR). (6.26)

Esta solución discont́ınua es una onda de choque y satisface la condición

λL > s > λR, (6.27)

con λL y λR las velocidades caracteŕısticas de la ecuación (λL = uL y λR = uR para la ecuación

de Burgers) La expresión (6.27) se conoce como condición de entroṕıa y sirve para decidir cuando

una solución es f́ısicamente aceptable, pues es equivalente a resolver una ecuación con soluciones

cont́ınuas (ecuaciones con viscosidad y por lo tanto sin discontinuidades).

Las ondas de choque en el aire son pequeñas capas de transición que separan cambios en las

variables f́ısicas, como presión, densidad, y temperatura, estas capas son del mismo orden de

magnitud que el camino libre medio de las moléculas (∼ 10−7 m) y por lo tanto matemáticamente

se pueden tratar como discontinuidades, es por esta razón que a las discontinuidades que aparecen

en el flujo se llaman choques.

Consideremos ahora el caso en el que uL < uR. En contraposición al caso anterior, en donde las

caracteŕısticas se intersectan, existe una región en donde no hay caracteŕısticas, existe una zona

de vaćıo en donde la información de los datos iniciales no puede transmitirse, como consecuencia,

la solución pierde unicidad. La solución es directamente:

u(x, t) =

{

uL si x− st < 0,

uR si x− st > 0.
(6.28)

2Como estamos trabajando en el plano x − t la velocidad es el inverso de la pendiente, velocidad =

λ(uR) = uR y λ(uL) = uL.
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Figura 6.1: En el caso uL > uR, tenemos cruce de caracteŕısticas en el plano (x, t). La

recta a ĺıneas corresponde al choque. La solución deja de ser univaluada.

sin embargo, en este caso no se satisface la condición de entroṕıa (6.27), y resulta ser inestable

ante perturbaciones. La solución f́ısica se obtiene expresando la discontinuidad inicial como un

ĺımite de una función cont́ınua y resolviendo la ecuación resultante ref. [82], la solución es:

u(x, t) =











uL si x− λLt < 0,

x/t si λL < x/t < λR,

uR si x− λRt > 0.

(6.29)

Esta solución se conoce como onda de rarefacción y es una solución t́ıpica en los sistemas

hiperbólicos no lineales.

La solución completa al problema de Riemann para la ecuación de Burgers consiste en una onda

de choque si en los datos iniciales son uL > uR ecuación (6.25) o una onda de rarefacción,

expresión (6.29) si uL < uR. Mas adelante veremos que esta estructura servirá para evaluar el

flujo en las interfaces al resolver numéricamente la ecuación de Burgers.

6.1.3 Sistema de ecuaciones con coeficientes constantes

Consideremos ahora el problema de Riemann para un sistema de leyes de conservación de la

forma

∂tui +Aij∂xuj = 0 (6.30)
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Figura 6.2: En el caso uL < uR, tenemos una zona de vaćıo donde la solución no está

definida uńıvocamente.

en donde Aij es una matriz con coeficientes constantes, con valores propios reales y un conjunto

completo de vectores propios que satisfacen la condición inicial:

ui =

{

uL
i si x < 0

uR
i si x > 0.

(6.31)

Queremos encontrar el valor de las funciones ui por el método de las caracteŕısticas tal como

lo hicimos en los casos anteriores, para ello notamos que al poseer un conjunto completo de

vectores propios, podemos escribir a la matriz Aij como:

Aij = Kik(Iλ)klKlj, (6.32)

en donde Kik es la matriz cuyas columnas son los vectores propios de Aij e (Iλ)kl es la matriz

diagonal que tiene por elementos los valores propios deAij . Si definimos las funciones wi = Kijuj

(conocidas como eigencampos) y multiplicamos las ecuaciones (6.30) por Kij tendremos:

0 = Kij∂tuj +KijAjk∂xuk (6.33)

= Kij∂tuj +KijKjm(Ik)mlKlk∂xuk (6.34)

= ∂tKijuj + (Ik)il∂xKlkuk, (6.35)

= ∂twi + (Ik)il∂xwl, (6.36)

ya que las matrices Kij son constantes y KijKjm = I(k)im.

El resultado de esta transformación es que problema de Riemann se escribe en términos de los
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eigencampos de la siguiente forma:

∂twi + λi∂xwi = 0, (6.37)

λi son los valores propios de Aij y los datos iniciales

w0
i (x) =

{

wL
i si x < 0

wR
i si x > 0,

(6.38)

que corresponde a un conjunto de m ecuaciones de advección desacopladas. La solución al

problema de Riemann para cada función wi es:

wi(x, t) = w0
i (x− λit) =

{

wL
i si (x− λit) < 0

wR
i si (x− λit) > 0.

(6.39)

Para un punto dado (x, t) hay un valor propio λk tal que λk <
x
t < λk+1 esto es x− λit > 0 ∀ i

tal que i ≤ k, aśı que es posible escribir la solución en términos de las variables originales como:

u(x, t) =

k
∑

i=1

βik
(i) +

m
∑

i=k+1

αik
(i) (6.40)

donde k es el valor máximo de los sub́ındices i para los cuales x− λit > 0, ver figura 6.3.

La expresión ui = Kijwj se utiliza para recuperar el valor de ui, una vez que se han resuelto las

ecuaciones de advección para el vector de variables caracteŕısticas wi, escrito expĺıcitamente es:

u1 = w1k
(1)
1 + w2k

(2)
1 + ...+ wmk

(m)
1

.

ui = w1k
(1)
i + w2k

(2)
i + ...+ wmk

(m)
i

.

um = w1k
(1)
m + w2k

(2)
m + ...+ wmk

(m)
m

y en orden por columnas.















u1

.

ui

.

um















= w1

















k
(1)
1

.

k
(1)
i

.

k
(1)
m

















+ w2

















k
(2)
1

.

k
(2)
i

.

k
(2)
m

















+ ... + wm

















k
(m)
1

.

k
(m)
i

.

k
(m)
m

















y escrito en forma compacta queda como:

ui =

m
∑

j=1

wjk
(j)
i (6.41)
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que es la expansión de ui en los vectores propios k
(j)
i . La solución ui(x, t) se obtiene al sustituir

wi(x, t) = w
(0)
i (x− λit).

Si asumimos que el sistema es fuertemente hiperbólico, entonces podemos ordenar sus valores

propios como: λ1 < λ2 < ...λm.

La estructura de la solución del problema de Riemann en el plano x− t consiste de m ondas que

emanan del origen, una para cada valor propio λi. Cada onda λi transporta una discontinuidad

de ui propagándose con velocidad λi. Naturalmente la solución a la izquierda de la onda λ1 es el

estado inicial uL
i y hacia la derecha de la onda λm es uR

i, la solución al problema de Riemann,

consiste en encontrar la expresión de ui para las regiones entre λ1 y λm.

Los eigenvectores k
(i)
j son linealmente independientes aśı que podemos expandir los estados

constantes derecho e izquierdo como combinaciones lineales de ellos:

uL
j =

m
∑

i=1

αik
(i)
j , uR

j =
m
∑

i=1

βik
(i)
j , (6.42)

Para un punto dado (x, t) hay un valor propio λk tal que λk <
x
t < λk+1 esto es x− λit > 0 ∀ i

tal que i ≤ k. La solución al problema de Riemann en términos de las variables originales es:

uj(x, t) =
k
∑

i=1

βik
(i)
j +

m
∑

i=k+1

αik
(i)
j , (6.43)

donde k es el valor máximo de los sub́ındices i para los cuales x− λit > 0.

6.1.4 Discretización en volúmenes finitos

Las discontinuidades en la solución de una ecuación diferencial, causan dificultades computa-

cionales para los esquemas en diferencias finitas porque la ecuación deja de ser válida cerca

de las discontinuidades, debido a que las derivadas no están bien definidas. Un planteamiento

alternativo, basado en la forma integral de ecuación son los métodos de volumen finito.

Los métodos de volúmenes finitos en una dimensión, están basados en la forma integral de la

ecuación:

∂tu+ ∂xf(u) = 0. (6.44)

para resolverla numéricamente debemos aproximar u mediante una aproximación discreta un
i .

Donde i y n representan la posición de la aproximación, tanto en espacio como en tiempo.

Los valores aproximados son modificados a cada paso de tiempo por el flujo a través de de las

orillas de las celdas y el problema principal es determinar las funciones de flujo numéricas, que

aproximan a los flujos basados en los promedios sobre dichas celdas.
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Figura 6.3: Estructura de las velocidades caracteŕısticas λi para la solución de un sistema

con coeficientes constantes, k es el valor máximo tal que λk ≤ 0.

Supongamos que ∆xi, denota el tamaño de una malla en la dirección x. Denotamos también a Ii
como el intervalo de longitud ∆x centrado alrededor del punto xi es decir Ii = [xi −∆xi/2, xi +

∆xi/2]. El valor promedio de u en el intervalo Ii es simplemente:

û(x, t) =
1

|Ii|

∫

Ii

u(ξ, t)dξ =
1

∆x

∫ x+∆x/2

x−∆x/2
u(ξ, t)dξ. (6.45)

Si se promedia la ecuación (6.44) sobre Ii se obtiene:

0 =
1

∆x

∫ x+∆x/2

x−∆x/2
∂tu(ξ, t)dξ +

1

∆x

∫ x+∆x/2

x−∆x/2
∂ξf(u(ξ, t))dξ (6.46)

= ∂tû(x, t) +
1

∆x
[f(u(x+ ∆x/2, t)) − f(u(x− ∆x/2, t))].

Si definimos Fi− 1

2

(u(t)) como una aproximación a f(u(x − ∆x/2, t)) obtenida a partir de los

datos discretos ui podemos escribir:

∂tui(t) = − 1

∆x
[Fi+1/2(u(t)) − Fi−1/2(u(t))]. (6.47)

Integrando la ecuación (6.47) en el intervalo de tiempo t+ ∆t se obtiene:

û(x, t+ ∆t) = û(x, t) − 1

∆x

∫ t+∆t

t
[Fi+1/2(u(τ)) − Fi−1/2(u(τ))] dτ. (6.48)
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Con la expresión (6.48) se calculan los promedios de la celda en un tiempo t + ∆t a partir del

promedio de las celdas en un tiempo t.

Los algoritmos para resolver la ecuación (6.44) son de dos tipos: impĺıcitos y expĺıcitos. Un

algoritmo impĺıcito relaciona datos en un nivel temporal n + 1 a los otros datos desconocidos

en el mismo tiempo n + 1 aśı como los datos conocidos en tiempos previos, estos métodos

t́ıpicamente requieren la inversión de una matriz o alguna otra operación igualmente costosa, lo

que hace que puedan ser demasiado lentos. En un algoritmo expĺıcito se obtienen los datos a un

nivel de tiempo n+1 en términos de de los datos conocidos en tiempos anteriores, son estos tipos

de métodos los que consideraremos a detalle. Para métodos expĺıcitos, hay una restricción f́ısica

sobre el tamaño del paso temporal. Esta restricción se conoce como la condición de Courant-

Friedrich-Lewy (CFL). La condición CFL dice que el dominio de dependencia numérico de u

debe contener a su dominio de dependencia f́ısico, si no fuera aśı, resultaria imposible para la

aproximación numérica converger a la solución exacta, pues en cada refinamiento de la malla,

habŕıa información f́ısica que queda fuera del dominio de dependencia numérico. La violación

de la condición CFL produce t́ıpicamente oscilaciones numéricas, la restricción usualmente se

escribe en términos del espaciamiento de la malla como

∆t ≤ c∆x (6.49)

donde c es el número de Courant que depende del algoritmo utilizado asi como de los datos un.

Un algoritmo expĺıcito escrito en forma conservativa, que actualiza la solución de un tiempo tn

al siguiente nivel tn+1 basado en (6.48) es:

un+1
j = un

j − ∆t

∆x

(

f̂(uj+1/2, t) − f̂(uj−1/2, t)
)

, (6.50)

donde f̂ es una función de flujos numéricos consistente con la función real de flujo, es decir

f̂(u, u, ..u) = f(u).

Aśı mismo un
j es una aproximación del promedio de u(x, t) dentro de la celda numérica Ij

un
j ≈ 1

Ij

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, t), (6.51)

y los flujos numéricos:

f̂j+1/2 =
1

∆t

∫ tn+1

tn
Fi+1/2(u(τ))τ, (6.52)

6.1.5 Estabilidad, convergencia y consistencia

El decir que un método numérico es estable, es decir que dados unos datos iniciales espećıficos,

la evolución calculada por el método produce resultados f́ısicos. Si un método es convegente,

quiere decir que la diferencia entre la solución calculada y la solución continua se reduce cuando

se incrementa la resolución numérica. Hay dos tipos de error que son de interés, el primero es
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el error local de truncamiento, que dada una solución exacta a la ecuación diferencial u, el error

local de truncamiento σ esta dado por:

σ(t+ ∆t, x) = |u(t+ ∆t, x) − ũ(t+ ∆t, x)|, (6.53)

donde ũ(t + ∆t, x) se calcula mediante un método numérico utilizando los datos iniciales. El

error local de truncamiento puede estimarse incluso si no se conoce la solución exacta y por eso

es útil para probar si una aproximación numérica es buena.

Un método es consistente si el error local de truncamiento tiende a cero conforme el espaci-

amiento en la malla ∆x tiende a cero. Se dice que un método lineal tiene convergencia de orden

p si existe una constante Cσ tal que:

|σ(t, x)| ≤ Cσ(∆x)p, (6.54)

para todos los espaciamientos de la malla ∆x < (∆x)0.

El otro error de importancia es el error global, que esta dado por:

e(t) = |u(t, x) − ũ(t, x)|, (6.55)

donde ũ(t, x) se calcula utilizando el metodo numerico sobre el rango t ∈ [t0, t] utilizando los

datos iniciales u(t0, x). Un método se dice que es convergente si el error global tiende a cero

para cualquier t fijo conforme el espaciamiento de la malla tiende a cero, sin embargo como la

solución exacta no se conoce generalmente, se dice que un método es convergente si el error

entre soluciones calculadas numéricamente a diferentes resoluciones tiende a cero. El teorema

de equivalencia de Lax muestra que para un método lineal y ecuaciones lineales, consistencia

y estabilidad son condiciones necesarias y suficientes para la convergencia. Para ecuaciones no

lineales el teorema de Lax Wendroff dice que si la solución converge, entonces convergerá a la

solución débil de las ecuaciones.

La estabilidad de un método numérico lineal se comprueba utilizando el análisis de Von Newman,

en donde el dato inicial se descompone en sus modos de Fourier y la evolución de cada modo es

estudiada individualmente mediante un paso en la evolución. Los modos no interactúan debido

a la linealidad del método, la idea es escribir a uj como una onda monocromática:

uj = Cme
2πı mj

N , (6.56)

con m el número de onda, j la posición espacial y N el número de puntos en la malla, se puede

expresar en términos del factor de amplificación g:

un
j = gneıφj , (6.57)

con φ = 2πm/N , el método es linealmente estable si |g| < 1 para todo φ. Para muchos métodos

numéricos esta condición da el número CFL. No es posible aplicar el análisis de estabilidad a

métodos no lineales, debido principalmente a la interacción entre los diferentes modos de Fourier,

sin embargo, el teorema de Godunov enuncia que cualquier método lineal no sera monótono si
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es de orden mayor que uno en precisión, aunque existen condiciones de estabilidad no lineal,

para esto se necesitan introducir algunos conceptos adicionales.

Un método numérico se dice que preserva la monotonicidad si, para una ley de conservación

escalar con datos iniciales crecientes (decrecientes) sobre un dominio espacial infinito, la solución

es monótona creciente (decreciente) para todo tiempo, esto previene oscilaciones espurias, pero

esta condición puede ser muy restrictiva para muchos casos y no cubre aquellos datos iniciales

que no son monótonos.

La variación total de una función escalar discreta se define como:

TV(u) = Σj|uj+1 − uj |, (6.58)

Se dice que un esquema es de variación total decreciente TVD si:

TV(un+1) ≤ TV(un), . (6.59)

Una propiedad muy importante de los métodos de variación decreciente es que son convergentes

si satisfacen además, la condición de entroṕıa [83].

El orden de precisión es en el sentido del error local de truncamiento, si el error local de trun-

camiento es O(∆xr+1) en regiones suaves, se dice que el esquema es r-ésimo orden de precisión.

Usualmente, métodos semi-discretos, como el método de ĺıneas son mucho más simples que los

métodos que son completamente discretos, por ejemplo los que son del tipo Lax Wendroff, cuya

principal desventaja es que son complicados de programar, especialmente para problemas de

más de una dimensión espacial, además de que no existe un demostración formal de que estos

métodos son de variación total decreciente. Una forma de discretizar en tiempo es utilizar un

integrador multiniveles tipo Runge Kutta, estos métodos son mas sencillos de programar, en

especial en múltiples dimensiones y para problemas que involucran fuentes, sin embargo solo

existen análisis de estabilidad lineal, que no es suficiente porque no implica convergencia si hay

choques u otro tipo de discontinuidades.

Un método numérico se dice que es escencialmente no oscilatorio (ENO) si el incremento en la

variación es proporcional a alguna potencia positiva r de la longitud del paso espacial, es decir

TV (un+1) ≤ TV (un) +O((∆x)r, (∆t)r), (6.60)

un método ENO no siempre preserva la monotonicidad, pero en el ĺımite ∆x → 0 se recupera

la condición TVD. Se define la estabilidad de un sistema de ecuaciones ordinarias mediante lo

siguiente, Considerese un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

d

dt
u = Au, (6.61)

en donde A es una matriz de N × N , un método nuḿerico, aproximara esta ecuación si la

solución numérica satisface:

un+1 = g(∆tA)un, (6.62)
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donde la función g dependera del método empleado, por lo tanto, un método sera absolutamente

estable, es decir cualquier error en la solución numérica no crecera exponencialmente si |g(z)| < 1,

para todos los complejos z con parte real negativa. La región de estabilidad del método numérico

es el conjunto de puntos que satisfacen:

S = z ∈ C : |g(z)| < 1, (6.63)

generalmente se dice que el método es estable si una vecindad del origen esta contenida en la

región de estabilidad, esto implica que existe un paso de tiempo, tal que los errores no crecen

exponencialmente, aunque esto es cierto para sistemas lineales de coeficientes constantes, en la

práctica se observa que para sistemas no lineales también sucede, en el caso no lineal se utiliza

la matriz jacobiana del sistema.

6.2 El método de Godunov

Un planteamiento de volumen finito nos lleva al esquema númerico general:

un+1
j = un

j − ∆t

∆x

(

f̂(uj+1/2, t) − f̂(uj−1/2, t)
)

, (6.64)

en donde f̂n
i−1/2 y f̂n

i+1/2 son aproximaciones a los flujos a través de las fronteras de las celdas

xi−1/2 y xi+1/2 promediados en un paso de tiempo,

fn
i−1/2 ≃ 1

∆t

∫ tn+1

tn

f [u(xi−1/2, τ)] dτ (6.65)

Si pudiéramos resolver la ley de conservación de manera exacta, en el intervalo de tiempo

[tn, tn+1] con los datos iniciales un(x, tn) podŕıamos dar un(x, t) en el tiempo t, tn ≤ t ≤ tn+1 y

con este valor seŕıa posible definir el flujo numérico al sustituir u en la expresión (6.52)

fn
i−1/2 ≃ 1

∆t

∫ tn+1

tn

f [u(xi−1/2, t)]. (6.66)

El método de Godunov para evaluar éste flujo consiste en:

• Utilizar los valores promedios en cada celda para construir una función constante por

pedazos u(x, tn) definido ∀x

• Utilizar los datos iniciales constantes por pedazos para encontrar la solución exacta a la

ley de conservación y evolucionar para obtener u(xi, tn+1).

• Calcular el promedio de esta función en cada celda para obtener los nuevos valores en

cada celda

un+1
i =

1

∆x

∫

Ix

u(xi, tn+1)dx, (6.67)

El paso más complicado de este algoritmo es resolver la ley de conservación, pero, como

estamos empezando con datos constantes por pedazos, podemos tratar cada interfaz entre

celdas como un problema de Riemann y aśı encontrar el valor de los flujos en la interfase.
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En el caso de la ecuación de Burgers

ut + f(u)x = 0, f(u) =
u2

2
. (6.68)

el flujo en la interfaz, para el marco local de la solución es f(u1+1/2(0)),
3 con u1+1/2(0) la

solución al problema de Riemann entre las celdas i , i+ 1:

Si un
i > un

i+1,

un
i+1/2(0) =

{

un
i si s > 0,

un
i+1 si s < 0.

(6.69)

con s = 1
2 (un

i + un
i+1).

Si un
i ≤ un

i+1,

un
i+1/2(0) =











un
i si 0 ≤ un

i ,

0 si un
i < 0 < un

i+1,

uR si 0 ≤ un
i+1.

(6.70)

En los cálculos prácticos no es necesaria la estructura completa de la solución al problema de

Riemann, solamente se utilizan los valores que resultan en la interfaz de las celdas para poder

evaluar el flujo numérico.

En el caso clásico de las ecuaciones de Euler, se han desarrollado una gran variedad de resolve-

dores de Riemann aproximados que se pueden ser usados en el caso relativista estos se presentan

en las siguientes secciones.

6.3 Resolvedores de Riemann aproximados

Resolver un problema de Riemann exactamente involucra cálculos que consumen mucho tiempo

de cómputo, que es particularmente costoso en el caso de hidrodinámica relativista multidimen-

sional, debido al acople de las ecuaciones por el factor de Lorentz. Como alternativa, se utilizan

resolvedores de Riemann aproximados, estos se basan en la solución exacta del problema de

Riemann para una versión aproximada de las ecuaciones originales.

En el caso de la aproximación local por caracteŕısticas, el flujo numérico se calcula de acuerdo

con alguna forma genérica de flujo, haciendo uso de la información caracteŕıstica del sistema,

ejemplos de estos resolvedores son el de Roe [84] y el de Harten Lax, Van Leer y Einfeldt [85].

El resolvedor aproximado de Harten, Lax, Van Leer y Einfeldt (HLLE) se basa en una solución

aproximada al problema de Riemann con un único estado intermedio:

uhlle =











uL si x < sLt,

uhlle si sLt < x < sRt,

uR si x > sRt,

(6.71)

3El marco local se escoge para que coincida con el eje t por simplicidad.
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Donde sL y sR son las cotas mı́nima y máxima para las velocidades de las señales y

uhlle =
sRu

R − sLu
L − F (uR) + F (uL)

sR − sL
, (6.72)

el flujo numérico esta dado por:

F =
s+RF (uL) − s−LF (uR) + s+Rs

−
L(uR − uL)

s+R − s−L
(6.73)

con s−L = min(0, sL) y s+R = max(0, sR)

Es común utilizar las velocidades caracteŕısticas del sistema como sR, sL

El último término que aparece en el flujo aproximado representa la viscosidad numérica del

esquema, y hace uso expĺıcito de la información caracteŕıstica de las matrices jacobianas. Esta

información se usa para determinar la disipación numérica adecuada para obtener representa-

ciones exactas de las soluciones discontinuas sin una difusión excesiva y evitando el fenómeno

de Gibbs.

El resolvedor aproximado de Roe consiste en hacer una aproximación lineal de coeficientes

constantes a la ecuación original y en la siguientes secciones se mostrará a detalle como se

obtienen los flujos numéricos bajo esta suposición.

6.3.1 Resolvedor de HLLE

Consideremos el problema en una dimensión 6.7 con datos iniciales 6.9 y fijémonos una celda de

prueba, ó celda de control [82] en la que la estructura que surge de la solución del problema de

Riemann esta contenida en [xL, xR]× [0, T ], si sL y sR son las velocidades máximas con las que

se propaga una perturbación de los datos iniciales uL y uR, entonces

xL < TsL, xR < TsR (6.74)

En la figura (6.4) se muestra el esquema del volumen de control.

La forma integral de la ley de conservación ut + F (u)x = 0 dentro del volumen de control es:
∫ xR

xL

u(x, T ) dx =

∫ xR

xL

u(x, 0) dx +

∫ T

0
F (u(xL, t)) dt −

∫ T

0
F (u(xR, t)) dt (6.75)

Si evaluamos el lado derecho tendremos lo que se conoce como condición de consistencia:
∫ xR

xL

u(x, T ) dx = xRu
R − xLu

L + T (FL − FR) (6.76)

con la notación FL = F (uL) y FR = F (uR) (uL y uR son constantes).

Si expandemos el lado izquierdo:
∫ xR

xL

u(x, T ) dx =

∫ TsR

xL

u(x, T ) dx +

∫ TsR

TsL

u(x, T ) dx +

∫ xR

TsR

u(x, T ) dx (6.77)

= (TsL − xL)uL +

∫ TsR

TsL

u(x, T ) dx+ (xR − TsR)uR,
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Figura 6.4: Volumen de control, sL y sR son las velocidades máximas que surgen del

problema de Riemann.

al igualar esta expresión con (6.76) tendremos:

xRuR − xLuL + T (FL − FR) = (TsL − xL)uL + (xR − TsR)uR +

∫ TsR

TsL

u(x, T ) dx, (6.78)

simplificando y despejando el término integral

∫ TsR

TsL

u(x, T ) dx = T (FL − FR + sRuR − sLuL). (6.79)

Si dividimos entre T (sR − sL), que es el tamaño del volumen donde esta contenida toda la

información del problema de Riemann, tendremos un promedio integral de la solución exacta

entre las ondas más rápidas a un tiempo T , una vez que se conocen las velocidades de las señales

sL y sR el resultado es el estado:

uhlle :=
1

T (sR − sL)

∫ TsR

TsL

u(x, T ) dx =
sRuR − sLuL + FL − FR

sR − sL
. (6.80)

Para hallar el flujo numérico, integramos sobre la región [xL, 0] × [0, T ] la ley de conservación

∫ 0

xL

u(x, T ) dx =

∫ 0

xL

u(x, 0) dx +

∫ T

0
F (u(xL, t)) dt −

∫ T

0
F (u(0, t)) dt, (6.81)
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el lado izquierdo lo podemos escribir como:
∫ 0

xL

u(x, T ) dx =

∫ TsL

xL

u(x, T ) dx +

∫ 0

TsL

u(x, T ) dx (6.82)

= uL(TsL − xL) +

∫ 0

TsL

u(x, T ) dx,

mientras que el primer término del lado derecho
∫ 0

xL

u(x, 0) dx =

∫ TsL

xL

u(x, 0) dx +

∫ 0

TsL

u(x, 0) dx (6.83)

= uL(TsL − xL) − TsLuL,

finalmente al escribir en (6.81) los resultados anteriores tendremos
∫ 0

TsL

u(x, T ) dx = −TsLuL + TFL − TF0L (6.84)

donde hemos definido el estado

F0L :=

∫ T

0
F (u(0, t)) dt, (6.85)

Despejando F0L de la expresión (6.84)

F0L = − 1

T

∫ 0

TsL

u(x, T ) dx + (FL − sLuL), (6.86)

y sustituyendo el estado constante uhlle

F0L = sLu
hlle + FL − sLuL

= FL + sL(uhlle − uL)

= FL + sL

(

sRuR − sLuL − FR + FL

sR − sL
− uL

)

= FL +
1

sR − sL
(sLsRuR + sLFL − sLFR − sLsRuL)

=
1

sR − sL
(sRFL + sLsRuR − sLFR − sLsRuL) ,

Si se integra sobre el lado derecho de la celda de prueba, se obtienen expresiones equivalentes:

F0R =
1

T

∫ TsR

0
u(x, T ) dx+ (FR − sRuR), (6.87)

y

F0R =
1

sR − sL
(sRFL + sLsRuR − sLFR − sLsRuL) ,

el resultado F0R = F0L es el flujo HLLE

F hlle =
1

sR − sL
(sRFL − sLFR + sLsR(uR − uL)) . (6.88)
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6.3.2 Resolvedor de Roe

Roe [84] resolvió el problema de Riemann para la ley de conservación (6.2) al introducir la matriz

jacobiana del sistema Aij :=
∂fi(uj)

∂uj
para obtener:

∂tuj +Aij∂xuj = 0,

En este enfoque, se aproxima la matriz A por una matriz de coeficientes constantes Ã =

Ã(uL, uR) que es función de los estados (uL, uR), se trata entonces de resolver exactamente

un problema de Riemann de la forma:

∂tuj +Aij∂xuj = 0, uj(x, 0) =

{

uL x < 0,

uR x > 0,
(6.89)

Para recuperar la solución correcta, la matriz de aproximación de Roe debe satisfacer las sigu-

ientes propiedades:

1. Hiperbolicidad. Ã debe tener valores propios reales λ̃i = λ̃i(u
L, uR) y un conjunto de

vectores propios linealmente independientes

k
(1)
i , k

(2)
i ...k

(m)
i , (6.90)

Esta condición es necesaria para preservar el carácter matemático del sistema original.

2. Consistencia. Se debe cumplir que:

Ã(uL, uR) ⇒ f(u), cuando
uL ⇒ u

uR ⇒ u
(6.91)

Con esta condición se asegura que la aproximación tiende al flujo original en soluciones

continuas.

3. Conservación. Debe satisfacer que:

f(uR) − f(uL) = Ã · (uR − uL), (6.92)

Esta condición además de preservar el carácter conservativo del sistema, garantiza que

para discontinuidades aisladas, el problema se resuelve exactamente.

La dificultad del método de Roe surge al momento de encontrar las matrices Ã ya que su cálculo

puede ser muy costoso computacionalmente.

Para resolver exactamente el problema de Riemann, debemos encontrar los flujos numéricos

que aparecen en la discretización de la ley de conservación (6.48). La solución general de este

problema linealizado esta dado por (6.43),

uj(x, t) =
k
∑

i=1

βik
(i)
j +

m
∑

i=k+1

αik
(i)
j ,
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donde k es el entero mas grande con 1 ≤ k ≤ m tal que x/t ≥ λk para x/t = 0 k es tal que

λk ≤ 0 y λk > 0.

Para no complicar la notación para la discretización, omitimos el ı́ndice para la j-ésima compo-

nente de la solución, escribiendo simplemente ui(x, t) (i etiqueta la celda en vez de (uj)i(x, t) ). Si

hacemos una descomposición de ui+ 1

2

(0) en términos de los vectores propios de Ã obtendremos:

ũi+ 1

2

(0) = uL +
k
∑

i=1

α̃ik
(i), (6.93)

o utilizando los valores propios positivos

ũi+ 1

2

(0) = uR −
m
∑

i=k+1

α̃ik
(i). (6.94)

La expresión correcta para el flujo la obtenemos de la condición de consistencia (6.76) al integrar

de TsL a 0.
∫ 0

TsL

ũi+1/2(x, t)dx = T [F̃ (uL) − F̃ (ui+1/2(0)] − TsLũL, (6.95)

integrando de 0 a TsR.

∫ TsR

0
ũi+1/2(x, t)dx = T [F̃ (ui+1/2(0)) − f̃(uR)] + TsRũR, (6.96)

al sustituir para el estado izquierdo (6.95), la expresión (6.86):

F0L = FL − sLuL − 1

T

∫ 0

TsL

ũi+1/2(x, T ) dx,

= FL − sLuL −
[

F̃ (uL) − F̃ (ũi+1/2(0))
]

+ sLuL

= FL + F̃ (ũi+1/2(0)) − F̃ (uL),

mientras que al sustituir el estado derecho (6.96) en (6.87)

F0R = FR − sRuR +
1

T

∫ TsL

0
ũi+1/2(x, T ) dx,

= FR − sRuR +
[

F̃ (ũi+1/2(0)) − F̃ (uR)
]

+ sRuR

= FR + F̃ (ũi+1/2(0)) − F̃ (uR),

al sustituir la expresión (6.93) para ũi+1/2(0) y la suposición de que el flujo esta dado por F̃ = Ãu

F0L = FL + Ã



uL +

m
∑

λi≤0

α̃ik
(i)



− ÃuL

= FL +
m
∑

λi≤0

α̃iλik
(i),
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de igual modo al sustituir (6.94) para el lado derecho

F0R = FR + Ã



uR −
m
∑

λi>0

α̃ik
(i)



− ÃuR

= FR −
m
∑

λi>0

α̃iλik
(i),

sumando ambas expresiones tendremos:

FRoe
i+1/2 = F0L = F0R =

1

2
(FL + FR) − 1

2

m
∑

λi=1

|̃λi|αik
(i) (6.97)

Para calcular el flujo numérico de Roe FRoe, es suficiente con calcular los valores propios y

vectores propios de Ã y ésta no se utiliza expĺıcitamente.

6.4 Flujo en las interfases

El teorema de Godunov [83, 86] afirma que los esquemas lineales para resolver ecuaciones difer-

enciales parciales monótonos (que no generan nuevos extremos) son a lo más de primer orden

de exactitud, esto es una limitante muy grave cuando se intenta describir un flujo con mucha

presición. Se utilizan en los esquemas de alta resolución para evitar oscilaciones espurias que

surgen al utilizar esquemas con una discretizacion espacial con alto orden, debido a las discon-

tinuidades o gradientes muy grandes en la solución.

La idea para obtener un grado de exactitud más alto, es reemplazar las aproximaciones con-

stantes por pedazos de Godunov, que son a primer orden, por funciones reconstruidas de estados

promediados sobre una celda y que se obtienen de un paso de tiempo previo. Para cada celda,

los estados derecho e izquierdo se obtienen mediante un limitador de pendiente y son utilizados

para calcular los flujos en las fronteras de las celdas para resolver el problema de Riemann.

Interpolaciones exactas (lineales o de orden mayor) fueron derivadas asumiendo que los datos

eran suaves, si los datos tienen una discontinuidad, estas interpolaciones siempre causan oscila-

ciones en la solución [87]. Para prevenir estas oscilaciones, Van Leer introdujo una constricción

de monotonicidad para su esquema. En regiones suaves con pendiente diferente de cero, la con-

stricción es redundante si la malla es lo suficientemente fina y el esquema es segundo orden. En

una discontinuidad, la constricción toma efecto para prevenir oscilaciones. La mayor desventaja

de la constricción es que tiene efectos adyacentes en los extremos y causa pérdida de precisión,

degenerándose a primer orden. En otras palabras, alta resolución en las discontinuidades se ob-

tiene a expensas de la precisión cerca de los extremos. A continuación mostramos como calcular

la aproximación lineal de la función en la interfase.

Se debe encontrar la pendiente de la recta que une a los valores medios de la celda ũi y ũi+1:

∆Qi+ 1

2 =
ũi+1 − ũi

xi+1 − xi
, (6.98)
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x

ũi−1

u+
i−1

ũi

u−
i u+

i

u−
i+1

ũi+1

xi− 1

2

xi+ 1

2xi−1 xi xi+1

b

Figura 6.5: Extrapolación en las interfases para encontrar los valores de u±
i .

Luego se calcula la pendiente ∆Qi− 1

2 de la recta que une a ũi−1 y ũi.

De estas pendientes, se escoge la que tiene un valor absoluto menor si y servirá para extrapolar

el valor de la función en el centro de la celda, como:

u+
i = ũi + si(xi+ 1

2

− xi), (6.99)

Correspondiente a una interpolación lineal 4

Para construir el valor de ũ en la interfase i− 1
2 , tomamos la misma pendiente si y extrapolamos

mediante:

u−i = ũi + si(xi− 1

2

− xi). (6.100)

Este método de reconstrucción se conoce como limitador de pendiente minmod y pertenece a

los métodos MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws) que nos

permiten elevar el orden de aproximación sin introducir oscilaciones, se escribe en general como:

u±i = ũi + si(xi± 1

2

− xi) (6.101)

4Existen interpolaciones más precisas utilizando funciones cuadráticas ya sea mediante parábolas [88,

89] o hipérbolas [90] incrementando a tercer orden la aproximación, incluso pueden utilizarse polinomios

con orden mucho mayor, aqúı nos restringimos con las aproximaciones lineales que producen segundo

orden.
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con la pendiente obtenida a partir de:

si :=

{

min(|∆Qi+ 1

2 |, |∆Qi− 1

2 |) si (∆Qi+ 1

2 ) ∗ (∆Qi− 1

2 ) > 0

0 en cualquier otro caso,
(6.102)

Existen muchos otros limitadores de pendiente, que se basan en diferentes pesos dados a las

rectas. Algunos ejemplos son:

Van Leer: L(a, b) = L(a, b)2|a|·|b|
|a|+|b| ,

MC: L(a, b) = L(a, b) · min{ |a+b|
2 , 2 | a |, 2 | b |},

Superbee: L(a, b) = L(a, b) · max{min{2 | a |, | b |},min{| a |, 2 | b |}}.
Con L(a, b) = a/|a| si a y b tienen el mismo signo y cero en otro caso.

En general no hay un limitador que sea mejor que otro, aśı que es necesario probar cual es el

limitador que mejor se ajusta al problema que se quiere resolver.

6.4.1 Método de ĺıneas

El método de ĺıneas es uno de los métodos numéricos mas eficientes para resolver ecuaciones

diferenciales parciales que describen fenómenos f́ısicos. Se ha aplicado a diversos problemas en

f́ısica teórica, destacándose a relatividad numérica y la teoŕıa electromagnética. El método de

ĺıneas consiste en reducir la solución de una ecuación diferencial parcial a la solución de una

ecuación diferencial ordinaria, esto se hace asumiendo que la discretización de la función u en

volumenes finitos5, es decir:

ui =

∫ xi+
1

2
∆xi

xi− 1

2
∆xi

u dx, (6.103)

que nos conduce a la ecuación diferencial:

d

dt
ui = f(u(xi −

1

2
∆xi, t)) − f(u(xi +

1

2
∆xi, t)), (6.104)

Este procedimiento semi anaĺıtico, ahorra tiempo de computo, porque la solución a las ecuaciones

ordinarias puede hacerse de manera mucho mas eficiente.

Para resolver esta ecuación diferencial, hay que tomar en consideración varios aspectos, el

primero es contar con un resolvedor de ecuaciones diferenciales ordinarias puntual, como los

métodos Runge Kutta. El segundo es la manera en que se reconstruye la función u en los puntos

espaciales, xi ± 1
2∆xi. El tercero es un método para calcular los flujos numéricos f dada la

reconstrucción.

5La discretización puede ser utilizando diferencias finitas, pero para nuestros fines nos referimos a

volúmenes finitos
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Los métodos de tipo Runge Kutta son los más utilizados para resolver ecuaciones diferenciales

ordinarias porque son de variación total acotada y son útiles al tratar con ecuaciones duras,

ecuaciones que involucran diferentes órdenens de magnitud, ejemplos de estos son los SSPRK

(Strong Stability Preserving) Runge Kutta [91].

La idea es tomar un número de pasos de tiempo a primer orden y combinarlos para obtener un

método de orden superior, un método de orden N se escribe como:

u(0) = un
i

u(i) =
i−1
∑

k=0

(

αiku
k + ∆tβikf(u

(k))
)

un+1 = u(N).

Si todos los coeficientes αik, βik son positivos, entonces esto es una combinación convexa de los

operadores de Euler en dirección de flujo con ∆t reemplazado por βik∆t/αik. La condición CFL

restringe el paso de tiempo total por un factor c, definido como

c = min
αik

βik
, (6.105)

Estos métodos son de variación total acotada cuando los coeficientes αik, βik son positivos.

Existen métodos TVD expĺıcitos de segundo y tercer orden, sin embargo Gottlieb y Shu [92, 93]

mostraron que no existen métodos TVD de cuarto orden. El método Runge Kutta de segundo

orden expĺıcitamente se escribe como:

u(1) = un + ∆t f(un), (6.106)

un+1 =
1

2
un + ∆f (un). (6.107)

Mientras que el de tercer orden es:

u(1) = un + ∆tf(un), (6.108)

u(2) =
1

4

(

3un + u(1) + ∆t f(u(1))
)

, (6.109)

un+1 =
1

3

(

3un + 2u(1) + 2∆t f(u(2))
)

. (6.110)

El método de cuarto orden no es estrictamente TVD [94] pero es ampliamente utilizado, su

forma expĺıcita es:

u(1) = un +
1

2
∆t f(un), (6.111)

u(2) = un +
1

2
∆t f(u(1)), (6.112)

u(3) = un + ∆t f(u(2)), (6.113)

un+1 =
1

6

(

−2un + 2u(1) + 4u(2) + 2u(3) + ∆t f(u(3))
)

. (6.114)

Estos métodos son muy robustos y fáciles de programar por lo que son idóneos para resolver las

ecuaciones para la dinámica de fluidos.



Caṕıtulo 7

Hidrodinámica Relativista

Por hidrodinámica relativista se debe entender al estudio de flujos en presencia de campos

gravitacionales intensos o cuando la velocidad del flujo es comparable con la velocidad de la

luz. Los efectos de relatividad general deben ser tomados en cuenta cuando se estudian campos

gravitacionales intensos como aquellos en la vecindad de estrellas de neutrones o cerca de agujeros

negros.

Para resolver las ecuaciones de Euler relativistas es necesario aplicar técnicas numéricas que

permitan encontrar las soluciones correctas, como las mostradas en el caṕıtulo anterior

Las ecuaciones de la hidrodinámica utilizadas frecuentemente en astrof́ısica son las ecuaciones

de Euler, que representan un caso especial de la dinámica de gases no viscosos e incompresibles.

7.1 Dinámica de Fluidos

Para el estudio de un fluido se asume que el comportamiento macroscópico es perfectamente

cont́ınuo en estructura y las cantidades f́ısicas como presión, momento y densidad contenidas

en un elemento de volumen están uniformemente distribuidas, es decir se considera al sistema

lo suficientemente grande para verlo como un campo cont́ınuo. En la aproximación de fluido

se asume también que el camino libre medio de las part́ıculas es mucho menor que la longitud

caracteŕıstica macroscópica del sistema.

Existen dos formulaciones para describir la dinámica de un fluido, la formulación lagrangiana

y la euleriana. En la formulación lagrangiana se describe la evolución del flujo siguiendo el

movimiento individual de una porción de fluido. En la descripción euleriana no se esta ligado

a una porción del fluido sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido, el valor de una

propiedad en un punto y en un instante determinado es el de la porción de fluido que ocupa

dicho punto en ese instante. Aqúı nos concentraremos en la formulación euleriana.

Las variables fundamentales o primitivas para la descripción de un fluido son (ρ, p, vi, ε), la

densidad, presión, velocidad y enerǵıa interna.

83
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En el caso clásico la dinámica para un elemento de fluido no viscoso esta dada por las ecuaciones

de conservación de la masa

∂tρ+ ∂k(ρv
k) = 0, (7.1)

la ecuación de Euler que es la generalización de la segunda ley de Newton

∂tSi + ∂k(Siv
k + pδk

i ) = 0, (7.2)

y la conservación de la enerǵıa,

∂tE + ∂k[(E + p)vk] = 0, (7.3)

Donde Si := ρvi, y E = ρǫ + ρv2/2. El conjunto de ecuaciones (7.1, 7.2, 7.3) dan la dinámica

completa de un elemento de fluido, sin embargo no podemos resolverlas directamente pues no

es un sistema cerrado porque tiene más incógnitas que ecuaciones. Para tener un sistema bien

planteado hace falta una ecuación ó una relación extra entre las variables, ésta relación esta

dada por la ecuación de estado, comunmente dada por p = p(ρ, ǫ).

7.2 Ecuación de Estado

Un sistema en equilibrio termodinámico puede describirse completamete por las variables ter-

modinámicas simples como la presión p y el volumen espećıfico Ṽ . Una familia de estados en

equilibrio termodinámico puede describirse mediante una curva en un diagrama p− Ṽ cada una

caracterizada por un valor particular de la temperatura T. En estos casos se pueden relacionar

las variables mediante una ecuación de estado térmica:

T = T (p, Ṽ ), (7.4)

o dos posibles relaciones:

p = p(T, Ṽ ), Ṽ = Ṽ (T, p), (7.5)

La relación p− Ṽ −T cambia de sustancia a sustancia, para gases térmicamente ideales se tiene

la relación:

T =
pṼ

R
, (7.6)

en donde R es una constante que depende del gas considerado. La primera ley de la ter-

modinámica enuncia que para un sistema no adiabático el cambio en la enerǵıa interna ∆ε en

un proceso estará dada por:

∆ε = ∆W + ∆Q, (7.7)

donde ∆W es el trabajo hecho sobre el sistema y ∆Q es el calor transmitido hacia el sistema.

Tomando el trabajo como −p dṼ es posible escribir en términos infinitesimales:

dQ = dε+ p dṼ . (7.8)
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La enerǵıa interna puede relacionarse con p y Ṽ v́ıa una ecuación de estado calórica.

ε = ε(p, Ṽ ), (7.9)

Para un gas ideal calórico se tiene la expresión:

ε =
pṼ

γ − 1
=

p

ρ(γ − 1)
, (7.10)

donde γ es una constante dependiente del gas y ρ = 1/Ṽ .

Las ecuaciones de estado térmica y calórica para un material están ı́ntimamente relacionadas,

ambas son necesarias para una descripción termodinámica completa. Al escoger una ecuación de

estado térmica se reestringe la elección de la ecuación de estado calórica, pero no la determina.

Para las ecuaciones de Euler clásicas únicamente se necesita la ecuación de estado calórica, es

decir p = p(ρ, ε) a menos que se necesite la temperatura para cualquier otro propósito, en cuyo

caso es necesario dar la ecuación de estado térmica expĺıcitamente.

7.2.1 Gases ideales

Un gas ideal es aquel que tiene la ecuación de estado

pV = nRT, (7.11)

donde V es el volumen, R = 8.134 × 103 J kilomoles−1K−1 es la constante univeral de los gases

y T es la temperatura medida en Kelvins. Un mol de sustancia es numéricamente igual a ω

gramos y contiene 6.02 × 1023 part́ıculas de la sustancia, donde ω es la masa atómica relativa.

R esta relacionada con la constante de Boltzman como k = R/NA. NA es el número de avogadro

y N es el número de moléculas N = NAn, una división por unidad de masa m = nω nos conduce

a:

Ṽ = Ṽ (T, p) =
RT

p
, (7.12)

La expansibilidad volumétrica α y la compresibilidad β se definen como:

α :=
1

Ṽ

(

∂Ṽ

∂T

)

p

, β := − 1

Ṽ

(

∂Ṽ

∂p

)

T

, (7.13)

y para el gas ideal:

α =
1

T
, β =

1

p
, (7.14)

que implica que:
1

Ṽ

(

∂ε

∂Ṽ

)

T

= 0, (7.15)

que indica que para gases ideales, con ecuación de estado (7.11) la enerǵıa interna es función

únicamente de la temperatura ε = ε(T ) en el caso particular que ε = cvT , donde la capacidad
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térmica a volumen constante cv es constante, se habla de un gas calóricamente ideal o un gas

politrópico, es posible relacionar cp, la capacidad calorifica a presión constante cp = ∂
(

∂ε
∂T

)

p
y

cv mediante la relación general:

cp = cv +
α2T Ṽ

β
, (7.16)

para gases ideales se convierte en:

cp − cv = R, (7.17)

Se define el cociente de calores espećıficos

γ =
cp
cv
, (7.18)

utilizando (7.17) se obtiene:

cp =
γR

γ − 1
, cv =

R

γ − 1
, (7.19)

para un gas politrópico, γ es una constante y para un gas térmicamente ideal γ es función de la

tempertaura.

Para determinar la ecuación de estado politrópica es necesario determinar las capacidades

caloŕıficas espećıficas y se hace con el siguiente argumento.

Una molécula tiene N grados de libertad, tres de los cuales son traslacionales, otros pueden ser

rotacionales o vibratorios. De la teoŕıa cinética se sigue que el valor promedio de la enerǵıa es
1
2kT con k la contante de Boltzman, y el teorema de equipartición nos dice que es el mismo para

cada grado de libertad. La enerǵıa promedio total para N moléculas es:

N ε =
1

2
NNkT, (7.20)

y por lo tanto la enerǵıa interna espećıfica es:

ε =
1

2
NRT, (7.21)

utilizando la expresión para cv:

cv =

(

∂ε

∂T

)

=
1

2
NR, (7.22)

se llega a la siguiente expresión:

cp =
N + 2

2
R, (7.23)

sustituyendo el coeficiente de calores espećıficos:

γ =
N + 2

N , (7.24)

y de la ecuación de gases ideales térmicos (7.12) se tiene:

ε =
1

2
Npṽ, (7.25)
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de las expresiones (7.17, 7.22, 7.23)

M =
2

γ − 1
, (7.26)

se obtiene:

ε =
pv

γ − 1
=

p

ρ(γ − 1)
, (7.27)

que es la expresión para la enerǵıa interna espećıfica. De la primera ley, asumiendo que la

cantidad de calor es proporcional a la entroṕıa S mediante la temperatura ∆Q = TdS

TdS = dε+ pd

(

1

ρ

)

=
dp

ρ(γ − 1)
− p

γ − 1

dρ

ρ2
− dp

ρ(γ − 1)
− p

ρ2
dρ. (7.28)

que en el caso de un gas politrópico, s es constante con lo que se obtiene:

dp

ρ
=
pγ

ρ2
dρ. (7.29)

que después de integrarse:

p = κργ . (7.30)

en donde la constante de integración es función de la entroṕıa.

En el caso relativista el tensor de enerǵıa momento para el fluido perfecto es:

T µν = ρ huµuν + p gµν , (7.31)

en donde ρ es la densidad de masa en reposo, p la presión y h la entalṕıa espećıfica definida

como h = 1 + ε + p/ρ con ε la enerǵıa interna espećıfica. uµ es la cuadrivelocidad del fluido y

gµν define la métrica del espacio tiempo. Para dar una descripción conveniente de la dinámica

de fluidos en Relatividad General, es necesario introducir algunos conceptos que se definen en

las siguientes secciones.

7.3 Variables ADM

Considerando un espacio tiempo M que permite una foliación, podemos llenarlo con hipersu-

perficies Σt parametrizadas por una función de tiempo global t [95]. Las hipersuperficies quedan

definidas por la condición t = cte. Un campo vectorial importante en la descomposición 3+1 es

el vector tµ que forma el conjunto de vectores tangentes a las curvas dibujadas por xi=cte, con

xi las coordenadas espaciales. En el contexto de la formulación 3+1 de la Relatividad General,

la dinámica del espacio-tiempo estará dada por la evolución de la tres-geometŕıa. Las hipersu-

perficies representan una familia de subespacios Riemannianos de dimensión tres dotados de una

métrica inducida sobre la variedad tridimensional. Resulta natural considerar a la tres-métrica

inducida por gab sobre Σt como una variable dinámica.

Se asume que se puede definir un sistema de coordenadas adaptadas locales sobre Σt tal que

xν = (t, x1, x2, x3) representa también un sistema local de coordenadas de M, es decir, las

hipersuperficies pueden representarse por el sistema de ecuaciones paramétricas xµ = xµ(xa, t).
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El vector de corrimiento se define como la proyección del vector tν sobre la hipersuperficie Σt

βµ := Pµ
νt

ν , Pµ
ν := δµ

ν + nµnν. (7.32)

descomponemos entonces el vector tµ, ortogonalmente como:

tµ = αnµ + βµ, (7.33)

En donde se ha introducido α la función de lapso, como la proyección del vector tµ a lo largo

del vector normal nµ. Hay que notar que la elección de las funciones de lapso y corrimiento

no estan dadas a priori por la geometŕıa de las hipersuperficies Σt sino se pueden fijar a cada

instante de tiempo para indicar la forma en que evolucionan las hipersuperficies.1

Puesto que estamos considerando el sistema de coordenadas adaptadas podemos obtener las com-

ponentes contravariantes del vector nα := (−α, 0, 0, 0). Además, gracias a la condición de nor-

malización, encontramos que su componente temporal covariante es nt = 1/α y por la definición

del vector de corrimiento:

βt = 0,

lo cual implica por (7.33) que:

nα =
(

1/α,−βi/α
)

. (7.34)

Si se utilizan las componentes contravariantes del vector normal y la condición de normalización,

se puede encontrar la componente g00 a partir de:

gµνnµnν = g00α2 = −1,

por lo cual g00 = −1/α2. La tres-métrica es:

γij = gij + ninj, (7.35)

y si se escribe la métrica en forma matricial:

gµν =

(

− 1
α2

βi

α2

βi

α2 γij − βiβj

α2

)

(7.36)

con inversa:

gµν =

(

−α2 + βiβi βi

βi γij

)

. (7.37)

El elemento de ĺınea queda como:

ds2 = −(α2 − βiβi)dt
2 + 2βidx

idt + γijdx
idxj, (7.38)

las variables α, βi y γij se conocen como variables ADM2, que corresponden a las diez compo-

nentes linealmente independientes de la métrica gµν .

1Sin embargo que se requiere que tµ no sea tangente a la hipersuperficie.
2Arnowitt-Deser-Misner propusieron éstas variables fundamentales en la descomposición 3+1.[96]
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Un concepto fundamental en la formulación Einsteniana de la gravedad es el de curvatura, ya

que es aśı como se describe el espacio-tiempo se definime la curvatura “extŕınseca” o segunda

forma fundamental como:

Kij = γk
i ∇knj, (7.39)

que es la proyección sobre la hipersuperficie del cambio (expresado por la derivada covariante

∇k) de su vector normal y puede escribirse en forma equivalente como:

Kij = −1

2
£nγij , (7.40)

donde £n se refiere a la derivada de Lie en dirección del vector normal3.

Basta utilizar la linealidad de la derivada de Lie para escribirla en términos del vector de cor-

rimiento como:

Kij = − 1

2α

(

∂γij

∂t
−Djβi −Diβj

)

, (7.41)

donde se ha introducido Di que se refiere al operador de derivada covariante compatible con γij.

Es importante señalar que esta ecuación es puramente geométrica y corresponde a la evolución

de la tres métrica:

∂γij

∂t
= −2αKij +Djβi +Diβj , (7.42)

7.4 Observadores Eulerianos

En la formulación euleriana de la hidrodinámica, el sistema de referencia desde el cual se hace

la descripción del fluido, esta formado por observadores que se mueven perpendicularmente a

las superficies Σt. En otras palabras el sistema euleriano consiste en la base de vectores (nµ, ∂i)

En un sistema coordenado S se tiene:

uµ =
(dt, dxi)

dτ
=

(

dt

dτ
,
dxi

dτ

)

. (7.43)

En el sistema de referencia euleriano, por otra parte:

uµ =
(αdt, βidt + dxi)

dτ
= (αu0, ui + βiu0) = αu0

(

1,
ui

αu0
+
βi

α

)

. (7.44)

y el factor de Lorentz:

W = −nµu
µ = αu0 (7.45)

3La curvatura extŕınseca de una hipersuperficie no tiene significado para la tres geometŕıa concebida

por si misma, adquiere su significado e importancia al ser considerada inmersa en una variedad de

dimensión mayor.
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Se define la 3-velocidad como:

vi =
ui

αu0
+
βi

α
. (7.46)

Para encontrar la forma covariante asociada, se utiliza la métrica inducida en la superficie γij

vi = γijv
j = γij

(

uj

αu0
+
βj

α

)

=
1

αu0
(γiju

j + βiu
0)

=
1

αu0
(giju

j + gi0u
0)

=
ui

αu0

y por tanto el factor de Lorentz se puede calcular en términos de la métrica espacial y la 3-

velocidad a partir de la condición de ortonormalidad de la 4-velocidad, de la siguiente manera:

−1 = gµνu
µuν

= −α2(u0)2 + γij(u
i + βiu0)(uj + βju0)

= −α2(u0)2
[

1 − γij

(

ui

αu0
+
βi

α

)(

uj

αu0
+
βj

α

)]

= −α2(u0)2(1 − γijv
ivj).

de modo que se recupera la forma conocida para el factor de Lorentz.

W = αu0 =
1

√

1 − γijvivj
. (7.47)

Las ecuaciones de la hidrodinámica relativista se pueden derivar de las leyes fundamentales de

conservación. La conservación del número de bariones y la conservación de la enerǵıa-momento.

Para ver estas derivaciones primero introducimos, algunas variables, el flujo de masa en reposo

Jµ = ρuµ, (7.48)

y las variables conservadas que se definen como:

D = −Jµnµ = −ρuµnµ = ρW, (7.49)

Sj = −T µ
ν nµ(∂j)

ν = αT 0
j = αρhu0uj = ρ hW 2 uj

W
(7.50)

= ρ hW 2vj

E = T µνnµnν = α2T 00 = α[ρ hu0u0 + pg00] (7.51)

= ρ hW 2 − p (7.52)
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Es conveniente, por propósitos numéricos y para recuperar el ĺımite newtoniano en las ecuaciones

dinámicas, definir una variable que es la densidad de enerǵıa menos la densidad. [97]

τ = E −D (7.53)

Con las definiciones anteriores, podemos escribir el tensor de enerǵıa momento del fluido perfecto

en términos de las variables conservadas,

T 00 =
1

α2
E, (7.54)

T 0i =
1

α
ρhW 2

(

vi − βi

α

)

+ p
βi

α
, (7.55)

T 0
i =

1

α
Si, (7.56)

T i
j = Sj

(

vi − βi

α

)

+ pδi
j. (7.57)

La conservación de número de bariones esta expresada por: Jµ
;µ = 0

Jµ
;µ =

1√−g (
√−gJµ),µ =

1√−g (
√−gρuµ),µ

=
1√−g

(

α
√
γρ
W

α

)

,0

+
1√−g

[√−g ρW
(

vi − βi

α

)]

,i

=
1√−g (

√
γD),0 +

1√−g +

[√−g D
(

vi − βi

α

)]

,i

En el sistema euleriano los vectores base eµ se expresan como:

eµ = {n, ∂i} (7.58)

y al expresar la ley de conservación en este sistema tendremos:

(T µ
ν(eγ)ν);µ = T µ

ν;µ(eγ)ν + T µν(eγ)ν;µ = T µν((eγ)ν,µ − Γλ
νµ(eγ)λ) (7.59)

tendremos para γ = 0

(T µ
ν(e0)

ν);µ = (T µνnν);µ = (−αT µ0);µ (7.60)

= − 1√−g
[

(
√−g αT 00),0 + (

√−g αT i0),i
]

(7.61)

= − 1√−g

[

(
√
γ α2T 00),0 +

(√−g α
[

1

α
ρhW 2

(

vi − βi

α

)

+ p
βi

α

])

,i

]

(7.62)

= − 1√−g

[

(
√
γ E),0 +

(√−g
[

E

(

vi − βi

α

)

+ p vi

])

,i

]

(7.63)

y

T µν((e0)ν,µ − Γλ
νµ(e0)λ) = −T µ0(α),µ + αΓ0

νµT
µν

= α[−T µ0(lnα),µ + Γ0
νµT

µν ],
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1√−g

[

(
√
γ E),0 +

(√−g
[

E

(

vi − βi

α

)

+ p vi

])

,i

]

= α[T µ0(lnα),µ − Γ0
νµT

µν ], (7.64)

si consideramos ahora γ = j:

(T µ
ν(e0)

ν);µ = = (T µ
j);µ =

1√−g [(
√−g T µ

j),µ]

=
1√−g [(

√−g T 0
j),0 + (

√−g T i
j),i]

=
1√−g

[

(
√
γ Sj),0 +

(√−g
[

Sj

(

vi − βi

α

)

+ pδi
j

])

,i

]

T µν
(

(ej)ν,µ − Γλ
νµ(ej)λ

)

= T µν
[

(gνλ(ej)
λ),µ − Γλ

νµgλσ(ej)
σ
]

= T µν(gνj,µ − Γλ
νµgλj),

de modo que tendremos, después de igualar términos:

1√−g

[

(
√
γ Sj),0 +

(√−g
[

Sj

(

vi − βi

α

)

+ pδi
j

])

,i

]

= T µν(gνj,µ − Γλ
νµgλj), (7.65)

Las ecuaciones se escriben de manera compacta como:

∂

∂t
(
√
γ q) +

∂

∂xi
(
√−g f i) = S (7.66)

con el vector de estado

q = (D,Sj, τ), (7.67)

los flujos

f i =

(

D

(

vi − βi

α

)

, Sj

(

vi − βi

α

)

+ pδi
j, τ

(

vi − βi

α

)

+ pvi

)

, (7.68)

y las fuentes S:

S = α
√
γ
(

0, T µν
(

gνj,µ − Γλ
νµgλj

)

, α
(

T µ0(lnα),µ − T µνΓ0
νµ

)

)

. (7.69)

Las ecuaciones se escriben de forma conservativa para explotar su carácter hiperbólico y para

construir un esquema numérico basado en la solución de problemas de Riemann locales como

los que describimos en capitulos anteriores. Para el resolvedor aproximado de Roe por ejemplo,

necesitamos los vectores y valores propios de la matriz ∂f i

∂q
y para el HLLE los valores propios.

Los correspondientes valores propios en la dirección x, para ∂fx

∂q
son:

λ0 = αvx − βx (con multiplicidad tres), (7.70)

λ± =
α

1 − v2c2s

{

vx(1 − c2s) ± cs
√

(1 − v2)[γxx(1 − v2c2s) − vxvx(1 − c2s)]
}

− βx, (7.71)
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con cs la velocidad local del sonido hc2s = χ + p
ρ2κ, con χ ≡ ∂p

∂ρ y κ ≡ ∂p
∂ε . Los vectores propios

son:

r1 =

( K
hW

, vx, vy, vz, 1 − K
hW

)

, (7.72)

r2 =
(

Wvy, h(γxy + 2W 2vxvy), h(γyy + 2W 2vyvy), h(γzy + 2W 2vzvy),

Wvy(2hW − 1)) , (7.73)

r3 =
(

Wvz, h(γxz + 2W 2vxvz), h(γyz + 2W 2vyvz), h(γzz + 2W 2vzvz),

Wvz(2hW − 1)) , (7.74)

r± = (1, hWCx
±, hWvy, hWvz, hW Ãx

± − 1), (7.75)

en donde se utilizaron las siguientes definiciones:

K ≡ κ̃

κ̃− c2s
, κ̃ ≡ κ/ρ, Cx

± ≡ vx − Vx
±, (7.76)

Vx
± ≡ vx − Λx

±
γxx − vxΛx

±
Ãx

± ≡ γxx − vxvx

γxx − vxΛx
±
, (7.77)

Λi
± ≡ λ̃± + β̃i, λ̃ ≡ λ/α, β̃i ≡ βi/α. (7.78)

Algunas veces, sobre todo cuando se trabaja en espacios tiempo dinámicos, es mejor tener las

fuentes (7.69) en términos de las variables ADM en vez de la métrica completa gµν , su cálculo

requiere principalente de los 4-śımbolos de Christoffel escritos en las variables ADM que se

encuentran en [23], después de desarrollar, los términos de fuentes quedan como:

Para Sj (sin el término α
√
γ)

SSj = T µν
(

gνj,µ − Γλ
νµgλj

)

= T µνΓνµj (7.79)

= T 00

(

1

2
βlβm∂jγlm − α∂jα

)

+ T 0i
(

βl∂jγil

)

+
1

2
T lm∂jγlm

+
ρhW 2vl

α
∂jβ

l. (7.80)

y para τ :

Sτ = α
(

T µ0(lnα),µ − T µνΓ0
νµ

)

= T 00
(

βiβjKij − βi∂iα
)

+ T 0i
(

−∂iα+ 2βjKij

)

(7.81)

+ T lmKlm. (7.82)
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7.5 Reconstrucción de las variables primitivas

La solución del problema de Riemnann requiere conocer el valor de la presión y sus derivadas,

por ejemplo para calcular a velocidad del sonido en ese medio. Dada la relación funcional, entre

las variables conservadas y las primitivas, un procedimiento para ir de un lado a otro no puede

darse en forma cerrada, en su lugar se debe dar un algoritmo iterativo (o un resolvedor para

ecuaciones algebraicas en el caso de un gas ideal) que consume tiempo de cómputo, aśı que

se vuelve necesario dar un algoritmo para recuperar las variables primitivas que sea eficiente,

aqúı se presenta uno muy conocido [75] y es el que utilizamos en los códigos que presentaremos

mas tarde, se basa en la ecuación de estado para obtener la presión partiendo de las variables

conservadas. El algoritmo comienza tomando un valor p de prueba, usualmente el obtenido en

un paso anterior, con este valor se puede calcular

vi(p) =
Si

τ + p+D
(7.83)

y luego calcular el factor de Lorentz,

W (p) =
1

√

1 − vi(p)vi(p)
, (7.84)

lo que permite encontrar la densidad

ρ(p) =
D

W (p)
(7.85)

y la enerǵıa interna,

ε =
τ +D (1 −W (p)) + p (1 −W (p)2)

DW (p)
. (7.86)

El valor de prueba p no satisface la ecuación de estado p = p(ρ0, ε) aśı que se debe tener un

error cometido con la aproximación de la forma:

f(p) = p(ρ0, ε) − p, (7.87)

El cero de f(p) en el dominio f́ısicamente aceptable p ∈ (pmin,∞) determina la presión que

satisface la ecuación de estado. La monotonicidad de f(p) en el dominio asegura la unicidad de

la solución. Donde pmin, se define como [98]:

pmin = |SiSi| − τ −D, (7.88)

que se obtiene tomando en cuenta que v = vivi ≤ 1. Las ráıces de la ecuación (7.87) se obtienen

mediante un método tipo Newton-Raphson.



Caṕıtulo 8

Aplicaciones astrofisicas

8.1 Acreción esférica hacia un agujero negro

La acreción de Michel (o acreción de Bondi en el caso no relativista [99]), involucra la cáıda

radial y esféricamente simétrica de un gas hacia un agujero negro. En la aproximación de fluido

de prueba no se considera la autogravedad del gas.

Comencemos considerando un agujero negro de Schwarzschild, rodeado por una nube de gas.

Esta puede ser una aproximación razonable a una situación real de un agujero o una estrella,

una vez que el momento angular, el campo magnético y el movimiento de bulto del gas con

respecto al agujero pueden despreciarse.

Para tipos mas generales de acreción como sistemas binarios cercanos o núcleos activos de

galaxias, la acreción esféricamente simétrica y radial deja de ser una buena aproximación [100].

Sin embargo, el problema de acreción esférica es de gran importancia teórica porque introduce

algunos de los conceptos principales que tienen validez en problemas más generales, ademaś, es

posible dar un tratamiento exacto que perimite ganar algo de intuición para problemas mucho

más complicados.

Para tratar este problema matemáticamente se considera el espacio tiempo esféricamente simétrico

descrito por la métrica de Schwarzschild descrito en coordenadas de Eddington Finkelstein.

Las ecuaciones básicas son las leyes de conservación de masa y flujo de enerǵıa:

∇µ(ρuµ) = 0 ⇒ 1√−g∂µ(
√−gρuµ) = 0, (8.1)

∇µ(T0
µ) = 0, (8.2)

suponiendo que el fluido se mueve únicamente en dirección radial, uµ = (ut, ur, 0, 0) y las vari-

ables del fluido son independientes de θ y φ, suponemos además que se ha alcanzado un estado

estacionario, ∂t = 0

∂r(
√−gρur) = 0 ⇒ √−gρur = C1, (8.3)

95
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y

∂r(
√−gρhurut) = 0 ⇒ √−gρhurut = C2, (8.4)

si dividimos la ecuación (8.4) entre (8.3) y elevamos al cuadrado siguiendo el art́ıculo de Michel

[101]

(hut)
2 = C3, (8.5)

con C3 = C2/C1 y al sacar la derivada total

∂

∂ρ
(hut)

2dρ+
∂

∂u
(hut)

2du+
∂

∂r
(hut)

2dr = 0, (8.6)

en donde u = ur. Al expandir las derivadas se obtiene:

∂

∂ρ
(hut)

2dρ = 2hu2
t

∂

∂ρ

(

ρh

ρ

)

dρ = 2hu2
t

(

1

ρ

∂(ρh)

∂ρ
− ρh

ρ2

)

dρ, (8.7)

∂

∂u
(hut)

2du = 2h2ut
∂ut

∂u
du, (8.8)

para obtener la dependencia de ut con u debemos trabajar un poco más con el espacio tiempo,

de la condición de normalización uµuµ = −1 se obtiene que:

gtt(u
t)2 + 2gtru

tu+ grru
2 = −1 ⇒ ut =

1

gtt

(

−grru±
√

(g2
tr − gttgrr)u2 − gtt

)

, (8.9)

y en el espacio tiempo de Schwarzschild

g2
tr − gttgrr =

(

2M

r

)2

+

(

1 − 2M

r

)(

1 +
2M

r

)

= 1, (8.10)

por lo tanto

ut =
1

gtt

(

−grru±
√

u2 − gtt

)

, (8.11)

al bajar el ı́ndice para obtener la componente covariante ut = gttu
t + grtu se obtiene

ut = ±
√

u2 − gtt, (8.12)

de modo que ∂ut
∂u

= ± u
ut

. Sustituyendo en (8.8)

∂

∂u
(hut)

2du = 2h2ut
∂ut

∂u
du = 2h2ut

(

u

ut

)

du = 2h2udu, (8.13)

∂

∂r
(hut)

2dr = h22ut
∂ut

∂r
= h22ut

1

2ut

(

−∂gtt

∂r

)

dr (8.14)

= h2

(

2M

r2

)

dr.

Sumando todos los términos de la derivada total y dividiendo entre h2 se obtiene:

2u2
t

(

1

ρh

∂(ρh)

∂ρ
− 1

ρ

)

dρ+ 2udu+

(

2M

r2

)

dr = 0, (8.15)
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que se puede escribir de la siguiente forma:

2u2
tV

2dρ

ρ
+ 2udu +

(

2M

r2

)

dr, (8.16)

en donde

V 2 =
∂ ln(ρh)

∂ ln(ρ)
− 1. (8.17)

Si se sustituye que
√−g = r2 en (8.3) y se deriva, se llega a:

dρ

ρ
+
du

u
+ 2

dr

r
= 0, (8.18)

al sustituir dρ
ρ en (8.16) se obtiene:

−2u2
tV

2

(

du

u
+ 2

dr

r

)

+ 2udu+

(

2M

r2

)

dr = 0. (8.19)

Al agrupar y dividir entre −2u2
t obtenemos la ecuación.

du

u

(

V 2 − u2

u2
t

)

+
dr

r

(

2V 2 − M

ru2
t

)

= 0. (8.20)

Para encontrar los perfiles, tanto en la densidad como en la velocidad radial, es necesario,

suponer una ecuación de estado, en este caso tomaremos la ecuación para un poĺıtropo de la

forma p = κργ . Con esta ecuación cerramos el sistema, solo nos queda fijar las constantes C1, C2

que aparecieron al integrar las ecuaciones de conservación. La forma más común de hacerlo es

dar la posición del punto cŕıtico, es decir el punto en donde la velocidad del fluido coincide con

la velocidad del sonido asi como la densidad en ese punto, hay que recordar que en infinito la

velocidad de las part́ıculas es cero, mientras que cerca del agujero negro tendrán una velocidad

muy grande, de hecho, comparable con la velocidad de la luz.

Si denotamos a esta posción como rc El punto cŕıtico se localiza donde los factores entre

paréntesis de la ecuación (8.20) se anulan simultáneamente

uc
2 =

M

2rc
, Vc

2 =
uc

2

1 − 3uc
2

=
u

ut
. (8.21)

Al sustituir los valores de rc y ρc es posible encontrar la constante κ como sigue:

La entalṕıa, multiplicada por la densidad, para un poĺıtopo es

ρh = ρ+ p+ ρǫ = ρ+
κγργ

γ − 1
. (8.22)

Sustituyendo en la expresión (8.17), después de simplificar se llega a:

V 2 =
(γ − 1)κγργ−1

γ − 1 + κγργ−1
, (8.23)
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con esta expresión, se obtiene el valor de la constante del poĺıtropo κ

κ =
(γ − 1)V 2

c

γργ−1(γ − 1 − V 2
c )

(8.24)

que se utiliza para encontrar la entalṕıa y finalmente sustituir en (8.3) y (8.4) para tener el valor

de las constantes. Se define una función f = f(u, r) = h2u2
t − C3, únicamente de u y r con:

h2u2
t − C3 = 1 +

κγργ−1

γ − 1
= 1 +

κγ

γ − 1

(

C1

ur2

)

− C3. (8.25)

Para cada valor de r en el dominio debemos encontrar el valor de u que satisfaga f = 0, y luego

sustituir en (8.3, 8.4) para encontrar la densidad. Usualmente, no se requiere la componente

radial de la cuadrivelocidad, sino la 3− velocidad del fluido ver [102],

vr =
1

α
(ur/ut + βr) (8.26)

que en el caso de Schwarzschild queda:

vr =

√

r + 2M

r

(

u(r − 2M)

2Mu−
√

u2 + 1 − 2M/r
+

2M

r + 2M

)

, (8.27)

Al conocer el perfil de la velocidad y la densidad se resuelve completamente el problema de

acreción estacionara hacia un agujero negro. Como paso siguiente, consideraremos la acreción

dinámica del gas, permitiendo que las variables de estado dependan del tiempo. Para atacar

este problema necesitamos resolver las ecuaciones de hidrodinámica relativista en un espacio

de Schwarzschild y por lo tanto, utilizar las herramientas que hemos desarrollado en secciones

anteriores aplicados a las ecuaciones de Euler relativistas en simetŕıa esférica.

Como ejemplo de solución numérica, se ha tratado de reproducir la solución estacionaria de la

acreción esférica y se han considerado además, pequñas desviaciones de la solución estacionaria.

A continuación se escriben de manera expĺıcita, el vector de estado, los flujos, la métrica y las

componentes de la curvatura extŕınseca que se utilizan para resolver numéricamente la evolución

del fluido de prueba.

En simetŕıa esférica, las componentes del vector de estado que describen al flujo, dentro, en la

formulación de Valencia son:

u = (D,Sr, τ), (8.28)

Para encontrar la evolución de este vector según las ecuaciones de Euler se necesitan los flujos,

escritos en este sistema de coordenadas particular son.

f = (Dvr, Srv + p, Sr −Dvr), (8.29)
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las componentes del tensor de enerǵıa momento del fluido perfecto, diferentes de cero son: son:

T tt = ρhutut + pgtt =
1

α2
(τ +D), (8.30)

T tr = (τ + p+D)
1

α

(

vr − βr

α

)

+
βr

α2
, (8.31)

T θθ = pgθθ, (8.32)

T φφ = pgφφ. (8.33)

Recordando la forma matricial de la métrica inversa en términos de las variables 3 + 1

gµν =

(

− 1
α2

βi

α2

βi

α2 γij + βiβj

α2

)

(8.34)

Para el espacio tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington Finkelstein

α =
1

√

1 + 2m
r

, βr =
2m

r

1

1 + 2m
r

, (8.35)

Las componentes de la métrica espacial son,

γrr = 1 +
2m

r
, (8.36)

γθθ = r2, γφφ = r2 sin2(θ), (8.37)

y la curvatura:

Krr = −2m

r2
1 + m

r
√

1 + 2m
r

, Kθθ = 2m
1

√

1 + 2m
r

(8.38)

la traza de la curvatura es:

K =
2m

r2
1 + 3m

r
(

1 + 2m
r

)3/2
(8.39)

Con estas componentes expĺıcitas podemos calcular las fuentes para las ecuaciones de evolución

del fluido.

8.1.1 Acreción tipo Michel como dato inicial

Como primer ejemplo de una evolución hidrodinámica, consideramos el modelo de Michel de-

scrito anteriormente. Aunque se refiere a una solución estacionaria, un código numérico debe ser

capaz de mantener esta solución y por lo tanto constiyute una primera prueba para la evolución.

Hemos considerado soluciones del gas acretando cuando se tiene el punto cŕıtico tanto dentro

como fuera de la malla.
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Figura 8.1: Densidad en escala logaŕıtmica (panel superior) de la distribución de gas

cayendo hacia el agujero negro, en el panel inferior se grafica la magnitud de la velocidad

vivi. El punto cŕıtico esta localizado en rc = 400.
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Figura 8.2: Al igual que en la figura 8.1. En este caso el punto cŕıtico esta localizado en

rc = 8.0
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Figura 8.3: Error relativo Errrel = abs(ρM−ρ
ρM

) entre la solución estacionaria de Michel ρM

a t = 0 y ρ después de t ∼ 500 utilizando diferentes resoluciones. Errrel está en escala

logaŕıtmica. Se ha multiplicado por 4,16,64, correspondiendo la resolución utilizada, para

mostrar convergencia a segundo orden.

En la figura 8.1 se muestran los perfiles de densidad de masa y velocidad para el caso en que el

punto cŕıtico esta localizado fuera de la malla rc = 400 con una densidad ρc = 10−2.

En las figura 8.2 se muestra la velocidad cuando el punto cŕıtico esta dentro de la malla rc = 8.0

Se han hecho simulaciones utilizando resoluciones de ∆r = {0.01, 0.02, 0.04} de modo que los

puntos en la malla numérica están en un intervalo de 0.5 ≤ r ≤ 48, nótese que gracias a que

estamos utilizando coordenadas de Eddington-Finkelstein, podemos considerar regiones interi-

ores al horizonte de eventos. Como es natural, para verificar la validez de nuestros resultados

tomamos el error relativo entre la solución exacta de Michel, con respecto a los datos obtenidos

después de una evolución, en la figura 8.3 se muestra el error relativo a un tiempo t ∼ 500.

Los errores decrecen cuando la malla se refina. Como puede verse del comportamiento del error

relativo bajo un refinamiento de la malla, el código es convergente a segundo orden en ∆r para

soluciones cont́ınuas.

8.1.2 Inyección de flujo a través de la frontera

Como segundo ejemplo, consideramos como dato inicial una distribución de densidad muy baja,

representada por una perturbación en la solución de Michel de la forma

ρ = 10−5ρM . (8.40)

Luego, desde la frontera externa se inyecta flujo con densidad correspondiente a la solución de

Michel desde un reservorio infinito. Lo que obtenemos es que se recupera la solución de Michel
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Figura 8.4: Proyección tridimensional de un corte en la velocidad de la figura 8.2

estacionaria transcurrido cierto tiempo, los valores de los parametros para los datos iniciales que

escogimos son rc = 400 y ρc = 10−2. Como resultado se muestra en la figura 8.6 el error relativo

en la densidad una vez que se ha alcanzado el flujo estacionario.
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Figura 8.5: Se muestra la densidad en escala logaŕıtmica, para un poĺıtropo en cáıda

radial cuando el punto cŕıtico esta dentro de la malla numérica, rc = 8. y se inyecta flujo

desde la frontera. Inicialmente hay una región de subdensidad, conforme pasa el tiempo,

por la frontera externa se esta inyectando un fluido con la densidad de Michel y se observa

como este perfil domina la solución para alcanzar el estado estacionario.
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Figura 8.6: El error relativo (en escala logaŕıtmica) entre la solución estacionaria de

Michel y la que se alcanza con el código después de t ∼ 120. Se multiplica por 4 y 16

para observar segundo orden de convergencia
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8.2 Discos de acreción

Los discos de acreción están presentes en una gran variedad de sistemas astrof́ısicos y a todas

las escalas espaciales, que van desde sistemas protoplanetarios hasta núcleos activos de galaxias

[100]. Frecuentemente, en el centro de estos discos se encuentra un objeto compacto (enana

blanca, estrella de neutrones o agujero negro). Los discos permiten, en principio, conocer las

caracteŕısticas más fundamentales del objeto central como son su masa, momento angular, carga,

etc. En el caso de que éste sea un agujero negro, el estudio implica hacer observaciones, medi-

ciones o en el mejor de los casos, predicciones aplicables a teoŕıas de gravedad en el régimen de

campo fuerte.

Los discos de acreción se forman cuando el entorno de un objeto masivo (el medio interestelar,

circun nuclear o una estrella compañera si de lo que se trata es un sistema estelar binario)

proporciona materia y enerǵıa que desciende el pozo de potencial gravitacional, liberando enerǵıa

durante el proceso mediante disipación, y la radión al exterior, además de que da la generacion

de calor debido a los esfuerzos viscosos actuando sobre el movimiento de la materia.

En esta sección se presentará el formalismo para estudiar discos de acreción alrededor de agujeros

negros en el contexto de la relatividad numérica.

Los modelos aqúı presentados asumen que el disco se encuentra en equilibrio hidrostático y que

su autogravedad no es importante, se considera también que está descrito por una ecuación de

estado barotrópica.

La cuadrivelocidad de los elementos de fluido se asume de la forma: uµ = (ut, 0, 0, uφ) y su

velocidad angular Ω y momento angular por unidad de masa l como:

Ω = uφ/ut, l = −uφ/ut.

Se supone también que el espacio tiempo es estacionario, axialmente simétrico y las rotaciones

conmutan con las traslaciones temporales 1 de modo que esta descrito por una métrica de la

forma:

ds2 = gttdt
2 + grrdr

2 + gtφdtdφ+ gθθdθ
2 + gφφdφ

2, (8.41)

que contiene a la métrica de Scwarzschild y la de Kerr como casos particulares.

Con las definiciones anteriores se tiene que:

Ω = − gttl + gtφ

gtφl + gφφ
, l = −gφφΩ + gtφ

gtφΩ + gtt
(8.42)

Por otro lado, las ecuaciones de movimiento hµ
i∇νT

ν
µ = 0 para un fluido perfecto (7.31) se

escriben como:
∇ip

ρ h
= −∇iln(ut) +

Ω∇il

1 − Ωl
. (8.43)

1es decir existe un grupo uniparamétrico de curvas que son tipo tiempo, un grupo uniparamétrico de

isometŕıas cuyas órbitas son cerradas y la acción de ambos grupos conmutan [103]
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en donde hk
i es el proyector a las superficies normales a uµ. Su forma integral es:

∫ p

0

dp

ρ0h
= Win −W = − ln

ut

(ut)in
+ F (l),

F (l) =

∫ l

lin

Ωdl

1 − Ωl
.

La cantidad W̃ =
∫ p
0

dp
ρ0h es igual en el ĺımite Newtoniano al potencial gravitacional más el

término centŕıfugo y esta relación es la forma integral de la ecuación de equilibrio hidrostático

[104], en infinito se debe tener W̃ = 0.

De la condición de normalización uµuµ = −1 se obtiene:

(ut)
2 = −

g2
tφ − gttgφφ

gφφ + 2 l gtφ + l2gtt
, (8.44)

Aqúı nos restringiremos al caso cuando la distribución de momento angular en el disco es con-

stante, l = l0 siguiendo la ref. [105] esto se hace para simplificar las ecuaciones y porque en

algunos casos, puede considerarse que el disco sigue esta distribución [106]. Por lo tanto

W̃ (r, θ) − W̃in = ln(−ut(r, θ)) − ln(−uin(r, θ)) (8.45)

con W̃in, una constante que se fija con el valor de W̃ en infinito. Para calcular las variables

hidrodinamicas, se consideran fluidos isentrópicos donde:

W̃ =

∫ p

0

dp

ρ0h
= ln(ut), (8.46)

De (8.46) puede verse que la materia puede llenar las equipotenciales cerradas, ya que muestra la

conexión de la distribución de la densidad con el potencial, una de estas superficies, dependiendo

del valor del momento angular tiene un vértice o (cusp) por el cual acreta materia. Este punto se

encuentra entre la órbita circular marginalmente acotada de una part́ıcula libre rmb y la órbita

marginalmente estable, la prueba se basa en el hecho que la posición del centro del disco y el

vértice pueden encontrase de manera sencilla [106], en estos puntos el fluido se mueve libremente,

no hay gradientes de presión ni de potencial (∇iW̃ = 0 = ∇ip) por lo tanto en estos puntos se

tiene: l0 = lk con lk el momento angular kepleriano del movimiento circular.

El comportamiento de las superficies equipotenciales depende de la distribución de momento

angular:

Las equipotenciales pueden ser cerradas W̃ < 0, o abiertas W̃ > 0, (se considera que el caso

marginal W̃ = 0 es cerrado en infinito). La geometŕıa de las equipotenciales esta fija por el

valor de l0, en particular, la presencia del vértice en el plano ecuatorial (en el cual las superficies

equipotenciales se autointersectan formando un vértice, esta relacionada con las soluciones de

lk(r) = l0, (8.47)

en donde lk es el momento angular kepleriano para part́ıculas de prueba [106]. Para entender

esta relación hay que notar que los extremos locales del potencial W̃ (r, θ) = ln(ut) en el plano
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Figura 8.7: Momento angular kepleriano (geodésicas en cáıda radial) sobre el plano ecu-

atorial, para el agujero negro de Schwarzschild, lk = r
√

2
r−2M

rmb = 4 y rms = 6

ecuatorial identifican las posiciones de dos puntos keplerianos de la solución. En estos puntos

un elemento de fluido orbitando no experimenta ninguna aceleración debida a los gradientes de

presión. La fuerza centŕıfuga balancea exactamente la fuerza gravitacional (y por lo tanto son

part́ıculas libres siguiendo geodésicas, de ah́ı que su momento angular es lk).

Estos puntos (en realidad son ćırculos ya que r es la coordenada radial) corresponden a las

posiciones del vértice rcusp y el máximo de la densidad de masa en reposo.

El comportamiento de la función lk se muestra en la figura 8.7, el punto rms es la cota superior

para la localización del vértice, y el ĺımite inferior para el centro del disco. Si la materia llena una

superficie equipotencial con el vértice se lleva a cabo la acreción a traves de él por los gradientes

de presión y no por viscosidad, como ocurre en el caso de los discos delgados [100], hay que

recordar que todas las órbitas circulares con r < rms son inestables y por tanto las part́ıculas

caeran en el agujero negro.

La existencia del vértice para cualquier distribución de momento angular estable es t́ıpica porque

la distribución de momento angular es estable si aumenta hacia afuera [107]. Una distribución

de momento angular general puede por tanto, cruzar la kepleriana por dos puntos, exactamente

como ocurre con el caso de momento angular constante.

Para un agujero negro de Schwarzschild, el potencial es:

W̃ = ln(−ut) = ln

(

r sin θ

√

r − 2M

r3 sin2 θ − (r − 2M)l2

)

, (8.48)

El vértice esta localizado entre el radio de la última órbita estable rms = 6 correspondiente al

mı́nimo de lk y el radio de la órbita marginalmente acotada rmb = 4, los correspondientes valores
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Figura 8.8: Si l0 < lms no se cierran las equipotenciales, aśı que no se puede formar un

disco, lms = 3.67, l0 = 3.17, lmb = 4.0.

de lk, son lk(rms) := lms = 3.67 y lk(rmb) = lmb = 4 Dependiendo de la forma que tenga el

potencial es posible confinar una distribución de materia o formar un toro.

Hay cinco posibilidades para la forma del toro dependiendo del valor de l0 con respecto a los

valores keplerianos lms y lmb:

• l0 < lms. No se puede formar un toro figura 8.8.

• l0 = lms. El disco existe como un anillo infinitesimal, el vértice es igual al centro, localizado

en el ćırculo r = rms, figura 8.9.

• l0 = lmb. El vértice esta localizado sobre la superficie equipotencial marginalmente cer-

rada, figura 8.10.

• l0 > lmb. Los discos que se forman no tienen vértice por lo tanto no se puede llevar a cabo

la acreción por medio de gradientes de presión, figura 8.11, se dice que estan cerrados en

infinito.

• lms < l0 < lmb. Hay muchos discos pero sólo uno que posee un vértice, ver figura 8.12.
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Figura 8.9: Cuando el momento angular es igual a lms, existe un anillo infinitesimal en

donde se forma el disco, lms = 3.67 = l0, lmb = 4.0.
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Figura 8.10: En el caso lms = 3.67, l0 = 4.0 = lmb se forman discos pero ninguno tiene un

vértice.
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Figura 8.11: No se pueden formar discos, lms = 3.67, l0 = 4.17, lmb = 4.0

En la configuración lms < l0 < lmb existe un vértice que es el equivalente al punto L1 de Lagrange

por el cual se lleva a cabo la acreción hacia el agujero negro debida unicamente a los gradientes

de presión.

Los extremos locales del potencial W (r, θ) = ln(ut) en el plano ecuatorial identifican las posi-

ciones de dos puntos keplerianos de la solución. En estos puntos un elemento de fluido no

experimentan ninguna aceleración debida a los gradientes de presión. La fuerza centŕıfuga bal-

ancea exactamente la fuerza gravitacional. Estos puntos corresponden a las posiciones del vértice

rcusp y el máximo de la densidad de masa en reposo, es decir el centro del toro.

Para obtener la distribución de la densidad se utiliza la entalṕıa espećıfica, relacionada con el

potencial a través de (8.46).

h = exp(W̃in − W̃ ), (8.49)

y para un gas politrópico la densidad es:

ρ =

(

γ − 1

γ

exp(W̃in − W̃ ) − 1

κ

)
1

γ−1

(8.50)



110 CAPÍTULO 8. APLICACIONES ASTROFISICAS

-0.06
-0.05
-0.04
-0.03
-0.02
-0.01
 0
 0.01

-10

-5

 0

 5

 10  5
 10

 15
 20

 25

-0.06

-0.04

-0.02

 0

W

x

y

W

Figura 8.12: El caso de principal interés es cuando se tiene un vértice, y centro, lms <

l0 < lmb. lms = 3.67, l0 = 3.85, lmb = 4.0
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Figura 8.13: Los extremos locales del potencial, corresponden a las posiciones del vértice

rcusp y el centro del toro.
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Figura 8.14: Se presenta la densidad central del disco (×10−7) cuando la solución esta-

cionaria es perturbada con valor de η = 0.02. El tiempo esta escalado con el tiempo

dinámico definido como tdin = 2π/Ωc con Ωc la velocidad angular (8.41) del centro del

disco.

Con la presión dada por p = κργ .

Para estudiar la subsecuente evolución hidrodinámica de los discos construidos, es necesario

especificar las variables conservadas mediante eqs. (7.49, 7.50 y 7.51) y aśı utilizar los esquemas

numéricos construidos. Por ejemplo, se toman como dato inicial los valores de la densidad,

presión, enerǵıa y velocidad de los discos estacionarios para probar la habilidad del código

de mantener las soluciones estacionarias, tal como hicimos en el caso de acreción de Michel.

Posteriormente se realizaron evoluciones perturbando la solución estacionaria con una velocidad

radial que es un múltiplo de la velocidad de Michel, de la forma

vr = ηvr
M (8.51)

con valores de η = 0.01 ∼ 0.2 éstas evoluciones se hicieron mediante un código axialmente

simétrico extensión del utilizado para hacer las evoluciones de acreción esférica. En la figura

8.14 esta graficada la densidad central, en el plano ecuatorial del toro como función del tiempo.

El disco llena una de las equipotenciales que no poseen vértice de la figura 8.12. Debido a la

perturbación por un momento desborda el lóbulo que lo contiene y hay acreción. Conforme

transcurre el tiempo el disco oscila para alcanzar nuevamente su estado estacionario.

Existe la posibilidad de estudiar las oscilaciones de los discos aśı como los modos de oscilación tal

como se ha hecho en [108, 109], sin embargo, aqúı solo nos enfocamos en la posibilidad de realizar

una evolución del disco, futuros trabajos estan dirigidos a obtener la respuesta gravitacional del

agujero negro ante las perturbaciones producidas por la acreción periódica del disco.
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Conclusiones

Para concluir, se presenta una breve discusión sobre las ideas presentadas en este trabajo. En los

primeros caṕıtulos se hizo una revisión de los conceptos básicos sobre ondas gravitacionales, es-

tados de polarización, detección y enerǵıa transportada. Se desarrolló el formalismo de Newman

Penrose para estudiar perturbaciones alrededor de la solución de agujero negro de Schwarzschild

y Kerr. Como aplicaciones de este formalimo se estudió numéricamente la acreción dinámica

de cáscaras de polvo hacia el agujero negro de Schwarzschild. Se mostró que existe una fuerte

dependencia entre la campacidad de las cáscaras con la emisión de ondas gravitacionales. Si el

ancho de la cáscara es comparable con el tamaño del agujero negro entonces la respuesta grav-

itacional son los modos caracteŕısticos conocidos como modos cuasinormales de oscilación. Si el

ancho de la cáscara es mayor que el tamaño caracteŕıstico del agujero negro entonces la señal

gravitacional no tiene la forma de oscilaciones cuasiperiodicas. Para obtener estos resultados se

desarrollaron código numéricos que permiten resolver las ecuaciones de perturbación utilizando

diferencias finitas para la parte espacial y esquemas que preservan la estabilidad de las soluciones

a lo largo del tiempo. El código desarrollado es muy robusto y puede utilizarse para estudiar

otros fenómenos de acreción, como campos escalares o fluidos con presión. En particular se pre-

tende estudiar la influencia de los gradientes de presión en la forma de las ondas gravitacionales.

En el caso del agujero negro de Kerr, se utilizó un enfoque nuevo para resolver numéricamente la

ecuación de perturbación que consistió en utilizar los armónicos esféricos con peso de esṕın para

representar la parte angular de la función de onda, en vez de los esferoidales. Fue posible utilizar

este enfoque gracias a la elección de la tétrada para representar las cantidades tensoriales, ya que

se obtuvo una ecuación muy parecida al caso conocido de Schwarzschild. Con la descomposición

de la parte angular en esta nueva base, se obtuvo una ecuación puramente radial temporal para

los diferentes modos que conforman la función de onda. La ecuación para un modo involucra

un acople no trivial entre los cuatro modos vecinos, dos por arriba y dos por debajo del modo l.

Para estudiar el acople entre modos se resolvió numéricamente el sistema que resulta al permitir

interacción entre modos y se mostró que para valores de m pequeños, comparados con l, es

suficiente resolver para el modo principal pues las correcciones de los modos vecinos contribuyen

muy poco a la forma de onda resultante. Esta descomposición fue por primera vez presentada en

113
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un art́ıculo de investigación y se espera sea utilizada para estudiar la influencia del acople entre

los modos que componen la onda gravitacional. Con este enfoque será posible estudiar la señal

gravitacional en tiempos tard́ıos con la finalidad de conocer la relación entre el decaimiento en

amplitud de la onda con el tiempo. Se espera que este enfoque pueda utilizarse para estudiar

otros fenómenos como la emisión gravitacional en la fase de órbita de un sistema binario en el

cual las masas de los objetos son de diferentes ordenes de magnitud por ejemplo, cuando un

agujero negro o una estrella de neutrones son capturados por un agujero negro supermasivo.

Se hizo un desarrollo de los métodos numéricos que se utilizan para describir numéricamente

el flujo de materia hacia agujeros negros. Estos métodos son ampliamente utilizados en la

comunidad de astrof́ısica porque permiten describir consistentemente las discontinuidades en los

flujos. Para aplicar estos métodos se presentaron las ecuaciones que describen la dinámica de un

fluido en la presencia de campos gravitacionales fuertes y velocidades cercanas a la velocidad de la

luz, es decir en un contexto ultra relativista. Se presentaron algunos ejemplos sobre la aplicación

de estos métodos como la acreción de un poĺıtropo hacia un agujero negro de Schwarzschild

ponendo énfasis en la parte dinámica del flujo. Se consideraron flujos supersónicos y subsónicos

dentro de la malla computacional para recuperar la solución anaĺıtica que se describio con

detalle. Se presentaron las soluciones analit́ıcas y estacionarias de discos de acreción aldededor

de agujeros negros en la aproximación de fluido de prueba y se mostraron los resultados de

la solución numérica para la evolución de estos discos utilizando los algoritmos numéricos para

flujos relativistas. Es importante recalcar la importancia de utilizar métodos numéricos que sean

consistentes con la descripción f́ısica del problema, de otra forma se estaŕıan pasando por alto

fenómenos de interés que ayudaŕıan a tener un mejor entendimiento de la naturaleza. Los nuevos

códigos desarrollados por otro lado, pueden utilizarse para estudiar fenómenos astrof́ısicos, que

involucren flujos relativistas como jets o estudiar otros modelos de acrecion mas generales.

Existe la posibilidad de adaptarlos a flujos que involcren campos electromagnéticos, esto es de

gran relevancia porque se tendŕıa una señal electromagénetica, fácil de detectar, relacionada con

la señal gravitacional.
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