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Resumen

En el presente trabajo, se estudia una mezcla balanceada de 2N atomos fermiénicos en dos
diferentes estados de espin, confinados por medio de una trampa armoénica isotrépica de
frecuencia w y que interactian a través de un potencial de corto alcance. La descripcion que
se realiza es en el caso de temperatura cero. El potencial de interaccion esta caracterizado
por medio de dos parametros: la amplitud y el alcance del potencial. El parametro efectivo
que define las interacciones en este sistema es la longitud de dispersion, y dependiendo del
valor y del signo de este pardmetro se pueden definir tres regiones de estudio: La region
BCS, donde la longitud de dispersion es negativa y hay formaciéon de pares de fermiones
conocidos como pares de Cooper, la region BEC donde la longitud de dispersion es positiva
y hay formaciéon de moléculas y el cruce BCS-BEC, esta region es donde el gas interactia
fuertemente y hay una zona conocida como limite de unitariedad donde la longitud de
dispersion diverge.

Se escoge el método Monte-Carlo variacional, para poder determinar las eigenfunciones
y eigenenergias del sistema. En cada una de las regiones antes mencionadas, se propone
una funcién de onda prueba la cual depende de un pardmetro variacional. En el limite BEC
y en el cruce BEC-BCS, la base de funciones de onda prueba para el sistema de muchos
cuerpos, es una funciéon de onda antisimetrizada, construida a partir de un producto de
funciones de pares de particulas, que son soluciones del problema de dos cuerpos atrapados
e interactuantes. En este trabajo, se obtiene una expresion para la accién del hamiltoniano
sobre esta funcién de onda prueba, que se puede programar con el método Monte Carlo
y que permite hacer simulaciones para un niimero grande de particulas. Para el régimen
BCS se utiliza una funcién de muchos cuerpos basada en funciones de onda de un solo
cuerpo mas correcciones asociadas a la correlacion de dos cuerpos entre particulas.

Para un valor dado del alcance del potencial, se encontraron los valores de la energia
y del correspondiente parametro variacional, con lo que se determinan las funciones de
onda. Una vez que se conocen las soluciones de este problema, se analizan las diferentes
propiedades del gas de Fermi, determinadas por las funciones de correlaciéon de una y de
dos particulas. Los resultados se presentan para el caso en el que hay N = 165 particu-



1i Resumen

las por cada estado hiperfino. Se hace un analisis de la relaciones del virial, las cuales
establecen conexiones entre la energia total por particula como funcién de las variables
que definen al hamiltoniano de interaccion entre las particulas y la energia debida al po-
tencial de confinamiento, para diferentes valores de la longitud de dispersion, reportando
la verificacién numérica de estas relaciones para un potencial de alcance finito en todo el
cruce.

En el limite de unitariedad se calcula un parametro conocido como pardmetro de
Bertsch, que relaciona la energia total del gas atrapado e interactuante con la energia
del gas de Fermi ideal atrapado. Con los resultados obtenidos para diferentes valores
del alcance del potencial se obtiene una curva de energia en el limite en que el alcance
del potencial tiende a cero, asi como también se da una prediccion en este limite para el
parametro de Bertsch.

i



Summary

In the present work, we study a balanced mixture of 2N fermionic atoms in two different
hyperfine states, confined by an isotropic harmonic trap of frequency w, and interacting
through a short range potential. This study is at zero temperature. The interacting
potential is characterized by two parameters: the intensity and the range of the potential.
The effective parameter that defines the interactions in this system is the scattering length,
and depending on the value and sign of this parameter, three regions of study can be
defined: The BCS region, where the scattering length is negative and fermionic pairs
known as Cooper pairs are formed. The BEC region, where the scattering length is
positive and there is formation of molecules and the BCS-BEC crossover, in this regime
the gas is strongly interacting and there exist a region where the scattering length diverges,
this is the so-called unitarity limit.

We use the variational Monte-Carlo method in order to obtain approximate eigenfunc-
tions and eigenenergies of the system. For each region of study, we propose trial many
body wave functions that depend on one or two variational parameters. In the BEC
region and in the BCS-BEC crossover, the many body trial wave functions basis is an
antisymmetrized many-body wave function, constructed as the product of pair functions,
these pair functions are solutions of the interacting and trapped two body problem. In
this work, we provide an expression for the action of the many-body Hamiltonian on this
trial many-body wave function suitable for the Monte-Carlo method and that allow us
to make numerical simulations for a large number of particles. For the BCS regime, we
used a many body trial wave function based on one body wave functions and corrections
associated with the two body correlations.

For a given value of the range of the potential, we obtain the eigenenergies and the
corresponding variational parameter that determines the eigenfunctions. Once, the solu-
tions of this problem are known, we analyze the different properties of the Fermi gas, like
the one body and two body correlation functions for N = 165 particles for each hyperfine
state. We also study the virial relations, which establish connections between the total
energy per particle and the energy due to the confined potential, for different values of the

11



iv Summary

scattering length, we report the numerical verification of these relations for a short range
potential along the crossover.

At the unitarity limit we estimate a parameter, known as the Bertsch parameter, that
relates the total energy of the trapped and interacting system with the ideal trapped Fermi
gas energy. Using the results obtained for different values of the range of the potential,
we obtained an energy curve in the limit that the range of the potential tends to zero. In
this limit we also provide a prediction for the Bertsch parameter.

v



Introduccion

El espin es una propiedad de las particulas subatémicas, es un momento angular intrinseco
de magnitud fija, que no tiene analogo clasico. En general, las particulas de la naturaleza
las podemos clasificar en dos familias de acuerdo a su espin, si este es un nimero entero
las particulas son bosones y el estado cuéntico del sistema esta descrito por una funciéon
de onda simétrica bajo el intercambio de particulas idénticas. Si el espin es semientero, las
particulas son fermiones, y el estado esta descrito por una funciéon de onda antisimétrica,
y cumplen con el principio de exclusion de Pauli; dos fermiones no pueden tener los
mismos nimeros cuanticos, es decir, no pueden estar en el mismo estado cuantico. El
comportamiento cuantico de las particulas se manifiesta de forma muy evidente cuando la
longitud de onda térmica de de Broglie

h
vV kaBT

es comparable a la distancia promedio entre particulas d = (%) Para A\ ~ d, los
bosones forman el estado conocido como condensado de Bose-Einstein, Figura 1a, el cual
fue creado experimentalmente utilizando un gas de dtomos de ¥'Rb, en el afio de 1995
por el grupo de E. Cornell [1], mientras que los fermiones constituyen un gas degenerado
de Fermi, Figura 1b, el cual se logré experimentalmente empleando atomos de “°K en
el ano de 1999 por el grupo de D. Jin [2|. Este comportamiento cuantico es evidente a
bajas temperaturas. Los bosones presentan una ocupacién macroscopica del estado base
del sistema no interactuante, Figura 2a, mientras que los fermiones, debido al principio de
exclusion de Pauli, llenan los niveles de energia hasta la energia de Fermi, Er, formando
asi el mar de Fermi, Figura 2b.

Ap =

1/3

Para poder obtener las bajas temperaturas donde se presenta la condensacion de Bose,
o el gas degenerado de Fermi, es necesario en la practica confinar a los 4tomos. Esto se hace
mediante el uso de trampas magnéticas, trampas 6pticas o trampas magnéto-opticas [3-6].
Las trampas Opticas requieren de un enfriamiento previo del gas puesto que los dtomos
neutros interaccionan débilmente con los campos electromagnéticos. Ya que se tienen
confinados los atomos, el siguiente paso es enfriarlos a una escala que permita entonces
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Figura 1: En la figura 1(a) se muestra la condensacion de Bose-Einstein, mientras que en la
Figura 1(b) se muestra el gas degenerado de Fermi. Las imagenes fueron tomadas
de  http://www.colorado.edu/physics/2000/bec/three peaks.html y  http://www.light-
science.com/duphysics.html respectivamente.

llevar al gas a un estado de degeneracion. Las técnicas de enfriamiento en esta etapa son:
el enfriamiento evaporativo [7,8| y los enfriamientos 6pticos, estos ultimos incluyen tanto
el enfriamiento Doppler como el enfriamiento Sisifo [9-11].

El hecho de poder enfriar a los gases atémicos diluidos se debe a que éstos presen-
tan colisiones binarias. Ademés de estos sistemas, cabe mencionar que los sistemas de
fermiones interactuantes se pueden encontrar en diversas areas de la fisica, por ejemplo,
en materia condensada estan los superconductores o los electrones en metales o en semi-
conductores, en astrofisica, las estrellas de neutrones o las enanas blancas, o en diferentes
sistemas como los protones y neutrones en los niicleos atémicos y el plasma de quark-gluon.
Con la realizaciéon de los gases de Fermi con interacciones sintonizables y confinamiento
controlado, surgen sistemas que permiten estudiar muchos aspectos de los fermiones.

Desde 1999, se han realizado experimentos, donde ademés de obtener el gas degenerado
de Fermi, ha habido una formacién de moléculas a partir de pares de fermiones interac-
tuantes altamente correlacionados [2,12-22] y ademas se estudian las propiedades del gas.
Estos experimentos pudieron realizarse, en primera instancia, gracias a las colisiones que
hay entre los &tomos ultrafrios donde domina la colisiéon en onda-s, por lo que se utilizan
mezclas de fermiones en dos diferentes estados hiperfinos. El parametro que describe estas

4
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Figura 2: Comportamiento de los gases de Bose y Fermi a bajas temperaturas. En la figura 2(a), la
mayoria de los bosones se encuentran en el estado base. En la Figura 2(b), se ilustra el caso
de espin 1/2; donde los fermiones llenan los niveles de energia hasta el nivel de Fermi, Ef.

colisiones para las particulas ultrafrias (£ — 0) es la longitud de dispersion, «, la cual es
una medida del radio efectivo de colisiéon en condiciones de isotropia, como lo es el canal
de onda-s. En el caso de fermiones idénticos el principio de exclusiéon suprime este tipo de
colisiones e inhibe la termalizacion.

Experimentalmente [12-14, 20|, una resonancia de Feshbach ofrece la posibilidad de
entonar las interacciones en los gases atomicos ultrafrios simplemente aplicando un campo
magnético externo. El mecanismo detras de las resonancias de Feshbach, es la sintonizacion
de la energia de los estados moleculares con la energia de un sistema de pares de d&tomos
y viceversa. Esto lleva a que las interacciones binarias del sistema puedan tener asociadas
valores de la longitud de dispersion tanto positivos como negativos. Cuando la longitud
de dispersion es positiva, a > 0, los &tomos fermionicos tienden a formar moléculas cuyo
espin total es entero y por lo tanto es un boséon, un gas formado por estas moléculas puede
llegar a formar un condensado de Bose-Einstein, BEC!. Mientras que cuando la longitud
de dispersion es menor que cero, o < 0, los &tomos de Fermi forman pares asociados a
correlaciones a distancias comparables a la region de confinamiento. Estos pares estan
ligados débilmente y se les conoce como pares de Cooper; en esa region se dice que el gas
se encuentra en un estado BCS?, donde el gas ya ha realizado una transicién de fase a la
superfluidez. Ademés, hay una region del gas donde éste es fuertemente interactuante y
donde modificando la interacciéon se puede pasar de un estado molecular, region BEC, a un
estado de pares de atomos, region BCS, y viceversa, a esta region se le conoce como el cruce
BCS-BEC' y es central en el estudio de los gases de Fermi; ademés su descripcion tedrica
detallada es un reto en la actualidad. En esta region, cuando la longitud de dispersion

IBEC, por sus siglas en inglés, Bose Einstein Condensation
2BCS, por sus siglas en inglés, Bardeen-Cooper-Schrieffer, es la teoria que describe a la superconduc-
tividad, basada en la interaccion atractiva de los pares de Cooper.
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diverge, |a| — 00, el gas de dtomos se vuelve fuertemente interactuante a pesar de que el
alcance de la interaccion que le di6 origen es muy pequena; a este régimen se le conoce
como Unitariedad [23-27|. Este limite es muy importante pues se considera que en esa
region el gas tiene un comportamiento universal, donde las propiedades termédinamicas
del gas dependen solamente de la densidad y de la temperatura, es decir, las nicas escalas
relevantes son el espacio entre particulas y la energia de Fermi, por lo que las propiedades
del gas se pueden expresar en términos de ésta y de pardmetros universales [25, 26, 28|.
Experimentalmente, se han obtenido gases de Fermi con propiedades compatibles con la
formacion de pares [29,30], gases moleculares BEC a partir de un gas de Fermi [12-14], y
gases donde se realiza el cruce BEC-BCS [12,18,21,31]. En estos sistemas se han medido
propiedades termodindmicas como la entropia y el potencial quimico [32].

Por otro lado, en el ambito teérico, ha habido avances gigantescos en la descripcion de
gases degenerados de Bose, en gran medida por la existencia de una ecuacién, conocida
como la ecuacion de Gross-Pitaevskii que describe razonablemente la dinamica del con-
densado. Esta ecuacién no lineal, utiliza como parametro de orden a la funcién de onda V.
Con ella se han descrito diversas propiedades del condensado incluidas: la formacion de
vortices [33], el comportamiento en redes 6pticas [34], las excitaciones colectivas [35], las
propiedades de coherencia [36], y el fendmeno de decoherencia [37] por mencionar algunos.

En el caso del gas de Fermi, no existe analogo preciso de la ecuacion de Gross-Pitaevskii.
Ademés, estos sistemas son extremadamente ricos, puesto que como se menciond con
anterioridad, la interaccién entre sus componentes permite observar diferentes regiones
dependiendo si la interaccion entre particulas es fuerte o es débil. Por ejemplo, para la
region BCS, existen trabajos [38] donde se hace un simil detallado de los gases atomicos
fermionicos con la descripcion de Bardeen, Cooper y Schrieffer, se caracteriza el valor de
la brecha de energia [39,40] asi como la temperatura de transicion [41]. En el caso de la
region BEC, donde se considera que el gas ya es un gas molecular, se ha encontrado a
partir del estudio del sistema de cuatro particulas, el valor de la longitud de dispersion
molecular efectiva ay entre dimeros en términos de la longitud de dispersion entre dtomos
ag ~ 0.6a [42|. Para la region del cruce, actualmente se esté trabajando en la busqueda de
una teoria general que la describa tanto en sus aspectos mecénicos como termodinamicos.
Dentro de este ultimo rubro, las descripciones que se han realizado en primera instancia
se han basado en el estudio del gas de Fermi confinado pero no interactuante utilizando
diferentes aproximaciones como: la aproximacion de la densidad local (LDA) [43], la
teoria de las funcionales de la densidad junto con la aproximacion de Thomas Fermi [44],
la aproximacion de la densidad local junto con el método de Hartree-Fock para diferentes
potenciales de confinamiento [45]. También hay estudios que utilizan el método variacional
[46,47]. En estos trabajos se han encontrado expresiones para propiedades termodinamicas
como la entropia, y el potencial quimico; en ocasiones se trabaja Gnicamente en la regiéon
de unitariedad [48]. Posteriormente, el estudio del gas de Fermi se extendi6 considerando
que las particulas del gas interaccionan entre si, ademés de que estaban confinadas y la
temperatura era finita, estos trabajos utilizan por lo general aproximaciones como la de
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densidad local [49] o la de Thomas Fermi [50].

Por otro lado, en el caso de temperatura cero, todas las propiedades del sistema estan
determinadas por la funciéon de onda del estado base. Los calculos precedentes para obtener
la funcién de onda y hacer un estudio del cruce empezaron aproximadamente en el ano de
2003, con los trabajos de Carlson, Pandharipande et al [51,52] que consideraron un gas
homogéneo e interactuante, y la funciéon de onda utilizada era una funciéon de Jastrow-
Slater, la cual describia de forma adecuada al sistema para la regiéon BCS; dentro del
estudio del gas homogéneo otros trabajos realizados por Giorgini et al [53], consideraban
dos tipos de funciones de onda, una era la funciéon de Jastrow-Slater y la otra una funcién
antisimetrizada de pares de particulas. A partir de 2004, surgieron una cantidad enorme
de trabajos, donde se estudiaba no sélo al gas homogéneo [54] sino también al gas de
fermiones interactuante y confinado [46, 50, 55-59]; en estos trabajos la descripcion del
gas se hace utilizando métodos numéricos, y considerando un cierto nimero de particulas.
Estos calculos han permitido obtener para este sistema, una ecuacion de estado para el
gas homogéneo en el cruce [53,60], en unitariedad [61,62] e inspeccionar una ecuacion de
estado perturbativa para el gas atrapado usando la aproximacion de la densidad local [63],
asi como obtener una ecuacion de estado fenomenologica [64].

Entre los métodos aproximados que se utilizan para estudiar el cruce BCS-BEC en los
gases ultrafrios se encuentran la teoria de la densidad local, la aproximacion de Thomas-
Fermi, la aproximacion de muchos cuerpos autoconsistente [24] y la teoria de campo efec-
tivo [65]. Mientras que, los esquemas computacionales ofrecen nuevas alternativas para
conocer y caracterizar las propiedades del estado base del sistema, dentro de éstos, el
método Monte-Carlo es una de las herramientas mas utilizadas pues da resultados confia-
bles que describen al sistema tanto en el caso interactuante y homogéneo [51-53,62,66-71|
como en presencia de confinamiento [28,56-58,72,73]. Dentro de los métodos Monte-Carlo,
las técnicas mas utilizadas son el método Variacional Monte-Carlo, (VMC), el método
Monte-Carlo de Funciones de Green, GFMC, el método Monte-Carlo de Funciones de
Green de Nodo Fijo, FN-GFMC y el método Monte-Carlo Difusivo de Nodo Fijo, FN-
DMC. Todas estas técnicas permiten encontrar las energias y eigenfunciones del sistema,
pero tienen una limitante, la cual es el nimero total de particulas que se pueden calcular,
pues en la literatura citada anteriormente generalmente se manejan desde dos hasta 66
particulas, y en pocos casos hasta 90 particulas. Ademas, cuando se escoge el método
numeérico se debe considerar que el sistema de estudio son fermiones y por lo tanto la fun-
cion de onda debe ser antisimétrica ante el intercambio de particulas, en el caso de método
GFMC se tiene un problema de signo, el cual se resuelve al utilizar el método Monte-Carlo
de Funciones de Green de nodo fijo pues éste impide el cruce de la superficie nodal en las
funciones de onda antisimétricas. En el caso del método Monte-Carlo variacional, se hace
un muestreo del cuadrado de las funciones de onda por lo que no se tiene el problema del
signo. Al estudiar este problema nosotros utilizaremos este método.

Ya que se ha dado un panorama general del problema de estudio, y de los métodos
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que se utilizan y que han dado resultados sobre el sistema, cabe mencionar que el sistema
permite conocer algunas de sus propiedades, una de éstas es un problema actual y es el
calculo del parametro universal denotado por (3, en el limite de unitariedad. El valor de
este parametro se calcula tanto experimental como teéricamente. Los valores teéricos van
desde -0.75 hasta -0.33 [24,51-53,56-58, 65, 74|, mientras que los valores experimentales
varian desde § =-0.26 hasta -0.68 [17,18,20,21,23,32,75,76]. En este trabajo, una vez
que se obtienen las eigenfunciones y eigenenergias del sistema, se determinan algunas
propiedades del gas de Fermi.

En la presente tesis, nos centraremos en la obtencién de una funcién de onda que des-
criba el estado base de un gas de Fermi con interacciones binarias asociadas a un potencial
central de corto alcance en la region del cruce BCS-BEC, aunque daremos resultados en
todas las regiones. Utilizaremos métodos numéricos. Incorporaremos las ideas planteadas
en los trabajos de Eagles [77|, donde da una extension de la teoria BCS proponiendo fun-
ciones de onda de pares de particulas y los trabajos de Leggett [78] que incorpora las ideas
de Eagles para la region molecular. Con ello propondremos funciones de onda prueba, que
permitan hacer una implementacion eficiente del método Monte-Carlo Variacional para
calcular de forma 6ptima el valor medio del hamiltoniano de un sistema de 2N fermiones,
obteniendo asi las eigenfunciones y eigenenergias del sistema. Esta descripcion se realiza
a temperatura cero, considerando tanto la interaccion entre pares de fermiones como el
potencial de confinamiento. Ademas con esta metodologia se pueden hacer calculos para
un ntmero grande de particulas (hemos considerado hasta 520 particulas). Todo ello sin
la aproximaciéon de densidad local. Estudiaremos propiedades del sistema tales como las
estimaciones del parametro 3, las correlaciones espaciales entre los &tomos y las relaciones
del virial.

En general, lo que hacemos para resolver este problema es:

1. Definir el potencial de interaccion entre pares de particulas, que sea de corto alcance
y que reproduzca en el limite que el alcance del potencial tiende a cero, los efectos
del potencial de contacto. Ademas que sea sintonizable por medio de la longitud de
dispersion.

2. Definir el método con el que se abordara el sistema. Como se mencioné, hay muchas
formas para tratar un sistema de muchas particulas nosotros decidimos utilizar el
método variacional MonteCarlo, encontrando asi una cota superior para la energia
del sistema.

3. Elegir la forma adecuada de las funciones de onda prueba, debido a que el valor de
la longitud de dispersion define la region del gas de Fermi. Para cada region se elige
la funcion de onda que describa propiamente al gas.

4. Hacer un algoritmo eficiente que permita manejar un nimero grande de particulas
y que calcule de forma adecuada el parametro variacional y la energia del sistema.
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5. Hacer las simulaciones necesarias para encontrar los valores de los parametros varia-
cionales y la energia minima para cada valor de la longitud de dispersion, dado un
alcance del potencial.

6. Una vez que se tiene las eigenfunciones y eigenenergias del sistema, estudiar las
propiedades de este gas.

A continuacion se desglosa brevemente la organizacion de la presente tesis.

Debido a que las interacciones entre particulas son muy importantes en los gases ultra-
frios, en el primer Capitulo, se presenta una breve revision sobre los conceptos principales
de la teoria de la dispersion, este estudio se muestra tanto en el sistema de un solo canal
como en el caso multicanal. En el caso de la dispersion de un solo canal se hace énfasis a
los parametros que describen la dispersion a bajas temperaturas, en este caso la longitud
de dispersion. Asi mismo se describe el método de fase variable, el cual da una expre-
sion para los corrimientos de fase en términos de una ecuacién no lineal de primer grado,
para cualquier tipo de potencial de interaccion, que se puede resolver de forma numérica,
y una vez conocidos los corrimientos de fase se puede calcular la longitud de dispersion
que caracteriza al sistema. En el caso de la dispersion del sistema multicanal se describe
brevemente este tipo de dispersion la cual da lugar a las resonancias de Feshbach; este
mecanismo es el que permitié obtener de forma experimental el cruce BCS-BEC.

En el Capitulo Dos se describen los principales métodos experimentales que se desarro-
llaron para poder realizar experimentalmente los gases de Fermi, lo cual incluye tanto los
métodos de confinamiento como los métodos de enfriamiento. En este capitulo también
se hace una breve descripcion de los principales experimentos que han marcado la fisica
de los gases de Fermi.

Aunque en la presente tesis, los cdlculos que se presentan son a temperatura cero en
el Capitulo Tres se describe la termodindmica convencional del gas de Fermi ideal, pues
no se consideran las interacciones entre las particulas, pero si se estudia este gas con dos
potenciales de confinamiento, el primero es una caja de volumen V' y el segundo es un
potencial armoénico. Se describen las principales propiedades de estos gases, como lo son,
la densidad de estados, el potencial quimico y el calor especifico, estos tltimos se muestran
en los limites de altas y bajas temperaturas, también se describe una comparaciéon entre
estos gases debido a que el potencial de confinamiento cambia.

Dado que uno de los objetivos de la presente tesis es poder conocer las eigenfunciones
y eigenenergias de un gas de Fermi interactuante y confinado, el cual es un sistema de
muchas particulas, un paso natural previo a esto es conocer tanto las eigenfunciones como
eigenenergias del sistema cuando soélo se tienen dos particulas. Por este motivo, en el
Capitulo Cuatro se describe el sistema de dos particulas interactuantes y confinadas por
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medio de un potencial armoénico isotropico. El potencial de interaccién es un potencial de
corto alcance exponencial y es el mismo potencial que se utiliza para el sistema de muchas
particulas. FEn este capitulo, también se hace una breve descripcion de los diferentes
potenciales efectivos que puede modelar la interaccién para un gas de Fermi, siendo la
interacciéon mas comun la dada por el potencial de contacto, por lo que se muestra el
estudio de dos particulas confinadas que interactuan por medio de dicho potencial. Se
hace una comparaciéon de los resultados obtenidos mediante el potencial de corto alcance
y el dado por el potencial de contacto mostrando que en el limite donde el alcance del
potencial tiende a cero se obtienen los resultados del potencial de contacto, lo cual permite
concluir que el potencial de interaccion exponencial de corto alcance que escogemos es un
potencial adecuado para la descripciéon del problema en cuestion ademas que permite
tener una expresion analitica de la longitud de dispersion, que nos permitira caracterizar
las diferentes regiones de estudio.

Debido a que estamos interesados en el estudio del gas de Fermi en el canal de onda-
s, consideramos una mezcla de fermiones en dos diferentes estados hiperfinos, con igual
nimero de particulas de cada especie, las caracteristicas de este gas asi como el modelo y el
método que empleamos para estudiarlo, el cual es el método Monte-Carlo Variacional, se
presentan en el Capitulo Cinco. La longitud de dispersion es el parametro que determina
las interacciones de este gas y ademés dependiendo de su valor y del signo se determinan
las diferentes regiones de estudio las cuales son: la region BCS, la region BEC, el cruce
BCS-BEC; en este capitulo se hace una descripcion de las caracteristicas del gas en cada
una de estas regiones, el conocimiento de estas caracteristicas conduce a que la funciéon
de onda prueba incluya el comportamiento adecuado del gas dependiendo de la region a
estudiar. En cada region se describen las funciones de onda prueba que utilizamos asi
como la forma en que se calcula el valor medio del hamiltoniano de este sistema.

En el Capitulo Seis se muestran los resultados numéricos obtenidos para este sistema, es
decir, se presentan las curvas de energia y los pardmetros variacionales para cada region,
para un valor del alcance del potencial. Una vez que se conocen las eigenfunciones y
eigenenergias se tiene determinado el gas para un valor dado de la longitud de dispersion,
por lo cual se pueden estudiar propiedades de ese sistema como los son las funciones de
correlacion de una y dos particulas y el teorema del virial para gases ultrafrios. En este
Capitulo se muestran los resultados obtenidos para estas propiedades y en el caso del
teorema del Virial un anélisis en el caso que el potencial de interaccion es el potencial
exponencial de corto alcance.

Por dltimo, se presentan las Conclusiones de esta tesis y en los Apéndices se incluyen
los detalles numéricos o las herramientas necesarias para la realizacion de este trabajo.

10



CAPITULO

Teoria de la dispersion.

Las interacciones entre las particulas juegan un papel importante en la fisica de dtomos
ultrafrios, por lo cual se deben conocer los aspectos generales, asi como los parametros que
describen la colision entre dos particulas. En el presente capitulo se describiré la dispersion
entre particulas. Primero se presentaran los conceptos generales de las colisiones entre dos
particulas, posteriormente se describiran la dispersiéon a bajas energias y los parametros
que la describen, los cuales se utilizaran en la descripciéon de los atomos ultrafrios. En
las primeras secciones se describira la dispersion en un solo canal, enfocada en el método
de ondas parciales y la aproximacion de fase variable, los cuales permiten obtener una
expresion de la longitud de dispersion. Posteriormente se estudiara la dispersion de dos
canales para onda-s y las resonancias de Feshbach las cuales surgen cuando la colision es
en un sistema multicanal, en este caso el estudio de dichas resonancias es en un sistema
de dos canales.

1.1 Dispersion de un solo canal.

1.1.1 Descripciéon y conceptos fundamentales.

En este trabajo se estudian 4tomos ultrafrios, los cuales son gases diluidos, en los cuales las
colisiones que se presentan son predominantemente las colisiones binarias. Consideraremos
la dispersion de dos particulas (que en el contexto de la tesis son atomos) de masa m
respectivamente, con coordenadas 7 y 75, que interaccionan por medio de un potencial
V(|7 —73]), el cual depende s6lo de la distancia entre las particulas [79,80]. El movimiento
de los dtomos se puede separar en las coordenadas del centro de masa y relativa, descritas
por la funciones de onda ®(R) y 1(7) respectivamente. Donde R = (75 +73)/2 y 7 = 11 —7%.
La ecuacion de Schrodinger para la funcion de onda de la coordenada relativa ¢ (7) con
energia F es:

11
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{— v vm] (7 = B(P) (1)

donde p es la masa reducida del sistema. Los valores de la energia de la ecuacion anterior
pueden ser positivos o negativos. Dependiendo de donde esté el cero del potencial de in-
teraccion, los eigenvalores negativos corresponden a estados ligados o estados moleculares.
Para estudiar la dispersion atomo-atomo, se consideran soluciones con energia positivas
P _ 12k? , ; - - 7
E =2¢,, donde ¢, = & = es la energia de un atomo libre con momento, p'= hk.
’ 21 2m )
En este trabajo consideraremos potenciales de corto alcance V' (r), los cuales cumplen:

lim 7*V (r) = 0, (1.2)

r—00
es decir, a grandes distancias tienden a cero més rapido que un potencial de la forma 2.
Para distancias grandes r — oo, la funcién de onda solucion de la ecuacion (1.1), que
cumple las condiciones de frontera adecuadas en el comportamiento asintético es:

ikr

Y () - A(J@‘M £(0,8)% ); r— 00; (1.3)

r

donde A es una constante. La funcién de onda descrita por la ecuacion (1.3), es una
superposicion de una onda plana entrante con vector de onda lg, y una funciéon de onda
esférica saliente (#), modulada por una funcién f que depende de los angulos 6 y ¢, la
cual es conocida como la amplitud de dispersion. La amplitud de dispersiéon contiene toda
la informacion fisica sobre el proceso de la dispersion, y se utiliza para calcular la seccion

eficaz como se mostrara mas adelante.

La dispersion entre atomos alcalinos se estudia considerando que los 4tomos interac-
cionan por medio de un potencial central. La ecuaciéon de Schrodinger para la coordenada
relativa, Ec. (1.1) tiene simetria esférica, por lo que la funcion de onda se puede escribir
como:

6 = Dy, 6, 0): (1.4)

r

donde u(r) = rRy(r), Ry(r) es la solucion radial y Yy, son los armonicos esféricos, que
describen la parte angular. Utilizando la funcién de onda, Ec. (1.4), la ecuacién de
Schrodinger, Ec. (1.1) se puede escribir de la siguiente forma:

h? d? h2k?
ST /4 _
241 dr? + Vers (r) 21

La energia de la colision es E = h%k?/2u. Las dos particulas sienten la interaccion de
un potencial efectivo, V.s¢, el cual es la suma del potencial de interaccion y el potencial
centrifugo:

u(r) = 0. (1.5)

12
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h? 00+ 1)

2 Y

Verp(r) =V(r) +

¢ es el momento angular entre las particulas. Cada valor del momento angular ¢, es
solucion de la ecuacion (1.5) y todas estas soluciones contribuyen a la dispersion; por lo
que la funcién de onda es una suma de todos los posibles valores del momento angular
¢ y de la proyeccion del momento angular m, es decir, es una expansion de las funciones

angular y radial (R, (k,7)Yem (0, ¢)):

o (1.6)

oS l

V) =D Com B (7)Yem (0, 6). (1.7)

£=0 m=—¢

El método de ondas parciales consiste en desarrollar la funcién de onda de dispersion,
en una suma infinita de ondas parciales del momento angular, Ec. (1.7), etiquetados por el
numero cuantico del momento angular orbital ¢; cada valor de ¢ contribuye a la dispersion.
Se conoce como dispersion en onda-s cuando ¢ = 0, en onda-p cuando £ = 1, onda-d cuando
¢ = 2, y asi sucesivamente. Esta expansion permite obtener una expresion conveniente
de la amplitud de dispersion. La amplitud de dispersion para cada valor de ¢ se calcula
por separado, cada una de éstas se conoce como amplitud de dispersién de onda parcial;
siendo la amplitud de dispersion total la suma de todas las amplitudes de ondas parciales.

La ecuacion (1.5), se puede escribir como:

e D o] =0 (1.8)

dr? 72
donde V(1) = 2mV/h2.

La funcion de onda, solucion de la Ec. (1.8), debe cumplir las condiciones a la frontera
apropiadas, tanto en el origen como a grandes distancias (comportamiento asintético). En
este limite, para distancias mucho mas grandes que el alcance del potencial rot, r > 7,
la ecuacion de Schrédinger corresponde a la ecuacion de una particula libre cuya soluciéon
es:

we(k, ) = kr[C (k) jo(kr) + CP (K)ne(kr)], 7> ro; (1.9)

donde jy(kr) es la funcion esférica de Bessel y ng(kr) es la funcion de Neumann. Utilizando
las siguientes expresiones para las funciones j, y ny

1 1
je(x) — —sen(z — §€7r), Y (1.10)

r—oo I

'El alcance del potencial, ro, es la distancia a partir de la cual el efecto del potencial de dispersiéon
puede ser despreciado. Por ejemplo, en el caso del potencial de Yukawa V(R) = Vor~te=", donde Vj es

constante. El alcance en este potencial es rg = o™ 1.

13
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1 1
ne(x) T cos(z — 5@7?); (1.11)

se obtiene la condicién de frontera en el comportamiento asintotico para la funcion wu,:

we(k,r) — Ag(k)sen[kr — %KW + 5(K)]; (1.12)

T—00

donde: Ay(k) = {[CV (k)] + C? (k)2}1/2 v,

(2)
tan dy(k) = —Cf(l)(k) (1.13)
Cp (k)
Siendo la funcion radial R,(k,r):
Ry(k,r) e Ao(k)[Je(kr) — tan o,(k)ne(kr)], (1.14)

donde A(k) es una constante.

A los parametros d, se les conoce como corrimientos de fase, y en éstos se ve reflejada
la influencia de la interacciéon, pues indican que la funcién de onda es proporcional a la
solucion libre salvo que la fase de sus oscilaciones presenta un corrimiento dado por una
cantidad d,, es decir, el efecto de la interaccion es producir un corrimiento de fase d, en
la onda esférica saliente. En ausencia de interacciéon, no hay un término explicito de los
corrimientos de fase, pues en ese caso o, = 0.

Utilizando las condiciones a la frontera Ec. (1.3) y Ec. (1.12), se obtiene la expresion
para la amplitud de dispersion

_ ik S (26 4 1)[e2 — 1]Py(cos 6). (1.15)
/=0

La cual se puede escribir como:

o0 1 o0
Z (20 4 1)ay(k)Py(cos 0) =7 Z (20 + 1)e®send, (k) Py(cos 6); (1.16)
=0 =0
donde
ao(k) = ——[e2% — 1] = —[Sy(k) — 1] = ~ersendy (k). (1.17)
2k 2k k

A los amplitudes a(k) se les conoce como amplitudes de ondas parciales, asi que si se
conocen corrimientos de fase (d;) se puede calcular la amplitud de dispersion. S;(k) =
e?0c(k) eg la matriz de dispersion o matriz-S.

14
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Los corrimientos de fase llevan la informacién sobre la interaccion, y se relacionan con
el potencial de interaccion V' por medio de la siguiente representacion integral:

tandy = —k /000 Ge(kr)V (r)Re(r)r3dr. (1.18)

De la ecuacion anterior se observa que si consideramos que el potencial V' (r) depende
de un parametro que se denotara como s, es decir, V' = V(r,s), entonces la ecuacion
anterior se puede escribir de la siguiente forma:

%(54 = —k/ooo[Ug(s,r)]Q%V(s,r)dr (1.19)

Si el potencial de interaccion es repulsivo, los corrimientos de fase son negativos d, < 0.
Cualquier incremento en el potencial conlleva a un pequeno corrimiento de fase que tendra
un valor mas negativo. Mientras que, si el potencial es atractivo, el corrimiento de fase
crece y es positivo o, > 0. Si el potencial es muy atractivo se incrementan los d,. En el
caso de la particula libre, la funcién de onda asintética tiene nodos en:

1 1
r= E(mr + 56#) (1.20)
Mientras que, en presencia de un potencial de interacciéon los nodos se encuentran en:
1 1
r= E(mr—l—§€7r—5g). (1.21)

Para potenciales repulsivos se espera que la funcion radial uy(k, ) se aleje de la funcion
radial libre; por lo que los ceros dados por la Ec. (1.21) estan desplazados hacia la izquierda
respecto de los ceros de la solucion radial libre, lo que lleva a que 6, < 0 (Ver Figura 1.1(a)).
Mientras que para un potencial atractivo la funcion radial uy(k, r) se aproxima a la funcion
radial libre, los nodos de la funciéon de onda estan “corridos’hacia la izquierda, siendo los
corrimientos de fase positivo d, > 0 (Ver figura 1.1(b)). Cuando d,(k) = nm para algin
valor en particular de ¢ y k no hay dispersion asociada a esa onda parcial con energia

_ K22
E = T

Hasta el momento se ha descrito como calcular la amplitud de dispersion y los corri-
mientos de fase, pero ademas es importante conocer una expresion para la seccion eficaz,
la cual se relaciona con la amplitud de dispersion, y es la cantidad generalmente reportada
en los experimentos de colisiones. La seccion eficaz es la razon entre el ntimero de particu-
las dispersadas por unidad de tiempo, por unidad de area, respecto al flujo de particulas
incidentes. La seccion eficaz diferencial se define como:

d
7 (Q)dQ = d—ng = | £(Q)2dC. (1.22)
e indica cual es el numero de particulas emitidas por unidad de tiempo y unidad de flujo
incidente dentro de un angulo sélido d2 en la direccion de (6, ¢). A partir de la amplitud

de dispersion Ec. (1.15) se calcula la seccion transversal diferencial:
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R (kr) Ll TSP

v
]{ll'l\ r)

la) (b}

Figura 1.1: Corrimientos de fase en la funcion libre I, respecto a la funciéon Ry, debido a un potencial
de interaccion. (a) Para un potencial repulsivo. (b) Para un potencial atractivo.

do
dQ =3 Z Z (20 4+ 1)20 + 1)e0eR) =00 Wseng, (k)sendy (k) Py(cos 8) Pr(cos §);
=0 0=
(1.23)
siendo la seccion eficaz total:
(k) = 2 /Wd"(k 0)send do = Z4W(2€+lse 25, Z (1.24)
Otot = ZT . a0 N 11 = k; 1l [ 0'[ .

=0

A los términos o,(k) se les conoce como seccion transversal de ondas parciales, y estéan
dadas por:

Am
oo(k) = E; — (20 + 1)sen?d,(k). (1.25)
La contribucién maxima de cada onda parcial a la seccion eficaz total es:
max 47-‘-
ot (k) = ﬁ(% +1), (1.26)

es decir, cuando sen®d,(k) = 1, por lo que los corrimientos de fase toman los siguientes
valores:

1
de(k) = (n + 5)#, n=0+1,£2 - (1.27)
Cuando (k) = nm no hay contribucién a la seccion eficaz total debido a las ondas

parciales.

Una de las propiedades de la amplitud de dispersion, es el teorema 6ptico, o relacion de
Bohr-Peierls-Placzek; la cual es una consecuencia de la conservacion del flujo de corriente
y relaciona la secciéon eficaz con la amplitud de dispersion:
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1.1. Dispersién de un solo canal. 17

Otot = 4?ﬁ]mf(é’ =0) (1.28)

1.1.2 Dispersion a bajas energias.

Los efectos de la interaccion en un gas ultrafrio se pueden modelar por medio de unos
pocos parametros que caracterizan la dispersion de dos particulas a bajas energias, que en
el contexto que se considera en esta tesis corresponde a bajas temperaturas. El régimen
de bajas energias es aquél en donde el alcance del potencial ry del potencial interatémico
es mucho menor que el momento k de las particulas 1o < 1/k [46]. En este régimen se
utiliza el método de ondas parciales, pues s6lo un niimero pequeno de ondas parciales
contribuyen a la dispersion, aquellas que cumplen la siguiente relacion: ¢ < krg.

En el limite de bajas energias, kry < 1, solo se calcularan un ntmero pequeno de
corrimientos de fase para obtener la amplitud de dispersiéon. Como se mencion6 anterior-
mente el potencial efectivo es Vipp = V(1) + @; el término centrifugo se vuelve mas
importante conforme ¢ aumenta. Si la energia con la que colisionan los dtomos es menor
que la altura de la barrera centrifuga, entonces la colisién es altamente despreciable. Por
lo que a bajas energias, las colisiones con ¢ > 0 se anulan. Mientras que cuando /¢ crece,
las particulas incidentes necesitan mayor energia cinética para superar la repulsion del
término centrifugo y estar en la region del potencial; si la colision es a bajas energias, solo
unas pocas ondas parciales influiran en la dispersion de forma importante. Por lo que
la mayor contribucion a la dispersion proviene de aquellos estados cuya componente del

momento angular es £ = 0, es decir, los estados de onda-s.

En el caso de dispersion de onda-s, debida a un potencial de interaccion de corto
alcance, donde para r > ry el potencial se hace cero, se debe cumplir las condiciones a la
frontera en r = 1y , las cuales implican que tanto la funcién Ry como la derivada dR,/dr
sean continuas en r = ry. Lo que es equivalente a pedir que la derivada logaritmica, ya sea
de Ry o de uy sea continua en r = ry. Por lo que se define a 7,(k) la derivada logaritmica
de Ry evaluada en 7y de la siguiente manera:

1 dR,
S —— 1.2

y considerando R, dada por la expresion de la Ec. (1.14) se obtiene que:

kL jo(kro) — tan 6y (k) Lny(kro)]
Je(kro) — tan d,(k)ne(kro)

Ye(k) = (1.30)

Despejando tan d,(k) de la expresion anterior se obtiene la siguiente expresion para los
corrimientos de fase:
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18 Teoria de la dispersion.

kL je(kro) — ve(k)je(kro)
kd%ng(kro) — Ye(kro)

Utilizando la representacion en series de las funciones j,(kro) y de ng(krg) se obtiene
la siguiente expresion para los corrimientos de fase:

tand(k) = (1.31)

(7“"0)%r1 {— oV

tan o 1.32
o T Dy (4 1+roh (132)
donde
De= 20+ )20 — 1), > 0; Do=1; (1.33)
L 1 [fdR,
y o = ,lglg(l)w(k), Yo = [E (W)Lzm (1.34)

Supongamos que la ecuacion Ec. (1.32) no tiene polos (a¥, # —(¢ + 1)). Notamos que
los corrimientos de fase tienden a cero (mddulo ) con la dependencia en k como k**L.
En el caso de onda-s, los corrimientos de fase onda-s dy(k) dependen en forma lineal con
k. Los elementos de la matriz-S estan dados por:

Se(k) = 1+ 2ic k2, (1.35)

Las constantes ¢, son numeros reales. En el caso de bajas energias (k — 0 ), las amplitudes
de onda parciales, Ec. (1.17), son proporcionales a % y tienden al siguiente valor:

ar(k) = k. (1.36)

Se define la longitud de dispersion («) como:

. tandy(k)
a = —11€1_>H(1) - (1.37)
Cuando k — 0, la amplitud de onda parcial de onda-s esta dada por:
_ ~,.osendg(k)
llclir(l)ao(k’) = llclg(l)T = - (1.38)
y la amplitud de dispersion se reduce a:
f = —a. (1.39)

k—0

La ecuacion para la funcion libre ug, Ec. (1.12), se puede escribir en términos de la
longitud de dispersion («) de la siguiente forma:

up(r) — Alr —al. (1.40)

k—0

18



1.1. Dispersién de un solo canal. 19

Lo cual lleva a la interpretacion geométrica de la longitud de dispersion, pues es la
interseccion de la recta tangente a ug(r) con el eje r. Para poder ejemplificar la relacion
entre el potencial de interaccion y la longitud de dispersion se consideraran los siguientes
casos:

1. Para un potencial repulsivo V' > 0 la curvatura de la solucion libre ug se aleja siempre
del eje r, y por lo tanto la longitud de dispersion es positiva (a > 0). Figura 1.2(a).

2. Mientras que para un potencial atractivo V' < 0, cuya amplitud no es muy intensa,
en el canal en onda-s, se dan los siguientes casos dependiendo de como es el potencial
(Ver Figura 1.2):

(a) Cuando el potencial V' es incapaz de producir un estado ligado, la longitud de
dispersion es negativa (« < 0) Figura 1.2(b).

(b) Cuando el potencial V' puede producir un estado virtual, conocido como re-
sonancia cero o resonancia de energia cero, la longitud de dispersion diverge
a — oo Figura 1.2(c)

(c) Cuando el potencial V' es capaz de producir al menos un estado ligado, la
longitud de dispersion es positiva a > 0 Figura 1.2(d).

Estas consideraciones pueden generalizarse en el caso que la intensidad del potencial
aumente dando origen a mas de un estado ligado.

Para tener una descripcion completa de las colisiones de dos atomos ultrafrios se re-
quiere hacer un analisis de la dispersion en un sistema multicanal, donde se incorpora el
desdoblamiento de los niveles hiperfinos. Para poder describir el caso de las resonancias
de Feshbach se necesita por lo menos un sistema de dos canales, como se mencionara en
la dltima seccion del presente capitulo.

Como se mencion6 anteriormente es importante conocer la expresion de la seccion
transversal total. En el caso de onda-s, la contribucién para las secciones transversales
parciales oy, tiende a una constante diferente de cero, mientras que para las demas secciones
transversales parciales o,(¢ > 1) decaen como k*. Por lo tanto la dispersion es isotropica a
muy bajas energias y o;,; = 09; y la seccion transversal diferencial de dispersion se reduce
a:

do 9
FroR (1.41)
y
2
Otot cho 4. (1.42)

La ecuacion anterior tiene un significado geométrico: cada atomo ofrece una superficie
de dispersion efectiva de area 4ma?.
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20 Teoria de la dispersion.

Figura 1.2: Comportamiento geométrico de la longitud de dispersiéon. La curva de puntos representa el
potencial de interaccion V. La curva sélida corresponde a la funcion radial libre ug(r) y la
recta en segmentos representa la tangente a la funcién libre. (a) Longitud de dispersion para
un potencial repulsivo, @ > 0. Para un potencial atractivo V < 0 se tienen los siguientes
casos: (b) La longitud de dispersion es negativa @ < 0, (c) Diverge | a |— oo. (d) La
longitud de dispersion es positiva a > 0.

Por ultimo, se describira el valor de la seccion transversal de dispersion en el caso
de resonancia. Para lo cual, se considera que el potencial de interacciéon entre pares de
particulas es atractivo, y que en el espectro de los estados ligados, éste tiene un estado
en el canal de onda-s, cuya energia ¢ = h?s%/2m es menor que el valor del potencial
de interaccion evaluado en el alcance del potencial [81]. Se dice que el estado estda en
la resonancia o cerca de la resonancia cuando la energia de los estados que se dispersan
E = h?k?/2m es igual o cercana a la energia €. En este caso la expresion de la amplitud
de dispersion, en el canal de onda-s es:

1
=—— 1.43
mientras que para la secciéon transversal de dispersion se tiene
4
= —. 1.44
o 112 + k2 ( )

A bajas energias cuando x tiende a cero, la cantidad tan dy varfa como k=1, por lo que el
corrimiento de fase &y toma el valor de 1/27 y entonces los elementos de la matriz-S para
el caso de onda-s son:

So(k) = 2e®) = 2T — _q (1.45)

y las amplitudes de onda parciales varian como ag ~ i/k.
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1.1. Dispersién de un solo canal. 21

Ademaés, a partir de la definicion de la longitud de dispersion Ec. (1.37), se concluye
que en esta region la longitud de dispersion diverge y ademaés que la amplitud de dispersion
y la seccion transversal de dispersion varian como:

f~= y (1.46)

47
= —. 1.47
o= (1.47)

La ecuacion anterior implica que en la regiéon donde la longitud de dispersion diverge, la
seccion transversal de dispersion varia como el inverso del momento al cuadrado de las
particulas que se dispersan, y es una cantidad grande pero finita. Ademés la amplitud de
dispersion varia como el inverso del momento, Ec. (1.46), lo cual implica que es indepen-
diente del potencial de interaccion, por lo que, generalmente a esta expresion se le conoce
como ley universal [46]. El hecho de que en el limite en el que la longitud de dispersion
diverge, y tanto la amplitud como la seccion transversal de dispersion son independientes
del potencial de interaccién, se le conoce como limite de unitariedad, la razoén por lo que
reciba este nombre, parece ser que proviene de que en el este limite la seccion transversal
de dispersion cumple con el teorema 6ptico; el cual se relaciona con las condiciones de
unitariedad para la dispersion [79,81]. Ademas tanto en la Referencia [82] como en [83] se
dice que el limite de unitariedad es aquel donde la amplitud de dispersion tiene su valor
limite, f = i/k, y ademas el sistema no depende de la interaccion. En esta region se
cumple | a [> k71

De esta descripcion sobre la dispersion a bajas energias, concluimos que la longitud de
dispersion « es el pardmetro necesario para describir las propiedades de dispersion de los
atomos ultrafrios. Diferentes potenciales que modelan la interaccion entre dos particulas
con el mismo valor de longitud de dispersion tienen las mismas propiedades de dispersion.
Por lo que podemos seleccionar el potencial que modele la interaccion entre los atomos,
de tal forma que se adectie a los calculos numéricos que se realicen para modelar el gas de
Fermi. En el Capitulo cinco, se describiran los diferentes potenciales efectivos que pueden
modelar la interaccion de los atomos ultrafrios.

1.1.3 Meétodo de fase variable.

En la secciones anteriores se ha descrito las propiedades de dispersion enfocadas a bajas
temperaturas. Uno de los pardametros que describen la colisiéon en ese limite es la longitud
de dispersion, en esta seccion se describira un método que permite calcular los corrimientos
de fase, y a partir de éstos se puede evaluar dicho parametro.

Para poder evaluar los corrimientos de fase producidos por un potencial central, usual-
mente se resuelve la ecuacion de Schrédinger, la cual es una ecuacion diferencial de segundo
orden, pero muchas veces no es facil resolver o integrar esta ecuacion desde el origen hasta
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22 Teoria de la dispersion.

la region asintotica donde el potencial es despreciable, por lo que es més conveniente
utilizar un método conocido como método de fase variable o método de fase donde se
integra una ecuacion no lineal de primer orden, desde el origen hasta la regiéon asintética,
obteniendo asi los corrimientos de fase [84]. La ventaja de este método estriba en poder
ejecutar calculos numéricos de manera eficiente. Este método ha sido usado en problemas
de dispersion, se desarrolld en un principio para derivar la ecuaciéon para dispersion de
onda-s, aunque en la presente seccién se muestra el desarrollo para cualquier caso de onda
parcial, el enfoque también sera en el caso de bajas energias. Este método fue desarrollado
por Morse y Allis en 1933.

En el problema de dispersion debido a un potencial esféricamente simétrico, se resuelve
la ecuacion radial:

d*ug(r ((f+1
), e UEE)
dr r
ug(r) es la funcion de onda radial, y V'(r) es el potencial de interaccion el cual es de corto
alcance. La funcion u,(r) satisface la siguiente ecuacion integral:

— V(r)Jue(r) = 0; (1.48)

wnlr) = olhr) = . [ dslithryaths) = Gels)ilkr )V el (149

Jo v 7 son las funciones de Ricatti-Bessel:

R - 1/2 T 1/2
”:(7) Jevijo@y, Y ﬁ‘:(_l)w(?) T (e+1/2)(x): (1.50)

Para poder deducir la ecuacion de fase, se introducen dos funciones auxiliares, las cuales
se definen en términos de la funcién de onda radial, estas funciones son:

se(r) = —% /07‘ dT’V(T’)j@(k)T’)Uz(T’), (1.51)
c(r) =1 — % /0 AV (g (kY. (1.52)

Utilizando las definiciones de s,(r) y ¢¢(r), ecuaciones (1.51) y (1.52), y la ecuacion integral
Ec. (1.49); la funcion radial wu,(r) es:

ue(r) = co(r)jo(kr) = se(r)ig(kr). (1.53)

En el regimen asintotico, las funciones s,(r) y ¢,(r) tienen valores definidos, los cuales
se denotaran como ¢y(00) y s¢(00). Debido a que el potencial de interaccion tiende a cero,
y las funciones j, y 7, tienen expresiones definidas, en este limite, la funcion u,(r) es:

up(r) — cAoo)sen(kr — Eg) + s4(00) cos <kr — ég) (1.54)

r—0
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1.1. Dispersién de un solo canal. 23

En la ecuacion (1.12), también se muestra el comportamiento asintotico de la funcion
radial u(r). Comparando las ecuaciones (1.54) y (1.12) se obtiene:

s¢(00)
co(00)

tan (5@ = (155)

Al conocer los limites asintoticos de las funciones s,(r) y c¢(r), se pueden calcular los
corrimientos de fase d,. Se define la funcion ¢,(r) de la siguiente forma:

ty(r) = ZEZ; (1.56)

La cual cumple con las siguientes condiciones a la frontera:

%T—m (kr)2Z+3
te(r) o k2 (2043 —m)[(2¢ + 1)!1)? oY (1.57)
lim  ty(r) = ty(c0) = tan d,. (1.58)
r—00

La condicion en el origen para t,(r), considera el hecho que el potencial es un potencial
regular, que cumple la condicion dada por la ecuacion (1.2), es decir, se considera que el
potencial V (r) tiene el siguiente comportamiento en el origen:

V(r) e Vor™™, m < 2. (1.59)

La ecuacion para la funciéon t, se obtiene a partir de diferenciar las ecuaciones para las
funciones s; y ¢; (Ecs. (1.51) y (1.52)) y utilizando la ecuacion (1.53):

Lt = KV k) — tene(hr)] (1.60)

La Ec. (1.60) es una ecuacion diferencial no lineal de primer orden para la funcion ¢y,
la cual se puede resolver de forma numérica o analitica. Esta ecuacion puede tener polos,
por lo que se utiliza la funcion fase d,(r) que se relaciona con la funcion ¢,(r) mediante la
siguiente expresion:

te(r) = tan dy(r). (1.61)

La funciéon 0, cumple las siguientes condiciones a la frontera:

Vor—™ (kr)26+3
— 1.62
0(r) =0 k2 (2043 —m)[(20 + 1)1 oY (1.62)
lim de(r) = dp(00) = dy; (1.63)

y satisface la siguiente ecuacion:
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24 Teoria de la dispersion.

O kW) cos 8 julhr) — send ()i (k) (1.64)

La Ec. (1.64) es la ecuacion diferencial no lineal de primer orden para la funcion de
fase 0, definido en la Ec. (1.63). La ecuacion (1.64) se conoce como la ecuacion de fase.

Para el caso en particular de bajas energias, onda-s, la ecuacion de fase es:

dé
% =~k 'V (r) sin®[kr + &o(r)] (1.65)
,
Al resolver la ecuacion anterior se obtiene el corrimiento de fase para onda-s (&), y
por lo tanto se puede calcular la longitud de dispersion, que se defini6 en la Ec. (1.37)

como: o = —éirré tan dg(k)/k. Como se ha mencionado este pardmetro es importante
—>

pues lleva la informacion del potencial de interaccion. En el Apéndice A se desarrolla un
programa para resolver la ecuacion (1.65).

1.2 Modelo de la dispersiéon en un sistema de canales
acoplados.

En la presente seccion se estudiaré la dispersion en un sistema multicanal, el enfoque que
se presenta es la dispersiéon en un sistema de dos canales en onda-s, que da lugar a las
resonancias de Feshbach.

1.2.1 Descripcion general.

En los experimentos de dtomos alcalinos ultrafrios, éstos estan en general, confinados por
medio de una trampa magneto-optica. Las interacciones entre los atomos se modifican al
entonar un campo magnético externo, lo que produce un desdoblamiento en los niveles de
energia debido al efecto Zeeman. Un canal de dispersion v esta definido por los eigenvalores
asociados a la observable fisica de estudio, por lo que se puede decir que en ciertos casos los
ntmeros cuanticos que describen cada atomo definen al canal de dispersiéon. Por ejemplo
en los experimentos, un canal puede estar definido como: v = fi,my1, fa, mya, £, my, donde
f = Jj +1; j es el momento angular total electrénico e ¢ es el espin del nucleo, my es la
proyeccion del momento angular f. Sila energia del canal £, = Ey,., ., + Efy,, €8 menor
que la energia total del sistema E el canal es abierto (E, < E). Mientras que, si la energia
del canal es mayor que la energia total (E, > E) el canal 7 es cerrado [85]. Cuando la
energia I/ es mucho més pequena que la correspondiente a la del canal con menor energia,
todos los canales son cerrados y E se refiere a unos de los estados discretos moleculares,
por lo que el canal cerrado se asocia con estados moleculares. Si la energia E es mucho
mas grande que la energia del canal més baja, entonces por lo menos uno de los canales
es abierto y la energia se asocia con un nivel de energia en el continuo, a estos estados se
les conoce como estados de dispersion o estados asociados a dos atomos que colisionan.
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1.2. Modelo de la dispersion en un sistema de canales acoplados. 25

En general, en un sistema multicanal, los canales se pueden definir de la siguiente
forma: Consideremos un sistema fisico cuya funcion de onda i) depende de dos variable X
yY, v(X,)Y),y O es una observable que so6lo actiia en las funciones de la variable Y, por
lo tanto tenemos que en el caso que la funcion ¢ (X,Y’) sea el producto de las funciones
o(X)p(Y) se tiene: [86]:

Op(X)9(Y) = p(X)Og(Y), (1.66)

las eigenfunciones ¢,, del operador O definen un conjunto completo:

O¢n = 5n¢n; (167)

donde ¢, son los correspondientes eigenvalores. Si la observable O conmuta con el hamil-
toniano del sistema H, entonces el problema se reduce a resolver una ecuacion de estados
estacionarios “reducida’para cada eigenvalor ¢, de la observable O. Y cada eigenvalor ¢,
define un canal, y la dinamica del problema reducido en la variable X en un canal dado
no esta acoplado al movimiento de los otros canales.

El acoplamiento entre canales s6lo ocurre si la observable O no conmuta con el hamil-
toniano. Como las funciones ¢ forman una base completa en el espacio de las funciones
Y, se puede desarrollar la funcion (X, Y’) de todo el sistema en la siguiente base:

YY) = 0n(X)on(Y). (1.68)

A las funciones ¢, (X) se les conoce como las funciones de onda del canal, las cuales se
determinan al resolver la ecuacion de Schrodinger. Sustituyendo la funciéon de onda dada
por la ecuacion (1.68) en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo obtenemos:

Y Heoa(X)ou(Y) = EY - en(X)n(Y). (1.69)

La forma mas general de las ecuaciones acopladas para los canales, se obtiene al multiplicar
por la izquierda a la Ec. (1.69) por ¢ (Y) e integrar sobre Y, obteniendo:

ﬁm,m¢m<X) + Z ﬁm,n¢n<X) = ESOm(X> (1‘7())

n#m

ﬁmm son los elementos diagonales del hamiltoniano, mientras que f]mm (m # n ) son
los operadores del acoplamiento, los cuales son los operadores reducidos que acttian en el
espacio solo de las funciones de onda ¢, (X), y estan definidos a partir de las funciones

Pn(Y):

Las ecuaciones de canales acoplados se resuelven considerando la situacion fisica que se
esta estudiando, con el fin de explotar las simetrias (en el caso que existan) del problema,
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para poder reducir el nimero de canales acoplados. En el caso que el hamiltoniano H se
puede escribir como la suma de los hamiltonianos Hy y Hy que actiian en las funciones
X y Y respectivamente, las cuales estan acopladas por un potencial V(X, Y),

H=Hy+Hy +V(X,Y), (1.72)

se utilizan las eigenfunciones ¢(Y") de ]:Iy, siendo las expresiones para los elementos dia-
gonales del hamiltoniano de las ecuaciones acopladas:

Hugn = Hx + (6l Hy |6m)y + (0m|V (X, Y)|dm)y (1.73)
Los operadores acoplados y la energia estan definidos de la siguiente manera:
Hn = Vil X) = [ [on(V)PV(X.V)aY, (174

la energia corresponde a la energia interna de Y, de cada canal.

La funcion de onda ¥(X,Y) puede describir una particula de masa m, (que en un
sistema de dos particulas, m se refiere a pu, la masa reducida), la cual se mueve en un
potencial efectivo radial V.rs(r) y ademas interactia con otras particulas ligadas, por lo
que se puede usar la expansion en ondas parciales mencionada en la seccién anterior,
identificando X con la coordenada radial r, y Y como las variables angulares (6, ¢) por lo
que la funcion ¥(X,Y) es:

v= Y 2y, 0. o). (1.76)

nd,m

donde Y, son los estados ligados de las demas particulas. Las ecuaciones de canales
acoplados son:

( - s_ﬂ% + Verp(r) + Vir(r) + Ek) or(r) + %Vk,k/ (1), (1) = Edp(r), (1.77)

k denota los nimeros cuanticos n, £, m o simplemente los ntimeros que describen al sistema
fisico en estudio.

Cuando el potencial de acoplamiento decae en el comportamiento asintético r — oo,
es cuando los canales se clasifican en canales abiertos y canales cerrados. En los canales
cerrados el movimiento es ligado y las funciones de onda de los canales ¢y (r) decaen asin-
toticamente, mientras que en el canal abierto el movimiento no es ligado y las funciones
¢r(r) oscilan en el comportamiento asintético. Si ahora suponemos que el potencial efec-
tivo V.r¢(r) y los potenciales Vi ;(r) decaen asintoticamente, los canales abiertos a una
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1.2. Modelo de la dispersion en un sistema de canales acoplados. 27

energia dada E de todo el sistema son aquellos cuyos estados internos de energia Ej es
menor que F (Ej, < E); mientras que cuando la energia de los estados internos es mayor
que E, (Ey > FE) se les llama canales cerrados. Las energias internas Ej definen los lla-
mados umbrales de los canales?, para valores de la energia mayores que este umbral las
funciones de onda, ¢x(r) en el canal adecuado tiene propiedades de funciones continuas.
El umbral del continuo de todo el sistema coincide con el umbral del canal mas bajo. En
el caso donde los valores de las energias internas permitan la existencia de por lo menos
un canal abierto, se tendra siempre una soluciéon de los canales acoplados.

1.2.2 Formalismo de los operadores de proyeccién y tipos de res-
onancias.

En un sistema multicanal, el modelo tebrico supone que dos atomos interaccionan por
medio de dos curvas de potencial correspondientes a un canal abierto y a un canal cerrado.
El canal cerrado representa estados ligados o moleculares, mientras que el canal abierto
corresponde a la dispersion de dos atomos. Los d&tomos de nuestro interés tienen energias
FE <V, donde V,, es el valor al cual tiende el potencial que representa al canal cerrado
a grandes distancias.

Experimentalmente se ha observado que la interaccion entre los canales esta débilmente
acoplada. Debido a este acoplamiento, se puede entonar el campo magnético de tal forma
que la energia del canal abierto, que representa a los dtomos que pueden tener espin
semientero, tiende a la del canal cerrado, que representa a estados moleculares que poseen
espin entero, por lo que son bosones.

En ausencia del acoplamiento entre canales, el canal cerrado tiene un estado ligado de
energia F,,., entonando un campo magnético adecuado esta energia se puede ajustar al
valor cero, que es el limite de disociacion del canal abierto, es decir, las energias entre los
canales son iguales, cuando coinciden dichas energias se dice que aparece una resonancia.
Cuando hay un pequenio acoplamiento entre el canal abierto y el canal cerrado se espera
que la amplitud de dispersion de los dos atomos cambie. Para obtener una expresion
de la amplitud de dispersiéon cuando hay acoplamiento entre canales, que dan lugar a la
resonancia, se utilizara un modelo simple de dos canales. En este modelo se considera que
los 4tomos se encuentran libres en el canal abierto, y son estados moleculares iinicamente
en el canal cerrado.

Para poder describir la dispersiéon en un sistema multicanal se utiliza el formalismo
de los operadores de proyeccion de Feshbach o simplemente formalismo de Feshbach, el
cual fue introducido por Herman Feshbach [87]. En este método se definen dos operadores
de proyeccion P y () los cuales permiten separar la funcién de onda en una parte que
describe al canal abierto y otra que describe al canal cerrado. Se obtiene una ecuaciéon de

2en inglés, channel thresholds
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28 Teoria de la dispersion.

Schrodinger para los canales abiertos utilizando un hamiltoniano efectivo a partir del cual
se obtienen los eigenvalores, este método se describe a continuacion [79,88].

Sea P el operador de proyeccion que al actuar sobre toda la funcién de dispersion es
tal que realiza la siguiente acciéon en el limite asintético:

Ptpy = tha. (1.78)

Por ejemplo para un nucledén que incide en un niicleo que contienen N nucleones que es
descrito por la funcion de onda 1g(77, 73, ..., rx) el operador se puede escribir como:

P (7,11, 75, .y TN) = Ap(M) o (11,73, ..o, TN); (1.79)

donde A es el operador de antisimetrizacién, 71,73, ...,y son las posiciones de los N
nucleones. 1), es la funcién antisimetrizada del sistema. La funcién ¢ da el comportamiento
asintotico de las amplitudes de dispersion.

También se define un operador () definido por la relacion (Q = 1 — P. Estos operadores
de proyecciéon cumplen que: P? = Py Q?> = Q; y ademéas son ortogonales entre si:
PQ = QP = 0. El operador ) esta proyectado en el subespacio de los canales cerrados
mientras que P en el subespacio de los canales abiertos. La ecuacion de Schrédinger que
describe un sistema de canales acoplados es:

(E— Hpp)Vp = HpoV¥q, (1.80)

(E = Hoq)Vq = HpqVp, (1.81)
donde: \:[lp = P‘I’, \I/Q = Q\II, HPP = PHP, HQQ = QHQ y HPQ = PHQ

Para poder resolver la Ec (1.81) se utiliza el método de la funcion de Green, obteniendo:

1
Vo= —=——"7"—HQPVY 1.82

donde E* = E + 1e. Sustituyendo la funcion anterior en la Ec. (1.80):

(E— Hup)Up =0, (1.83)

donde Hepy = Hpp + Hpgr—7— E+ HQ p. Es el hamiltoniano efectivo para la dispersion. El

1
E+—HQQ

del hamiltoniano Hgg, HooW¥m = €m¥m:

-y lenenl 1 loO)60 L0

E+—HQQ . —Em Et —¢

operador de Green se escrlbe en términos de los eigenestados discretos y continuos

Si la energia total F es cercana a un estado ligado de energia discreta €y, s6lo se considera
al estado | ¢) del hamiltoniano Hgg, por lo tanto la Ec. (1.83) se reduce a:
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1.2. Modelo de la dispersion en un sistema de canales acoplados. 29

Hpo|¥g){op|Hop|Vp)

(E— Hpp)Vp = I3 (1.85)
cuya solucion es:
1 (08|Hor|V,")
Up) = [UF) + ————Hpgld 1.86
| P> | > Et — Hpp PQ| B> — €y — <¢B|HQPE+ HPPHPQ‘¢B> ( )

En el caso de colisiones frias, domina la dispersiéon en onda-s, por lo que en la descrip-
cién se utilizaré la matriz S, la cual esta relacionada con la matriz T: S =1 —2m/T. La
matriz de dispersion T, es la que considera el acoplamiento de los canales () y P, y esta
definida por T' = (¢p|Vers|¥p), donde ¢p es la funcion de onda no dispersada en el canal
P. En este caso la matriz de dispersion T es :

oz, 3 el .

donde [¥77) = |pp) + EK%II;F,PWP)-

La transicion entre canales, en este caso al canal j, se determina por el comportamiento
asintotico de la funciéon W p, la transiciéon ocurre de un estado resonante a un canal abierto,
por lo que en términos de la matriz S se obtiene:

(U7 |Hpqlos)(d0B|Hop| Vi)
E — e — (¢p|Hop gy Hraldn)

Donde el primer término de la ecuaciéon anterior, Sp refleja el acoplamiento de sblo
el canal P, y el segundo término es la amplitud de la onda saliente del canal j y el
acoplamiento entre la onda entrante del canal ¢ con el estado ligado. En el caso que sélo se
considere un canal abierto 7, observamos que el término del numerador, esté relacionado
con el ancho de la resonancia I' = 27|(¢p|Hpg|V;)|?, el ancho de la resonancia es pro-
porcional a la funcién de onda entrante con vector de onda k. Cabe resaltar, que depende
de la energia de los atomos en la colision, a través del factor de fase espacial. Mientras
que el término (pp|Hg pEJr—H rol¢B) en el denominador, da lugar a un corrimiento
de la energia del estado hgado A el corrimiento de la resonancia y a un término adi-
cional relacionado con el ancho de la resonancia % Por lo que la ecuacion (1.89) se puede
reescribir:

S == Sl'j == Sp — 2m (188)

S = Su(l - i .F) (1.89)
E— €0 — A + %

El término A da lugar a un corrimiento en la posicién de €, mientras que I' controla
el ancho de la resonancia. Si I' es pequena la resonancia es angosta; sobre la clasificacion
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30 Teoria de la dispersion.

resonancias se hablara en la siguiente seccion. De la ecuacion anterior, se nota que las
resonancias son los ceros del denominador. Un estado resonante es aquél en el que ocurre
la resonancia. Hay tres tipos de resonancias: resonancias de potencial, resonancias de
forma y resonancias de Feshbach?®. Los primeros dos tipos de resonancias ocurren en un
modelo de un solo canal mientras que la resonancia de Feshbach es en el modelo de dos
canales (Ver Figura 1.3).

Figura 1.3: Tipos de resonancias. (a) Resonancia de Potencial. (b) Resonancia de Forma. (c¢) Resonan-
cia de Feshbach.

Las resonancias de potencial son aquellas que dependen de qué tan profundo es el
potencial, es decir dependen de la amplitud del potencial. Para un potencial atractivo
cuya longitud de dispersioén es negativa; si el potencial se hace cada vez mas profundo,
hay un incremento en los corrimientos de fase y por lo tanto la longitud de dispersion se
hace mas negativa. El corrimiento de fase eventualmente toma el valor de m, por lo que
la funcién de onda tiene un nodo y en este caso la longitud de dispersion diverge a menos
infinito. El nodo que apareci6 es una senal que un nuevo estado ligado ha aparecido. Si se
incrementa la amplitud del potencial, la longitud de dispersiéon cambia abruptamente de
signo y la magnitud va disminuyendo de més infinito a cero; nuevamente puede alcanzar el
valor de menos infinito y crear otro estado ligado en el potencial. Este proceso de cambio
de signo y magnitud de la longitud de dispersion se puede repetir y se crearan mas estados
ligados en el potencial cada vez que la longitud de dispersion diverge (Ver figura 1.4).

Las resonancias de forma se caracterizan por la presencia de una barrera de potencial
en el potencial entre particulas. Ocurren cuando el potencial tiene la amplitud suficiente
para inducir un estado resonante.

Las resonancias de Feshbach son diferentes a las resonancias descritas anteriormen-
te pues ocurren en un sistema multicanal. Este tipo de resonancias se describiran en la
siguiente seccion.

3En inglés, potential resonances, shape resonances y Feshbach resonances, respectivamente.
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\/_ o <0

o — —oo

o — oo

>0

Figura 1.4: Representacién de un resonancia de potencial. Primero se tiene un potencial débilmente
atractivo cuya longitud de dispersiéon es negativa. Conforme aumenta la profundidad del
potencial la longitud de dispersiéon aumenta y se acerca a un estado resonante. Posterior-
mente la longitud de dispersién cambia de signo pero ya se creo un estado ligado. Conforme
el potencial se vuelve mas profundo el estado ligado se hace mas profundo.

1.3 Resonancias de Feshbach en Atomo ultrafrios.

1.3.1 Historia y descripcién experimental.

En los gases atomicos ultrafrios, las interacciones entre los 4tomos se pueden manipular
experimentalmente por medio de las resonancias de Feshbach, dando origen a diversos
estudios como el cruce BEC-BCS, la superfluidez de los gases de Fermi ultrafrios o la
creacion de mezclas de gases de Bose y de Fermi. [89-93|. Las resonancias de Feshbach
fueron observadas al entonar un campo magnético externo, y con ello modificar las energias
de los dos estados accesibles al sistema atomo-atomo. Al variar el campo magnético,
cambia el valor de la longitud de dispersiéon, que como ya se habia mencionado, es el
parametro dominante de las colisiones de los &tomos ultrafrios.

En general las resonancias aparecen cuando la energia de un estado ligado se acerca
a la energia del continuo. Pero en el caso de las resonancias de Feshbach, (ver Figura
1.5) este es un sistema que involucra diferentes canales acoplados, la energia de un estado
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32 Teoria de la dispersion.

ligado asociado a canales cerrados se acopla débilmente y decae a energias asociadas a
canales abiertos, teniendo asi un sistema de canales acoplados, donde hay transiciones
entre los mismos. Dicho de otra forma las resonancias de Feshbach ocurren cuando la
energia de un estado ligado del potencial de interaccién es igual a la energia cinética de
un par de atomos que colisionan. Esta situacion sucede cuando el estado molecular existe
en un potencial cuya energia es cercana a aquella asociada al estado de dispersion de
dos atomos, es decir, el umbral de energia? entre estos estados es pequenio. Este tipo
de umbrales de energia se encuentran presentes en los d&tomos alcalinos, y son debidos a
su estructura hiperfina. Cuando se aplica el campo magnético externo a dichos atomos,
los estados ligados o cuasi-ligados estan asociados a un umbral en particular, el cual se
desplaza por la presencia del campo magnético, esto da lugar a las siguientes opciones
cuando se presentan las resonancias de Feshbach. Puede aparecer un estado molecular
o ligado del potencial que representa al canal cerrado, lo cual implica un cambio en los
corrimientos de fase de 7 radianes. Si la longitud de dispersion tiende a —oo conforme B
aumenta cerca del valor del campo en la resonancia B, (cuando la intensidad del campo
magnético es pequena), se dice que la resonancia provino del potencial que representa el
continuo. Los estados que se encuentran en el umbral del canal de entrada que aumentan
conforme se incrementa el campo magnético, se conocen comunmente como buscadores de
campo débil®>. Mientras que en los buscadores de campo fuerte®, las energfas del umbral
disminuyen conforme se incrementa la intensidad del campo magnético, ademas a — oo
conforme B — Bp, este tipo de estados pueden ser atrapados con métodos épticos.

Para poder estudiar teéricamente las Resonancias de Feshbach se utiliza un formalismo
conocido como formalismo de los operadores de proyeccion de Feshbach o simplemente
formalismo de Feshbach, el cual se explicd en la seccion anterior, y como se mencioné fue
introducido por Herman Feshbach [87] para estudiar los procesos de colision nucleares que
llevan a la dispersién resonante, aunque este método también se aplica a las colisiones
atémicas. El formalismo de Feshbach toma en cuenta el Principio de Pauli entre las
particulas incidentes y las particulas blanco, ademas trata el problema de dispersion en
el canal abierto introduciendo un potencial efectivo que describe el acoplamiento dentro y
fuera del canal cerrado [94].

Como se ha mencionado, las resonancias de Feshbach a energia cero se realizan en-
tonando un campo magnético externo. Esto fue predicho para el hidrogeno en 1976 y
para atomos alcalinos frios en 1993 [95]. En los experimentos de atomos ultrafrios, las
resonancias de Feshbach abrieron una nueva brecha para estudiar los moléculas, pues en
lugar de directamente enfriar las moléculas, éstas se podian crear a partir de un gas de
atomos ultrafrios. Las primeras observaciones de las resonancias de Feshbach en atomos
ultrafrios fueron realizadas en 1998 [93,96], por el grupo de Ketterle, ellos utilizaron un

4En inglés, energy threshold
5En inglés, weak field seeking
SEn inglés, strong field seeking states
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1.3. Resonancias de Feshbach en atomo ultrafrios. 33

Figura 1.5: Potenciales interatémicos que producen una resonancia de Feshbach. Des-
preciando la interaccion Zeeman, en el comportamiento asintético la ener-
gia esta determinada por la suma de las energias hiperfinas de los &atomos
que colisionan, el desdoblamiento hiperfino es AFgp. Imagen tomada de
http://cua.mit.edu/ketterle group/experimental setup/BEC_1/background.html

condensado de atomos de sodio, por medio de técnicas de imagen, midieron el valor del
campo magnético donde encontraron la resonancia y ademéas observaron como la longitud
de dispersién cambiaba tanto de magnitud como de signo, conforme se variaba el valor del
campo magnético. Estas moléculas que se formaron tenfan una vida media corta aproxi-
madamente de 100us. En el caso de un gas de Fermi, este gas cerca de las resonancias
es estable comparado con el gas de Bose, y las moléculas formadas tienen una vida media
larga aproximadamente 100ms para el *°K y de 10s para Li. La estabilidad y el incre-
mento en la vida media de estas moléculas es debido a que el principio de exclusion de
Pauli inhibe las colisiones entre dimeros de diferente especie las cuales se presentan en el
caso de un gas de Bose. En los ultimos anos las resonancias de Feshbach se han utilizado
para estudiar los 4tomos ultrafrios y conseguir el llamado cruce BEC-BCS.

1.3.2 Descripcioén teérica.

A continuacion consideramos solamente un sistema de dos canales acoplados, el cual esta
descrito por las siguientes ecuaciones de canales acopladas:

(= 5o ez + ) )u(r) + Vialr)oals) = B0,
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34 Teoria de la dispersion.

( s v2<r>)¢2<r> T Van(r)on(r) = Ben(r), (1.90)

para potenciales reales V; o(r) = Va1, lo que implica que, el hamiltoniano de este sistema
es hermitiano. Suponemos que el canal 1 es abierto y el canal 2 es cerrado.

En el caso de un par de atomos alcalinos se considera que los atomos que colisionan
se encuentran en el estado hiperfino mas bajo, asociado con un canal abierto, mientras
que el potencial interatomico asociado al estado hiperfino méas alto tiene al menos un
estado ligado, del canal cerrado. Debido a que los diferentes estados hiperfinos poseen
diferentes momentos magnéticos, se puede entonar la energia del estado ligado al estado
de una resonancia, utilizando la energia del par de atomos, mediante el empleo de un
campo magnético externo [97|. En las colisiones ultrafrias de los dtomos alcalinos en el
estado base, para una intensidad dada del campo magnético, el umbral de los canales
que determina cuales son abiertos y cuales son cerrados estda dada por la combinacion de
la interaccion Zeeman y de la estructura hiperfina. Ademés de dichas interacciones , el
acoplamiento entre los canales se debe a la interaccion de Coulomb (en concreto al término
de intercambio) que es proporcional a la diferencia de las interacciones del singulete y del
triplete.

En el limite de campo fuerte, el hamiltoniano Hpg, definido en la Ec. (1.80), esta
relacionado con el término de la interaccion hiperfina Vyp, dicha interacciéon se puede
escribir s6lo en este limite como Vigp = Vi + Vip, donde Vi, = (51 + 8) - (i1 + 49);
Viip = (81 — &) - (1) — is), 5 denota el espin electronico e 7, el nuclear, por lo que en este
limite Hpg es una perturbacion débil y se relaciona con el término V.

Para campos fuertes, la interaccion de V. es despreciable a grandes distancias, los
nameros cuanticos adecuados para describir al sistema en este limite son S, Mg, I, M.
Ademas, en esta region los operadores de proyeccion Py () conmutan con el potencial
Coulombiano de la interaccion interatémica, y de este modo el hamiltoniano Hpg corres-
ponde a la interacciéon V. Esto implica que Hpg es una pequena perturbaciéon y por lo
tanto el corrimiento de la resonancia A es pequeno, y entonces la posicion de la resonancia
estara proxima a la posicion de |¢g) despreciando asf la parte de V. Esta identificacion
del hamiltoniano con la interaccion hiperfina permite escribir la expresion del ancho de la
resonancia como:

T = 27 |(¢o| Vigp | TF) (1.91)

En este caso ¢g y ¥; describen estados tripletes y singuletes.

Para poder relacionar la descripciéon mencionada anteriormente con las colisiones ultra-
frias, consideraremos 2 atomos en el mismo estado inicial de espin, la energia del umbral
es By, v E; = E— Ey, es la energia de la colision. A bajas energias E;, la funcién de onda-s

Ut es proporcional a v/k; ~ EZ1 /4 En el limite de la interaccion de intercambio (debido
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1.3. Resonancias de Feshbach en atomo ultrafrios. 35

al potencial de Coulomb) que corresponde a k < 1/ay,”, la matriz S;; es S;; = e~ 2"*i%s |y
podemos escribir la ecuacion (1.89) de la siguiente manera:

2:C'k;
S = g 2thiang [ _ T ). 1.92
‘ ( «Ck; — &?) ’ (1.92)

En la ecuacion anterior se utilizé el hecho de que el ancho de la resonancia es proporcional
ak,C>0yens =€e+A(F; =0)— Ey(B) es la posicion de la resonancia actual respecto
al umbral. Como S = e 2*i¢ y en este caso la longitud de dispersién depende de la
intensidad del campo magnético o = «(B), se puede obtener la siguiente expresién para
la longitud de disersion:

C

res

a(B) = apy — (1.93)

La contribucion de la resonancia a a(B) es notable solo para valores de B cercanos a la
intensidad del campo magnético By, pues es cuando la resonancia cruza el umbral. La
dependencia del campo se debe a la interaccion hiperfina y al efecto Zeeman, y es tomada
en cuenta en €,.5:

Eres = [211:(Bo) — to(Bo)](B — Bo) (1.94)

Donde p;(B) el momento magnético de un solo 4tomo en el estado hiperfino inicial y
to(B) es el momento magnético del estado de resonancia de los dos atomos. Utilizando la
definicion de g, la longitud de dispersion en términos del campo magnético es:

C 1
21i(Bo) — po(Bo) B — By’
La forma més comun de escribir la dependencia de la longitud de dispersiéon con el campo
magnético y el ancho de la resonancia I es:

a(B) = ayy (1.95)

a(B) = abg<1 - B_LBO). (1.96)

La ecuacion Ec. (1.96) permite relacionar la longitud de dispersion con el campo mag-
nético; cambiando la magnitud del campo magnético la longitud de dispersiéon « puede
ser positiva o negativa como se muestra en la Figura 1.6. Cuando a > 0 hay formacion de
moléculas, cuando a < 0 hay pares de atomos en diferentes estados de espin, y cuando «
diverge se presenta la resonancia de Feshbach (ver Figura 1.6).

En relacion con los dtomos alcalinos, experimentalmente se induce una resonancia de
Feshbach en la colision de dos dtomos al aplicar un campo magnético estatico, el valor de
la longitud de dispersiéon varia de +0o conforme cambia el campo magnético alrededor del
valor de la resonancia. El hamiltoniano efectivo para un sistema de dos particulas es:

7abg es la longitud de dispersién de fondo, que corresponde al valor de la longitud de dispersiéon sin
considerar el efecto del campo magnético; en inglés, background scattering length
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) (b)

Figura 1.6: (a) Dependencia de la longitud de dispersion, mediada en unidades del radio de Bohr ag,
respecto al campo magnético externo. Esta imagen fue tomada de: PRL 90 230404. Los
puntos corresponden a datos experimentales para “°K, la linea solida corresponde a un ajuste
hecho con la ecuacion (1.96), donde apy = 174ag, By = 224.21 £ 0.05G y I' = 9.7 £ 0.6G
.(b) Mediante las Resonancias de Feshbach entonando el campo magnético se pueden formar
moléculas a partir de dos atomos.

—

D int d
H_%JFZH +Ve+V (1.97)

H™ representa la energia interna de los dos atomos, es decir, considera la interaccion
Zeeman y la hiperfina; V¢ es la interaccion de Coulomb y V¢ es la interaccion dipolar
magnética. La interaccion central o de Coulomb depende sélo de la distancia de las
particulas por lo que conserva el momento angular ¢ y el espin total F (l*: =S+ f, S es
el momento total electrénico e I es el espin nuclear total) asi como también conserva las
proyecciones my v mp. Ademas, de forma independiente se conserva S e 1.

La interaccion angular dipolar depende de las orientaciones relativas de los grados de
espin, por lo que F'y mp deben de cambiar. La interaccion dipolar es més débil que la
interaccion de Coulomb por lo que en el estudio de las resonancias se puede despreciar este
término del hamiltoniano efectivo. El hamiltoniano que corresponde a la energia interna
se puede considerar de la siguiente forma:

i anf . - .
nt -

H™ = R + (VeS: — Vnis) Bz, (1.98)
aps es la constante hiperfina, 5 es el espin electronico e 4 es el espin nuclear. El primer
término del hamiltoniano de la ecuacién anterior corresponde a la interaccién hiperfina,
mientras que el segundo considera el efecto Zeeman. Los estados de un solo atomo para la

interaccion hiperfina se denotan como | f,my), f = §+i, f es un buen nimero cuantico sélo
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para el caso de B = 0. En la regién asintotica, el potencial de Coulomb se puede despreciar
y el sistema de dos cuerpos es descrito por los eigenestados de cada atomo. En esta
region los canales de dispersion se denotan como: { fimy,mfamy, }*; el signo + denota los
estados de espin simétricos y el signo — los estados antisimétricos dependiendo del atomo
en cuestion. Por ejemplo, para "Li y 23Na que son atomos bosénicos se utiliza una funcién
simétrica y para °Li una funcién antisimétrica. En la region de distancias pequefias es
necesario utilizar una base que considere el hecho que la interaccion de Coulomb es mucho
més fuerte que la interaccion hiperfina y la Zeeman. Dependiendo de la intensidad del
campo magnético se puede utilizar la base conveniente ya sea | (SI)FMp) o | SMgl, My).

1.3.3 Resonancias anchas y angostas.

En la seccion anterior se mencionaron tres tipos de resonancias, entre las cuales destacan
las Resonancias de Feshbach. En este tipo de resonancias, utilizando el formalismo de los
operadores de proyeccion se pueden eliminar los canales cerrados y considerarlos dentro
de un hamiltoniano efectivo para los canales abiertos. Para poder dar un criterio que
pueda decir que los estados moleculares no se consideran explicitamente, y por lo tanto
la descripcion es de un solo canal, se consideran las escalas de energia del sistema. De la
ecuacion Ec. (1.89) estas escalas son: I' el corrimiento de la energia respecto a resonancia,
FE la energia asociada al acoplamiento de canales y la energia de Fermi Er, pues el sistema
que se estudia son dtomos fermionicos.

Cuando E > Er la resonancia se conoce como resonancia ancha® y se puede “elimi-
nar’el estado molecular del canal cerrado. En este caso se puede usar la descripciéon de un
solo canal para describir la fisica del problema, cerca de la resonancia de Feshbach, la cual
es como un puente para pasar de longitudes de dispersion negativas a positivas. Mientras
que, cuando F < Ep la resonancia se conoce como resonancia angosta’, el estado mole-
cular afecta la fisica del problema de muchos cuerpos, por lo que es necesario incluir un
modelo tedrico multicanal.

8En inglés, broad resonance
9En inglés, narrow resonance
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CAPITULO

Métodos experimentales para la
generacion de gases ultrafrios.

La realizacion del condensado de Bose-Einstein, asi como del gas degenerado de Fermi fue
debida al avance de métodos experimentales que permitieron primero confinar los &tomos y
posteriormente enfriarlos a temperatura del orden de micro o nano Kelvin. En el presente
capitulo se hace una breve descripcion de estos métodos asi como de los experimentos
més relevantes enfocados al estudio de los gases degenerados de Fermi, haciendo énfasis
en algunos de los primeros experimentos que se realizaron en este rubro.

2.1 Meétodos de confinamiento.

En los tltimos afios se han desarrollado diversas técnicas para atrapar y enfriar atomos
neutros con lo que ha sido posible estudiar sus propiedades espectrales con mucha pre-
cision, asi como generar y estudiar estados cuénticos no triviales como la condensacion de
Bose-Einstein [1] (BEC) en atomos y moléculas, o los gases degenerados de Fermi [2] vy,
en condiciones apropiadas, el cruce entre estos dos estados. Los procesos de enfriamiento
suelen estar relacionados con los procesos de confinamiento atémico, puesto que las inte-
racciones magnéticas y opticas utilizadas para atrapar atomos sin deformarlos son débiles
y podran ser efectivas solo si la energia cinética de los atomos es menor o comparable al
potencial de atrapamiento.

A grandes rasgos, las técnicas que se utilizan para atrapar atomos se clasifican en tres
familias, dependiendo del mecanismo fisico que emplean para confinar a los atomos [3]:

e Atrapamiento magnético: Utiliza la interaccion debida al dipolo magnético de un
atomo o molécula con el campo magnético externo, que varia espacialmente.
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40 Métodos experimentales para la generacion de gases ultrafrios.

e Atrapamiento Optico: Se basa en la interacién entre el atomo y el campo del laser
debido al dipolo eléctrico en el &tomo durante una transicion.

e Atrapamiento magnético-6ptico: En este caso se utiliza la interaccion de los dtomos
tanto con el laser como con el campo magnético externo.

2.1.1 Trampas magnéticas.

El atrapamiento de d4tomos con campos magnéticos [4,5,11] se basa en la interaccion del
dipolo magnético de un atomo o molécula con un campo magnético externo que varia
espacialmente. En una primera aproximacion semiclésica, dicho campo ejerce una fuerza:
F = i - VB = nguBV]B\ donde p es el momento magnético, up es el magneton de
Bohr, g; es el factor de Landé y m es la proyeccién del momento angular total del atomo
en la direccion z [98].

Para el atrapamiento de atomos uno de los factores importantes es la forma de la
trampa, ya que se debe tomar en cuenta que las trampas deben de tener una configuracion
en la cual los atomos tengan un minimo en el potencial de interaccion [99]. La forma de
la configuracion esta sujeta al teorema de Wing que dice que la magnitud de los campos
magnéticos cuasiestaticos puede tener un minimo local pero no un méximo local [100].
Debido a esto so6lo se pueden confinar dentro de la trampa magnética ciertos estados que
son aquellos en los que la energia se incrementa conforme se incrementa el campo; estos
estados se les conoce como buscadores de campo débil.

Una de las formas de clasificar las trampas magnéticas es mediante la configuracion
de la trampa, que depende del campo magnético, es decir, si el minimo de |j§ | es cero o
no. Por ejemplo, las trampas magnéticas de cuadrupolo y esféricas de hexapolo tienen el
|§ | = 0, mientras que la trampa de Ioffe tiene el |§ | # 0. A continuacion se describen las
trampas cuadrupolar y de loffe, las cuales son las mas utilizadas para confinar los atomos,
aunque cabe mencionar que existen otros tipos de trampas magnéticas como las citadas
en la Referencia [5].

Trampa cuadrupolar.

La trampa cuadrupolar, Figura 2.1, consiste en dos espiras que se encuentran alineadas en-
tre si, y que poseen corrientes iguales pero en direcciones opuestas, esto produce un campo
que posee un valor de cero en el centro de las espiras, y que se incrementa linealmente en
cualquier direccion a partir de ese punto.

Cerca del centro, el campo se puede escribir como:

B = B.j+2B.z. (2.1)
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2.1. Métodos de confinamiento. 41

Figura 2.1: Trampa cuadrupolar.

Si las espiras estan localizadas en +a, alrededor del eje z; donde a, es el diametro promedio
de las espiras, el campo en la direcciéon z, a primer orden en la distancia al centro de las
espiras, es:

3ulria,

e eprs P 0. (2.2)

El primer experimento donde se atraparon atomos neutros de sodio por medio de
campos magnéticos se realizdo en 1985, utilizando una trampa magnética cuadrupolar.
Esta trampa presenta un problema, porque en el centro de la trampa la direccion del
campo cambia; una particula que se dirige hacia el centro de la trampa siente en un lado
una direcciéon del campo y del otro lado siente la direccién opuesta, por lo que no se
puede orientar y no puede seguir el cambio en la direcciéon del campo adiabaticamente.
A este efecto se le conoce como efecto del hueco, y se observa en experimentos donde la
temperatura de las nubes de atomos es lo suficientemente baja para que la probabilidad
de que los atomos queden cerca del centro y no puedan seguir el cambio en el campo
magnético no sea despreciable. Para solucionar el problema del hueco se han utilizado
varios métodos, uno de éstos es tapar al hueco mediante el uso de laseres que producen
un potencial repulsivo que impide a la nube de &dtomos ver el hueco. El problema de
este método es la dificultad del alineamiento del laser y la trampa, y que el laser produce
calentamiento. Otro método es trasladar el hueco, mediante un campo que varie con el
tiempo. Finalmente una solucién alternativa es usar una trampa que tenga otra geometria
y que no tenga un campo igual a cero en su centro; esta trampa es conocida como trampa

de Ioffe.
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42 Métodos experimentales para la generacion de gases ultrafrios.

Trampa de Ioffe.

La trampa de loffe consiste en cuatro barras con corriente que fluye en direcciones al-
ternadas y un par de espiras alrededor de las barras con corriente que fluye en la misma
direccion, como lo muestra la Figura 2.2. La caracteristica de esta trampa es que el minimo
del campo magnético es distinto de cero (|§ | # 0); para que el campo magnético tenga un
minimo en el centro es necesario que las espiras estén separadas por una distancia un poco
mayor que r = a., donde a, es el diametro promedio de las espiras; a esta condicion se
le conoce como condicién de Helmholtz. Las espiras generan un campo magnético radial
que se opone al atrapamiento por lo que es importante en este tipo de trampas ajustar
la geometria y la corriente de las barras de tal forma que el gradiente debido a las barras
domine en la direcciéon radial. El campo magnético resultante para atrapar a los atomos
en una trampa de Ioffe es armoénico en el orden méas bajo en la distancia al centro de la
trampa y esta dado por:

|B| o Byp* + Bl2*, (2.3)

donde B} es la curvatura radial y B es la curvatura axial, y sus valores dependen de la
geometria y de las corrientes.

Figura 2.2: Trampa de loffe.

Las trampas magnéticas tienen profundidades tipicas del orden de 100m K, y son exce-
lentes herramientas para el enfriamiento evaporativo y la condensacion de Bose-Einstein.
Pero si se quiere enfocar estas trampas a otro tipo de experimentos hay una restriccion, y
es que el mecanismo de confinamiento de estas trampas se basa en el estado atéomico in-
terno del atomo, por lo que si se quieren hacer experimentos de la dinadmica de los &tomos,
estos se limitarédn a s6lo unas cuantas especies de atomos cuyos estados sean compatibles
con aquellos con los que ha sido disenado el sistema. Ademaés las geometrias que se pueden
usar para disenar las trampas estan restringidas a usar arreglos de espiras y barras, por
mencionar algunos.
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2.1. Métodos de confinamiento. 43

2.1.2 Trampa dipolar éptica.

Las trampas dipolares 6pticas se basan en la interaccion del dipolo eléctrico con luz corrida,
ya sea al rojo o al azul dada una transiciéon atémica.

Las trampas dipolares opticas [101,102], fueron consideradas por primera vez como
mecanismos para confinar atomos por Askar’yan en 1962, pensando en plasmas asi como
en atomos neutros. La posibilidad de atrapar atomos con esta fuerza fue considerada
por Letokhov en 1968, quien sugirié que los atomos podrian ser atrapados en los nodos o
antinodos de una onda estacionaria corrida ya sea por debajo (corrimiento hacia el rojo)
o por arriba (corrimiento hacia el azul) de la frecuencia de transicion atémica; esto es un
antecedente directo de las redes 6pticas. Ashkin en 1970, demostré el atrapamiento de
particulas micrométricas en una rayo laser con base en la presion de radiacion. Poste-
riormente en 1980, sugiri6é trampas de este tipo en tres dimensiones para atrapar atomos
neutros. En 1986, Chu et al [103], utilizaron la fuerza del dipolo para realizar la primer
trampa para atomos neutros.

Los métodos empleados comtinmente para atrapar y enfriar atomos estan basados en
las fuerzas que actian en los 4tomos debida a los campos de un laser, o a otros campos
electromagnéticos. Tanto las trampas dipolares 6pticas como el enfriamiento Doppler, se
basan en la interaccion del dipolo eléctrico inducido por la luz en los atomos y el campo
eléctrico asociado a esta misma luz. La interaccion dipolo-luz, produce una fuerza total
compuesta de dos contribuciones, una es de caracter conservativo y es la encargada de
confinar a los 4tomos que es la que se utiliza en las trampas dipolares. La otra contribucién
es de caracter disipativo y es la que los puede enfriar.

Consideremos un atomo de dos niveles que interactta con un rayo laser cuyo campo
eléctrico, E = E(7,t) = éEy(f)e ™" + c.c., induce un momento dipolar atémico (5 =
p(r,t) = épo(r)e ™! + c.c), el cual oscila con una frecuencia w'; é es el vector unitario
de polarizacién. La magnitud del momento dipolar pg, se relaciona con la amplitud del
campo eléctrico Ey, por medio de la siguiente ecuacion [4]:

Po = &Ey; (2.4)
donde & es la polarizabilidad compleja, la cual depende de la frecuencia w.

La interaccién del momento dipolar inducido (5) con el campo eléctrico que varia espa-
cialmente (E = E(r,t)), produce una fuerza de radiacion dipolar en el atomo, F' = —VU
con U la energia de la interacciéon entre el a&tomo y el campo del laser:

U=<V >=—<D>-E, (2.5)

'En inglés esta frecuencia se conoce como driving frequency
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F=_-VU= V(< D> -E) =< D;>VE, (2.6)

Esta fuerza de radiacion se produce debido al intercambio de momento entre el &tomo
y el campo del laser. El cambio de momento es debido a los procesos de absorcion y
emision de fotones; la absorcion es estimulada y la emision es esponténea.

La fuerza total la podemos escribir de la siguiente manera:

F=F,+F,, (2.7)
F,, = hkT G() — (2.8)
1+ G(F) + 52
L . VG(7)
Fg'r‘ = éh((s — k-0 (571;‘-17)2 . (29)
L+ G(r) +

En las ecuaciones anteriores  representa la diferencia de frecuencia de la transicion y del
laser § = w — wy, I' es la anchura de la linea y G(7) es el parametro de saturacion definido
por:

G(F) = %(d%@) _ ]f) (2.10)

I(7) = (&)EE, es la intensidad del léser en el punto 7, I, = (%(*F)?) es la intensidad

de saturacion, la cual indica la cantidad de fotones emitidos espontaneamente por atomo
por unidad de tiempo y d = d - €, es la proyeccion del momento dipolar en el vector de
polarizacion € del laser.

La fuerza de presion de radiaciéon en un atomo puede aprovecharse para enfriarlo. Al
mecanismo se le llama enfriamiento Doppler, el cual sera descrito la seccién de enfriamiento
laser.

La fuerza de gradiente es debida a la interaccion del momento dipolar inducido de un
atomo con el campo del laser el cual es inhomogéneo, dicho campo se puede ver como
una superposicion de ondas planas propagandose en la direccion del haz. En este campo
el momento cambia por medio de la absorcion inducida de un fotéon asociado a una onda
plana y la emision inducida de un fotéon asociado a otra onda plana; al haber un gradiente
de campo, estos fotones tendran diferente sentido de propagacion y este proceso producira
una fuerza de gradiente ﬁgr; que esta dirigida a lo largo del gradiente de intensidad del laser
y jala al &tomo o lo empuja del centro, dependiendo del signo del corrimiento A = § — k.
Por debajo de la resonancia atémica, es decir, en el corrimiento al rojo donde A < 0, el
potencial dipolar es negativo, por lo que la interaccion atrae a los atomos al campo del
laser; y los minimos del potencial se encuentran en las posiciones donde la intensidad es
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2.1. Métodos de confinamiento. 45

maxima. Mientras que por encima de la resonancia, es decir, en el corrimiento al azul
A > 0, la interaccion dipolar repele a los dtomos fuera del campo, y los minimos del
potencial corresponden a los minimos de la intensidad. De acuerdo a esto, las trampas
dipolares se clasifican en dos tipos: las trampas dipolares corridas al rojo y las trampas
dipolares corridas al azul.

2.1.3 Trampa magnético-6ptica.

La trampa magneto-6ptica, (MOT)?2, fue desarrollada por primera vez en 1987, mediante
una colaboracién entre los Laboratorios MIT-Bell, por Raab et al [104], y es utilizada
frecuentemente para atrapar a los atomos 11,105, 106].

Figura 2.3: Trampa magneto-optica. Imagen tomada de la referencia [105].

La MOT emplea tanto campos magnéticos inhomogéneos como los campos de los rayos
laser. Consiste en un gradiente de campo magnético el cual es generado por medio de un
campo cuadrupolar producido por una configuracion de 2 espiras y tres pares de rayos
laser circularmente polarizados que estan colocados en direcciones opuestas, Figura 2.3 y
estan corridos al rojo respecto de una transicion atémica y se intersectan en angulos rectos
en las posiciones donde el campo magnético es cero [3]. Debido a que el campo magnético
varfa espacialmente esto implica que los niveles atémicos de energia también dependen de
la posicion; al utilizar la polarizacion circular y un corrimiento de los rayos laser hacia
el rojo (0 ~ I') la probabilidad de transicion depende espacialmente, lo que produce una
fuerza restitutiva que empuja al &tomo hacia el origen, y esta fuerza de radiaciéon también
depende de la posicion.

El atrapamiento atémico funciona mediante el bombeo de los 4tomos que se mueven
lentamente en un campo magnético lineal inhomogéneo B ; el campo en la direccion del eje
z, y cercano al origen, se puede aproximar como B (z) ~ AzZ; donde A es una constante.
Primero consideremos un modelo unidimensional de la MOT [98], como se muestra en

2Por sus siglas en inglés, Magneto Optical Trap.
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46 Métodos experimentales para la generacion de gases ultrafrios.

la Figura 2.4, en la cual se observa una transicion del estado base J, = 0 al estado
J. = 1 el cual tiene los desdoblamientos m = 0, m = +1 debido al efecto Zeeman. Los
laseres tienen polarizaciones circulares opuestas (o4 y 0_) y estan desentonados por una
cantidad ¢ corrida hacia el rojo respecto a la frecuencia de transiciéon atéomica. Debido al
efecto Zeeman los subniveles m = 1 y m = —1 tienen desdoblamientos lineales en z. Las
polarizaciones o, y o_ inducen las transiciones Am = +1 y Am = —1 respectivamente.
Un atomo que se mueve desde la derecha va a interactuar mas con el rayo o_ que con el
rayo o, y estara en resonancia con el rayo o_ en la posicién z = 2’ de la Figura 2.4. La
fuerza neta en el atomo lo impulsa hacia el centro de la trampa donde el campo magnético
es cero. Asi mismo, un atomo que se mueve desde la izquierda va a interactuar mas con el
rayo o, que con el rayo o_ siendo resonante en z = —z’, y sera impulsado hacia el centro
de la trampa. El resultado de ambos casos es una fuerza restitutiva en z = 0 que da lugar
al confinamiento de los 4tomos en el centro de la MOT.

Energia
-~
m = +1
— m=0
~ 0‘
0 15
/
m = -1
o, a
> Z

Figura 2.4: Modelo unidimensional de la MOT.

Un argumento similar permite entender el confinamiento en tres dimensiones utilizando
seis rayos laser. Las transiciones atomicas involucran més de dos niveles y conllevan un
efecto disipativo muy importante que seré descrito en la seccion denominada enfriamiento
Sisifo.

2.2 Meétodos de enfriamiento.

Para poder atrapar a los &tomos mediante los procesos antes descritos es requisito enfriar-
los. Si se desea ademés alcanzar el regimen de los gases degenerados es necesario llevar al
sistema a temperaturas atin més bajas, del orden de micro a nano-Kelvin. En esta seccion
se hace una breve descripcion sobre las técnicas de enfriamiento las cuales han permitido
que durante las tltimas tres décadas, la fisica atomica haya tenido progresos espectaculares
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basados en los métodos experimentales para enfriar a los atomos; dichas técnicas son el
enfriamiento laser y el enfriamiento evaporativo. En el caso del enfriamiento laser, usando
intercambios de energia y momentos resonantes o casi-resonantes entre dtomos y luz es
posible obtener muestras de a&tomos a temperaturas muy bajas con velocidades en el rango
de cm/s y mm/s. Un mayor enfriamiento e incremento de la densidad se obtiene por medio
del método de enfriamiento evaporativo. Estos avances abren nuevas brechas de investi-
gacion que van desde espectroscopia de alta resolucion y relojes atémicos a interferencia
atoémica, condensacion de Bose-Einstein y toda una familia de experimentos realizados en
los gases degenerados de Fermi que involucran el cruce BCS-BEC, y el estudio de gases
moleculares.

2.2.1 Enfriamiento laser.

En el enfriamiento léser, los atomos basicamente interacttian con conjuntos de laseres
colocados apropiadamente. El enfriamiento resulta de la competencia de dos efectos:
el amortiguamiento del momento atéomico debido a la fuerza de friccion que se origina
de diversos tipos de mecanismos que dependen de la velocidad (enfriamiento Doppler o
Sisifo) y el incremento de momento, o difusion de momento debido a las fluctuaciones de
las fuerzas radiativas.

Usualmente en los esquemas de enfriamiento laser un ensemble de d&tomos interactiia
con los rayos laser los cuales tienen polarizaciones, intensidades y frecuencias adecuadas,
de tal forma que el momento atéomico estda amortiguado. En el esquema de enfriamiento
Doopler el amortiguamiento se debe a un imbalance entre la fuerza de presion de radiacion
inducidas por el efecto Doppler y que resulta en una fuerza neta opuesta a los movimientos
atomicos. En el esquema de enfriamiento Sisifo, los &tomos corren en colinas de potencial
(donde se desaceleran) mas frecuentemente que si van colina abajo, el resultado es un
decremento de la energia cinética atémica.

La idea basica del enfriamiento laser es que los fotones de un rayo laser puede dar
momento a los atomos. Dentro de las técnicas conocidas como enfriamiento laser se en-
cuentran: el enfriamiento Doopler que es la técnica de enfriamiento laser més simple, y el
enfriamiento Sisifo. A continuaciéon se hace una breve descripcion de estas técnicas.

Enfriamiento Doppler

En el enfriamiento Doppler [9-11|, se disminuye la velocidad de los atomos utilizando
fotones de rebote, es decir, fotones producidos por un laser que provienen de procesos de
absorciéon inducida y emision espontanea de los atomos.

Si el laser tiene una frecuencia wy, (es decir, el laser esta en resonancia con el 4tomo),
los fotones excitaran al atomo transfiriéndole momento en la direccién de propagacion del
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laser, posteriormente el &tomo decaeréa a su estado base emitiendo un fotén con la misma
frecuencia pero en direccion aleatoria (emision esponténea).

Consideremos el caso en que el &tomo se mueve con una velocidad v en sentido contrario
a la direccion de propagacion del laser, cuya frecuencia es w, corrida al rojo respecto a
la frecuencia de transiciéon del atomo wy, el a&tomo en su sistema de referencia, recibe
fotones con frecuencia w + 9, si esta frecuencia se encuentra en resonancia con el atomo,
(w+ 0 ~ wp), entonces el dtomo serd excitado y su velocidad disminuira debido a la
conservacion del momento. Después de cierto tiempo, el &tomo decaera al estado base,
emitiendo un fotén con frecuencia wy > w; al repetir este proceso varias veces, el dtomo
se frenaré.

Como ya se menciond en la secciéon de la trampa dipolar, la interaccion del atomo con
el campo eléctrico del laser produce dos fuerzas, las cuales son la fuerza de gradiente y
la fuerza de presion de radiacion. Esta altima, Ec. (2.8), es la encargada de enfriar a los
atomos; estd en la direccion del vector de propagacion del laser y es proporcional al ancho
de linea.

Si ahora considerados que el sistema es el atomo y dos laseres que se propagan en
direcciones opuestas, los cuales tienen la frecuencia corrida al rojo respecto a la transicion
atomica, entonces, dependiendo de la velocidad del &tomo, éste vera a los fotones de un
laser corridos al azul y los del otro atin mas corridos al rojo. La fuerza de radiaciéon es la
suma de la fuerza de cada uno de los laseres:

-

F(0) = Eop(k) + Eon(—k). (2.11)

Si suponemos que el corrimiento Doppler es despreciable comparado con el ancho de linea
k- v < T la fuerza de radiacion es:

. 4hk2G6 1 2
F(7) = ( — ) 7= aw. (2.12)
I 1+G+5

La fuerza es proporcional a la velocidad atomica a través del coeficiente de friccion,
& = 4hk*G6 /T (1 + G + 6?/4?), y depende del signo de §, por ejemplo & > 0 cuando hay
corrimiento hacia el rojo. Los atomos sienten una fuerza de amortiguamiento, Ec. (2.12),
por lo que se mueven como si estuvieran en un medio viscoso, creado por el laser, a este
fenémeno se le conoce como melazas épticas®. En este limite donde ko< I, se define la
temperatura Doppler como [98]:

A1+ (20/T)?
1 25T

Esta temperatura es minima cuando el valor del corrimiento corresponde a 6 = —I'/2, a
este valor de la temperatura se le conoce como el limite del enfriamiento Doppler:

kpT = (2.13)

3En inglés, optical molasses

48



2.2. Métodos de enfriamiento. 49

Al
kTp = = (2.14)

Usando el método de enfriamiento Doppler, S. Chu et al. [103]| pudieron enfriar en 1985
una nube de 105 4tomos de sodio a una temperatura de alrededor de 240uK .

Enfriamiento Sisifo

En 1988, el limite inferior para las temperaturas predichas teéricamente para el enfria-
miento por efecto Doppler fue superado en configuraciones experimentales que utiliza-
ban laseres contrapropagantes con gradientes de polarizacion, sin que hubiese una clara
explicacion del mecanismo subyacente [107,108]. Por ejemplo, la temperatura Doppler
para el sodio es del orden de 240u K, mientras que la obtenida experimentalmente era de
40uk [108]. Estas bajas temperaturas se aproximan a la llamada temperatura de rebote
Tr, la cual esta relacionada con la energia cinética de rebote que se imparte a un atomo
de masa m en reposo cuando absorbe un fotén de momento hk:

TR = <222. (2.15)

La explicacion a las bajas energias presentadas resulté en un mecanismo alterno de en-
friamiento, el cual es conocido como enfriamiento Sisifo. El primer esquema planteado para
obtener este enfriamiento consideraba un sistema de dos niveles y laseres cuya frecuencia
podia estar incluso sintonizada hacia el azul en lugar del rojo respecto a la frecuencia
de transicion [109]. Esta configuracion fue comprobada experimentalmente [110]. Sin
embargo, las fluctuaciones del potencial efectivo resultaban muy dificiles de controlar, al
grado de conducir en algunos casos, al calentamiento del &tomo en lugar del enfriamiento
buscado.

Por otra parte, los experimentos arriba mencionados corresponden a una realizacion
accidental del esquema Sisifo. Para poder entender el enfriamiento Sisifo de atomos al-
calinos en la configuracion de estos experimentos es necesario considerar los siguientes
elementos: (i) los gradientes de polarizacion de los campos eléctricos de los laseres, (ii)
el que los atomos alcalinos no son simplemente dtomos de dos niveles, por lo que puede
existir un bombeo 6ptico entre sus subniveles y (iii) el corrimiento Stark de los dtomos
debido al campo eléctrico de la luz |9, 10].

El campo de radiaciéon producido por dos laseres contrapropagantes con polarizaciones
lineales perpendiculares es inhomogéneo, de tal suerte que la polarizacion del campo de-
pende de la posicion, generando asi gradientes de polarizaciéon. Para ejemplificar esto.
consideramos que el rayo laser que se propaga en la direccion positiva z esta linealmente
polarizado en el eje-z y el rayo laser que se propaga en la direcciéon negativa z esta lineal-
mente polarizado en la direccion y; en este caso el campo eléctrico es de la forma [111]:
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50 Métodos experimentales para la generacion de gases ultrafrios.

E(z,t) = E(z)e ™t + E*(2)e™*, (2.16)

donde el vector de campo E(z) es:

E(2) = Eg(é,6™ + é,e7ikz) = Eoe™ (e, + é,e7 %) = V2B e™é(z). (2.17)

De la ecuacion anterior se observa que la polarizacion é = é(z) del campo del laser varia en
el espacio, por lo que se pueden obtener los siguientes valores dependiendo de la posicion
z:

e Para z = 0 el campo esta linealmente polarizado y a 45° respecto al eje z; siendo la
polarizacion: é(0) = (EL\/;”)
e Para z = \/8 se obtiene é = (¢, — ié,)/V/2; por lo que el campo esta circularmente

polarizado a la izquierda o_, en el sentido negativo del eje z.

e Para » = \/4 se obtiene é = (&, + ié,)/V/2; por lo que el campo esta linealmente
polarizado e inclinado a -45° del eje z.

e Para z = 3)/8 se obtiene polarizacion circular derecha, o, es decir en el sentido
positivo.

En general, el estado de polarizaciéon del campo se puede escribir como una superposi-
cion de dos estados circularmente polarizados con vectores é = (&, & ié,)/v/2, ver Figura
2.5.a.

Como se menciond, para entender este fendémeno, los atomos alcalinos no se pueden
considerar simplemente como sistemas de dos niveles, pues el estado base, g esta degene-
rado en ausencia de campo magnético, dando lugar a los subniveles Zeeman g¢,,. En estos
subniveles se da un bombeo 6ptico, el cual consiste en la transferencia de dtomos de un
subnivel g,, a otro g,, a través de ciclos de absorcion y emision. El tiempo medio que
le toma al atomo para pasar de un subnivel g,, a otro g, se le conoce como tiempo de
bombeo 6ptico 7p el cual es:

TP = 1/F/;

donde I es la razon de dispersion media de fotones, que también se puede considerar
como el ancho del estado. Por ejemplo, si se considera la transicion de un atomo alcalino,
despreciando el spin nuclear, de un estado 25/, a un estado 2P s, se tiene que el estado
base J; = 1/2 esta doblemente degenerado dando lugar a los estados g_ y g, estos estados
se acoplan a los cuatro estados excitados de J, = 3/2. La probabilidad de transicién entre
los estados base y los excitados esta dada por los coeficientes de Clebsch-Gordan, y debido
a las reglas de seleccion cada estado base se acopla con tres estados excitados como se
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Figura 2.5: (a) Gradiente de polarizacion dependiente de la posicion producido por la super-
posicién de los laseres contrapropagantes con polarizaciéon perpendicular. (b) Tran-
siciones dipolares entre el estado base correspondiente a J; = 1/2, el cual esta
degenerado, acoplado con el estado excitado Je = 3/2. Los nameros indican el peso
relativo de la probabilidad para las transiciones indicadas, la cual estad dada por el
cuadrado de los correspondientes coeficientes de Clebsch-Gordan. (c¢) Enfriamiento
Sisifo. Debido al tiempo de bombeo 7, originado por el bombeo 6ptico, el atomo
pasa la mayor parte de su tiempo subiendo la colina del potencial. La velocidad del

atomo en la figura es tal que vrp ~ %; en este caso el atomo viaja una distancia
del orden de A en un intervalo de tiempo 7p.

muestra en la Figura 2.5.b. Este acoplamiento depende de la polarizaciéon de la luz, por
ejemplo, el campo de o, acopla el estado [1/2 1/2) con el estado |3/2 3/2), mientras que
o_ acopla el mismo estado |1/2 1/2) con el estado [3/2 — 1/2), y la polarizacion lineal
acopla nuevamente al estado |1/2 1/2) con el estado [3/2 1/2).

El daltimo elemento para la descripcion del enfriamiento Sisifo son los desplazamientos
o corrimientos de luz, los cuales provienen de la interacciéon 6ptica, pues el campo del laser
induce un corrimiento de energia hd’, que puede variar de un subnivel a otro. Para poder
conocer el origen de este corrimiento de energia es conveniente considerar el esquema de
los estados vestidos, los cuales son estados entrelazados del sistema dtomo-campo del laser
y se pueden escribir de la siguiente forma para el caso de un par cualquiera de niveles |e),
|g) conectados a través de una transicion electromagnética dipolar [109]:

11,n;7) = eM/2 cos (7)|e, n) + e/ 2send(f)|g,n + 1), (2.18)
12,n;7) = —e*/2send(¥)|e, n) + e ¥0/2 cos O(%)|g,n + 1). (2.19)

Aqui ¢(7) es una fase y el angulo 6 esta definido como:
cos 20(7) = —0/5'(7), sen26(t) = Q/d' (7). (2.20)
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52 Métodos experimentales para la generacion de gases ultrafrios.

En la expresion anterior 6 denota el desentonamiento entre la frecuencia del laser wy, y
la frecuencia del atomo wy, d = wy, — wp; 2 es la frecuencia de acoplamiento del sistema y
es conocida como la frecuencia de Rabi, y §'(7) es un desentonamiento que depende de la
posicidon 7'y que surge por el acoplamiento del laser con el &tomo, este es un desdoblamiento
entre el estado base del atomo con n fotones y el estado excitado que tiene un fotén menos.
La interaccion causa que dos estados vestidos se repelan energéticamente entre si, y para
|6'| grandes la distancia entre estos aumenta una cantidad de 92 /2|§’|; siendo la magnitud
del corrimiento de luz la mitad de esa cantidad.

Las probabilidades de transicion dependen del tipo de polarizacion del campo de laser,
por lo que la existencia de los gradientes de polarizacién implica que las probabilidades
de transicién sean dependientes de la posicion, asi como los desplazamientos Stark de la
energia; para los estados base g+ estos tltimos estan dados por:

VE(2) = Vo(—2 + sen2kz), (2.21)

Por lo que cuando el estado vestido g, tiene un maximo de energia, el estado vestido g_
tiene un minimo.

Para ilustrar como estos elementos constituyen el enfriamiento Sisifo, se consideraréa
un atomo que se desplaza en el eje z, el cual se encuentra en una posicion donde la
polarizacion es o, en este caso si el estado inicial del dtomo es el estado base g, , este
solo se puede acoplar al estado excitado |3/2 3/2), el cual s6lo puede decaer al estado g,
ver el diagrama de la probabilidad de la transicion de la Figura 2.5.b. Mientras que si
se considera el estado g_ este se puede acoplar con el estado |3/2 — 1/2); el cual puede
decaer ya sea al estado g, o al estado g_, siendo la transicién mas probable un decaimiento
espontaneo al estado base g,. Por lo que hay un bombeo 6ptico de atomos del estado base
g— al estado gy, que en ese punto tiene una energia mas baja que ¢g_. Lo mismo sucede
en el caso de polarizacion o_, los a&tomos se bombean del estado g, a g_; por lo que las
transiciones atomicas transfieren atomos de la cima de la colina a un valle energético. El
atomo seguird “subiendo’y “bajando’las colinas del valle del potencial como se ilustra en
la secuencia indicada en la Figura 2.5.c.

Este mecanismo induce que el a&tomo se enfrie, pues éste se mueve subiendo la colina
del potencial, llega a la cima, donde la energia cinética se transforma en energia potencial,
y por medio del bombeo 6ptico es transferido al estado base donde hay un minimo de la
energia, que corresponde a un valle energético. La energia potencial se disipa cuando en
el decaimiento, el &tomo emite un fotén. Como el atomo se encuentra en el valle empieza
nuevamente a subir la colina del potencial repitiéndose el proceso descrito anteriormente,
Figura 2.5.c. En este proceso, al haber disipacion, se pude hablar de una fuerza de friccién.

F=—a7, (2.22)

donde o/ es el coeficiente de friccion. El valor maximo de la fuerza de fricciéon aparece
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2.2. Métodos de enfriamiento. 53

A

cuando el dtomo tiene una velocidad del orden de v7, ~ 4, es decir, cuando:

kv ~ T, (2.23)

Para este valor de la velocidad v, la energfa disipada durante un tiempo 7, es del orden de
hd', con ¢’ igual a la diferencia de frecuencias entre los niveles de los estados. El coeficiente
de friccion en este caso es: o ~ —hkz%

Este modelo funciona para intensidades bajas del laser. En este limite ¢ y I” son
proporcionales a la intensidad. Por lo tanto, en este regimen, el coeficiente de friccion
para el enfriamiento Sisifo es independiente de la potencia del laser. Este enfriamiento
lleva el nombre de Sisifo porque en la mitologia griega Sisifo era un personaje condenado
a empujar una roca a través de una colina, cada vez que llegaba a la cima, la roca rodaba
hacia abajo, por lo que Sisifo debia de comenzar de nuevo su tarea.

2.2.2 Enfriamiento evaporativo.

En los anos de 1924-25, Bose y Einstein habian predicho que para suficientemente bajas
temperaturas y altas densidades, un gas de atomos sufre una transicion de fase al conden-
sado de Bose-Einstein. Especificamente, esta fase requiere que la longitud de onda de de
Broglie de los atomos sea comparable con su separacion promedio. Con el descubrimiento
de las técnicas de enfriamiento arriba mencionadas, a finales de los anos 80, se creia que se
podia obtener el condensado directamente: el enfriamiento laser permite obtener temper-
aturas del orden de K con pérdidas pequenas de atomos, siendo posible incrementar la
densidad de la muestra [3]. Sin embargo, si esta densidad es muy grande, la luz dispersada
por un atomo es absorbida por los otros causando una repulsion entre éstos. Ademas
se produce un incremento de la tasa de colisién, por lo que no se puede incrementar la
densidad lo suficiente como para obtener el condensado.

En 1986 Harald Hess sugiri6 el enfriamiento evaporativo como una forma eficiente
para enfriar dtomos atrapados enfocandose a atomos de hidrogeno lo cual resulté mas
complicado de lo esperado. En 1994 se extendio la técnica a atomos alcalinos combinando
el enfriamiento evaporativo con el laser, lo que resulté como una técnica eficiente para
poder obtener el condensado de Bose-Einstein en 1995 en gases diluidos de Rb (JILA),
Na(MIT) y Li (RICE). Por este descubrimiento en 2001 se dio el premio nobel a Cornell,
Wieman y Ketterle.

El método del enfriamiento evaporativo trabaja de manera similar a como se enfria
una taza de café, al soplar a la taza removemos las particulas més energéticas del café,
posteriormente éste se termaliza (queda en equilibrio) pero a una temperatura menor, y
repitiendo este proceso se enfria el café. Con el enfriamiento evaporativo se remueven los
atomos mas calientes que poseen una distribucion de velocidades a una temperatura 77,
después de termalizarse por medio de colisiones elasticas se llega a un equilibrio térmico
a una temperatura 75, siendo Ty < T). Repitiendo este proceso se pueden enfriar a los
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54 Métodos experimentales para la generacion de gases ultrafrios.

atomos; esta técnica se utilizo para conseguir la condensacion de Bose-Einstein, y se han
logrado conseguir temperaturas de ordenes de nK [6-8|.

Para realizar el enfriamiento evaporativo los dtomos estan confinados y previamente
enfriados por medio de alguna técnica 6ptica. Buscando que los atomos que tienen mayor
velocidad abandonen al sistema se disminuye la altura del potencial que los confina. Cam-
pos de radio frecuencia transfieren solo a los &tomos mas veloces a un estado en el cual ya
no estén confinados de tal forma que abandonan la trampa, como lo muestra la Figura 2.6.
Para continuar con el proceso de enfriamiento se va disminuyendo la altura de la trampa
y la anchura de la nube atémica, por lo que se obtienen muestras atémicas densas y tem-
peraturas de nano-Kelvins. El requisito principal del enfriamiento evaporativo es que el
tiempo de termalizacion de la nube de atomos sea pequeno comparado con el tiempo de
vida media. Las colisiones elasticas conocidas como “colisiones buenas’son necesarias para
el enfriamiento evaporativo. De hecho, una limitante del enfriamiento evaporativo esté
definida por la razoén entre colisiones “buenas” y colisiones “malas”, que son las colisiones
inelésticas.

Figura 2.6: En la figura se muestra el enfriamiento evaporativo, a)Los atomos se encuentran en la
trampa, b) Se disminuye la altura del potencial para que los 4tomos més energéticos escapen
de la trampa y asi se enfrien los deméas atomos.

El enfriamiento evaporativo es una técnica muy eficaz para bosones, pero no para
fermiones. El enfriamiento evaporativo trabaja eficientemente con particulas que chocan
unas con otras frecuentemente ya que cuando las particulas colisionan entre ellas, su e-
nergia se redistribuye en un proceso de termalizacién. En el caso de los bosones, estos
presentan colisiones a bajas temperaturas, pero los fermiones de la misma especie no,
debido al principio de exclusién. Sin embargo, si contamos con fermiones en diferentes
estados internos o se utilizan mezclas de fermiones y bosones, habra colisiones que per-
miten redistribuir la energia una vez que las particulas més energéticas escapen de la
trampa. A este método donde se utilizan mezclas de bosones y fermiones se le conoce
como enfriamiento simpatético?.

4en inglés sympathetic cooling

o4



2.3. Historia y descripciéon de los experimentos en los gases de Fermi. 55

2.3 Historia y descripcién de los experimentos en los
gases de Fermi.

Desde que se han implementado las técnicas que permiten confinar y enfriar los atomos de
Bose o de Fermi, se han podido realizar muchos experimentos que involucran desde crear el
condensado de Bose Einstein [1] y el gas degenerado de Fermi [2|, hasta experimentos donde
se realiza el cruce de un gas de Fermi a un condensado, o se estudian propiedades de los
gases ultrafrios. En esta seccion se hard una breve resena de los principales experimentos,
enfocados al gas de Fermi. Es dificil mencionar todos los avances experimentales que
se han llevado a cabo, por lo cual s6lo se mencionarédn los experimentos que de alguna
forma han marcado la fisica de los gases de Fermi; una descripcién mas amplia se puede
encontrar en [94] y [112]. A lo largo de las tltimas dos décadas se han formado alrededor
de 100 grupos experimentales que realizan experimentos enfocados a los gases de Fermi,
una seleccion de estos grupos se muestra al final de esta seccion.

En los ultimos anos se han realizado varios experimentos que involucran el condensado
de Bose-Einstein (BEC), el cual se ha producido en atomos de Rb, Na, Li, H, K, Cs,
Yb, Cr, y moléculas didtomicas homonucleares. Las investigaciones en el condensado han
impactado muchas areas de la fisica desde materia condensada hasta informaciéon cuantica.

Después de la realizacion de la condensacion de Bose-Einstein, se empezaron a realizar
experimentos en los gases de Fermi. En 1997, se empezaron a realizar en JILA usando
4K por Deborah Jin, y en Paris, usando %Li por Christophe Salomon. Aprovecharon las
técnicas que se habian empleado en la realizacion del condensado de Bose-Einstein, como
son el atrapamiento magnético, el enfriamiento evaporativo y el enfriamiento simpatético,
atrapamiento 6ptico y las resonancias de Feshbach.

El primer gas degenerado de Fermi fue creado en 1999 por B. DeMarco y D. Jin en JILA
usando 1K [2]. Para esto, explotaron la estructura hiperfina del potasio, el cual permite el
atrapamiento magnético de dos estados hiperfinos, obteniendo una ventaja experimental
para el enfriamiento simpatético. Al final de 2003, seis grupos habian tenido éxito al
producir gases degenerados de Fermi. En 2002, el grupo de M. Inguscio en Florencia
usando también 9K [113|, mientras que los otros cinco grupos usaron °Li: El grupo de
Hulet en Rice [75], el grupo de Salomon en ENS Paris [114], el grupo de Thomas en
Duke [115] y el grupo de Ketterle en en MIT [116] en 2001, y el grupo de Grimm en
Innsbruck en 2003 [13].

Para poder estudiar el gas de Fermi y Bose, que son gases cuyas componentes interac-
tuan resulta muy conveniente utilizar las resonancias de Feshbach, descritas en el Capitulo
anterior. Entre 2001 y 2002, varios grupos pudieron confinar épticamente una mezcla de
atomos fermionicos de dos componentes y entonar un campo magnético hasta obtener las
resonacias de Feshbach [117-120]. El siguiente ano, 2003, se volvio el afio de las moléculas
de Feshbach, estas son moléculas creadas a partir de un gas de &tomos fermioénicos alrede-
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dor de la resonancia de Feshbach [91|. Dichas moléculas tienen una vida media larga,
grandes dimensiones y se pueden enfriar para poder formar un condensado molecular de
Bose-Einstein [15,22,92,121|. En noviembre de ese afio, tres grupos reportaron la reali-
zacion de un condensado de moléculas [12-14]. Del experimento de “°K [12], se report6 la
observacion directa de un condensado de Bose-Einstein molecular creado a partir de ajus-
tar la interaccion entre particulas por medio de un campo magnético, en un gas de atomos
de Fermi ultrafrios. Empezaron con un gas de Fermi que se enfrié mediante el método de
enfriamiento evaporativo hasta obtener un alto grado de degeneracion, y adiabaticamente
crearon moléculas al entonar el campo magnético a través de la resonancia de Feshbach.
Si la temperatura T' del gas es suficientemente baja, menor que la temperatura de Fermi
Tr, se obtendra una muestra molecular que presente un fracciéon de condensado molecular
significante. En la figura 2.7 de la referencia [12] se muestra una comparacion entre la dis-
tribucion experimental que obtuvieron para un experimento donde la temperatura inicial
era 0.067F, y otra donde la temperatura inicial era 0.197%. La distribuciéon de momento
es una muestra que la nube de moléculas ligadas débilmente sufrié una transiciéon de fase
a un condensado BEC.

En el experimento realizado en Innsbruck [13] reportaron un condensado de Bose-
Einstein de mas de 10° moléculas de Lip en una trampa optica, los cuales se crearon a
partir de una mezcla de dtomos de litio fermiénicos. Durante el proceso de enfriamiento
evaporativo las moléculas se formaron por recombinaciéon de tres cuerpos cerca de una
resonancia de Feshbach y finalmente condensaron en un estado de equilibrio térmico de
vida media larga. El condensado de moléculas débilmente ligadas apareci6é cuando hicieron
el enfriamiento evaporativo a longitudes de dispersion positivas grandes o ~ +3500aq, ag
es el radio de Bohr. En este experimento, obtuvieron la evidencia del condensado de
forma indirecta, a partir del nimero de particulas en una trampa poco profunda y de la
dependencia del campo magnético. Una observacion directa se realizo poco después [18],
donde pudieron hacer una conversion reversible de un condensado molecular de °Li, a
un gas de Fermi de atomos por medio de una resonancia de Feshbach. Usaron imégenes
opticas in situ, observaron un ligero cambio del tamano de la nube en la regiéon del cruce.
En la resonancia de Feshbach, el gas interactiia fuertemente y el tamano de la nube medida

s (75(7)%) el tamano de un gas de Fermi a temperatura cero.

En el MIT [8], observaron un condensado de Bose-Einstein de moléculas al utilizar el
enfriamiento evaporativo en una mezcla de dos estados diferentes de spin en un gas de
Fermi de Li confinado por medio de una trampa dipolar 6ptica cerca de una resonancia
de Feshbach; el gas atomico se convirtié en moléculas de ®Liy. Para temperaturas menores
que 600n K, se identifico un condensado de Bose-Einstein formado por 900 000 moléculas,
debido a la aparicion stubita de la distribucién de densidad.

En estos experimentos se realizan cruces de condensados que consisten de moléculas
grandes y extendidas a pares de fermiones. El régimen donde se realiza el cruce es aquel
donde los atomos interactuan fuertemente, kfa > 1, y el tamano de los pares no es tan
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Figura 2.7: Imagenes de una nube molecular. (a)Gréafica de superficie de la densidad de una muestra
molecular creada al entonar un campo magnético en un gas atomico de fermiones, la tempe-
ratura inicial es de 0.197F (0.067r), para la imagen de la derecha (izquierda). La imagen de
la derecha muestra la temperatura mas baja de los &tomos fermidnicos, entonaron el campo
a través de la resonancia de Feshbach desde B =202.78G hasta 201.54G en 10ms, tiempo en
el cual las moléculas formaron un condensado. El ntiimero total de moléculas fue de 470 000
(200000) para la imagen de la izquierda (derecha). (b)Secciones transversales, los puntos
corresponden a los parametros de las imagenes de arriba y las lineas a ajustes de superficie.
Los ajustes muestran en la imagen de la derecha que no hay fraccién condensada a una
temperatura T' = 250nK=0.907,, mientras que en la gréafica de la izquierda se muestra una
fraccién condensada del 12% a una temperatura de T' = 79nK=0.49T,. Imagen tomada de
Nature 426 537 (2003).

pequeno comparado con la distancia entre los atomos ~ 1/k;. En 2004, el grupo de D.
Jin [122] y el de W. Ketterle [19] observaron pares de condensados en el régimen donde los

gases de Fermi interacttian fuertemente y la interacciéon es resonante, pasado a la region
BEC de la resonancia de Feshbach.

A partir de 2003, los experimentos empezaron a explorar el cruce a partir de un conden-
sado molecular (BEC) hasta un estado superfluido fermiénico con un tipo de apareamiento
BCS?. Diversos grupos experimentales estudiaron propiedades del gas de Fermi en el cruce
BEC-BCS. En el grupo de la Universidad de Duke y en el de Innsbruck, se realizaron ex-
perimentos con excitaciones colectivas donde mostraron evidencia de superfluidez en el gas
que interactta fuertemente. Cabe resaltar que en el grupo de R. Grimm [123], el trabajo de
oscilaciones colectivas mostré un rompimiento notable del comportamiento hidrodinamico

Ssiglas de Bardeen-Cooper-Schrieffer
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del gas cuando la fuerza de la interacciéon cambio, sugiriendo una transicion de un gas
superfluido a uno normal.

La espectroscopia para observar el apareamiento entre fermiones basada en el método
de radio frecuencia, RF, mostré la brecha de apareamiento® a través de todo el cruce
BEC-BCS, la cual revela la formacién de pares. También, el grupo de la Universidad
de Duke realiz6 experimentos donde se mide la capacidad calorifica de un gas de Fermi
interactuante que a su vez muestra una transicion de fase en la temperatura donde se
espera la superfuidez. A pesar de que todos estos estudios eran consistentes con el com-
portamiento de un superfluido, no presentaban propiedades tnicas de suplerfluidos, como
lo es la formacion de vortices. Finalmente en abril de 2005, se demostré directamente
la superfluidez fermiénica y la coherencia de fase en el MIT a través de la observacion
de vortices y arreglos de vortices en un gas de Fermi que interactia fuertemente [29].
Otros experimentos que cabe destacar desde el 2006 incluyen el estudio de mezclas no
balanceadas de fermiones realizadas por los grupos de Ketterle y Hulet, la observacion
(indirecta) de superfluidez en fermiones en una red optica, la medida de la velocidad del
sonido y la medida de velocidades criticas. Otros experimentos se enfocan en la fisica de
dos cuerpos, la cual incluye la formaciéon de moléculas en onda-p.

Como se mencion6 al principio de la presente seccién, es dificil resumir y citar todos
los articulos experimentales sobre los gases degenerados de Fermi y sus propiedades, una
mayor descripcion de los grupos experimentales se encuentra en la siguiente pagina de in-
ternet: http://ucan.physics.utoronto.ca/Groups. De estos grupos s6lo mencionaré algunos
experimentos que han marcado la fisica de los gases ultrafrios los cuales se muestran a
continuaciéon con la correspondiente pagina de internet y el lider del grupo.

e Grupo de W. Ketterle. Instituto: MIT, Cambridge. Realizan experimentos en gases
degenerados de Fermi: Mezclas de Bose-Fermi, determinacién de tamano de un
par fermionico en un superfluido interactuante, estudios de superfluidez, vortices en
BEC, entre otros. Pagina del grupo: http://cua.mit.edu/ketterle_ group/

e Grupo D. Jin. Instituto: JILA, Boulder. Estudian moléculas ultrafrias polares, espec-
troscopia en el momento, dispersion de Bragg en un condensado de Bose-Einstein
fuertemente interactuante, moléculas de Feshbach heteronucleares y moléculas de
Feshbach en onda-p. Pégina del grupo: http://jilawww. colorado.edu,/ jin/index. html

e Grupo de M. Inguscio. Instituto: LENS (European Laboratory for Non-Linear Spec-
troscopy). Estudian mezclas heteronucleares de condensados, mezclas degeneradas
y el control de interacciones interatémicas en presencia de una red éptica tridimen-
sional. Pagina del grupo: http://quantumgases.lens.unifi.it /?q=node/85

e Grupo de R. G. Hulet. Instituto: Rice, Houston. Investigan dtomos a temperatu-
ras de unos pocos nanokelvin. Estudian colisiones atémicas ultrafrias, el conden-

Sen inglés pairing gap
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sado de Bose-Einstein y el apareamiento en gases de Fermi. Pagina del grupo:
http://atomcool.rice.edu/

e Grupo de C. Salomon y Cohen-Tannoudji. Instituto: ENS Paris. Realizan experi-
mentos en el condensado de Bose-Einstein y aplicaciones. Experimentos en gases
degenerados de Fermi usando °Li y mezclas de fermiones. Pagina del grupo:

http:/ /www.lkb. ens. fr/recherche/atfroids /welcome. html

e Grupo de J. E. Thomas. Instituto Duke. Estudian gases de Fermi ultrafrios. Usan
trampas Opticas para obtener la degeneracion cuantica. Miden propiedades termod-
indmicas del gas. Pagina del grupo:
hitp:/ /www.phy.duke. edu/research/photon/qoptics

e Grupo de R. Grimm. Instituto: Innsbruck. Estudian mezclas de moléculas de Rb-Cs.
Propiedades de las colisiones cerca de Resonancias de Feschbach. Interacciones en
un gas de SLi. Pagina del grupo: http://www.uibk.ac.at/exphys/ultracold,/
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CAPITULO

Termodinamica del gas de Fermi ideal.

En un gas ultrafrio diluido se puede dar el caso en el que las interacciones entre las
particulas del gas pueden ser despreciables; en este caso el gas se puede considerar como
un gas ideal. Un ejemplo de este caso es el de un gas de Fermi en el cual todos los
atomos son de la misma especie y las interacciones se anulan aproximadamente a bajas
temperaturas debido al principio de exclusion de Pauli, y las interacciones se pueden tratan
como una pequena perturbaciéon. Debido a esto, el gas ideal de Fermi es un primer paso
para estudiar la fisica de los gases de Fermi diluidos.

En esta seccion se presenta la termodinamica de los gases de Fermi ideales, en el sentido
que no hay interacciéon entre las particulas. Se analizan dos casos, cuando el potencial
externo es el de una caja de paredes impenetrables de volumen V, y cuando el potencial
externo es un potencial armoénico. En la ultima seccion de este capitulo se presentan las
diferencias que ocurren debido al potencial de confinamiento.

3.1 Gas de Fermi ideal confinado en una caja de volu-
men V.

Consideremos un sistema de un gas de Fermi no interactuante, que tiene soélo una sola
componente de espin, el cual se encuentra en equilibrio térmico [83|. Las propiedades de
este gas se estudian en el régimen que se le conoce como gas degenerado de Fermi, que
corresponde al limite donde pA%L ~ 1, donde p es la densidad del gas y Ap es la longitud
de onda de de Broglie definida como:

h
\p= —— 3.1
B ormkpT (3-1)

h es la constante de Planck, kg la constante de Boltzmann, y T la temperatura.
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62 Termodinamica del gas de Fermi ideal.

El hamiltoniano de un sistema de N particulas sin interaccion es la suma de términos
de un solo cuerpo [124-126]:

H = Zh‘; (3.2)

el hamiltoniano de cada particula es:

p?
h‘L = 27;1 + Vvext(ﬁ) (33)
Vert (7)) es el potencial externo que confina a las particulas. Como las particulas son
fermiones y se utiliza el ensemble gran canénico para describir al sistema, el gran potencial

€S
Qp = kT Y In(1+ e Fom), (3.4)

donde oo = pf3, p el potencial quimico, 5 = 1/kgT, kp es la constante de Boltzmann y €,
las energias accesibles a cada particula en el estado n.

En el caso tridimensional, donde el potencial externo que se considera es una caja de
volumen V| se puede reemplazar la suma de la ecuaciéon (3.4) por una integral sobre la
energia, utilizando la correspondiente densidad de estados g(e):

- a—pe 921V
Q= —k:BT/O deg(€) In(1 + e*~5¢), gle) = S

gs es la degeneracion interna de cada particula, por ejemplo, si es degeneracion de espin
gs = 2s + 1. Haciendo el cambio de variable z = Be y z = e#/*8T = ¢ en la ecuacion

(3.5):

(2m)?/2e/?, (3.5)

Vo1 o
Q= —gSkBT——/ dzz?In(1 + ze™®), (3.6)
AT(3) Jo
e integrando por partes
Vo1 © drad/?
O =—gkpT— , 3.7
P VATV EY /0 zler +1 (3.7)
que en términos de las funciones de Fermi
1 * iy
o =)= 7 | S (3.9
se escribe como: v
Q= —goksT 7 f5(2). (3.9)
B
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Las funciones de Fermi satisfacen la siguiente igualdad:

0 1

—f(2) = = fui1(2), 3.10

= h(2) = 2 (2) (3.10)
que junto con las relaciones de Euler nos permiten encontrar la presion, 2 = —pV, el

numero N de particulas y la entropia S:

kgT
1)==gsj§;-fg(2)- (3.11)
B
0N V
N === = gs— [3(2). 3.12
AN 12
0N V [5 L
=—( = = gskp—|= — ) 1
s=-(G7), = skosg |35 - i) (3.13)
Ademas la expresion para la energia promedio es:
—= 3 VkgT
E— / en(g(e)de = 0.2y (2) (3.14)
B

la cual se puede expresar como funciéon del nimero de particulas y de la temperatura:

(2)

E = 3Nk ng (3.15)
2 () '
o como funcién de la presion y el volumen:
— 3
E = épV. (3.16)

Una propiedad de este sistema es el calor especifico a volumen constante, el cual se
calcula a partir de la ecuacion (3.15):

(D), -(GEmatd), o

Utilizando la regla de la cadena y la propiedad (3.10) de las funciones de Fermi:

15 fs(z) 9 fs(2)
C,=—Nkp—->*—~— -Nkp—=>—. 3.18
e TG 19
En la Figura 3.1 se indica el comportamiento del calor especifico como funcién de la
temperatura de acuerdo a la ecuacion Ec. (3.18).

En el caso de que el gas de Fermi se encuentre a temperatura cero, T' = 0, la funciéon
de distribucién de Fermi Dirac es una funcion escalén, como se muestra en la Figura 3.2.
El ntmero de particulas se calcula tomando en cuenta la forma de la distribucién:
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Figura 3.1: Calor especifico en el caso del gas de Fermi en una caja de volumen V.

/2
— g<€>d€ - ngTrV 3/2_1/2 __ 2mm 3 4 3/2
N = / 6/3(67“) n 1 = h3 (Qm) € —QSV —h2 EEF . (319)

A partir de la expresion para el nimero de particulas a temperatura cero, se puede conocer
la energia de Fermi la cual es igual al potencial quimico a T'= 0, Er = u(T = 0).

R (6m2N\*?

La energia de Fermi, define una temperatura caracteristica del gas degenerado de Fermi,
conocida como temperatura de Fermi, Tp:

2 2/3 2/3
T, = L2 (N S\ (3.21)
kB 2m V 47Tgs

La energia promedio se puede escribir en términos de la energia de Fermi de la siguiente
manera:

— 3
E = ENEF. (3.22)
En el caso de temperatura cero, el término £ — oo diverge, la fugacidad definida

kpT
L . . .
como z = e*s7T es grande (z > 1) y las funciones de Fermi f,(z) se aproximan como:
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Figura 3.2: Distribucion de Fermi Dirac a temperatura cero.

(In z)" 5 (3\1 [ ksT\>
n(z) ===——|1 —| =)= — . 3.23
RE = st 2\2)s\ (3:23)
Sustituyendo esta aproximacion hasta primer orden en z, en las ecuaciones (3.11), (3.12)
y (3.13); y utilizando que Inz = kBLT se obtiene:
4 (2mmu 3/2
N(T =0,p) = gsm( = > V. (3.24)
8 2mm 3/2
4 (2mmp 3/2 kgT 72
T = = —. 2
ST =0.1) = ekt = (255 ) 20T (3.26)
El calor especifico se calcula utilizando la siguiente relacion:
oS 4 (2omrp\ Y kpT n2
Co(T)=T|( = = gskgV —. 3.27
m=1(Gr),, - orvsm(R) E e
A bajas temperaturas T" < T el calor especifico es:
Cy 2kgT
N = %ELF T << Tp. (3.28)

De la ecuaciéon anterior, podemos concluir que en este limite, el calor especifico depende
linealmente de la temperatura.

Para calcular el valor del potencial quimico en el limite bajas temperaturas (kT < Er)
se utiliza la expansion de Sommerfeld [127], obteniendo:
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2 (kgT)* 1 (dg(e))
=F;— . 3.29
Utilizando la densidad de estados correspondiente se obtiene:
(T, N) ~ By |1— L (T 2 (3.30)
L 78\ eEr ) | '

En el caso de altas temperaturas (kg7 > EF), las funciones de Fermi se aproximan a una
serie, ya que 2! = ™% — 00, dicha serie es:

2228

falz) = 2= oo+ on e (3.31)

Sustituyendo la serie anterior a primer orden en la ecuacion Ec. (3.12), se obtiene:
4 4 n/kpT

v
N = gsgfg(Z) = QSE(Z) = gssg €

(3.32)
b

En la ecuacién anterior se tiene al nimero de particulas como funcién del potencial

quimico y de la temperatura, por lo que se puede despejar el potencial quimico en términos
de la temperatura y de la energia de Fermi obteniendo:

12 (LT 3/2
W(T, N ~ —kpTIn [3” (B ) ] (3.33)

4 Er
En la Figura 3.3, se muestra el comportamiento del potencial quimico en el caso de
altas y bajas temperaturas.

Para calcular el calor especifico a altas temperaturas (kg1 > EF), el llamado limite
clasico; primero se aproxima la energia promedio mediante la serie (3.31) siendo:

— 3 fs(z) 3 2 3
E=—-NkgT-2 = —NkgT— = -NkgT. 3.34
27 () 2 e 2 (3:34)
El calor especifico a volumen constante en el limite de altas temperaturas tiene la siguiente
expresion:
OF o [3 3
Co~|= ]| =|==|=NKgT = —Nkp, 3.35
(57), ~ (rlzvror]), = v (339

de la cual se observa que el calor especifico a altas temperaturas es independiente de la
temperatura y tiende a un valor constante.
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Figura 3.3: Potencial quimico para el gas de Fermi confinado en una caja. La linea so6lida indica el
potencial quimico a cualquier temperatura. Los cuadros indican el potencial quimico a
bajas temperaturas y los tridngulos indican el comportamiento a altas temperaturas.

3.2 Gas de Fermi confinado en una trampa armonica.

En la seccidon anterior se estudiaron las propiedades termodindmicas del gas ideal confinado
en una caja, mostrando el comportamiento para el potencial quimico y el calor especifico
en el limite de altas y bajas temperaturas. En esta seccién se presenta un tratamiento
analogo para un gas de Fermi confinado en una trampa armonica.

Para estudiar este sistema se consideran N fermiones de masa M, los cuales estéan
atrapados por medio de un potencial armoénico el cual tiene simetria azimutal [43].

El hamiltoniano que describe a este sistema se puede escribir como en el caso descrito
en la seccion anterior, Ec. (3.2), siendo que en este caso h,, es:

1 Mw?
h, = —[p? 24 p? 4+ — )2 3.36
(r,p) = 5p7lpe +py +0:] + —+p (3.36)
Donde p = [z% + y* + §z2]1/ 2w, ¥y W, (W, = sw,) son las frecuencias en la direccion

radial y axial, respectivamente. El factor de asimetria de la trampa es ¢, el cual indica la
forma de la trampa, cuando ¢ = 1 la trampa tiene simetria esférica. Los correspondientes
eigenvalores son:
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68 Termodinamica del gas de Fermi ideal.

3
Enznynz = hwr (nx + ny + SN, + §> 3 (337)
Ng, Ny, N, SON NUmeros enteros positivos.

En los experimentos las energias térmicas son mucho mayores que el espaciamiento
entre los niveles de energia de atrapamiento, (kgT > hw). Por lo que se utiliza la densidad
de estados semiclasica, g(e):

2

)3/2 ¢
g(e) = ZREAD (2M //_E U dr = ——— RN (3.38)

A temperatura cero, el potencial quimico es la energia del ultimo estado ocupado, que
se conoce como la energia de Fermi, Er = pu, y el niumero de ocupacion n(e) es igual a
uno, para energias menores que la energia de Fermi y cero para energias mayores que la
energia de Fermi, por lo que el nimero de particulas es:

N / B /EF ede  E} (3.39)
eBle— u) +1 o s(hw.)3  6¢(hw,)3’ '

De la ecuaciéon anterior podemos obtener la energia de Fermi, la cual es:

Ep = [66N (iw,)®]M? = hw, (6sN)Y?3; (3.40)
ésta es la energia caracteristica de la nube atémica.

Para encontrar el tamano caracteristico (Rr) del gas degenerado de Fermi atrapado, se
utiliza un tratamiento semiclésico, de una particula con energia total Er que se encuentra
en un potencial armonico.

Mw?R?

Ep = TF (3.41)
Por lo que:
Rp = [2Ep/Mw?)Y?, (3.42)

Sustituyendo la energia de Fermi, se tiene que:

Ry = 0,(48N¢)YS, (3.43)

0, = (h/Mw,)"? es el ancho radial del estado base de la trampa. Para valores de N
grandes, el ancho de la nube degenerada de Fermi, Rp, es mucho mayor que el ancho
radial o,, y la energia de Fermi es mucho mayor que los espaciamientos entre los niveles
de la trampa.
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3.2. Gas de Fermi confinado en una trampa armoénica. 69

Asi como se define un radio caracteristico, también se define un nimero de onda car-
acteristico kr, el cual estd determinado por el momento de una particula libre de energia
Er.

Pr Pr

kp = — = = Fp. 3.44
U D) V (3.44)

De donde se obtiene una relaciéon entre el kr y el ancho radial o,:

(2MER)Y?  [@MER)Y? 1 .
kp = = = —(48¢N)Y/6 3.45
utilizando que o, = (48?%, se escribe kr en términos de Rp:
48N\
kr = ( ) | (3.46)
Ry

La ecuacion Ec. (3.46) indica que el nimero de onda kp es inversamente proporcional a la
distancia entre las particulas de un gas.

Como los eigenestados del potencial arménico son conocidos, las propiedades termod-
indmicas del gas de Fermi se pueden obtener en principio sumando sobre el ntmero de
estados, pero en ciertos casos es necesario utilizar aproximaciones que sean validas en
el limite de N grandes, como en el tratamiento anterior. A continuacion estudiaremos
las propiedades del sistema en el espacio fase utilizando una aproximacién semiclasica
conocida como aproximacion de Thomas-Fermi. En esta aproximacion se supone que la
densidad de energia del gas atrapado esta localmente dada, es decir, depende de la posi-
cion de cada atomo del gas. El estado de cada atomo esta determinado por una posiciéon
7y un vector de onda l;, los cuales se pueden ver como los centros de un estado de un
paquete de onda. La energia de la particula es el correspondiente valor del hamiltoniano
del sistema, se reemplazan las sumas sobre estados por integrales sobre el espacio fase de
6-dimensiones cuya densidad es (27)73.

Siguiendo los resultados de la Ref. [43], se define un vector de onda local de Fermi kg
dado por:

Rkp(r)°
2M

Donde V(7)) es el potencial de la trampa. La densidad n(r) es el volumen del mar de Fermi
local en el espacio-k, multiplicada por la densidad de estados (27)~3

Y V(F) = Ep. (3.47)

kp ()

6m2
Para p > Rp, n(r) = 0. Utilizando las ecuaciones (3.47) y (3.48) se obtiene la densidad
n(r) para el caso p < Rp

n(rmT =0) =

(3.48)
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w

B N¢ 8 2

El niimero de particulas en términos de las funciones de Fermi es:

N = (’;i)?%fg(z). (3.50)

Y la energia promedio E es:

£ = [ eng(erde - (’;jf)g?”;fﬁ(z), (3.51)

que escrita como funcion del ntimero de particulas y las funciones de Fermi resulta

T = sNkprt3) (3.52)
f3(2)

Para calcular el calor especifico a volumen constante, y niimero de particulas constante,
hay que notar que no se tiene un volumen V' definido sino que la frecuencia de la trampa
determina la region del espacio que ocupa la nube de fermiones, por ello se calcula el calor
especifico a frecuencia y nimero de particulas constante.

an ()~ (hlomrttl) e

Utilizando la regla de la cadena, la ecuacion Ec. (3.10) y la siguiente propiedad g—; =

_ 32 f3(2)
T fa(z)

; se obtiene el calor especifico a frecuencia y nimero de particulas constante:

fa(2) f3(2)
f3(2) fa(z)

Para calcular el potencial quimico a cualquier temperatura, se utilizan métodos numéri-

. d (e .
cos en la ecuacion N = [ eﬁi(i)ll. Analiticamente se pueden encontrar expresiones en los

limites de altas temperaturas y de bajas temperaturas.

CU - 12N]€B

— 9INkT

(3.54)

En el caso del limite de bajas temperaturas (kg7 < EFr) se utiliza la expansion de
Sommerfeld, como en la seccién anterior, siendo el potencial quimico en este limite:

w(T,N) ~ E; {1 - ?(%ﬂ . (3.55)

En este limite se calcula también el calor especifico a volumen y frecuencia constante,
para calcular la energia promedio (E) se utiliza también la expansion de Sommerfeld,
obteniendo.
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Figura 3.4: Potencial quimico para el gas de Fermi confinado en una trampa armoénica. La linea sélida in-
dica el potencial quimico a cualquier temperatura. Los cuadros indican el potencial quimico
a bajas temperaturas y los tridngulos indican el comportamiento a altas temperaturas.

En el caso del limite de altas temperaturas kT > Ep, se utiliza la aproximacion en
serie de las funciones de Fermi Ec. (3.31) como en la secciéon anterior en la ecuacion del
namero de particulas, Ec. (3.50):

- %(’;f)gr(s)z = ;?(l;i?)?)r(s)[eﬂ/kﬂ]. (3.57)

A partir de esta expresion se puede despejar el potencial quimico obteniendo:

W(T,N) = —kpTln l6 (""EB—T)S} | (3.58)

F

Para obtener el valor del calor especifico se sustituye la ecuacion Ec. (3.31) en la ecuacion
Ec. (3.52) para obtener la expresion de la energia promedio como funcion de la tempera-
tura:

E = 3NksT. (3.59)

Finalmente la expresion para el calor especifico es:
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C, = (a—E) = 3Nkg (3.60)
N,wy
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Figura 3.5: Calor especifico del gas en una trampa armonica.

En la Figura 3.4 se muestra el comportamiento del potencial quimico a altas y bajas
temperaturas, mientras que en la Figura 3.5 esta el comportamiento del calor especifico
para cualquier temperatura.

3.3 Consecuencias debidas al potencial de confinamiento
externo.

Dependiendo del tipo de potencial de confinamiento las propiedades termodinamicas del
gas ideal de Fermi cambian. Por ejemplo, en el caso del gas de Fermi confinado por medio
de una trampa armonica, la variable termodindmica anéloga al volumen para el caso de
una caja, estd determinada por la frecuencia de la trampa, que a su vez define otras
propiedades del sistema asi como la densidad de estados.

La dependencia de la densidad de estados para una energia dada es diferente para
cada tipo de potencial. En el caso en el que el potencial es una caja de volumen V', la
dependencia va como la raiz cuadrada de la energia, Ec. (3.5), mientras que para la trampa
armonica es cuadratica, Ec. (3.38), por lo que se espera que al cambiar la densidad de
estados las variables termodinamicas cambien dependiendo del potencial de confinamiento.
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El calor especifico a cualquier temperatura, tiene diferentes limites conforme T — oo,
dependiendo del potencial externo que confina a los atomos. En la Figura 3.6 se muestran
las graficas correspondientes a los gases estudiados en esta seccion, que corresponden a las

ecuaciones (3.18) y (3.53).

En el régimen de bajas temperaturas, el calor especifico de ambos gases de Fermi se
comportan de manera lineal, pero con diferente pendiente, este comportamiento se muestra
en la Figura 3.7. Como el calor especifico es la cantidad de calor necesaria para aumentar
la temperatura de un cuerpo en un grado centigrado, la Figura 3.7 indica que se necesita
una mayor cantidad de calor para aumentar la temperatura de un gas confinado por medio
de una trampa armonica que en el caso de un gas de Fermi en una caja. Por lo tanto, es
més facil mantener frio a un gas que esté atrapado armoénicamente.
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Figura 3.6: Calor especifico a cualquier temperatura. La linea punteada indica el comportamiento del
gas de Fermi en una caja, mientras que la sélida indica el comportamiento del gas de Fermi

en una trampa armonica.

La Figura 3.8 muestra el potencial quimico a bajas temperaturas.

Por tultimo, la Figura 3.9 indica el régimen de altas temperaturas para el potencial
quimico.

Las graficas de esta seccion resumen las propiedades termodindmicas de los gases ideales

de Fermi para los potenciales de confinamiento armoénico y de caja de volumen V. Aunque
en este capitulo hemos presentado la termodinamica convencional del gas de Fermi ideal
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C /Nk

10

1.0

Figura 3.7: Calor especifico a bajas temperaturas. La linea punteada indica el gas de Fermi en una

trampa armoénica. La linea s6lida indica la del gas de Fermi en una caja.

para dos tipos de potenciales de confinamiento, actualmente hay trabajos que se dedican a
identificar las variables termodinédmicas de los gases ultrafrios para diferentes potenciales
de confinamiento, por ejemplo, el trabajo de la Referencia [45].
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Figura 3.8: Potencial quimico en el régimen de bajas temperaturas para los dos potenciales de confi-
namiento analizados. La linea punteada corresponde al gas de Fermi confinado por medio
de una trampa armonica y la linea solida el gas de Fermi confinado por una caja.
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Figura 3.9: Potencial quimico en el régimen de altas temperaturas para los dos potenciales de confi-
namiento analizados. La linea punteada corresponde al gas de Fermi confinado por medio
de una trampa armonica y la linea so6lida el gas de Fermi confinado por una caja.
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CAPITULO

Sistema de dos fermiones interactuantes
y confinados por medio de una trampa
armonica.

4.1 Introduccion.

Experimentalmente, los gases atomicos ultrafrios estén confinados por un potencial externo
aproximadamente armonico, generado por una trampa ya sea Optica, magnética o magneto-
Optica, en estos sistemas los 4tomos interactiian entre si. Para mezclas de fermiones las
resonancias de Feshbach son una via para controlar la interacciéon entre ellos. Si los
fermiones interacttian se formaran pares de Copper en el limite BCS o moléculas en el
limite BEC. En el caso en que la resonancia de Feshbach sea muy ancha sera valida la
descripcion que involucra un solo canal de dispersion con un potencial efectivo. En el
trabajo tedrico de la presente tesis, queremos modelar como es la interaccion entre los
fermiones para comprender de alguna manera cuando se forma una molécula o el par de
Cooper, tomando en cuenta que estan confinados. El modelo méas sencillo de potencial
de interaccion es aquél en que el potencial es de contacto, sin embargo, este potencial no
puede aplicarse cuando o — |oo| pues en esta region este potencial no esté definido y
ademas tiene dificultades numéricas. Por otra parte, la hipdtesis de universalidad predice
que durante el cruce BCS-BEC la forma especifica del potencial no sera relevante siempre
y cuando: (i) sea de un alcance mucho menor a la distancia interatomica y (ii) que tenga
sentido fisico ain cuando o — 4o00.

En la presente tesis el sistema a estudiar es un gas degenerado de fermiones, confinados
por medio de una trampa armoénica isotropica, que interactiia por medio de un potencial
de corto alcance; la interaccién predominante es la dada a través de pares de fermiones.
Para entender este sistema, es necesario entender la fisica del problema de dos cuerpos
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que interactian por medio de un potencial de corto alcance y que estan confinados, dicha
descripcién se presenta en este capitulo. En la primera secciéon se hace una resena de
los potenciales que pueden modelar la interaccion entre fermiones, éstos son tanto de
corto alcance como de rango cero, como lo es el potencial de contacto. En la siguiente
seccion se plantea el hamiltoniano de un sistema de dos particulas que estan confinadas e
interacttian por medio de un potencial exponencial, tanto en el caso en el cual las particulas
estan confinadas como cuando no lo estan. Se describe la forma de resolver esos sistemas,
obteniendo las eigenfunciones y eigenenergias para diferentes valores de la longitud de
dispersion, asi como una breve discusion de la influencia del potencial de confinamiento.
Finalmente se hace una descripcion de la solucion analitica de dos particulas confinadas
cuyo potencial de interaccion es el potencial de contacto, haciendo una comparacion entre
estos resultados y los obtenidos con el potencial exponencial de corto alcance.

La importancia de estudiar el sistema de dos particulas es que las eigenfunciones
obtenidas permitiran construir una base para el sistema de muchos cuerpos [57|, ademas
de que incluso un sistema de dos cuerpos permite conocer las implicaciones de tener un
sistema confinado, pues tanto las eigenfunciones como las energias cambian debido al
potencial externo.

4.2 Potenciales efectivos como modelo de la interaccion.

Los gases de Fermi degenerados son gases diluidos, donde hay colisiones de dos cuerpos.
A primera aproximacion, el potencial interatémico se puede modelar como un potencial
central V(r). A grandes distancias, es decir, distancias mas grandes que el tamano de
los orbitales electronicos de un &dtomo, la interaccion se puede representar por medio del
potencial de van der Waals [128]:

—Cq/r°, (4.1)
Cs es un coeficiente que depende del d4tomo en cuestion. Para este potencial hay un
parametro conocido como longitud de van der Waals £,4,,, €l cual es:

Lo = (”;gﬁ)m, (4.2)

para atomos alcalinos £, es del orden de nandémetros.

A distancias pequenas, las nubes de los electrones se repelen entre si, por ejemplo en
el caso de las atomos alcalinos el potencial de interaccién tiene un nicleo duro repulsivo
(repulsive hard core) que es muy profundo, por lo que, hacer una descripcion exacta del
potencial interatomico del gas es sumamente complicada [94]. Los gases que se estudian
son ultrafrios y ultradiluidos, permitiendo que la longitud de de Broglie Ag y la distancia
entre particulas n'/? ~ 5000 — 10000ao’ sean mas grandes que el alcance del potencial

Lag es el radio de Bohr
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interatomico, ro,? lo que conlleva a que la descripcion del sistema para gases ultrafrios en
el canal de onda-s sea en términos de un solo parametro el cual es la longitud de dispersion,
como se mencion6 en el primer capitulo.

Si la longitud de de Broglie de las particulas que colisionan es mas grande que el rango
de interaccion del potencial interatémico 1/k > 1y, se puede hacer una descripcion del
sistema utilizando un potencial efectivo, que facilite los calculos, siempre y cuando dicho
potencial efectivo reproduzca la correcta longitud de dispersion, es decir, para los gases
ultrafrios los detalles del potencial de interacciéon a rangos pequenos no son relevantes,
solo lo es el comportamiento a bajas energias de la amplitud de dispersion, por lo tanto
cualquier potencial modelo de la interaccion que sea de corto alcance y que tenga el mismo
valor de la longitud de dispersion que el potencial real es, en principio, un buen modelo de
potencial de interaccion. Como modelos de potenciales efectivos se pueden utilizar poten-
ciales de corto alcance como un potencial exponencial o bien el pseudopotencial, que se
introdujo en la primera seccién del primer capitulo, los cuales se describen a continuacion.

4.2.1 Potencial de contacto.

El potencial de contacto que se presento en el primer capitulo, es el potencial mas simple
que describe la interaccion entre particulas ultrafrias. Fue introducido por Fermi [129] para
estudiar colisiones de neutrones, y es frecuentemente utilizado en fisica nuclear. Bethe y
Peierls lo usaron en el estudio del deuterén, un sistema consistente de un protén y un
neutréon, donde obtuvieron diversas propiedades de la dispersion de este sistema en el
canal de onda-s, al reemplazar la interaccion neutréon-protén por una adecuada condicién
a la frontera de la funcion de onda. Posteriormente, Breit [131] demostr6 que el potencial
introducido por Fermi y el trabajo de Bethe y Peierls, son equivalentes si el potencial delta
es regularizado

5(0)57) 54050 = 1 [ [ars)]

~ 4ar2 Loy

donde 7 es la separacion entre particulas.

Hay varias formas de introducir el potencial delta regularizado [125,132,133|. Por
ejemplo, podemos considerar el potencial de esfera dura cuando el radio de ésta tiende
a cero, esta condicion equivale a imponer como condicién a la frontera que la funcién de
onda se comporte como:

() — (1 - %)x (4.3)

la funcién y se determina a partir de la Ec. (4.3), pues esta condicion implica que en la
region de distancias cortas se cumple:

2En el caso de un potencial de van der Waals rg ~ (,uC6/h2)1/4 por ejemplo para °Li 79 ~ 50ag
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2, 0 R (9(7"\11)'

or @ or

Integrando la ecuacion anterior sobre el angulo sélido se obtiene la expresion para :

(4.4)

a(rv
)
,
Al sustituir la funcién de onda, Ec. (4.3) en la ecuacion de Schrodinger, se obtiene el
siguiente potencial

(4.5)

V() = 307 (%onwm), (4.6)

donde g = 47h*a/m es la constante de acoplamiento.
Algunas propiedades de la regularizacion del potencial delta son:

® Sila funcion de onda es regular en 7 = 0, la definicion del pseudopotencial, Ec. (4.6),
conduce a
V(F)¥(r) = g¥(0)s(r),
con lo que recupera el potencial de contacto

® Si la funcion ¥ se puede escribir como ¥ = u(r)/r, con u(r) una funciéon regular en
el origen, la acciéon del potencial sobre esta funciéon esta bien definida:

Ve = o5 5w

La expresion explicita para el caso de dos particulas que interactuan por medio de este
potencial es:

V(= )W (7 — 7)) = go(7 — ) <i(7’12‘1’1,2(7717 7?2))> (4.7)

87”12

r12 = |7 —75|. Las propiedades del pseudopotencial escrito en términos de las coordenadas
de las particulas son:

I Cuando la funciéon de onda ¥, 5 es regular en el limite 7 = 7%, el pseudopotencial se
puede ver como un potencial de contacto: gd(r; — 7%3).

Y Cuando la funcién de onda tiene una divergencia, el pseudopotencial remueve esa
divergencia.
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4.2.2 Potenciales de corto alcance.

El pseudopotencial de contacto es un potencial que modela la interacciéon de atomos ul-
trafrios, pero no es el inico potencial que se puede utilizar para modelar la interaccién de
los &tomos; como ya se ha mencionado, en principio, se puede utilizar cualquier potencial
de corto alcance s6lo con la condiciéon que ese potencial reproduzca el valor de la longitud
de dispersion. En la presente tesis se hace un estudio del cruce BCS-BEC como funciéon
de la longitud de dispersion; para poder hacer los calculos Monte-Carlo en la region de
unitariedad donde la longitud de dispersiéon diverge, es conveniente utilizar un potencial
de corto alcance en vez de utilizar el pseudopotencial.

Algunos de los potenciales que han sido usados comunmente en la literatura, sobre
todo en fisica nuclear, son [94,132,134]:

x Potencial Gaussiano
V(r) = =Voe /™

x Potencial de Yukawa
e—r/b

—
0 r/b

% Pozo
Viry= =W r<b
V(r)y= 0 r>b

En este caso se conoce la expresion de la longitud de dispersion:

b tanh kqgb
ko

a= (4.8)
la cual tiene las siguientes caracteristicas: Cuando kob < 7/2, s6lo hay un estado
ligado en el potencial, la longitud de dispersiéon « es negativa. Si se incrementa
la profundidad del pozo Vj, la longitud de dispersion diverge cuando kob = 7/2.
En general, las resonancias (a — |oo|) ocurren cuando kob = (2n + 1)7/2, con n
un namero entero. Cuando la longitud de dispersiéon es un poco mayor que esta
condicién de resonancia la longitud de dispersion es positiva.

x Potencial de Van der Waals truncado.

V(r)= +o0 r<b
Vir)= —% r>b
La expresion para la longitud de dispersion es:
o~ lyg(1 — tan ) (4.9)
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donde l%dw ~0.4780 4, v €l angulo € depende de la posicion del atomo.

2, 3m
= “vdw _ °T 4.1

por ejemplo para un dtomo de Cesio (6 ~ 140). Para obtener este valor se requiere
que existan varios estados ligados en el pozo de potencial.

Potencial Poschl-Teller modificado

2h2 n2

m cosh?(nr)

Este potencial ha sido utilizado para modelar los gases ultrafrios [51]. El rango efec-
tivo es 2/n. Tiene soluciones analiticas, las cuales permiten obtener una expresion
para los corrimientos de fase en el caso de onda-s dy [135]:

2n—1
2

o=12-Y tan! 57 (4.11)
n=1

bo |

donde ¢ = k/2n. A partir de esta expresion se puede conocer la longitud de dispersion
o= — hm tan 50(k)

k—0
Potencial exponencial:

—Vpe 2/t Vo > 0.

El alcance de este potencial es rq = b/2, este es el potencial con el cual se desa-
rrollarén los célculos de la presente tesis. Tiene la caracteristica que se conoce una
expresion analitica para la longitud de dispersion en onda-s [136], la cual se muestra
en la siguiente seccion.

4.3 Sistema de dos particulas interactuantes sin poten-

cial de confinamiento.

Antes de describir el sistema en estudio de dos particulas interactuantes y atrapadas,
en esta seccion se describiré el sistema de dos particulas interactuantes sin potencial de
confinamiento. Este sistema es importante, debido a que permite obtener una expresion
analitica de la longitud de dispersion, pardmetro que permite describir al sistema incluso
cuando hay potencial de atrapamiento.

Consideremos el siguiente potencial de interaccion, él cual tiene un alcance o rango

ry = b/2, dado por
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V(r)==Voe > V>0 (4.12)

donde r = |r} — 75| es la distancia relativa entre las particulas. La ecuacion de Schréodinger
del sistema se puede separar obteniendo una ecuacién para la coordenada del centro de
masa y otra para la coordenada relativa, siendo esta dltima:

2 v mlee) = Bér). (4.13)

2m
En el caso de onda-s, la Ec. (4.13), tiene soluciones analiticas ¢(r) = v(r)/r tanto para el
caso del continuo, de energias positivas:

v(y) = ClJib\/Em/h<y) + cQJ—z’b\/Em/h,(y)? (4.14)
como en la regiéon de estados ligados:

v(Y) = +dy Jigmn¥): (4.15)

En estas ecuaciones se utiliza que y = (by/Vom/h)e™™* y J, es la funcién de Bessel de
primer tipo y orden v. Imponiendo las condiciones de frontera en el origen ¢(0) =0 :

y en el comportamiento asintotico
E_{% {CIJib\/%/h(y) + CQinb\/%/h(y)} = sen(kr + do), (4.17)

y permitiendo que los eigenvalores se aproximen a cero, E — 0T, se obtiene la siguiente
expresion para la longitud de dispersion de onda-s:

1 No(by/Vem/h) |
_ —bb T o8 (by/Vorn/2h) — c}, (4.18)

donde Nj es la funciéon de Bessel de segundo tipo y de orden cero; y C' es la constante
de Euler. Observamos que la longitud de dispersion diverge cuando Jo(by/Vom/h) = 0, es
decir cuando by/Vym/h toma el valor de un cero de Bessel z;. En la Figura 4.1 se muestra
la dependencia de la longitud de dispersiéon como funciéon de Vy. Si z,t = 0,1,2,... son

los ceros de la funcion de Bessel, en orden ascendente, el potencial V' (r) admite ¢ estados
ligados cuando z; < byv/Vom/h < zp44.

4.4 Sistema de dos particulas interactuantes y atra-
padas.

Las interacciones de atomos en trampas es un tema de actualidad e interés que puede
tener diferentes aplicaciones. La principal caracteristica que hace que la interacciéon en
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Vo m

Figura 4.1: Longitud de dispersion a como funcion de b/ =%

estos sistemas difiera de aquellas relacionadas con las colisiones ultrafrias en el espacio
libre es la presencia de la trampa. Cuando no hay un potencial de confinamiento, la in-
teraccion se muestra por medio de la seccion diferencial transversal y los corrimientos de
fase, pero estas cantidades pierden significado en presencia de la trampa; sin embargo,
otros pardmetros mantienen su vigencia como, en este caso, la longitud de dispersion.
Ademas en presencia de la trampa, el sistema se caracteriza con un espectro de energias.
En esta seccion se estudia el problema de dos particulas interactuantes y confinadas [137].

El sistema a estudiar son dos fermiones en dos diferentes estados de espin, de tal forma
que so6lo se considera el canal de onda-s, despreciando las deméas contribuciones de las ondas
parciales como lo es la dispersion de onda-p. La interaccion entre las dos particulas esta
dada por un potencial exponencial de corto alcance, y ademéas se encuentran confinadas
por medio de un potencial armoénico. El hamiltoniano de este sistema es:

2

‘r/— — p — — —

H('FT, Ti) = Z |:2T;L + Vemt(ri) + Uint(er — 71’) s (4_].9)
=ty =7

Donde v (|74, 7,|) es el potencial de interaccién que depende solo de la distancia entre las

particulas, Ec. (4.12) y V..+(74, 7)) es el potencial externo, en este caso la trampa armoénica,

Veut (T4, 7)) = %2 [mTr_% + mir_ﬂ, m4 y my son las masas de la particula 1 en el estado 1y

de la particula 2 en el estado | respectivamente. En este caso utilizamos m; = my = m.

Debido a que el potencial de confinamiento es un potencial armoénico con simetria
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esférica, la ecuacion de Shrodinger se puede separar en dos ecuaciones, una correspondiente
a la ecuacion del centro de masa:

P2 1
[W + 2Mw2R2]<I>(R) = Ecy®R), M =2m, (4.20)

que es la ecuacion del oscilador armoénico y la correspondiente a la coordenada relativa:

2
5, 3 = Voe () = o). o=
Esta ecuacion se puede resolver de forma numérica para valores dados de b y V5. Para
resolver la Ec. (4.21), se escribe el laplaciano del operador de momento en coordenadas
esféricas y se utiliza el método de separaciéon de variables, proponiendo como solucion:
() = R(r)Yem (6, ¢), donde R(r) = U(r)/r obteniendo la siguiente ecuacion radial para
U(r):

(4.21)

2 j2 2
— 1 2r
QZ : 527’) * ZL U+ DU () + Gpe®r?U(r) = Voe 2 U(r) = eU(r). (4.22)

La ecuacion anterior se escribe de forma adimensional utilizado la longitud natural del

oscilador armoénico
h I h
— =4 —, (4.23)
\/ 2uw mw

y el parametro adimensional p = r//h/2uw obteniendo:

U 1 VO 25
- —5 l —p*U — B — 4.24
0 + =00+ )U+4 U 7€ v U = hwU (4.24)

El caso a estudiar es el de onda—s que corresponde a ¢ = 0, por lo que la Ec. (4.24) es

d2U 1 9 ‘/0 28p €
L L U - e U = —U: 4.25
dp? 47 h hw ™ (425)
siendo el potencial efectivo de la ecuacién anterior:
1 1% o
Vegs = 30" = aoe L (4.26)

en la Figura 4.2 se ilustra este potencial efectivo. Para este problema, la longitud de
dispersion que caracteriza al sistema es la correspondiente al sistema interacuante y sin
confinamiento, Ec. (4.18), la razon es que aunque propiamente en el problema con confi-
namiento no se define una longitud de dispersién como tal, se puede hacer un mapeo entre
las soluciones de los dos sistemas, el de confinamiento y sin confinamiento y ver que les
corresponde la misma longitud de disperison.

La Ec. (4.25) se resuelve de forma numérica para conocer:

85



Sistema de dos fermiones interactuantes y confinados por medio de una

86 trampa armonica.
1 2r
V= —r"=Voe ©
0.4
0.2
7"""?"'"""" ‘ | | | r
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.2
_04 “

Vo

_Qﬁp
2o b
hwe .

Figura 4.2: Potencial V' = ipz —

e Los eigenvalores de la ecuacion.

e La eigenfuncion correspondiente a cada eigenvalor.

En esta seccion el valor que se utilizara para el parametro b, (r, = b/2) es b = 0.03
Vh/2uw. Para escoger este valor se tomé en cuenta que el rango de la interaccion o
alcance del potencial debe ser pequeno comparado con la distancia natural de la trampa.
A continuacién se describen los correspondientes eigenvalores y eigenenergias.

4.4.1 Energias.

Para obtener los eigenvalores de la energia tanto en el caso de dos particulas interactuan-
tes confinadas Ec. (4.25), como sin trampa Ec. (4.13), se utilizan métodos numéricos para
diferentes valores del parametro b y de la amplitud de potencial Vj. El programa utilizado
se escribi6 en lenguaje FORTRAN. Este programa utiliza las librerias IMSL, las cuales son
un cojunto de programas y subrutinas escritas en lenguaje fortran, que cuentan con el aval
de décadas de uso y optimizaciéon que garantiza estabilidad numérica en las soluciones, y
entre estas subrutinas se encuentran unas que permiten resolver ecuaciones diferenciales.
Utilizando estas libreras se disenia un programa que encuentra el valor adecuado del eigen-
valor dada una ecuacion diferencial ordinaria, en este caso la Ec. (4.25).

Los eigenvalores de onda-s de la ecuacion Ec. (4.25) se muestran en la Figura 4.3 y en
las Tablas 4.1 y 4.2. En la Tablas se muestra la energia del estado base Ej, y las energias
de los i-estados excitados, E; (i=1,2,3), para un valor dado del alcance del potencial b/2 y
diferentes valores de la amplitud del potencial V{y. Los valores de V; que se consideraron en
la Figura 4.3 y en la Tabla 4,1, toman los valores desde cero hasta el maximo valor de la
amplitud V.., tal que solo se admite la presencia de un estado ligado. Para la Tabla 4.2,
se muestran valores del potencial donde se admiten hasta dos estados ligados. El valor del
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Figura 4.3: Energias de los primeros eigenvalores de la energia para el caso de onda-s para el sistema de
dos particulas interactuantes y atrapadas como funciéon del inverso de la longitud de disper-
sion hasta la primera resonancia. Se utiliz6 como alcance del potencial b/2 = 0.015/1/mw
y una amplitud del potencial V que varia desde Vy ~ 0 hasta el valor maximo de Vj que
permite tener a lo méas un estado ligado. La energia se mide en unidades de hw y la longitud

de dispersion en unidades de /fi/mw.

inverso de la longitud de dispersion cubre el intervalo de (—oo, 00). Cuando en las Tablas
se escriben dos renglones para el mismo valor de la longitud de dispersion, el primero
muestra el caso donde no hay potencial de confinamiento, mientras que el segundo incluye
el término de la trampa. Cuando s6lo se muestra un renglén, dichos valores se refieren al
problema con interaccién y potencial de confinamiento.

Para valores de la amplitud del potencial que cumplen la siguiente condicion:
Vo < ZQhQ/(me) = 7,

que significa que el valor de la amplitud de dispersiéon es menor que la condicion de
resonancia vy, el sistema tiene valores de la longitud de dispersion negativos y no existen
estados ligados. En este caso, las energias del gas atrapado son menores que 3/2hw, que
corresponde a la energia del sistema confinado y no interactuante.
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Cuando el valor de la amplitud de dispersion es igual al valor donde se presenta la
resonancia, Vo ~ v, la longitud de dispersion diverge, y la energia del estado base del
sistema interactuante y atrapado tiende a 1/2fhw, mientras que la energia de los estados
excitados va como ~ (2n + 1/2)hw. A medida que el valor de la amplitud del potencial
aumenta, Vy > v, se observa de la Tabla 4.1 y 4.2, que la diferencia entre la energia del
estado base para el gas atrapado y el homogéneo® tiende a cero, es decir, las energias son
muy semejantes. Cuando Vj > 0, la longitud de dispersion tiende a cero, a — 07, y la
energia del primer estado excitado tiende a 3/2hw. Cabe destacar que en este limite donde
la longitud de dispersion diverge, la interaccién de contacto sin potencial de atrapamiento
admite la presencia de un estado ligado con energia de ligadura que diverge, pero como
en este caso Vj tiene un valor finito, se obtiene que energia tiene un valor finito y cercano

al/2hw.

Si el valor de la amplitud del potencial aumenta hasta llegar al valor donde se alcanza
la condicion de la segunda resonancia de energia cero, vy, es decir:

va — z17i2/(mb2) = 171,

la eigenenergia correspondiente al primer estado excitado se aproxima al valor 1/2hw,
mientras que para el caso de los demés estados excitados, éstos se encuentran espaciados
entre si por un factor de ~ 2hw. Al incrementar el valor de Vj, se observa que la diferencia
entre el primer estado excitado de la energia para los atomos tanto atrapados como el
sistema homogéneo, tiende a cero. Estos resultados numéricos muestran que la longitud de
dispersion « es el parametro importante para determinar las principales caracteristicas de
la interaccion. Por ejemplo, « determina los estados cuyos eigenvalores tienen E > 1/2hw
sin considerar el nimero de estados que tienen E < 1/2hw; parece ser que los estados
con F > 1/2hw heredan el papel de los estados de “dispersion’en el espacio libre, y que el
estado con energia E' = 1/2hw reemplaza el valor de la energia para el estado de resonancia
cero cuando a — |o0.

Hay que notar que para el caso del sistema interactuante y confinado el concepto de
energia de ligadura o de energia de enlace debe modificarse. Para particulas libres, esta
energia se define como la energia necesaria para que la particula alcance el estado del
continuo, pero debido a lo discutido en el parrafo anterior, para atomos atrapados debe
definirse como la diferencia entre la energia del estado bajo en consideracion y el que tenga
una menor energia y que cumpla que £ > hw/2. Una posible forma de medir tales energias
puede ser la disociacién de una molécula considerando el potencial de atrapamiento. En la
Figura 4.4, se muestra la diferencia de energias medidas con y sin trampa armoénica como
funcion del inverso de la longitud de dispersion.

3Un sistema homogéneo es aquel donde hay potencial de interaccién entre particulas pero no hay
potencial de confinamiento, es decir, un sistema descrito por la Ec. (4.13).
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a Vo Ey E, E,
Was| | [ | ] | ] | e
-0.0525 | 3614.504 | 1.45885 | 3.43836 | 5.42338 ‘

; -0.1106 } 4720.985 } 1.41502 } 3.37331 } 5.34333 |
| -0.1879 | 5310.566 | 1.36008 | 3.29344 | 5.24771 |
| | | | |
| | | | |

-0.5733 | 6017.906 | 1.14462 | 3.01448 | 4.94650 ‘
00 6425.786 | 0.510656 | 2.52659 | 4.53714 ‘

2.1035 | 6545.231 | -0.23188

2.1035 | 6545.231 | 0.00000 | 2.33058 | 4.38997

0.5810 | 6876.584 | -3.2487

0.5810 | 6876.584 | -3.2079 | 1.94716 | 4.07045

0.1952 | 7933.069 | -34.580

0.1952 | 7933.069 | -34.576 | 1.66094 | 3.73393

0.1170 | 9253.132 | -115.04

0.1170 | 9253.132 | -115.04 | 1.59568 | 3.64153

0.0524 | 14458.02 | -774.04

0.0524 | 14458.02 | -774.04 | 1.54230 | 3.55782

Tabla 4.1: Algunos eigenvalores de la energia para dos particulas que interactiian a través del

potencial Vye 2/t

, en el caso de onda-s, en la regiéon de la primera resonancia. Para

obtener estos eigenvalores se utiliz6 un alcance b/2 = 0.015\/hA/mw. Cuando se
muestran dos filas para un valor dado de «, la fila superior corresponde a la inte-
raccién sin potencial de confinamiento mientras que la fila inferior corresponde a que
las particulas estdn confinadas por una trampa armoénica. Cuando s6lo se muestra
una fila, los valores corresponden al caso en el que las particulas estan confinadas e

Interactiian entre si.
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a Vo Eq E, E, Es
Was] | ] | ] | ] ][] | [
L0.0584 | 28848.5 | -4304.95
-0.0584 | 28848.5 | -4304.97 | 1.45460 | 3.43261 | 5.41691
L0.1173 | 30515.2 | -4820.49
L0.1173 | 30515.2 | -4820.43 | 1.41078 | 3.36830 | 5.33877
L0.1804 | 31403.2 | -5101.96
-0.1804 | 31403.2 | -5101.98 | 1.36631 | 3.30455 | 5.26333
L0.5732 | 32937.2 | -5599.0
-0.5732 | 32937.2 | -5599.0 1.14909 | 3.02777 | 4.96757

00 33857.0 | -5903.4

00 33857.0 | -5903.4 | 0.520239 | 2.54982 | 4.56705
2.0014 | 34152.3 | -6002.0 | -0.262403
2.0014 34152.3 | -6002.0 | -0.031234 | 2.34447 | 4.41396
0.5812 34943.3 | -6268.6 | -3.52506
0.5812 34943.3 | -6268.6 | -3.48380 | 1.95525 | 4.08711
0.1954 | 37779.3 | -7250.0 | -44.8408
0.1954 37779.3 | -7250.1 -44.8365 | 1.66185 | 3.73652
01176 | 41798.7 | -8704.85 | -177.821
0.1176 | 41798.7 | -8704.9 | -177.819 | 1.59631 | 3.64283
0.0524 56857.6 | -14699.7 | -1334.76
0.0524 56857.6 | -14699.6 | -1334.73 | 1.54229 | 3.56315

Tabla 4.2: Algunos eigenvalores de la energia para dos particulas que interactuan a través del
potencial Voe 2/ en la region de la segunda resonancia. Para obtener estos eigen-
valores se utilizo un alcance b/2 = 0.0154/h/mw. Cuando se muestran dos filas para
un valor dado de «, la fila superior corresponde a la interaccién sin potencial de confi-
namiento mientras que la fila inferior corresponde a que las particulas estan confinadas
por una trampa armoénica. Cuando s6lo se muestra una fila, los valores corresponden
al caso en el que las particulas estan confinadas e interactiian entre si.
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Figura 4.4: Diferencia entre las energias de ligadura calculados con los 4tomos atrapados interactuantes
y sin potencial de confinamiento. La amplitud del potencial es tal que s6lo admite un estado
ligado para el sistema homogéneo. Se utilizo el valor de b =0.03/h/mw para los célculos
numéricos.

4.4.2 Eigenfunciones.

El comportamiento general de las eigenfunciones de onda-s u, (©a(r) = ua(r)/r) se mues-
tra en las figura 4.5 para particulas sin potencial de atrapamiento y en la Fig. 4.6 para
particulas atrapadas. En el caso del sistema homogéneo, la funciéon de onda que representa
al estado de resonancia u.(r), la linea solida, tiende a una constante diferente de cero
conforme r — oo, mientras que uy1(r), linea en segmentos, y ugss(r), linea punteada,
representan estados ligados en orden ascendente. Para particulas atrapadas, antes de que
se llegue a la condiciéon de resonancia la funcién de onda tiene en general, una estructura
en la que se reconocen tres regiones, como se observa en la linea punteada de la Figura
4.6. Cerca del origen la pendiente de u_q¢(r) es grande y positiva, cuando r ~ b/2 sigue
siendo positiva pero menor que uno hasta que alcanza un valor extremo en 1 > r >> b/2
volviéndose negativa. En la region de resonancia la region intermedia se hace mas pequena
de tal forma que el extremo se alcanza en 7 ~ b/2, sin embargo la funcién de onda decae
con un factor exponencial exp(—mwr?/h).

A partir de los resultados numéricos se proponen soluciones analiticas. En la region de
longitudes de dispersion positivas. El ansatz para la funciéon de onda del estado base es:

p(r) = v((by/ Vom/)e™"*) exp(—mwr® [R)g(r) /1, (4.27)

Donde v esta definida por la Ec. (4.15) que corresponde a los estados ligados del sistema
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Figura 4.5: Funciones radiales u,(r), ¢q(r) = uq(r)/r, para particulas interactuantes sin potencial de
confinamiento. La linea solida corresponde a la funcion resonante de energia cero ueo(r),
la cual tiende a una constante diferente de cero conforme r — oo. Las funciones de onda
ug.1(r), linea en segmentos, y ugss(r), linea punteada corresponden a estados ligados en
orden ascendente.Las funciones de ondas estan normalizadas y la distancia es medida en

unidades de /A/mw.

homogéneo. La funcion g(r) corresponde numéricamente a una funcioén constante 1, pues se
obtiene que el rango de valores para g(r) esté en el intervalo de (0.99,1.01). La estructura
de la ecuacion Ec. (4.27) para las eigenfunciones en o — |oo| nos permite entender el
origen del eigenvalor ~ 1/2hw. En este caso, v(y(r)) considera la condiciéon en el origen
v(0) = 0 de tal forma que la ecuacion efectiva para (r) =: ¢(r) - r/v es casi idéntica a
aquella correspondiente al oscilador armoénico sin tomar en cuenta que debe ser cero en
r = 0, permitiendo la posibilidad que la energia tome el valor £ ~ 1/2hw.

Para valores negativos de la longitud de dispersion, la solucién numérica se aproxima
a la siguiente expresion analitica para la funcién de onda:

Gapa (1) = Jo(z0¢ /M) e /N1 4 ce =2V P(r /b) /1, (4.28)

donde c es independiente de r y P(r/b) es un polinomio que depende del estado en cuestion.
En el Apéndice B se muestran algunos de los valores de polinomios P(r/b). Con el ade-
cuado valor de ¢ y del polinomio P(r/b), que dependen del valor de Vj y de b, el ajuste con
la funcion numeérica es bastante adecuado, difiriendo s6lo en un porcentaje del 0.01%. Para
[Vo| << (20/b)*hw, el polinomio P(r/b) es casi lineal, mientras que para |Vy| < (z0/b)?hw,
resulta que ¢ ~ 0. Para poder comparar qué tan adecuada es la funcién analitica propuesta
respecto a la correspondiente solucién numeérica, se calculd la razon Qup. (1) /@num(r) entre
la expresion analitica aproximada, Ec. (4.28), y la solucion numérica. El valor que se ob-
tuvo para esta razon era de aproximadamente 1+0.0001 en el intervalo 0 < r < 3y/h/mw.
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Figura 4.6: Funciones radiales u,(r), ¢a(r) = ua(r)/r, para el sistema de dos particulas atrapadas e
interactuantes, Ec. (4.25). La curva punto-linea indica la funcién de onda correspondiente al

estado base de onda-s para una de longitudes de dispersion negativas, en este caso u_gg(r).
La curva solida indica la funcion de onda en resonancia uq(r). Tanto la curva en segmentos
como la punteada corresponden a funciones de onda con longitudes de dispersion positivas,
la primera indica la funcion de onda usg 1(r) mientras que la segunda muestra la funcion
up.58(r). En esta figura las funciones de ondas estan normalizadas. La distancia se mide en

unidades de +/ h/mw.

Los resultados aqui presentados son un ejemplo de los que se calcularon para diferentes
valores del parametro b, el cual se estudi6 para valores 0.0051/%/mw < b < 0.05y/h/mw.

4.5 Dos particulas atrapadas que interactian mediante
el potencial regularizado.

En esta seccién se describe el sistema de dos 4tomos confinados por medio de una trampa
isotropica y cuyo potencial de interacciéon es un potencial de contacto, en este caso el
potencial delta regularizado, que modelard la interaccion entre pares de particulas. El

potencial es:

‘/contact(f;af‘j) = T Teg(/r’i — ’f‘j)

\/_ﬂhoz 3) = 0

La descripcion de la solucion analitica presentada en este capitulo se basa en la realizada
por Busch et al, referencia [138], ellos consideran dos atomos que interactiian por medio
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de un potencial de contacto y que estan confinados por medio de un potencial armoénico
isotropico. El hamiltoniano de este sistema es:

H= —%V% - %vg + %rf + %r% + dmadE) (7 — ) (4.29)
donde 77 y 75 son los vectores de posicion de los dos atomos. Se usan nuevamente las
unidades del oscilador armoénico, donde las energias estan en unidades de Aw y las dis-
tancias en /h/mw del estado base de la trampa. La amplitud de la interaccion esta
caracterizada por la longitud de dispersion « y la interacciéon es la delta regularizada,
Ec. (4.29).

Como en la secciéon anterior, el hamiltoniano del sistema se puede separar en una parte
del centro de masa y una parte relativa, H = Hgopy + H,.e, donde:

1 1=
Hen = —5 Vi + 5 (4.30)
1, 1, 3) 0
Hrel = _§V7‘ + 57’ + \/57'('065 (F)a—r (431)
T

La coordenada del centro de masa es B = \/W(ﬂ + 75) y la coordenada relativa 7 =

1/2(r, — 13). Las eigenfunciones de la ecuacion de Schrodinger para la coordenada del
centro de masa son la eigenfunciones del oscilador armoénico en coordenadas esféricas con
energias Ecy = (2n + £ + 3/2)hw, con n y £ los numeros cuanticos. La ecuacion de
Schrodinger para la coordenada relativa es:

(Hosc T VErasO () g) W) = E6(7) (432)

H,,. se refiere al hamiltoniano del oscilador armoénico isotrépico tridimensional. Nueva-
mente el hamiltoniano de dos particulas interactuantes y atrapadas se reduce al hamil-
toniano efectivo de una particula, esto se debidé a que el potencial de confinamiento es
separable, como lo es el potencial armoénico.

Para resolver la ecuacion (4.32) de forma analitica, se expande la funcion de onda v en
términos de las eigenfunciones de onda del oscilador armoénico ¢, (7, (Hoseton = E2*pn),

W) =Y Cupal), (4.33)

En la expansion, Ec. (4.33), solo se consideran los términos de ¢ = 0 correspondientes a
onda-s. Al sustituir la Ec. (4.33) en Ec. (4.32) y proyectar en los estados v (7) se obtiene
la siguiente expresion:

Co(E2 — &) + V2rag? (0) {% G; mem(F)L = 0. (4.34)

—0
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Por lo que los coeficientes C), son:
n(0)
C,=A—""—. 4.35
Eose — & ( )

A es una constante de normalizacion de la funcion (7). Al sustituir la Ec. (4.35) en
Ec. (4.34) se obtiene la siguiente expresion que se puede ver como una condicion a la
frontera:

Para poder calcular la energia del sistema se utiliza la siguiente representacion de las
funciones de onda del oscilador armoénico para onda-s:

pn() = 7 AL 0)] e L (). (4.37)
Al sustituir la ecuacion anterior en la Ec. (4.36) se llega a la siguiente expresion:

170 R ) 1
2|9 e En ) _ 2
QW{@T <Te > — )L% s (4.38)

n=

Utilizando la siguiente representacion integral

1 fo%e) d n—v—1
- it ( - ) 2L, (4.39)
0

n—v 1+y2)\1+y

y la funcién generadora de los polinomios de Laguerre

I 1 ) et v =T O
n=0

se obtiene:

> L1/2(7’2) < dy 2 Yy vl 3
> = A =T(-)U( —v,=,7%). 4.41
Z n—v /0 1—i—ye <1+y) (=v) ( 1/,2,r> (441)

n=0

Por medio de la siguiente relacion de la funcion hipergeométrica confluente U

3 2I'(—v) 1
I'(— (— = 2)2— _ — - 4.42
(—)U( —v 5" ﬁ(f‘(—y— 172) " r —i—O(r)) (4.42)
la ecuacion (4.38) da lugar a una ecuacion trascendental que relaciona la energia y la
longitud de dispersion:
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D(=&/(2hw) +3/4)  /h/mw
‘@r(—g/(zhw) +1/4) a (443)

La Figura 4.7 muestra el espectro de energias utilizando la ecuaciéon anterior como
funcion de 1/kpa.

Energia[ ho ]
S
1

5 10 15 20

/e[ Mo/ 7)™

Figura 4.7: Espectro de energias para el potencial regularizado como funcion de 1/kpa.

Para obtener las funciones de onda se utiliza la expansion de la funcion de onda ¢(7),
Ec. (4.33), la expresion de los coeficiente C,,, Ec. (4.35), la representacion de las eigenfun-
ciones del oscilador armonico para onda-s, Ec. (4.37), y la Ec. (4.41) obteniendo:

A 2 3 hr? E 3

v/(r) = 2\/Fe_%F(V)U( Vg %), V= T 1 (4.44)

A es una constante de normalizacién. Para obtener una expresion de la constante A se
utiliza el método descrito en [139] y en [140], donde describen como normalizar funciones
conocidas como funciones de Heun, donde se incluyen las funciones hypergeométricas
confluentes. Al seguir este método se obtiene:

E
|AI? = zwan—a. (4.45)

Cabe mencionar que en ausencia del potencial de confinamiento, el potencial delta regu-
larizado en el caso de longitudes de dispersion positivas, da lugar a un soélo estado ligado,
y la correspondiente energia 1/a? tiende a co conforme o — 0.
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4.6 Comparacioén entre los potenciales de interaccioén de
corto alcance y el potencial delta regularizado.

En las secciones anteriores se ha descrito el problema de dos cuerpos con dos diferentes
potenciales de interaccion. Utilizando un potencial de corto alcance como lo es el potencial
exponencial y posteriormente utilizando el potencial delta regularizado, que tiene una
solucion analitica. En la presente secciéon se hace una comparacion del espectro de energias
de ambos sistemas.

754
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Figura 4.8: Energia como funcion del alcance del potencial para o = 0.1170114/:/mw, se ilustra el limite
cuando el alcance del potencial tiende a cero. La linea solida es el ajuste del polinomio de
segundo orden.

La comparacion entre nuestros resultados y aquellos obtenidos por Busch et. al. se
puede hacer de la siguiente manera: Para un valor dado de la longitud de dispersion,
se calculan las energias del potencial delta regularizado utilizando la Ec. (4.43) y para
el potencial exponencial se resuelve numéricamente la Ec. (4.25) y se comparan estas
energias. Por ejemplo, para a = 0.5811/h/mw, para el potencial delta regularizado se
obtiene un valor de la energia del estado base & = —2.9217hw, mientras que para el
potencial exponencial se obtiene Ey = —3.2hw*, para un alcance de r, = 0.015+/h/mw.
Al aumentar la intensidad del potencial, la comparacion entre un potencial de rango-cero y
un potencial de alcance finito ya no es tan adecuada, por ejemplo, para un alcance de r, =
0.0154/h/mw, considerando un valor de la longitud de dispersion o = 0.117011/h/mw,
la energia del sistema atrapado con el potencial de interaccion delta regularizado es & =
—73.04hw, versus Ey = —115.0389Aw para el potencial exponencial. Con el fin de obtener
resultados que se aproximen a los de una interacciéon de contacto, se deben considerar

4Estos datos se pueden ver en las Tablas 4.1 y 4.2.
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valores del alcance del potencial menores, es decir, tomar el limite cuando el alcance
del potencial tiende a cero. Por ejemplo, para un valor de la longitud de dispersion
a = 0.117011y/h/mw, se calcula la energia para diferentes valores de 7, obteniendo asi:
para r, = 0.01y/h/mw, Ey = —99.260395Aw, y para r, = 0.075, Fy = —91.940596Aw.

Para poder obtener el valor de la energia en el limite cuando el alcance del potencial
tiende a cero, r, — 0, para un valor de la longitud de dispersion fijo, se calcula el valor de la
energia para diferentes valores del alcance del potencial, posteriormente se hace un ajuste
a los resultados utilizando un polinomio de segundo orden. Por ejemplo, en la Figura 4.8 se
muestra la energia como funcion del alcance del potencial, para a = 0.1170111/A/mw. Los
circulos corresponden a los resultados numéricos y la linea so6lida al ajuste del polinomio de
segundo orden. En este caso, se obtiene el valor de Ey = —72.8468Aw en el limite r, — 0,
dicho resultado concuerda con la energia del potencial delta regularizado mencionada
anteriormente (& = —73.047w). Para los valores mostrados en las Tablas 4.1 y 4.2, los
valores de la energia para los estados excitados F;, i > 1, coinciden en al menos tres cifras
significativas con los resultados analiticos del potencial delta regularizado.

En la Figura 4.9, se muestra tanto el espectro de energias para el potencial exponencial,
que corresponde a la linea solida, como para el potencial regularizado, que corresponde
a los circulos, lo cual nos muestra que al hacer la comparaciéon de energias, nuestros
resultados numéricos son compatibles con la ecuacion (4.43).
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Figura 4.9: Comparacién del espectro de energias para el sistema de dos particulas confinadas con
diferentes potenciales de interaccién. La linea solida corresponde a la interaccién exponencial
de corto alcance mientras que los circulos al potencial delta regularizado.



CAPITULO

Gases de Fermi interactuantes y
atrapados.

Las interacciones entre los atomos fermionicos pueden producir estados ligados, los cuales
pueden formar pares de particulas conocidos como pares de Cooper o estados ligados de dos
atomos que formen un estado molecular y que se comporten como bosones, dependiendo
de la intensidad de la interaccién. Estos pares de fermiones surgen debido a que una
interaccion atractiva en un gas de Fermi siempre lleva a la formacion de pares de Cooper
como un efecto estrictamente de muchos cuerpos. Esto fue mostrado por primera vez por
Bardeen, Cooper y Schrieffer en 1957, en su teoria de la superconductividad, conocida
como Teoria BCS, para un gas de electrones en metales.

En el presente capitulo se describen las caracteristicas del gas en las regiones BCS,
BEC y el cruce BEC-BCS, asi como el modelo del sistema que se utiliza para estudiar un
gas de Fermi de dos componentes en onda-s, interactuante y confinado. En la primera
seccion se describe brevemente el gas de Fermi de dos componentes tanto en el régimen
de interacciéon débil como fuerte. En la seccion dos, se presenta el modelo empleado para
estudiar el sistema. En la ultima seccién se describe el método Monte-Carlo Variacional
asi como el algoritmo de Metropolis en el cual se baso la simulaciéon numérica para obtener
las eigenfunciones y eigenenergias del sistema. Dependiendo de la region a analizar, ya
sea el limite BCS, BEC o el cruce entre estas regiones, se proponen diferentes tipos de
funciones de onda prueba. La construccion de estas funciones de onda también se presenta
en la dltima seccion, y se basa en la funciéon de onda soluciéon del problema dos particulas
y/o en las correlaciones de las mismas.
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5.1 Gas de Fermi de dos componentes en onda-s.

Para poder estudiar los gases de Fermi interactuantes y confinados en el caso de onda-s,
tanto experimental como teéricamente, debido al principio de exclusion de Pauli, se utilizan
mezclas de fermiones de dos componentes, representados por diferentes estados hiperfinos
o diferentes espines (1, }). Estos gases son estables, a pesar que el gas atémico presenta
excitaciones vibracionales altas, y las moléculadas formadas a partir de éstos poseen una
vida media larga, como en el caso del litio (Liy) [22]. Para un gas de Fermi en onda-p, éste
puede ser sélo de una componente de espin, que es como se realiza experimentalmente [141],
lo cual es posible debido a las diferentes proyecciones del ntimero cuantico m;.

En los gases atomicos ultrafrios, se pueden caracterizar tres regiones, conocidas como
el limite BCS, limite BEC y el cruce, cada una esta definida por la interaccién de las
particulas. En el regimen BCS, hay formacion de pares de Cooper, y la interaccion es
débil, también hay correlacion entre estos pares y la longitud de dispersion es negativa.
El régimen BEC, indica una region donde los pares de Cooper ya formaron moléculas,
las cuales pueden llegar a un estado de condensacion de Bose y la longitud de dispersion
es positiva. La tercer region corresponde al cruce, y se caracteriza porque las particulas
interacttian fuertemente. En la figura 5.1 se muestra un esquema de estas tres regiones.

(a) (k) (c)

Figura 5.1: Regiones que tiene un gas de Fermi dependiendo de la interaccion entre las particulas. (a)
Region BCS, donde hay formacion de pares de Cooper. (b) Region del cruce donde los
atomos interactian fuertemente. (c) Region BEC, donde se forma el condensado molecular.

A continuacién se da una breve descripcién de la teoria que describe cada region
dependiendo de la intensidad de la interaccion.

5.1.1 Gas de Fermi con interacciéon débil.

Como se mencion6 en el Capitulo 3, un gas de fermiones no interactuantes en equilibrio
térmico esta descrito por la distribuciéon de Fermi-Dirac, como no hay interacciones entre
los fermiones, en ese gas no hay condensacion de Bose-Einstein o algin fenémeno similar
[142]. En el caso de un gas de atomos fermionicos diluido, puede existir una interaccion
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 101

atractiva entre pares de fermiones, lo suficientemente fuerte para que se forme por lo menos
un estado molecular, en el canal de onda-s, dicho estado molecular se comportaréd como
boson, y si el gas es lo suficientemente diluido, a primera aproximacion, las interacciones
moleculares pueden despreciarse, por lo que se espera que se forme un condensado de
Bose-FEinstein de moléculas a una temperatura critica dada por:
2
kpTe ~ 3.31(3>2/3h—, (5.1)
gs m
donde g, es la degeneracion del espin, n y m son ahora la densidad y masa respectivamente
de las moléculas, kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura critica. Esta
temperatura, salvo por un factor del orden de uno, es la temperatura de Fermi que hubiera
caracterizado los atomos en ausencia de interacciones.

La superfluidez es otro fenémeno que ocurre en los bosones cuando la temperatura es
la temperatura de degeneracion, es decir, la temperatura 7' a la cual la distancia entre
particulas n~'/3, a una densidad n, es comparable a la longitud de dispersiéon térmica de

de Broglie
2mh?
Ap =
kaT

donde m es la masa de las particulas. Por ejemplo, en el Helio liquido la temperatura
de transicion es Typc ~ 2’;?2 n?/3 ~ 3K a una densidad tipica de n = 10%2e¢m =2, la cual
coincide con la observada en el punto de transicion al estado superfluido, conocido como
punto lambda [94]; mientras que para los gases de Fermi la temperatura de degeneracion
es la temperatura de Fermi Tp = Ep/kgT, aunque la temperatura a la que ocurre la
superfluidez es menor que ésta. La caracteristica per se de un estado superfluido, es
mostrar una ocupacion macroscopica de un solo estado cuantico, como lo son los vortices o
un fluido sin fricciéon; sin embargo, la manifestacion de estos efectos depende del sistema en
cuestion, por ejemplo si es eléctricamente cargado es un superconductor, o si es neutro un
superfluido [143]. Experimentalmente, una muestra de la superfluidez en un gas de Fermi
que interacttia débilmente es la expansion anisotropica del gas, asi como la formacion de
vortices, esta ultima tanto en los gases de Fermi como en los de Bose.

Los fenémenos de superconductividad y de superfluidez han tenido gran auge desde
el principio del siglo veinte [31,143]. En 1911, se descubri6 la superconductividad en
mercurio por Heike Kamerlingh Onnes, cuando la resistencia eléctrica de éste fue cero
a una temperatura critica de T = 4.2K. A pesar de que el *He fue utilizado en ese
descubrimiento, la fase superfluida del helio no fue revelada sino hasta el ano de 1930,
obteniendo una temperatura del punto de transicion a superfluido (punto-A) de T = 2.2K.
Tiempo después, se encontré que el *He, el isétopo del Helio que es un fermién, también
presenta la fase superfluida, aunque a una temperatura mas baja que la del “He. En
el ano de 1950, al analizar los electrones de un metal, se encontr6 la existencia de una
interaccién atractiva entre los electrones, la cual estaba mediada por las vibraciones de la
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102 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

red cristalina! y que posteriormente se estableci6 que es la responsable del fenémeno de la
superconductividad. Esta interaccion atractiva debe ser mayor que la interaccion repulsiva
de Coulomb. Los efectos debidos a las vibraciones de la red se ven reflejados en el efecto
isotopo, el cual fue predicho por Frolich, y consiste en que la temperatura critica de un
superconductor convencional depende de la masa de los iones que constituyen el material.
Este efecto se hace evidente cuando se reemplaza un cierto porcentaje de atomos en una
muestra por un isétopo del mismo atomo, obteniendo que la temperatura critica, T,
cambia como el inverso de la rafz cuadrada de la masa del isétopo, M, (T o< 1/+v/M).

En 1956, L. N. Cooper demostré que si se tienen dos electrones que interactian atracti-
vamente, aunque esta interaccion sea pequena, el mar de Fermi de los electrones se vuelve
inestable? y se produce un estado ligado conocido como par de Cooper [144]. Los elec-
trones que forman el par tienen momentos y espines opuestos. Una caracteristica de estos
pares de Cooper es que son mas grandes que la distancia entre particulas, por lo que una
coleccidon de estos pares se traslapan en el espacio, y es dificil saber cuales interacciones
entre pares se desprecian y cuales no.

En 1957 Bardeen, Cooper y Schrieffer, desarrollaron la primer teoria microscopica
de la superconductividad [145, 146], conocida actualmente como teoria BCS en honor a
sus autores, donde partieron de un nuevo estado base estable en la cual la formacién
de pares esta contenida de forma autoconsistente [146]. Usando una interaccion efectiva
entre electron-electron mediada por fonones, la cual es atractiva para energias menores
que kgTp, (Tp es la temperatura de Debye), ellos encontraron que la energia de ligadura
del par es Ep,,. = 2kgTpe V/*rlVl donde pr = mekp/2n2h* es la densidad de estados
en la energia de Fermi, m, es la masa de los electrones, y suponen que pg|V| es menor
que uno. La teoria BCS parte de un hamiltoniano con un término atractivo y un estado
fundamental formado por parejas de electrones y a partir de este hamiltoniano es posible
obtener expresiones para la temperatura critica, el efecto isotopico y para la brecha? de
energia [147,148]. Para romper un par de electrones ligados, hay que suministrar una
energia igual o mayor que la brecha de energia. A continuacion se explica con mas detalle
el concepto de apareamiento de fermiones introducido por Cooper y la teoria BCS.

Apareamiento de Fermiones

En un metal los electrones de conduccion son aquellos que pueden circular libremente en
la red cristalina formada por los iones. Si se considera que a primera aproximaciéon los
electrones son libres, estos poseen una energia de la forma p?/2m = h%*k?/2m, la cual no
depende de la direccion. El estado de méxima energia, conocida como energia de Fermi,
Er, estard ocupado por todos los electrones que quepan sobre la superficie de una esfera de
radio hkp = v/2mEr, a esa superficie se le conoce como superficie de Fermi. La energia de

'En este caso los mediadores son los fonones, que son los modos de vibracion de la red.
2En este caso inestable quiere decir que existe otro estado fisico que puede tener una energia menor.
3En inglés, gap.

102



5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 103

Fermi define el momento de Fermi kr = /2mEr/h; a la esfera que ocupan los electrones
de conduccion que tienen energias que van desde cero hasta la méxima energia posible del
metal se le conoce como esfera de Fermi [147].

Como se mencion6 en la seccion anterior, Cooper consider6 dos fermiones de espin 1/2
que interacttian débilmente en la superficie de mar de Fermi y que forman un estado ligado
apareado, el estado base es el par de Cooper. Los estados cuyo momento es menor que
el de la superficie de Fermi no estan permitidos, mientras que para interacciones débiles,
los momentos de las particulas estan confinados a un estrecho cascarén por encima de la
superficie de Fermi. Cuando los pares de Fermi tienen momento cero, éstos se pueden
dispersar en toda la superficie de Fermi, como se muestra en la Figura 5.2(a). Si los pares
tienen un momento del centro de masa finito ¢, los estados que contribuyen a la dispersion
se reducen a un circulo como se muestra en la Figura 5.2(b). Por lo que los pares con
momento cero son los que se ligan més fuerte.

Figura 5.2: Dos particulas que se dispersan en la superficie del mar de Fermi. En (a), la esfera interior
es la esfera de Fermi. Las particulas que interactiian débilmente son aquellas que tienen
momentos iguales y opuestos y solo se pueden dispersar en un pequeiio cascaron (indicado
por la franja exterior de la esfera) por encima de la esfera de Fermi. (b) Las particulas con
momento total diferente de cero, por ejemplo 2¢q, se pueden dispersar s6lo en una banda
estrecha alrededor de un circulo de radio \/k% — ¢?

Para poder calcular la energia del par de Cooper, se puede escribir el hamiltoniano del
sistema en segunda cuantizacion o utilizar la ecuaciéon de Schrodinger escrita de tal forma
que muestre la formacion de estados ligados y que depende de la densidad de estados,
donde se busca una energia de ligadura EFg = F — 2Er < 0 en la parte superior de mar
de Fermi. Usando esta tltima aproximacion, la ecuacion para la energia de ligadura Eg
es [94]:
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1 l/ psp(€) de
VE) Q Ep<e<Ep+EgR 2(6 - EF) + |EB|

donde Er = p?/m, es la energfa de corte del sistema, 2 es el volumen del sistema, V; es
el potencial de interaccion escalado con el alcance del potencial, por lo que tiene unidades
de energia por volumen. Para aquellos estados del momento que estan por debajo de la
superficie de Fermi, el efecto debido al bloqueo de Pauli, se incluye al integrar solamente
en las energias donde € > Ep.

(5.2)

Para el caso de superconductores convencionales, la energia de corte natural, Fg, es la
dada por la frecuencia de Debye, wp, Er = hwp. Como hwp < Er, se puede aproximar
p3p(€) = psp(FEr), obteniendo:

1 1 de
=p3p(Er) / :
‘/0 Q Fr<e<Ep+FER 2(6 - EF) + ‘EB|

Al integrar la ecuacion anterior se obtiene la siguiente expresion para la energia de ligadura:

(5.3)

Ep = _2the*29/PSD(EF)|VO‘. (5.4)

En el caso de un gas de atomos de Fermi, se reemplaza el término 1/V; de la Ec. (5.2) por
el potencial de contacto que incluye la longitud de dispersion y un término que balancea
el término divergente de la siguiente manera:

m d3q 1
5.5
VO 47Th2 / (5:5)
Utilizando la ecuacion anterior la ecuaciéon para los estados ligados es:
m 1 /EF+ER p3p(€)de 1 /EﬁER p3p(€)de (5.6)
4rh2a Q E; 20e— Ep) +|Eg|  QJg 2¢ '

para hacer la integral se supone que la energia de corte tiende a infinito Fr — 0o, y que
|Ep| < Er obteniendo

m__ psp(Er) |Es|
_ In ( ) 2], .
ATh2 o 2() ( 8ER (5.7)
como psp(Er) = ggg’;g , se obtiene:
Ep = — 5 Bpe kel 5.8
B — _6_2 Fe . ( . )

En este analisis se despreci6 la interaccién entre particulas en el mar de Fermi, atin
asi se puede observar que: Dos fermiones que interactuan por encima del mar de Fermi,
forman un estado ligado no importando que tan pequena sea la interaccion. Cuando
hay interacciones entre las particulas en el mar de Fermi, el gas se reordenara en un
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 105

estado apareado completamente nuevo; por lo que el mar de Fermi es inestable ante el
apareamiento, a este fenémeno se le conoce como inestabilidad de Cooper o inestabilidad
de los pares de Cooper.

Para concluir la secciéon se mencionara brevemente la funciéon de onda del par de
Cooper, asi como el hamiltoniano correspondiente. Para poder escribir la funciéon de onda
recordemos que los pares de Cooper estan formados por electrones con espines opuestos.
Al aplicar el operador ca al estado base del nivel de Fermi |0) se crea un electron con
momento fik, ese nuevo electron tiene momento (nimero cuantico) k y espin 1/2. Si se
aplica C;chk 1» al estado [0) se tiene la creacién de un par de electrones con momentos
+ky y —k; y energia mayor a la energfa de Fermi, obteniendo asi un par de electrones
sobre el nivel de Fermi que se atraen; por lo que se espera que la funcién de onda sea una
combinacion de ¢f.ct, [0) [147]:

T) = Y akcfieh,|0). (5.9)

kk>kp

El hamiltoniano que describe la interacciéon atractiva entre electrones y cuya solucion
es la funcion de onda dada por la Ec. (5.9) es:

H = Z Ekc;;gck’g - Z Vk’k/cacfkic_kwck%. (510)

k,o kk!
El primer término cuenta el niimero de estados ocupados por electrones, el segundo término
describe como interactuan los electrones para formar los pares de Cooper (se destruyen
los dos electrones que forman un par de Cooper y se crea un nuevo par de Cooper). El
potencial que propicia estos eventos es Vj . Al calcular el valor medio del hamiltoniano

de la ecuacién anterior? se obtiene la siguiente expresion:
2hw
E=2Ep+ —2 (5.11)

1 — eNOV

donde N(0) es la densidad de estados al nivel de Fermi para una direccion de espin y Ep
es la energia de Fermi.

A partir de la ecuaciéon anterior se pueden considerar dos limites de la energia, los
cuales se conocen como acoplamiento débil y acoplamiento fuerte. El acoplamiento débil
es aquél donde N(0)V < 1; en este caso la Ec. (5.11) se reduce a

E = 2By — 2hwpe N0V, (5.12)

Dos electrones de la banda de conduccién cuyos estados energéticos estan sobre la esfera
de Fermi, tienen energia igual a 2Er. La energia de un par de Cooper es menor que la
energia de Fermi y la energia necesaria para romper el par de Cooper esta dada por:

4Los calculos no se hacen explicitamente en esta tesis, pero para méas detalles se puede consultar
cualquier texto sobre superconductividad, por ejemplo, la referencias [147,148|
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E, = 2hwpe” ¥OV. (5.13)

Mientras que en el limite de acoplamiento fuerte N(0)V > 1, la energia es:

E =2Ep — N(0)V hwp. (5.14)

La ecuacién anterior muestra explicitamente que la energia de un par de Cooper es menor
que cuando los dos electrones estan libres sobre la esfera de Fermi. Esto inclin6 a Bardeen,
Cooper y Schrieffer (BCS) a pensar que la formacion de los pares de Cooper podria ser
parte fundamental de la superconductividad; ellos describieron el problema de muchos
cuerpos de ese estado apareado, que incluye la correspondiente antisimetrizacion de la
funciéon de onda como se muestra en la referencia [146|. La inclusién autoconsistente de
todos los pares de fermiones lleva a un mayor espacio de momentos disponible para el
apareamiento. La descripcion de esta teoria se muestra en la siguiente seccion.

Revisién de Teoria BCS

En la teoria BCS se supone fundamentalmente que los electrones se atraen y que las
interacciones van de estado de par a estado de par. El hamiltoniano de esta teoria incluye
un término de la interacciéon electron-fonén que bajo ciertas condiciones, conduce a una
interaccion atractiva entre electrones. El hamiltoniano de la Teoria BCS, considerando
solamente pares de Cooper, se puede escribir de la siguiente forma:

Hpcs = Z ex(Chor + el cry) — Z Vi Cpon €L €k Chy-
k ko

La interaccion Vj p incluye tanto el término de la repulsion de Coulomb entre los electrones
como la interaccion entre iones y electrones que culmina en una interaccion atractiva, por lo
cual este término es positivo, y aunque esta interaccion sea pequena, conduce a un cambio
fundamental en los electrones o en un grupo de electrones. Este cambio es abrupto, es una
transicion de fase que no se puede considerar como una perturbacion del estado normal
descrito por electrones de conduccion.

Una forma para encontrar la energia para el estado base de la Ec. (5.15), es utilizando el
método variacional, donde se propone una funcién de onda vy, se calcula el valor medio del
hamiltoniano (¢v|H |y ), v se minimiza respecto al parametro variacional A [149]. Otro
camino, que es el que se presentaré a continuacion, consiste en diagonalizar el hamiltoniano
BCS, por medio de una transformaciéon canoénica (que no cambia los valores propios de la
energia de los estados del sistema), conocida como transformacién de Valatin-Bogoliubov
[94,147,148]. Los operadores de la transformacion canénica son:

Ve = UCr — UkCLy, (5.15)

Yok = UpC_g + VG (5.16)
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 107

siendo los respectivos operadores conjugados:

V= ukey — vgc_y, (5.17)
VI = urcly, + vrc, (5.18)
En las ecuaciones anteriores se utilizaron las siguientes definiciones k = ky y —k = —kj;

ug v vg son funciones reales simétricas respecto a la transformacion £ — —k. Esta trans-
formacion canodnica es unitaria, por lo que los coeficientes u; y v obedecen la siguiente
condicion:

up +vp = 1. (5.19)

Los nuevos operadores 7y satisfacen las reglas de conmutacion de los fermiones:

{’Yk/Yk’} = {’Yk,’Y—k'} = {’Y;ja 'Y—k'} =0 (5-20)
(5w = e v} = ke (5.21)

A partir de las ecuaciones (5.15-5.18) se obtienen las expresiones para los operadores ¢y,
¢y, c_g, ¢t las cuales son:

cr = ukYE + vEy (5.22)
o = vky—k + upyy, (5.23)
Cofp = UpY—k — Vg (5.24)
o =wyt, — v (5.25)

Al escribir el hamiltoniano BCS, Ec. (5.15), en términos de los operadores definidos
anteriormente, se pueden reconocer dos términos. El hamiltoniano de la energia cinética
H., y el hamiltoniano de la energia potencial que incluye la interaccion H,, los cuales son
explicitamente:

HC = Z Ek(c—]:TckT + Ctkic—ki% (526)
k
HV = — Z Vk7k/c,:r,TcJ_“k,¢c,k¢ckT. (527)
k,k!

Utilizando las ecuaciones Ecs. (5.22-5.25), las reglas de conmutacion, Ecs. (5.20) y (5.21)
y definiendo los siguientes operadores:

my, = Y y m_, =5k (5.28)

los hamiltonianos de la energia cinética y de la energia potencial son:

Ho = el20} + (uf — o) (ma +m_i) + 2ugon( v, + v-nm)], (5.29)
k
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HV = — Z kak/ [uk/vk/ukvk(l — My — m_k/)(l — My — m_k)
kK’
+ upvp (1 —mp — m_p) (u} — vp2) (Ve + YEvE)
+ términos de cuarto orden]. (5.30)

Utilizando las dos ecuaciones anteriores el hamiltoniano Ec. (5.15) es:

Hpos = > el20} + (uf — vf) (mi + mg) + 2w (3 Y+ vokm)]
k
- Z Vie o U Oprugve (1 — myy — m_g ) (1 — my, — m—y,)
WY
+ upvp (1= —mep) (uj, — 0p) (V- +75775)
+ términos de cuarto orden]. (5.31)

El hamiltoniano anterior se puede ver como si estuviera formado por cuatro términos;
el primero es un término constante e independiente de los operadores v que se conocera
como Eq y que corresponde a la energia del estado fundamental, la cual es:

E, = Z 26,07 — Z YV Up V- (5.32)
k

kK

El segundo término que se denotara como Hj es un operador diagonal porque sus términos
o son constantes o dependen sb6lo de uno de los operadores m

Hy = Y en(uf — of)(my +m_y)
k

+ Z th/uk/vk/ukvk(l — My — m_k/)(mk/ + m_k/)
kK’

+ E th/ukwk/ukvk(mk/ + m_k/).
Tk

El tercer término que se denotard como H;, es un término no diagonal que contiene el
producto de dos operadores de Fermi

Hy, = Z[QGkukvk - Z Vit (1= mys —m_p)(ui — o)l (v + 75775 (5.33)
! k!

el dltimo término involucra los términos de cuatro operadores en <, dicho término se
desprecia porque contribuye muy poco a la energia del estado base para T'= 0K.
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Para encontrar la transformacién de Bogoliubov apropiada, es necesario encontrar la
relacion entre los coeficientes uy, v v, para lo cual se supone que no hay estados excitados
con energia mayor a la energia de Fermi, lo que implica que para el estado de minima
energia los nimeros de ocupacion my y m_j son cero; esta situacion sélo se cumple a
T = 0. Al imponer la condici()n que la energia Eo sea la energia del estado fundamental,
es decir, que se cumpla que = 0 se llega a la siguiente relacion

2€kuk1}k — (ui — ’Uz) Z Vk,k/uk/vk/ = 0, (534)

que es la condicion que anula el término H; y por lo tanto diagonaliza el hamiltoniano. A
continuacion se buscan las formas de las funciones uy, y v; que satisfagan la ecuacion (5.34),
como estas funciones no son independientes se proponen de la siguiente manera:

1 1
ur =45 y =15 + T4, (5.35)

utilizando las definiciones de la ecuacion anterior, la Ec. (5.34) es

1 1/2
26k (Z — 1’%) = —2[EkAk; (536)

obteniendo asi el siguiente valor para xy:

€k
=t—a—rs. 5.37
T @y A (5.37)

Se define la brecha de energia como:
Ak = Z ka/uk/vk/, (538)
k:/

utilizando las funciones propuestas para ug y v, se tiene:

1 2
Ak = Z ka/ (Z - SBz/) . (539)
k/

sustituyendo la Ec. (5.37) en la ecuacion anterior se llega a la siguiente ecuaciéon para la
brecha de energia Ay:

(5.40)

Z e+ AL k,+A2/

La ecuacion anterior es una ecuacién no lineal, la cual se puede escribir en forma
integral al emplear la relacion

Z — D(Gk/)dEk/,
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para obtener asi la forma integral de la ecuacién para la brecha de energia del estado
superconductor:

1 [ JANY,
A - = _D / /—d ! .41
k 9 /_OO (Ek )ka (Ei/ + Ai,)l/z €k’ (5 )

donde D(¢x) es la densidad de estados para una sola particula para una cierta direccion de
espin. El valor de Ay depende del espectro de energia ¢, de los estados de una sola particula
(electrones sin interaccion), calculados respecto al nivel de Fermi y de las funciones Vi, las
cuales estan dadas por la fuerza de interaccién atractiva entre los electrones. La solucién
trivial para la ecuacion (5.40) es cuando Ay = 0 ; lo que implica que no hay atraccion
entre electrones y en este caso se describe el estado normal. Para una interaccion general,
la Ec. (5.40) se debe de resolver de forma numérica; el modelo méas simple para el potencial
Via es aquel propuesto en la teoria BCS [146], el cual se define de la siguiente forma:

V' si < hw
Vi = { e b

0 en otro caso (5.42)

donde V' es constante, hwp es la energia de Debye. El potencial de la ecuaciéon anterior
se muestra en la Figura 5.3. Se utiliza la aproximacion que D(e) es una constante e
igual a la densidad de estados al nivel de Fermi para una direcciéon dada de espin, es decir
D(er) = N(0); por lo que la expresion integral para la brecha de energia en este caso es:

Vi

hwp

Figura 5.3: Potencial de interaccién atractivo de dos electrones, propuesto en la Teoria BCS.

1 hwp Akl
Ay == N 55 dew !
* 2/m OV g+ agym 049

Debido a que en la ecuacion anterior la brecha de energia ya no depende de k se puede
hacer la sustitucion Ay = Ay €, = €, por lo que la Ec. (5.43) queda de la siguiente manera:
hwp 1

(e + A2)1/2 de, (5.44)

- %N(O)V /

—th
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integrando la ecuacion anterior se obtiene una expresion para la brecha de energia para el
potencial propuesto por la Teoria BCS:

hw
A= —2P (5.45)
Senh[N(O)V}
En la aproximacion de acoplamiento débil, N(0)V < 1 se obtiene:
A = 2hwpe” NOV (5.46)

La ecuaciéon anterior muestra un estado de energia con energia menor que la del estado
normal donde A = 0, como consecuencia, se forma una brecha en el espectro electréonico
cuyas caracteristicas determinan el comportamiento dindmico del superconductor.

En el caso, donde el potencial Vj, depende de la longitud de dispersion, se obtiene una
expresion para la brecha de energia, en el limite de acoplamiento débil kra — 07, anéloga
a la Ec. (5.46):

8 pTyt
A=~ ¢ Flol (5.48)

La primer ecuacion indica que anadir una particula de espin hacia abajo y una de espin
hacia arriba cuesta una energia de Fermi por particula, suponiendo que se anaden ambas
particulas de espin hacia arriba y de espin hacia abajo da una energia de 2u. En el limite
BCS de interaccion débil, el bloqueo de Pauli domina sobre las interacciones y por lo tanto
las particulas s6lo se pueden anadir en la superficie de Fermi. La segunda ecuacion es el
resultado clasico de la teoria BCS para el gap. La energia para el estado base BCS es [94]:

3 1
Epcs = 5NEF - ép(Ep)Az. (5.49)

El primer término es la energia del estado normal no interactuante, donde 3/5EF es
la energia cinética promedio por fermién en el mar de Fermi. El segundo término es la
energia debido a la condensacion, la cual es negativa, esto indica que el estado BCS es
energéticamente favorable comparado con el estado normal.

5.1.2 Gases de Fermi con interaccion fuerte.

En esta seccién se describird un gas de fermiones interactuante pero no confinado por una
trampa sino que se encuentra encerrado en una caja de volumen V. La idea principal es,
proponer una funcién de onda de pares de fermiones que describa el gas tanto en la region
BCS, como en la region BEC. Para esta descripcion se seguiré principalmente el trabajo
realizado por Leggett 78|, asi como las ideas planteadas por Eagles [77] y Blatt [148].
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112 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

Estas ideas se utilizaran en nuestro trabajo cuando consideramos que los atomos estan
confinados.

El sistema a estudiar consiste de N fermiones de espin 1/2, los cuales se encuentran
en un volumen V' e interactiian por medio de un potencial central U(r) el cual posee las
siguientes caracteristicas:

(1) A cortas distancias es repulsivo aunque no infinitamente repulsivo en el origen.
(2) A grandes distancias tienen una parte atractiva hasta un cierto rango finito ¢.
(3) La integral [U(r)d®r es finita y positiva.

(4) Existe la transformada de Fourier [ e*7U(r)d®r y decae lo suficientemente rapido
cuando |k| — 0.

(5) Los parametros del potencial U(r) son tales que sus valores estan proximos a aquellos
valores para los cuales se pueden ligar dos particulas.

La condicion (5) implica que la longitud de dispersion, «;, es grande comparada con el
alcance del potencial ¢;. Un ejemplo de como seria una forma para el potencial descrito
con las propiedades mencionadas (1-5), es aquel formado por una barrera para 0 < r < £;
y un pozo cuadrado para ¢; < r < {;. En el caso que no existan interacciones entre
particulas, y a temperatura cero T' = 0, la longitud caracteristica del sistema es el inverso
del momento de Fermi kr = (3g,m2N/V)?/3  donde g, = 2 es la degeneracion debida al
espin. Dado que a > f, todas las propiedades de la dispersion del sistema de particulas
para momentos tales que k < £y se expresan en términos de «; despreciando los detalles
generales del potencial. Por lo tanto, para kpfy < 1 todas las propiedades del sistema se
expresan en términos de un parametro adimensional el cual es

1

kFOé.

El hamiltoniano del sistema descrito anteriormente es:

N 2

p - o

H:Z%—i_ZU(TU)’ rij:\m—rj\. (550)
i=1 1<J

Para resolver este sistema, se utiliza el método variacional, en el cual se calcula la energia

del sistema a partir de la relacion

o Wl HlY)

(Yrlvr)

donde |¢1) es una funcion de onda de prueba la cual se construye a partir pares de
fermiones. Para poder plantear esta funcién, primero se considera un estado de dos
fermiones, el cual puede ser descrito por la funcion
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 113

SR8, 6), (5.51)

& T1+T

donde @(&;, &) denota la funcién de la coordenada relativa, Ce' 57 a correspondiente

b8y, 6) = Ce™

al centro de masa, K el vector de onda del centro de masa, £ = (73, 0;) la posicion 7 y el
espin o; de la particula ¢; una forma para la funcién de onda para la coordenada relativa
es:

1
V2

donde ¢(|™ — 73|) es una funcién de onda que sélo depende de la distancia entre las
particulas y esta funcién ¢, en principio se considera real y es el pardmetro variacional.
La parte antisimétrica de la funciéon de onda se encuentra en la parte de espin, pues se
cumple que P(&1, &) = —@(&2,&1). Siahora se consideran cuatro particulas, una propuesta
para poder escribir la funcién de onda que describa a los fermiones y que por lo tanto sea
antisimétrica es conocida como funcién de Schafroth o de Blatt [148]; en el caso de dos
pares la funcién de onda es:

P(&1,62) = —=([+)1=)2 — [|+)2) (|71 — 72)); (5.52)

D(£1,&,85,61) = 6(1,2)3(3,4) — 3(1,3)3(2,4) + 3(1,4)3(2, 3), (5.53)

&(1,7) = p(&,€;). La funcion de onda de la Ec. (5.53), es una funciéon de onda que describe
dos pares de particulas en el mismo estado del par, es completamente antisimétrica, por
lo tanto cumple el principio de exclusion de Pauli. La Ec. (5.53) se puede escribir de la
siguiente manera:

O(€1,6,6.80) = COn Y _(-1)73(1,2)5(3,4) (5.54)

P

Considerando la descripcion anterior para el caso de dos y cuatro particulas la funcion
de onda prueba para el sistema de N particulas es:

@ZJL(FlO'l Ce FNO'N) = A@(FlO'l, 7?20'2)@(7730'3, 7740'4) Ce @(FN—IUN—D FNO'N) (555)

la cual se puede escribir en términos de las coordenadas &; de la siguiente manera:

Yol ) = COn Y (-1 36, &)3(6, &) - B(En-1, En) (5.56)
P

La ecuacion anterior describe un estado completamente antisimétrico con N particulas.

La funcién de onda descrita por las Ecs. (5.55) y/o (5.56) tiene las siguientes caracteristicas:
se reduce a la formacion de moléculas diatémicas fuertemente ligadas en el limite que
1/kfa — oo y al caso de pares de Cooper mencionados en la teorfa BCS cuando 1/kroc —
—00; estos limites se mostraran al final de esta seccion. Para poder hacer una descripcion
cualitativa en la region intermedia que es conocida como el cruce BEC-BCS, se utilizara el
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114 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

procedimiento descrito en la seccién anterior sobre la teoria BCS, reemplazando la funcion
descrita en la Ec. (5.52) por la funciéon de onda BCS, pues se describen dos fermiones en
dos diferentes estados de espin con momentos opuestos. A continuacién se utilizaré la
siguiente notacion |+) =1y |=) =|, up = u_g, vp = v_y:

Upeos, = Ui (wvpa at))]0), (5.57)

donde |ug|* + |vg|*> =1, y vp/us, = cx. Los coeficientes ¢;, son los parametros variacionales
que corresponden a la transformada de Fourier de ¢(|r; — 75]):

o = / A(F, — 1) B — )= F =), (5.58)

Se utilizara nuevamente el método variacional, considerando que el estado BCS no tiene un
numero de particulas definido, mas bien no conserva el ntiimero de particulas. Se calcula:

WBCSL \ (ﬁ - MN) |¢BCSL>

E—
(Upes, [¥Bes,)

= (Ypes, |(H — pN)|[¥pes,); (Yes,|¥Bes,) =1

(5.59)
w es el potencial quimico y N = (¢¥pcs, | Dy a1 ko |V¥pos,) ¥ H es el hamiltoniano des-
crito en la Ec. (5.50) escrito en segunda cuantizacion, donde se considera que las particulas
tienen colisiones entre si:

. 1
H = Z €ry 50k o + 5 Z <k:’1k’2|U(r)|k1k2>a;/1maé@zak%a?akwl, (5.60)
k.o

k1,k2,k1 k2" 01,02

donde €, = h?k?/2m es la energfa de particula libre. En la segunda suma se toma en
cuenta que kj + kj = ki + ko. Al calcular el valor medio descrito por la Ec. (5.59) se
consideran todos los términos del hamiltoniano y los posibles valores que puede tomar k
y o obteniendo:

U0 1 1
E=2 Z(ek—u)vz—ﬂ% > = > U (k=K ynam+ > U(k—K)FpF, (5.61)
k k,k' kk' kK’

donde N =237, ny, ny, = (a) ,ax,) = vi es la densidad de particulas y Fy, = (a;,a,)) =
uvy son los valores esperados del par creado y es conocido como el valor de espectacion

del par, o como el pardmetro de orden, e indica si hay o no formacion de pares. El término
de la energia de la Ec. (5.61) esta constituido por tres contribuciones:

E = EH+EF+Epar;

con
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 115

U(o
k,k'
1
Er=—1 S Uk =K,y (5.63)
kk'
1
Epa'r =2 Z(Gk - ,LL)TLk + V Z U(k — k,)FkF]; (564)
k kk!

Los términos de Hartree (Ey) v de Fock (Er), dependen de la densidad y del ntimero de
particulas, no del parametro Fj; por lo tanto estos términos no contribuyen para el calculo
de pares. El término importante es I,,,. En el término de Hartree

U(0) _JUO)N? 1 B B
27 gnknk =2 = ;U057 = SUONS = SU(O)Nn, (5.65)

se observa que este depende linealmente de la densidad n, mientras que el término de Fock
es autoconsistente poner U(k — k') = U(0). Para ver esto se resuelve el problema usando
esa igualdad y notando que en el limite de |l§§| < kp, a7t < k < 4y, el término de Fock
decae como ny ~ k=% y ademas

1 ) 1 1 N2
Er = _V Z U(/{Z —k )nknk/ = _V Z U(O)nknk/ = —VU(O) annk/ = U<O>T
kk/ kK’ kk’
(5.66)

En el limite kply < 1, p/a < 1 los términos de Hartree y de Fock contribuyen con una
parte de 1/4N2U(0); esto indica que el cero del potencial quimico esta desplazado y no
afecta la funcién de onda, por lo tanto para fines practicos el término que se minimizara
para poder obtener la funciéon de onda adecuada, solamente es el correspondiente a la
energia del par. Asi que lo que se calcula es

OE,ur

=0; VE.
(%k
Al hacer estos calculos y utilizar que uj + v = 1 se obtiene la siguiente ecuacion:

1

(er — 1) Fi = oV

(v —up) Y Uk —K)Fy. (5.67)

Utilizando la ecuacion para la brecha de energia definida en la Ec. (5.38) la ecuacion
anterior es:

(ex — wugvr = (uj, — v) Ay, (5.68)
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116 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

A partir de la ecuacion anterior y de la relacion u? + v7 = 1 se obtienen las expresiones
para uy y Ug:

1 € + 1
Wl =1+ b ] 5.69
’ 2{ (e — p)? + A7 ( )
1 € —
w:=—|1— K } 5.70
2 2[ R (5.70)

Al sustituir en la ecuacion para la brecha de energia se tiene la siguiente expresion:

1 "
AL = —— U(lk — K1) . (5.71)
37 2 N e
Se define
By = /(e — )2 + | A%, (5.72)

empleando la ecuacion anterior se obtiene la siguiente expresion para el namero de particu-
las N

N = Z(l—e’“_ ) (5.73)

A partir de la Ec. (5.71) se puede notar lo siguiente: Para T'= 0 p ~ €x; por lo que la
energia proviene de las particulas que se encuentran en la superficie. Cuando k < kg las
particulas sienten el bloqueo de Pauli. En k = kr hay excitaciones, debido a los pares de
particulas que estédn en la superficie de Fermi. Hay una brecha A tal que si T, < A los
pares son estables. El rango en el cual varia el potencial Uy es del orden de ~ 60_1. Dado
que || y Ay son del orden de €(kr), o de la energia evaluada en el inverso de la longitud
de dispersion ¢(a™!) en el limite k > kp, Ei, = €;; vy la ecuacion para la brecha de energia,
Ec. (5.71) en el limite de bajas energias no depende de k y es simplemente A:

1
__—ZkQ\/ (e — %) + A2 574

Las ecuaciones que se tienen que resolver son Ecs. (5.73) y (5.74); para lo cual se
considera el limite termodinamico, sustituyendo las sumas por integrales y considerando
el limite donde k£ — oo tiene una divergencia, la cual se remueve mediante un proceso de
renormalizacion. Ademés se considera la forma explicita del potencial de interaccion y se
utiliza un potencial tipico que describe el proceso de colision de dos particulas

Amh?
m

U(0) =

Q.

Tomando en cuenta esas consideraciones se obtiene:
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 117

1/ 1 1 m
Yol a) - o

€k

Definiendo las siguientes cantidades adimensionales

€ f

E=—, o=, A= (5.76)

o 1 1
T / dggl/z{ - 7}, (5.77)
kFa 0 (~ . x €

4 [ : i
g:/ d€€1/2{1— - ] (5.78)
0 (€~ 2 + &2

Las ecuaciones (5.77) y (5.78) determinan las variables fi como funciéon de ¢ = 1/kra;
ademés « puede ser tanto positiva como negativa. Cuando ¢ — —oo, se describe la region
BCS de pares de fermiones correlacionados. Para que se cumpla este limite se necesita
que A = 0; en este caso la Ec. (5.78) se reduce a:

_ 0
e b = A Ly = R
—= [ de'?|1 - —— —i—/ dee'/? — | =2 (5.79)
3 0 (€ — f1)? i (€ —R)? 3

por lo tanto ft = 1, y consecuentemente p ~ ex. Mientras que la ecuacion de la brecha es:

Sep
A = =L, (5.80)

(&

La ecuacion anterior es la misma que se encontr6 en el limite de acoplamiento débil
para la teoria BCS, Ec. (5.48), lo que indica que en el gas de fermiones hay una brecha en
la energia de interacciéon. Para saber como es el estado nj del sistema se consideran tres
casos:

(i) Siep < ep = mn,~1
(4ii) Siep— % <e€p < e€ep+ % se puede hacer una aproximacién en serie de Taylor

obteniendo los siguientes valores:
A2

~ Ahw ~

® Cuando €r X Ep — =5, nk_l_—(hfw)2
~ Ahw ~ A2

® Cuando €, >~ ep + 5 s Nk~ Gao?

117



118 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

Para encontrar la expresion de la brecha de energia se consideran todos los valores de
k que se encuentran en la banda de valores entre (e, — A—;“’,ek + A—g"") y se utiliza que

U(0) = % obteniendo asf:

A = Awe Tl | (5.81)

Comparando la ecuacion anterior con la Ec. (5.48) se llega a

hAw 2\

La ecuaciéon anterior indica que la temperatura de transicion es la brecha de energia,
y ésta da lugar al espectro de excitacion. Este limite corresponde al estado BCS, donde
se describe una coleccién de atomos fermiénicos los cuales tienen momento del centro de
masa K = 0, y estan correlacionados.

Mientras que el limite ¢ — 400, corresponde a estados moleculares fuertemente ligados,
que corresponde al régimen BEC. En la Ec. (5.77) para que se cumpla este limite los
parametros deben cumplir que

A=0 y <0,

utilizando estas condiciones y definiendo y = €/|f| se tiene

—Tr
1 o0 1 1 1
Al / dpt{ =) = =re = —lilt = (5.83)
h2
= T omal’ (5.84)

que es la mitad de la energia de ligadura de un estado ligado de dos particulas dada una
longitud de dispersion «. La ecuaciéon de la brecha es:

1
exFi + o > Uk —K)Fy ~ pFy, (5.85)
k./

la cual representa una ecuacion de Schrodinger, que se observa al sustituir F, = Cy y
utilizar la transformada inversa de Fourier:

L) + SUIAr) = (). (5:36)

Como i < 0 nos queda la siguiente ecuacion de Schrodinger para la coordenada relativa

n? 2 . B G
_Q(m/2)v 7,/)(7“) + U("“)d’(?") = EBlZJ(T), EBw(T) = —2|#| — s < 0. (587)
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5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 119

Como €p es la energia de ligadura de una molécula, en este limite se tienen moléculas
diatomicas.

En esta seccion se describié un sistema de N fermiones interactuando, los cuales no
estan confinados y a partir de considerar una funciéon de onda de pares se describe el sistema
tanto en el limite BCS como en el BEC. A continuacién se haré una breve descripcion de
las caracteristicas del condensado molecular.

Condensado molecular.

Desde la primera realizacion del condensado de Bose Einstein en 1995 [1], se han realizado
una variedad de experimentos que se enfocan en las caracteristicas del condensado, desde
la coherencia de laseres atomicos hasta el comportamiento como superfluido. Por ejemplo,
en el experimento de la referencia [150], donde se utiliz6 rubidio, se detectaron oscilaciones
coherentes entre pares de atomos y de moléculas formadas a partir de un BEC atémico, lo
cual muestra que dichas moléculas tienen propiedades de coherencia las cuales se esperan
en el caso del condensado molecular.

Experimentalmente, hay varias formas de crear un condensado molecular, una de las
primeras técnicas se bas6 en aquellas utilizadas para producir un BEC atémico, donde
se pre-enfrian las moléculas, para posteriormente colocarlas en una trampa magnética y
enfriar nuevamente el gas, hasta que la temperatura de éste sea menor que la temperatura
critica de la transicion de fase al condensado de Bose-Einstein. El inconveniente de esta
técnica radica en que las técnicas de enfriamiento laser que se desarrollaron para enfriar
atomos no enfrian lo suficiente a las moléculas, por lo que para estas ultimas se han
desarrollado técnicas criogénicas. Otra opcion es emplear las resonancias de Feshbach, y
mediante un campo magnético externo entonar la energia de los dos atomos de tal suerte
que formen un estado molecular, teniendo asi una fraccién de atomos que se convirtieron
en moléculas [12-14,21].

El condensado molecular surge en la region donde kra — 07 que corresponde a la des-
cripcion de un gas molecular que interactiia débilmente, es decir, se refiere al condensado
de Bose-Einstein de moléculas diatémicas, conocidas como dimeros. Si el radio de dimero
es del orden de la longitud de dispersion y mucho méas pequeno que la separaciéon entre
moléculas (1/kp), estos dimeros pueden condensarse, siendo la energia de ligadura

h2

ma?’

€op =

Para describir el estado cuando todas las moléculas se encuentran en un condensado de
Bose-Einstein se utiliza la ecuacion de Gross-Pitaevskii. Cada molécula siente el potential
de campo medio debido a todas las demas moléculas en el condensado:

Vi (r,t) = /dr'v(r —rn.(r')t) (5.88)
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120 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

n.(7,t) es la densidad local del condensado.

El condensado de moléculas se describe por medio de la funcion ®(r,t), la cual satisface
la siguiente ecuacion:
0P h*V?

T
! ot 2m

+ Vi + Vi (r,t)| P, (5.89)

donde Vj, es el potencial de confinamiento y Vy el potencial de interacciéon entre las
moléculas, que en el caso de que la interaccion sea en el canal de onda-s tienen la siguiente
forma:

Arh?
Vi (r 1) = ”Mo‘d

donde M = 2m y ay = 0.6 [42], es la longitud de dispersion para las moléculas, la cual
se escala con la longitud de dispersion de los 4tomos. Cabe mencionar que la longitud de
dispersion del dimero oy, surge debido a los efectos de la interaccion entre las moléculas,
pues los dimeros pueden presentar colisiones entre si. Esa longitud a4 aparece cuando los
dimeros estan débilmente ligados, es decir, cuando a4 es mayor que el alcance del potencial
de interaccion.

ne(r,t) (5.90)

5.1.3 Otros métodos para la descripciéon de los gases atémicos
ultrafrios.

Existen varios métodos para poder resolver un problema de muchos cuerpos, entre los
cuales se encuentran: la aproximacién de Thomas-Fermi, teoria de las funcionales de
la densidad, método de Hartree-Fock, funciones de Green tanto en espacio real como
complejo, teoria de perturbaciones de muchos cuerpos y métodos variacionales utilizando
simulaciones Monte-Carlo, por mencionar algunos. Nosotros utilizaremos este tltimo para
resolver el sistema de un gas de fermiones confinado e interactuante, pero cabe mencionar
que mucha gente resuelve el sistema utilizando cualquiera de los métodos mencionados
anteriormente, pero ademés asumen la aproximacion de la densidad local (LDA) [151], la
cual se describird a continuacion.

La aproximacion de la densidad local consiste en que el sistema a estudiar tiene, en
una region pequena del espacio alrededor del punto 7, las mismas propiedades que un
gas homogéneo con densidad local uniforme n(r) y temperatura 7' [53,58,152|. En el
contexto del problema de interés, a primera aproximacion no se consideran los efectos de
atrapamiento, de tal forma que la densidad de energia se puede expresar como &£(n) =
nE(n)/N, donde E(n)/N es la energia por atomo del gas homogéneo [46], y el potencial
quimico p se considera como

prpa(r) = p = Voa(T), (5.91)

120



5.1. Gas de Fermi de dos componentes en onda-s. 121

donde pi1,p 4 es el potencial quimico local determinado por la ecuacion de estado del sistema
homogéneo, i es el potencial quimico del gas atrapado, V,,(7) = mw?r?/2 es el potencial
armonico, 7 es la posicion de los dtomos dentro de la trampa, m su masa y w la frecuencia
caracteristica de la trampa. La ecuacion anterior expresa el hecho que el potencial quimico
es uniforme en un gas en equilibrio térmico.

En esta aproximacion la densidad de energia £(n), se expresa en términos de la energia
por particula para el sistema homogéneo F(n)/N, por lo que para obtener la energia del
gas atrapado FE se utiliza la siguiente forma integral:

E=i/dﬂaMﬁ)+vaﬁ%wﬁL (5.92)

la cual consiste de la suma de la energia interna conocida también como energia liberada
(release energy)

aﬁz/wﬁmmx

y de la energia de la trampa armonica

Eou = / Vi (7)),

En el caso en el cual el sistema de estudio sea una mezcla balanceada de fermiones, en la
ecuaciones anteriores se debe considerar que N = Ny = N; por lo que la densidad total
del gas o perfil de densidad es n(7") = nqy(7) +n,(7), y cuyo valor en equilibrio se determina
mediante la relaciéon variacional

I(E — uN)
n(7)

que da lugar a la ecuacion (5.91), la cual escrita explicitamente en términos de n(7) es:

=0,

prpa(n(r)) = p — Vou(7), (5.93)

donde purpa(n(r)) = 0&/0n, y p se fija por medio de la condicién de normalizacion
[ din(7) = N. La Ec. (5.93) proporciona ademds una ecuacion implicita para n(r) [46].

La aproximacion de la densidad local es valida cuando p > hw. En los gases de Bose
esta condicion se garantiza debido a la interaccion repulsiva entre los atomos, mientras
que en el caso de un gas de Fermi, incluso en el caso no interactuante, la Ec. (5.93) se
cumple si se considera que el potencial quimico local tiene la forma

2/3h_2n2/3.

prpa(n) = (37T2) om

Por tltimo, cabe mencionar que las interacciones modifican la forma y tamano del perfil
de densidad n(7), y los efectos de estas se toman en cuenta por medio de la Ec. (5.93) una
vez que se conoce el potencial quimico local.
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122 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

5.2 Modelo de sistema de un gas de Fermi de dos com-
ponentes.

El sistema que se analizara en la presente tesis, esta constituido por 2N fermiones de masa
m, que se encuentran en dos diferentes estados hiperfinos igualmente poblados, los cuales
se distinguiran por medio de los subindices Ty |, N = Ny = N,. Este gas de fermiones
esta confinado por medio de una trampa armoénica isotropica tridimensional de frecuencia
w. Los atomos interactiian mediante colisiones entre particulas en diferentes estados de
espin, la dispersion es en el canal de onda-s. El potencial de interaccion es un potencial
de corto alcance atractivo

V= _‘/06727“”‘/17’

donde r;; = |r; — 7| denota la distancia entre la particula i y la j; el alcance de la
interaccion es r, = b/2; este potencial es el mismo que se utilizo en la descripcion del
sistema de dos cuerpos, la forma de este potencial se muestra en la Figura 4.2. El hecho
que Vp > 0, implica que este potencial no es repulsivo en el origen.

Consideramos que el gas de Fermi se encuentra a temperatura cero y que el proceso de
colision de los dos cuerpos se aproxima por la descripcion de un solo canal. El hamiltoniano
para este sistema de muchos cuerpos es:

V(i — 7
5 5 (175 — 7jel)

.
=

]:

Noop24p 1 N
H = Z[u—k mw(m+rﬂ)]+z
ij=1

N N
pn +p; i1 o
- D[R )] e e
j=1 ij=1
En el hamiltoniano anterior se considero la energia cinética de cada particula, asi como el

potencial de confinamiento que se aproxima por un potencial armoénico y el potencial de
interaccion para cada par de particulas.

Para poder encontrar las eigenenergias y las eigenfunciones del hamiltoniano descrito
en la ecuaciéon anterior se consideraran solo configuraciones de los &tomos que formen capas
cerradas dentro de la trampa. Los niveles de energia en la trampa se llenan considerando
todas las posibles configuraciones de los ntimeros cuanticos n;, ¢ = x,y, z, al maximo nivel
de ocupacion se le conoce como capa cerrada Mz, Mz < n, +n, + n,. El estado base
del sistema se construye considerando todos los estados de una sola particula con energias
que aumentan desde Eyj = 3hw/2 hasta la energia de Fermi Ep = (Mp + 3/2)hw. El
radio de Fermi Rp y el nimero de onda kr son definidos a través de la energia de Fermi
como R% = 2Ep/mw? y Er = (hkp)?/2m, respectivamente. Para un gran ntimero N de
particulas, la energia de Fermi es Er ~ (6N)Y3hw.
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5.3. Método Monte-Carlo variacional. 123

Para poder obtener el valor del nimero de particulas N correspondiente a una capa
dada se hace la siguiente suma [50]:

Z 1:(M]—“F1>3+3(M]:+1>2+2(M]?+1>. (5.95)

6
N,y Nz
En la Tabla 5.1, se muestra el nimero de particulas para ciertos valores de la capa ce-
rrada Mz, asi como también se muestra la correspondiente energia del gas de Fermi ideal
atrapado Fpg, la cual se calcula utilizando la siguiente ecuacion [50]:

Errg 3
= [MF + 2}7%. (5.96)
Mr 0] 1 1213 415 6] 723

N 1 4 |10 20 | 35| 56 | 84| 120 | 165
Erpg | 151225 3 | 37545525 ] 6 | 6.75| 7.5

Tabla 5.1: Valores del namero de particulas N para algunas capas Mz

5.3 Método Monte-Carlo variacional.

El método variacional se utiliza frecuentemente para encontrar la energia y eigenfunciones
del estado base del sistema a estudiar para una forma dada del potencial de interaccion;
y genera una cota superior al valor de la energia del estado base de ese sistema [153].
Se propone una funciéon de onda prueba ¥, que depende de un conjunto de parametros
variacionales \;, el valor de expectacion de la energia es, en este caso

BN =" oy

El valor 6ptimo del pardmetro variacional se obtiene al minimizar el valor de expectacion
de la energia con respecto a los pardmetros variacionales, es decir, se calcula

(5.97)

OE(N\:)
O\

En el caso de un sistema de 2N-atomos, para poder calcular el valor esperado de la
energia se necesita evaluar 6N integrales. Cabe mencionar que debido a la cantidad de
integrales a resolver se utilizan métodos numéricos como el método cuéntico Monte Carlo,
el cual incluye correlaciones entre las particulas y es un método que evalia de forma
eficiente las integrales de muchas dimensiones.

=0, (5.98)
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124 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

La principal idea del método Monte Carlo [154] es evaluar la integral en una muestra
representativa y pequena del sistema, donde la secuencia de las configuraciones estan
distribuidas respecto a |¥,|*/(¥,|¥,) sin tener que evaluar la integral en cada uno de
los puntos que se estan integrando. Aunque el método Monte Carlo es una herramienta
sumamente 1til y eficaz para evaluar integrales multidimensionales, para poder explicar la
idea basica del método se utilizara un modelo en una dimensiéon. La integral que se quiere
evaluar es

[:/0 f(z)dz, (5.99)

donde f denota cualquier funcién. Hay varias formas para calcular la integral, sin embargo
una forma diferente es pensar que I es el promedio de la funcién f en el intervalo [0, 1],
por lo que esta integral es

1 N
I~ ; f(s). (5.100)

En la ecuacion anterior el promedio de f se evaltia considerando su valor en N puntos
x;, con z; la variable independiente, que son escogidos al azar y con igual probabilidad
dentro del intervalo [0, 1]. También se calcula la incertidumbre asociada a esta integral o
formula de cuadratura®. Se considera f; = f(x;) como una variable aleatoria y se utiliza
el teorema del limite central para N grandes, obteniendo:

, 1, 11N, (1R
i=1 i=1

donde o es la varianza en f, es decir, es una medida de cuanto f se desvia de su promedio
dentro de la region de integracion.

La ecuacion (5.101) muestra dos aspectos importante del método Monte Carlo:

i) La incertidumbre al calcular la integral, o; decrece como N~Y/2 por lo que al utilizar
un mayor nimero de puntos se obtendra un resultado mejor.

ii) La precision es mayor si oy es mas pequefia.

Hasta el momento se ha hecho una descripcion en general de los métodos Monte Carlo,
sin embargo dentro de éstos cabe destacar tres:

» Método variacional Monte Carlo (VMC): Es utilizado para optimizar el valor de
espectacion de las observables mediante una funcién de prueba.

» Método de difusion Monte Carlo (DMC): Se basa en la semejanza que hay entre las
ecuaciones de difusiéon y la ecuacion de Schrodinger, cuando esta tltima esta escrita

5En inglés, quadrature

124



5.3. Método Monte-Carlo variacional. 125

en tiempo imaginario. Las propiedades del sistema cuantico de muchos cuerpos son
estudiados debido al parecido que tiene con los procesos de difusion clasicos de las
particulas del sistema.

» Método Monte Carlo de integrales de trayectoria (PIMC): Se basa en la idea de
mapear la mecanica cuantica en la mecéanica clasica propuesta por Dirac.

Los métodos VMC y DMC, son desarrollados principalmente para estudiar las pro-
piedades del estado base a temperatura cero, mientras que el PIMC es apropiado para
estudiar propiedades a temperatura finita.

Uno de los algortitmos utilizados para el método variacional Monte Carlo es el Algo-
ritmo Metrépolis desarrollado por N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth
y A. H. Teller en la referencia [155]; dicho algoritmo provee un método para producir
variables aleatorias dada una distribucion de probabilidad. En el algoritmo de Metropolis
se generan un conjunto de configuraciones {ﬁ,} en el espacio de posiciones. El valor de
expectacion de la energia Ep se calcula mediante la siguiente ecuacion:

1 <& 5
~ N Z EL(R,), (5.102)

se hace un promedio sobre las energias obtenidas en cada configuracion. El resultado es
exacto en el limite donde N, — oo; donde N, es el numero de configuraciones y E(R;)
es la energia local.

El espacio de configuraciones es explorado utilizando la muestra elegida mediante un
criterio de importancia que describimos a continuacién. Se escoge un punto inicial ﬁ
y se calcula \IJ(]%), posterlormente se genera una nueva configuracion R’ sumando un
vector aleatorio D a R R = R+ D. Para que esta nueva configuracion sea aceptada
se debe cumplir que \\IJ(R’)\Q > |W(R)[%, si no cumple esta condicion, se compara la
razon |U(R)|2/|¥(R)|? con un mimero aleatorio entre [0,1]; si la razon es mas grande
que el numero aleatorio, la configuracion se acepta, si no se rechaza. De esta manera se
proporcionan suficientes puntos a la muestra, y el promedio de la energia local converge
con una desviacion estandar que disminuye como o2 ~ W Donde N,,. es el nimero de
mediciones no correlacionadas.

La confiabilidad del método VMC depende crucialmente de la eleccion de la funcion
de onda de prueba, que debe cumplir las siguientes condiciones:

x Considerar la propiedad de simetria asociada al tipo de particulas del sistema, es de-
cir, debe ser antisimétrica para el caso de los fermiones y simétrica para los bosones.

x Debe de satisfacer las condiciones generales esperadas para la funciéon de onda exacta,
como lo son las condiciones de frontera.
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126 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

— —

* La funcion de onda ¥(R) y VU(R) deben ser continuas cuando el potencial es finito.

* Deben existir las siguientes integrales [ V*WUdR, [WU*HWUdR y [ W*H?*WdR.

Una ventaja del método VMC, es que en este método se pueden incluir las correlaciones
entre las diferentes particulas del sistema. Para incluir las correlaciones se utilizan las
funciones de Jastrow, cuya forma depende del problema en cuestion. En las siguientes
secciones se describiran las funciones de onda prueba que se utilizan dependiendo de la
region a estudiar, es decir si se considera la region BCS, BEC o el cruce.

5.3.1 Funciones de onda prueba tipo Jastrow-Slater.

Como se mencionoé en la primera seccidon de este capitulo los &tomos de Fermi pueden estar
en un estado formado por pares de Cooper o como estados moleculares, dependiendo de
la interaccion caracterizada por la longitud de dispersion. En esta seccion se analizara las
funciones que se utilizaran para describir la region BCS, en la cual hay correlaciones de
largo alcance entre pares de particulas.

Consideremos el caso en el que dado un alcance del potencial r, = b/2, la amplitud del
potencial de interacciéon es pequena de tal forma que en el caso de un gas homogéneo no
estan permitidos los estados ligados. En este caso, el sistema se puede describir de forma
aproximada por el gas ideal de Fermi, por lo que una propuesta para la funciéon de onda
en este regimen es una funcion de Jastrow-Slater /7, de la forma

VP, = e - (5.103)

Ay y w' son los parametros variacionales, ®;rg es la funcion de onda del gas ideal de
Fermi, la cual esta formada por el producto de determinantes de Slater que describen el
sistema de fermiones atrapados por medio de una trampa armoénica y que no interactiian
entre si, escalados con una frecuencia, w’, en general diferente a la frecuencia natural de
la trampa, w. Se escribe un determinante de Slater por cada estado hiperfino, siendo la
expresion explicita de la funcion &% .

sve = [ %L;’i(\/@ﬂi)m 1T 925%1(\/? Fﬁ). (5.104)
i=1,N

i=1,N

La funcion FY de la Ec. (5.103), es la funcién de Jastrow que incluye explicitamente
los efectos del potencial de interaccion. Al construir la funcién de onda de esta manera, se
asegura que ésta es totalmente antisimétrica ante el intercambio de particulas idénticas.

Los determinantes de Slater de la Ec. (5.104), estan formados por eigenestados de una
sola particula en la posicién 7, ¢°(7), que son solucién de la ecuacién de Schrodinger
no interactuante confinada en una trampa armonica, cuyos nimeros cuanticos son 7. La
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5.3. Método Monte-Carlo variacional. 127

energia de cada estado de una sola particula esta caracterizado por tres nimeros cuanticos
enteros 1= (ny, ny, n,):

3
En:hw<§+nw+ny+nz> , (i =0,1,2,...). (5.105)

Como n = n, + n, + n,, la degeneracion de cada nivel de energia es (n+ 1)(n +2)/2. La
funcion de onda ¢°(7) tiene la forma:

]_ 3/4 Hn T 0 2 2
@ =1==] 1] Hoel&/rno) oo, (5.106)
yTE ThoT i \/QTHS'

donde H,,(§/an,) son las funciones de Hermite de orden ng y 74, = /i/mw es la unidad
natural de longitud del oscilador armoénico.

En la literatura sobre gases de Fermi interactuantes, la funciéon de onda de Jastrow
usualmente se escribe como un producto, Hl ; fij, de funciones f que dependen de los
grados de libertad de las particulas interactuantes i, j. Por ejemplo, en las referencias
[51,67-69|, f es una funcion que depende de la distancia entre las particulas 7y que es
solucién del problema de dos particulas interactuantes, en el espacio libre. El potencial de
interaccion influye en las particulas hasta una cierta distancia d conocida como distancia
de saneamiento o de curacién® después de la cual la funcién f es una constante. En dichos
trabajos, el parametro d se escoge de tal forma que minimiza la energia.

La forma en que nosotros trabajamos es diferente, pues consideraremos funciones de
onda de muchos cuerpos las cuales tienen la caracteristica que son funciones Fy continuas
con derivadas continuas. El valor 6ptimo del parametro variacional \; de la funcion de
onda prueba del sistema de muchos cuerpos, Ec. (5.103), establecera una distancia efectiva
d. En el caso del sistema de estudio descrito en esta tesis se utilizaron dos opciones para
la funcién de Jastrow, las cuales son:

() Y, =T1; fi = expl=An 3, 5, V(7 — 7)), donde,
fi = exp(=AnVoe >0i/?) (5.107)
(H) Fj\]JQ = H'LJ fl]? donde
fij = JO(ZOG_Ti’j/An)(l + C€_2ri’j/>\J2)P(Ti,j/)\J2)/Ti’j. (5108)

La primer opcion de la funcion de onda variacional, Ec. (5.107), tiene la ventaja de
volverse exacta cuando no hay interacciones entre estados hiperfinos (Aj; = 0), es decir,
en el limite del gas de Fermi ideal atrapado, donde las tinicas correlaciones que existen son
aquellas impuestas por el principio de exclusiéon de Pauli. Esta funciéon de onda esta basada

SEn inglés, healing distance.

127



128 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

en los calculos que se han realizado en el estudio de la materia nuclear [156-158|, donde
una eleccion adecuada del potencial de interaccion permite explorar de forma dinamica
la interaccién de la materia del régimen nuclear a quark. Ademés, esta forma de la
funcién de onda permite en la simulacion Monte Carlo, estimar el valor esperado de la
energfa calculando solo funciones de onda que dependen de las coordenadas espaciales, sin
necesidad de calcular las derivadas espaciales de las funciones de onda [159].

La segunda opcién esté inspirada en la estructura general de las funciones de onda
de dos particulas confinadas por una trampa armoénica y que interactuan por medio del
potencial exponencial de corto alcance, que corresponde a la Ec. (4.28), la cual se describio
en la seccion 4.3.2. Esta funciéon de onda tiene la virtud que nos permite explorar alcances
del potencial méas cortos que aquellos permitidos por la Ec. (5.107). Ademés reproduce
el hecho que incluso la menor interacciéon conduce a correlaciones de dos cuerpos de largo
alcance, las cuales estan de forma implicita en el polinomio P(r; ;/b). Las desviaciones de
Ao respecto al alcance se deben considerar como efectos de muchos cuerpos.

La estructura de la funcién de onda variacional para la region BCS, permite simplificar
el valor esperado del operador de la energia cinética a través de una integraciéon por
partes [156,157] de tal forma que se tiene:

<\IJAJ‘H1“IJ)\J> EIFG + QZ Z le)\J|V (log fz]) (log flj )‘\II)\J> (5109)

<\Ij>\J|\Ij>\J> i=1 jji— 1 <\I,>\J|\II)\J> ’
donde: N
2 2
Dy t D 1
ij=1

y Errq es la energia de los 2N fermiones atrapados pero no interactuantes definida en
la Ec. (5.96). El segundo término de la Ec. (5.109) refleja el incremento de la energia
cinética del sistema con respecto a la energia calculada para el gas de Fermi ideal debido
a la interaccion entre particulas.

Cuando se utiliza la Ec. (5.107) como opcioén para la funcion de Jastrow, al hacer
los célculos del valor esperado del hamiltoniano definido en la Ec. (5.94), es conveniente
definir dos factores W, ,, v V,,, de la siguiente forma:

N

B2 , .
Z Z o \I’)\J1|vi<10gfz‘j> ) vi(logfij')|\lj/\J1>
i=1 j,5/=1

N o 5
- om Z Vsl Z ViVi(ri;) - VZ»V(TW‘/)W,\H)

i=1 G'=1

)‘31W>\11 \IIAJ1|\II>\J1>’ (5'111>
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Z<\P/\Jl |V<Ti,j) |\Il>\J1> =V <\II)\J1 ‘\I}An >? (5112>
ij

por lo que el valor esperado de la energia total es:
E(\ ) = Erpg + 223 Wy, + V.- (5.113)

Las funciones que deben evaluarse son entonces (Wy,, v V,,), las cuales son locales;
y los valores esperados de estas funciones se calculan utilizando el método Monte-Carlo.
Al utilizar la funcion de onda descrita por la Ec. 5.108 se obtiene también la Ec. 5.113.

La funcion de onda descrita por la Ec. (5.103), ya sea utilizando como funcion de
Jastrow la dada por la Ec. (5.107) o la Ec. (5.108), describe adecuadamente el regimen
BCS, cuando o — 0_; conforme la longitud de dispersion se acerca a la region del cruce
a — 00, se espera que esa funcién no describa apropiadamente la interaccion, pues los
efectos debido a los pares son fundamentales en la regién de interaccion fuerte, por lo
que los ntimeros cuanticos de los determinantes de Slater, ®;rg, no representan de forma
adecuada la situacion fisica del sistema en esa region.

Para el anéalisis de la region BCS débilmente interactuante, donde 1/kpa — —o0 otra
propuesta para la funciéon de onda que describe esta region y con la cual se calcularan
las energias para diferentes alcances del potencial, es aquélla donde el parametro \; =
0, teniendo asi s6lo como parametro variacional la frecuencia w’. La funciéon de onda
propuesta en este caso es

Oire = Ar ] %‘;(\/»m)/u H o ( mwaTi). (5.114)
i=1,N

Para obtener el valor de la energia se calcula (%o |H|®%4), donde H es el hamiltoniano
de la Ec. (5.94). Escribiendo de forma explicita este valor medio:

i+ 1
(BFpa|H|®Fee) = IFG|Z [%—l—zmw (ri 477 ):||q)IFG>
,j=1

OFre Z Voe /Y B g) (5.115)

3,j=1

Si en primera instancia se consideran solo los términos correspondientes a una particula,

la funcion de onda seria
= of |mw of MW
IFG = %(\/ o 7’¢> fﬁ( 7 TT)- (5.116)
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=~ ~ > ~ . . , L .
Se calcula (PYp| H|PYp), donde H es el hamiltoniano de una particula; este término se
puede escribir como:

2 2
Pt 1
(DYpc| H|®pe) = (Prq —T2mj +§mw2 (TZ‘ZT‘H“ )}|(I)IFG>

(@ 1FG|‘/()€_2rlj/b|(I) a)
= <(I)IFG|H1|(I)IFG> <IFG‘H2‘(I)IFG> (5-117)

En la ecuacion anterior, el valor medio de H se escribe en términos de dos valores medios
dados por los hamiltonianos H 1y I:l}. H 1 corresponde al valor medio del hamiltoniano del
oscilador armonico utilizando una funcién de onda escalada, mientras que Hs corresponde
al hamiltoniano que solo contiene el término del potencial de interacciéon. El valor medio
por particula para H; es:

w w!

2N 2

don(je € = 3/2hw ¥ €rampa = 0.75M zhw. Mientras que para poder obtener el valor medio
de Hs es necesario calcular:

<<i)UIJ1,?G|ﬁ2 |i)LIdI/~“G> = @%d%e_r/rv |(i)(}J},7G> .

Observamos que el alcance del potencial r, también se escala por un factor proporcional

. . / . .
a la frecuencia ', si denotamos § = ™% al argumento de las funciones del determinante

de Slater, entonces el alcance del potencial escalado escrito de forma adimensional es:

(Ol |PFr6) _ Ctrampa + (W’ ). (5.118)

N mw W
Ty =Ty )

h w

siendo asi que el potencial de interacciéon es
_£
Voe .

El valor medio del potencial de interaccion escalado, sin considerar la amplitud del poten-
cial Vj, es decir, <<B?FG]6%5\CT>°}FG>, se calcula por medio de simulacion Monte Carlo, para
diferentes valores del alcance del potencial r,. Una vez obtenidos estos valores se ajusta
un polinomio de cuarto orden cuyo argumento es el alcance del potencial:

(@ IFG|6_E |<I>IFG> Cyry + Cor? + Card + Cyr? (5.119)

En la Figura 5.4 se muestra los valores obtenidos para (@‘}’Fc\e*%]&)%@ como funcion
del alcance del potencial. Para estos datos se utilizaron los siguientes valores r, =0.25,
0.2, 0.15, 0.1, 0.05, 0.0375, 0.025, 0.015. En este caso los valores de los coeficientes son:
C7 =-0.00723, C5 =0.15371, C3 =-9.2769 y Cy =4.82904. Esta aproximacion es buena
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Figura 5.4: Valor medio del potencial de interaccion (®%,,|e /™ |®%,) como funcion del alcance del
potencial. Los puntos corresponden a los datos calculados, la linea sélida es el ajuste con
un polinomio de cuarto orden.

pues si se incluyen los coeficientes Cs v Cg estos son muy pequenos del orden de ~ 1074
y 107° respectivamente.

Para poder obtener la expresion completa del valor medio de H, basta conocer la
amplitud del potencial Vj, para lo cual se tienen dos opciones:

(i) En el capitulo cuatro, la amplitud de la interaccion se definié como Vy = —(z1/a)?,
donde 2z; es el primer cero de la funcion Bessel Jy, y a es un parametro el cual puede
tomar cualquier valor. Al dar un valor de a, se calcula Vj, lo cual determina a su
vez la longitud de dispersion a.

(ii) La amplitud del potencial de interaccion es funcion de la longitud de dispersion,
Vo = Vo(a), por lo que se puede obtener una expresion de la amplitud del potencial
para cualquier valor de la longitud de dispersion, la cual es

Vo = (3ﬁ>2. (5.120)

Py
TV P3 + <2|a‘>

Tv
Los detalles de como se obtiene esta expresién se muestran en el Apéndice C.

Una vez conocido Vg, junto con el valor medio de la Ec. (5.1~19), se calcula el valor del
hamiltoniano H,. Al obtener los valores del valor medio de H; y Hs se evalua el valor
medio de la energia para la region BCS débilmente interactuante.
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132 Gases de Fermi interactuantes y atrapados.

Las funciones de onda descritas en esta seccién, son una buena eleccién para poder
determinar el valor de la energia en el lado BCS para valores donde 1/krpa > 0.5. En la
siguiente seccion se describen las funciones e onda con las cuales se determinara el valor
de la energia para la region BCS donde 1/kpa < 0.5 y la region BEC.

5.3.2 Funciones de onda prueba tipo Eagles-Leggett.

En la seccion 2.2 se menciono la teoria desarrollada por Leggett [78] que considera las ideas
de Eagles [77], sobre la construccion de una funcion de onda de muchos cuerpos formada
por pares de particulas:

Wip, = AlB(14,1)6(21,2))...0(Ny, Ny, (5.121)

donde A es el operador de antisimetrizacion el cual garantiza el comportamiento adecuado
de la funcién de onda ante el intercambio de particulas. Esta funcién de onda se puede
aplicar no so6lo en el limite gases de Fermi interactuando débilmente; sino también en el
régimen de interaccion fuerte, pues una funciéon de tipo BCS puede eventualmente describir
el estado base de los fermiones desde la region de pares de Cooper hasta la region BEC
de estados moleculares.

Para la region del cruce y la region BEC, proponemos una funciéon de onda prueba,
®(iy,7,) = ¢(73, 75, ), formada por pares de particulas, la cual depende de un solo pardmetro
variacional Agy, dicha funcién de onda es:

B(Fir, T51) = p(ry g)e PEFATTIA, (5.122)

©(r) es la solucion del problema de dos cuerpos para la coordenada relativa cuando v > 0,
Ec. 4.27 de la seccion 4.2:

v((by/Vom/h)e™"/%) exp(—mwr?, /h) g(r;) L
p(rij) = e ; rig = |7 =75,
]

El parametro variacional \g; modula el tamano 6éptimo de la nube. Al utilizar la funcién
de onda, Ec. (5.121), con la base dada por la Ec. (5.122) se garantiza que la dinamica
del método Monte-Carlo estard guiada por los efectos tanto de los pares de particulas
de la coordenada relativa 75 ; = 74 — 7, como por las coordenadas del centro de masa

Rij = (T +734)/2 -

Cabe mencionar que a diferencia de otros calculos realizados para un gas de Fermi
homogéneo [51,53], al incluir de forma explicita las caracteristicas inhomogéneas del gas
podemos explorar los atomos atrapados en su conjunto conforme éstos evolucionan en el
regimen interactuante. Ademas, no se exploran opciones de funciones de onda variacionales
para cada particula como en la aproximacion de campo medio, sino que se busca el efecto
global de la interaccion de la funcion de onda de las particulas apareadas.
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5.3. Método Monte-Carlo variacional. 133

El algoritmo que se describi6 en la secciéon anterior para encontrar el valor medio de la
energia, no se puede utilizar para las funciones de onda del régimen BEC y del cruce porque
aquéllas dependen de la estructura de la funcién de onda de Jastrow-Slater. Para poder
calcular el valor medio de la energia media, de forma que facilite el cidlculo Monte-Carlo,
se aprovecha la estructura de la funcion de onda de dos cuerpos ¢; por lo que la funcién de
onda antisimetrizada, Ec. (5.121) se puede escribir explicitamente de la siguiente forma:

N

Uy, = > (D7 ]G Pa)), (5.123)

P i=1

donde 7 denota la posicién de la particula ¢ de una especie, 754, y P denota las permuta-
ciones de la particula i en la posicion 7 de la otra especie 7p(;,, la suma en la Ec. (5.123)
se toma sobre todas las posibles permutaciones P del conjunto |. Las funciones de onda
¢(i,P (7)) son de la forma dada por la Ec. (5.122). Al escribir el hamiltoniano Ec. (5.94) en
términos de permutaciones, éste se puede escribir como una suma de pares de particulas,
donde se usa las coordenadas del centro de masa y relativas de los posibles pares, como se
muestra a continuacion [160]:

N 2
PipoG) | M
H = Z [ 0 ~- —|— _W2T1'2,Po(i) + ‘/17770(7/) (T’i,Po(i))
L2 2
Pz‘z i M
* 5713\04() * 7“”2}%@2’7’0@] + ) Vi), (5.124)

1,57#Po (1)
donde Py es cualquier permutacion.
La ecuacion (5.123) asi como la forma explicita de la funcién de onda de dos cuerpos

Ec. (5.122), permite escribir el hamiltoniano H aplicado a la funcién de onda ¥, de la
siguiente forma:

HU,,, = [Neg—l—NBhw;\EL}\If,\EL
M N
b2 D YR, Lo P)
WP =1

+ 207 3 Vi [Tew Pw). (5.125)

donde €j es la eigenenergia del estado base del problema de dos cuerpos. Utilizando que
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S0 Y v et @) = S-S v HnP [ et Pa)
P 1,57 P (i) =1 P i =1
= Y ) VEPO)(=DT [, PW),
P i,j#P(3) =1

se obtiene:

+ S (- 7’H¢17> [1—A§L)MM2R

i,P I#i
— Viripm)|oli, P(0).
(5.126)

La funcion de onda VU, se escribe en términos de los menores Cjp, (¥, ):

N
Vg, = Z Cim(\I;AEL)QSi,m, (5.127)

donde ¢; ,,, representa cualquiera de las funciones de onda de la ¢-ésima fila del determi-
nante. Sustituyendo la expresion para ¥, , dada por la Ec. (5.127), se obtiene la siguiente
expresion para HW),, :

HY,, = |Nep+ N‘%“AEL Zv i) s

v W R —V(r@m)]qb(i,m).

+ Z Cim - [ )\%L)
2,m
Para poder simplificar un poco mas la ecuacién anterior, de tal forma que se puedan
programar en la simulaciéon Monte-Carlo, se utiliza la relacién entre los menores y los
elementos de la inversa de la matriz transpuesta [159] la cual es:

iy — C (\IITEL) Clm v EL
Gim = (0" )iy = g PELL = ’\I,(A o). (5.128)
EL EL

obteniendo asi la siguiente expresion para HV,,, :

3hw
H\IJAEL = [NEO + N 5 EL + ZV(HJ)
,J

M

+ iquém[ — Npy) SR, V(r@m)H\IJAEL. (5.129)
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5.3. Método Monte-Carlo variacional. 135

La ecuacién anterior indica una forma apropiada para evaluar la accién del hamiltoniano
H a la funcién variacional de muchos cuerpos W), . En la simulacion Monte-Carlo se
evalta el valor medio del hamiltoniano (U, [H|¥,,,):

3w\
<\I])‘EL |H|\Ij>\EL> = NEO + N 2 e + \I])‘EL [Z V(Tzh])
,J
. M
+ > Gimbim [(1 — M) Gt R, V(ri,m)H Uy, . (5.130)

,m
para obtener el valor 6ptimo de A\gy v la correspondiente energia.

En el Apéndice D se describe la estructura del programa Monte-Carlo con el cual
se desarrollaron los calculos para el sistema de muchos cuerpos para la region del cruce

BCS-BEC y la region BEC.
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CAPITULO

Resultados numeéricos para las regiones
BEC, BCS y el cruce.

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos de la simulacion Monte-Carlo des-
crita en la seccion anterior, utilizando las diferentes funciones de onda propuestas para las
regiones BCS, BEC y el cruce. También se muestra un analisis de las diferentes propiedades
que tiene el gas en cada una de estas regiones como lo son las densidades y correlaciones,
y el teorema del virial para gases ultrafrios.

En la primera secciéon, dado un alcance del potencial r,, se reporta la energia del
sistema, para diferentes valores de la longitud de dispersion «; éstos resultados se muestran
a través de una familia de curvas de energias las cuales se realizaron para diferente ntimero
de particulas. Para el caso en particular de N = 165 particulas por cada especie, se
presentan curvas de energia para diferentes valores del alcance del potencial.

En la seccion dos, se describe el teorema del virial para gases ultrafrios tanto en el ré-
gimen de unitariedad, que corresponde a la regiéon donde la longitud de dispersion diverge,
como en las regiones BEC y BCS. Se presenta un analisis de los efectos debido a que la
interaccion es de corto alcance.

En la seccién tres se describen algunas otras propiedades del gas de Fermi, en particular
las densidades y correlaciones de dos puntos para cada region y el comportamiento del gas
de Fermi en el limite de unitariedad. En particular calculamos un factor conocido como
pardametro de Bertsch que relaciona la energia del gas de Fermi atrapado e interactuante
con la energia del gas de Fermi ideal atrapado. Finalmente, en la tltima seccion, se analiza
el limite cuando el alcance del potencial tiende a cero.
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138 Resultados numéricos para las regiones BEC, BCS y el cruce.

6.1 Curvas de energia.

Las simulaciones Monte-Carlo se hicieron para N; particulas con espin hacia arriba y
N, atomos con espin hacia abajo. Nosotros consideramos el caso en el que el nimero
de particulas en cada estado es el mismo, Ny = Ny = N, por lo que en total se tienen
2N atomos. En todos los resultados presentados en esta tesis, el valor de N se escogid
de tal manera que el nimero de particulas sea exactamente el correspondiente a una
capa cerrada M del sistema no interactuante, y los valores de la longitud de dispersion
se escogieron de tal forma que se encuentran alrededor de la condiciéon de la primera
resonancia (2oh/b)?/m = |Vy|. Para hacer los calculos consideramos diversos valores del
alcance del potencial r,, dependiendo de la region analizada, por lo general utilizamos los
siguientes valores: r,/+1/h/mw =0.001, 0.002, 0.0025, 0.00375, 0.005, 0.01, 0.015 y 0.02.
Dado un valor en particular del alcance del potencial, r,, se escogen diferentes valores de
la longitud de dispersion a, que abarquen las regiones BCS, BEC y el cruce; lo cual fija
los valores de la amplitud de potencial V[ y de la eigenenergia del sistema de dos cuerpos
e’v. Para hacer el muestreo estadistico del sistema, se utilizan del orden de ~ 10* pasos
para la toma de los datos, y del orden de ~ 10 pasos la para la termalizacion del sistema.
Para realizar las simulaciones numéricas, se utilizo el cluster Ollin del Instituto de Fisica.

De la simulacion Monte-Carlo, obtenemos la energia por particula, y el valor del
pardmetro variacional que minimiza la energia para cada region, ya sea w, Agr, 0 AjJ.
En el Apéndice E se muestra un ejemplo de la salida tipica del programa, donde ademés
se muestran las contribuciones de la energia cinética, potencial y de la interaccion, ademés
de los pardametros que determinan el valor de la longitud de dispersion, como Vj, ry, los
pasos, la termalizacion, y la semilla que se utiliza para la simulacion. Para escoger el valor
de la energia minima se hacen diferentes corridas, en las que se cambia el valor semilla, y
se determina la region del parametro variacional donde la energia es minima, obteniendo
de esta forma el valor del parametro variacional 6ptimo y la energia minima. Una vez
obtenido el valor de la energia minima se verifica que sea reproducible para diferentes
valores de la semilla.

Los resultados se obtuvieron para diferente nimero de particulas N de cada especie,
como se muestra al final de esta seccion. En el caso particular de la capa Mz = 8, que
corresponde a N = 165 particulas, se realizdé un analisis més exhaustivo de la energia del
sistema, se escogi6 este valor debido a que es un niimero relativamente grande de particulas
en el cual los célculos se realizan en un tiempo largo pero razonable. Para este valor en
particular se realizaron simulaciones utilizando diferente estadistica, ya sea, 10000, 15000
20000 y 30000 con la correspondiente termalizacion 2000, 3000, 4000, 6000. Los alcances
del potencial utilizados son r,/+/k/mw = 0.002, 0.0025, 0.00375, 0.005, 0.01 y 0.015. En
la Figura 6.1 se muestra la curva de energia para un alcance de r, = 0.0025,/h/mw, como
funcion de 1/kpa, el rango de este parametro se enfoco en la region —1/kpa € (—4,4), esta
curva de energia se hizo utilizando ~ 10* realizaciones o pasos de las configuraciones en el
Método Metropolis. Al aumentar el nimero de pasos que se denotaran por la estadistica,
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Figura 6.1: Energia de muchos cuerpos E, como funcion de 1/kpa para un alcance r, = 0.0025 +/h/mw.
La energia se mide en unidades del gas de Fermi no interactuante y atrapado Eipg.

se obtiene una optimizaciéon del minimo de la energia, lo que conduce a que los errores de
la energia disminuyan. En el caso de esta Figura, la barra de error es del orden o menor
que el tamano de los puntos graficados, en particular para la Region BCS las barras de
error son del orden de 0.01, mientras que para la region BEC éstas abarcan los valores
entre 0.003 y 0.01. La linea s6lida que se muestra en la Figura 6.1 es la interpolacion a
estos datos. Debido a que en la re%'én donde a > 0 la energia de ligadura del estado
base del problema de dos cuerpos eorv) puede ser muy grande para ciertos valores de la
longitud de dispersion, sobre todo cuando 1/kpar > 1, se utiliza la siguiente definicion
para la energia por particula:

E .

. = si a <0,

E = { Qg v (6.1)
sy — 5 st a>0,

la cual se utilizara para reportar los resultados.

En la Figura 6.1, se pueden distinguir tres regiones, la region BCS donde 1/kpa — —o0,
en este caso hasta 1/kpa = —4, la region BEC donde 1/krpa — o0, en este caso hasta
1/krpa = 4, y el cruce BCS-BEC, que corresponde a la region cercana a 1/kpa — 0.
La energia variacional, para aquellos valores de la region BCS, donde 1/krpa <-0.5, se
puede obtener por medio de la funciéon de Jastrow o mediante la funcién de onda dada
por el producto de determinantes de Slater, con w’ como parametro variacional, dada por
la Ec. (5.114) del Capitulo anterior, nosotros utilizamos esta tltima opcion. La razoén de
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Figura 6.2: Energia por particula E, como funcion de 1 /kra en la region BCS, para diferentes alcances
ry = 0.002, 0.0025, 0.00375, 0.005 y 0.015 y/h/mw. La energia se mide en unidades del gas
de Fermi no interactuante y atrapado Fipgq.

utilizar esta funciéon de onda es que para potenciales de corto alcance, con la funcion de
onda de Jastrow-Slater propuesta se obtienen energias variacionales minimas pero altas,
esto es debido a que el alcance del potencial que se utiliza es pequeno, y las funciones de
Jastrow son apropiadas para describir interacciones de largo alcance [158]. Para la region
BCS donde el valor de longitud de dispersion cumple que 1/kra € (—0.52,0) y la region
BEC, se utilizo la funcion tipo Eagles-Leggett, Ec. (5.121), junto con la funcion de dos
cuerpos dada por la ecuacion (5.122), donde ¢(r; ;) es la funcién analitica propuesta para
la funcion de onda de dos cuerpos, que corresponde a la ecuacion (4.27) en el caso que la
longitud de dispersion sea positiva o la ecuacion (4.28) cuando la longitud de dispersion es
negativa. Cabe mencionar que el punto donde a@ = —0.515082 es un punto donde es dificil
encontrar el valor minimo de la energia, la razén es porque en ese punto se considera que
empieza la region del cruce y ademés es el punto de transicion hacia la fase superfluida.
Esto puede ser un indicio de que la funcién de onda prueba podria ser mejorada para
describir con mayor precision la transicion.

Una vez que se obtiene los valores de la energia apropiadas para cada region, se obtu-
vieron curvas de energias andlogas a las reportadas en la Figura 6.1 para diferentes valores
del alcance del potencial. Por ejemplo, en la Figura 6.2 se muestran las curvas de energia

para la region BCS como funcion del pardmetro 1/kpa; para esta region se exploraron
los valores del alcance del potencial r,/1/h/mw =0.015, 0.005, 0.00375,0.0025 y 0.002.
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Figura 6.3: Energia por particula F, como funcién de 1 /kra en la region BEC, para diferentes alcances
ry = 0.0025, 0.005, 0.01, y 0.015 /i/mw. La energia se mide en unidades del gas de Fermi
no interactuante y atrapado Ejrg.

Mientras que en Figura 6.3, se muestran las curvas de energias como funcion de 1/kpa
obtenidas para la region BEC, donde se utilizaron los siguientes valores del alcance del
potencial 7, /1/h/mw= 0.015, 0.01, 0.005 y 0.0025. En esta region, se observa que para
el caso donde 1/kra > 1 hay un colapso en el valor en la energia, es decir ésta presenta
valores negativos, lo cual se espera pues el gas es un gas molecular modelado por un poten-
cial de interaccion completamente atractivo y donde la longitud de dispersion es positiva.
Los valores para los cuales se presenta el colapso de la energia corresponden a aquéllos
donde el parametro variacional gy es mayor que uno; cabe mencionar que en esta regiéon
existen valores minimos de la energia. Finalmente, en la Figura 6.4 se muestran curvas
para todas las regiones para los alcances ry/y/h/mw = 0.015, 0.005 y 0.0025. En esta
figura se observa el comportamiento conjunto de la energia del gas de Fermi, incluido el
colapso de la region BEC.

El otro parametro que se obtiene a partir de las simulaciones Monte-Carlo es el
parametro variacional w’, o Agr, con el cual se determinan las funciones de onda para
cada region. A continuacion se muestran tres tablas donde se reportan algunos valores de
estos pardmetros variacionales, dependiendo de la regiéon analizada.

En la Tabla 6.1 se muestra el parametro variacional © = w’/w, que se obtuvo para
region BCS donde —1/kra < —0.5, asi como también se reporta la amplitud del potencial
y el valor de la energia, para ciertos valores de 1/krpa. En la Tabla 6.2 se reporta el
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Figura 6.4: Energia por particula E, como funcion de 1/kpa para diferentes alcances r, = 0.0025, 0.005,
0.01, y 0.015 y//i/mw. La energia se mide en unidades del gas de Fermi no interactuante y
atrapado Ejpg.

valor del parametro Agp, que se utilizé en la region BCS asi como la correspondiente
energia y la amplitud del potencial. Finalmente en la Tabla 6.3 se reportan el parametro
variacional Ag; para la region BEC donde se observa que para el tltimo valor de esta
tabla el parametro Ag; es mayor que uno.

A continuacion, se muestran las curvas de energia para diferentes niumeros de particulas
donde se hizo un estudio menos exhaustivo del sistema. Los resultados se obtuvieron para
N =35, 56, 84, 120 y 165 particulas de cada especie y el alcance del potencial con el que
se obtuvieron estas curvas de energia es r, = 0.015 \/h/mw.

En la Figura 6.5 se muestran las curvas de energia E para diferente nimero de particu-
las como funcion de 1/kpa. Para hacer cada curva se escogieron entre 8 o diez valores
de la longitud de dispersion, por cada regiéon. La energia reportada es el promedio de las
energias minimas para cada valor del parametro variacional. La barra de error asociada
a cada punto considera el proceso de minimizacién asi como los efectos de las condiciones
iniciales que no se termalizaron. Las energias del sistema estan normalizadas mediante el
factor ey el cual se define como ey = E(a_) — E(a); donde E(a_) es el valor asintético
de la energia por particula para longitudes de dispersion negativas mientras que E (avy) co-
rresponde a la energia por particula para longitudes de dispersion positivas. En la Figura
a® = 0.012y/h/mw. Hacer esta normalizacion permite encontrar una curva universal
para la energia en la region BCS, BEC y el cruce, la cual es independiente del ntimero de
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143

ry = 0.0025 ry = 0.015
1/kra Vo W' w E/2N Vo W fw E/2N
] ] [fie] [fie]
-15.9987 | 156391.656 | 1.00806517 | 7.45113 | 1597.960 | 1.01113141 | 7.44161
-9.55147 | 180412.212 | 1.00932455 | 7.44358 | 2309.624 | 1.01624629 | 7.41531
-4.28591 | 205669.440 | 1.01065484 | 7.43563 | 3607.543 | 1.02584001 | 7.36685
-2.12024 | 217976.591 | 1.01130532 | 7.43175 | 4661.115 | 1.03389313 | 7.32703
-1.05919 | 224486.727 | 1.01165001 | 7.4297 | 5417.215 | 1.03982743 | 7.29818
-0.447963 | 228391.289 | 1.01185694 | 7.42847 | 5961.892 | 1.04418597 | 7.27725

Tabla 6.1: Algunos valores del parametro variacional w’ en la region BCS, para los alcances del potencial
ry = 0.0025 y r, =0.015.

ry = 0.0025 ry = 0.0075
(] [fico] [fico] [fic]
-0.2296 | 229850.0 | 0.143 4+ 0.0086 | 6.17 £ 0.12 | 101829.9 | 0.149 4+ 0.0042 | 6.64 £ 0.02
-0.1032 | 230661.7 | 0.162 4+ 0.0084 | 5.76 £ 0.12 | 102368.9 | 0.154 £ 0.0108 | 6.32 + 0.04
-0.0383 | 231079.5 | 0.182 £+ 0.0038 | 5.60 £ 0.12 | 102647.0 | 0.163 £ 0.0110 | 6.06 £ 0.07
0 231327.4 | 0.183 £ 0.0046 | 5.3 £ 0.06 | 102812.2 | 0.179 £ 0.0099 | 5.63 £ 0.09

Tabla 6.2: Algunos valores del parametro variacional Agy en la region BCS, junto con el valor de uni-
tariedad 1/kpa = 0.

particulas [57|. Aunque esta normalizacion permite encontrar una curva universal, solo se
utiliza en esta figura, puesto que los calculos en los que se enfoca la tesis se presentan para
un namero particular de dtomos, como lo es N = 165, debido a esta razoén los resultados
se presentan para E.

En la Figura 6.5 también se puede notar lo siguiente: En la region BCS, la energia total,
que es la suma de la energia de interaccion y la energia de confinamiento, es muy parecida
a la energia de Fermi, lo cual indica que la contribuciéon de la energia de interaccion
es pequena. En el limite que kra < 1, la energia variacional obtenida es similar a la
obtenida por medio de un potencial efectivo de contacto, mientras que conforme |a| — oo
el efecto de la interaccion empieza a dominar en la contribuciéon de la energia. En la
region BEC, no se observa el colapso de la energia debido a que para estas simulaciones
no utilizamos valores del parametro variacional Ag; mayores que uno. En general, para
valores del parametro variacional donde A\g;, > 1, y 1/kpa > 1 los valores de la energia
ya son negativos
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ry — 0.0025 rv — 0.005
1/kra | E2N | A € Vo kpa [ E2N A € Vo

0.13059 | 4.84 | 0.193 | -0.3905 | 23225553 | 0.17861 | 5.2 | 0.142 | -0.6145 | 58414.55
0.34876 | 4.33 | 0.187 | -2.4582 | 233658.17 | 0.35687 | 4.62 | 0.16 | -2.4876 | 59006.08
0.69684 | 3.73 | 0.198 | -9.9502 | 236024.32 | 0.71241 | 3.79 | 0.185 | -10.1907 | 60216.43
1.04427 | 3.33 | 0.27 | -22.6562 | 238426.59 | 1.41996 | 3.01 | 0.415 | -42.7912 | 62751.58
2.08203 | 272 | 0.6 | -93.9576 | 245857.62 | 2.12375 | 2.64 | 0.46 | -101.1647 | 65450.27
277266 | 243 | 0.72 | -171.1576 | 251006.34 | 2.82508 | 2.32 | 0.48 | -189.1681 | 68326.87
3.4605 | 2.12 | 0.65 | -274.0998 | 25631849 | 3.52553 | 1.97 || 0.74 | -311.2289 | 71397.36
5.51634 | 1.165 | 1.465 | -756.6431 | 261801.08 | 5.51634 | 0.8 || 1.12 | -932.5641 | 82001.12

Tabla 6.3: Parametro variacional Agy, en la region BEC.

6.2 Teorema del virial para gases ultrafrios confinados.

En esta seccion se presenta el teorema del virial para gases atémicos ultrafrios confinados;
el cual relaciona la energia total por particula con la energia de atrapamiento [161]|. Las
relaciones del virial establecen conexiones entre la energia total y las variables que definen
al hamiltoniano del sistema [162-164]. Basado en las ideas desarrolladas en la Referencia
[162], se obtiene una expresion para las relaciones del virial, en el caso de un potencial
de corto alcance, como lo es el potencial de interaccidén exponencial, las cuales dependen
de la longitud de dispersion y del alcance del potencial. Se reportan resultados numéricos
donde se verifican estas relaciones para el caso de un gas de Fermi de dos componentes
confinado e ineractuante, en el cual hay 165 particulas por cada estado hiperfino.

6.2.1 Relaciones del virial para un potencial de corto alcance.

En ausencia de la interaccion, el teorema del virial relaciona la energia por particula del
gas atomico confinado con el potencial de atrapamiento. Si ese potencial es armoénico el
teorema establece que la energia total por particula es el doble que la energia promedio
del potencial de confinamiento

E =2E,. (6.2)

Para un gas de Fermi de dos componentes fuertemente interactuante y confinado por
medio de una trampa armonica en el limite de unitariedad, se encontré que esta relaciéon
es valida tanto experimental como tedricamente [26,27,161|. La primera derivacién que
se hizo sobre este teorema consider6 las interacciones de rango cero, la aproximacion de la
densidad local y argumentos termodinamicos [161]. Las siguientes derivaciones del teorema
del virial en el limite de unitariedad, revelan ciertas caracteristicas del gas unitario como
los son sus propiedades de escalamiento [27] o un mapeo, usando teoria de grupos, entre
el problema en el espacio libre y el atrapado [165]. En el ano de 2008, se utilizo6 el teorema
de Hellmann-Feynman para probar la Ec. (6.2) en el limite de unitariedad [164,166], y
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Figura 6.5: Energia variacional por particula E/2N —¢;,/2 como funciéon de 1/kpa para diferente namero
de particulas, N=35, 56, 84, 120, 165.

para generalizar las relaciones del virial para longitudes de dispersion finitas [162,163]. De
hecho, se puede considerar cualquier forma del potencial de confinamiento e interacciones
de rango finito a través de un teorema del virial generalizado el cual puede enunciarse de
la siguiente manera [162]:

Se considera un hamiltoniano para un sistema de N particulas con estadistica arbitraria:
H=H +U(,....,"n), (6.3)

donde H' y su dominio dependen de p parametros con unidades de longitud ¢4, ..., ¢,, de
h y de la masa de las particulas. U(7, ..., 7y ) denota una funcién arbitraria que permite
que los dominios de H y H' coincidan, 7; es el vector posicion para la i-ésima particula.
Para estas condiciones las relaciones del virial son:

N p
1Zﬁ 12 OF
FE = <U+ 5 — ;- VF1U> - 5 o gqa—gq, (64)

con E la energia total. Para poder derivar la ecuaciéon anterior se procede de la siguiente
forma:

Utilizando un anélisis dimensional, la funciéon U y la energia se pueden escribir de la
siguiente manera:
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2,2
U7, ..., Fy) = s FCF CPY), (6.5)
m
h2<2
E(ly, ... 0, [U]) = —=F(Cly, ..., Cly, [f]), (6.6)

donde ( tiene la dimension del inverso de longitud, f y F' son funciones adimensionales, y
y,...4, son parametros fijos.

Se utiliza el Teorema de Hellmann-Feynmann, el cual relaciona la derivada de la energia
respecto a un parametro con el valor esperado de la derivada del hamiltoniano respecto
al mismo parametro, para lo cual se necesita conocer un eigenestado [¢) del sistema, y es
valido si la derivada J[¢)/0¢ pertenece al dominio de H:

0F,
5 = (WA |¢>
En el caso de este sistema descrito por el hamiltoniano H se obtiene:
o0F OH' ou
a - (5 o )= 5 )~ o) (67

Sustituyendo la expresion adimensional de la funcion U mostrada en la ecuacion (6.5) en
la ecuacion (6.7) se obtiene:

N
C_C = <2U+ZFZ--VFZ.U>. (6.8)
=1

Por otro lado se calcula la derivada de la energia respecto a ¢ utilizando la ecuacion (6.6),
obteniendo:

a—E:2E+Z£ 9 (6.9)

Al igualar las ecuaciones (6.8) y (6.9) se obtiene el teorema del virial generalizado dado
por la ecuacion (6.4).

Para poder recuperar la expresion del teorema del virial, Ec. (6.2), se aplica el teorema
del virial generalizado al caso en el que el operador H’ de la ecuacion (6.3) es la energia

cinética H' =T,
h2
T=— _vrw
; sz '

donde m; es la masa de la particula ¢ y donde el dominio del hamiltoniano es un conjunto
de funciones de onda que no depende de la escala de longitud.
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En el caso que se estudian particulas confinadas, la funcién U es la suma de los poten-
ciales de confinamiento:

U(), .o Fy) = ZUi(m, (6.10)

siendo en este caso el teorema del virial generalizado, Ec. (6.4):

= 2F,, — Zéqae (6.11)

donde

.
By =3 Ui(r i+ VU; : 6.12
e =3 2 (U + 57 ) (6.12)

Cuando cada potencial U; es un potencial armonico, U = ZZN m(wa|zi|* + wolyil® +
w?|z[%)/2, la energia E,, es igual a la energia potencial de confinamiento Ej, = (U). Por
lo que la Ec. (6.11) se convierte en

= 2F,, — Zeq(% (6.13)

6.2.2 Relaciones del virial para el potencial exponencial.

Como se mencion6 en el Capitulo Cinco, el sistema estudiado en la presente tesis, con-
siste de 2N atomos fermionicos en diferentes estados hiperfinos confinados por medio de
una trampa armoénica isotrépica tridimensional de frecuencia w, y que interaccionan por
medio de un potencial atractivo de rango finito V = —|Vy|e™"/™ .En el caso de onda-s, el
hamiltoniano del sistema esta descrito en la ecuacion (5.94) del Capitulo anterior. Este
potencial esta caracterizado por dos parametros, la intensidad V{ y el alcance del potencial
ry. Cuando la energia cinética de los atomos es lo suficientemente baja, la longitud de dis-
persion es el parametro adecuado para describir al sistema interactuante. Para un nimero
dado de estados ligados y un alcance del potencial r, dado, hay una relaciéon uno a uno
entre la intensidad del potencial Vj y la longitud de dispersion «. Se consider6 el caso en
el cual a lo mas se admite la presencia de un estado ligado en el potencial y encontramos
el estado base de la ecuaciéon de Schrodinger de muchos cuerpos, por medio de un calculo
Monte Carlo, para diferentes valores de la longitud de dispersion a y alcances del potencial
ry << The = \/h/mw. Por lo que los parametros con unidades de longitud que definen
el sistema son la longitud de dispersiéon « y el alcance del potencial r,. En este caso la
correspondiente relacion del virial, Ec. (6.13) es [167]:

E E
E=2p, -9 _adE , (6.14)

2 8rv a=constante 2 804 rv=constante
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la cual se puede escribir como

ry OF 1 OF

2 8TV a=constante 20& 8(1/06) rv:constante.

E =2E, — (6.15)

En la region BEC, la energia total E se puede volver extremadamente grande com-
parada con la energia total F del lado BCS, esto es debido a la contribuciéon de la energia
de ligadura de las moléculas formadas, lo cual incrementa los errores numéricos en la e-
valuacion de las derivadas de la ecuacion (6.15). Para poder aislar estos efectos de dos
cuerpos de los efectos de muchos cuerpos, encontramos conveniente tomar en cuenta el
comportamiento de la energia de ligadura de la siguiente forma. EI problema de dos
cuerpos interactuantes en el espacio libre que se explicé en el Capitulo Cuatro tiene una
expresion analitica para la longitud de dispersion, Ec. 4.18, la cual es

o[ ]}7“((8 ~log(¢/2) ], (6.16)

donde ¢ = (2ry+/|Volm/h), C = 0.577215664901... es la constante de Euler y J, y N,
representan las funciones de Bessel de primer y segundo tipo de orden v, respectivamente.
Este problema tiene los siguientes estados ligados, Ec. 4.15:

pr) =NJ, @)

—r/2ry

donde N es un factor de normalizacion y y = (e La condicién de frontera en el
(rv)

origen implica que J,, (¢) = 0, de tal forma que las correspondientes eigenenergias
cumplen la ecuaciéon

2r\/ €5 |m/h = . (6.17)

De la ecuacion anterior se puede notar que z, esta determinada por ¢ y por

2
oo — _{h7) 6.18
©s dmr? (6.18)

Ademés observamos que la ecuacion (4.18) se puede ver como una funciéon de (:
a = ryn(C). (6.19)

Entonces dado un valor de a y del alcance del potencial r, y usando la Ec. (6.19), el
término x( se puede escribir de la siguiente forma

xo = 20(C) = o (77’1 <%)) = w(%). (6.20)

Como consecuencia, la energia de ligadura del estado base 5(()”) del sistema de dos particulas
interactuante en el espacio libre satisface la siguiente ecuacion
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aaém) (rv) 5(()Tv)w’(oz/rv) a
ry = gl g0 TV T
0rv a=constante Zo Tv

: o (rv)
= ol T (6.21)

& |lry=constante

Utilizando la definiciéon de la energia por particula E descrita en la seccién anterior:

E .

- = si a <0,

E= { AR (6.22)
v — 5 sioa>0,

y que el potencial de confinamiento es:

N 2 2
2 12 > mw(|ryl® + |rul®)
R? = 6.23
) = (£l , (6.23)
entonces la relacion del virial, Ec. (6.15) es:
. OF 1 OF
2R — f 4+ ¥ . . 6.24
<mw > + 2 (9rv a=constante 20é 8(1/04) rv=constante ( )

La ecuacion anterior es mas facil de verificar de forma numérica que la Ec. (6.15) para
el caso de el potencial exponencial de corto alcance. Para otras formas del potencial de
interaccion, siempre y cuando sea de corto alcance, se puede hacer un anélisis dimensional
para obtener expresiones anélogas a la Ec. (6.20).

6.2.3 Resultados numeéricos.

Para obtener las relaciones del virial, Ec. (6.15), se utilizaron las curvas de energia uti-
lizadas en la Seccion Uno de este Capitulo, en particular la correspondiente a r, = 0.0025,
Figura 6.1. En esa grafica se observa que las curvas de la energia por particula E como
funcion de la longitud de dispersion, para un alcance dado y en el rango de una longitud
de dispersion dada, muestran una estructura suave, lo cual permite realizar una interpo-
lacion numérica o incluso un ajuste con una curva analitica. Estas interpolaciones fueron
usadas para calcular numéricamente la derivada respecto al inverso de la longitud de dis-
persion. Para poder evaluar la derivada respecto al alcance del potencial se emplearon
los resultados que originaron la Figura 6.4, donde se muestra la curva de energia como
funcion de 1/kra para diferentes valores del alcance del potencial; al fijar un valor de «
se calcula la derivada numérica respecto al alcance del potencial. Los resultados de estas
derivadas se muestran en las Figuras 6.6 y 6.7. Cabe destacar que para todos los valores
del alcance del potencial explorados, ambas derivadas 0E/d(1/kpa) y OE /Ory, presentan
valores extremos en la region de unitariedad.
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Figura 6.6: Derivada parcial de la energia por particula E respecto al inverso de la longitud de dispersion
para un alcance del potencial 7, = 0.0025. Las unidades de la energia F corresponden a la
energia total por particula del gas de Fermi no interactuante E;pgq.

En la Figura 6.8 se reporta una comparacion entre la curva de energia predicha por
la relacion del virial, Ec. (6.24), y los valores obtenidos para los radios, evaluados direc-
tamente de la simulacion Monte-Carlo, utilizando la correspondiente funciéon de prueba
variacional para cada region. En estos resultados el alcance del potencial empleado es
rv = 0.0025/h/mw. Observamos que tanto los resultados de la energia variacionales
como los obtenidos con las relaciones del virial son compatibles, pues coinciden muy bien
en todo el cruce. El ancho de la curva continua incluye la barra de error numérica asocia-
da. La barra de error de los resultados de la energia de confinamiento, representada por
los puntos de la Figura 6.8, indica el rango de los valores de la energia variacional minima
para diferentes valores de los parametros variacionales A\g; y w’ para varios valores de la
semilla en la simulacion Monte-Carlo. De hecho, la coincidencia entre los resultados de
la energia de confinamiento evaluada directamente de los célculos Monte-Carlo y aquélla
evaluada a partir de las relaciones del virial puede ser usada como un criterio adicional
para seleccionar esos parametros. Como una referencia, en la Figura 6.8 se muestra la
curva de energia de muchos cuerpos E(1/kpa) representada por la linea solida delgada.
El cruce entre las curvas del virial (mwR?) y la energia total £ no ocurre en unitariedad
debido a efectos de rango finito.
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Figura 6.7: Derivada parcial de la energia por particula E respecto al alcance del potencial r, como
funcion de 1/kpa. Las unidades de la energia F corresponden a la energia total por particula
del gas de Fermi no interactuante Ejpg.

Por dltimo cabe mencionar que en el analisis del teorema del virial que reportamos, se
utilizé6 un muestreo estadistico que consistié en 30000 pasos con 6000 de termalizacion y se
hicieron del orden de 5 o 6 corridas por cada valor de la longitud de dispersion, obteniendo
en general resultados compatibles en todas las regiones. Atn asi hay un punto en particular
en la region BCS, que corresponde a aquél donde la longitud de dispersion « tiene el valor
de -0.515082, que equivale a 1/kpa = -0.445397, donde el calculo de la energia es dificil
y para el cual se hicieron muchas simulaciones y atun asi, no se logré obtener un ajuste
adecuado a las relaciones del virial. Salvo ese valor en todos los demés puntos estudiados
las relaciones del virial se cumplen para un potencial de rango finito. Notamos que para
un gas de Fermi confinado es necesario considerar el alcance del potencial para calcular
las relaciones del virial fuera de unitariedad.
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Figura 6.8: Curvas suavizadas para la energfa por particula E y el valor medio del doble de la energfa de
confinamiento < mw?R? >, calculada mediante la relacién del virial, Ec. (6.24). Los puntos
representan el valor de la energia de confinamiento obtenida directamente de las funciones
de onda prueba. Las unidades de la energia E corresponden a la energia total por particula
del gas de Fermi no interactuante Ejpg.

6.3 Propiedades del Gas.

6.3.1 Densidades y correlaciones.

Debido a que los gases de Fermi estan confinados e interactitan por medio de un poten-
cial de interaccion, que modelamos como un potencial de pares de particulas, se pueden
estudiar propiedades del gas que reflejan su naturaleza cuantica intrinseca asi como el
comportamiento colectivo de las particulas. Estas propiedades se reflejan en las funciones
de correlaciéon de una sola particula y de dos particulas. En esta secciéon se muestran estas
funciones de correlacion para 2N = 330 particulas, en las regiones BEC (a > 0), BCS
(v < 0) y el limite de unitariedad (av — 00). Los calculos son a temperatura cero.
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Figura 6.9: Perfil de densidad para N = 165 particulas de cada especie. La curva sélida corresponde
al gas ideal en la aproximacién de Thomas-Fermi, los circulos a la region BEC donde se
utiliz6 1/kpa = 2.13346, las estrellas y los triangulos a la region BCS donde se utilizo
un valor diferente de la longitud de dipersion, las estrellas corresponden a la region del
cruce con 1/kpa = —0.10071, mientras que los tridngulos corresponden a la region BCS con
1/kpa = —1.1638 y los cuadrados a unitariedad. El alcance del potencial utilizado para
estos calculos es ry = 0.0025,/7/mw.

La funcion de correlacion de una sola particula, p(r), es el perfil de densidad como
funcion de la distancia al centro de la trampa armonica [57]. En las Figuras 6.9 y 6.10
se ilustran los perfiles de densidad para un gas de Fermi interactuante y confinado. En
la Figura 6.9, se muestran los perfiles para la region BEC (circulos), BCS cercana a
unitariedad (estrellas), BCS fuera de la region del cruce (tridgulos), y en unitariedad
(cuadrados), donde se observa que la densidad de particulas disminuye hasta que se hace
cero alrededor del radio de Fermi, lo cual refleja el efecto de la trampa armonica [43].
Ademas de estos perfiles de densidad, en la Figura 6.9 se muestra el perfil de densidad
para un gas ideal en la aproximacion de Thomas-Fermi [43], representado por la linea
solida; en este caso la distribucién se concentra en el centro de la trampa. Para la region
BCS, se ilustran dos perfiles de densidad, uno corresponde a la region del cruce cercana
a unitariedad con un valor de 1/kpa = —0.10071, y esta representado por las estrellas
mientras que los tridngulos corresponden a un valor de 1/krpa = —1.1638, que pertenece
a la region BCS fuera del cruce. La forma del perfil de densidad en esta region, es
similar a aquél correspondiente al gas ideal pero con diferente radio medio. La densidad
se incrementa en el centro mientras que disminuye conforme se va a las orillas de la trampa.
Estas desviaciones pueden ser atribuidas al valor 6ptimo del parametro variacional que
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Figura 6.10: Perfil de densidad para N = 165 particulas de cada especie, en la region BCS. La curva
solida corresponde al gas ideal en la aproximaciéon de Thomas-Fermi, la linea punteada
corresponde a 1/kpa = —1.1638, la linea en segmentos corresponde a 1/kpa = —1.1098 y
la linea segmento-punto-segmento corresponde a 1/kpa = 0.8238. El alcance del potencial
utilizado para estos céalculos es r, = 0.0025,/h/mw.

captura la interaccion y los efectos de correlacion en el sistema de muchos cuerpos. Este
tipo de forma prevalece hasta el limite de unitariedad; en la figura esta region corresponde a
los cuadrados y como se observa el perfil de densidad tiene una forma similar al de la region
BCS. La region BEC esté representada por los circulos que se muestran en la figura 6.9,
donde se observa que la mayoria de los pares de &tomos estan localizados cerca del origen, lo
cual es signo de la condensacion de las moléculas, en este caso se utilizo 1/kpa = 2.13346.
En la Figura 6.10 se muestran los perfiles de densidad para la region BCS, para diferentes
valores de la longitud de dispersion fuera de la region del cruce. La funcién de prueba
utilizada corresponde a la Ec. (5.103). En este caso el perfil de densidad esté determinado
por la frecuencia efectiva w’ ya que las funciones de Jastrow préacticamente no afectan
la curva de la densidad. Los valores de 1/kpa ilustrados en la figura 6.10, junto con el
respectivo valor del parametro variacional w’ son: para 1/krpa = 0.8238, w' = 1.3183966;
1/kpa = 1.1098, ' = 1.6804344 y para 1/kpa = 1.1638, ' = 1.8742357. Estos perfiles
son similares a los perfiles del gas ideal. Los perfiles de densidad tanto de la Figura 6.9
como de la Figura 6.10 estan normalizados, [ p(r)dr = 1.

Para poder exhibir el comportamiento cuéntico de los a&tomos fermiénicos, se calcula la
funcion de correlacion de pares de particulas en el mismo estado hiperfino g4+(r); la cual se
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Figura 6.11: Funciones de correlacion normalizadas g4 (1) para particulas en el mismo estado hiperfino
como funcién de la distancia relativa. Los circulos corresponden a la region BEC para
1/kpa = 2.13346, los rombos a la region BCS donde 1/kpa = —0.10071 y los cuadrados
a unitariedad. Las distancias estdn medidas en unidades de /A/mw, el valor del alcance
del potencial utilizado es r, = 0.0025/h/mw.

muestra en la Figura 6.11 para el caso de unitariedad representado por cuadrados, la region
BCS cercana a unitariedad representada por rombos donde se utiliz6 1/kpa = —0.10071.
Para la region BEC representada por circulos en este caso 1/kpa = 2.13346; el alcance
del potencial utilizado es r, = 0.0025/h/mw. Los calculos para obtener esta funcion de
correlacion involucran encontrar la fraccion de atomos en el mismo estado hiperfino dentro
de una distancia relativa (r, r + dr), la cual es generada en la simulacion Monte Carlo,
independientemente de la posicion del centro de masa de la particulas. La funcién de onda
mostrada en la Figura 6.11 esta normalizada, para lo cual se dividi6 entre N(N—1)/2, pues
se considera la forma en que se cuentan los atomos. Debido a que las particulas estudiadas
son fermiones, el bloqueo de Pauli se observa a través de la ausencia de dos atomos muy
proximos entre si. En todas las regiones, la funcion de correlacion de dos particulas en el
mismo estado de espin decrece para distancias relativamente grandes como consecuencia
de la presencia de la trampa armoénica. En el caso de la region BEC, cabe mencionar que
los célculos para esta funcion de correlacion requieren que se exploren con mucho cuidado
las distancias muy cortas r < 1.
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Figura 6.12: Funcién de correlacion g,4(,, r) para particulas en diferentes estados hiperfinos como funcion
de la distancia relativa y de la posicion del centro de masa para la region BEC, se utilizd
el valor de 1/kpa = 2.13346, para un alcance del potencial de r, = 0.0025y/h/mw. Las

distancias estan medidas en unidades de \/hi/mw.

Figura 6.13: Funcion de correlacion g,q(-, ry para particulas en diferentes estados hiperfinos como funcién
de la distancia relativa y de la posicion del centro de masa para la region BCS. Se utiliz6
el valor de 1/krpa = —0.10071, para un alcance del potencial de r, = 0.00254/i/mw. Las
distancias estan medidas en unidades de /i/mw.
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Figura 6.14: Funcion de correlacion g, q(, gy para particulas en diferentes estados hiperfinos como funcion
de la distancia relativa y de la posicion del centro de masa para unitariedad, 1/kpa = 0.
El valor del alcance del potencial es r, = 0.0025y/h/mw. Las distancias estan medidas en

unidades de \/h/mw.

En la Figuras 6.12, 6.13 y 6.14 se ilustran las funciones de correlaciéon de dos particulas
en diferentes estados hiperfinos, g.q(r, R), estas funciones se evaluaron al encontrar la
fraccion de atomos en diferentes estados hiperfinos dentro de una distancia relativa (r,
r + dr), para diferentes valores de la distancia del centro de masa R. En la Figura
6.12, se muestra la funcion de correlacion normalizada g,4(r, R) para la region BEC donde
1/kpa = 2.13346. Esta funcion de onda se normaliz6 dividiendo entre N2. La formacion de
moléculas se manifiesta por el incremento de las correlaciones para distancias muy cortas,
rij < y/h/mw, mientras que los efectos de la condensacion molecular se reflejan porque la
probabilidad de encontrar pares de particulas separadas por distancias relativas del orden
de r;; ~ y/h/mw aumenta. Como se espera la mayor parte de las moléculas se forman
cerca del centro de la trampa. En la Figura 6.13 se muestra la funciéon de correlacion
normalizada g,q(r, R) para el caso BCS donde 1/kpa = —0.10071 \/h/mw; mientras que
en la Figura 6.14 se ilustra la funcion de correlacion g,q(r, R) para unitariedad, el alcance
del potencial utilizado es r, = 0.0025. La Figura 6.13 para el caso BCS se parece a la
de unitariedad, Figura 6.14, en gran medida por el punto que se escogioé para ilustrar la
region BCS, el cual es muy cercano a unitariedad. En la regiéon BCS, sin considerar la
region del cruce, las funciones de correlacion de dos particulas en dos diferentes estados
hiperfinos resultan de dos efectos, el dado por la frecuencia efectiva w’ y el de las funciones
de Jastrow, las cuales son adecuadas para describir las correlaciones de largo alcance. En
la Figura 6.15 se ilustran los efectos que induce una funciéon de onda tipo Jastrow Slater
en las correlaciones.
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158 Resultados numéricos para las regiones BEC, BCS y el cruce.

Figura 6.15: Efectos de la funcion de Jastrow ilustrados por medio de la diferencias de la funcién de
Correlacion g,q(r,r) para particulas en diferentes estados hiperfinos entre la region BCS
donde 1/kpa = —0.22418 y el Gas Ideal de Fermi, como funcion de la distancia relativa y
de la posiciéon del centro de masa.

6.3.2 Gas de Fermi en el limite de unitariedad

En la region del cruce BEC-BEC, que corresponde a kp|a| > 1, hay una zona donde
la longitud de dispersion diverge, que se conoce como limite de unitariedad. Esta region
es particularmente interesante pues se considera que, independientemente del potencial
atomico del gas, este presenta propiedades universales [25]. Para poder describir al sistema,
en unitariedad, se hace una suposicion conocida como la Hipotesis de Universalidad: la
tnica escala de longitud dominante en la unitariedad, para el estado base es la distancia
entre las particulas n'/?, donde n es la densidad del gas. La idea de esta hipotesis es que
considerando que las tnicas escalas de longitud relevantes que se utilizan para describir
los 4&tomos ultrafrios son la longitud de dispersién « y la distancia entre particulas n'/2,
y debido a que en la resonancia la longitud de dispersion ya no se puede considerar mas
como una escala de longitud puesto que diverge, solo queda como escala relevante n'/?.
Las consecuencias de esta hipotesis de universalidad, son que las variables termodinamicas
se pueden escribir de forma universal, y van a depender de constantes universales [25]. Por
ejemplo, en un gas de Fermi el ancho medio cuadrado de la nube varia linealmente con la
energia total, y la energia de interaccion cerca de la resonancia de Feshbach es proporcional
a la energia de Fermi. Mientras que, en un superfluido fermiénico la temperatura de
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6.3. Propiedades del Gas. 159

transicion T, se escala con la temperatura de Fermi, mediante otra constante universal ~
mediante la siguiente relacion T, = vTp.

A partir de la hipotesis de unitariedad se han podido realizar estudios sobre la termod-
indmica de los gases cuanticos en el limite de unitariedad. Los resultados obtenidos son:
(i) En el régimen de unitariedad, la forma del potencial termodinédmico depende solamente
de la fase termodinamica, ya sea la regién normal o la region superfluida [25]. (ii) Las
propiedades de un gas degenerado de Fermi cerca de la resonancia estan caracterizadas por
constantes universales. (iii) Utilizando que la termodinamica (potenciales termodinami-
cos) es universal, se puede determinar los perfiles de densidad de un superfluido fermiénico
cerca de la resonancia [25,168|.

A temperatura cero, las propiedades del gas de Fermi unitario estan caracterizadas por
un parametro que relaciona la energia por particula del gas de Fermi interactuante F y la
energia por particula del gas de Fermi no interactuante Frpq:

E = ¢Erpe. (6.25)

¢ es una constante universal conocida como parametro de Bertsch. El valor de este
parametro se puede determinar de forma tedrica o experimentalmente. Los trabajos donde
se obtiene el valor tedrico de £ se dividen en dos rubros, aquéllos que consideran el gas
de Fermi interactuante en el caso homogéneo [28,51-53,60,66,169| y los que lo estudian
tomando en cuenta el potencial de confinamiento [56-58,62,151,152,167]. A continuacion
se utilizard la notacion &, en el caso que el pardmetro universal referido corresponda
al del caso homogéneo mientras que &4, denotara el parametro del gas interactuante y
confinado.

Experimentalmente, lo que se mide es la constante # conocida como parametro uni-
versal. Este parametro se relaciona con &pnom 0 &rap de la siguiente forma:

® Para el caso homogéneo la relacion entre &, v 5 €s

B = ghom - 17 (626)
siendo la relacion entre la energia del gas de Fermi interactuante F y la del no
interactuante:

E =1+ p)Erc. (6.27)

® En el caso de un gas de Fermi interactuante y confinado arménicamente la relacion
entre £ y [ es diferente a la dada por la ecuacion (6.28), pues en una trampa el
potencial quimico fi4qp ~ R?, se reduce por un factor /€. Esto es debido a que en
el centro de la trampa la densidad se incrementa debido a la interaccién atractiva,
por lo que
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160 Resultados numéricos para las regiones BEC, BCS y el cruce.

ﬁ = gfrap - 17 (628>

y en este caso la relacion entre la energia del gas de Fermi interactuante y la del no
interactuante es :

E =+/1+ BErc. (6.29)

Cabe mencionar que el parametro universal # es menor que uno, de hecho f < 0
porque la interaccion atractiva lleva a que el potencial quimico en unitariedad, u, sea
menor al potencial quimico del gas no interactuante, u°, puesto que pu’ = Ep, pero en
el caso de unitariedad el potencial se escala con & p = £Ep. En los experimentos, el
parametro [ se obtiene de diferentes formas, por ejemplo, una de ellas consiste en obtener
imagenes de absorcion in situ de la distribucion de densidad n(r) de la trampa [46],
medir el radio del gas interactuante o, con el radio no interactuante ¢, y usando que
B = (0,/0°%)*—1[18,170], midiendo la energfa potencial [76] o la energia de interaccion [21].

En los tltimos anos han habido muchos trabajos donde se ha calculado los valores de
los parametros 3, nom O Eirap- En la Tabla 6.4, se muestran los resultados experimentales
para estos pardmetros, mientras que en la Tabla 6.5 se muestran los resultados tedricos,
tanto en el caso homogéneo como en el caso confinado. En esos calculos el nimero de
particulas varia desde 2N = 2 particulas hasta 2N = 90 particulas. Ahi se reporta el
método utilizado para obtener el valor del parametro universal, se presentan sélo las siglas
del método que corresponden a: LDA: Local Density Aproximation, TF: Thomas-Fermi,
FN-GFMC: Fixed Node- Green’s function Monte Carlo, FN-DMC: Fixed-Node Diffusion
Monte Carlo, y GFMC: Green’s function Monte Carlo technique. Ademas se utilizo MC
para denotar Monte-Carlo.

Articulos Experimentales /3
Referencia \ 15} \ 19
PRA 68 011401(R) (2003) -0.26(7) 0.8602
PRL 91 020402 (2003) 0.3 0.837
PRL 92 120401 (2004) —0.687010 0.5657
PRL 93 050401 (2004) -0.64 + 0.15 0.6
Science 307 1296 (2005) -0.49(4) 0.7141
Science 311 503 (2006) | —0.54 +0.05 | £ = 0.6782
PRL 97 220406 (2006) —0.54757% | £€=0.6782
arXiv:cond-mat /0701181vl | -0.59 (15) |&=+/1+p

Tabla 6.4: Valores experimentales para los parametros 8 y €.
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6.3. Propiedades del Gas. 161
Gas de Fermi interactuante. (Caso Homogéneo)
Referencia Método 15} Enom
PRC 60 054311 (1999) Aproximacion de Padé -0.674, -0.432 | 0.326, 0.568
PRA 63 043606 (2001) Aproximacion de Padé -0.67 0.33
PRL 91, 050401 (2003) FN-GFMC 20.56(1) 0.44 (1)
PRA 70 043602 (2004) FN-GFMC 20.56(1) 0.44(2)
PRL 93 200404 (2004) FN-DMC -0.58 0.42(1)
PRA 70 053602 (2004) Analisis a T' # 0. Calculan 2 -0.3 0.7
PRL 95 060401 (2005) Campo Medio y QMC -0.58 0.42(1)
Europhys. Lett. 74 Funciones de Green -0.599 0.401
574 (2006) y diagramas
PRL 97 050403 (2006) Expansion 4 — € dimensiones -0.525 0.475
PRA 75 043605 (2007) Expansion e -0.7, -0.633 0.3, 0.367,
-0.641, 0.624 | 0.359, 0.376
PRA 77 051602(R) (2008) 20.56 0.44(2)
PRC 77 032801(R) (2008) FN-QMC 0.6 0.40(1)
PRC 78 024001 (2008) Monte-Carlo hibrido -0.708 0.292(12)
-0.671 0.329(5)
Gas de Fermi confinado en una trampa e interactuante.
Referencia Método 15} trap
PRL 89 250402 (2002) Aproximaciones de LDA y TF -0.61 0.624
PRL 93 100404 (2004) Usan la aproximacion de LDA -0.545 0.6745
PRA 76 021603(R) (2007) GFMC <05 < 0.707
PRA 76 053613 (2007) FN-DMC < -0.535 < 0.6819
PRA 76 011604 (R) (2007) Método Variacional MC < -0.50(2) < 0.707
PRA 77 043619 (2008) FN-DMC < -0.533 < 0.683
ArXiv:0803.0559 Método Variacional MC < -0.51(1) <0.7
JPB 43 065301 (2010) Método Variacional MC <-0.624(8) | < 0.613(8)

Tabla 6.5: Valores tedricos para los parametro 8 v &; &pom denota el parametro para el caso

interactuante y homogéneo y &;4p para el caso interactuante y confinado.
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Para el sistema en estudio del presente trabajo, un gas de Fermi interactuante por
medio de un potencial exponencial de alcance r, y confinado por medio de una trampa
armonica, se realizaron simulaciones exhaustivas de la energia para el analisis del limite
de unitariedad. Se hicieron célculos Monte Carlo en el caso de 2N = 330 particulas para
diferentes valores del alcance del potencial, considerando valores pequenos, ry/y/h/mw =
0.0005, 0.001, 0.0015, 0.002, 0.0025, 0.00375, 0.005, 0.01 y 0.015. Los calculos se hicieron
con diferente estadistica variando desde 10000 pasos hasta 80000, para diferentes valores de
la semilla. La funcién de onda que se utilizo es la dada por la Ec. (5.121). Se obtuvieron
los valores de la energia por particula E, en este limite E = E. El parametro Etrap SC€
calculd mediante la relacion

E
ftrap - FFG .

En la Tabla 6.6 se indican los valores promedio que obtuvimos, asi como el error asociado
a cada uno, el cual indica el rango de los diferentes valores obtenidos.

Resultados para ., y 5 en unitariedad.
Ty gtrap = TEF‘G B = gtzrap -1
0.0005 | 0.52504 + 0.01749 -0.72433
0.001 | 0.57395 + 0.01875 | -0.67058 + 0.00918
0.0015 | 0.64727 4+ 0.01945 | -0.58104 4+ 0.01259
0.002 | 0.66985 £ 0.02469 | -0.55130 £ 0.01654
0.0025 0.7 £ 0.00744 -0.51000 4 0.00521
0.00375 | 0.75113 4+ 0.01141 | -0.43580 4 0.00857
0.005 | 0.79178 £ 0.00296 | -0.37308 + 0.00234
0.015 | 0.82931 + 0.00267 | -0.31224 4+ 0.00221

Tabla 6.6: Valores obtenidos en este trabajo para &;p y 8 en el caso de 2N = 330 particulas. Los
resultados se presentan para diferentes valores del alcance del potencial de interaccion
Ty.

Para el caso de los resultados mostrados para 2N = 330 particulas cabe mencionar
que se debe explorar cuidadosamente la region del parametro variacional Agy. El tiempo
de computo para cada uno de estos calculos aumenta dependiendo de la estadistica y del
ntmero de particulas.

6.4 Limite de rango cero.

Una vez que se obtuvo la energia por particula E, de una mezcla balanceada de fermiones
en dos diferentes estados de espin que interaccionan por medio de un potencial exponencial
de corto alcance, r,, como funcion de la longitud de dispersion para diferentes valores del
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Figura 6.16: Valores de la energia E para 1/kpa = 0.8 como funcién del alcance. Se muestra el ajuste
de un polinomio de grado tres con el que se obtiene el valor de la energia cuando el alcance
del potencial tiende a cero.

alcance del potencial, se puede estudiar también el limite cuando el alcance del potencial
tiende a cero. En este caso se fija un valor de la longitud de dispersion «, y con los
valores obtenidos de la energia para diferentes valores del alcance del potencial se hace
una extrapolacion del valor de la energia cuando r, — 0. Por ejemplo, en la Figura 6.16
se muestra el ajuste para el caso donde 1/kpa = 0.8. Se grafican los valores de la energia
como funciéon del alcance del potencial, y se hace un ajuste con un polinomio, en este
caso es uno de grado tres. El valor obtenido en el limite que r, — 0 es E = 0.478. Se
procede de esta forma para diferentes valores de 1/kpa. En la Figura 6.17 se muestran los
resultados obtenidos para la energia como funcién de 1/kpa, en el limite que el alcance
del potencial tiende a cero. También se ilustran las diferentes curvas de energia que se
usaron para obtener los resultados. La linea solida corresponde al limite de rango cero.

En la seccion anterior se presentaron los resultados del parametro universal para el
limite de unitariedad para diferentes valores del alcance del potencial para 2N = 330
particulas. Para poder obtener una prediccion del pardmetro &, 0 B8 en el limite en el
cual el alcance del potencial tienda a cero, se hace una gréfica con los datos mostrados en
la Tabla 6.6. En la Figura 6.18 se muestran los datos de la energia en unidades del gas de
Fermi no interactuante, es decir, se muestra &;,q, como funciéon del alcance del potencial.
Para estos datos, se hace un ajuste con una funcién logistica, obteniendo asi la prediccion
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Figura 6.17: Limite de rango cero.

mostrada en la Tabla 6.7, en el limite donde el alcance del potencial r, tiende a cero.

Resultados para &;,qp y 5 7v — 0.

gtrap = % 6
0.49363 + 0.01287 -0.75633

Tabla 6.7: Valores obtenidos en este trabajo para &i.qp y B en el caso de 2N = 330 particulas,
en el limite r, — 0.

Resultados similares se pueden obtener para diferente ntimero de particulas.
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Figura 6.18: Energia F como funcion del alcance del potencial 7, en el limite de unitariedad, 1/kpa = 0,
para 2N = 330 particulas. Las unidades de la energia son Fpg, la energia por particula
del gas de Fermi no interactuante.
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CAPITULO

Conclusiones.

En la presente tesis, se estudié una mezcla balanceada de atomos de Fermi en dos esta-
dos hiperfinos, a temperatura cero, acoplados principalmente en el canal de onda-s. Los
atomos estan confinados por medio de una trampa armoénica isotropica de frecuencia w
e interactian por medio de un potencial de corto alcance atractivo. Este potencial se
eligi6 como exponencial y su intensidad se sintoniz6 en términos del valor de la longitud
de dispersiéon. En el limite de rango cero los resultados deben ser independientes de la
naturaleza del potencial atractivo. Este gas de Fermi se estudi6 en las regiones BEC, BCS,
el cruce BEC-BCS y asi como en unitariedad.

Antes de abordar el sistema de muchos particulas, estudiamos el caso de dos particu-
las confinadas e interactuantes, ecuacion (4.25), la cual se resolvio de forma numérica
obteniendo las eigenenergias y eigenfunciones para diferentes valores de la longitud de
dispersion « y diferentes valores del alcance del potencial r,. Se obtuvo que la energia
del estado base para el estado de resonancia cero en el limite en que el alcance del po-
tencial tiende a cero, corresponde a 0.5 hw. Se encontraron expresiones analiticas que se
ajustan a las eigenfunciones obtenidas de forma numérica, para valores de la longitud de
dispersion positivos y negativos, ecuaciones (4.27) y (4.28). Se hizo una comparacion con
el potencial delta regularizado, para las energias en el limite de rango cero obteniendo que
son compatibles, Figura 4.8.

El sistema de muchos cuerpos se resolvié utilizando el método Monte-Carlo variacional.
Se propusieron dos tipos de funciones de onda prueba para modelar el sistema de muchos
cuerpos, dependiendo de la region a estudiar. Para el limite BCS, se utilizé la funciéon
de onda dada por la ecuacion (5.114). Cabe mencionar que para esta region en primera
instancia se utilizo la funcion de onda de Jastrow-Slater dada por la ecuacion (5.103).
Aunque esta funciéon de onda incorpora las correlaciones entre particulas, para valores
del alcance del potencial extremadamente cortos, los valores que se obtuvieron y que
minimizaban la energia, eran poco cercanos a las cotas superiores de la energia que se
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obtienen con las funciones (5.115). Esto es debido a que las funciones de onda de Jastrow-
Slater elegidas son apropiadas para potenciales cuyo alcance sea largo (por ejemplo cuarks
interactuantes) pero no para los sistemas de interés en esta tesis.

En la region del cruce y en la region BEC se propuso una funciéon de onda del tipo
Eagles-Leggett, ecuacion (5.121), la cual es un producto antisimetrizado de funciones que
describen a pares de particulas en diferentes estados de espin. Para escribir tal funcion de
onda se utilizaron las expresiones analiticas del problema de dos particulas para longitudes
de dispersion positivas y negativas, multiplicadas por una funciéon de onda variacional del
centro de masa. Se obtuvo una expresion para la acciéon del hamiltoniano del sistema
de muchos cuerpos, ecuacion (5.124), sobre la funciéon de onda descrita por la ecuacion
(5.123), dicha expresion, ecuacion (5.129), es apropiada para evaluar el valor medio del ha-
miltoniano del sistema y nos permitié hacer célculos para un ntimero grande de particulas
N de cada especie, utilizando el algoritmo Metropolis.

De la simulacion Monte-Carlo se obtuvieron los valores de los pardmetros variacionales
para cada region, ya sea Agr u w’, con lo que se tiene descrita la funcion de onda del
estado base del sistema de muchos cuerpos. Se definié F la energia por particula para cada
region. Los resultados se muestran a través de curvas de energias como las presentadas en
las Figuras 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4, donde se grafica E como funcion del pardametro adimensional
kroa, kr es el nimero de onda de Fermi para diferentes valores del alcance del potencial,
lo cual permitié no sélo obtener la energia como funcién de la longitud de dispersion
sino también del alcance del potencial. Las simulaciones se desarrollaron para diferente
nimero de particulas, en este trabajo los resultados se presentaron para el caso particular
de 2N = 330 particulas.

Se obtuvo una expresion para el teorema del virial que nos permitié verificar con
razonable precision numérica que nuestras funciones son eigenfunciones aproximadas del
hamiltoniano de muchos cuerpos no solo en unitariedad sino en todo el cruce, para un
potencial que depende de la longitud de dispersion y del alcance del potencial, ecuacion
(6.24). Para verificar las relaciones del virial fue necesario evaluar las derivadas de la
energia por particula respecto al inverso de la longitud de dispersion y respecto al alcance
del potencial. Se encontré que estas derivadas tienen valores extremos en la region de
unitariedad. Finalmente se obtiene que es necesario considerar el alcance del potencial
ademas de la longitud de dispersion para obtener las relaciones del virial en el caso de
longitudes de dispersion finitas.

Se calcularon las funciones de correlaciéon de una y de dos particulas para el caso de
2N = 330 particulas para las regiones BEC, BCS y unitariedad. Se observa que el hecho
de que las particulas estén confinadas afecta estas funciones de correlaciéon, las cuales
decrecen con la distancia relativa entre particulas cuando ésta es comparable al tamano
de la trampa.
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En el limite de unitariedad se calcul6 la energia del sistema interactuante y confinado
para diferente nimero de particulas. Para el caso particular de N = 165 particulas por
cada estado hiperfino, se encontré una cota superior al valor del pardmetro &, para
diferentes valores del alcance del potencial, los cuales se reportaron en la Tabla 6.6

Se obtuvieron curvas de energia que nos permiten analizar a la energia como funcién
de la longitud de dispersion y del alcance del potencial, lo que permite obtener una predic-
cion en el limite de rango cero para la curva de energia como funciéon de 1/kra, Figura
6.14. Para unitariedad se obtuvieron como cota superior los valores limite del pardmetro
universal &.qp = 0.5084 £ 0.01107 que corresponde a 8 = —0.74153.

Las funciones de onda y el método Monte-Carlo presentado en este trabajo permiten
obtener eigenenergias y eigenfunciones del sistema de muchos cuerpos. El nimero de
particulas considerado en este trabajo es un orden de magnitud superior al de cualquier
trabajo reportado en la literatura del tema. Con estas funciones se pueden estudiar
propiedades del sistema, como las funciones de correlacion y el teorema del virial, asi
como predecir valores para parametros universales en la regiéon de unitariedad.
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APENDICE

Programa para calcular la longitud de
dispersion.

Este programa esta basado en el método de fase variable mostrado en la seccion 2.1.3 del
Capitulo dos. En este caso se muestra el programa que calcula la longitud de dispersion en
onda-s para el potencial exponencial, V (r) = Voe /™ = Voe 2/% r, = b/2 es el alcance
del potencial. Sin embargo, este programa se puede utilizar para calcular la longitud de
dispersion de cualquier potencial de interaccion de corto alcance y para cualquier onda
parcial.

Se utiliza que la amplitud del potencial depende de un parametro a de la siguiente forma:

Vo = (21/a)? (A.1)

El signo del potencial atractivo esta incluido en la ecuacién que se programa para onda-s,
la cual es la ecuacion 1.51 del Capitulo 1, esta ecuacion se muestra a continuacion:

5o(r) = =k~ 1V () sin®[kr + 8o(7)] (A.2)

Al resolver la ecuacién anterior se obtienen los corrimientos de fase dq, para calcular
la longitud de dispersion se utiliza la ecuacion 1.29:

o= —lim—tan % (k) .
k—0 [

(A.3)
A continuacién se muestra el programa para calcular los corrimientos de fase dy y por

ende la longitud de dispersion.

PROGRAM CALOGERO
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c Se definen las variables
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
EXTERNAL F
DIMENSION Y(1),YP(1)

o Se definen las variables comines
COMMON/ENERGY/ak,VO0,b

¢  Abre el archivo 3 que corresponde a long_disp.dat
OPEN (3,FILE=’long_disp.dat’)

¢ Se definen los parametros
z1l = 2.40482555769577d0 !'Es el primer cero de Bessel

a = 0.035d0 IValor del parametro a de la Ec. (A.1)
VO = (z1/a)**2 1Se define el valor de la amplitud
del potencial (Ec. A.1)

b = 0.3D0 'E1l doble del alcance del potencial
WRITE(3,*) b IEscribe el valor del parametro b en el archivo 3
PRINT*, b

r_ 0 = 0.1D-6

Y(1) = 0.DO ICondicién a la frontera

500 FORMAT (F17.5, A1, F9.7, A5, F15.12, A1, F15.12)

NSTEP = 10000

EPSILON= 0.01DO Valor de la energia
AK = DSQRT(EPSILON)

dr 0.001D0O

r =10

DO I=1,NSTEP
r_out = r + dr

RELERR = 1.D-14 'Error relativo
ABSERR = 1.D-14 'Error absoluto
IFLAG = 1

MAXNUM = 10000

¢ Llama la subrutina que resuelve la ecuacidén diferencial. Esta
llama a su vez a la subrutina F que define la ecuacién
diferencial
Call DE(F,1,Y,r,r\_out,RELERR,ABSERR, IFLAG,MAXNUM)
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IF(IFLAG.NE.2) THEN
WRITE(1,*) ’IFLAG=’,IFLAG, ’NSTEP=’,I,

* >EPSILON=’,EPSILON
PRINT*, °IFLAG=’,IFLAG, ’NSTEP=’,I
ENDIF
ENDDO

c Y(1) son los corrimientos de fase. Al calcular
-DTAN(Y(1))/(AK) se obtiene la longitud de dispersidn

PRINT*, ’V0=’,V0, ’a=’, a, -DTAN(Y(1))/(AK)

WRITE(3,500) VO, *> °, a, ”> 2, Y(1), ? ?, -DTAN(Y(1))/(AK**3)
10 CONTINUE

STOP

END

======= A continuacidén se muestra la subrutina F
c Subrutina F que resuleve la ecuacidén diferencial
SUBROUTINE F(r,Y,YP)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DIMENSION Y(1),YP(1)
COMMON/ENERGY/ak,VO0,b

akr = ak*r
V=-VO*EXP (- (2%r) /b) 'Amplitud del potencial
YP(1) = -(V/ak)*(DSIN(akr+Y(1)))**2 !Ecuacién A.2 de este Apéndice

RETURN
END
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Polinomios para la region BCS.

En este Apéndice se muestra cémo obtener los polinomios de la funcién analitica para la
region de longitudes de dispersion negativas, Ec. 4.28 del Capitulo Cuatro, la cual es:

1

Gapa (1) = —Jo(zoe™"/")e (L - e %) P(r ). (B.1)

Esta funcién es la funcién de onda de la coordenada relativa utilizada en la simulacion
Monte-Carlo de muchas particulas.

Para obtener los polinomios se utiliza el programa que encuentra numéricamente la
funcién de onda solucién de la ecuacion de Schrodinger unidimensional para la coordenada
relativa del problema de dos cuerpos interactuantes y confinados, que corresponde a la
ecuacion 4.24 del Capitulo Cuatro, la cual es:

El programa se hizo para el potencial exponencial pero se puede ajustar para cualquier
potencial de interacciéon de corto alcance. Una vez que se obtiene la funciéon de onda
numérica f,,,, se obtiene numéricamente la razon

fnum _ (1 + ce_QT/b)P(T/b) (B?))

%J0(20€_T/b)6_mwT2/4h

En el caso que |Vp| < (20/b)*hw. se tiene que ¢ = 0 y se obtienen los polinomios.
Una vez que se tiene la razéon dada por la ecuacion (B.3), se hace un ajuste a un
polinomio de grado N, y se obtienen los coeficientes C;:

r()- 5o ) o
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Cabe mencionar que los polinomios que calculamos fueron de cuarto, quinto y sexto grado.
A continuacién se muestra el programa que encuentre la funcién numérica y calcula la
razén para obtener el ajuste de los polinomios y un ejemplo particular del valor de los
coeficientes.

PROGRAM POLINOMIO
USE DFPORT

¢ Se definen los parametros

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

EXTERNAL F

DIMENSION Y(2),YP(2),RR(15000) ,FR(15000)
DIMENSION FBY(15000), FB(15000), FBR(15000)

c Se definen las variables comunes en las subrutinas
COMMON/ENERGY/epsilon,idatos
COMMON/POTENCIAL/a,b,V0,z1
COMMON/RESULTADOS/RR
COMMON/RESULTADOSF/FR

¢ Se generan las posiciones

DO I=1,15000
RR(I) = 0.DO
FR(I) = 0.DO
ENDDO

c Se dan las condiciones iniciales

r_ 0 = 0.1D-6
Y(1) = 0.D0
Y(2) =.1D0

100 FORMAT (A4,F10.3,A1,F10.3,A2)
200 FORMAT (A1,F10.3,A1,F10.3,A2)

¢ Se dan los parametros del potencial y de energia

EPSILON = 0.62342d0 'Energia del sistema de dos cuerpos

c Se define el cociente de la Ec. (B.3)

Ar = z1+EXP(-r/b) lArgumento de la funcidén Bessel

JO = DBESJO(Ar) 'Funcién Bessel

FB = JO*EXP(-(r*r)/4.d0) !Funcién Bessel y la Funcidn

Exponencial de la Ec. 1

FBR = FB/r 'Funcién anterior entre r

FBY = Y(1)/ FBR 'Ec. (B.3) Y(1) es f_{num}
c Se definen los pasos
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Idatos = 0
NSTEP = 100
dr = 0.4D0
r =r_0
DO I=1,NSTEP
r_out =1 + dr
RELERR = 1.D-12
ABSERR = 1.D-16
IFLAG =1
MAXNUM = 10000
c Se llama a la subrutina que resuelve la Ec. (B.2)
Call DE(F,2,Y,r,r_out,RELERR, ABSERR, IFLAG,MAXNUM)
ENDDO

PRINT*,idatos
idatos=idatos-1
¢ Se llama a la subrutina que quita los datos repetidos
CALL SINDATOSREPETIDOS(idatos,RR(I),FR(I))
STOP
END

======= A continuacidén se muestran las subrutinas ====

¢  Subrutina que tiene la ecuacidén diferencial, Ec. (B.2).
SUBROUTINE F(r,Y,YP)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DIMENSION Y(2),YP(2),RR(15000),FR(15000)
COMMON/ENERGY/epsilon,idatos
COMMON/POTENCIAL/a,b,V0,z1
COMMON/RESULTADOS/RR
COMMON/RESULTADOSF/FR

OPEN (1,FILE=’Datosl.nb’)
OPEN (2,FILE=’Datos2.nb’)

b = 0.0075d0 !Doble del alcance
a = 0.0075705848d40 'Parémetro que define VO
z1l = 2.4048255577D0 'Primer cero de Bessel
VO = -(z1/a)**2 'Amplitud del potencial
car = 0.25D0 !indica la presencia de la trampa
c Se define la ecuacion diferencial, Ec 2.
YP(1) = Y(2)

YP(2) = carxr*rxY(1)+V*Y(1)+alxY(1)*(al+1.D0)/(r*r)- epsilon*Y(1)
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C

C

200 FORMAT (A1,F12.5,A1,F12.5,A2)
300 FORMAT (F14.5,F14.5)

WRITE(1,200) °{’,r ,’,’,Y(1),’},’
WRITE(2,200) °{’, r,’,”,Y(2),’},’
idatos = idatos+1

RR(idatos) = r

FR(idatos) = Y(1)

RETURN

END

Subrutina que quita todos los valores repetidos.
SUBROUTINE SINDATOSREPETIDOS (nmaxd,RR,FR)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

PARAMETER (NMX=15000)

DIMENSION RR(NMX), FR(NMX), RN(NMX), FN(NMX), FNR(NMX)
COMMON/POTENCIAL/a,b,VO

OPEN (3,FILE=’Datosl.dat’, STATUS=’0LD’)
OPEN (7,FILE=’Datos.nb’)

OPEN (8,FILE=’Datos.dat’)

OPEN (9,FILE=’promedios.dat’)

OPEN (10,FILE=’funcionj.nb’)

PRINT* ,NMAXD

200 FORMAT (A1,F14.5,A1,F14.5,A2)

ICOUNT = 1

DO I =2,NMAXD
IF(RR(I) .GT.RR(I-1)) THEN
RN(ICOUNT) = RR(I-1)
FN(ICOUNT) = FR(I-1)*EXP(-((RR(I-1))*%*2)/4.D0)
ICOUNT = ICOUNT +1
ENDIF
ENDDO

PRINT*,ICOUNT

Se normaliza la funcién de onda
SUM = 0.DO
SUM_X = 0.D0
SUM_EXP = 0.DO

DO I = 1, ICOUNT-2

RI = RN(I)

RIP = RN(I+1)

VRI = DEXP(-2.DO*RI/b)
VRIP = DEXP(-2.DO*RIP/b)

DRI = RIP - RI
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FI = FN(I)*FN(I)
FIP = FN(I+1)*FN(I+1)

SUM = SUM + 0.5D0*(FI+FIP)*DRI

SUM_X = SUM_X + 0.5DO*(FI*RI + FIP*RIP )=*DRI
SUM_EXP = SUM_EXP + 0.5D0*(FI*VRI+ FIP*VRIP)*DRI
END DO

DO I =1, ICOUNT-1
FN(I)=FN(I)/DSQRT(SUM)

FNR(I)= (FN(I))/(DSQRT(SUM)*RN(I)) 'Esta es la funcién R
WRITE(7,200)°{’,RN(I),’,’, FN(I),’},’
WRITE(10,200) °{’,RN(I),’,’, FNR(I),’},’
WRITE(8,*)RN(I),FN(I)

END DO

SUM_X = SUM_X/SUM

SUM_EXP = VO*SUM_EXP/SUM
Printx*,SUM

PRINT*,SUM_X

WRITE(9,*) SUM,SUM_X,SUM_EXP
RETURN

END

Un ejemplo para los valores del polinomio es el que se muestra a continuacién. Se
calculd para un valor de la longitud de dispersion @ = —5.98144, ¢y es la energia del
estado base de dos cuerpos interactuantes y confinados.

o = -5.98144 \/h/mw a = 0.0075060325
€0 = 0.0630996060074678 [Aw]
Co = 5.99995E-4 + 8.98741E-8
Cy = 1.08126E-4 £+ 4.87977TE-7
Cy = -4.64102E-5 £+ 7.80372E-7
C3 = 1.83968E-5 £ 4.63266E-7
Cy = -4.06778E-6 £ 9.10314E-8

Tabla B.1: Ejemplo de los polinomios para o = —5.98144.
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Calculo de la amplitud del potencial.

Una vez que se ha escogido el potencial de interacciéon para los atomos de Fermi, es
conveniente determinar el valor correspondiente a la amplitud del potencial. En el caso
particular del potencial exponencial Vpe /™, en el Capitulo cinco de la presente tesis se
mostré la expresion analitica para la longitud de dispersion «, la cual es:

7 No(bv/'Vom/h)
o = b 5T o8 (by/Vom,/21) C} (C.1)
De la ecuaciéon anterior se observa que la longitud de dispersion depende en general del
parametro b, (ry = b/2) y de la amplitud del potencial Vj; por lo que « es funcion de dichos
parametros, a = a(b,Vy); o a/b = f(/Vof). Entonces si se fija el valor del alcance del
potencial, es posible obtener una expresion para la amplitud del potencial como funcién
de la longitud de dispersion pues v/Vob = f~1(a/b) = g(a/b), y al despejar la amplitud de
disersion se tiene que Vo = (g(a/b)/b)>.

Para poder obtener el valor de la amplitud del potencial se siguen los siguientes pasos:
(i) Se fija un valor de b.

(ii) Utilizando la ecuacion (C.1) se grafica a;/b como funcion de v/ V;b, para poder obtener
una serie de parejas de puntos correspondientes a esos parametros.

(iii) Se grafica v/Vpb como funcion de /b, y se hace una ajuste a la curva obtenida. En
la Figura C.1, la linea solida representa a /Vpb como funcion de «/b, mientras que la
linea en segmentos corresponde al ajuste a esta curva que corresponde a la funcién:

VVob = il)& (C.2)
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Figura C.1: En esta grafica la linea sélida gruesa representa la amplitud 1/Vpb como funcion de
ab; mientras que la linea en segmentos corresponde al ajuste con la funcion fq;.

donde P1 =2.75226, P2 = 0.55650225 y P3 =0.77979. A partir de ecuacion (C.4)
se despeja Vy obteniendo asi:

()’
e <5P3 + (bo" PQ)

(C.3)
7)
(5.121) del Capitulo Cinco.

Escribiendo la ecuacion en términos del alcance del potencial r, se obtiene la Ecuaciéon

™ Byt <2v%>P2> (C4)
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APENDICE

Estructura del programa Monte-Carlo
variacional.

En este Apéndice se da una idea general de la estructura del programa utilizado para
calcular el valor medio de la energia asociada a la mezcla de fermiones dada una funciéon
de prueba. Este programa esté basado en uno desarrollado por el Dr. Genaro Toledo para
interacciones de cuarks. El corazén del programa Monte-Carlo es el algoritmo Metropolis,
el cual consiste en:

e Escoger un valor inicial Zy, el cual representa las posiciones de los atomos, y se
evaliia la funcién de onda en ese valor Vg (Zp). Todos los pasos que se describan
a continuaciéon se hacen para los dos diferentes estados hiperfinos, en este caso si
estos se denotan por Ty |, se generan las posiciones Ty, y To, y se calcula entonces

VgL (To,) y YeL(To,).

e Mover aleatoriamente la posicion a ¥ = @y + A y calcular la funcion Vg (Z) en ese
punto. Tanto para los estados 1 como para |.

VL (@) >2‘

e Evaluar la razén r = -
Vi (Zo)

e Sir > 1 se acepta el paso.

e Sir < 1 se genera un nimero aleatorio xs cuyo valor esta entre cero y uno. Se hace
Ty = T9, por lo que 0 < x9 < 1. Se compara r con 7s; si > ry se considera un valor
permitido del paso. Si no se considera el valor del paso anterior.

e Los pasos descritos se repiten un numero suficiente de veces.

e Se define la aceptancia la cual debe ser del orden de 0.5.
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Una vez descrito el algoritmo Metropolis, a continuaciéon mencionaré los ingredientes
principales de nuestro programa:

(A)

Se definen los parametros que caracterizan al sistema y que son de dos tipos: (i)
aquellos relacionados con el potencial; (ii) aquellos relacionados con la funciéon de
onda de prueba. Los parametros del potencial fijan un valor de la longitud de
dispersion, estos son: su amplitud y su alcance. La funcién de onda de prueba
depende del potencial elegido segin se describi6 en el Capitulo 5. En la region BCS
cuando se utiliza una funcién del tipo Eagles-Leggett es necesario dar los polimonios
mencionados en la Eq. 4.28. En la region BEC se requiere dar la energia asociada al
problema de dos cuerpos, la cual se calcula por medio del programa de integraciéon
nimerica DSLEIG de las subrutinas IMSL de Fortran. Se especifica la region a
explorar para el pardmetro variacional A.

Se escoge una posicion aleatoria de las 2N particulas, 755, dentro de una regiéon cuyo
tamano tipico es del orden de 1.2 veces el radio de Fermi.

Se evalua la funcién de onda de muchos cuerpos en ese punto aprovechando su
estructura de forma de determinate.

Para poder utilizar el algoritmo Metrépolis de forma eficiente, se agrupa el nimero
de pasos totales para la simulacion, que se denota por ILD, en bloques; es decir, que
si se tienen N datos y se quieren m-bloques, el niimero de bloques que se denota por
ITAKE es ITAKE = N/m. Los resultados del algoritmo se dan en términos de este
nimero de bloques.

Se define un valor que se denota por ITHERM, el cual indica el nimero de pasos
para que el sistema se termalice, es decir, para que la simulaciéon no depende de la
posicidon 7oy en la que empez6. Se define un nimero de pasos efectivo, el cual es
ILD—ITHERM a partir del cual ya se considera la toma de datos efectiva, la cual
ya no depende de las condiciones iniciales.

Se realiza el primer paso Monte Carlo variando la posicién de una de las particulas
en forma aleatoria alrededor del punto en un radio RC. Esta variacion tiene efectos
en el valor de la funciéon de onda original, la cual puede evaluarse en términos de
menores del determinante, Ec. (menores), los cuales a su vez se expresan en términos
del inverso de la matriz transpuesta que es evaluada con el algoritmo de inversion
de matrices adecuado.

Se aplica el algoritmo Metrépolis para evaluar la relevancia de la contribucion del
punto 7on + A7;. De ser aceptada, una vez superado el proceso de termalizacion,
se evalua en forma clésica el valor del potencial efectivo que en el caso de funciones
tipo Eagles-Leggett involucra a V(7an + A7) v a R% Cabe mencionar que en la
simulacion, los valores de expectacion que involucran integrales de 3N-dimensiones se
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traducen en un promedio de los valores de la variable en cuestién sobre un muestreo,
pesado con la probabilidad correspondiente.

| ITAKE n
Integral 3N — dimensiones O Z B;; B, = Z O;. (D.1)

ITAKE

(H) Se repite el procedimiento a partir del paso (B) en ILD iteraciones.
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Ejemplo de la salida del programa.

A continuacién se muestra un ejemplo de como es la salida tipica del programa Monte-
Carlo utilizado para hacer los calculos de la mezcla balanceada de fermiones. La fila donde
se encuentra el minimo de la energia esta coloreada.

INU =
alpha
ILD =

RFERMI
ISD =

LAMBDA
0.1900
0.1890

.1880
.1870
.1860
.1850
.1840
.1830

O O O O O o

o

.1820
.1810
0.1800

o

165
4.000000000000000E-003
10000
EZERO =

1.50000000000000

= 4.46465114743044
1368
VTQ VTER,
-346.6916 10.9138
-383.6100 8.6507
DATA REJECTED
-287.7655 6.6221
-232.6535 7.1875
-530.1890 10.7281
-264.1335  7.7455
-591.4310 9.6395
-167.6129 4.6839
DATA REJECTED
-349.5802 8.2994
-260.2650 6.3802
-237.6871 6.1828

IND =

165
alphap = 4.000000000000000E-003

ITHERM = 2000
EREL2B = 0.5
ampot = 361449.122684174

=== QUTPUT ===
VPTQ, VPTER, cMQ,
350.4437 11.0130 2.5331
387.8088 8.7291 2.5557
0.475908483804762
291.1957 6.6904 2.6054
235.3501 7.2560 2.6038
535.3775 10.8247 2.5957
266.6486 7.7934 2.7317
597.6620 9.7343 2.6855
169.6105 4.7273  2.7299
0.474480907949433
353.1294 8.3663 2.6752
263.3958 6.4466 2.6846
240.4621 6.2399 2.7691

CMER, ACC, RC,
0.0044 0.486 0.169
0.0062 0.482 0.172
0.174124379274293
0.0051 0.493 0.166
0.0040 0.494 0.168
0.0051 0.482 0.171
0.0037 0.489 0.173
0.0046 0.481 0.176
0.0039 0.481 0.179
0.181221299584408
0.0039 0.485 0.172
0.0038 0.482 0.175
0.0044 0.483 0.177

OO o0 o1 o ~

[e) Mo}

SUMA
L6277
.0963
1
L3767
.6406
.1236
.5855
.2545
.0647
1
.5609
.1511
.8792

En las primeras seis lineas se muestran los datos iniciales del programa, los cuales son:

® INU: Es el nimero de particulas /V;, para el estado con espin hacia arriba, 1.

® IND: Es el ntmero de particulas N|, para el estado con espin hacia abajo, |. En la
presente tesis se consider6 una mezcla balanceada por lo que INU = IND = 165.
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® alpha: En la notacién utilizada en la presente tesis alpha = a. Este parametro

determina la amplitud del potencial pues Vi = —(z1/a)?, donde z; es el primer cero
de Bessel.

® alphap: En la notacion utilizada en la presente tesis alphap = b, donde b es el doble
del alcance del potencial, 7, = b/2.

® ILD: Es el nimero de pasos utilizado en la simulacion Monte-Carlo; este niimero
vario desde 10000 hasta 100000.

® ITHERM: Es el numero de pasos utilizados para la termalizacion del sistema.
® EZERQ: Es la energia del centro de masa EZERO = 3/2hw.

® EREL2B: Para la region de unitariedad y la region BCS, es la energia del estado base
del sistema de dos particulas interactuantes y atrapadas, que en la presente tesis se
denot6 por €.

® RFERMI: Es el radio de Fermi
® ampot: Es la amplitud del potencial, que se denot6 por Vj.

® ISD Es la semilla que se utiliza. Es un ntimero que aleatorio entre 1000 y 2500.

Después de escribir los datos de entrada del programa se muestran los datos de salida,
que son los que se obtienen de la simulacion, los cuales se muestran en una serie de filas
y columnas. Los datos de salida son:

"4 LAMBDA: Es el valor del parametro variacional. Se fija el rango en el cual varia
este parametro. En el ejemplo que se ilustra, este vario desde 0.18 hasta 0.19, en
intervalos de 0.001.

4 VTQ: Es el valor medio del potencial de interaccion, corresponde al tercer término de
la ecuacion 5.131 del Capitulo 5.

"I VTER: Es el valor del error asociado en el célculo al término VTQ.

" VPTQ: Es el valor medio del potencial de interaccién para las particulas que cambian
sus permutaciones. Corresponde al dltimo término de la ecuaciéon 5.131 del Capitulo
D.

"I* VPTER: Es el valor del error asociado en el céalculo al término VPTQ.

"I CMQ: Es el valor medio del hamiltoniano asociado a la coordenada del centro de masa
del sistema. Corresponde al pentltimo término de la ecuaciéon 5.131.

"I* CMER: Es el error asociado en el céalculo al término CMQ
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Y4 ACC: Indica el criterio de aceptacia. Se fija a un valor cercano a 0.5. en este caso
escogimos que su valor estuviera en el rango de 0.5 4+ 0.02.

"I* RC: Es el radio en el que se empieza a hacer el muestreo.

Y4 SUMA: Es el valor medio del hamiltoniano del sistema, es decir, la energia total.

El ejemplo que se ilustra corresponde al caso de unitariedad, para un valor del alcance
del potencial r, = 0.002, por lo que corresponde a un valor de b = 0.004. En este caso se
dejo variar el parametro variacional entre (0.19 y 0.18) en intervalos de 0.001.

Cuando en la salida hay un mensaje que dice DATA REJECTED, significa que para el
valor siguiente de lambda, el valor de la aceptancia estaba fuera del rango que se le
impuso dado un cierto valor del radio critico. En este caso nosotros utilizamos que el valor
de la aceptacia fuera entre 0.5 £+ 0.02. En el primer data rejected mostrado en la salida
ejemplo, el valor después del data rejected indica la aceptacia obtenida, en este caso se
puede ver que la aceptancia es menor que 0.48 por lo que fue rechazada, esto se debe a que
el valor del radio critico que es donde se hace el muestreo estadistico no es el adecuado.
En ese mismo renglon, el tercer valor corresponde al radio critico rechazado. Mientras que
el dltimo valor es un contador que indica el nimero de datos rechazados, en este caso es
1 porque solo se rechazé un dato, este contador se deja variar hasta un cierto namero de
veces.

En el ejemplo de la salida del programa, hay un renglén coloreado que indica cual es
el valor minimo de la energia para esa corrida en particular. En este caso corresponde a
una energia de 5.0647 para un valor del parametro LAMBDA de 0.183.
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In contrast to conventional ideal Bose and Fermi degenerate gases, atoms in experimental ultracold gases interact among themselves and «
trapped by an external potential. In this work, we consider two particles of masspped by @D harmonic potential of frequency, and
interacting through an isotropic short range potential of interigjtgnd range/2, with b/2 < \/h/mw. Eigenfunctionand eigenenergies

are obtained and compared with those resulting (a) from an effective contact interaction and (b) in the absence of the trapping potential.
Concepts like zero-resonance and binding energy, usually introduced for problems that allow a continuum spectra, are discussed for trappe
particles.

Keywords:Two body interactions; trapped systems; finite range potential effects.

En contraste con los gases degenerados de Fermiy Bose ideales convencionales, experimentalmentedosgasabrafios interadhan
entre $aden@s de estar confinados por medio de un potencial externo. En este trabajo, estudiamogdi@smtmasa, las cuales eah
atrapadas por medio de un potencial anigo tridimensional con frecuencig e interacian a traés de un potencial de corto alcance con
intensidad; y rangob/2, siendob/2 < /i/mw. Seobtienen las eigenfunciones y eigenef@sgy se comparan con aquellas obtenidas:
(a) a partir de una interadm de contacto; (b) en ausencia del potencial de confinamiento. Conceptos como resonancia-cefa gleenerg
ligadura, que usualmente se introducen en problemas que pueden tener un espectro continuo, se discuten en elicalss dérppadas.

Descriptores:Interacciones de dos cuerpos; sistemas atrapados; interactuantes; efectos de potenciales de rango finito.

PACS: 03.65.Ge; 03.65-w; 32.80.Lg

1. Introduction if the interaction potential has a range much smaller than the
trapping natural length scale, it is still expected (and experi-

In recent years, it has been possible to tune the interactiongentally confirmed) that the scattering length defined in the

betWeen atoms in d|lute Ultracold gaseS Via. FeshbaCh re%sence Of a trapping potentia' determines essentia| proper-

onances. This is achieved by inducing slight variations onjes of the system at low temperatures.

open and closed channel energies using magnetic fields [1]. Buschet al. [2] studied this problem in the case of a reg-

For broad resonances, the binary interaction may be modjarized contact interaction

eled by a single channel potential. Experiments are always

performed with trapped atomic gases. The relevance of the Viontact (P, 7)) = drh*ag 53) (F; — ) 1)

system makes necessary to understand clearly the trapping o m " !

effects on the behavior of the interacting particles. V2rh2ag YN
Some general remarks must be done when comparing = T(S (7 — 7’9')57” &)

a collision process between interacting but otherwise free ) ) )

atoms, and interacting atoms trapped by an external potentiginda spherical trapping potential of frequency For thes-

In the former case, in a single channel scenario, the scatterirgjates, they found an implicit equation for the energy eigen-
is usually described in terms of phase shifts. In the limit ofValuesE,
low energies, the process is determined bystheave scatter-

ing lengthag disregarding the detailed form of the interaction = , 3
potential. For positive (negative) values @f the particles D(=E/(2hw) +1/4) o ©
experience an repulsive (attractive) effective contact interacandthe explicit expression for the corresponding eigenfunc-
tion. In the caseay| — oo, @ zero energy resonance OCCUrS.tjgns

This critical value ofjag| corresponds to an infinite scatter-

\/if(—E/(2hw)—|—3/4) i/ mw

. . . 2
ing cross-section dge f[o the presence of a virtual state of zero wo(r) = A : efél“(z/)U (14 §7 h’") ’
energy; the potential is nearly strong enough to support an 2V 3 2" mw
s-wave bound state. E 3
In the case of interacting trapped atoms, the atomic two- V= ohe A (4)

body wave functions correspond always to bound states both o o

for the relative and center of mass degrees of freedom. As &henormalizationconstantd satisfies

consequence, the scatteringandout states cannot be de- ) , O

fined and the concept of phase shift loses meaning. However, A" = \@77%870 ©)
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and U is the hypergeometric function in standard notation.of the range parametérand the intensity,, Eq. (11) il-

The expression forA can be found using similar proce- lustrates the well known fact that the scattering length can

dures to those outlined in Ref. 3 and taking into accounbe positive or negative although the two-body potential is

Eg. (3). Notice that atay| — oo, the ground state energy always attractive. The scattering length diverges whenever

is By = hw/2. Jo(bv/Vom/h) = 0. If z;,t = 0,1,2, ... are the zeros of this
The purpose of this paper is to study the energy eigenvaBessel function in increasing order, the potentidl) only

ues and eigenfunctions of two particles of mastrapped in  admits¢-bound states fot; < b\/Vom/h < z;41. The dis-

a harmonic potential of frequencyand interacting through crete eigenvalues are determined by the boundary condition

an isotropic potential of finite rang®/2 < /fi/mw. The atr =0, me/h(b\/%m/h) =0.

potentialis chosen so that, in otherwise free space, it would  When the two-body collision process takes place in the

admit a finite number of bound states as its intensity is variedpresence of a spherical harmonic potential of frequency

We compare the results for trapped and unconfined particleshe two-body Schirdinger equation can be separated in a cen-
and analyze the role of the scattering length defined for a biter of mass equation

nary collision in free space. Comparison is also made with

the regularized contact interaction results given above. Thus, | P? 1

our study complements the work by Busehal. wherea, W+2MW2RQ] ®(R)=Ecuy®R), M=2m, (12)

is directly introduced into the effective interaction. Besides, -
our results provide a two-body correlated basis which car@nd a relative coordinate equation

be used, for example, in many-body quantum Monte Carlo -, 1

simulations of atomic degenerate gases [4]. In Monte Carlo p+pw2r2%€2T/b:| o(r)=Ep(r), p=—. (13)
calculations, for numerical reasons and because of concep- [2p 2 2

tual problems in th¢ao| — oo limit, the contact interaction  The formeris the well known harmonic oscillator equation,

Veontact CANNOL be implemented directly [4, 5]. and the latter can be numerically solved for giveand V.
In Table I, the ground energy;,, and thes-wave lowest
2. Two-body potential eigenvaluest; of Eq. (13) are illustrated for a given value

of the potential rangé/2 and several potential depth$.
Consider a two-body interaction potential of rarbge given ~ We first considert, values between zero and a maximum
by Vmaz SO that at most one bound state is admitted by the po-
Vir)= —Voe /b, Vo >0 (6) tential. The inverse of the scattering length covers the interval

wherer denotes the relative distance between the particled. 0, o) once. We observe that for interaction strengths
The Schédinger equation Vo < 222/ (mb) = 5o

~ 2

LR

o ¢=E¢ (7)  the system in the absence of the trapping potential, Eq. (7),

has no bound states. Meanwhile, the energies for trapped
hasanalyticals-wave solutions [6(r) = v(r)/r bothinthe  particles are lower than the noninteracting vabi@hw. At
continuum Vb =~ 9 the scattering length diverges and, for sudhathe
— o] Tend 3 confined system ground _state has an energy elgenval_ue near
_ oly) = e1da Em/h(.y) ¢y /() ® 1/2hw and thes-wave excited states of ordethave energies
and in the bound states region ~ (2n+1/2)hw, as expected from Buse al. calculations.
o(y) = ey, Y). 9) As V; increases the difference between the ground state en-
W) = ey B Y) ergy for the particles in the presence and in the absence of
Herey = (by/Vom/h)e~"/* and.J, representshe Bessel the trapping potential tends to zero. Besides, the first excited
function of the first kind of order. By imposing the bound- state energy approachgffiw asag — 0. In that limit the
ary condition at the origin, contact interaction in free space would admit a bound state
with divergent binding energy. Here the finite value 16f
1T gm0V Vom /) avoids this unphysical feature.

tead Em/h(b /Vom/h) -0, (10) If the field intensity is further mf:reased towards the sec-
) ond zero-energy resonance condition

and the boundary condition at— oo, v — sin(kr + d),
and considering the limi — 0, the following expression Vo — 221%/(mb?) = 0,

is found for thes-wave scattering length: )
the first excited state energy of the trapped system ap-

ap = _b[fNO(b— VVorn/h) —log (bm/gh) —C} (11)  proaches the /2hw eigenvalue. The other excited states are
2 Jo(byv'Vom/h) separated by & 2fw factor. For even larger,, we observe
with Ny the Besselfunction of the second kind and order that the difference between thférst excited state energy for
zero, andC the Euler constant. Depending on the valuestrapped and unconfined atoms also tends to zero.

Rev. Mex. . 55(3) (2009) 221-225
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TaBLE |. Lower discretes-state relative motion energy eigenvalues of two particles interacting through the potential Eq. (6) with
b = 0.03\/h/mw. Whentwo rows are reported for a givemy the upper corresponds to the interaction in the absence of a trapping
potential and the lower when it is on.

ao Vo Ey Ey E, ao Vo Ey £y By Es

Y I O ) K % O I O ) I L
-0.0584  28848.5 -4304.95

-0.0525 3614.504 1.45885 3.43836 5.42338 -0.0584 28848.5  -4304.97 1.45460 3.43261 5.41691
-0.1173 30515.2  -4820.49

-0.1106  4720.985 1.41502 3.37331 5.34333 -0.1173 30515.2  -4820.43 1.41078 3.36830 5.33877
-0.1804 31403.2 -5101.96

-0.1879 5310.566 1.36008 3.29344 5.24771 -0.1804 31403.2 -5101.98 1.36631 3.30455 5.26333
-0.5732 32937.2 -5599.0

-0.5733 6017.906 1.14462 3.01448 4.94650 -0.5732 32937.2 -5599.0 1.14909 3.02777  4.96757

0 33857.0 -5903.4

00 6425.786 0.510656 2.52659 4.5371400 33857.0 -5903.4 0.520239  2.54982  4.56705
2.1035 6545.231  -0.23188 2.0014 34152.3 -6002.0 -0.262403

2.1035 6545.231  0.00000 2.33058 4.38997 2.0014 34152.3  -6002.0 -0.031234 2.34447 4.41396
0.5810 6876.584 -3.2487 0.5812 34943.3  -6268.6 -3.52506

0.5810 6876.584 -3.2079 1.94716 4.07045 0.5812 34943.3  -6268.6 -3.48380 1.95525 4.08711
0.1952 7933.069 -34.580 0.1954 37779.3  -7250.0 -44.8408

0.1952 7933.069 -34.576 1.66094 3.73393 0.1954 37779.3  -7250.1 -44.8365 1.66185 3.73652
0.1170 9253.132 -115.04 0.1176 41798.7 -8704.85 -177.821

0.1170 9253.132 -115.04 159568 3.64153 0.1176 41798.7  -8704.9 -177.819 159631 3.64283
0.0524 14458.02 -774.04 0.0524 56857.6 -14699.7 -1334.76

0.0524 14458.02 -774.04 154230 3.55782 0.0524 56857.6 -14699.6  -1334.73 1.54229 3.56315

All thesenumerical results are compatible with Eq. (3) b = 0.03/i/mw exponentiapotential (see Table [jersus
valid for a range zero interaction, the comparison between
our numerical solutions for the eigenenergies and those ob- Eo = —73.04hw = —h%/ma?
tained by Busclet al. is shown in Fig. 1. It can be seen that

the positive eigenvalues are always very similar for pOtentIa]for the contact interaction in free-space. In order to get results

rangesh/2 < 0'0_3 v/i/mw. As for the negative eigenval- closer to contact interaction, shorter ranges must be consid-
ues, the comparison between the ground state energy of trg?ed For instance, i, = 0 117011% for different
zero-range potential and of a potential with finite range valués of the parar’netérin the limith — 0 v’ve found: for
is poorer as the depth of the latter potential increases. Let US_ .02 h/mew, it turns out thatFy = —99 261418'54«;

choose, for instancey, = 0.5814///mw the Buschet al. | ' 0 ' '

. . while for b = 0.015, it results By = —91.940596Aw.
equation gives th_e ground_ state enedgy = —2.9217/w. A numerical fit of the energy as a function éf using
For the exponential potential trapped systéip,= —3.2hw a second order polynomial predic, — —72.25hw in
if b= 0.03y/h/muw (seeTable I),versus good agreement with the zero-range energy reported above
) ) (Eo = —73.04hw). If one is interested in obtaining results
Ey = —2.96hw = —h” /mag closer to the contact interaction ones, it is necessary to take

into account more significant figures for the scattering length.
for the contact interaction in free-space. Taking againFor the potential ranges illustrated in the second column of
b = 0.03y/h/mw, for ay = 0.117011/h/mw the en-  Table I, excited states energiés, i > 1 coincide at least
ergy for the trapped system and a regularized delta potentiakithin the first three figures with the analytical result for the
is By = —73.04hw, versus Ey = —115.03894w for the  regularized delta function.
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system the concept of binding energy must be revisited. For
particles in free space, it is defined as the energy necessary
to reach the continuum. According to the previous discus-
sion, for trapped atoms it could be defined as the difference
between the energy eigenvalue of the state under consider-
ation and the lowest eigenvaluig > hw/2. The scenario
behind measuring such energies would be the dissociation of
the molecule keeping the trapping potential on. In Fig. 2, the
difference between the binding energies measured with and
without harmonic trapping, as a function of the inverse of the
scattering length, is illustrated.

The general behavior of the radigdeigenfunctions,,
andu,, is illustrated for unconfined particles in Fig. 3 and
for trapped particles in Fig. 4. For an interaction in oth-
erwise free space, the zero-energy resonant funetiofr)

FIGURE 1. Lowests-wave relative energy eigenvalues in units of
hw for two colliding trapped particles, Eq. (13), around the first
resonance. They were evaluated by considering a potential range
b/2 = 0.0154/h/mw anda strengthV, starting fromVs ~ 0 to

the lowest V| yieldinga — 0. The scattering length is measured

in units of \/h/mw. Circlesshow the energy obtained by Buseh

al.

FIGURE 3. Radial functiorve, (), ¢a(r) = ue(r)/r, for interact-

ing particles in otherwise free space, Eqs.(8-9). The zero-energy
resonant functiornv (r) (solid line) tends to a nonzero constant
asr — oo, while v.1(r) (dashed line) andy.ss(r) (dotted line)
correspond to increasingly bound states.

FIGURE 2. Difference between the binding energies as estimated
with interacting trapped atoms and with interacting atoms in oth-
erwise free space. The dots give the numerical values with errors
smaller than the symbols used to plot them and the line is a numer-
ical interpolation. The interaction intensity is chosen so that just
one bound state is allowed for the free space system. The param-
eterb = 0.03,/h/mw wasused for the numerical calculations.

FIGURE 4. (Color online) Radial function wue,(r),
©Pao (T) = ua, (1) /r, for two interacting particles in the presence of

All these results confirmg as the relevant parameter for ; )
determining the general features of the interaction. That isthe trapping potential, Eq. (13). The dot-dashed curve corresponds

. . fo the grounds-state for a negative scattering lengtho.¢(r),
ap determines the e_lgenvalu&> 1_/2hw regardless of the and the resonant functian.(r) is given by the solid curve, E/vl)wile
number of states witl < 1/2fw; it seems that the states uz.1(r) by the dashed one angh 5s(r) by the dotted line cor-
with £ > 1/2hw inherit the free space “scattering” states respond to positive scattering lengths. In this figure the wave
role, and the state with' = 1/2hw replaces the zero-energy functions have been properly normalized. Distances are measured

resonance ato — oo. Notice that in the confined two-body in units of \/i/mw.

Rev. Mex. Fis. 55 (3) (2009) 221225
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(solid line) goes to a nonzero constant-as: co, meanwhile  with ¢ independent of and P(r/b) a polynomial of fourth
vg.1(r) (dashed line) andy ss(r) (dotted line) correspond order, both of which depend oy andb. The coefficients
to increasingly bound states. For trapped particles, beforef the polynomial and the parametefmere obtained using
the zero-resonance condition is achieved the wave functionstandard numerical fitting methods. F®%| < (20/b)*hw,
have, in general, a structure in which three regions are re¢dhe polynomial P(r/b) is almost linear while for
ognized, as illustrated by the dot-dashed line in Fig. 3. Very|Vy| < (z0/b)?hw, it turns out thate ~ 0. The accuracy
close to the origin, the slope of ( ¢(r) is positive and large, of this approximation was measured by evaluating the ra-
so that forr ~ b/2 it becomes positive but less than one until tio .y, (1) /Ynum () between the analytical approximate
it reaches an extremum &at> r > b/2 and becomes nega- expression Eq. (15) and the numerical solution. This ratio
tive. At the zero-resonance condition the intermediate regioryielded1+0.0001 over the entire intervadl < r < 3y/h/mw
shrinks so that the extremum is reached at b/2; neverthe-  for b/2 < 0.015/h/mw.
less the function decays directly as the harmonic oscillator ~ All theresults discussed above are just an illustration of
factorexp(—mwr?/h). what we have found numerically for all values of the param-
In the region of positive scattering lengths,@arsatz for  eterb that we studied withih < 0.05/7/mw.
the ground state function is:

3. Conclusions

¢(r) = v(y(r)) exp(—mwr? /R)g(r) /r (14) ,

We have shown that even an extremely short range interac-
with v defined in Eq. (9) for bound states in the absenceion between particles trapped in a harmonic potential, may
of a trapping potential, it is numerically found that the val- significantly alter both the spectra and eigenfunctions in com-
ues of the functiory(r) are in the interval0.99,1.01) for  parison with (i) noninteracting trapped particles and (ii) un-

b < 0.034/h/mw. Thestructure of Eq. (14) for the eigen- confined interacting particles. Our results are compatible

functions atlag| — oo allows us to understand the origin of with previous findings fors-states and a regularizedpo-

the eigenvalue- 1/2hw. In this casep(y(r)) takes care of tential [2]. They allow us to establish a more clear relation-

the boundary condition(0) = 0 so that the effective equa- ship between contact interaction and finite range results for

tion for ¢(r) =: ¢(r) - r/v is almost identical to that of the trapped interacting dilute gases.

one-dimensional harmonic oscillator without the requirement  Notice that states with higher angular momenta can also

of becoming null at- = 0, thus admitting the possibility be analyzed and compared to pseudopotential contact inter-

E ~1/2hw. action predictions. In those cases, the scattering is character-
For negative values of the scattering length, we found thaized by other parameters, g., the p-scattering volume. It

the numerical solution to the ground state problem can be apnust also be emphasized that our results show the need to

proximated using the following analytical compact representake trapping effects into account when binding energies are

tation: measured particularly near the linai§ — oc.
, Although all calculations were presented for a particu-
Capa (1) = Jo(zoe"‘/b)e‘m‘”"' /4h lar potentialV (r), the qualitative features of our results are
B expected to apply in general for short range interaction po-
X (14 ce 2"/*)P(r/b) /7 (15)  tentials.
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Abstract

We provide an efficient form to express the action of a many-body Hamiltonian of
harmonically trapped interacting Fermi particles on wavefunctions built from paired states.
The expression is suitable to numerically determine the ground state energy, regardless of the
form of the two-body interaction. It takes advantage of the knowledge of the two-particle
problem and the inherent properties of the matrix form of the many-body wavefunction. As an
example, we evaluate the properties of a system composed of a balanced mixture of two
families of fermions confined in a harmonic trap interacting through a short-range exponential
potential. Numerical results for N < 10 and N = 35, 56, 84 and 165 particles of each family
are reported. In the strong interacting regime corresponding to an infinite s-wave scattering
length, our results give an upper bound to the Bertsch parameter for harmonically trapped
systems (E/E\rg)?> = 1+ 8 < 0.376 + 0.008 with E the total energy and E ¢ the energy for
the analogous ideal Fermi gas. The influence of the harmonic trap and the interaction potential

is exhibited in one and two-body correlation functions.

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

A wide variety of interacting Fermi systems can be found
in nature, for example, nucleons in nuclei, electrons in
superconductors, neutrons in neutron stars and cold deuterium
atoms. Ultracold gases composed of two different hyperfine
spin species are another example which nowadays has become
accessible in the laboratory [1, 2]. Such systems can exhibit
different features depending on the kind of interaction and the
environment where the system is placed. The corresponding
theoretical description, including all the quantum mechanical
effects, is based on the knowledge of the interaction among the
particles and the proper account of the environment. Different
treatments and approaches have been elaborated to estimate
and predict their corresponding behaviour. On one hand, the
seminal theory proposed by Eagles [3] and Leggett [4] gave
rise to effective field theories and self-consistent approaches
that allow us to determine the chemical potential and the
energy gap in the superfluid state in terms of the effective
two-particle interaction and the particle density from coupled

1 Author to whom any correspondence should be addressed.

0953-4075/10/065301+08$30.00

integral equations. On the other hand, computational schemes
offer an alternative route to establish and characterize the
ground state properties. Quantum Monte Carlo simulation
has proven to be a very useful tool to study such systems
[5, 6].

Green function Monte Carlo (GFMC) and variational
qguantum Monte Carlo are probably the most used
computational techniques to address the description of
confined and unconfined Fermi systems [7-13]. One of the
limitations of both methods is in their ability to handle a
large number of particles. Besides, the intrinsic symmetry
properties of the wavefunction in the fermion case lead to
the well-known sign problem when a physical observable is
evaluated using the GFMC method. This latter complication
can be circumvented using the fixed-node approximation
since it prevents the crossing of the nodal surface exhibited
in the antisymmetric many-body wavefunctions. Regarding
the variational approach, the sampling is weighted with the
squared wavefunction and therefore it is free of the sign
problem. For this case, in [6] an efficient algorithm was
designed to update the wavefunction. Ceperley et al used the

© 2010 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK
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fact that at any step, only one particle was being moved and that
the trial wavefunction was the product of a Jastrow function
and Slater determinants. In this work, we remark that this kind
of algorithm can be implemented whenever the wavefunction
can be written as a determinant of a matrix, including the case
of many-particle wavefunctions conveniently written in terms
of paired basis functions.

In almost all cases, the numerical determination of the
energy can be simplified by exploiting the intrinsic properties
of the system. For example, there are systems where the
separability of ideal and interacting parts allows us to estimate
the non-interacting term analytically, leaving the induced
interaction terms to be evaluated numerically. In contrast,
other systems are better handled by extracting the two-
body interaction information assumed to be known and the
many-body effects are set in a suitable form for numerical
estimations. Here we will be interested in this case.

In this paper we work out a form to express the action of
a many-body Hamiltonian of harmonically trapped interacting
Fermi particles on wavefunctions built from paired states. The
expression is suitable to numerically determine the ground
state energy regardless of the form of the two-body interaction.
It takes advantage of the knowledge of the two-particle
problem and the inherent properties of the matrix structure of
the many-body wavefunction. Our description together with
an efficient matrix updating algorithm allows us to handle
hundreds of particles.

As an application of the usefulness of having set the
action of the Hamiltonian on the many-body wavefunction,
we evaluate the properties of a system composed of a balanced
mixture of two spin polarized fermions confined in a harmonic
trap interacting through a short-range exponential potential.
There is an analytical relationship between the potential
parameters and the s-wave scattering length a which can drive
a to take positive or negative values, corresponding to a Fermi
gas in the Bose—Einstein condensate (BEC) or a Bardeen—
Cooper—Schrieffer (BCS) regime, respectively. We exploit
this property to study the effect of the harmonic trap and
the interaction potential in energies, densities and two-body
correlation functions through the crossover of those regimes.
We report numerical results for N < 10 and N = 35, 56, 84
and 165 particles of each family for those properties. We shall
focus on the ground state of the gas in the crossover nearby
the unitary limit, |a| — oo, and study the dependence of the
energy on the potential range b/2.

2. Variational Monte Carlo simulations

Let us consider a confined system made of two equally
populated families of fermions of mass m. The corresponding
Hamiltonian is

N p2 N p2
H = Z [ﬁ + Vext(ri)j| + Z [ﬁ + Vext(rj’)i|

j'

N
+ ) VA =1 1)

ij'=1

where the subindices i and j’ correspond to the two different
families, Ve is the confining three-dimensional potential,
which we assume to be a harmonic one, and V is the two-body
interaction potential between particles of different families.

The ground state solution of the Schrddinger equation for
the above Hamiltonian can be approached using Monte Carlo
techniques for a given form of the confining and interaction
potential. For a system of 2N fermions, computing the
Hamiltonian expectation value requires the evaluation of a
6N -dimensional integral. Monte Carlo techniques allow us to
perform such integration without evaluating the integrand at
each of the quadrature points, but rather at only a relatively
small representative sampling with the desired probability
distribution. In particular, a variational approach imposes
that the expectation value of the Hamiltonian with respect to
a trial wavefunction W, to be a minimum with respect to the
variational parameter A:

9EG) =0, where E(A) = w 2

oA (Wi [¥)

This method can produce results very close to the true solution
provided an appropriate guess of the trial wavefunction is
made. Monte Carlo techniques can lead to the efficient
evaluation of E, for each value of the variational parameter.

2.1. Schrddinger equation

In order to set the Schrddinger equation of the many-body
system in a suitable form to estimate the ground state solution
using Monte Carlo techniques, we can exploit the solution
of the two-body problem. Here, we show how this can
be systematically implemented for a harmonically confined
system with arbitrary two-body-potential interaction.

Since our system is made up of interacting fermions,
pairing between particles is expected to occur. Thus, for this
case, we can consider the trial wavefunction, as proposed by
Eagles [3] and later by Leggett [4],

\II}\EL = A[¢ (l’ 1,)¢ (2? 2,) e ¢(N’ N’)]’ (3)

with 4 the antisymmetrizer operator that ensures the correct
properties under particle exchange. In recent years, Eagles—
Leggett wavefunctions were used in [9] for describing
fermions interacting through a short-range square well
potential in otherwise free space. Here, we take into account
that the single-parameter variational wavefunction ¢ (i, j’)
can be constructed as a variational extrapolation of the state
solutions of the two-body problem in the external potential.
Using the relative r;;; = r; —r; and centre of mass R;;; =
(r; +r;)/2 coordinates, it can be set as a product of functions:

DG, ) = 0o (Fij)ono (VAELR: ), (4)

where ¢, (r;;) takes care of the details of the two-body
interaction potential, and the scaled harmonic oscillator
wavefunctions <pho(ﬁELR,-jf) modules the influence of the
external potential through the variational parameter Ag, . Fora
variational representation of the ground state we consider both
the relative and centre of mass ground state wavefunctions

N A~ - 2,
DG, j) = @3 (e e /2, (5)
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The antisymmetrized wavefunction (3) can be explicitly
written as

N
Ve =Y (D] oG PG, (6)
P i=1

where the summation is taken over all possible permutations P
on the second entry. Now, we take advantage of the structure
of W, . We split the Hamiltonian of the system in a pair-
like sum, using the centre of mass and relative coordinates of
possible pairs as

N [,2
H = Z [ 12/1(1) T Vet (Nipo) + V (rip)
i

P2
Ty vext<Rmo<,-)>} Y V) (7)
i,j'#Poli)

where p and P are the corresponding relative and centre of
mass momentum, and P, is any given permutation.

By identifying the terms corresponding to individual
equations for the relative and centre of mass coordinates, and
using the structure of equation (4) we can write

H‘"IllEL = [Néz;, + Ngho)\EL]\IJAEL

M N
+(1—22) Z(_l)P7w2R,.%p<,.) [[sa. Py
i\P =1
N
Yo veipew. Py (8)

P
+2D
P i, j#P (i) =1

with €, the eigenvalue of the two-body problem and €,,1g. =
(n + 3/2)hwig. the eigenvalue of the scaled harmonic
oscillator. In order to obtain a suitable form of equation (8)
to use in the Monte Carlo simulation, we proceed to complete
the potential by adding and subtracting the term used in the
two-body solution, obtaining

HY, = N62b+Ngho)»E|_+ZV(ri,j) Wi

ij

N
+Y D] Jew, Py
i,P I1#i

M
. |:(1 — )\.EL)?CUZREP(I‘) - V(ri,P(i))i| o, P@)), )

which can also be written in terms of the minors C;, (W5, )
associated withWw,, :

N
Vie = Z Cia (Wig ) Piars
a=1
where ¢, ., represents any of the i-row wavefunctions. Using
the minor definition we obtain

(10)

HY, , = N62b+Ngh0)»E|_+ZV(ri,j) Wie

ij

+Z Cio- |:(1 — AEL)%szEa - V(ri,a)j| o, @).

One can also take advantage from the relation between minors
and the elements of the inverse of the transposed matrix:

- Coi(V])  Cia(Wy)
bia = (91 = — 25 = (12)
¢ "IJ)TEL \I])LEL

Thus, we can write

HW, = | Ney+ Nép,AgL + Z V(r,-,j)

ij

+§:¢‘ ¢ [(1—)\2 )KQ)ZRZ — V(@ )H\If
i i,aPi« EL 2 i i,a AEL®
’ (12)

Since the sets of functions {¢y; (r;;)}, and {0no (W AeL R;j)}are
complete, any solution of the many-body Schrddinger equation
can be written as a superposition of the trial functions W,
of the form (4). Equation (12) expresses the action of the
Hamiltonian on W, regardless of the form of the two-body
interacting potential. This expression depends only on spatial
coordinates and therefore its evaluation is quite convenient
using Monte Carlo techniques. We can easily sample the
system using a Metropolis algorithm, where the sequence of
configurations are distributed according to | W, |2/ (W, | ¥, ), and
estimate the energy as a function of the variational parameter
even for a large number of particles.

3. A cold interacting Fermi gas

At the present time, there is great interest in the universal
properties of trapped Fermi gases in the BCS-BEC crossover
regime, near a broad Feshbach resonance [1, 2, 17-25]. When
the s-wave scattering length a is infinitely large compared to the
interparticle spacing, and the effective range of the potential is
very small compared to the inteparticle spacing, the de Broglie
wavelength and interparticle spacing determine the properties
of the system, and the gas is universal, the so-called unitary
gas [29]. As an application of the usefulness of having set
the action of the Hamiltonian on the wavefunction W, in the
form of equation (12), we consider a confined Fermi gas of
atoms interacting through a short-range exponential potential.
We shall focus on the ground state of the gas in the crossover
nearby the unitary limit.

3.1. Two-body wavefunction

In order to have the total functionality of the variational
wavefunction (6), we need to specify the form of the two-
body interaction and determine the wavefunction of the two
interacting particles. In particular, we consider an isotropic
attractive potential of finite range /2 given by

V(ri ;) = Ve 2ii=ril/b, Vo <0 (13)

where the subindices denote two different atomic states. The
potential admits a finite number of bound states as its strength
Vy is varied.

When the two-body collision process takes place in the
presence of an isotropic harmonic potential, the two-body



J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 43 (2010) 065301

R Jauregui et al

Schrodinger equation can be separated in a centre of mass
equation

2M 2
and a relative coordinate equation

Py 1 5
st sMo R | @(Ryy) = ECMP(Riy), (14)

2
pii 1
|:_IJL * EMeriZj/ + V(rij’):| o(rij) =€p(rj), (15)

with u = m/2 and M = 2m. The former is the isotropic
harmonic oscillator equation whose solutions are well known,
and the latter can be numerically solved given b and V.

At this time we should remark that there is a relationship
between Vy and the s-wave scattering length a. A proper
choice of Vj can drive a to take negative and positive values,
corresponding with a Fermi gas in the BCS- and BEC-like
states, respectively. It is expected that for short enough
potential ranges, the general behaviour of the interacting Fermi
gas at zero temperature is independent of the specific form of
the attractive potential used to model the interaction; it just
depends on the value of the scattering length.

It has been found that for the above potential, the s-wave
scattering length is [14]

7 No(¢)
a=-b|5 5 ~ e/ -l
where ¢ = (b+/[Volm/h), Jy is the Bessel function of the first
kind of order zero, Ng is the Bessel function of the second
kind and order zero and C = 0.577 215664 901. . ., the Euler
constant.

Denoting the zeros of the Jy Bessel function in increasing
orderby zx(k =0, 1, 2, ...), the potential V (r;;-) admits just k-
bound states for z; < ¢ < zx+1. Here, the potential parameters
Vo and b are chosen to be in the first resonance region around
¢ = 2o

The discrete eigenvalues ¢ are determined by the boundary
condition at r;;; = 0, J, siggm/n (b/TVolm/h) = 0, where J,
represents the Bessel function of the first kind of order v. Inthe
limit of b — 0, the contact interaction energies are recovered
[15].

Thus, the solution of equation (15) strongly depends on
whether the scattering length is positive or negative.

For a < 0, we have found that the numerically obtained
ground state wavefunction for the relative coordinate can be
approximated by the following analytical compact expression:

@apx (rij7)
= Jo(zoe " /Py e " (Lt ce= 20 ) P(riy ) iy (A7)
where c is independent of r;;; and P (r;;»/b) is a fourth-order
polynomial function, both of which depend on Vg and b.
For a > 0 the ansatz for the ground state function is

—mwriz///llh

(16)

apx(rijr) = v(y) e qrij)/rij (18)

where

v(y) = C+me/i,(Y) (19)
with y = ¢e~"/%, and ¢ (r;;) anumerically evaluated function
whose values are between (0.99,1.01) for b < 0.03/A/mw.

The analytical approximations given by equations (17)
and (18) to the exact solutions of the two-body problem are
the ingredients needed in the study of the many-body system.

6 T T
i B Totd |
5+ & @ Trap 1
] A -A |nteraction

. e, ]
1- AA‘“‘M........“.;
0 I “‘“\ | | | | . ]

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A

Figure 1. Energy behaviour as a function of the A parameter for

b/2 = 0.005\/h/mw and 1/ kra = 1.41996. The square, circle and
triangle symbols correspond to the total, confinement and interaction
energies, respectively. The solid line is a fit to the total energy curve.

3.2. Energy estimation

The above results allow us to estimate approximately the
energy of the ground state many-body system as a function
of the variational parameter for a given range and strength
of the interaction. We take the trial wavefunction with the
form given by equation (5) with ¢3, of the form (17) or (18)
depending on the sign of a.

From equation (12) one recognizes that the total energy
is defined from a competition between the interaction and
confinement energies. In figure 1 we illustrate the behaviour of
these contributions as a function of the variational parameter.
For this figure we have used N = 84 particles of each species,
a potential with range /2 = 0.005,/h/mw and a scattering
length fulfilling 1/kra = 1.41996, with kg the Fermi wave
number. The square, circle and triangle symbols correspond to
the total, confinement and interaction energies, respectively.
The required statistics for the determination of these curves
depends on the particular set of values for the range and number
of particles. In these calculations, we have used 6 x 10*
total Monte Carlo steps with 2 x 10* for thermalization to
achieve convergence. The minimum of the total energy and
the corresponding optimal variational parameter A are obtained
from a fit to the curve (solid line).

The s-wave scattering length a can be tuned by changing
the two-body interaction strength, driving the system into a
BCS or BEC state. Using the functionalities of the two-body
wavefunctions for each case we can scan the energy evolution
along the crossover region.

The proposed wavefunction allows us to explore any value
of the scattering length. However, it is known that other many-
body wavefunctions written in terms of one-body basis sets
(for instance Slater determinants built from scaled harmonic
oscillator one-body functions [26]) multiplied by a Jastrow
function, yield lower bound estimates of the energy for weak
interacting fermions [9, 13]. Besides, the description of a
degenerate Fermi gas in the normal regime can also be done
using hyperspherical coordinates in terms of an effective linear
Schrddinger equation involving a single collective coordinate
related to the mean radius of the gas [27]. The remaining
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1
(k. 2)

Figure 2. Energy per particle as a function of 1/kra. The curves
correspond to N = 35 (circles), 56 (squares) and 84 (diamonds).
Horizontal lines to the left indicate the asymptotic value in the free
Fermi limit. For a > 0 the binding energy of the two-body problem
has been subtracted.

degrees of freedom are described as in the non-interacting
system. Extensions of that formalism to the unitary limit
can be done using renormalized contact interactions [28].
Meanwhile, the Eagles—Leggett trial wavefunction given by
equations (3) and (5) does not incorporate the remanences
of the shell structure intrinsic to the non-interacting problem.
The mean value of the energy of a weakly interacting system
using the function specified by equations (3) and (5) can be
even [arger than the energy of the ideal Fermi gas E\r.

Let us focus on results for which the trial wavefunction
defined by equation (5) gives a lower energy estimate than
the alternatives already mentioned. In figure 2, we show
the energy as a function of 1/kra for N = 35, 56 and
84 and 1/kra > —0.10029. These numbers of particles
correspond to 4, 5 and 6 closed shells in a harmonic trap. In
most of the calculations reported here, we have used a range
b/2 = 0.005,/h/mw. In figure 2 the expected asymptotic
values for the free Fermi gas are indicated with horizontal
lines for each number of particles. Remarkably, the matching
between the two regions, i.e. the unitary limit 1/kra = 0 is
smoothly determined. In figure 3 we illustrate finite-range
effects in that limit. From these data we can give an upper
bound to the parameter 8 < —0.624 + 0.008 defined by
E = /1 + BE g, for trapped systems and contact interactions
[9, 13, 17-25]. In the literature the term 1 + 8 is known as the
Bertsch parameter.

In order to illustrate further the general features of the
calculations at the unitary limit, in table 1 we show the
ground state energies for small number of particles. In this
case, convergence required 1.5 x 10° Monte Carlo steps with
a 5% of thermalization. We can see that for a given N
and krb/2 < 0.02, the energy is a decreasing function of
the potential range. The energy for N = 1 as b — 0
is E/E\rc = 2/3, which follows from the construction of
the wavefunction. As a reference, in table 1 we include
the energy values reported in [11] and [12]. Note that in
those articles N denotes the total number of particles which
is 2N in the present paper. In [11] the fixed-node diffusion
Monte Carlo method was used and a squared well potential

-0.34 i & g
L]
-0.4 ]
[]
B-05{ 4 1
-0.6 g
[}
-0.7 T T T
0.00 0.01 0.02 0.03

b (units of [x /mw]1/2)

Figure 3. Energy of the unitary interacting gas in terms of the
parameter 8 = (E/Erg)? — 1, with Er the ideal Fermi gas energy
as a function of the potential range parameter b. In these
calculations N = 165.

was considered with a range 0.01,/A/mw for N > 2. The
nodal structure was established by the antisymmetrization of
the product of pair functions and the variational parameter
was incorporated in the scale of a symmetrized product of
harmonic oscillator functions that multiplied the first factor.
Also in that reference, for N = 2 the results using a
Gaussian potential and different basis sets were compared,;
in particular, basis functions built by a product of the centre
of mass ground state and a symmetrized product of Gaussian
functions each of which depended on one of the N(N — 1)/2
interparticle distances were considered. In [12] the energies
were obtained from the fixed-node Green function Monte
Carlo method and a potential V(r) = —85ech2(2r/ro)/mr§
was used, taking ro = 0.1,/mw. Due to the form of
the potentials, the parameter ry could be roughly considered
as equivalent to 2b. There, the basis is a Jastrow function
multiplied by an antisymmetrized product of pair functions in
a harmonic oscillator basis. We also found that for N > 2 and
b > 0.02./h/mw our variational energies are higher than those
foundin[11, 12], it seems to be that the trial wavefunction used
in that reference describes more accurately the exact solution
of the problem for those potential ranges. However, our trial
wavefunction takes special care of the expected behaviour
of the wavefunction when the paired particles are very close,
rij < «/h/mow. As aconsequence, we expect that calculations
using very short potential ranges can be performed with well-
defined convergence values for high enough statistics. This
has already let us study the energy dependence on the range
for b > 0.01./h/mw as reported in table 1 and figure 3.

Since the values of the energy depend on the two
parameters of the two-body interaction, in [16] a more
extensive analysis on finite-range effects on the interacting
gas through the BEC BCS crossover is explored.

3.3. Density and correlations

It is also interesting to explore properties reflecting the
quantum nature of the particles moving under the influence
of both the two-body interaction and the harmonic external
confinement. Those properties are the density profile and the
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Table 1. Ground state energies at the unitary limit for different number of particles N in a given hyperfine state of a balanced mixture of
Fermi particles interacting through the potential given by equation (13). The energy values of the last two columns correspond to those
reported in [11] and [12] where a squared well attractive potential (N > 2), and a potential V (r) = —8sech?(2r/ry)/mrg were used
respectively. Results for N = 4 and N = 10 are compatible and more accurate than those already reported in [13] for kzb/2 = 0.01.2

E/Es E/Es E/Ers E/Eks
N  kpb/2=0.02 krb/2 =0.015 Reference [11] Reference [12]
2 0.638+0.007 0.622+0.007 0.6314+0.0011 0.64 +0.015
3 0.697+0.011 0.669+0.011 0.6646 +0.0023 0.669 + 0.008
4 0.738+0.008 0.696+0.008 0.6989 +0.0017 0.700 + 0.006
E/Ec E/Es E/Ec E/Ec
N  kpb/2=0.015 krb/2=0.01 Reference [11] Reference [12]
5 0.681+0.007 0.611+0.015 0.6720+0.0016 0.688 + 0.008
6 0.694+0.003 0.610+0.008 0.6650+0.0016 0.672 + 0.009
7 0.703+0.008 0.629+0.008 0.6646 +0.0013 0.682 + 0.010
8 0.734+0.004 0.666+0.008 0.6713+0.0013 0.693 + 0.007
9 0.737+0.006 0.667+0.009 0.6785+0.0013 0.706 + 0.002
10 0.757+0.009 0.686+0.009 0.6883 +0.0013 0.720 4 0.007
‘ ‘ 2 I I I I I
© @ BEC i o®
’ i .;. ‘LI'J:g::s)—,Fermi // ‘\Q
Lo m I. \
“ 15+ II \ *
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Figure 4. Density profiles for N = 84 particles. Different curves 0 02 04 rO]GRF 08 L 12

correspond to BEC (circles), unitarity (squares) and free Fermi gas
(solid line) regimes.

existing correlation among particles of the same family and
particles belonging to different families. In the following we
explore these for N = 84 particles.

In figure 4 we illustrate the single-particle correlation
function, that is, the density profile as a function of the
distance to the centre of the harmonic trap. The shape of
the density profiles associated with unitarity and BCS regimes
looks very similar, and therefore we only exhibit the unitarity
case for illustration purposes (square symbols). One can
appreciate that the trap effect is reflected by decreasing the
particle density until vanishing around the Fermi radius, i.e.
the inhomogeneous environment created by the harmonic
confinement. This can be compared with the density profile
for an ideal Fermi gas in the Thomas—Fermi approximation
[30] (solid line), noting that its distribution is slightly more
concentrated at the centre of the trap. The profile in the BEC
regime (1/kra 2.82508) is shown with circle symbols.
A significant population is found at the centre of the trap,
signalling the appearance of the condensate.

In order to exhibit the quantum behaviour of the fermionic
particles, the two-particle correlation function for particles

Figure 5. Normalized correlation function g(r) for particles in the
same hyperfine state as a function of their relative distance. The
square and circles correspond to unitarity and BEC

(1/kra = 2.822508) respectively. Distances are measured in units

of Vh/mo.

in the same hyperfine state, g(r), was computed. The
calculations involved finding the fraction of particles in the
same hyperfine state within a relative distance (r, r + dr), as
generated by the Monte Carlo sampling, irrespective of the
centre of mass position; it is normalized to [ g(r)dr = 1.
Figure 5 illustrates the results at unitarity (squares) and BEC
for 1/kra = 2.82508 (circles).

The Pauli blocking is exhibited by an absence of two atoms
close to each other, which is a consequence of their fermionic
nature. This behaviour is more evident at unitarity than in the
molecular side, where the two atoms in the same hyperfine
state can be found at shorter distances. These correlations

2 For 2N = 4 particles the matrix elements involved in the calculation are
twelve dimensional, by a proper selection of the integration variables at least
the integrals in six dimensions can be performed analytically. The remaining
at-most-six dimensional integrals can be evaluated numerically. The results
are compatible with the energies reported in table 1.
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Figure 6. Correlation function g, (r, R) for particles in different
hyperfine states, as a function of their relative distance and centre of
mass position. Unitarity case.

Figure 7. Correlation function g,,(r, R) for particles in different
hyperfine states, as a function of their relative distance and centre of
mass position. BEC regime (1/kra = 2.822508).

decrease for long relative distances as a consequence of the
presence of the trap.

In figures 6 and 7 we illustrate the two-particle
correlation functions of atoms in different hyperfine states,
&ua(r, R) at unitarity and in the BEC (1/kra = 2.822508)
regimes respectively. Molecular condensation effects are
indicated by an enhancement of the correlations at very short
relative distances in the BEC regime compared to unitarity.
Accordingly, the molecules centre of mass distribution is
reduced from R.,,/Rr < 0.9 at unitarity to R.,,/Rr < 0.6 at
1/kra = 2.822508.

4. Conclusions

We have addressed the description of confined interacting
Fermi particles in 3D. By taking advantage of the knowledge
of the two-particle problem and the inherent properties
of the matrix form of the many-body wavefunction, we
provided a new form to express the action of the many-
body Hamiltonian of harmonically trapped interacting Fermi
particles on wavefunctions built from paired states. The

obtained expression is suitable for an efficient numerical
evaluation of the mean value of the energy. Our description
together with an appropriate matrix updating algorithm allows
us to handle a large number of particles.

A system composed of a balanced mixture of two spin
polarized fermions confined in a harmonic trap, interacting
through a finite-range potential has been considered as a
particular example. By taking into account the s-wave
scattering length a which may take positive or negative values,
we evaluated the ground state properties corresponding to
a Fermi gas in the Bose-Einstein condensate (BEC) or a
Bardeen—Cooper—Schrieffer (BCS) regime respectively. Since
the intrinsic nature of the long-range correlations is not well
captured in the simplest trial wavefunction, the region explored
in the BCS side was very limited, while the BEC side is more
properly accounted for by this model. Most of the numerical
results reported here for illustration correspond to N < 10
and to N = 84 particles on each family, but a higher number
can be easily implemented. This required an optimization
of the numerical subroutines to explore high statistics and
obtain improved accuracy. In this way an upper bound of
the universal 8 parameter was obtained for trapped particles,
B = (E/Eg)? — 1 < —0.624 + 0.008, which is lower than
previous reported results for trapped particles’ calculations.
This value is compatible with the later expectations obtained
by other methods for untrapped particles [31]. Experimental
measurements of g yielded 8 ~ —0.3[17], 8 = —0.49+0.04
[18], B = —0.64 + 0.15 [19], B = —0.68'%% [20], B =
—0.54+0.05[21], B = —0.54"9%, [22], p = —0.646+0.004)
[23]. Lately the values 8 = —0.5940.02, 8 = —0.565+0.015
and 8 = —0.61 +0.02 [24] were inferred from measurements
of the energy as a function of the entropy, of the sound velocity
and of the cloud size ratio of a balanced mixture of 5Li atoms
interacting through a 2900 Bohr radii scattering length.

We would like to stress that here, by explicitly including
easily interpretable inhomogeneous features of the system,
we are able to explore the trapped atoms as a whole as they
evolve into the interacting regime. Also, the proposed method
allows us to study systems with different forms of the two-body
interaction including anisotropic ones.

Acknowledgments

We thank technical support of the Computational Division of
Instituto de Fisica and D.G.S.C.A., U.N.A.M. and financial
support from IN-114308; L.E.C.R.Z. acknowledges financial
support provided by U.N.A.M.-D.G.A.P.A. through project
IN-118609, and CONACYT through grant 191877.

References

[1] DeMarco B and Jin D S 1999 Science 285 1703

[2] O’Hara K M, Hemmer S L, Gehm M E, Granade SR
and Thomas J E 2002 Science 298 2179

[3] Eagles D M 1969 Phys. Rev. 186 456


http://dx.doi.org/10.1126/science.285.5434.1703
http://dx.doi.org/10.1126/science.1079107
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.186.456

J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 43 (2010) 065301

R Jauregui et al

(4]

(5]
(6]
(7]
(8]
[°]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]

[16]
[17]

(18]

Leggett A J 1980 J. Phys. (Paris) Collog. 41 C7

Leggett A J 1980 Diatomic molecules and Cooper pairs
Modern Trends in the Theory of Condensed Matter (Proc.
16th Karpacz Winter School of Theoretical Physics,
Karpacz, Poland) (Berlin: Springer) pp 13-27

Pandharipande V R and Bethe H A 1973 Phys. Rev. C
71312

Ceperley D, Chester G V and Kalos M H 1977 Phys. Rev. B
16 3081

Carlson J, Morales J Jr, Pandharipande V R and Ravenhall D
G 2003 Phys. Rev. C 68 025802

Chang S Y, Pandharipande V R, Carlson J and Schmidt K E
2004 Phys. Rev. A 70 043602

Astrakharchik G E, Boronat J, Casulleras J and Giorgini S
2004 Phys. Rev. Lett. 93 200404

Lee D 2006 Phys. Rev. B 73115112

Lee D 2007 Phys. Rev. B 75 134502

Blume D, von Stecher J and Greene C H 2007 Phys. Rev. Lett.

99 233201
Chang S Y and Bertsch G F 2007 Phys. Rev. A 76 021603
Jauregui R, Paredes R and Toledo Sanchez G 2007 Phys. Rev.
A 76 011604
Rarita W and Present R D 1937 Phys. Rev. 51 788
Rosales-Zarate L E C and Jauregui R 2009 Rev. Mex. Fis. 55
221
Rosales-Zarate L E C and Jauregui R 2009 arXiv:0909.0673
Bourdel T, Cubizolles J, Khaykovich L, Magalhaes K M F,
Kokkelmans S J J M F, Shlyapnikov G V and Salomon C
2003 Phys. Rev. Lett. 91 020402
Kinast J, Turlapov A, Thomas J E, Chen Q J, Stajic J
and Levin K 2005 Science 307 1296

[19]

[20]

[21]
[22]
(23]

[24]
[25]

[26]
[27]
(28]
[29]

[30]
[31]

Bourdel T, Khaykovich L, Cubizolles J, Zhang J, Chevy F,
Teichmann M, Tarruell L, Kokkelmans SJJM F
and Salomon C 2004 Phys. Rev. Lett. 93 050401

Bartenstein M, Altmeyer A, Riedl S, Jochim S, Chin C,
Hecker Denschlag J and Grimm R 2004 Phys. Rev. Lett.
92 120401

Partridge G B, Li W, Kamar R I, an Liao Y and HuletR G
2005 Science 311 503

Stewart J T, Gaebler J P, Regal C A and Jin D S 2006 Phys.
Rev. Lett. 97 220406

Haussmann R and Zwerger W 2008 Phys. Rev. A
78063602

Luo L and Thomas J E 2009 J. Low Temp. Phys. 154 1

Noziéres P and Schmitt S 1985 J. Low Temp. 59 195

Heiselberg H 2001 Phys. Rev. A 63 043606

Carlson J, Chang S-Y, Pandharipande V R and Schmidt K E
2003 Phys. Rev. Lett. 91 050401

Heiselberg H 2001 Phys. Rev. A 63 043606

Perali A, Pieri P and Strinati G C 2004 Phys. Rev. Lett.
93100404

Jauregui R, Paredes R and Toledo Sanchez G 2004 Phys. Rev.
A 69013606

Rittenhouse S T, Cavagnero M J, von Stecher J and Greene C
H 2006 Phys. Rev. A 74 053624

Rittenhouse S T and Greene C H 2008 J. Phys. B: At. Mol.
Opt. Phys. 41 205302

Kinast J, Turlapov A, Thomas J, Chen Q, Stajic J and Levin K
2005 Science 307 1296

Butts D A and Rokhsar D S 1997 Phys. Rev. A 55 4346

Gezerlis A, Gandolfi S, Schmidt K E and Carlson J 2009 Phys.
Rev. Lett. 103 060403


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevC.7.1312
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.16.3081
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevC.68.025802
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.70.043602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.93.200404
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.73.115112
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.75.134502
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.233201
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.76.021603
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.76.011604
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.51.788
http://www.arxiv.org/abs/0909.0673
http://dx.doi.org/10.1126/science.1109220
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.93.050401
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.92.120401
http://dx.doi.org/10.1126/science.1122876
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.220406
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.78.063602
http://dx.doi.org/10.1007/s10909-008-9850-2
http://dx.doi.org/10.1007/BF00683774
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.63.043606
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.91.050401
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.63.043606
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.93.100404
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.69.013606
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.74.053624
http://dx.doi.org/10.1088/0953-4075/41/20/205302
http://dx.doi.org/10.1126/science.1109220
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.55.4346
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.103.060403

[NJP343021 on 18 March 2010

New Journal of Physics

The open-access journal for physics

Virial relations for ultracold trapped Fermi gases

with finite range interactions through the
Bardeen—-Cooper—Schrieffer
Bose—Einstein-condensate crossover

L E C Rosales-Zarate' and R Jauregui

Instituto de Fisica, Universidad Nacional Auténoma de México,
Apdo. Postal 20-364, México DF 01000, Mexico
E-mail: laura@fisica.unam.mx and rocio@fisica.unam.mx

New Journal of Physics 12 (2010) 000000 (10pp)
Received 5 January 2010

Published xxx

Online at http://www.njp.org/
doi:10.1088/1367-2630/12/3/000000

Abstract. We study the virial relations for ultracold trapped two-component
Fermi gases in the case of short finite range interactions. Numerical verifications
for such relations are reported through the Bardeen—Cooper—Schrieffer (BCS)
Bose—Einstein-condensate (BEC) crossover. As an intermediate step, it is
necessary to evaluate the partial derivatives of the many-body energy with
respect to the inverse of the scattering length and with respect to the interaction
range. Once the binding energy of the formed molecules in the BEC side is
subtracted, the corresponding energy derivatives are found to have extreme
values at the unitary limit. The value of the derivative with respect to the potential
range in that limit is large enough to yield measurable differences between
the total energy and twice the trapping energy unless the interacting system is
described by extremely short potential ranges. The virial results are used to check
the quality of the variational wavefunction involved in the calculations.
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1. Introduction

In the absence of interaction, the virial theorem relates the energy per particle of a confined
atomic gas with the trapping potential. If that potential is harmonic, the theorem states that the
total energy per particle is twice the mean trapping potential energy

E =2F,. (1)

For strongly interacting two-component Fermi gases, confined by a harmonic trap in the
unitary limit, this relation was also shown to be valid experimentally and theoretically [1, 2].
The first derivation of that theorem considered zero-range interactions and made use of
the local density approximation. Further insight into the fundamental basis of this relation
revealed several remarkable features of the unitary gas such as its scaling properties [3] or a
mapping, using group theory, between the trapped and the free space problem [4]. Recently, the
Hellmann-Feynman theorem was used to prove equation (1) at the unitary limit [5, 6] and to
generalize the virial relations for finite scattering lengths [7, 8]. The physical origin of these
relations lies in the variational stability imposed by the Schrodinger equation to the energy
and states under small independent changes of the parameters that define the Hamiltonian that
models the system.

Although nonzero range interactions would arise in any first principles description of
ultracold interacting particles when the range of the interparticle interaction is smaller than
all the length scales in the system, the details of the interaction are believed to be unnecessary
and the parameters defining contact pseudo-potentials, like the scattering length, are expected to
be sufficient to characterize the system. The importance of this asseveration deserves a detailed
study of the dependence of the predicted properties of an ultracold dilute gas on the parameters
that define short finite range interactions. For general confinement potentials and finite range
interactions, a general virial theorem has been stated as follows in [8]:

Consider a Hamiltonian for a system of N particles with arbitrary statistics:

H=H+U(,...,Iy), 2)
where H' and its domain depend on p parameters with length dimensions ¢, ..., £,, on / and
on the mass of the particles. U (7, ..., 7y) denotes a regular arbitrary function that allows

the domains of H and H’ to coincide, where 7; is the position vector for the ith particle.
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Then,

1 & 1< OIE
E={U+=-N 7 -viu)—=% "¢ 2= 3
< 2§r l > 2(12:1:‘]86,1 ©)
with E being the total energy.

For N particles confined by a harmonic trap, U = vam(wﬁlxi|2+a)§| yil* +@?|zi1?) /2
and (3) becomes

1~ JE
E=2E,— - E by—, 4
T2& e, @
where E = (U) 1s the trapping potential energy.

2. Virial relations for a short-range potential

In the present paper, we study 2N fermionic atoms of mass m in two equally populated
hyperfine states (N = Ny = N, = 165) confined by an isotropic three-dimensional harmonic
trap of frequency w, and interacting through an attractive finite range potential V = —|Vyle™"/".
This potential is characterized by two parameters, its strength Vj, and its range r,. When the
kinetic energy of the atoms is low enough, the scattering length is a proper parameter to describe
the interacting system. For a given number of s-wave bound states and a given r,, there is a
one-to-one relationship between the strength of the potential Vj and the scattering length a.
We consider the case where at most one bound state is admitted by the potential and find the
ground state of the many-body Schrodinger equation approximately, via a variational Monte
Carlo calculation, for several scattering lengths a and short potential ranges r, K rp, = /fi/mw.
We then study the behavior of the total, internal and trapping energies as a function of both the
length parameters a and r, to verify (4). The explicit expression of the Hamiltonian is

N p%. + pi . 1

i j 2(,.2 4.2

H= ZT+§’”‘” (rfi+ri) + > Vi, o)
i,j=1 ij

and the corresponding virial relation becomes

ry0E adE

E:2Etr__ - T~ ’ (6)
2 Brv a=constant 2 0a |r,=constant
v OE 1 0E
—2E,— b . (7)
2 arv a=constant  2a 0 (1/61) ry=constant

On the BEC side of the crossover, the total energy E can become extremely large compared
to the total energy E on the BCS side due to the contribution of the binding energy of the formed
molecules. This fact increases the numerical errors in the evaluation of the derivatives in (7).
In order to isolate this two-body effect from many-body effects, we have found it convenient
to take into account the behavior of the free space binding energy as follows. The two-body
problem,

2
[2’;+V(r)] o(r) =ep(r), p=m/2, ®)
0
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is analytically solvable for s-states, so that the scattering length is explicitly given by

a= VVU(C)
_ T No(§) B
= —2r, [2 oD In(¢/2) C], 9)

with ¢ = Q2ry/|Volm/h), C =0.577215664901 ... is the Euler constant and J, and N,
represent the Bessel functions of the first and second kinds of order v, respectively. This problem
has the following bound states:

$)=NJ, o (). (10)

where N is a normalization factor and y = ¢e~"/?"v. The boundary condition at the origin implies
J.,(£) =0, so the corresponding eigenenergies £ fulfil the equation

2r/ 1657 |m /h = x,. (1)
That is, x; is determined by ¢ and
(hx,)?
() — _ ) 12
& 4mr? (12)

We shall work with zy < ¢ < z; with zg and z; being the first two zeros of the Bessel function Jj.
Under these conditions, just one bound state is admitted for each positive scattering length a.
Given a and r, and using (9), we can write

w=xn@ =x(r"())=w() (13)

v
As a consequence, the ground-state binding energy 8(()”) of the two interacting particle system

in otherwise free space satisfies the equation

r ey = — 2 — Z—SgV)W(a/rV) 4
' Brv a=constant 0 X0 ry
aS(rV)
(rv) 0
- 280 —a da rV:constant. (14)
Thus, if we define
. E
EF=—  1ifa<0,
2N
E s(()”) ,
:ﬁ_T’ ifa>0 (15)
and
> mo (g + 1yl
(mw*R?) = < 2;} UESY (16)
the virial relation, equation (7), reads
mwRY = 4+ 2 OF _ 1 9E . (17)
2 8I’V a=constant 2a a(l/a) ry=constant

This expression is more easy to verify numerically than (7). Note that, from a dimensional
analysis, equations similar to (13) can be expected to be valid for other forms of the potential.
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3. Approximate wavefunctions for the ground state of an ultracold Fermi gas

Approximate ground-state eigenfunctions for the Hamiltonian (5) were obtained variationally.
The trial wavefunctions used have the Eagles—Leggett form

Wi = ApAy [6(11.1)6(24.2)) ... ¢ (N}, N)] (18)

through the BCS-BEC crossover regime. In this equation, .4 denotes the antisymmetrizing
operator to be applied to all fermions of each species and, as a contrast to the unrestricted
Eagles—Leggett formalism, we take the form of the paired functions as

P (i, 1)) = (r; e reiintrinl/s, (19)

where ¢(r;;) is the s-wave ground-state solution of the trapped interacting two-body problem

p> 1
[— + —,ua)2r2 + V(r):| p(r) =¢eq@(r). (20)
2u 2

The variational parameter Ag;, modulates the optimal shape of the atomic cloud. The evaluation
of the mean value of the many-body Hamiltonian, equation (5), for the restricted Eagles—Leggett
trial wavefunction was done using Monte Carlo techniques that take advantage of the structure
of the function [10].

For weak interactions, that is, for negative scattering lengths shorter than the mean
separation between interacting atoms, lower variational energies are obtained using the length-
scaled ground-state solution of the non-interacting problem (which is a product of Slater
determinants) multiplied by a Jastrow correlation function

Wos = FLA [ énoBrin A, [ o Br, (21)
i=I,N i=1,N
Fl=exp| =1 Y V(-1 |- (22)
ir,])

The scaling factors 8 and A; were taken as variational parameters. For the many-body ground-
state calculation, the inputs of the Slater determinants are the single-particle eigenstates of the
non-interacting trapped system ¢°, and the set of quantum numbers {n} are chosen to give
the lowest energy compatible with Pauli’s exclusion principle. The Fermi energy eg for g =1
defines an effective Fermi wavenumber kg = /2meg/h, whose inverse provides a natural unit
for measuring the scattering length and potential range in the interacting many-body problem.

4. Numerical results for virial relations

In this paper, we concentrate on potential ranges in the interval kgr, € [0.0087, 0.075].> For
each r, and several scattering lengths through the crossover, upper bounds of the energy E
were obtained by optimizing the variational parameters Ag or Ay and B according to the trial
wavefunction. The optimization of the numerical subroutines allowed us to explore higher

2 To our knowledge, similar previous quantum Monte Carlo calculations with the shortest up to now finite range
potentials and N > 10 considers kgry, = 0.03 both for non-trapped atoms (in Astrakharchik ez al [11]) and trapped
atoms (in von Stecher ef al [11]).
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Figure 1. Many-body energy per particle, E, equation (15), as a function of the
inverse of the scattering length for a potential range kgry, = 0.0109. The energy
units correspond to Ejgg, the total energy per particle of the non-interacting
atomic cloud, and kg denotes the Fermi wavenumber.
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0.60 T T T T T T T T T T T T

Figure 2. Many-body energy per particle, E, as a function of the potential
range r, at unitarity, 1/kga = 0. The energy units correspond to Egg, the total
energy per particle of the non-interacting atomic cloud, and kg denotes the Fermi
wavenumber. Note that at unitarity, £ = E.

statistics with respect to previous calculations [9] and yield the evaluation of the energy with
improved accuracy. In figures 1 and 2, we illustrate the obtained energies; the vertical size of
the plotted points is comparable to or higher than the numerical errors. Note that the resulting
curves for the energy dependence on the scattering length for a given range and on the range
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0
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Figure 3. Partial derivative of the many-body energy per particle, E,
equation (15), with respect to the inverse of the scattering length as a function
of the inverse of the scattering length for a potential range kgr, =0.0109.
The energy units correspond to Ejrg, the total energy per particle of the non-
interacting atomic cloud, and kg denotes the Fermi wavenumber.
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Figure 4. Partial derivative of the many-body energy per particle, E, with respect
to kgry, as a function of the inverse of the scattering length for a potential range
kgry = 0.0109. The energy units correspond to Efgg, the total energy per particle
of the non-interacting atomic cloud, and kg denotes the Fermi wavenumber.

for a given scattering length show a soft structure that allows a numerical interpolation or even
an analytical local fitting curve. These interpolations were used to numerically compute the
derivatives necessary to verify the virial relations. The results are illustrated in figures 3 and 4.
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Figure 5. Softened curves for the many-body energy per particle, E, and
the mean value of twice the trapping energy (mw?R?) as predicted by the
virial relation, equation (17). The dots represent the value of the trapping
energy obtained directly from the variational wavefunctions. The energy units
correspond to Egg, the total energy per particle of the non-interacting atomic
cloud; kg denotes the Fermi wavenumber.

For all the short interaction ranges explored, both derivatives, 3 E/d(1/kpa) and dE /3 (kgry),
get an extreme value at unitarity.

In figure 5, we show a comparison between the trapping energy curve as predicted by
the virial relation, equation (17), and specific values of that energy evaluated directly from
the variational functions for a potential range krry, = 0.0109. Note that there is a good overlap
between variational and virial results all over the crossover. The width of the continuous curve
corresponds to the numerical errors in its derivation. The main source of error for the trapping
energies evaluated directly from the variational wavefunctions results from the non-uniqueness
of the variational parameters Ag; and S that yield similar variational energies. In fact, the
agreement between the trapping energies evaluated directly and using the virial relation can
be used as an additional criterion to select those parameters. As a reference, in figure 5, the
many-body energy curve E(1/kga) is also shown. The crossing of virial (mwR?) and total
energy E curves does not occur at unitarity as a finite range effect. For a lower potential range,
kery = 0.0087, we have verified that twice the trapping energy is closer to the total energy at the
unitary limit.

Although, in this paper, we report the results for N = 165, we have verified that similar
results are obtained for N = 120, 84 and 56 particles. That is, independently of the number of
particles we considered, it was found necessary to take into account finite range effects to satisfy
virial relations within numerical accuracy for potential ranges kgr, > 0.0087.

The energy at unitarity as a function of the potential range r, can be used to estimate
the parameter & = 1 + Bpersche, Which is expected to be a universal number for r, — 0. For a
harmonically trapped system, & is given in terms of the ratio between the total energy per particle
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E and the total energy per particle of the analogous ideal trapped system Ejgg by & = (E/Errg)?.
In the past years, there has been a great deal of effort in the community to calculate this
parameter [12]. It was found that those calculations performed with lower ratios between the
effective range and the interparticle spacing gave lower values of &. For kgr, = 0.0065, we
obtained a strict upper bound to the energy, yielding & = 0.376 £0.008. If the interpolation
curves for the energy at unitarity as a function of the potential range r,, figure 2, are used
to extrapolate to the zero range limit the value of the ratio E/Egg, then slight variations of
the interpolation curves compatible with errors of the calculated energies will yield different
limiting values of E/Ejgg at ry, = 0. Using this procedure, we have obtained that E / Ejgg(ry = 0)
is in the interval [0.470, 0.498], so that the homogeneous gas parameter £ would be in the
interval [0.221, 0.248]. However, numerical improvements should be made to support further
this extrapolated result.

5. Conclusions

We have studied the virial relations for trapped particles interacting through a two-parameter
(intensity and potential range) attractive potential. We have applied those relations to the study
of the ground state of a balanced mixture of two species fermionic trapped atoms when the
wavefunction is approximately obtained using simple form variational trial functions. In this
way, we are able to quantify the quality of our wavefunctions and, even more important, we can
compare the virial relations of short finite range interaction versus contact interactions. Along
the calculations, the partial derivatives of the energy E as a function of the scattering length and
of the potential range were numerically evaluated. It was found that in all the cases considered,
those derivatives get large values at unitarity. As a consequence, an accurate determination of the
coefficient E/Eyrg at unitarity using finite range potentials requires an accurate extrapolation
procedure. In a similar way, an accurate experimental determination of such a coefficient does
require an extremely precise realization of the 1/kra — 0 limit.
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