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INTRODUCCION

La recombinacion genética es un proceso que lleva a la obtencion de un
genotipo a través del intercambio de material genético entre secuencias de
DNA en cromosomas homdélogos. La recombinacién genética es una forma
de aumentar la variabilidad del material genético de una poblacién, debido
a que la informacién genética de dos genotipos se puede unir en un nuevo
genotipo.

Debido a lo anterior, se han hecho investigaciones que han conducido
a estudios en el campo de la modelacién estocastica relacionados con la
genética de poblaciones, donde surgen familias discretas o cadenas de Markov
a tiempo continuo.

Es por ello que en la presente tesis se estudia el modelo de Wright-Fisher
y el modelo de Moran donde se considera la presencia de recombinacion. Es-
tos dos modelos matematicos han sido desarrollados y aplicados al estudio de
poblaciones en genética, dicho estudio es uno de los temas de mayor interés
en la evolucién de poblaciones. Para los dos modelos antes mencionados se
realizard una aproximacion por medio de difusién. En el caso del modelo de
Moran se desarrollara el modelo con presencia de recombinacién. Por tltimo
se presentara el modelo dos-Locus donde la recombinacién proviene de un
solo ancestro.

En el primer capitulo se presentaran algunos resultados basicos sobre los
procesos de difusion, la teoria para calcular la distribucion estacionaria de
un proceso estocastico y la convergencia a una difusiéon que permitiran la
adecuada comprensién de los modelos que se describiran en los siguientes
capitulos.

El Capitulo 2 se conformara de la descripcion y andlisis de los mode-
los de Wright-Fisher y Moran. Se presentaran dos casos para ambos, en el
primero se observara uno en donde hay presencia de mutacion, atributo que

iii
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INTRODUCCION iv

no ocurrird en el otro caso. Adicionalmente, en este capitulo se realizara la
aproximacién por difusiéon para ambos modelos, asi como el calculo de su
distribucién estacionaria. Se observard que los dos modelos tienen los mis-
mos parametros infinitesimales y por lo tanto tendran la misma distribucién
estacionaria.

En cuanto al Capitulo 3 se refiere, se analizard el modelo de Moran
con recombinacién para los casos univariado y multivariado, realizando en
ambos casos una aproximacién por difusién y el calculo sus respectivos
parametros infinitesimales.

Finalmente en el Capitulo 4 se describird el modelo dos-Locus ancestral
cuya evolucién estocéastica sigue el modelo de Moran .



“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 1 — #9 gf

CapiTuLO 1

PROCESOS DE DIFUSION

En este capitulo se presentan algunos resultados bésicos sobre los procesos
de difusién. Antes de desarrollar el capitulo, se mencionan algunos conceptos
que nos ayudardn a entender la definicion de un proceso de difusion.

Las definiciones que se mencionan se encuentran ampliamente desarro-
lladas en Tudor (2002) y Karlin y Taylor (1981).

1.1 PROCESO DE DIFUSION

1.1.1 FILTRACION Y TIEMPO DE PARO

Definicién 1.1 Una filtracién sobre un espacio medible (2, F) es una
familia {F;},cpcq de sub—o —dlgebra de F, tales que Fy C F; sis <t. La
filtracién canénica asociada a un proceso estécastico {Xi},opq €s por
definicién FX = o (X, :s<t),t e T.

Observacién: Si se considera el caso en donde T'= {0, 1, ...}, general-
mente se denota

Foo =0 <U .7-'S> ,para t > 0, (1.1)

seT

Definicion 1.2

(a) Una filtracién {F;},-, se llama continua por la derecha si 7, = F;
para cada t > 0.
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1. PROCESOS DE DIFUSION 2

(b) Una filtracién {F;},~, que sea continua por la derecha de tal manera
que Fy contenga a los conjuntos insignificantes de F, es decir, los
conjuntos de medida cero se le llama filtracién estandar.

(c) Sea {F;},~, una filtracién. Al sistema (Q,F,P,{F;},cr) se le llama
espacio de probabilidad filtrado.

Definicion 1.3 Sea (Q,}',P, {}—t}teT) un espacio de probabilidad fil-
trado. Una aplicacién 7 :  — T U {oo} se llama F;-tiempo de paro si
para cada t € T,{r < T} € F;. A cada tiempo de paro 7 se le asocia la
o — dlgebra F. definida por

Fr={AcFo:An{r <t} € K}, parat € T.

Definicion 1.4 Sea X = {X; : t > 0} un proceso de Markov con espacio
de estados Sy probabilidad de transicién p;; (t), ¢,j € S, t > 0. El proceso
X ={X;:t >0} es un proceso fuerte de Markov si para cada tiempo
de paro 7 con respecto a X, se tiene que paracadat >0y AC S

P{X7—+t S A|X9 =24, < T} = P{XT-'rt S A|X7— = xT}

para todo x5 € S.

1.1.2 PROCESO DE DIFUSION

Definicion 1.5 Sea X = {X; : t > 0} un proceso fuerte de Markov con
espacio de estados S = I C R, entonces el proceso X es llamado proceso
de difusidn, si X es un proceso de Markov con trayectorias continuas casi
seguramente.

Definicion 1.6 Un proceso de difusiéon X = {X; :t > 0} con espacio
de estados S = (I,r),l < r, se llama regular si

P{TZ < OO|X() = x} >0
conl <xzyz<r,donde T, es el tiempo que tarda X en tomar por primera
vez el valor z.

Observacion: Nétese que T, puede tomar el valor infinito si para ¢t > 0,
Xt 7& z.

Definicion 1.7 Sea X = {X; : t > 0} un proceso de difusién con espa-
cio de estados S. Sea Ap Xy = Xy p — Xy el incremento de X en el intervalo
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1. PROCESOS DE DIFUSION 3

[t,t + h], a este proceso de difusién se le puede asociar lo que llamamos los
parametros infinitesimales de X que estdn definidos como:

1
w(z,t) = }ILlLI}) EE [Ap X | X = 2] (1.2)

1
o (w,t) = lim - B [{An X} | X, = x} (1.3)
paraz € Syt >0.

Observaciones:

1. El pardmetro p (z,t) es conocido como media infinitesimal o pardmetro
de deriva; mientras que al parametro o2 (x,t) se le conoce como va-
rianza infinitesimal o parametro de difusién.

2. Por definicién se tiene que
FE [AhXt|Xt = l’] =F (Xt+h — Xt‘Xt = CE) =M (.’E,t)h + @ (h)

E [{Ah)(t}2 X, = m} —E {(XM — X)X, = w} — o (z,)h+ O (h)

donde p(x,t) y o(x,t) son llamados pardmetros infinitesimales del

proceso X y @ (h) es tal que limy_.¢ % =0.

3. Si se satiface la condicién de Dynkin, es decir, dada € > 0

]_ILH%P{|Xt+h - Xt| > €|Xt = x} =0

uniformemente respecto a ¢t € [0, N] para todo = en un subintervalo
compacto de S, entonces satisface (1.2) y (1.3) y ademds tenemos que:

I E [IAhXt|T|Xt = x]
1m

=0 2.
h—0 h T

Definiciéon 1.8 Cuando el proceso de difusién X es homogéneo en el
tiempo (independiente de t), se tienen los pardmetros infinitesimales los
cuales se denotan como yu (x,t) = pu(x) y 02 (z,t) = 02 ().

Definicion 1.9 Sea X = {X;:t > 0} un proceso de difusién regular
con espacio de estados S y sea & un tiempo posiblemente infinito. Se define
Xe = {X4,0 <t < &} una difusién con muerte si se comporta como un
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1. PROCESOS DE DIFUSION 4

proceso de difusion regular hasta un posible valor ¢ infinito, en donde el
proceso "muere”, es decir, donde termina.

Definicion 1.10 Sea X = {X;:t >0} un proceso de difusién con
espacio de estados S, entonces se dice que el proceso es conservativo si

P{Xt€S|X0:Z}:P{€>t|X0:$}:l, t>0,z€8.

Observacion: Para un proceso de difusién con muerte para cada punto
x, existe la probabilidad k (x)dt + @ (h) de que en el intervalo de tiempo
(t,t + dt) ocurra el suceso (muerte) y la probabilidad 1 —k (x) dt + @ (h) de
que no ocurra muerte. Por lo tanto se define la tasa de muerte como:

1
lhl{% EP {t<&<t+h| Xy =2} =k(z,t) (1.3)

Teorema 1.1.1 Sea X = {X;:¢ >0} un proceso de difusidn regular con
espacio de estados en S = (I,r) y pardmetros infinitesimales p (z) y o2 (z),
x € S. Sea g una funcion estrictamente mondtona en S con sequnda derivada
g" (z) continua para l < x < r. Entonces Y; = g(X;) define un proceso de
difusion regular en el intervalo S" con extremos g (1) y g (r) y Y; tiene los
siguientes pardmetros infinitesimales:

py () = 50 (2) " (@) + () (&)

o} (y) = o* (z) [¢/ (2)]*

donde y = g (x).

Demostracion. Sea g estrictamente creciente. La demostracion es si-
milar para g estrictamente decreciente. Como g es dos veces continuamente
diferenciable entonces tiene la siguiente expansién de Taylor,

1 1
g(x+Ar) =g () + Azg' () + 5 (Az) g () + 3 (Az)* (" (y) — ¢" (),
con z <y <z+ Az. Tome X; =z y AXy = X4 — Xi, entonces

0 (Xern) = 9(X) + AXeg/ (X)) + 5 (AX) ¢ (X)
(1.4)

5 (X (¢ (s ()~ " (X)
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donde y (w) es una cantidad aleatoria entre X; y Xiyp.
Dado que X; = x se tiene que g (z) = g (X;) = Y; = y, por tanto (1.5)
es de la forma
1 1
Yirn—Y: = AXyqg' (Xe)+5 (AX)*g” (Xe)+5 (AX)* (¢" (y (w)) — g" (X2))

(1.5)
tomando esperanza, dividiendo a ambos lados y haciendo h | 0 se obtiene:

1 1
lim 2 B Ve = YilY, = 4] = p(2) g/ (@) + 50° () 9" ()

+ 3 lim B [(AX)? (0" (v () — " (X0)].

Observaciéon: Nétese que la continuidad de g” implica la convergencia
de ¢" (y (z)) a ¢ (X¢) y dado que h ' E [(AX)Q} converge, se tiene que

ti + B [(AX)? (9" (y (w)) — " (X0)] =0.

Por lo tanto,

iy () = () (2) + 50% (@) 9" (&)

La varianza infinitesimal de Y; se obtiene que manera similar. Tomando
(1.6) y elevando al cuadrado se tiene:

Yirn — Yi)> = (AX)? [¢/ (X0)]° + Ru,

donde Ry, contiene (AX)® y términos con orden mayor a tres. Sabemos que
limp, |0 A E [|AnX|"|X; = 2] = 0 para r > 3, por lo tanto se obtiene:

o1
o () =lim 2 B [{Yin = Vi) ¥i = o]

_ 2 / 2
=0 (z)[g" (z)]".
1.1.3 PROCESOS DE DIFUSION MULTIVARIADOS
Hasta ahora se han considerado procesos de difusién en una dimension, es

importante mencionar que existen vectores de procesos de difusién sobre un
espacio I = E™ (espacio n-Euclidiano) o sobre una regién abierta de E™.
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Definicion 1.11 Sea X; = (X},Xf,...7Xf), t > 0 un proceso de
difusién n-variado, entonces los parametros infinitesimales de X; son:

1 i i n i .
%%EE[ t+h—Xt|Xt=X:(Jc1,x2,...,x )]:,u (x,t), para i=1,2,...,n

y

1}318 EE |:{Xz+h - th} {Xg+h - th} |Xf = Xi| =" (X,t), para Za] = 1a27 EEERLZ

Lamatriz [|0% (x,t) || debe ser definida positiva, es decir, 3", 0% (x,t) a’a’ >
0 para toda (aq,...,a,) n-tupla real no trivial y x € I y ademds satisfacer

n

Z a‘al {Xti+h - XZ} {th+h - Xt]} = Z a” {Xty+h - Xf}2-
v=1

ij=1

Observacion: Los momentos de orden superior son insignificantes en
comparacién con h, es decir:

1 ; ik .
%%EE[{X;Jrh_XZ} |thx}:(),k24 para i=1,2,...,n.

1.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE KOLMOGOROV

Sea X = {X;:t >0} un proceso de difusién regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (I,7) y pardmetros infinitesimales yu (z)
y 02 (z),z € S. Se indica por Py, (t) = P{X; <y|Xo =z} la funcién de
distribucién de X, sujeta a la distribucién inicial

1 siz<y
Fay (0) = {O six >y (16)

es decir, una distribucién puntual concentrada en x. Por tanto pgy () la
densidad de transicién de X, es igual a

dPy, (t)

t>0. 1.7
e (17)

Pay (t) =
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1.2.1 EcuaciON DE KOLMOGOROV HACIA ADELANTE

La ecuacién de Kolmogorov hacia adelante, también es conocida con el
nombre de ecuacién de Fokker-Planck o la segunda ecuacién de Kolmogorov.
Sea X = {X;:¢>0} un proceso de difusién regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (I,r) y pardmetros infinitesimales y (x)
y 0% (z),z € S. Defina la funcién u (x,t) por

u(a,t) = Elg(X)|Xo=a], 120, (L8)

donde g es un funcién acotada y continua en S.

Teorema 1.2.1 Sea u(x,t) continua y diferenciable respecto a t, tiene se-
gunda derivada con respecto a x y es continua en cero por la derecha, en-
tonces u (x,t) satisface ecuacion diferencial parcial

ou(x,t) 1 5  0%u(x,t) ou (x,t)

o 20 Wge Ty
con la condicion inicial lim;_ g+ u (x,t) = g (z). En particular si g (n) es de
la forma

(1.9)

1 sin<y
— 1.10
9 (n) {O ine (1.10)

entonces u (z,t) = Py, (t), de donde la ecuacion (1.10) se transforma en la
ecuacion de Kolmogorov hacia adelante, y es de la forma

0Py () 1 5, 9*Puy (1) 9P, (1)
S 1.11
ot 50 (@) =5 5 trl@) — (1.11)
cont>0yl <zx,y<ry con condiciones iniciales
1 six<y
P, (0+) = - 1.12
v (04) {0 st T >y, ( )

La densidad de transicion p., también safisface la ecuacion de Kol-
mogorov hacia adelante:

Opay (1) _ 1 2
ot 27 ()

parat>0yx,y S.

aQny (t)
0x?

Py (t)

= (1.13)

+ p ()

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).
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1.2.2 ECUACION DE KOLMOGOROV HACIA ATRAS

La ecuacién se Kolmogorov hacia atras es también conocida como la primera
ecuacién de Kolmogorov o ecuacién progresiva de Kolmogorov.

Teorema 1.2.2 Sea X = {X;:t >0} un proceso de difusion reqular y
homogéneo en el tiempo con espacio de estados S = (I,r) y pardmetros
infinitesimales p (z) y 0% (x) ,x € S. Y sea pyy la densidad de transicion de
Xi, entonces pgy (t) satisface la ecuacion diferencial parcial

apmy (t) _ 182

ot ) ? [02 (y) Day (t)] - [.u (l’) DPxy (t)] 5 (114)

parat>0yx,y S.

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).

1.3 DISTRIBUCION ESTACIONARIA

Sea X = {X;:¢ >0} un proceso de difusién regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (I,7) y pardmetros infinitesimales u (z)
y 0% (x),r € S. Si existe una distribucién estacionaria 1 (y), entonces la
densidad estacionaria 1 () necesariamente satisface

0= [ @pn Odz, V>0 (1.15)

y por lo tanto 9 (y) satisface la ecuacién diferencial parcial:

- a% v @)l,yes (1.16)

Las demostraciones de las afirmaciones anteriores fueron omitidas, se
pueden encontrar en Karlin y Taylor (1981).
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1.3.1 CALCULO DE LA DISTRIBUCION ESTACIONARIA

Definicion 1.12 Sea u(x) y 0% (x),x € S los pardmetros infinitesimales
del proceso de difusién X, entonces se define s (y) como:

oo [ [29]

e Definase S (z) como la funcién escala cuya expresion estd dada por:

S(x)= / s (y) dy. (1.17)
e Sea J = [c,d] C (I,r), entonces definamos S [J] como la medida
escala del intervalo J y se denota como
S[J]=S[e,d]=5(d)—S(c).
Se usard libremente la medida escala dS (z) = S [dz] de un intervalo
infinitesimal [x,x + dz] con S [dx] = S (z + dx) — S (z) donde

0< Sed < oo, I<e<z<d<r

Sle,d] = S|e,z] + S [z,d], I<ec<xz<d<r, (1.18)
e Sea m (x) la densidad de velocidad definida por,

1
m(z) = S@ot() (1.19)

e Se denota M [J] como la medida de velocidad inducida por la den-
sidad de velocidad m (z), cuya expresion es

M[J] =M [e,d] :/ m (z) dz

donde 0 < M [J] < oo para J = [¢,d] C (I,7); ademds se tiene que
dM [z] = m (z) dz.

e Sea M (I, x] la medida de rapidez de un proceso cerca de [, denotada
por:
M (l,z] = liIlIllM [a, z]
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Sea X = {X; :t > 0} un proceso de difusién regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (I,7) y pardmetros infinitesimales yu (z)
y o2 (z),z € S. Sea v (y) la distribucién estacionaria de X, entonces (1.17)
es valida y si se integra con respecto a y se obtiene:

2 ' Ty

0= [0 )] - n . (1.20)

donde Cj es una constante. Multiplicando (1.21) de ambos lados por el
factor

se obtiene

ol [59] )& ool -] [22]}ov0]

es decir,

Crs () = L [s () 0 () 0 (v)] - (1.21)

Si se integra (1.22) otra vez con respecto a y, se obtiene
C18 (x) + Cy = s (x) 0? (2) ¢ (z),

donde C5 es constante. Por lo tanto la distribucion estacionaria cuando
existe es de la forma

_ S (z) 1
Vi) = G s(x)o? (x) + s(x)o? (x)
m(x) [C1S (x) + Cs).

Observacién: La distribucién estacionaria ¢ (y),y € S existe, si se

pueden encontrar constantes Cy y Cs tales que ¢ (z) > 0en S'y frl P (y)dy =
1, de lo contrario no se puede afirmar su existencia. Ver Karlin y Taylor
(1975).
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1.4 CLASIFICACION DE LAS FRONTERAS PARA UN
PROCESO DE DIFUSION REGULAR

Sea X = {X; :t > 0} un proceso de difusién regular con espacio de estados
S = (I,r) y parametros infinitesimales u(x) y o2 (z),x € S. Ahora se
analizara el comportamiento de las fronteras [ y 7.

Puesto que S[a,b] es una medida no negativa y por (1.19) se tiene que
S [a,b] es mondtona en a y fija en b (ver Karlin y Taylor (1981)), por lo
tanto se define S (I, 5] < oo por

S(1,b] = liirlls [a,b] < o0, I<b<r (1.22)

Observacién: Si S [a,b] C (I,7), entonces 0 < S'[a,b] < oo; y ademds si
se cumple (1.19) se tiene que

S (1,b] = oo, para algin b€ (I,7)

siy sélo si
S (1,b] = o0, para todo be (I,r).

Definicion 1.13 Sea X = {X; :t > 0} un proceso de difusién regular
con espacio de estados S = (I,r), entonces se dice que la frontera [ es
atractora si S (I, z] < oo, independientemente de x € S.

Definicion 1.14 Sea X = {X; :t > 0} un proceso de difusién regular
con espacio de estados S = (I, ). Se denota por > (1) a la siguiente cantidad:

x

S0 = tm [ Slgar© - [ se.gare

/w{/x“”)d”}m(@df=/lx{/;m<n>dn}s<n>d<n>

l l
= lm M [n,2]dS (n). (1.23)

Definicion 1.15 La frontera [ es llamada alcanzable si Y () < ooy
es llamada inalcanzable si Y (1) = co.
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Lema 1.4.1 Sea | una frontera atractora y supdngase | < x < b < 7,
entonces:

Z(l)_/lIS(l,n}dM(n)<oo.

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).

Definicion 1.16 Sea N (I) la medida del tiempo en que tarda en llegar
a un punto interior z en (I, ) empezando en la frontera . Entonces, se define

N = [ swaavn = [ argase.
Lema 1.4.2 Las relaciones entre S (I, 2], Y (1), N (1) y M (I, z] son:
) (1, 2] = oo implica 3 (1) = oo,
i) Y (1) < oo implica S (I,z] < oo,
iii) M(l, 2] = oo implica N (1) = oo,
iv) N(l) < oo implica M (I, z] < oo,
i) S () +N(1) =S (2] M(1,a].

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).

Las definiciones y lemas anteriores se pueden obtener de igual manera
para la frontera r.

Definicion 1.17 Sea X = {X; :t > 0} un proceso de difusién regular
con espacio de estados S = (I,r), entonces [ puede ser una frontera:

i) Regular, si S(I,z] <ocoy M (l,z] < 0o,z € S.
ii) De salida, si > (I) < oo pero M (I,x] = 00,z € S.
iii) De entrada, si S (I, 2] = co mientras que N (1) < oco.

iv) Natural (Feller), si > (1) = ooy N (I) = 0.
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Teorema 1.4.1 Sea X = {X;:¢ >0} un proceso de difusidn regular con
espacio de estados S = (I,r) y sean | y r fronteras de entrada, entonces la
distribucion estacionaria del proceso X, es:

"= e = : : 1.24
T T e A T

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).

1.5 CONVERGENCIA A UNA DIFUSION

Al realizar la modelacién estocastica de problemas en genética de pobla-
ciones, pueden surgir familias o cadenas de Markov a tiempo continuo o a
tiempo discreto Z% = {ZtK 1t > O} indexada por K = 1,2,.... Se define
XK = {XfK 0t ZO} como

X = a(K) [ 285 — e(K)]

donde ¢ (K) es una constante que centra el proceso, a (K) cambia la escala
al estado de la variable y b (K') cambia la escala de tiempo. En consecuencia,
una unidad de tiempo del proceso X/ corresponde a un periodo de b (K)
unidades de tiempo del proceso original Z[.

Sea XK = {Xff :n=20,1,2,.. } la secuencia de procesos estocasticos
en tiempo discreto y con espacio de estados S € R; con S cerrado, y tal
que X% acotado y adaptado! a una secuencia creciente {F,,n >0} de
o — algebras. Se suele usar F,, = o (Xf,f, m < n)

Sea AXE = XK | — XK tal que

E[AXFIFE] = hgp (XE) +€f, (1.25)
B [(AXE)* |FN] = hico® (XE) + €, (1.26)

y
E [(AXf)“ |fﬂ — K (1.27)

1XtK es adaptado si XtK es medible con respecto a F¢,t > 0.
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donde hg > 0y hxg — oo cuando N — oo. Debido a que los términos de
error son suficientemente pequenos y se pueden extender que para n > 0 se

tiene
> E[K]] -0,
n>[n/hk]

para i = 1,2,3 cuando K — oo donde [z] es el mayor entero menor que x.
Cuando los procesos {Xff} son cadenas de Markov, entonces en (1.26),

(1.27) y (1.28) se utiliza XX en lugar de FX. Definase el proceso a tiempo
continuo:

XtK = X[tK/hK].

Por lo tanto bajo ciertos requerimientos de suavidad (ver Tudor (2002)
o Karlin y Taylor (1981))se tiene que

XK — Xy, t>0 (1.28)

convergencia en distribucién, cuando K — oo, y ademds para algin con-
junto de puntos 0 < t; < ty < -+ < t,. la distribucién finito dimensional
de {thf , th .. ,thf } converge para la distribucién finito dimensional de
{X:,, Xt,,..., X, }, cuando K — oo, donde X; es el proceso de difusién
con pardmetros infinitesimales p (z) y o2 ().



“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 15 — #23

CapriTUuLO 2

MODELO DE WRIGHT-FISHER Y MODELO
DE MORAN

En este capitulo se describen dos modelos matematicos aplicados al es-
tudio de poblaciones en genética. Dicho estudio es uno de los temas de
mayor interés en la evolucién de poblaciones genéticas. El primer modelo
que se presenta en este capitulo fue introducido por S. Wright y R. Fisher
mientras que el segundo por Moran, los cuales son conocidos como modelo
Wright-Fisher y modelo de Moran, respectivamente. Ambos modelos tienen
el supuesto de la poblacién es haploide, es decir, cada individuo posee un
dnico progenitor. Se considera un cromosoma con un unico locus®, que por
hipétesis tiene dos alelos? posibles denotados por a y A. Otra hipétesis es
que se permite mutaciéon entre ambos tipos de alelos, ademds de que los
modelos son neutrales, es decir, el tipo de alelo de un individuo no influye
en su capacidad de reproduccién. Primero se presenta la version en tiempo
discreto de ambos modelos y posteriormente en tiempo continuo el modelo
de Moran.

Para ambos modelos se considera que el tamano de la poblaciéon N se
mantiene constante. Se denota por a; a la probabilidad de que el alelo a
mute al alelo A, y por as a la probabilidad de que el alelo A mute al alelo
a, con 0 < ag,a5 < 1. Nétese que a; = as = 0 corresponde al caso en donde
no se presenta mutacion.

En el caso discreto en ambos modelos se denota por X,, a la variable
aleatoria que indica el nimero de individuos del tipo a después del n-ésimo
evento de reproduccién n=0,1,2,.... En el caso continuo la variable que

1Posicién de un gen en un cromosoma.
2Forma alternativa de un gen.

15
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indica el nimero de individuos del tipo a al tiempo ¢ es denotada por X,
t>0.

A medida de que el tiempo transcurre la evolucién de la poblacién sera
descrita por el proceso X = {X,: n=0,1,2,...} y X = {X;:¢t> 0}, de-
pendiendo de cada caso. En ambos casos X es una cadena de Markov con
espacio de estados S = {0,1,2,..., N}.

2.1 MOoODELO DE WRIGHT-FISHER

El modelo de Wright-Fisher es un modelo de evolucién de una poblacién
donde no existe interseccién de generaciones pues cada evento de repro-
duccién da origen a una generacién compuesta en su totalidad por nuevos
individuos.

La demografia con la cual el modelo evoluciona es de la siguiente forma:
dada un generaciéon, se seleccionan con reemplazo los N individuos pre-
sentes, y dicha seleccidn se realiza de forma independiente y uniforme. Cada
vez que un individuo es seleccionado produce un descendiente hasta que N
descendientes sean producidos. Por lo tanto cuando el proceso de repro-
duccién termina se tiene que la siguiente generacién esta formada por los
descendientes de los individuos seleccionados.

El proceso de mutacién en la poblacién estd dado por: un individuo con
alelo del tipo a es seleccionado y produce un individuo con alelo del tipo
A con probabilidad a1, o produce uno de su mismo tipo con probabilidad
1 — a;. Cuando se trata de una selecciéon de un individuo con alelo del tipo
A, se tiene que produce uno con alelo del tipo a con probabilidad as y
produce uno de su mismo tipo con probabilidad 1 — as.

Se tiene que X = {X,: n=0,1,2,...} es una cadena de Markov que

cuenta el nimero de individuos del tipo a y se nota que tiene espacios de
estados S ={0,1,2,..., N}.

2.1.1 CASO SIN MUTACION

El primer caso que se presentara es cuando no se considera presencia de
eventos de mutacion, es decir, cuando tenemos «; = ae = 0. Supdéngase que
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el estado actual de la cadena X al tiempo n es el estado j € S, es decir,
existen j individuos del tipo a al tiempo n. Denote por p; a la probabilidad
de que se produzca un individuo tipo a en la siguiente generacién, mientras
que ¢; es la probabilidad de que se produzca un individuo tipo A en la
siguiente generacién, con j € S. Por lo tanto, dado que los individuos son
seleccionados uniforme e independientemente para reproducir se tiene que,

(2.1)

Ahora si se supone que al tiempo n se tienen j individuos del tipo a, con
j=0,1,2,..., N individuos en la generacion progenitora, entonces el evento
se puede ver como N ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito p; y g; la
probabilidad de fracaso. Entonces la probabilidad de que haya k individuos
del tipo a en la generacién n + 1, dado que hay j en la generacién n, es:

Pjr = P(Xpp1 =k[Xy =)

Q- ()R () e

.1.2  CASO CON PRESENCIA DE MUTACION

El segundo caso es cuando se presenta mutacién, es decir, cuando se tiene
a1 > 0y as > 0. Supéngase que el estado actual de la cadena X es j € S,
es decir, existen j individuos del tipo a en la poblacién actual. Entonces se
denotard p; ala probabilidad de que se produzca para la siguiente generacion
un descendiente tipo a y ¢; a la probabilidad de que se produzca para la
siguiente generacién un descendiente tipo A, con j € S, por lo tanto se
tiene:

J N-—j
pj:N(l—ozl)—l— N o2 (2.4)

. N
q = %al =7 (1—a2). (2.5)
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Para el caso p;, j € S, la expresién obtenida se debe a que existen
dos eventos mutuamente excluyentes de que el descendiente producido sea
del tipo a. El primer evento consiste en seleccionar un individuo del tipo
a para reproducirse y que el descendiente no sea un mutante, ocurre con
probabilidad (j/N) (1 — a1). El segundo evento consiste en seleccionar un
individuo del tipo A para que reproduzca un descendiente mutante, esto
ocurre con probabilidad [(N — j) /N] az. Para el caso de ¢;, j € S, se realiza
un razonamiento analogo.

Ahora si se considera como un evento exitoso a la producciéon de un in-
dividuo del tipo a, con j =0, 1,2, ..., N individuos en la generacién progeni-
tora, entonces el evento se puede ver como N ensayos Bernoulli con proba-
bilidad de éxito p; y ¢; la probabilidad de fracaso. Entonces la probabilidad
de que haya k individuos del tipo a en la generacién n + 1, dado que hay j
en la generacién n, es:

. N ko
Pj = P(Xp41 =k[Xn =j) = ( >P§CQ§V G kes. (2.6)

k

En este modelo se considera una poblacién hapliode, sin embargo es posi-
ble considerar una poblacién diploide3, en donde el nimero de individuos
serd 2N (el tamano total de la poblacién).

2.2 MODELO DE MORAN

En esta seccién desarrollamos el modelo de Moran, en un principio seréd a
tiempo discreto y posteriormente se desarrolla el modelo a tiempo continuo.

La demografia de poblacién con la cual el modelo evoluciona es de la
siguiente forma: se selecciona un individuo en cada unidad de tiempo, de
manera uniforme e independiente y con reemplazo para producir un descen-
diente; ademads se selecciona un individuo de manera uniforme e indepen-
diente para morir. El proceso de mutaciéon en la poblaciéon estd dado de
igual forma como se menciona en el modelo de Wright-Fisher.

3Cada individuo tiene dos progenitores.
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2.2.1 CASO SIN MUTACION

En primer lugar se presentara el modelo a tiempo discreto, para el caso
cuando no existe mutacién(a; = ag = 0) y cuando existe mutacién(a; > 0
y ag > 0).

Se tiene que X = {X,: n=0,1,2,...} es una cadena de Markov que
cuenta el nuimero de individuos del tipo a después de n eventos de repro-
duccién y notesé que tiene espacios de estados S = {0,1,2,..., N}.

El primer caso es cuando no se presenta mutacién, es decir, cuando
se tiene a; = as = 0. Tomando en cuenta que la probabilidad de que el

individuo a sea seleccionado para reproducirse es p; = & y la probabilidad

C e . . . N— .
de que el individuo A sea seleccionado para morir es ¢; = =%, se tiene

que las probabilidades de transicion del proceso se expresan de la siguiente
manera;:

J
Pij-1 = §&- (2.7)
J J
J
Pjjy1 = (1 - N) p;- (2.9)
Py = 0 k—3j|>1,5keS. (2.10)

Se afirma que (2.7), (2.8), (2.9) y (2.10) son vilidas, por ejemplo para
(2.9) basta notar que la cadena pasa del estado j al j + 1 si y sélo si un
individuo del tipo a es seleccionado para reproducirse y un individuo del
tipo A es selecionado para morir.

Mientras que en (2.8), se tiene el caso donde no hay cambios en los tipos
de individuos. Por lo tanto se puede expresar como la unién de dos eventos
mutuamente excluyentes, dichos eventos son:

i) Un individuo del tipo a es seleccionado para reproducirse y un individuo
del tipo a es seleccionado para morir.

ii) Un individuo del tipo A es seleccionado para reproducirse y un individuo
del tipo A es seleccionado para morir.

Para los otros casos el razonamiento es semejante.
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2.2.2 CASO CON PRESENCIA DE MUTACION

El segundo caso es cuando se presenta mutacién, es decir, cuando se tiene
a1 > 0y as > 0. Tomando en cuenta que la probabilidad de que el in-
dividuo a sea seleccionado para reproducirse es p; = % (I—ag)+ %ag
y la probabilidad de que el individuo A sea seleccionado para morir es
¢ = %a1+ % (1 — ag), tenemos que las probabilidades de transicién del
proceso se expresan de la siguiente manera:

J(N —J) i\’ .
ij,1 = N2 (1 - Otg) + N a1, ] = 1, ...N. (211)
N — 2 2
bjj = < NJ> (1—042)+(N) (1—aa)+
JIN—J
Tellibst) N2 (o + a2) (2.12)
(N — i N— 2 ‘
P = ‘7(1\,723)(1—(11”( NJ) asz, j=0,1,..N —1. (2.13)
Py, = 0, silk—j|>1,5,kes. (2.14)

Se afirma que (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) son validas, por ejemplo
(2.13) esta determinada por la probabilidad de que haya un incremento en
los individuos del tipo a, esto puede ocurrir de dos formas: la primera es que
se elija un individuo del tipo A para morir y otro del tipo a para reproducirse
y que no mute; la segunda es que se elija un individuo del tipo A para que
se reproduzca y produzca un mutante y que se elija otro individuo del tipo
A para que muera, puede ocurrir que sea el mismo individuo.

Para los otros casos el razonamiento es semejante.

2.2.3 MODELO DE MORAN A TIEMPO CONTINUO

Ahora se presenta el modelo a tiempo continuo. Como la eleccién de un
individuo no depende del tiempo, se tiene que el proceso que describe la
demografia y el proceso de mutacién son los mismos que en el caso del
modelo a tiempo discreto. Sin embargo, los eventos de nacimiento y muerte
ocurren en intervalos de tiempo exponencial con pardmetro A; > 0, con
1€S.

Denote 7; al tiempo que el proceso se queda en el estado ¢ antes de hacer
una transicién a un estado diferente, entonces:
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P[Ti>8+t|Ti>8]:P[Ti>t], s,tZO,

es decir, 7; es Markoviana lo cual implica que 7; es exponencial. Por lo tanto
la cadena de Markov en tiempo continuo que cuenta el nimero de individuos
del tipo a es X = {X;:t> 0}, cumple que P (7; > t) = exp(—A;t) en un
tiempo 7;, t > 0.

Observacion: Recuerde que un proceso estocdstico tiene la propiedad
Markoviana si las probabilidades de transicién en un paso sélo dependen
del estado del sistema en el periodo de paro mas reciente.

De esta forma se tiene que las probabilidades de transicién del proceso
se expresan de la siguiente manera:

P(XHh:j—lXt=j)=A(j(Nj)(1—az)+ (]J'V)Qal)hw(h).

N2
(2.15)
P(Xt+h :j‘Xt :]) == >\|:(N]VJ)2 (1 - OéQ) —|— (%)2 (1 - al) +
(2.16)
FINZD) (0 + az) |+ D (h).
P(Xiyyn=7+1Xs=7)=X M(l—m)—f— <u>2a2 h+O(h).
N2 N
(2.17)

Se afirma que (2.15), (2.16) y (2.17) son vélidas. La justificacién es si-
milar que en el caso discreto.

Se tiene que para el caso con mutacién la tasa de nacimiento \; y muerte
1; de la cadena X estdn dadas por:

N2

. o _ -2
wo= A <Z(N Z)(INQ‘”) il al) i=1,2,..,N. (2.19)

. . N2
o= A(Z(Nﬂ)(lfal)“N*Z) a2),i:0,1,2,...,N—1, (2.18)
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De esta forma las probabilidades de transicion de la cadena de saltos
asociada a X estan dadas por:

Ai
Pit1 =
i Ai +
(N —1)(1 — ;2
= - .z( ) ( a2)+z’a21 S 012.N-1
i(N—9)(2—a1 —a2)+ (N —19) az+ i
Hi
Pi1 = —
! Ai + 1
(N —1)(1— N —i)?
- & Uzt 22) - , i=1,2,..,N
i(N—i)(Q—Oél—ag)+(N—i) oo + 1200
P; = 0, en otro caso.

Dado que X representa el proceso de nacimiento y muerte irreducible
con espacio de estados S = {0,1,..., N} finito y la cadena de saltos X* =
{X::n=0,1,...} asociada a X es recurrente positiva, entonces X tiene
una unica distribucién estacionaria y coincide con su distribucién limite.

Teorema 2.2.1 Sea X = {X;:t>0} la cadena de Markov con espacio
de estados S = {0,1,..., N}, que describe la evolucidn de una poblacion de
acuerdo al modelo de Moran con mutacion. Entonces la distribucion esta-
cionaria de X, que es igual a la distribucion limite estd dada por:

PNV + )T (flestea ) p (e )1 ([sesl k)

P(k) = 1monzen l—ai—o l—ar—az
Na N Na
r (k + 1) r (N —k+ 1) r (17a172a2) r (17041700) r (1704171042)
(2.20)
para todo k € S, donde
I (a) = (a—1)! st o es un entero
a fooo y*lexp¥dy en otro caso.

Demostracion. Dado que X es un proceso de nacimiento y muerte
entonces su distribucién limite estd dada por:

Pk =Pyt gy

., N. (2.21)
Hip2 - - fn
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donde
1

= N Mori 1
1 + Zn:l 12

P(0)
y como S el espacio de estados es finito se tiene que:

i)\o)\l"')\n—l
U2 -

< 0.

n=1

Sélo basta probar que las tasas de nacimiento y muerte producen la
expresion (2.20).

Utilizando las tasa de nacimiento y muerte vistas como:

N —k
A=A <N> Pk
VLA
Hk+1 = N dk+1

Se tiene que:

N! PoP1 *** Pr—1
YN = k) q1q2- - qr
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por otro lado se tiene que,

r N
N
1+Z <k>Pop1
L k=1

P (0)

-1
.. .pk_l
gk

q192 -
r N
1 N
— | q1g2- - gn + ( )
| @192 AN < kZ:l k

Pop1
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24

—1
—————q192" " gN
. .qk

r N
1 N
P TE—— QIQ2"'QN+Z( >pop1"
| 9192+ aN = \Fk

q192 -

*Pk—19k+149k+2 - "%V)]

Se denota como Sy (x,y) al término entre paréntesis en la ecuacién anterior

y por el Lema A.1 se tiene:

Sy (z,y) = ﬁ<1§(1a1a2)>.

Por otro lado, de (2.5) se obtiene:

N k
q192 -GN :1}:[1 (1—a2—N(1—a1 —a2)>
entonces:
N
P(0) [Ty (1_0‘2_ %(1_041 _O@))

T, (1

—%(1—0[1—012))

chvzl (W - % (1—o1— 0‘2))

N
Hk:l (ﬂf
1— al aQH .

%(1 — Q7 70(2))

£)

L= al 2 Hk 1\1=a;—as a1 —ag
N(l—«

Hk 1 (1 (al 2)2 k)

Hk 1 (1 o1 —ay k)

NA-az)
1— o] —Q2

k)



“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 25 — #33

2. MODELO DE WRIGHT-FISHER Y MODELO DE MORAN 25

y por el Lema A.3 se tiene que:

N
N(1-— N(1-— N
()G
1—@1—0[2 1 1—&1—&2 1—041—&2
Y N
N N N
() Tl ()
1—041—042 el 1—&1—0(2 1—041—0(2
entonces:
P (flesteel) T, (P2 - k) 1 (e
P(O) - r N(ai1+a2) N N k Nay
(17041709 ) Hk:l (170417042 - ) (170417042)
N(ai1+ao N(l—«
r ( liall—oi)) r (1—(041—;)2)
= o = (2.22)
r (17&170(2) r (lfoqfaz)
Ahora como,
- j
ngea = ] (1—a2—N(1—a1 —a2)>
j=1
o l—ozl—ozgﬁ N(l—OLQ) .
- N . 1-— a1 — Qg J
j=1
k N(1—as) . N(1—as)
_ 1—0(1—042 HjZl (1—&1—;2 _-])F(l—al—zg _k)
N r (N(l—ag) _ k)
l—a;—as
y dado que,
k
NA-ay 1— o) . Nay
r{——=~4 —j)r(———k
(1—al—a2) H(l—al—ag J 1—a; —as
entonces:
N(1—as)

q192 -4k = .
N r (N(l—az) _ k)

l—a;—as
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Por (2.4) se tiene que,

k—1 .
Dop1 - Pk—1 = (0624']{,(1—041—0&2))
7=0
k—1
o (1—0&1—0&2) NOLQ
N H l—al—a2+
=0
k
(1—&1—&2) NO[Q
pr— k_
N 31;[1 1—041—042+ I

y por el Lema A.3, se cumple:

k
N N N
1—a; —as . 1—a; —as 11— —as

entonces:

N 17&170(2

1—a1—a21—1 ( Nas +I€)

Dop1 - Prk-1 = e (2.24)
2
F (1—0(1—042)
Por lo tanto de (2.23) y (2.24) se sigue,
oy ( e 1)
N o
Pop1- " Pk-1 _ F(kaﬁaz)
Qg2 Qe l—ay—ay D(i87222)
L Gy
y entonces
(e o8
DL 1T—ay — 1—oq —
PoP1 - Pk—1 _ a1 —az ap—az (2.25)

o F(N(l—az)>/F(N(1—az) —k).

170&170&2 170417042
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Por lo tanto,

i = rol
= PO) g
( ) -
- P(O)F(k+1;)év(]—;1_k+1)p(:lll):12"l');k1
- p) L TD (=it +R)/0 (=)
P+ DTN =k 1) p (Nzea))p (N-oa) )
o r (Al () T (N +1)
- F(l J(Z?la?) (1 N az) (k+ )T (N —k+1)
P (e 4 r)/r ()
P (e ) e (S — k)
rv e (e (e 8 (12 1
ST )TV -k DT (e )T () T ()

2.3  APROXIMACION POR DIFUSION

En esta seccién se realiza una aproximacién para el proceso que describe
una poblacién que evoluciona de acuerdo a los modelos de Wright-Fisher y
Moran. También se presentard la distribucién estacionaria correspondiente
a cada modelo. El proceso de difusién que se obtiene para el modelo de
Wright-Fisher resulta ser el mismo que se obtiene para el modelo de Moran.

2.3.1 APROXIMACION POR DIFUSION PARA EL MODELO DE WRIGHT-FISHER

Considérese un poblacion de tamano N con las hipotesis mencionadas para
el modelo de Wright-Fisher y sea X, el nimero de individuos de a en la
n-ésima, generacién con n = 0,1,2,.... Sean « y 3 fijas tales que
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a1 (6]
a= =7
N N

con a; >0y ag > 0.

Por lo tanto se tiene que la intensidad de mutacién (tasa de mutacién
por individuo) del tipo a al tipo A es Na = aq, y es positiva y finita, y
similarmente del tipo A al tipo a es N3 = as. Considérese el proceso

X
YN = %,t >0, (2.26)

asociado al proceso X = {X,, : n > 0}, donde [z] representa el mayor entero
menor que .

Para la unidad ¢ = 1 se tiene que el proceso YV = {YtN it > 0} co-
rresponde a un lapso de N generaciones del proceso X. El proceso YV =
{YtN it > 0} representa la proporcién de individuos del tipo a en la poblacién
al tiempo [Nt] del proceso X . Mientras que a 'y (3 son las tasas de mutacién
correspondientes a dicho proceso.

Tenemos que la difusiéon Y = {Y; : t > 0} es resultado de tomar el limite
de Y¥ cuando N — oo.

Teorema 2.3.1 Sea Y = {Y;:1>0} el proceso de difusion asociado al
proceso {X, : n> 0}, entonces los pardmetros infinitesimales del proceso
de difusion estdin dados por:

ple) = —zat (1-x)p

o?(z)=z(1-x),
donde x € [0,1].

Demostracién. Sea h = 1/N, entonces el incremento del proceso en
h es: X X
N N N [Ni]+1 — 4 [N?]
AV = v, -y = SR

Tome YV = %, i € S, entonces por definicién de YV se tiene que el

proceso N Yﬁi tiene distribuciéon Binomial con pardmetros N y p;. Por lo
N
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tanto calculando la esperanza y tomando en cuenta (2.4) se tiene:

E [AY#MN — }

N N

B[ - vy v 0 = 2]
Bl 0= ] - p [ o - 1]

1 7 1
~vE [Nnjith (t) = N] N

= Lap-L= {i(l—al)Jr(N_i)a?] -

N N N N

R
'N N)°%

dado que o = §F y B = F¢ se tiene que

1 . .
E [AYt{XLmN - ]H o {—a;f + (1 - &) ﬁ] . (2.27)

Tomando el limite en (2.27) y suponiendo que i/N — x como N — o0, se
obtiene

L
N

Jim NE [AYAIYN =2] = —az+(1-12)8,

y la convergencia es uniforme para x € [0, 1].
Realizando un andlisis similar para la varianza infinitesimal o2 (z) y
tomando en cuenta los siguientes resultados:
1. Sea X y Z variables aleatorias y a real, entonces se tiene que E [a X + Z] =
oF [X]+ E[Z].
2. Sea X variable aleatoria entonces V [X] = E[X?] — E?[X], por
lo tanto F [X?] = V [X] 4+ E?[X]. Notése que NYtZJ\ZL tiene dis-
N
tribuciéon Binomial con pardmetros N y p;, entonces F [(NYN )2] =

t+h
Npi (1 —p;) + (Np;)*.

3. Obsérvese que p; y ¢; estdn dadas por (2.4) y (2.5) correspondiente-
mente.

4. Notése que a = § vy B = 3.
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Se tiene que:
1 2 1 2 )
2 . N N . N N N
o?(@) = lim 2B [{AYNY [YNe] = lim B [(mh—Yt ) 1Y =N]
1 o1 N \2 |vN i N N N i
Lo s ) 1 0 = | 28 ) 0 Y - 1]+
Bl Y = L
B |7 IV =
1 . 1 1 N 2 N 7/
= Jim o5 B (NYE) " Y = 5| +
2 i i i\’
N N
“vnE [(Nyt-i-h) 1Y, :N]+<N>
2 11 21 i2
= }{%EW(Npi(lfpi)+N2p?)*W(Npi)+m
= m a2 (2
T o NP TR R T EghiT Ty
11 i\?
= }Lli%thi(l—pi)-i-(pi—N)
3 11 1 N —13 7 N —13
2 gy (w0 (55 ) (o (B 0-w))
(A o)
N )T NN
11 i (N—i i\’
= }llli%ﬁﬁ{ﬁ N >[(1—a1)(1—a2)+a1a2]+<N> 041(1—041)
N—i\?
—|—< ~ ) (a2 (1— a2+ Na3)) }
11 ¢ (N—1
= }ILIE,I})EN ]i]( Nz> (]_—0[1—0[24-2041&2—2]\[&1&2)4-
i\? N—i
(N) (al(l—al)—i—Noz%)—i—( ~ (ag(l—ag)—i—Nag))}
11 49 (N—1 i (N —1
é ,%%h]\ﬂ]\f( N >—|—N( N )(—al—a2+2a1a2+2aa2)
i\2 N —i\?
+ i (o (1 — o) +aar)+ I (a2 (1 — ) + Baz)}
11 i (N —1 1
= ,{IE%hN{N( N >+@<N>}'
—®
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donde limpy_, o o(%) = 0.

Entonces como h = 1/N se tiene que

L~
22

2
lim NE[{AYNY VN o] =21~
[Niares { t,h} e T z(1—x)
esto pues i/N — x como N — o0, y la convergencia es uniforme para

z €10,1].
Realizando un anélisis similar se obtiene:

4
i NE[ AYN VYN = } -
Ngnoo { t7h} | t € 07

y la convergencia es uniforme para z € [0, 1].
El resultado anterior sugiere que el proceso Y,V converge cuando N—oc

a un proceso de difusion Y, cuyos parametros infinitesimales son de la forma:

i(2) = —za+ (1)

o* () =2 (1-2),

donde z € [0,1].

Distribucién estacionaria
En esta seccién se obtendra la distribucién estacionaria correspondiente
al proceso de difusién Y (t), de acuerdo al comportamiento de los puntos

frontera del espacio de estados de Y ().
Puesto que Y (¢) = {Y; : ¢ > 0} tiene como pardmetros infinitesimales a

p(r)=—za+(1—-2)Byoc?(x)=x(1l—z)x€c[0,1],y por la Definicion

e = e[ Gg)

22 (1 — )

1.12 se tiene que

y por lo tanto
1

o? () s (x)
TRl )
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entonces la funcion escalar y la medida de velocidad estan dadas por:

Sa,mz/s dz/i a€el0,1],a<z, (2.28
s = [ s@ae= [ ot 0.1 (225)

M[a,x]:/ m(u)du:/ w1 (1= u)** ! du (2.29)
Ahora se analiza el comportamiento para las fronteras 0 y 1, ambos

analisis son similares por lo tanto sélo se desarrolla el caso en que la frontera
es 0.

Sea x € (0,1) y &€ € (0,x], entonces por (2.28) se tiene:

S(0,z] = lim S|a,z]

a—0

[
- ) @

_ /0 g (2.30)

cuando 2a > 1y 283 > 1 se tiene que S (0, z] = oco.
De (2.29) se tiene que:

M(0,¢] = lim Mla,¢]
¢
= lim [ «* (1 -w)** " du
¢ 2 1
- / w7 (1 —w)* 7 du, (2.31)
0

cuando 2a > 1y 283 > 1 se tiene que M (0,¢&] < oc.
Por (2.30) y (2.31) se obtiene N (0), definida como:

N (0)

0
/ M (0,645 (€)

/0 /§u251(1—u)2a1du __r d¢,(2.32)
= [ \Jo eo—g|
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cuando § > 0 se tiene que N (0) < 0o, y si § = 0 sucede que N (0) = oo.

Observacion: Note que si el limy_, . fbd f(z)dx existe y es finito, entonces

fcd f(@)dx = limy_,. fbd f(z)dx y se dice que la integral es convergente.

Por lo tanto se tiene que, si 2o > 1y 28 > 1 entonces S (0,2] = co y
N (0) < o0, con z € (0,1). De manera similar se obtiene que S[z,1) = 0o
y N (1) < oo, con z € (0,1). Entonces si 2a > 1y 23 > 1 se tiene que 0
y 1 son fronteras de entrada del espacio de estados Y (t), por lo tanto Y (¥)
tiene una unica distribucién estacionaria.

Teorema 2.3.2 Sea Y (t) un proceso de difusion regular homogéneo con
pardmetros infinitesimales i (z) = —za+ (1—2)8 y 0% (x) = o (1 —x),
x € [0,1]. Entonces la distribucidon estacionaria ¢ (y) para 2a > 1 y 26 > 1
es unica y estd dada por:

L(20+20) (1—y)** >
F'(20)T(20)

o(y) =

Demostracion. Como 2a > 1y 20 > 1 entonces se tiene que 0 y 1 son
fronteras de entrada del espacio de estados Y (t). Y por el Teorema 1.4.1
se tiene que:

m (y)

fol m (u) du

(1= gty
= fol u?ﬁ*l (1 o u)2a71 du

(1= gty
B fol u2f-1(1 — u)m_1 du
CD(2a+28) (1 -y 'y

['(20) T (28)

e (y) =

(2.33)

se observa que es la distribucién Beta con parametros 206 y 2a.
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2.3.2 APROXIMACION POR DIFUSION PARA EL MODELO DE MORAN

Considérese un poblacién de tamano N con las hipétesis mencionadas para
el modelo de Moran y sea X; el niimero de individuos de a al tiempo ¢,¢ > 0.
Sean « y f fijas tales que

a1 =a/N,as = (/N
con a3 > 0y ay > 0. Considérese el proceso

_ X

ZN
t Na

(2.34)

asociado al proceso de nacimiento y muerte X = {X;: ¢ > 0}.

Por lo tanto el proceso ZN = {ZtN it > 0} representa la proporcién de
individuos del tipo a en la poblacién al tiempo ¢, > 0 del proceso X.

Se tiene que la difusién Z = {Z; : t > 0} es resultado de tomar el limite
de ZN cuando N — oc.

Teorema 2.3.3 Sea Z = {Z,:t> 0} el proceso de difusion asociado al
proceso { X, : t > 0}, entonces los pardmetros infinitesimales del proceso de
difusion estan dados por:

i(@) = —za+ (1-2)B

ol (x)=x(1—-2x),

donde x € [0,1].

Demostracion. Sea h = 1/N y A\ = N2, entonces el incremento del
proceso en h es:

AZY, =Z)N, - 2.
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Por lo tanto calculando la esperanza se tiene:

i
E [Azt{vhth = N]

)
Bz -2 = ]

B E{Xﬁh X, X, _ z}

N N N N

1
= ﬁE [(Xepn — Xe| Xy = 1]

1 ) )
N [P {Xt+h — Xt = 1|Xt = Z} - P{Xt+h — Xt = —1|Xt = Z}]

1 . . . .
N [P{Xt+h =1+ 1|Xt = Z} — P{Xt+h =17 — ].‘Xt = ZH

y por (2.15), (2.16) y (2.17) se tiene que:

o2 (o)
() o)
S () (0570

) i N —i
N .

|
:< ]\72) (Jif) (1—a1—1—a2)+<NA7i>2a2+

(L) s 2020

E [AZ{Yh zy

Z\H Z\HZ\H

N N
= Ni2 {(N—i)(% —ay)i+ (N —i)ay —iQal} +%
N [NZOQ Nitay —i%ag + i2as + N2y
—2Niag +i2ag — i%aq] + %
- % [ Nias — Niay + N2ay] + 2 (%N)
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y como a1 = a/N y as = 3/N, se tiene

E [AZ{YthN - Z] _ L [Ni (&) - i <ﬂ> N2 <5>} L 204/N)

N N2 N N N N
L i i 2020
1 i i
1 i i
noétese que limy_, o ¢(f) =0

Tomando el limite en la ecuacién anterior y suponiendo que i/N — x
como N — oo, se obtiene

lim+ NE [AZNZY = 2] = —az + (1 — 2) B,
h—0 ’
y la convergencia es uniforme para = € [0, 1].

Y por lo tanto realizando un analisis similar se obtiene que:

E [{AZtIYh}Q YN = l’} =L [(Zt]ih - ZtN)2 |z = ]i/-]

1 .
=E L\;z (Xpan — Xo)? 1 X0 = Z}

1 .
= 7B |(Xen = X0 X, = i)
1
:ﬁ
1
:ﬁ
1 . . ) ,
= W[P{Xt+h :Z+1|Xt :Z}+P{Xt+h =1 — 1‘Xt :Z}],

[P{Xein— Xe = 1|X; =i} + P{Xpn — X; = —1|X; = i}]

[(1)2 P{Xpen =i+ X, =i} + (=1)" P{ Xy =i — 1, = i}
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y por (2.15), (2.16) y (2.17) se tiene que:
b [{AZtIYh}Q YN = Jr} = % {)\h ((NA; Z> pi + Ji/,qz) + @(h)}
= %{)\h (NA? 2) (zlv (1—a1)+ (NN_Z> a2> -
(et (B) 0 -an))vomy

= %{% (i(N_i) (1—ay) + (N —i)* ag +i2a1+
+i(N=i)(1—az) + 9D (h)}

1 1 (N —1 i (N —1

_ Q%aQ + (N) (1 + a2)+O(h)}

y como a; = a/N,as = 3/N, A= N?/2 y h=1/N se tiene que

E{AZNIYN =2] = N;\(fsm 2%‘ (N]V—i>_]z~v<zv]v_i) (a;ﬁ)+

A LR )58 () ()
F70(1/N).

Entonces,
. 2
lim NE [{AZ{Yh} 1ZN () = x} —z(1—1)

esto pues i/N — x como N — o0, y la convergencia es uniforme para
z €10,1].

Realizando un anaélisis similar se obtiene:

1
lim B [{AZgYh}4 1ZN = x] =0.
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El resultado anterior sugiere que el proceso Z}¥ converge cuando N— oo
a un proceso de difusién Z, cuyos parametros infinitesimales son de la forma:

i(@) = —za+ (1) B

o’ (z) =z (1—x),

donde z € [0,1].

En conclusién se tiene que los parametros infinitesimales del proceso de
difusién tanto para el modelo de Wright-Fisher como para el modelo de
Moran son los mismos, en consecuencia la distribucién estacionaria para
la versién difusiéon del modelo de Moran es la misma que para la versién
difusion del modelo de Wright-Fisher.
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CapiTuLO 3

MODELO GENETICO CON RECOMBINACION

En este capitulo se analiza el modelo genético de Moran con recombinacién
en los casos univariado y multivariado. La recombinacién genética es un pro-
ceso que lleva a la obtencién de un nuevo genotipo' a través del intercambio
de material genético entre secuencias de DNA en cromosomas homologos de
dos origenes diferentes.

3.1 (CASO UNIVARIADO

Considérese una poblacién diploide con N individuos y cada individuo tiene
un nimero par de cromosomas homélogos. Cuando dos loci? no estan vin-
culados se tiene que los dos loci se segregan independientemente. Supéngase
que el locus 1 tiene dos posibles alelos denotados por A y a, y el locus 2
tiene dos posibles alelos denotados por B y b. Un individuo puede expresar
su genotipo de la siguiente manera:

I o
A B +— Cromosoma
a B +— Cromosoma

Donde I y ls representan el locus 1 y locus 2 respectivamente.

Las alternativas de los pares de cromosomas son:

AB AB Ab AB AB Ab Ab aB aB ab

I Contenido genético de un individuo, en forma de ADN.
2Plural de locus.

39
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En la formacién de la siguiente generacidn, el individuo produce (se-
grega) gametos®. En general se tiene que dos gametos en la poblacién van a
unirse para formar un individuo de la siguiente generacién. En la segregacion
de los gametos es donde puede ocurrir la recombinacién. Asi un f—g individuo
puede producir un Ab—gameto o un aB—gameto, pero por recombinacion
se puede producir un AB— y ab—gametos. Cuando dos loci estan ligados
se tiene que la recombinacién de gametos es menos probable que cuando no
estan ligados. Sea r el parametro que cuantifica la vinculacién, es decir, r
es la probabilidad de una recombinacién.

Supédngase que la poblacién inicialmente tiene solamente haplotipos Ab

PP ; Ab Ab . aB
y aB, donde todos los individuos son de los genotipos 47,25 o <5.

Si r la probabilidad de recombinacién es pequena, entonces es posible que
muchas generaciones pasen sin que aparezca un individuo con un cromosoma
recombinado producido por un genotipo ;4—5. Durante este tiempo, podria ser
que la poblacién alcanzara un estado en el cual cada individuo sea del tipo
ﬁ—z si la poblacién no puede salir de ese estado, es decir, sélo si Ab—gametos
pueden ser producidos, la poblacién se fijé sobre Ab. Similarmente se puede
fijar sobre aB.

Supéngase que la recombinacién todavia no ha ocurrido y que existen
2N gametos de N individuos en la poblacién. Ademads que existen i del tipo
Ab, y por lo tanto 2N — i del tipo aB. Para describir a la poblacién no
sblo se necesita la frecuencia de los gametos si no también la frecuencia de
los genotipos, es decir, como los gametos se aparean en los individuos. El
apareamiento uniforme de los individuos en la generacién previa, la cual es
equivalente a la unién uniforme de sus gametos, implica la frecuencia del
genotipo. Entonces, las probabilidades de producir los individuos de tipo

.4 v 48 son ()2 (i) (1= 2¥) ¥ (1 5k respectivamente,

De esta poblacién, se tiene que un Ab—gameto puede ser producido por

un % con probabilidad 1 o por un % con probabilidad % (1 —r). Esto se

debe a que un % individuo sé6lo producir un Ab—gameto, mientras que un
% individuo puede produce cuatro tipos de cromosomas Ab,aB,AB y ab

con probabilidades %(1 - r),%(l - 7“),%7“ y %7“ respectivamente.

Preposicion 3.1.1 Sea p; la probabilidad de que un gameto producido sea
Ab y q; la probabilidad de que un gameto producido sea aB y por lo tanto

3Células sexuales.
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la probabilidad de que un gameto producido sea de un tipo recombinante es
1 — (pi + qi), entonces

@) e

Demostracion. Supoéngase que el numero de Ab tipos es ¢, entonces

p; = P[un gameto producido es Ab]
SN2 . ,
) ) ) 1
= <2N) +2<2N> (12N> 3 (=7
_ (L (b
- \av) "\an aN )
De igual manera se tiene que

¢i = P[un gameto producido es aB]
NS ) .

1 ) 1 1
-2 ) w2 () (1- Y )za-
( 2N> * <2N>< 2N>2( r)

= 1‘2N‘7‘<2N)(1‘2N>~

Finalmente la probabilidad de que un gameto producido sea de un tipo
recombinante es

1—(p¢+qi):2(2jv> (1_2jv>’":;/<1‘2jv>’"-

Teorema 3.1.1 Sea p; la probabilidad de que un gameto producido sea Ab
y q; la probabilidad de que un gameto producido sea aB, y sean 2N los
gametos que componen a los individuos de la siguiente generacion, entonces
la probabilidad de transicion P;; con j gametos del tipo Ab y 2N — j del tipo
aB es

OINN : an .
PijZ(j>p§qu 7 j=0,1,2,...,2N.
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Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).

Observacion: La probabilidad de que un gameto no recombinado aparezca

en la siguiente generacion es (p; + qi)2N, por lo tanto la probabilidad de que
uno o mds gametos recombinados aparezcan es 1 — (p; + qi)QN.

Noétese que se asume que la poblacion es de tamano N para cada ge-
neracién y cada individuo sobrevive en la edad de reproduccién y puede

contribuir a la siguiente generacién.

Aproximacién a un proceso de difusién con recombinacién

Supoéngase ahora que se tiene una cadena de Markov con 2N + 2 estados, de
los cuales 2N + 1 representan los estados donde el gameto no recombinado
tiene aun que aparecer, y una poblacién que contiene j Ab—gametos y (2N —
j) aB—gametos con j = 0,1,2,...,2N. El otro estado es donde el gameto
recombinado aparecié en un individuo. Se admite el caso en el cual un AB—
0 ab—gameto pudo aparecer y por lo tanto no entrar a la siguiente generaciéon
y nunca aparecer otra vez.

Se denota a R; como la probabilidad de que se alcance el estado re-
combinante R, dado que la poblacién inicia en el estado ¢. Por lo tanto sea
u; = 1 — R; la probabilidad que la poblacién eventualmente se fije, entonces

se tiene que (up,u1, ..., usy) satisface las siguientes ecuaciones:
2N
U; = E Pij’l.l,j i:0,1,2,...,2N
=0

con condiciones

UQZUQNZI.

Para N suficientemente grande la solucién a la ecuacién es practicamente
imposible ya sea analitica o numéricamente. Por lo tanto se realiza una
aproximacién del proceso de difusién con muerte: siguiendo el proceso
de la frecuencia del Ab gameto hasta que el proceso sea ”terminado” por la
aparicién de un gameto recombinante o porque ocurre fijacién en un estado.

Considérese Y,V el proceso en el cual una unidad de tiempo corresponde
al paso de N generaciones de la poblacién, es decir,

YtN = X[Nt],tzo,
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donde [z] representa el mayor entero menor que x.

Por lo tanto tomando el limite cuando N tiende a infinito (N — 00),
se tiene que el proceso Y,V va a tender en el limite a un proceso de difusién
Y, con muerte.

Teorema 3.1.2 Sea Y; un proceso de difusion con muerte asociado al pro-
ceso {X,, : n> 0}, entonces los pardmetros infinitesimales del proceso estdn
dados por:

p(z) =
o2 (z) = x (12— x)
k() = 4px(1—12).

Demostracion. Sea X, la variable aleatoria que indica el nimero de
individuos de tipo Ab, entonces en la n—ésima generacion, la variable X,
puede tomar valores X,, = j/2N,j =0,1,2,...,2N. Nétese que X, 41 es el
estado donde no aparece recombinacion, entonces se distribuye como ﬁZ ,
donde Z tiene una distribucién binomial con pardmetros (2N, p;/ (p; + q;))-

Como la probabilidad de que no aparezca recombinacién es (p; + qj)2N,
entonces

J
El(AX,)|X, = L =
(AXn) | Xn = 5 x]

{E [Xn+1 - Xn‘Xn = % = l‘:| } (pj + QJ')QN

[~

JIS

{E[Xnm1| Xy = 2] = E[X,| X, =2} (pj + CIj)ZN
= {E[Xpn|Xn =2] -2} (p; + ¢)*"

<2ij+qj @5 +4;

_ Py ) 2N
= (——-2)+y
(2 o) oo
= [pj—x(pj +¢)l(p;+q

w

)2N

)2N—1

Nétese que:

1.

Es por el hecho de que condicionamos con el evento de que no aparezca
recombinacion.

. Sea X y Z variables aleatorias y a real, entonces se tiene que F [aX + Z] =

aE[X]+ E[Z).
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3. Se sabe que X, 11 se distribuye como ﬁZ, donde Z tiene una dis-
tribucién binomial con pardmetros (2N, p;/ (p; + ¢;)) vy por lo tanto

se tiene que:

ElXun] = 3N s/ (0 + 1)

V] = eV s/ 05+ ) 05/ (5 + 5]

Realizando un andlisis similar se tiene que
(AX?) Xy = 55 =@ == l‘]}(pj +;)*"

2

2B [(Xns1)’ 1Xn = @] = 2B [(Xns1) (Xa) [ X = 2]

W) X = 2]} (0 + )"

(X
2 [ (20) ()] 25 (52

+a?} (ps +q;)

2
( ] ) < )

)
)
~20 (B ) ) )
)
)

(p]li{q]) ! (<szin;'> m>2}(pj +q;)"

<pj(izQJ>
+(2 <—x)2> (b + )™

= B+ i~ i+ 0| s+

2N -2
)

y la P[” Muerto’|X,, = j/2N =z] =1—(p; + qj)QN, donde ” Muerto” sig-

nifica que el proceso termina.

2010/3/25 — 21:53 — page 44 — #52
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Tomando el cuenta un nuevo parametro de recombinacién r definido

€omo
r=p/N? p constante,
se tiene que:
7 _
EAX|Xy = o = x} = [pj—2pi+a) (p; +q)""

I~

(o) - (5) (- 5%)
v (1255 (o) (-2
(12 () (- aw)

2 [a:—%x(l—x)—xﬁ—Q%xZ(l—x)]*
p 2N—-1
(1 — 2mx (1- x))
= [ame(l—a)+ 2507 (1 - )]«
(172%1‘(171‘))2]\[—1

. . . 2 .
p i 1 p 1 i
= (1= )+2 5 (=] (1-=—=
[ N22N( 2N>+ N? (2N> ( ZN)]*

[les
Q
—~
—
B
[\
~
—
w
w
S~—"

1. La igualdad (1) es por la definicién de p; y g;.

2. Se sabe que ¥ = 55;.

3. Cada término de la ecuacién es un término de orden superior @) (1 /N 2).
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Por otro lado se tiene que

E (AXQ)Xn=2§V=w] = {%4-(%—33(1714'%))2] (pj +47)*"
= {%(x—r(ml—z))(lfx—rz(lfx))

tle—re(l—z)—z(1—2rz(1—2))°} =
[1—2raz(1— )V 2

1 2
= {ﬁ[x(l—x)—rﬁ(l—x)—m:(l—x)
+r22% (1 —2)% + [z —rz+ra® — 2+ 2ra® (1 - x)]Q} *
[1—2rz(1—2)?V 2
1 2
= {ﬁ[x(l—x)—rﬁ(l—x)—rx(l—ac)
+r22% (1 —2)% + [—rz +ra® + 2ra® (1 - x)]z} *
[1—2rz(1—2)*N 2
= z(1—1z)/2N+0(1/N?), (3.4)

Ademads que se tiene

P["Muerto”| X, =z] = 1—(p; + Qj)2N
2N
L 1- (Z (2]]:[) ()N F (—2rz (1 — x))k>
k=0

= (1 - <2iv> (=2rz (1 —2)) +--- + (=2rz (1 —w))”)

= 2N (2rz(1—2x))— [(2;\[) (—2rz (1 — x))z 4.

o (—2rx (1 - SL‘))2N]

o () st-9) () - -
e (=2rz (1 — )]

2N (2 (%) z(1— x)) +0 (1/N?) (3.5)

JIS

[les

1. Por el teorema del Binomio se tiene que (z +y)" = > p_, (7)z" Fy*.



“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 47 — #55 gf

3. MODELO GENETICO CON RECOMBINACION 47

2. Por definicién de un nuevo parametro de recombinacién r = p/N2.

3. Por ser términos de orden superior @ (1/N?).

Tomando el limite en (3.3),(3.4) y (3.5) y observando que la escala del
periodo tiempo es 1/N unidades y ademds que limy_, oo W =0, se
tiene

p(z) = lim (1/1N) E[AX|X, =2] =0

- )ou

Ty ey R

o?(z) = lim (1/1N> E [(AX)2 X, :x}

N—oo

— lim ((1/11\7) z(1—2)/2N +0 (1/N2))
= z(1-2)/2+ lim (0 (1/N?)

= z(l—x)/2
y
Ko = Jm () Praeron |, =
- () o= 0 0
— dpr(l—a)+ Jim_ (1/1N> (0 (1/N?))

= 4dpx(1—12x).

Por lo tanto los pardmetros infinitesimales del proceso son:

p(z) =
o (z) = x (12— x)
k(x) = 4pz(1-1z),

y entonces es un proceso de difusién con muerte en el intervalo [0, 1].
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3.2 (CASO MULTIVARIADO

La siguiente seccién se basa en el articulo de Griffiths, R.C y Rodrigues, E.
R. (2008) llamado The age of an alelle in a population with recombination.

Considérese una poblacién fija de tamano N con dos loci por individuo
y cada locus con dos alelos. Supéngase que el locus 1 tiene dos posibles
alelos denotados por A y a, y el locus 2 tiene dos posibles alelos denotados
por B y b. Si el alelo presenté mutacién se denotard por 1, y si no tuvo
mutaciéon por 0. En general un individuo de la poblacién se denota por un
par odenado (i,7) con i,7 = 0,1, donde la primer coordenada denota el
estado del alelo en el locus 1 y la segunda coordenada denota el estado en
el locus 2. Ademés se asume que al tiempo cero se tienen k individuos con
haplotipo (0,1), (N — k — 1) con haplotipo (0,0), uno con haplotipo (1, 0)
y ninguno con haplotipo (1,1).

Sea, XZ’j cont >02>,4,7=0,1el nimero de individuos del tipo (i, j) en
la poblacién al tiempo ¢. Por lo tanto se tiene que la cadena X = {X;,¢ > 0},
donde X; = (X0, X0, X1 X 1) con t > 0 presenta los registros de la
evolucién de la poblacion.

Sea n¥ con i,§ = 0,1, el indicador del nimero de individuos con ha-
plotipo (4, 7), entonces el espacio de estados de X es el conjunto:

Ai\] =qn= (n003n10>n01;n11) :nij >0, Z,] = 0, 1 Z nij =N
(4,5)€{0,1} x{0,1}

Sea e con 7,7 = 0,1 un vector con todas las coordenadas cero excepto
en la entrada (i,j) con valor uno. También se define n'® =3 °;_;n", n* =

- 1 .
21'1:0 ndyn®t =3 o E;:o n*.

Supdngase que los eventos de muerte y nacimiento ocurren después de
cierto tiempo que tiene una distribucién exponencial con pardmetro A, y se
describen de la siguiente forma: con probabilidad r € [0,1] dos individuos
de la poblacién se recombinan y producen un descendiente que sustituye un
individuo que es elegido para morir, con probabilidad 1 — r un individuo
produce una copia de si mismo y su descendiente substituye a un individuo
elegido para morir.
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Teorema 3.2.1 Sea X = {X;,t > 0} una cadena con estado @ € A}, en-
tonces la tasa a la que un evento macimiento-muerte ocurre es:

1 1
VUyg = E E )\m+eij_ekz = /\,

i,j=0k,1=0
donde la tasa de transicion de T a7 + €9 — eFl es:
kl ij i® e]
n n n*n
)\Wﬁ»eijfekl = AW |:(]. — 7") W + T N N :| .

Demostracion. Debido a que el proceso X se distribuye exponencial
con parametro A, entonces tiene la siguiente probabilidad de transicién in-
finesimal:

ki ij o
S VN T I L e n_n
P[Xyn=n+e "Xy =n] =\ ¥ [(1 T) ~ +r NN

i

]h+®(h),

para (4,7), (k,1) € {0,1} x {0,1}, y es cero para otro caso.

Por lo tanto se tiene que la tasa de transicién de @ a 7@ + €7 — ¥t es
kl ij i®  e]
n n n'*n
)‘nn+eij—ekl = AW |:(1 - 7") N +r N N :| )

entonces la tasa a la que un evento nacimiento-muerte ocurre es

1 1
l/ﬁ = E E )\m_;’_eij —ekl

4,7=0 k,l=0
1 1 Kl T i i® ®j
n n n-n
= A (1= 1) =
> Nl S N}
4,7=0 k,l=0 -
1 kl 1 ij i® ]
n n n-n
- /\<ZN) ) [(I_T)N+TN N}
k,1=0 3,7=0
1 1 1 1 1 1
_ - kl - ijg ij e ie ej
ST DRI TR SRTRE) SRR b ppi
k,l1=0 2,7=0 1,7=0 1,7=0
1 1 1 1 1 r 1 1
_ - kl - ij o ij e i® o)
o (T (R e () (2
k,l1=0 1,j=0 4,7=0 =0 7=0



“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 50 — #58

3. MODELO GENETICO CON RECOMBINACION 50

y como 7 € AY entonces

1 1 r T

Aproximacién por difusién

Considérese el proceso estocéstico

donde [z] es el entero mas pequeiio que x, A" es la longitud del subinter-
valo que se tiene que el intervalo [0,7] y ademds se tiene que Xy /vy =

(X[(i(}hN]’X[%:(}hN]’X[%hN]vX[ltl/hNO para t > 0. Deffnase A4 como:

4
Ay = {y= W'y’ yh) sy >0, i=1,234 ) ¢ = 1}-
1

Teorema 3.2.2 Sea Y = {Y;,t > 0} el proceso de difusion asociado al pro-
ceso X = {Xy,t > 0}, entonces los pardmetros infinitesimales del proceso de
difusion estdn dados por:

P (T) = —p (a9 — 2" 2*)
G20 () = 9kl (5(@]’)(1«,0 _ x]) ’

donde

0 en otro caso

5@ (kD) {1 si (i, 7) = (k. 1)

Demostracion. Sea A = N y tomando h’V = 1/N y sea T € Ay, entonces
los parametros infinitesimales estan dados por:

(i,4) (=y _ : 1 ij IRV -
W@ =t B[V, - YV =7 (3.6)
0_2(1,])<k7l) (E) — h}\i,mo hWE I:(}/tlihN _ )/t'L]) (Yt]j-th _ }/tkl) IYt _ fj| (37)

para i,j,k,1l € {0,1}.



“tesisbenito”

3. MODELO GENETICO CON RECOMBINACION

Entonces se tiene que:
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o 1
HO@ =l g [V Y =7
1 i ij L 00 10,01, 11
= i [T~ Y= ()
1 . 11 i ij 00 .10 01 , 11
- h%&TO;TNNE[Xt?hNH Xt?hN‘N}/t:(n 0% nt n )]
. 11 i X 00 10 .01 11

- h%srzomE[Xtm K = )
2 I nio 7’L.j
= m

KN oo BN hNN "NN

ij
—/\7;\[[(1—7“ ( )+r(1 )]}
n'®n n

= 1 — | 1-

BN o BN hNN ( ) N "N < )
i p (1 _ mij) x“x” png ( xl.x.])
_ pZL'“(E.J p$ ZL’".’E.J pxz]_’_pl,zj i® 0]
— 7p< IZ.I.J)

X
1. Por definicién de proceso de difusién YV =Y,V = WThN]

pcomo N — oo, A\ =Ny

Ahora para encontrar ¢2(4:9) (k0 (7

Se asume que n¥ /N — ¥ n’® /N — x'®,
q )

. Por definicién de tasa de transicién.

n* /N — z*
tomando h"V = 1 /N.

7,(Nr) —

) se observan dos casos:

i) Sea (i,7),(k,1) € {0,1}* donde (i,j) # (k,1). Y definase Z* como:
Z9 = X vy — Xin i,j=0,1, con t> 0,
entonces,
i 1
E {(Ywhﬁ’ _ YJ) (Yt+hN Y [y = N (n%, 10, 0L pll)
Z'Lj Zkl
= E[WW|Xt/hN — (noo’nlo,nm’nn)]
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Nétese que existen tres posibles valores para Z%Z* que son: —1 si
sucede que 29 = 1y ZF = 1 o0si Z¥9 = -1y Z¥ = 1; 0 si
alguno de los dos es cero y 1 si sucede que Z9 = ZF = —1 o si
7% = 7k = 1. La probabilidad del dltimo caso es cero porque si se
produce un aumento en una de las coordenadas de (noo, nto, n0l nu),
entonces se tiene una disminuciéon en el otro.

Por lo tanto se tiene que:

g g 1
B | (¥ = ¥) (o = YA Y5 = (%, )| =

1 nkl nij nio noj nij nkl nko nol
=N |(1=7)— —|a=r) — .
NQ{)\N[( T)N—H“NN}—F)\N{( T)N—H“NN]}

Sea A = N, h¥ = 1/N y observando que n¥ — z¥ n’*/N —
z**,n® /N — 2% (Nr) — p asi como N — oo y denotando T =
(209, 201 219 211 entonces se tiene que

. 1 y i . _
DD @) = i B | (V=YY ) (s = Y)Y =7
= Jm NE [(Ytiihlv - Ytij) (Vi = Y)Yy = f}
) 1 nkl n’L] nio noj
= A}E&N(—m) Ay [“‘”N” N N} +
nii Kl k

A [(1—r)7jv+r"N”§H}

= lim <]1[) {Nz* [(1—r) 2" + ra'*z*]

N—o0

+Nz¥ [(1-7) * 4 rxk'x'l]}

A ij .kl ij .kl ij, ke ol | ki ie ej
= _]\}EnOONQNx% —2rNzz" + rN (22" 2* + 2" z*)}

kl ke .ol kl, .ie_ej

.. 1 .. .
_ 9,45,k : - i g
= —2z"z —|—N11_I)r(1>oN(2px]x p(xJ$ * + ¥ ))

= —201gk,
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ii) Sea (4,j) = (k,1), por lo tanto se tiene:

N2
B {(ng _ Y;J) INY, = (noo,nm,nm,nll)] _

Z9\?
_ E[( ~ ) |Xt/hN _ (’I’LOO,HIO,’I’LOI,HII)]

Sea A = N, v = 1/N y observando que n% — 2% n'®/N —
" n* /N — x*% (Nr) — p as{ como N — oo y denotando T =

(209, 201 219 211 entonces se tiene que

Q(iv )(kvl) r — P ZJ

.\ 2
_}/tzj> |}/t:x:|

n* n* n

~  lim NNQ{)\< N)[(I—T)N+r @VJ]
+>\%j {(1—1")(1—?7)4—7‘( 5 ) }
- Ivliinwl{zA’ﬁ(l—’;:)+rA< 7;‘\]) n

nio TL.j
Al1-
+r ( ~ N>}

_ i j =y ie, 0]
= N_}OO {2)@ (1—2Y) +rA(1—2") 2"z

+rA (1 —z"z%)}
= A}Enoo —{QNx” (1—2Y)+p(1—2) 2" 2*
+p (1 _ l‘“ o])}
07 7 : 1 7 o _o
= 2z (1—-2aY) —i—l\}gnooﬁ{p(l—x )z
+p (1 _ .7}“ o])}
= 924U (1 - 2i)
Entonces, N
:U'(ZJ) (f) _ _p( x":c”)
g2 (D) () = ggkl (5(i,j>(k»l> _ m]> 7
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con

5 (kD) {1 st (i,7) = (k1)

0 en otro caso

Por lo cual se puede concluir que YV converge en distribucién a

Y, donde Y es un proceso de difusién con coeficientes p*9) (Z) y
o2 (7).



“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 55 — #63

CapiTuLO 4

DO0OS-LOCUS ANCESTRALES

En un modelo de poblaciones de dos locus la recombinaciéon puede presen-
tarse de dos formas: una recombinacién que proviene de un sélo ancestro o
una recombinacién que proviene de dos ancestros. En esta seccion se toma el
caso en que una recombinacién que proviene de un sélo ancestro. El nimero
de ancestros puede ser creciente o decreciente, el cual resulta ser un proceso
de nacimiento o muerte.

4.1 EL MODELO DOS-LOCUS

Un gen en un modelo de dos-locus se describe por un par ordenado (z,y) €
[0,1] x [0,1], cuya evolucién estocéstica sigue el modelo de Moran con re-
combinacién, entonces

i) Con probabilidad 1 — r un individuo elige un cromosoma de la ge-
neracién previa y hereda los genes en el locus 1 y en el locus 2

ii) Con probabilidad r un individuo elige dos cromosomas de la ge-
neracién previa y hereda un gen a al locus 1 y el otro al locus 2.

Considérese el caso en que N es grande y r es de orden N~!, para
equilibrar los efectos de la deriva! y la recombinacién. Definase la tasa de
recombinacién como

p= NH_II}OO 2Nr. (4.1)

1Cambio aleatorio en la frecuencia de alelos de una generacién a otra.

55
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En el modelo de un unico locus definase T,, como el tiempo mas re-
ciente en el cual aparecié un ancestro en comun de una muestra de n genes,

entonces
Tn:Mn+Mn—1+"'+M27

donde M, son variables aleatorias exponenciales con pardmetro (g) En-
tonces la densidad T, es conocida (ver Tavaré S.; Ofer Zeitouni (2001)) y
estd dada por:

fr, (t) = i (—1)k exp <_k (k—1) t> (2k = 1)k (k—1) n[k]7

P 2 2n(x)

dondenpy=(n—1)---(n—k+1)ynuw =n(n+1)---(n+k—1). Y por
lo tanto se tiene que

Entonces se tiene
1=E[T] < E[T,] < E[Tn] < 2,

donde Ty es el tiempo al cual la poblacién total tiene sélo un ancestro en
comun. Notése que E[T;,] es muy cercano a 2 para una cierta n. Ademas se

tiene que
1 1 2
Bl -Th)=2-——=) < —,
[Ty } (n N) n

es decir, la diferencia de medias es pequena para una cierta n.

Teorema 4.1.1 Sea W, el tiempo de paro hasta que haya un ancestro en
comun de una muestra de n genes en un modelo dos-locus, entonces

1 1 _ ,U’nfl
— 9,1 R (W16 %)
E[W,]=2p /o T (e 1) dv. (4.2)

Demostracion. Ver Griffiths, R.C. (1991).

Teorema 4.1.2 Sea W, ; el tiempo en que el proceso ancestral de una
~ . o0
muestra de tamario n permanece en el estado j, entonces Wy, =37~ Wi ;

Y

min(j,n)

EWu,l=2 > (k=2 "/l j=23.... (4.3)
k=2
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Demostracion. Ver Griffiths, R.C. (1991).

Observacién:

i) Si p=0, entonces E[W,, ;] =2/ (j(j —1)) y por lo tanto se tiene que
W,,; tiene una distribucién exponencial con pardmetro (3).

ii) Sij =2 se tiene que E [W,, 2] =1, es decir, no hay dependencia de p.

iii) Cuando p — oo se tiene que E [W,, ;] ~ 2p772/ (j (j — 1)).

En general se puede obtener el nimero de ancestros de una muestra que
pueden existir en un cierto tiempo antes de un ancestro en comtn en el
modelo dos-locus ancetral.

4.2 ESTRUCTURA DEL GRAFICO DE LA RECOMBI-
NACION ANCESTRAL

Sea & el grafico de un modelo dos-locus, donde & estad compuesto de dos
arboles coalecentes marginales 77 v 75 que corresponden a locus 1 y locus 2
respectivamente. Se considera que los drboles marginales tiene un ancestro
en comun en la cima de &, aunque dicho ancestro puede ocurrir en un tiempo
corto. Dendtese £(-) como el conjunto de borde de la grifica, entonces se
hace una particion de los bordes de & en cuatro conjuntos disjuntos, se
obtienen

A=E@B)NET)NEM)  B=£E(B)NE(T) NE(T)
C=E@)NEMINEM)  D=EB)NE(T) NE(T).

Observacion: Los ancestros representados por los bordes en A no con-
tienen material genético que tenga influencia sobre el locus 2, de igual ma-
nera sucede de B sobre el locus 1. Los bordes en C corresponden a los an-
cestros que contribuyen al material genético de ambos loci, y entonces D no
va a tener material genético que tenga influencia sobre el locus 1 o el locus
locus 2.
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Definiendo a £(®;) los bordes de una seccién representativa de & al
tiempo ¢ que puede ser dividida en cuatro tipos. Denotando

na(t) = [E(&)NA|

ns(t) = [E(6)NB

ne(t) = [€(6)NC|

no (t) = [E(&:)ND]

n(t) = |E
donde | - | denota el nimero de elementos del conjunto. Se puede observar
que

na(t)+np(t)+nc(t)+np(t) =n(t),

ademads se tiene que

na(t) +ne(t) = [E(T (1)
np(t)+ne(t) = [€(72(1))

donde A,, () y By (+) son los procesos ancestrales marginales para el loci
locus 1y locus 2 respectivamente.

Definiendo el proceso de Markov
m(t) = (na(t),ns(t),nc(t),np(t))cont >0

donde los bordes de & pueden ser de la forma (1,0),(0,1),(1,1) o (0,0)
dependiendo si pertenecen a A, B,C o D respectivamente. Cuando la coales-
cencia ocurre para dos bordes del tipo («, 3) v (v, d) el ancestro que resulta
es del tipo (max (o, 3), min (v, d)), y si la recombinacién ocurre en un borde
del tipo (a, 3) entonces los dos nuevos bordes son tipos (a,0) y (0, 5).

En Ethier y Griffiths (1990) se demuestra que el proceso m (t) es Marko-
viano, pues la evolucién es consistente con el tipo de definiciones en la par-
ticién de 8. Ademds se tiene que las tasa de transicién del proceso son:

(a+1,b+1,c—1,d) ¢p/2

(a—1,b—1,c+1,d) ab

(a —1,b,¢,d) ac+a(a—1)/2
(a,b,c,d) — ¢ (a,b 1cd) be+b(b—1)/2

(a,b,c—1,d) cle—1)/2

(@ ) (a+b-+d) p/2

( ) d(a+b+c)+d(d—-1)/2

abcd—l
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cona+b+c+d>1.

Estas tasa de transicion se deben a que: por ejemplo para la primer
transicién (a,b,c¢,d) — (a+ 1,b+ 1,c — 1,d) sucede que si un evento re-
combinante ocurre en un borde del tipo (1,1); éste es resultado de la pérdida
de un borde de (1,1), y de la adicién de un borde de (1,0) y un borde de
(0,1). La tasa de cambio es ¢p/2. Ahora se ve que si se tiene la transicién
(a,b,¢,d) — (a — 1,b,¢,d), se tiene que es resultado de la coalescencia de
un borde del tipo (0,1) y de un borde del tipo (1,1), o de la coalescencia
de dos bordes de tipo (1,0). La tasa de cambio con la que ocurre el primer
evento es ac y la tasa de cambio con la que ocurre el segundo evento es
a(a — 1) /2. De igual manera se pueden verificar las otras transiciones. La
tasa de transicién total es la suma de todas las tasas, sia+b+c+d=n
entonces estd tasa es igual a d,, dada por d,, = cp/2+n(n—1) /2.

El proceso marginal (n4 (t) ,ng (t) ,nc (t)) con t > 0, también es Marko-
viano, pues no depende de np (t). Por tanto las tasas de transicién del pro-
ceso son:

(a+1,b+1,c—1) ¢p/2
(a—1,b—1,c+1) ab
(a,b,¢) — < (a—1,b,¢) ac+a(a—1)/2 (4.4)
(a,b—1,¢) be+b(b—1)/2
(a,b,c—1) c(e—1)/2

cona+b+c>1.

Nétese que la recombinacién ocurre sélo en los bordes de C. Aqui la tasa
de transicién total de un estado (a, b, c) con n = a+ b+ c es igual que la del
caso anterior, es decir, d,, = cp/2+n(n—1) /2.

Sea Wan v Wpg,y, los tiempos de paro de una muestra de n genes que
tiene ancestros en comun en el locus A y B respectivamente.

Teorema 4.2.1 Sea( (a,b,c; p) el tiempo de paro esperado hasta quen 4 (t)+
no(t) =1 ynp(t)+nc(t) =1 empezando con na (0) = anp(0) =by
ne (0) = ¢, entonces

E[ma:z: (WAJ“ WB,n)] = C (07 07 n; p)

es el tiempo de paro esperado hasta que una muestra de n genes tiene an-
cestros en comun en el locus A y B.

Demostracion. Ver Griffiths, R.C. (1991).
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CONCLUSION

La motivacion de la presente tesis se basé en la importancia de la modelacién
estocastica en genética de poblaciones, que es uno de los temas de mayor
interés en el estudio de la evolucién de poblaciones. Durante este proceso
se pueden presentar eventos de recombinacién, que es un factor importante
en la evolucion de algunos organismos, incluidos los humanos.

Mediante los analisis y desarrollos realizados en la presente tesis, fue posible
observar a través de la demografia con la cual evolucionan el modelo de
Wright-Fisher y el modelo Moran que el modelo de Moran es un modelo
de nacimiento-muerte mientras que el modelo de Wright-Fisher es sélo de
nacimiento. En el caso en que la evolucién de la poblacién sigue el modelo
de Moran con mutacién, resulté que la distribucién estacionaria es tnica y
es igual a la su distribucion limite.

Por otra parte, el proceso de difusién que se obtuvo para el modelo de
Wright-Fisher es el mismo que se obtuvo para el modelo de Moran. Esto
se debié a que los pardametros infinitesimales del proceso de difusién para
ambos modelos son los mismos, por lo tanto se tiene que la distribucién
estacionaria para la version difusién del modelo de Moran es la misma que
para la versién difusién del modelo de Wright-Fisher.

En cuanto a los modelos genéticos univariado y multivariado con recombi-
nacién, éstos se consideraron siguiendo una evolucién de acuerdo al modelo
de Moran, y ademas se realizd una aproximacion del proceso de difusion con
muerte.

Respecto al modelo dos locus, se consideré que dicho modelo sigue una
evolucion estocéstica de acuerdo al modelo de Moran con recombinacién y
que en este modelo, se puede obtener a su vez, el nimero de ancestros de
una muestra en un cierto tiempo antes de un ancestro en comtun.

61
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Por dltimo se pudo observar que debido a que la particién de la estructura de
los bordes del grafico puede realizarse en conjuntos disjuntos, el proceso que
contiene a las particiones de la estructura tiene la propiedad Markoviana, y
por lo tanto se puede utilizar las propiedades de este proceso para estudiar
el comportamiento de los arboles genealdgicos.
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APENDICE

Algunos resultados auxiliares

Los siguientes resultados fueron tomados de Norris, J.R. (1997).

Lema .1 Seanz,y € R, M € Z* y denotemos a Sy (x,y) como la siguiente
suma:

N N N
SN(;I}’y): 0 'UI'UQ"'UN+ 1 UO’UQ""UN+"’+ N UoUL ** * UN—1

donde
uj=x+yjyv;=1—-x—-yj,

entonces

Sy(zy)=010-y)(1-2y) - (1-Ny) (5)
Demostracion. La demostracion serd por induccién sobre la N.

i) Probemos para N = 2, entonces por hipétesis se tiene que

g, = 2 " 2 n 2
2 = 0 V10V2 1 Upv2 9 UoUi

= v1v2 + 2ugu2 + upuy

= l-z—-y)(Ql-z-2y)+2z(1—-2—2y)+z(z+y)
l—x—y—x—2®+ay—2y+ 22y +2y* + 22 — 2% — 32y
= 2 -3y+1=>1-y)(1-2y).

63
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ii) Supéngase que se cumple para n = N, por demostrar que se cumple
paran =N +1,

N +1
Sny1(z,y) = vive--uNgr + 1 UpU2 -+ UN+41 + -+
N +1
k_l uoul...uk_lvk...fUN_,’_l+...+u0u1...uN

N N
= q}lvz...vN+1+ 1 + 0 UOUQ"'UN+1+"'+

+ N + N : + +
k E—1 UoU1 Uk —1Vk UN+1

+ N + N +
N N1 UoU7 UN—-1UN T UgU1 un

N

1>UO'U2""UN+1+"'+

= 1}1U2~'~UN+1+<
N N
+ k UOUI"'UIchUk"'UN+1+"'+ N UOUI"'UNfl'UN“F

N N
+ O U()Uz"'UN+"'+ k_l UOul"'ukfl'Uk""UN+1+

N
+(N— 1)u0u1~~~uN_1vN+u0u1o~uN.

Ahora partiendo la ecuacién anterior en dos sumas Sy 4 (#,y) y S{ 44 (#,9)

donde
N
Sjl\[+1<x’y) = U1U2"'UN+1+<1>uov2"'vN+1+"'+
N N
+ UpUL ** * Ug—1V """ UN+41 + -+ UpU1 ** * UN—1UN.
k N
9 N N
SN+1(x7y) e O UOUZ"'UN+1+"'+ k_l uoul...uk_lvk...vN+1+

N
+(N— 1)u0u1~-~uN_1vN + ugUy - UN-

y analizando por separado ambas sumas se tiene:
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N
SJl\T+1(m7y) >UOU2""UN+1+"'+

V1U2 *rUN41 + (1

N N
+ i UpUL * * * Ug—1Vk """ UN+41 + -+ -+ N Jou UN—1UN 1

N N
= UN+1[U1"'UN+ 1 uovz...UN+...+ k, Uoul"'uk—lvk"'UN+

N

= UN+15N (2,9).

Nétese que si z = x + y, entonces

N
SN (z,y) =wiwa - wn + 1 Wws - wWN + -+ Vl1--VN-1,

donde
w; = l-—z—jy=1-(r+y)—Jy
= l-2z-(+1y
= Uj+1.
vi = ztjy=x+y+jy
= z+(G+1y
= Uj+1,
entonces
N N
SN(Z,Z-,I) = 0 U2"'UN+1+"'+ k_l UL+ Ug—1Vk * " * UN41

N +
N—1 UpU1 UN—-1UN T U1 UN

(6)
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y por lo tanto

) N N
Shpr (r,y) = UQU2 -~ UN41 + -+ + Bl UQUL ** " Uk -1V " " UNF1 +

0

N
+<N— 1)uoul"'uN1UN-|-UOU1"'UN

N N
= uo[(O)Il}Q""l}N+1+"'+ (k_l)ul...uk_lvk...vN+1+

o N + ]
N-—1 U1 UN—-1VN T U1 un

= uSy (z+y,y).

Entonces de (A.2) y (A.3) se tiene

SN+1 (x,y) = Sll\/—i-l (x7y)+512\/'+1 (xay)
UN+1SN (7,Y) + uoSN (T + y,9)

[(1=y)(1=2y) (1= Ny)][vnt1 + uo]
= [1-y)A—=2y)---A=Ny][Q-2z—(N+1)y)+z]
= [A-y)(1—=2y)--(1=Ny][(1-(N+1)y)],

es decir, se cumple paran = N + 1.

Lema .2 Sea x > 0,7 € N tal que 1 <r <z, entonces

I‘(:r):[H(:r—k)]F(x—r). (8)

k=1

Demostracion. La demostracién se realiza por induccién sobre r, en-
tonces

i) Para r = 1 se cumple, pues para x > 0 se tiene que I'(z) = 2I'(x — 1).

ii) Supéngase valida para r < x por demostrar que se cumple para r+1 <

N1 [(1=y) (1 —=2y) - (1= Ny)| +uo[(1—y) (1 —2y)--

(7)
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ror

(x) = H(m—k)]F(m—r)

Lk=1

= H(x—k)(x—(r-i—l)) L(zx—(r+1))
Lk=1
[r+1

- H(x_k)] [(z—(r+1)).
Lk=1

Lema .3 Sea N > 1 y v1,72 € R tal que 0 < v1,72<1, entonces
1. Para j=1,2,...,N se tiene
N(1—v2) ) _ j N(1—vs) N(l—v)
P9 = (e (24972 - 0) o (R -4)).
2. También se cumple
N(n+
3. Paraj =1,2... se cumple
N~ A J N~y ; Ny
r (1—’71E72 +']) - { k=1 (1—’713% 7 _k)} I (1—71i’yz>'

Demostracion. Las demostraciones de 1,2 y 3 son inmediatas del Lema
A.2, ya que

1. Paraj<%,conjzl,...,Nsetiene
F(N(l—’Y2)) ﬁ(N(l—’Yz)k) F<N(1—’Yz)j>
L=y —7 o V=7 = L=y =7

2. Ahora para 5 WN tenemos

TN
i) = I G ) )
11—y — i} 1—v —v 1—v —v
1=y -7 1=y -7

N
= H(N—k) F<N(%+W)>
o V=7 = ] I—m—7
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3. Y para (171;[171” + j) se tiene que

Ny ) ! ( Nyo
r(—=2 L) = S T
(1—’71—’72 g kl;[l T-—m—n
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