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Introducción

La recombinación genética es un proceso que lleva a la obtención de un
genotipo a través del intercambio de material genético entre secuencias de
DNA en cromosomas homólogos. La recombinación genética es una forma
de aumentar la variabilidad del material genético de una población, debido
a que la información genética de dos genotipos se puede unir en un nuevo
genotipo.

Debido a lo anterior, se han hecho investigaciones que han conducido
a estudios en el campo de la modelación estocástica relacionados con la
genética de poblaciones, donde surgen familias discretas o cadenas de Markov
a tiempo continuo.

Es por ello que en la presente tesis se estudia el modelo de Wright-Fisher
y el modelo de Moran donde se considera la presencia de recombinación. Es-
tos dos modelos matemáticos han sido desarrollados y aplicados al estudio de
poblaciones en genética, dicho estudio es uno de los temas de mayor interés
en la evolución de poblaciones. Para los dos modelos antes mencionados se
realizará una aproximación por medio de difusión. En el caso del modelo de
Moran se desarrollará el modelo con presencia de recombinación. Por último
se presentará el modelo dos-Locus donde la recombinación proviene de un
solo ancestro.

En el primer caṕıtulo se presentarán algunos resultados básicos sobre los
procesos de difusión, la teoŕıa para calcular la distribución estacionaria de
un proceso estocástico y la convergencia a una difusión que permitirán la
adecuada comprensión de los modelos que se describirán en los siguientes
caṕıtulos.

El Caṕıtulo 2 se conformará de la descripción y análisis de los mode-
los de Wright-Fisher y Moran. Se presentarán dos casos para ambos, en el
primero se observará uno en donde hay presencia de mutación, atributo que

iii
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Introducción iv

no ocurrirá en el otro caso. Adicionalmente, en este caṕıtulo se realizará la
aproximación por difusión para ambos modelos, aśı como el cálculo de su
distribución estacionaria. Se observará que los dos modelos tienen los mis-
mos parámetros infinitesimales y por lo tanto tendrán la misma distribución
estacionaria.

En cuanto al Caṕıtulo 3 se refiere, se analizará el modelo de Moran
con recombinación para los casos univariado y multivariado, realizando en
ambos casos una aproximación por difusión y el cálculo sus respectivos
parámetros infinitesimales.

Finalmente en el Caṕıtulo 4 se describirá el modelo dos-Locus ancestral
cuya evolución estocástica sigue el modelo de Moran .
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Caṕıtulo 1

Procesos de Difusión

En este caṕıtulo se presentan algunos resultados básicos sobre los procesos
de difusión. Antes de desarrollar el caṕıtulo, se mencionan algunos conceptos
que nos ayudarán a entender la definición de un proceso de difusión.

Las definiciones que se mencionan se encuentran ampliamente desarro-
lladas en Tudor (2002) y Karlin y Taylor (1981).

1.1 Proceso de Difusión

1.1.1 Filtración y tiempo de paro

Definición 1.1 Una filtración sobre un espacio medible (Ω,F) es una
familia {Ft}t∈T⊂< de sub−σ− álgebra de F , tales que Fs ⊂ Ft si s < t. La
filtración canónica asociada a un proceso estócastico {Xt}t∈T⊂< es por
definición FX

t = σ (Xs : s ≤ t) , t ∈ T .

Observación: Si se considera el caso en donde T = {0, 1, . . .}, general-
mente se denota

F∞ = σ

(⋃
s∈T

Fs

)
,para t ≥ 0, (1.1)

Definición 1.2

(a) Una filtración {Ft}t≥0 se llama continua por la derecha si Ft = Ft+

para cada t ≥ 0.

1
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1. Procesos de Difusión 2

(b) Una filtración {Ft}t≥0 que sea continua por la derecha de tal manera
que F0 contenga a los conjuntos insignificantes de F , es decir, los
conjuntos de medida cero se le llama filtración estándar.

(c) Sea {Ft}t≥0 una filtración. Al sistema
(
Ω,F ,P, {Ft}t∈T

)
se le llama

espacio de probabilidad filtrado.

Definición 1.3 Sea
(
Ω,F ,P, {Ft}t∈T

)
un espacio de probabilidad fil-

trado. Una aplicación τ : Ω −→ T ∪ {∞} se llama Ft-tiempo de paro si
para cada t ∈ T, {τ ≤ T} ∈ Ft. A cada tiempo de paro τ se le asocia la
σ − álgebra Fτ definida por

Fτ = {A ∈ F∞ : A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft} , para t ∈ T.

Definición 1.4 SeaX = {Xt : t ≥ 0} un proceso de Markov con espacio
de estados S y probabilidad de transición pij (t) , i, j ∈ S, t ≥ 0. El proceso
X = {Xt : t ≥ 0} es un proceso fuerte de Markov si para cada tiempo
de paro τ con respecto a X, se tiene que para cada t ≥ 0 y A ⊂ S

P {Xτ+t ∈ A|Xs = xs, s ≤ τ} = P {Xτ+t ∈ A|Xτ = xτ}

para todo xs ∈ S.

1.1.2 Proceso de difusión

Definición 1.5 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso fuerte de Markov con
espacio de estados S = I ⊆ <, entonces el proceso X es llamado proceso
de difusión, si X es un proceso de Markov con trayectorias continuas casi
seguramente.

Definición 1.6 Un proceso de difusión X = {Xt : t ≥ 0} con espacio
de estados S = (l, r) , l < r, se llama regular si

P {Tz <∞|X0 = x} > 0

con l < x y z < r, donde Tz es el tiempo que tarda X en tomar por primera
vez el valor z.

Observación: Nótese que Tz puede tomar el valor infinito si para t ≥ 0,
Xt 6= z.

Definición 1.7 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión con espa-
cio de estados S. Sea ∆hXt = Xt+h−Xt el incremento de X en el intervalo
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1. Procesos de Difusión 3

[t, t+ h], a este proceso de difusión se le puede asociar lo que llamamos los
parámetros infinitesimales de X que están definidos como:

µ (x, t) = lim
h→0

1
h
E [∆hXt|Xt = x] (1.2)

σ2 (x, t) = lim
h→0

1
h
E
[
{∆hXt}2 |Xt = x

]
(1.3)

para x ∈ S y t ≥ 0.

Observaciónes:

1. El parámetro µ (x, t) es conocido como media infinitesimal o parámetro
de deriva; mientras que al parámetro σ2 (x, t) se le conoce como va-
rianza infinitesimal o parámetro de difusión.

2. Por definición se tiene que

E [∆hXt|Xt = x] = E (Xt+h −Xt|Xt = x) = µ (x, t)h+ Ø(h)

E
[
{∆hXt}2 |Xt = x

]
= E

{
(Xt+h −Xt)

2 |Xt = x
}

= σ (x, t)h+ Ø(h)

donde µ (x, t) y σ (x, t) son llamados parámetros infinitesimales del
proceso X y Ø (h) es tal que limh→0

Ø(h)
h = 0.

3. Si se satiface la condición de Dynkin, es decir, dada ε > 0

lim
h→0

P {|Xt+h −Xt| > ε|Xt = x} = 0

uniformemente respecto a t ∈ [0, N ] para todo x en un subintervalo
compacto de S, entonces satisface (1.2) y (1.3) y además tenemos que:

lim
h→0

E [|∆hXt|r|Xt = x]
h

= 0, r > 2.

Definición 1.8 Cuando el proceso de difusión X es homogéneo en el
tiempo (independiente de t), se tienen los parámetros infinitesimales los
cuales se denotan como µ (x, t) = µ (x) y σ2 (x, t) = σ2 (x).

Definición 1.9 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular
con espacio de estados S y sea ξ un tiempo posiblemente infinito. Se define
Xξ = {Xt, 0 ≤ t < ξ} una difusión con muerte si se comporta como un
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1. Procesos de Difusión 4

proceso de difusión regular hasta un posible valor ξ infinito, en donde el
proceso ”muere”, es decir, donde termina.

Definición 1.10 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión con
espacio de estados S, entonces se dice que el proceso es conservativo si

P {Xt ∈ S|X0 = x} = P {ξ > t|X0 = x} = 1, t ≥ 0, x ∈ S.

Observación: Para un proceso de difusión con muerte para cada punto
x, existe la probabilidad k (x) dt + Ø(h) de que en el intervalo de tiempo
(t, t+ dt) ocurra el suceso (muerte) y la probabilidad 1−k (x) dt+Ø(h) de
que no ocurra muerte. Por lo tanto se define la tasa de muerte como:

lim
h↓0

1
h
P {t < ξ < t+ h|Xt = x} = k (x, t) (1.3)

Teorema 1.1.1 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular con
espacio de estados en S = (l, r) y parámetros infinitesimales µ (x) y σ2 (x),
x ∈ S. Sea g una función estrictamente monótona en S con segunda derivada
g′′ (x) continua para l < x < r. Entonces Yt = g (Xt) define un proceso de
difusión regular en el intervalo S′ con extremos g (l) y g (r) y Yt tiene los
siguientes parámetros infinitesimales:

µY (y) =
1
2
σ2 (x) g′′ (x) + µ (x) g′ (x)

σ2
Y (y) = σ2 (x) [g′ (x)]2

donde y = g (x).

Demostración. Sea g estrictamente creciente. La demostración es si-
milar para g estrictamente decreciente. Como g es dos veces continuamente
diferenciable entonces tiene la siguiente expansión de Taylor,

g (x+ ∆x) = g (x) + ∆xg′ (x) +
1
2

(∆x)2 g′′ (x) +
1
2

(∆x)2 (g′′ (y)− g′′ (x)) ,

con x ≤ y ≤ x+ ∆x. Tome Xt = x y ∆Xt = Xt+h −Xt, entonces

g (Xt+h) = g (Xt) + ∆Xtg
′ (Xt) +

1
2

(∆Xt)
2
g′′ (Xt)

+
1
2

(∆Xt)
2 (g′′ (y (w))− g′′ (Xt))

(1.4)
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1. Procesos de Difusión 5

donde y (w) es una cantidad aleatoria entre Xt y Xt+h.

Dado que Xt = x se tiene que g (x) = g (Xt) = Yt = y, por tanto (1.5)
es de la forma

Yt+h−Yt = ∆Xtg
′ (Xt)+

1
2

(∆Xt)
2
g′′ (Xt)+

1
2

(∆Xt)
2 (g′′ (y (w))− g′′ (Xt)) ,

(1.5)
tomando esperanza, dividiendo a ambos lados y haciendo h ↓ 0 se obtiene:

lim
h↓0

1
h
E [Yt+h − Yt|Yt = y] = µ (x) g′ (x) +

1
2
σ2 (x) g′′ (x)

+
1
2

lim
h↓0

1
h
E
[
(∆Xt)

2 (g′′ (y (w))− g′′ (Xt))
]
.

Observación: Nótese que la continuidad de g′′ implica la convergencia
de g′′ (y (x)) a g′′ (Xt) y dado que h−1E

[
(∆X)2

]
converge, se tiene que

lim
h↓0

1
h
E
[
(∆X)2 (g′′ (y (w))− g′′ (Xt))

]
= 0.

Por lo tanto,

µY (y) = µ (x) g′ (x) +
1
2
σ2 (x) g′′ (x) .

La varianza infinitesimal de Yt se obtiene que manera similar. Tomando
(1.6) y elevando al cuadrado se tiene:

[Yt+h − Yt]
2 = (∆X)2 [g′ (Xt)]

2 +Rh,

donde Rh contiene (∆X)3 y términos con orden mayor a tres. Sabemos que
limh↓0 h

−1E [|∆hXt|r|Xt = x] = 0 para r ≥ 3, por lo tanto se obtiene:

σ2
Y (y) = lim

h↓0

1
h
E
[
{Yt+h − Yt}2 |Yt = y

]
= σ2 (x) [g′ (x)]2 .

1.1.3 Procesos de difusión multivariados

Hasta ahora se han considerado procesos de difusión en una dimensión, es
importante mencionar que existen vectores de procesos de difusión sobre un
espacio I = En (espacio n-Euclidiano) o sobre una región abierta de En.
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1. Procesos de Difusión 6

Definición 1.11 Sea Xt =
(
X1

t , X
2
t , . . . , X

n
t

)
, t ≥ 0 un proceso de

difusión n-variado, entonces los parámetros infinitesimales de Xt son:

lim
h↓0

1
h
E
[
Xi

t+h −Xi
t |Xt = x =

(
x1, x2, . . . , xn

)]
= µi (x, t) , para i = 1, 2, . . . , n

y

lim
h↓0

1
h
E
[{
Xi

t+h −Xi
t

}{
Xj

t+h −X
j
t

}
|Xt = x

]
= σij (x, t) , para i, j = 1, 2, . . . , n.

La matriz ||σij (x, t) ||n1 debe ser definida positiva, es decir,
∑n

i,j=1 σ
ij (x, t) aiaj >

0 para toda (a1, . . . , an) n-tupla real no trivial y x ∈ I y además satisfacer

n∑
i,j=1

aiaj
{
Xi

t+h −Xi
t

}{
Xj

t+h −X
j
t

}
=

n∑
ν=1

aν
{
Xν

t+h −Xν
t

}2
.

Observación: Los momentos de orden superior son insignificantes en
comparación con h, es decir:

lim
h↓0

1
h
E
[{
Xi

t+h −Xi
t

}k |Xt = x
]

= 0, k ≥ 4 para i = 1, 2, . . . , n.

1.2 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (l, r) y parámetros infinitesimales µ (x)
y σ2 (x) , x ∈ S. Se indica por Pxy (t) = P {Xt ≤ y|X0 = x} la función de
distribución de Xt, sujeta a la distribución inicial

Pxy (0) =

{
1 si x ≤ y
0 si x > y,

(1.6)

es decir, una distribución puntual concentrada en x. Por tanto pxy (t) la
densidad de transición de Xt, es igual a

pxy (t) =
dPxy (t)
dy

, t ≥ 0. (1.7)
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1. Procesos de Difusión 7

1.2.1 Ecuación de Kolmogorov hacia adelante

La ecuación de Kolmogorov hacia adelante, también es conocida con el
nombre de ecuación de Fokker-Planck o la segunda ecuación de Kolmogorov.
Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (l, r) y parámetros infinitesimales µ (x)
y σ2 (x) , x ∈ S. Defina la función u (x, t) por

u (x, t) = E [g (Xt) |X0 = x] , t ≥ 0, (1.8)

donde g es un función acotada y continua en S.

Teorema 1.2.1 Sea u (x, t) continua y diferenciable respecto a t, tiene se-
gunda derivada con respecto a x y es continua en cero por la derecha, en-
tonces u (x, t) satisface ecuación diferencial parcial

∂u (x, t)
∂t

=
1
2
σ2 (x)

∂2u (x, t)
∂x2

+ µ (x)
∂u (x, t)
∂x

(1.9)

con la condición inicial limt→0+ u (x, t) = g (x). En particular si g (η) es de
la forma

g (η) =

{
1 si η ≤ y
0 si η > y,

(1.10)

entonces u (x, t) = Pxy (t), de donde la ecuación (1.10) se transforma en la
ecuación de Kolmogorov hacia adelante, y es de la forma

∂Pxy (t)
∂t

=
1
2
σ2 (x)

∂2Pxy (t)
∂x2

+ µ (x)
∂Pxy (t)
∂x

(1.11)

con t > 0 y l < x, y < r y con condiciones iniciales

Pxy (0+) =

{
1 si x ≤ y
0 si x > y,

(1.12)

La densidad de transición pxy también safisface la ecuación de Kol-
mogorov hacia adelante:

∂pxy (t)
∂t

=
1
2
σ2 (x)

∂2pxy (t)
∂x2

+ µ (x)
∂px,y (t)
∂x

(1.13)

para t > 0 y x, y S.

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).
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1. Procesos de Difusión 8

1.2.2 Ecuación de Kolmogorov hacia atrás

La ecuación se Kolmogorov haćıa atrás es también conocida como la primera
ecuación de Kolmogorov o ecuación progresiva de Kolmogorov.

Teorema 1.2.2 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular y
homogéneo en el tiempo con espacio de estados S = (l, r) y parámetros
infinitesimales µ (x) y σ2 (x) , x ∈ S. Y sea pxy la densidad de transición de
Xt, entonces pxy (t) satisface la ecuación diferencial parcial

∂pxy (t)
∂t

=
1
2
∂2

∂2

[
σ2 (y) pxy (t)

]
− ∂

∂y
[µ (x) pxy (t)] , (1.14)

para t > 0 y x, y S.

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1981).

1.3 Distribución estacionaria

Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (l, r) y parámetros infinitesimales µ (x)
y σ2 (x) , x ∈ S. Si existe una distribución estacionaria ψ (y), entonces la
densidad estacionaria ψ (x) necesariamente satisface

ψ (y) =
∫
ψ (x) pxy (t) dx, ∀t > 0. (1.15)

y por lo tanto ψ (y) satisface la ecuación diferencial parcial:

0 =
1
2
∂2

∂y2

[
σ2 (y)ψ (y)

]
− ∂

∂y
[µ (y)ψ (y)] , y ∈ S (1.16)

Las demostraciones de las afirmaciones anteriores fueron omitidas, se
pueden encontrar en Karlin y Taylor (1981).



i
i

“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 9 — #17 i
i

i
i

i
i

1. Procesos de Difusión 9

1.3.1 Cálculo de la distribución estacionaria

Definición 1.12 Sea µ (x) y σ2 (x) , x ∈ S los parámetros infinitesimales
del proceso de difusión X, entonces se define s (y) como:

s (y) = exp
{
−
∫ y [2µ (ξ)

σ2 (ξ)

]
dξ

}
� Def́ınase S (x) como la función escala cuya expresión está dada por:

S (x) =
∫ x

s (y) dy. (1.17)

� Sea J = [c, d] ⊂ (l, r), entonces definamos S [J ] como la medida
escala del intervalo J y se denota como

S [J ] = S [c, d] = S (d)− S (c) .

Se usará libremente la medida escala dS (x) = S [dx] de un intervalo
infinitesimal [x, x+ dx] con S [dx] = S (x+ dx)− S (x) donde

0 < S [c, d] <∞, l < c < x < d < r

y
S [c, d] = S [c, x] + S [x, d] , l < c < x < d < r. (1.18)

� Sea m (x) la densidad de velocidad definida por,

m (x) =
1

s (x)σ2 (x)
. (1.19)

� Se denota M [J ] como la medida de velocidad inducida por la den-
sidad de velocidad m (x), cuya expresión es

M [J ] = M [c, d] =
∫ d

c

m (x) dx

donde 0 < M [J ] < ∞ para J = [c, d] ⊂ (l, r); además se tiene que
dM [x] = m (x) dx.

� Sea M (l, x] la medida de rápidez de un proceso cerca de l, denotada
por:

M (l, x] = lim
a↓l

M [a, x]
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1. Procesos de Difusión 10

Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular y homogéneo en el
tiempo con espacio de estados S = (l, r) y parámetros infinitesimales µ (x)
y σ2 (x) , x ∈ S. Sea ψ (y) la distribución estacionaria de X, entonces (1.17)
es válida y si se integra con respecto a y se obtiene:

1
2
C1 =

d

dy

[
σ2 (y)

2
ψ (y)

]
− µ (y)ψ (y) , (1.20)

donde C1 es una constante. Multiplicando (1.21) de ambos lados por el
factor

s (y) = exp
{
−
∫ y [2µ (ξ)

σ2 (ξ)

]
dξ

}
se obtiene

C1 exp
{
−
∫ y [2µ (ξ)

σ2 (ξ)

]
dξ

}
=

d

dy

[
exp

{
−
∫ y [2µ (ξ)

σ2 (ξ)

]
dξ

}
σ2 (y)ψ (y)

]
,

es decir,

C1s (y) =
d

dy

[
s (y)σ2 (y)ψ (y)

]
. (1.21)

Si se integra (1.22) otra vez con respecto a y, se obtiene

C1S (x) + C2 = s (x)σ2 (x)ψ (x) ,

donde C2 es constante. Por lo tanto la distribución estacionaria cuando
existe es de la forma

ψ (x) = C1
S (x)

s (x)σ2 (x)
+ C2

1
s (x)σ2 (x)

= m (x) [C1S (x) + C2] .

Observación: La distribución estacionaria ψ (y) , y ∈ S existe, si se
pueden encontrar constantes C1 y C2 tales que ψ (x) ≥ 0 en S y

∫ l

r
ψ (y) dψ =

1, de lo contrario no se puede afirmar su existenćıa. Ver Karlin y Taylor
(1975).
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1. Procesos de Difusión 11

1.4 Clasificación de las fronteras para un

proceso de difusión regular

Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular con espacio de estados
S = (l, r) y parámetros infinitesimales µ (x) y σ2 (x) , x ∈ S. Ahora se
analizará el comportamiento de las fronteras l y r.

Puesto que S[a, b] es una medida no negativa y por (1.19) se tiene que
S [a, b] es monótona en a y fija en b (ver Karlin y Taylor (1981)), por lo
tanto se define S (l, b] ≤ ∞ por

S (l, b] = lim
a↓l

S [a, b] ≤ ∞, l < b < r. (1.22)

Observación: Si S [a, b] ⊂ (l, r), entonces 0 ≤ S [a, b] <∞; y además si
se cumple (1.19) se tiene que

S (l, b] =∞, para algún b ∈ (l, r)

si y sólo si
S (l, b] =∞, para todo b ∈ (l, r) .

Definición 1.13 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular
con espacio de estados S = (l, r), entonces se dice que la frontera l es
atractora si S (l, x] <∞, independientemente de x ∈ S.

Definición 1.14 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular
con espacio de estados S = (l, r). Se denota por

∑
(l) a la siguiente cantidad:

∑
(l) = lim

a↓l

∫ x

a

S [a, ξ] dM (ξ) =
∫ x

l

S (l, ξ] dM (ξ)

=
∫ x

l

{∫ x

l

s (η) dη
}
m (ξ) dξ =

∫ x

l

{∫ x

η

m (η) dη
}
s (η) d (η)

=
∫ x

l

M [η, x] dS (η) . (1.23)

Definición 1.15 La frontera l es llamada alcanzable si
∑

(l) <∞ y
es llamada inalcanzable si

∑
(l) =∞.
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1. Procesos de Difusión 12

Lema 1.4.1 Sea l una frontera atractora y supóngase l < x < b < r,
entonces:

∑
(l) =

∫ x

l

S (l, η] dM (η) <∞.

Demostración. Ver Karlin y Taylor (1981).

Definición 1.16 Sea N (l) la medida del tiempo en que tarda en llegar
a un punto interior x en (l, r) empezando en la frontera l. Entonces, se define

N (l) =
∫ x

l

S [η, x] dM (η) =
∫ x

l

M [l, ξ] dS (ξ) .

Lema 1.4.2 Las relaciones entre S (l, x],
∑

(l), N (l) y M (l, x] son:

i) S(l, x] =∞ implica
∑

(l) =∞,

ii)
∑

(l) <∞ implica S (l, x] <∞,

iii) M(l, x] =∞ implica N (l) =∞,

iv) N(l) <∞ implica M (l, x] <∞,

iii)
∑

(l) +N (l) = S (l, x]M (l, x] .

Demostración. Ver Karlin y Taylor (1981).

Las definiciones y lemas anteriores se pueden obtener de igual manera
para la frontera r.

Definición 1.17 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular
con espacio de estados S = (l, r), entonces l puede ser una frontera:

i) Regular, si S (l, x] <∞ y M (l, x] <∞, x ∈ S.

ii) De salida, si
∑

(l) <∞ pero M (l, x] =∞, x ∈ S.

iii) De entrada, si S (l, x] =∞ mientras que N (l) <∞.

iv) Natural (Feller), si
∑

(l) =∞ y N (l) =∞.
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Teorema 1.4.1 Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso de difusión regular con
espacio de estados S = (l, r) y sean l y r fronteras de entrada, entonces la
distribución estacionaria del proceso Xt es:

ψ (x) =
m (x)∫ r

l
m (ξ) dξ

=
1

σ2 (x) s (x)
∫ r

l
[σ2 (ξ)m (ξ)]−1

dξ
. (1.24)

Demostración. Ver Karlin y Taylor (1981).

1.5 Convergencia a una difusión

Al realizar la modelación estocástica de problemas en genética de pobla-
ciones, pueden surgir familias o cadenas de Markov a tiempo continuo o a
tiempo discreto ZK =

{
ZK

t : t ≥ 0
}

indexada por K = 1, 2, . . .. Se define
XK =

{
XK

t : t ≥ 0
}

como

XK
t = a (K)

[
ZK

b(K)t − c (K)
]
,

donde c (K) es una constante que centra el proceso, a (K) cambia la escala
al estado de la variable y b (K) cambia la escala de tiempo. En consecuencia,
una unidad de tiempo del proceso XK

t corresponde a un periodo de b (K)
unidades de tiempo del proceso original ZK

t .

Sea XK =
{
XK

n : n = 0, 1, 2, . . .
}

la secuencia de procesos estocásticos
en tiempo discreto y con espacio de estados S ∈ <; con S cerrado, y tal
que XK acotado y adaptado1 a una secuencia creciente {Fn, n ≥ 0} de
σ − álgebras. Se suele usar Fn = σ

(
XK

m ,m ≤ n
)
.

Sea ∆XK
n = XK

n+1 −XK
n tal que

E
[
∆XK

n |FK
n

]
= hKµ

(
XK

n

)
+ εK1,n , (1.25)

E
[(

∆XK
n

)2 |FN
n

]
= hKσ

2
(
XK

n

)
+ εK2,n , (1.26)

y
E
[(

∆XK
n

)4 |FK
n

]
= εK3,n , (1.27)

1XK
t es adaptado si XK

t es medible con respecto a Ft, t ≥ 0.
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donde hK > 0 y hK → ∞ cuando N → ∞. Debido a que los términos de
error son suficientemente pequeños y se pueden extender que para n ≥ 0 se
tiene ∑

n>[n/hK ]

E
[
|εKi,n|

]
→ 0,

para i = 1, 2, 3 cuando K →∞ donde [x] es el mayor entero menor que x.

Cuando los procesos
{
XK

n

}
son cadenas de Markov, entonces en (1.26),

(1.27) y (1.28) se utiliza XK
n en lugar de FK

n . Definase el proceso a tiempo
continuo:

XK
t = XK

[t/hK ].

Por lo tanto bajo ciertos requerimientos de suavidad (ver Tudor (2002)
o Karlin y Taylor (1981))se tiene que

XK
t −→ Xt, t ≥ 0 (1.28)

convergencia en distribución, cuando K −→ ∞, y además para algún con-
junto de puntos 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tr la distribución finito dimensional
de
{
XK

t1 , X
K
t2 , . . . , X

K
tr

}
converge para la distribución finito dimensional de

{Xt1 , Xt2 , . . . , Xtr
}, cuando K → ∞, donde Xt es el proceso de difusión

con parámetros infinitesimales µ (x) y σ2 (x).
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Caṕıtulo 2

Modelo de Wright-Fisher y modelo

de Moran

En este caṕıtulo se describen dos modelos matemáticos aplicados al es-
tudio de poblaciones en genética. Dicho estudio es uno de los temas de
mayor interés en la evolución de poblaciones genéticas. El primer modelo
que se presenta en este caṕıtulo fue introducido por S. Wright y R. Fisher
mientras que el segundo por Moran, los cuales son conocidos como modelo
Wright-Fisher y modelo de Moran, respectivamente. Ambos modelos tienen
el supuesto de la población es haploide, es decir, cada individuo posee un
único progenitor. Se considera un cromosoma con un único locus1, que por
hipótesis tiene dos alelos2 posibles denotados por a y A. Otra hipótesis es
que se permite mutación entre ambos tipos de alelos, además de que los
modelos son neutrales, es decir, el tipo de alelo de un individuo no influye
en su capacidad de reproducción. Primero se presenta la versión en tiempo
discreto de ambos modelos y posteriormente en tiempo continuo el modelo
de Moran.

Para ambos modelos se considera que el tamaño de la población N se
mantiene constante. Se denota por α1 a la probabilidad de que el alelo a
mute al alelo A, y por α2 a la probabilidad de que el alelo A mute al alelo
a, con 0 ≤ α1,α2 ≤ 1. Nótese que α1 = α2 = 0 corresponde al caso en donde
no se presenta mutación.

En el caso discreto en ambos modelos se denota por Xn a la variable
aleatoria que indica el número de individuos del tipo a después del n-ésimo
evento de reproducción n=0,1,2,. . . . En el caso continuo la variable que

1Posición de un gen en un cromosoma.
2Forma alternativa de un gen.

15
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2. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran 16

indica el número de individuos del tipo a al tiempo t es denotada por Xt,
t ≥ 0.

A medida de que el tiempo transcurre la evolución de la población será
descrita por el proceso X = {Xn : n = 0, 1, 2, . . .} y X = {Xt : t ≥ 0}, de-
pendiendo de cada caso. En ambos casos X es una cadena de Markov con
espacio de estados S = {0, 1, 2, ..., N}.

2.1 Modelo de Wright-Fisher

El modelo de Wright-Fisher es un modelo de evolución de una población
donde no existe intersección de generaciones pues cada evento de repro-
ducción da origen a una generación compuesta en su totalidad por nuevos
individuos.

La demograf́ıa con la cual el modelo evoluciona es de la siguiente forma:
dada un generación, se seleccionan con reemplazo los N individuos pre-
sentes, y dicha selección se realiza de forma independiente y uniforme. Cada
vez que un individuo es seleccionado produce un descendiente hasta que N
descendientes sean producidos. Por lo tanto cuando el proceso de repro-
ducción termina se tiene que la siguiente generación está formada por los
descendientes de los individuos seleccionados.

El proceso de mutación en la población está dado por: un individuo con
alelo del tipo a es seleccionado y produce un individuo con alelo del tipo
A con probabilidad α1, o produce uno de su mismo tipo con probabilidad
1− α1. Cuando se trata de una selección de un individuo con alelo del tipo
A, se tiene que produce uno con alelo del tipo a con probabilidad α2 y
produce uno de su mismo tipo con probabilidad 1− α2.

Se tiene que X = {Xn : n = 0, 1, 2, . . .} es una cadena de Markov que
cuenta el número de individuos del tipo a y se nota que tiene espacios de
estados S = {0, 1, 2, ..., N}.

2.1.1 Caso sin mutación

El primer caso que se presentará es cuando no se considera presencia de
eventos de mutación, es decir, cuando tenemos α1 = α2 = 0. Supóngase que
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2. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran 17

el estado actual de la cadena X al tiempo n es el estado j ∈ S, es decir,
existen j individuos del tipo a al tiempo n. Denote por pj a la probabilidad
de que se produzca un individuo tipo a en la siguiente generación, mientras
que qj es la probabilidad de que se produzca un individuo tipo A en la
siguiente generación, con j ∈ S. Por lo tanto, dado que los individuos son
seleccionados uniforme e independientemente para reproducir se tiene que,

pj =
j

N
(2.1)

qj =
N − j
N

= 1− pj . (2.2)

Ahora si se supone que al tiempo n se tienen j individuos del tipo a, con
j = 0, 1, 2, ..., N individuos en la generación progenitora, entonces el evento
se puede ver como N ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito pj y qj la
probabilidad de fracaso. Entonces la probabilidad de que haya k individuos
del tipo a en la generación n+ 1, dado que hay j en la generación n, es:

Pjk = P (Xn+1 = k|Xn = j)

=
(
N

k

)
pk

j q
N−k
j =

(
N

k

)(
j

N

)k (
N − j
N

)N−k

, j, k ∈ S. (2.3)

2.1.2 Caso con presencia de mutación

El segundo caso es cuando se presenta mutación, es decir, cuando se tiene
α1 > 0 y α2 > 0. Supóngase que el estado actual de la cadena X es j ∈ S,
es decir, existen j individuos del tipo a en la población actual. Entonces se
denotará pj a la probabilidad de que se produzca para la siguiente generación
un descendiente tipo a y qj a la probabilidad de que se produzca para la
siguiente generación un descendiente tipo A, con j ∈ S, por lo tanto se
tiene:

pj =
j

N
(1− α1) +

N − j
N

α2. (2.4)

qj =
j

N
α1 +

N − j
N

(1− α2) . (2.5)
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2. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran 18

Para el caso pj , j ∈ S, la expresión obtenida se debe a que existen
dos eventos mutuamente excluyentes de que el descendiente producido sea
del tipo a. El primer evento consiste en seleccionar un individuo del tipo
a para reproducirse y que el descendiente no sea un mutante, ocurre con
probabilidad (j/N) (1− α1). El segundo evento consiste en seleccionar un
individuo del tipo A para que reproduzca un descendiente mutante, esto
ocurre con probabilidad [(N − j) /N ]α2. Para el caso de qj , j ∈ S, se realiza
un razonamiento análogo.

Ahora si se considera como un evento exitoso a la producción de un in-
dividuo del tipo a, con j = 0, 1, 2, ..., N individuos en la generación progeni-
tora, entonces el evento se puede ver como N ensayos Bernoulli con proba-
bilidad de éxito pj y qj la probabilidad de fracaso. Entonces la probabilidad
de que haya k individuos del tipo a en la generación n+ 1, dado que hay j
en la generación n, es:

Pjk = P (Xn+1 = k|Xn = j) =
(
N

k

)
pk

j q
N−k
j , j, k ∈ S. (2.6)

En este modelo se considera una población hapliode, sin embargo es posi-
ble considerar una población diploide3, en donde el número de individuos
será 2N (el tamaño total de la población).

2.2 Modelo de Moran

En esta sección desarrollamos el modelo de Moran, en un principio será a
tiempo discreto y posteriormente se desarrolla el modelo a tiempo continuo.

La demograf́ıa de población con la cual el modelo evoluciona es de la
siguiente forma: se selecciona un individuo en cada unidad de tiempo, de
manera uniforme e independiente y con reemplazo para producir un descen-
diente; además se selecciona un individuo de manera uniforme e indepen-
diente para morir. El proceso de mutación en la población está dado de
igual forma como se menciona en el modelo de Wright-Fisher.

3Cada individuo tiene dos progenitores.
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2. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran 19

2.2.1 Caso sin mutación

En primer lugar se presentará el modelo a tiempo discreto, para el caso
cuando no existe mutación(α1 = α2 = 0) y cuando existe mutación(α1 > 0
y α2 > 0).

Se tiene que X = {Xn : n = 0, 1, 2, . . .} es una cadena de Markov que
cuenta el número de individuos del tipo a después de n eventos de repro-
ducción y notesé que tiene espacios de estados S = {0, 1, 2, ..., N}.

El primer caso es cuando no se presenta mutación, es decir, cuando
se tiene α1 = α2 = 0. Tomando en cuenta que la probabilidad de que el
individuo a sea seleccionado para reproducirse es pj = j

N y la probabilidad
de que el individuo A sea seleccionado para morir es qj = N−j

N , se tiene
que las probabilidades de transición del proceso se expresan de la siguiente
manera:

Pjj−1 =
j

N
qj . (2.7)

Pjj =
j

N
pj +

(
1− j

N

)
qj . (2.8)

Pjj+1 =
(

1− j

N

)
pj . (2.9)

Pjk = 0 |k − j| > 1, j, k ∈ S. (2.10)

Se afirma que (2.7), (2.8), (2.9) y (2.10) son válidas, por ejemplo para
(2.9) basta notar que la cadena pasa del estado j al j + 1 si y sólo si un
individuo del tipo a es seleccionado para reproducirse y un individuo del
tipo A es selecionado para morir.

Mientras que en (2.8), se tiene el caso donde no hay cambios en los tipos
de individuos. Por lo tanto se puede expresar como la unión de dos eventos
mutuamente excluyentes, dichos eventos son:

i) Un individuo del tipo a es seleccionado para reproducirse y un individuo
del tipo a es seleccionado para morir.

ii) Un individuo del tipo A es seleccionado para reproducirse y un individuo
del tipo A es seleccionado para morir.

Para los otros casos el razonamiento es semejante.
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2. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran 20

2.2.2 Caso con presencia de mutación

El segundo caso es cuando se presenta mutación, es decir, cuando se tiene
α1 > 0 y α2 > 0. Tomando en cuenta que la probabilidad de que el in-
dividuo a sea seleccionado para reproducirse es pj = j

N (1− α1) + N−j
N α2

y la probabilidad de que el individuo A sea seleccionado para morir es
qj = j

N α1 + N−j
N (1− α2), tenemos que las probabilidades de transición del

proceso se expresan de la siguiente manera:

Pjj−1 =
j (N − j)

N2
(1 − α2) +

�
j

N

�2

α1, j = 1, ...N. (2.11)

Pjj =

�
N − j

N

�2

(1 − α2) +

�
j

N

�2

(1 − α1) +

+
j (N − j)

N2
(α1 + α2) (2.12)

Pjj+1 =
j (N − j)

N2
(1 − α1) +

�
N − j

N

�2

α2, j = 0, 1, ...N − 1. (2.13)

Pjk = 0, si|k − j| > 1, j, k ∈ S. (2.14)

Se afirma que (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) son válidas, por ejemplo
(2.13) esta determinada por la probabilidad de que haya un incremento en
los individuos del tipo a, esto puede ocurrir de dos formas: la primera es que
se elija un individuo del tipo A para morir y otro del tipo a para reproducirse
y que no mute; la segunda es que se elija un individuo del tipo A para que
se reproduzca y produzca un mutante y que se elija otro individuo del tipo
A para que muera, puede ocurrir que sea el mismo individuo.

Para los otros casos el razonamiento es semejante.

2.2.3 Modelo de Moran a tiempo continuo

Ahora se presenta el modelo a tiempo continuo. Como la elección de un
individuo no depende del tiempo, se tiene que el proceso que describe la
demograf́ıa y el proceso de mutación son los mismos que en el caso del
modelo a tiempo discreto. Sin embargo, los eventos de nacimiento y muerte
ocurren en intervalos de tiempo exponencial con parámetro λi > 0, con
i ∈ S.

Denote τi al tiempo que el proceso se queda en el estado i antes de hacer
una transición a un estado diferente, entonces:
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P [τi > s+ t|τi > s] = P [τi > t] , s, t ≥ 0,

es decir, τi es Markoviana lo cual implica que τi es exponencial. Por lo tanto
la cadena de Markov en tiempo continuo que cuenta el número de individuos
del tipo a es X = {Xt : t ≥ 0}, cumple que P (τi > t) = exp (−λit) en un
tiempo τi, t ≥ 0.

Observación: Recuerde que un proceso estocástico tiene la propiedad
Markoviana si las probabilidades de transición en un paso sólo dependen
del estado del sistema en el peŕıodo de paro más reciente.

De esta forma se tiene que las probabilidades de transición del proceso
se expresan de la siguiente manera:

P (Xt+h = j − 1|Xt = j) = λ

 
j (N − j)

N2
(1 − α2) +

�
j

N

�2

α1

!
h + Ø(h) .

(2.15)

P (Xt+h = j|Xt = j) = λ

" �
N−j

N

�2
(1 − α2) +

�
j
N

�2
(1 − α1)+

+ j(N−j)

N2 (α1 + α2)

#
h + Ø (h) .

(2.16)

P (Xt+h = j + 1|Xt = j) = λ

"
j (N − j)

N2
(1 − α1) +

�
N − j

N

�2

α2

#
h + Ø (h) .

(2.17)

Se afirma que (2.15), (2.16) y (2.17) son válidas. La justificación es si-
milar que en el caso discreto.

Se tiene que para el caso con mutación la tasa de nacimiento λi y muerte
µi de la cadena X están dadas por:

λi = λ

�
i (N − i) (1 − α1) + (N − i)2 α2

N2

�
, i = 0, 1, 2, ..., N − 1, (2.18)

µi = λ

�
i (N − i) (1 − α2) + i2α1

N2

�
, i = 1, 2, ..., N. (2.19)
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De esta forma las probabilidades de transición de la cadena de saltos
asociada a X están dadas por:

Pii+1 =
λi

λi + µi

=
i (N − 1) (1− α2) + i2α1

i (N − i) (2− α1 − α2) + (N − i)2 α2 + i2α1

, i = 0, 1, 2, ..., N − 1

Pii−1 =
µi

λi + µi

=
i (N − 1) (1− α1) + (N − i)2 α2

i (N − i) (2− α1 − α2) + (N − i)2 α2 + i2α1

, i = 1, 2, ..., N

Pij = 0, en otro caso.

Dado que X representa el proceso de nacimiento y muerte irreducible
con espacio de estados S = {0, 1, ..., N} finito y la cadena de saltos Xs =
{Xs

n : n = 0, 1, ....} asociada a X es recurrente positiva, entonces X tiene
una única distribución estacionaria y coincide con su distribución ĺımite.

Teorema 2.2.1 Sea X = {Xt : t ≥ 0} la cadena de Markov con espacio
de estados S = {0, 1, ..., N}, que describe la evolución de una población de
acuerdo al modelo de Moran con mutación. Entonces la distribución esta-
cionaria de X, que es igual a la distribución ĺımite está dada por:

P (k) =
Γ (N + 1)Γ

(
N(α1+α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα2
1−α1−α2

+ k
)

Γ
(

(1−α1)
1−α1−α2

− k
)

Γ (k + 1)Γ (N − k + 1) Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
Γ
(

N
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα1
1−α1−α2

)
(2.20)

para todo k ∈ S, donde

Γ (α) =

{
(α− 1)! si α es un entero∫∞
0
yα−1 exp−y dy en otro caso.

Demostración. Dado que X es un proceso de nacimiento y muerte
entonces su distribución ĺımite está dada por:

P (k) = P (0)
λ0λ1 · · ·λk−1

µ1µ2 · · ·µn
, k = 1, 2, ..., N. (2.21)
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donde

P (0) =
1

1 +
∑N

n=1
λ0λ1...λn−1
µ1µ2···µn

y como S el espacio de estados es finito se tiene que:

N∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn
<∞.

Sólo basta probar que las tasas de nacimiento y muerte producen la
expresión (2.20).

Utilizando las tasa de nacimiento y muerte vistas como:

λk = λ

(
N − k
N

)
pk

µk+1 = λ

(
k + 1
N

)
qk+1

Se tiene que:

P (k) = P (0)
λ0λ1 · · ·λk−1

µ1µ2 · · ·µk

= P (0)

k−1∏
j=0

λj

µj+1


= P (0)

k−1∏
j=0

N − j
j + 1

pj

qj+1


= P (0)

N !
k! (N − k)!

p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk

= P (0)
(
N

k

)
p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk
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por otro lado se tiene que,

P (0) =

[
1 +

N∑
k=1

(
N

k

)
p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk

]−1

=

[
1

q1q2 · · · qN

(
q1q2 · · · qN +

N∑
k=1

(
N

k

)
p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk
q1q2 · · · qN

)]−1

=

[
1

q1q2 · · · qN

(
q1q2 · · · qN +

N∑
k=1

(
N

k

)
p0p1 · · · pk−1qk+1qk+2 · · · qN

)]−1

.

Se denota como SN (x, y) al término entre paréntesis en la ecuación anterior
y por el Lema A.1 se tiene:

SN (x, y) =
N∏

k=1

(
1− k

N
(1− α1 − α2)

)
.

Por otro lado, de (2.5) se obtiene:

q1q2 · · · qN =
N∏

k=1

(
1− α2 −

k

N
(1− α1 − α2)

)
entonces:

P (0) =
∏N

k=1

(
1− α2 − k

N (1− α1 − α2)
)∏N

k=1

(
1− k

N (1− α1 − α2)
)

=

∏N
k=1

(
N(1−α2)

N − k
N (1− α1 − α2)

)
∏N

k=1

(
N
N −

k
N (1− α1 − α2)

)
=

1−α1−α2
N

∏N
k=1

(
N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

1−α1−α2
N

∏N
k=1

(
N

1−α1−α2
− k
)

=

∏N
k=1

(
N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

∏N
k=1

(
N

1−α1−α2
− k
)
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y por el Lema A.3 se tiene que:

Γ
(
N (1− α2)
1− α1 − α2

)
=

N∏
k=1

(
N (1− α2)
1− α1 − α2

− k
)

Γ
(

Nα1

1− α1 − α2

)
y

Γ
(

N

1− α1 − α2

)
=

N∏
k=1

(
N

1− α1 − α2
− k
)

Γ
(
N (α1 + α2)
1− α1 − α2

)
entonces:

P (0) =
Γ
(

N(α1+α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

N(α1+α2)
1−α1−α2

) ∏N
k=1

(
N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

∏N
k=1

(
N

1−α1−α2
− k
) Γ

(
Nα1

1−α1−α2

)
Γ
(

Nα1
1−α1−α2

)
=

Γ
(

N(α1+α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα1
1−α1−α2

)
Γ
(

N
1−α1−α2

) (2.22)

Ahora como,

q1q2 · · · qk =
k∏

j=1

(
1− α2 −

j

N
(1− α1 − α2)

)

=
1− α1 − α2

N

k∏
j=1

(
N (1− α2)
1− α1 − α2

− j
)

=
1− α1 − α2

N

∏k
j=1

(
N(1−α2)
1−α1−α2

− j
)

Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

y dado que,

Γ
(
N (1− α2)
1− α1 − α2

)
=

k∏
j=1

(
N (1− α2)
1− α1 − α2

− j
)

Γ
(

Nα1

1− α1 − α2
− k
)

entonces:

q1q2 · · · qk =
1− α1 − α2

N

Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

− k
) . (2.23)
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Por (2.4) se tiene que,

p0p1 · · · pk−1 =
k−1∏
j=0

(
α2 +

j

N
(1− α1 − α2)

)

=
(1− α1 − α2)

N

k−1∏
j=0

(
Nα2

1− α1 − α2
+ j

)

=
(1− α1 − α2)

N

k∏
j=1

(
Nα2

1− α1 − α2
+ k − j

)

=

(1−α1−α2)
N

∏k
j=1

(
Nα2

1−α1−α2
+ k − j

)
Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
y por el Lema A.3, se cumple:

Γ
(

Nα2

1− α1 − α2
+ k

)
=

k∏
j=1

(
Nα2

1− α1 − α2
+ k − j

)
Γ
(

Nα2

1− α1 − α2

)

entonces:

p0p1 · · · pk−1 =
1−α1−α2

N Γ
(

Nα2
1−α1−α2

+ k
)

Γ
(

Nα2
1−α1−α2

) . (2.24)

Por lo tanto de (2.23) y (2.24) se sigue,

p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk
=

1−α1−α2
N Γ

�
Nα2

1−α1−α2
+k

�

Γ
�

Nα2
1−α1−α2

�

1−α1−α2
N

Γ
�

N(1−α2)
1−α1−α2

�

Γ
�

N(1−α2)
1−α1−α2

−k
�

y entonces

p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk
=

Γ
(

Nα2
1−α1−α2

+ k
)
/Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

)
/Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

− k
) . (2.25)
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Por lo tanto,

P (k) = P (0)
λ0λ1 · · ·λk−1

µ1µ2 · · ·µk

= P (0)
N !

k! (N − k)!
p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk

= P (0)
Γ (N + 1)

Γ (k + 1)Γ (N − k + 1)
p0p1 · · · pk−1

q1q2 · · · qk

= P (0)
Γ (N + 1)

Γ (k + 1)Γ (N − k + 1)

Γ
(

Nα2
1−α1−α2

+ k
)
/Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

)
/Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

=
Γ
(

N(α1+α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα1
1−α1−α2

)
Γ
(

N
1−α1−α2

) Γ (N + 1)
Γ (k + 1)Γ (N − k + 1)

Γ
(

Nα2
1−α1−α2

+ k
)
/Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

)
/Γ
(

N(1−α2)
1−α1−α2

− k
)

=
Γ (N + 1)Γ

(
N(α1+α2)
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα2
1−α1−α2

+ k
)

Γ
(

(1−α1)
1−α1−α2

− k
)

Γ (k + 1)Γ (N − k + 1) Γ
(

Nα2
1−α1−α2

)
Γ
(

N
1−α1−α2

)
Γ
(

Nα1
1−α1−α2

) .

2.3 Aproximación por difusión

En esta sección se realiza una aproximación para el proceso que describe
una población que evoluciona de acuerdo a los modelos de Wright-Fisher y
Moran. También se presentará la distribución estacionaria correspondiente
a cada modelo. El proceso de difusión que se obtiene para el modelo de
Wright-Fisher resulta ser el mismo que se obtiene para el modelo de Moran.

2.3.1 Aproximación por difusión para el modelo de Wright-Fisher

Considérese un población de tamaño N con las hipótesis mencionadas para
el modelo de Wright-Fisher y sea Xn el número de individuos de a en la
n-ésima generación con n = 0, 1, 2, .... Sean α y β fijas tales que
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α =
α1

N
, β =

α2

N

con α1 > 0 y α2 > 0.

Por lo tanto se tiene que la intensidad de mutación (tasa de mutación
por individuo) del tipo a al tipo A es Nα = α1, y es positiva y finita, y
similarmente del tipo A al tipo a es Nβ = α2. Considérese el proceso

Y N
t =

X[Nt]

N
, t ≥ 0, (2.26)

asociado al proceso X = {Xn : n ≥ 0}, donde [x] representa el mayor entero
menor que x.

Para la unidad t = 1 se tiene que el proceso Y N =
{
Y N

t : t ≥ 0
}

co-
rresponde a un lapso de N generaciones del proceso X. El proceso Y N ={
Y N

t : t ≥ 0
}

representa la proporción de individuos del tipo a en la población
al tiempo [Nt] del proceso X. Mientras que α y β son las tasas de mutación
correspondientes a dicho proceso.

Tenemos que la difusión Y = {Yt : t ≥ 0} es resultado de tomar el ĺımite
de Y N cuando N →∞.

Teorema 2.3.1 Sea Y = {Yt : t ≥ 0} el proceso de difusión asociado al
proceso {Xn : n ≥ 0}, entonces los parámetros infinitesimales del proceso
de difusión están dados por:

µ (x) = −xα+ (1− x)β

σ2 (x) = x (1− x) ,

donde x ∈ [0, 1].

Demostración. Sea h = 1/N , entonces el incremento del proceso en
h es:

∆Y N
t,h = Y N

t+h − Y N
t =

X[Nt]+1 −X[Nt]

N
.

Tome Y N = i
N , i ∈ S, entonces por definición de Y N se tiene que el

proceso NY N
t+ 1

N

tiene distribución Binomial con parámetros N y pi. Por lo
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tanto calculando la esperanza y tomando en cuenta (2.4) se tiene:

E

[
∆Y N

t,h|Y N
t =

i

N

]
= E

[(
Y N

t+h − Y N
t

)
|Y N

t (t) =
i

N

]
= E

[
Y N

t+h|Y N
t (t) =

i

N

]
− E

[
Y N

t |Y N
t (t) =

i

N

]
=

1
N
E

[
NY N

t+h|Y N
t (t) =

i

N

]
− i

N

=
1
N
Npi −

i

N
=
[
i

N
(1− α1) +

(N − i)
N

α2

]
− i

N

= −α1
i

N
+
(

1− i

N

)
α2,

dado que α = α1
N y β = α2

N se tiene que

E

[
∆Y N

t,h|Y N
t =

i

N

]
=

1
N

[
−α i

N
+
(

1− i

N

)
β

]
. (2.27)

Tomando el ĺımite en (2.27) y suponiendo que i/N → x como N → ∞, se
obtiene

lim
N→∞

NE
[
∆Y N

t,h|Y N
t = x

]
= −αx+ (1− x)β,

y la convergencia es uniforme para x ∈ [0, 1].

Realizando un análisis similar para la varianza infinitesimal σ2 (x) y
tomando en cuenta los siguientes resultados:

1. SeaX y Z variables aleatorias y a real, entonces se tiene que E [aX + Z] =
aE [X] + E [Z].

2. Sea X variable aleatoria entonces V [X] = E
[
X2
]
− E2 [X], por

lo tanto E
[
X2
]

= V [X] + E2 [X]. Notése que NY N
t+ 1

N

tiene dis-

tribución Binomial con parámetros N y pi, entonces E
[(
NY N

t+h

)2] =

Npi (1− pi) + (Npi)
2.

3. Obsérvese que pi y qi están dadas por (2.4) y (2.5) correspondiente-
mente.

4. Notése que α = α1
N y β = α2

N .
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Se tiene que:

σ2 (x) = lim
h→0

1
h
E
[{

∆Y N
t,h

}2 |Y N
t x
]

= lim
h→0

1
h
E

[(
Y N

t+h − Y N
t

)2 |Y N
t =

i

N

]
1= lim

h→0

1
h
E

[(
Y N

t+h

)2 |Y N
t (t) =

i

N

]
− 2E

[(
Y N

t+h

) (
Y N

t

)
|Y N

t =
i

N

]
+

+E
[(
Y N

t

)2 |Y N
t =

i

N

]
1= lim

h→0

1
h

1
N2

E

[(
NY N

t+h

)2 |Y N
t =

i

N

]
+

− 2
N

i

N
E

[(
NY N

t+h

)
|Y N

t =
i

N

]
+
(
i

N

)2

2= lim
h→0

1
h

1
N2

(
Npi (1− pi) +N2p2

i

)
− 2i
N2

(Npi) +
i2

N2

= lim
h→0

1
h

1
N
pi (1− pi) + p2

i − 2
i

N
pi +

(
i

N

)2

= lim
h→0

1
h

1
N
pi (1− pi) +

(
pi −

i

N

)2

3= lim
h→0

1
h

1
N

(
i

N
(1− α1) +

(
N − i
N

)
α2

)(
i

N
α1 +

(
N − i
N

(1− α2)
))

+
((

N − i
N

)
α2 −

i

N
α1

)2

= lim
h→0

1
h

1
N
{ i
N

(
N − i
N

)
[(1− α1) (1− α2) + α1α2] +

(
i

N

)2

α1 (1− α1)

+
(
N − i
N

)2 (
α2

(
1− α2 +Nα2

2

))
}

= lim
h→0

1
h

1
N
{ i
N

(
N − i
N

)
(1− α1 − α2 + 2α1α2 − 2Nα1α2) +(

i

N

)2 (
α1 (1− α1) +Nα2

1

)
+
(
N − i
N

(α2 (1− α2) +Nα2)
)
}

4= lim
h→0

1
h

1
N
{ i
N

(
N − i
N

)
+

i

N

(
N − i
N

)
(−α1 − α2 + 2α1α2 + 2αα2)

+
(
i

N

)2

(α1 (1− α1) + αα1) +
(
N − i
N

)2

(α2 (1− α2) + βα2)}

= lim
h→0

1
h

1
N

{
i

N

(
N − i
N

)
+ Ø

(
1
N

)}
.
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donde limN→∞
ø( 1

N )
1
N

= 0.

Entonces como h = 1/N se tiene que

lim
N→∞

NE
[{

∆Y N
t,h

}2 |Y N
t = x

]
= x (1− x)

esto pues i/N → x como N → ∞, y la convergencia es uniforme para
x ∈ [0, 1].

Realizando un análisis similar se obtiene:

lim
N→∞

NE
[{

∆Y N
t,h

}4 |Y N
t = x

]
= 0,

y la convergencia es uniforme para x ∈ [0, 1].

El resultado anterior sugiere que el proceso Y N
t converge cuando N→∞

a un proceso de difusión Y , cuyos parámetros infinitesimales son de la forma:

µ (x) = −xα+ (1− x)β

σ2 (x) = x (1− x) ,
donde x ∈ [0, 1].

Distribución estacionaria

En esta sección se obtendrá la distribución estacionaria correspondiente
al proceso de difusión Y (t), de acuerdo al comportamiento de los puntos
frontera del espacio de estados de Y (t).

Puesto que Y (t) = {Yt : t ≥ 0} tiene como parámetros infinitesimales a
µ (x) = −xα+(1− x)β y σ2 (x) = x (1− x),x ∈ [0, 1], y por la Definición
1.12 se tiene que

s (x) = exp
(
−
∫ x 2µ (ξ)

σ2 (ξ)
dξ

)
= x−2β (1− x)−2α

y por lo tanto

m (x) =
1

σ2 (x) s (x)

= x2β−1 (1− x)2α−1
,
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entonces la función escalar y la medida de velocidad están dadas por:

S [a, x] =
∫ x

a

s (ξ) dξ =
∫ x

a

dξ

ξ2β (1− ξ)2α α ∈ [0, 1] , a < x, (2.28)

y

M [a, x] =
∫ x

a

m (u) du =
∫ x

a

u2β−1 (1− u)2α−1
du. (2.29)

Ahora se analiza el comportamiento para las fronteras 0 y 1, ambos
análisis son similares por lo tanto sólo se desarrolla el caso en que la frontera
es 0.

Sea x ∈ (0, 1) y ξ ∈ (0, x], entonces por (2.28) se tiene:

S (0, x] = lim
a→0

S [a, x]

= lim
a→0

∫ x

a

dξ

ξ2β (1− ξ)2α

=
∫ x

0

dξ

ξ2β (1− ξ)2α , (2.30)

cuando 2α ≥ 1 y 2β ≥ 1 se tiene que S (0, x] =∞.

De (2.29) se tiene que:

M (0, ξ] = lim
a→0

M [a, ξ]

= lim
a→0

∫ ξ

a

u2β−1 (1− u)2α−1
du

=
∫ ξ

0

u2β−1 (1− u)2α−1
du, (2.31)

cuando 2α ≥ 1 y 2β ≥ 1 se tiene que M (0, ξ] <∞.

Por (2.30) y (2.31) se obtiene N (0), definida como:

N (0) =
∫ 0

x

M (0, ξ] dS (ξ)

=
∫ 0

x

[(∫ ξ

0

u2β−1 (1− u)2α−1
du

)
1

ξ2β (1− ξ)2α

]
dξ,(2.32)



i
i

“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 33 — #41 i
i

i
i

i
i

2. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran 33

cuando β > 0 se tiene que N (0) <∞, y si β = 0 sucede que N (0) =∞.

Observación: Note que si el limb→c

∫ d

b
f(x)dx existe y es finito, entonces∫ d

c
f(x)dx = limb→c

∫ d

b
f(x)dx y se dice que la integral es convergente.

Por lo tanto se tiene que, si 2α ≥ 1 y 2β ≥ 1 entonces S (0, x] = ∞ y
N (0) < ∞, con x ∈ (0, 1). De manera similar se obtiene que S [x, 1) = ∞
y N (1) < ∞, con x ∈ (0, 1). Entonces si 2α ≥ 1 y 2β ≥ 1 se tiene que 0
y 1 son fronteras de entrada del espacio de estados Y (t), por lo tanto Y (t)
tiene una única distribución estacionaria.

Teorema 2.3.2 Sea Y (t) un proceso de difusión regular homogéneo con
parámetros infinitesimales µ (x) = −xα + (1− x)β y σ2 (x) = x (1− x),
x ∈ [0, 1]. Entonces la distribución estacionaria ϕ (y) para 2α ≥ 1 y 2β ≥ 1
es única y está dada por:

ϕ (y) =
Γ (2α+ 2β) (1− y)2α−1

y2β−1

Γ (2α) Γ (2β)

Demostración. Como 2α ≥ 1 y 2β ≥ 1 entonces se tiene que 0 y 1 son
fronteras de entrada del espacio de estados Y (t). Y por el Teorema 1.4.1
se tiene que:

ϕ (y) =
m (y)∫ 1

0
m (u) du

=
(1− y)2α−1

y2β−1∫ 1

0
u2β−1 (1− u)2α−1

du

=
(1− y)2α−1

y2β−1∫ 1

0
u2β−1 (1− u)2α−1

du

=
Γ (2α+ 2β) (1− y)2α−1

y2β−1

Γ (2α) Γ (2β)

(2.33)

se observa que es la distribución Beta con parámetros 2β y 2α.
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2.3.2 Aproximación por difusión para el modelo de Moran

Considérese un población de tamaño N con las hipótesis mencionadas para
el modelo de Moran y sea Xt el número de individuos de a al tiempo t, t ≥ 0.
Sean α y β fijas tales que

α1 = α/N,α2 = β/N

con α1 > 0 y α2 > 0. Considérese el proceso

ZN
t =

Xt

N
, (2.34)

asociado al proceso de nacimiento y muerte X = {Xt : t ≥ 0}.

Por lo tanto el proceso ZN =
{
ZN

t : t ≥ 0
}

representa la proporción de
individuos del tipo a en la población al tiempo t, t ≥ 0 del proceso X.

Se tiene que la difusión Z = {Zt : t ≥ 0} es resultado de tomar el ĺımite
de ZN cuando N →∞.

Teorema 2.3.3 Sea Z = {Zt : t ≥ 0} el proceso de difusión asociado al
proceso {Xt : t ≥ 0}, entonces los parámetros infinitesimales del proceso de
difusión están dados por:

µ (x) = −xα+ (1− x)β

σ2 (x) = x (1− x) ,

donde x ∈ [0, 1].

Demostración. Sea h = 1/N y λ = N2, entonces el incremento del
proceso en h es:

∆ZN
t,h = ZN

t+h − ZN
t .
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Por lo tanto calculando la esperanza se tiene:

E

[
∆ZN

t,h|ZN
t =

i

N

]
= E

[(
ZN

t+h − ZN
t

)
|ZN

t =
i

N

]
= E

[
Xt+h

N
− Xt

N
|Xt

N
=

i

N

]
=

1
N
E [Xt+h −Xt|Xt = i]

=
1
N

[P {Xt+h −Xt = 1|Xt = i} − P {Xt+h −Xt = −1|Xt = i}]

=
1
N

[P {Xt+h = i+ 1|Xt = i} − P {Xt+h = i− 1|Xt = i}]

y por (2.15), (2.16) y (2.17) se tiene que:

E

[
∆ZN

t,h|ZN
t =

i

N

]
=

1
N

{
λ

(
N − i
N

)
pih+ Ø1 (h)− λ

(
i

N

)
qih+ Ø2 (h)

}
=

1
N

{
λh

((
N − i
N

)
pi −

i

N
qi

)
+ Ø(h)

}
=

1
N

[
N2

N

((
N − i
N

)(
i

N
(1− α1) +

N − i
N

α2

))
− i

N

(
i

N
α1 +

N − i
N

(1− α2) + Ø (h)
]

=
(
N − i
N

)(
i

N

)
(1− α1 − 1− α2) +

(
N − i
N

)2

α2+

−
(
i

N

)2

α1 +
Ø(1/N)

N

=
1
N2

[
(N − i) (α2 − α1) i+ (N − i)2 α2 − i2α1

]
+

Ø(1/N)
N

=
1
N2

[Niα2 −Ni2α1 − i2α2 + i2α2 +N2α2

− 2Niα2 + i2α2 − i2α1] +
Ø (1/N)

N

=
1
N2

[
−Niα1 −Niα2 +N2α2

]
+

Ø(1/N)
N
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y como α1 = α/N y α2 = β/N , se tiene

E

[
∆ZN

t,h|ZN
t =

i

N

]
=

1
N2

[
−Ni

( α
N

)
−Ni

(
β

N

)
+N2

(
β

N

)]
+

Ø(1/N)
N

=
1
N2

[−αi− βi+Nβ] +
Ø (1/N)

N

=
1
N

{
−α i

N
− β i

N
+ β + Ø(1/N)

}
=

1
N

[
−α i

N
+
(

1− i

N

)
β + Ø(1/N)

]

nótese que limN→∞
ø( 1

N )
1
N

= 0.

Tomando el ĺımite en la ecuación anterior y suponiendo que i/N → x
como N →∞, se obtiene

lim
h→0+

NE
[
∆ZN

t,h|ZN
t = x

]
= −αx+ (1− x)β,

y la convergencia es uniforme para x ∈ [0, 1].

Y por lo tanto realizando un análisis similar se obtiene que:

E
[{

∆ZN
t,h

}2 |Y N
t = x

]
= E

[(
ZN

t+h − ZN
t

)2 |ZN
t =

i

N

]
= E

[
1
N2

(Xt+h −Xt)
2 |Xt = i

]
=

1
N2

E
[
(Xt+h −Xt)

2 |Xt = i
]

=
1
N2

[P {Xt+h −Xt = 1|Xt = i}+ P {Xt+h −Xt = −1|Xt = i}]

=
1
N2

[
(1)2 P {Xt+h = i+ 1|Xt = i}+ (−1)2 P {Xt+h = i− 1|Xt = i}

]
=

1
N2

[P {Xt+h = i+ 1|Xt = i}+ P {Xt+h = i− 1|Xt = i}] ,
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y por (2.15), (2.16) y (2.17) se tiene que:

E
[{

∆ZN
t,h

}2 |Y N
t = x

]
=

1
N2

{
λh

((
N − i
N

)
pi +

i

N
qi

)
+ Ø(h)

}
=

1
N2
{λh

(
N − i
N

)(
i

N
(1− α1) +

(
N − i
N

)
α2

)
+

+
i

N

(
i

N
α1 +

(
N − i
N

)
(1− α2)

)
+Ø(h)}

=
1
N2
{ λh
N2

(
i (N − i) (1− α1) + (N − i)2 α2 + i2α1+

+ i (N − i) (1− α2) + Ø (h)}

=
1
N2
{λh2 i

N

(
N − i
N

)
− i

N

(
N − i
N

)
(α1 + α2) + α2+

− 2
i

N
α2 +

(
i

N

)2

(α1 + α2)+Ø(h)}

y como α1 = α/N ,α2 = β/N , λ = N2/2 y h = 1/N se tiene que

E
[
{∆ZN

t,h}2|Y N
t = x

]
=

N2

N2 (2N)
{2 i

N

(
N − i
N

)
− i

N

(
N − i
N

)(
α+ β

N

)
+

+
β

N
− 2

i

N

β

N
+
(
i

N

)2(
α+ β

N

)
}+

1
N2

Ø(h)

=
1
N

(
i

N

(
1− i

N

))
+

+
1

2N

(
− i

N

(
N − i
N

)(
α+ β

N

)
+
β

N
− 2

iβ

N2
+
(
i

N

)2(
α+ β

N

))
+

+
1
N2

Ø(1/N) .

Entonces,
lim

N→∞
NE

[{
∆ZN

t,h

}2 |ZN
t (t) = x

]
= x (1− x)

esto pues i/N → x como N → ∞, y la convergencia es uniforme para
x ∈ [0, 1].

Realizando un análisis similar se obtiene:

lim
N→∞

1
h
E
[{

∆ZN
t,h

}4 |ZN
t = x

]
= 0.
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El resultado anterior sugiere que el proceso ZN
t converge cuando N→∞

a un proceso de difusión Z, cuyos parámetros infinitesimales son de la forma:

µ (x) = −xα+ (1− x)β

σ2 (x) = x (1− x) ,

donde x ∈ [0, 1].

En conclusión se tiene que los parámetros infinitesimales del proceso de
difusión tanto para el modelo de Wright-Fisher como para el modelo de
Moran son los mismos, en consecuencia la distribución estacionaria para
la versión difusión del modelo de Moran es la misma que para la versión
difusión del modelo de Wright-Fisher.
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Caṕıtulo 3

Modelo genético con recombinación

En este caṕıtulo se analiza el modelo genético de Moran con recombinación
en los casos univariado y multivariado. La recombinación genética es un pro-
ceso que lleva a la obtención de un nuevo genotipo1 a través del intercambio
de material genético entre secuencias de DNA en cromosomas homólogos de
dos oŕıgenes diferentes.

3.1 Caso univariado

Considérese una población diploide con N individuos y cada individuo tiene
un número par de cromosomas homólogos. Cuando dos loci2 no están vin-
culados se tiene que los dos loci se segregan independientemente. Supóngase
que el locus 1 tiene dos posibles alelos denotados por A y a, y el locus 2
tiene dos posibles alelos denotados por B y b. Un individuo puede expresar
su genotipo de la siguiente manera:

l1 l2
A B ←− Cromosoma
a B ←− Cromosoma

Donde l1 y l2 representan el locus 1 y locus 2 respectivamente.

Las alternativas de los pares de cromosomas son:

AB

AB
,
AB

Ab
,
Ab

Ab
,
AB

aB
,
AB

ab
,
Ab

aB
,
Ab

ab
,
aB

aB
,
aB

ab
,
ab

ab

1Contenido genético de un individuo, en forma de ADN.
2Plural de locus.

39



i
i

“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 40 — #48 i
i

i
i

i
i
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En la formación de la siguiente generación, el individuo produce (se-
grega) gametos3. En general se tiene que dos gametos en la población van a
unirse para formar un individuo de la siguiente generación. En la segregación
de los gametos es donde puede ocurrir la recombinación. Aśı un Ab

aB individuo
puede producir un Ab−gameto o un aB−gameto, pero por recombinación
se puede producir un AB− y ab−gametos. Cuando dos loci están ĺıgados
se tiene que la recombinación de gametos es menos probable que cuando no
están ligados. Sea r el parámetro que cuantifica la vinculación, es decir, r
es la probabilidad de una recombinación.

Supóngase que la población inicialmente tiene solamente haplotipos Ab
y aB, donde todos los individuos son de los genotipos Ab

Ab ,
Ab
aB o aB

aB .

Si r la probabilidad de recombinación es pequeña, entonces es posible que
muchas generaciones pasen sin que aparezca un individuo con un cromosoma
recombinado producido por un genotipo Ab

aB . Durante este tiempo, podŕıa ser
que la población alcanzara un estado en el cual cada individuo sea del tipo
Ab
Ab si la población no puede salir de ese estado, es decir, sólo si Ab−gametos
pueden ser producidos, la población se fijó sobre Ab. Similarmente se puede
fijar sobre aB.

Supóngase que la recombinación todav́ıa no ha ocurrido y que existen
2N gametos de N individuos en la población. Además que existen i del tipo
Ab, y por lo tanto 2N − i del tipo aB. Para describir a la población no
sólo se necesita la frecuencia de los gametos si no también la frecuencia de
los genotipos, es decir, como los gametos se aparean en los individuos. El
apareamiento uniforme de los individuos en la generación prev́ıa, la cual es
equivalente a la unión uniforme de sus gametos, implica la frecuencia del
genotipo. Entonces, las probabilidades de producir los individuos de tipo
Ab
Ab ,

Ab
aB y aB

aB son
(

i
2N

)2
,2
(

i
2N

) (
1− i

2N

)
y
(
1− i

2N

)2
respectivamente.

De esta población, se tiene que un Ab−gameto puede ser producido por
un Ab

Ab con probabilidad 1 o por un Ab
aB con probabilidad 1

2 (1− r). Esto se
debe a que un Ab

Ab individuo sólo producir un Ab−gameto, mientras que un
Ab
aB individuo puede produce cuatro tipos de cromosomas Ab,aB,AB y ab
con probabilidades 1

2 (1− r), 12 (1− r), 12r y 1
2r respectivamente.

Preposición 3.1.1 Sea pi la probabilidad de que un gameto producido sea
Ab y qi la probabilidad de que un gameto producido sea aB y por lo tanto

3Células sexuales.
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la probabilidad de que un gameto producido sea de un tipo recombinante es
1− (pi + qi), entonces

pi =
(

i

2N

)
− r

(
i

2N

)(
1− i

2N

)
(3.1)

y

qi = 1− i

2N
− r

(
i

2N

)(
1− i

2N

)
(3.2)

Demostración. Supóngase que el número de Ab tipos es i, entonces

pi = P [un gameto producido es Ab]

=
(

i

2N

)2

+ 2
(

i

2N

)(
1− i

2N

)
1
2

(1− r)

=
(

i

2N

)
− r

(
i

2N

)(
1− i

2N

)
.

De igual manera se tiene que

qi = P [un gameto producido es aB]

=
(

1− i

2N

)2

+ 2
(

i

2N

)(
1− i

2N

)
1
2

(1− r)

= 1− i

2N
− r

(
i

2N

)(
1− i

2N

)
.

Finalmente la probabilidad de que un gameto producido sea de un tipo
recombinante es

1− (pi + qi) = 2
(

i

2N

)(
1− i

2N

)
r =

i

N

(
1− i

2N

)
r.

Teorema 3.1.1 Sea pi la probabilidad de que un gameto producido sea Ab
y qi la probabilidad de que un gameto producido sea aB, y sean 2N los
gametos que componen a los individuos de la siguiente generación, entonces
la probabilidad de transición Pij con j gametos del tipo Ab y 2N − j del tipo
aB es

Pij =
(

2N
j

)
pj

i q
2N−j
i , j = 0, 1, 2, . . . , 2N.



i
i

“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 42 — #50 i
i

i
i

i
i
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Demostración. Ver Karlin y Taylor (1981).

Observación: La probabilidad de que un gameto no recombinado aparezca
en la siguiente generación es (pi + qi)

2N , por lo tanto la probabilidad de que
uno o más gametos recombinados aparezcan es 1− (pi + qi)

2N .

Nótese que se asume que la población es de tamaño N para cada ge-
neración y cada individuo sobrevive en la edad de reproducción y puede
contribuir a la siguiente generación.

Aproximación a un proceso de difusión con recombinación

Supóngase ahora que se tiene una cadena de Markov con 2N +2 estados, de
los cuales 2N + 1 representan los estados donde el gameto no recombinado
tiene aun que aparecer, y una población que contiene j Ab−gametos y (2N−
j) aB−gametos con j = 0, 1, 2, . . . , 2N . El otro estado es donde el gameto
recombinado apareció en un individuo. Se admite el caso en el cual un AB−
o ab−gameto pudo aparecer y por lo tanto no entrar a la siguiente generación
y nunca aparecer otra vez.

Se denota a Ri como la probabilidad de que se alcance el estado re-
combinante R, dado que la población inicia en el estado i. Por lo tanto sea
ui = 1−Ri la probabilidad que la población eventualmente se fije, entonces
se tiene que (u0, u1, . . . , u2N ) satisface las siguientes ecuaciones:

ui =
2N∑
j=0

Pijuj i = 0, 1, 2, . . . , 2N

con condiciones

u0 = u2N = 1.

ParaN suficientemente grande la solución a la ecuación es prácticamente
imposible ya sea anaĺıtica o numéricamente. Por lo tanto se realiza una
aproximación del proceso de difusión con muerte: siguiendo el proceso
de la frecuencia del Ab gameto hasta que el proceso sea ”terminado” por la
aparición de un gameto recombinante o porque ocurre fijación en un estado.

Considérese Y N
t el proceso en el cual una unidad de tiempo corresponde

al paso de N generaciones de la población, es decir,

Y N
t = X[Nt],t≥0,
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donde [x] representa el mayor entero menor que x.

Por lo tanto tomando el ĺımite cuando N tiende a infinito (N −→∞),
se tiene que el proceso Y N

t va a tender en el ĺımite a un proceso de difusión
Yt con muerte.

Teorema 3.1.2 Sea Yt un proceso de difusión con muerte asociado al pro-
ceso {Xn : n ≥ 0}, entonces los parámetros infinitesimales del proceso están
dados por:

µ (x) = 0

σ2 (x) =
x (1− x)

2
k (x) = 4ρx (1− x) .

Demostración. Sea Xn la variable aleatoria que indica el número de
individuos de tipo Ab, entonces en la n−ésima generación, la variable Xn

puede tomar valores Xn = j/2N, j = 0, 1, 2, . . . , 2N . Nótese que Xn+1 es el
estado donde no aparece recombinación, entonces se distribuye como 1

2NZ,
donde Z tiene una distribución binomial con parámetros (2N, pj/ (pj + qj)).
Como la probabilidad de que no aparezca recombinación es (pj + qj)

2N ,
entonces

E

[
(∆Xn) |Xn =

j

2N
= x

]
1= {E

[
Xn+1 −Xn|Xn =

j

2N
= x

]
} (pj + qj)

2N

2= {E [Xn+1|Xn = x]− E [Xn|Xn = x]} (pj + qj)
2N

= {E [Xn+1|Xn = x]− x} (pj + qj)
2N

3=
(

2N
2N

pj

pj + qj
− x
)

(pj + qj)
2N

=
(

pj

pj + qj
− x
)

(pj + qj)
2N

= [pj − x (pj + qj)] (pj + qj)
2N−1

.

Nótese que:

1. Es por el hecho de que condicionamos con el evento de que no aparezca
recombinación.

2. SeaX y Z variables aleatorias y a real, entonces se tiene que E [aX + Z] =
aE [X] + E [Z].
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3. Se sabe que Xn+1 se distribuye como 1
2NZ, donde Z tiene una dis-

tribución binomial con parámetros (2N, pj/ (pj + qj)) y por lo tanto
se tiene que:

E[Xn+1] =
1

2N
[2N (pj/ (pj + qj)]

V [Xn+1] =
1

4N2
[2N (pj/ (pj + qj) (qj/ (pj + qj)].

Realizando un análisis similar se tiene que

E

[(
∆X2

)
|Xn =

j

2N
= x

]
1= {E

[
(Xn+1 −Xn)2 |Xn =

j

2N
= x

]
} (pj + qj)

2N

2= {E
[
(Xn+1)

2 |Xn = x
]
− 2E [(Xn+1) (Xn) |Xn = x]

+ E
[
(Xn)2 |Xn = x

]
} (pj + qj)

2N

3= { 1
4N

[
2N
(

pj

pj + qj

)(
qj

pj + qj

)]
+
[
2N
2N

(
pj

pj + qj

)]2
− 2x

(
pj

pj + qj

)
+ x2} (pj + qj)

2N

= { 1
2N

(
pj

pj + qj

)(
qj

pj + qj

)
+
(

pj

pj + qj

)2

− 2x
(

pj

pj + qj

)
+ x2} (pj + qj)

2N

= { 1
2N

(
pj

pj + qj

)(
qj

pj + qj

)
+
((

pj

pj + qj

)
− x
)2

} (pj + qj)
2N

= (
1

2N

(
pj

pj + qj

)(
qj

pj + qj

)
+
(

pj

pj + qj
− x
)2

) (pj + qj)
2N

=
[pjqj

2N
+ (pj − x (pj + qj))

2
]
(pj + qj)

2N−2

y la P [”Muerto”|Xn = j/2N = x] = 1− (pj + qj)
2N , donde ”Muerto” sig-

nifica que el proceso termina.
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3. Modelo genético con recombinación 45

Tomando el cuenta un nuevo parámetro de recombinación r definido
como

r = ρ/N2 ρ constante,

se tiene que:

E

[
∆X|Xn =

i

2N
= x

]
= [pj − x (pj + qj)] (pj + qj)

2N−1

1= [
(

i

2N

)
− ρ

N2

(
i

2N

)(
1− i

2N

)
− i

2N

(
1− 2

ρ

N2

(
i

2N

)(
1− i

2N

))
] ∗(

1− 2
ρ

N2

(
i

2N

)(
1− i

2N

))2N−1

2= [x− ρ

N2
x (1− x)− x+ 2

ρ

N2
x2 (1− x)] ∗(

1− 2
ρ

N2
x (1− x)

)2N−1

= [− ρ

N2
x (1− x) + 2

ρ

N2
x2 (1− x)] ∗(

1− 2
ρ

N2
x (1− x)

)2N−1

= [− ρ

N2

i

2N

(
1− i

2N

)
+ 2

ρ

N2

(
i

2N

)2(
1− i

2N

)
] ∗(

1− 2
ρ

N2

i

2N

(
1− i

2N

))2N−1

3= Ø
(
1/N2

)
. (3.3)

1. La igualdad (1) es por la definición de pj y qj .

2. Se sabe que x = i
2N .

3. Cada término de la ecuación es un término de orden superior Ø
(
1/N2

)
.
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Por otro lado se tiene que

E

[(
∆X2

)
|Xn =

j

2N
= x

]
=

[pjqj
2N

+ (pj − x (pj + qj))
2
]
(pj + qj)

2N−2

= { 1
2N

(x− r (x1− x)) (1− x− rx (1− x))

+ [x− rx (1− x)− x (1− 2rx (1− x))]2} ∗
[1− 2rx (1− x)]2N−2

= { 1
2N

[x (1− x)− rx2 (1− x)− rx (1− x)2

+r2x2 (1− x)2] +
[
x− rx+ rx2 − x+ 2rx2 (1− x)

]2} ∗
[1− 2rx (1− x)]2N−2

= { 1
2N

[x (1− x)− rx2 (1− x)− rx (1− x)2

+r2x2 (1− x)2] +
[
−rx+ rx2 + 2rx2 (1− x)

]2} ∗
[1− 2rx (1− x)]2N−2

= x (1− x) /2N + Ø
(
1/N2

)
, (3.4)

Además que se tiene

P [”Muerto”|Xn = x] = 1− (pj + qj)
2N

1= 1−

(
2N∑
k=0

(
2N
k

)
(1)2N−k (−2rx (1− x))k

)

= 1−
(

1−
(

2N
1

)
(−2rx (1− x)) + · · ·+ (−2rx (1− x))2N

)
= 2N (2rx (1− x))− [

(
2N
2

)
(−2rx (1− x))2 + · · ·

· · ·+ (−2rx (1− x))2N ]

2= 2N
(
2
( ρ

N2

)
x (1− x)

)
− [
(

2N
2

)
(−2rx (1− x))2 + · · ·

· · ·+ (−2rx (1− x))2N ]
3= 2N

(
2
( ρ

N2

)
x (1− x)

)
+ Ø

(
1/N2

)
(3.5)

1. Por el teorema del Binomio se tiene que (x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xn−kyk.
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2. Por definición de un nuevo parámetro de recombinación r = ρ/N2.

3. Por ser términos de orden superior Ø
(
1/N2

)
.

Tomando el ĺımite en (3.3),(3.4) y (3.5) y observando que la escala del
periodo tiempo es 1/N unidades y además que limN→∞

N
Ø(1/N2) = 0, se

tiene

µ (x) = lim
N→∞

(
1

1/N

)
E [∆X|Xn = x] = 0

= lim
N→∞

(
1

1/N

)
Ø
(
1/N2

)
= lim

N→∞

N

Ø(1/N2)
= 0,

σ2 (x) = lim
N→∞

(
1

1/N

)
E
[
(∆X)2 |Xn = x

]
= lim

N→∞

((
1

1/N

)
x (1− x) /2N + Ø

(
1/N2

))
= x (1− x) /2 + lim

N→∞

(
Ø
(
1/N2

))
= x (1− x) /2

y

k (x) = lim
N→∞

(
1

1/N

)
P [”Muerto”|Xn = x]

= lim
N→∞

(
1

1/N

)(
4ρx (1− x) /N + Ø

(
1/N2

))
= 4ρx (1− x) + lim

N→∞

(
1

1/N

)(
Ø
(
1/N2

))
= 4ρx (1− x) .

Por lo tanto los parámetros infinitesimales del proceso son:

µ (x) = 0

σ2 (x) =
x (1− x)

2
k (x) = 4ρx (1− x) ,

y entonces es un proceso de difusión con muerte en el intervalo [0, 1].
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3.2 Caso multivariado

La siguiente sección se basa en el art́ıculo de Griffiths, R.C y Rodŕıgues, E.
R. (2008) llamado The age of an alelle in a population with recombination.

Considérese una población fija de tamaño N con dos loci por individuo
y cada locus con dos alelos. Supóngase que el locus 1 tiene dos posibles
alelos denotados por A y a, y el locus 2 tiene dos posibles alelos denotados
por B y b. Si el alelo presentó mutación se denotará por 1, y si no tuvo
mutación por 0. En general un individuo de la población se denota por un
par odenado (i, j) con i, j = 0, 1, donde la primer coordenada denota el
estado del alelo en el locus 1 y la segunda coordenada denota el estado en
el locus 2. Además se asume que al tiempo cero se tienen k individuos con
haplotipo (0, 1), (N − k − 1) con haplotipo (0, 0), uno con haplotipo (1, 0)
y ninguno con haplotipo (1, 1).

Sea Xi,j
t con t ≥ 0 ≥, i, j = 0, 1 el número de individuos del tipo (i, j) en

la población al tiempo t. Por lo tanto se tiene que la cadena X = {Xt, t ≥ 0},
donde Xt =

(
X00

t , X10
t , X01

t , X11
t

)
con t ≥ 0 presenta los registros de la

evolución de la población.

Sea nij con i, j = 0, 1, el indicador del número de individuos con ha-
plotipo (i, j), entonces el espacio de estados de X es el conjunto:

∆N
4 =

n =
(
n00, n10, n01, n11

)
: nij ≥ 0, i, j = 0, 1

∑
(i,j)∈{0,1}×{0,1}

nij = N

 .

Sea eij con i, j = 0, 1 un vector con todas las coordenadas cero excepto
en la entrada (i, j) con valor uno. También se define ni• =

∑1
j=0 n

ij , n•j =∑1
i=0 n

ij y n•• =
∑1

i=0

∑1
j=0 n

ij .

Supóngase que los eventos de muerte y nacimiento ocurren después de
cierto tiempo que tiene una distribución exponencial con parámetro λ, y se
describen de la siguiente forma: con probabilidad r ∈ [0, 1] dos individuos
de la población se recombinan y producen un descendiente que sustituye un
individuo que es elegido para morir, con probabilidad 1 − r un individuo
produce una copia de si mismo y su descendiente substituye a un individuo
elegido para morir.
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Teorema 3.2.1 Sea X = {Xt, t ≥ 0} una cadena con estado n ∈ ∆N
4 , en-

tonces la tasa a la que un evento nacimiento-muerte ocurre es:

νn =
1∑

i,j=0

1∑
k,l=0

λnn+eij−ekl = λ,

donde la tasa de transición de n a n+ eij − ekl es:

λnn+eij−ekl = λ
nkl

N

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
.

Demostración. Debido a que el proceso X se distribuye exponencial
con parámetro λ, entonces tiene la siguiente probabilidad de transición in-
finesimal:

P
[
Xt+h = n+ eij − ekl|Xt = n

]
= λ

nkl

N

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
h+ Ø(h) ,

para (i, j) , (k, l) ∈ {0, 1} × {0, 1}, y es cero para otro caso.

Por lo tanto se tiene que la tasa de transición de n a n+ eij − ekl es

λnn+eij−ekl = λ
nkl

N

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
,

entonces la tasa a la que un evento nacimiento-muerte ocurre es

νn =
1∑

i,j=0

1∑
k,l=0

λnn+eij−ekl

=
1∑

i,j=0

1∑
k,l=0

λ
nkl

N

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]

= λ

 1∑
k,l=0

nkl

N

 1∑
i,j=0

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
= λ

1
N

 1∑
k,l=0

nkl

 1
N

1∑
i,j=0

nij − r

N

1∑
i,j=0

nij +
r

N2

 1∑
i,j=0

ni•n•j


= λ

1
N

 1∑
k,l=0

nkl

 1
N

1∑
i,j=0

nij − r

N

1∑
i,j=0

nij +
r

N2

(
1∑

i=0

ni•

) 1∑
j=0

n•j
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y como n ∈ ∆N
4 entonces

νn = λ

(
1
N
N

)(
1
N
N − r

N
N +

r

N2
N2

)
= λ.

Aproximación por difusión

Considérese el proceso estocástico

Y N = Y N
t =

X[t/hN ]

N
: t ≥ 0,

donde [x] es el entero más pequeño que x, hN es la longitud del subinter-
valo que se tiene que el intervalo [0, t] y además se tiene que X[t/hN ] =(
X00

[t/hN ], X
10
[t/hN ], X

01
[t/hN ], X

11
[t/hN ]

)
para t ≥ 0. Def́ınase ∆4 como:

∆4 =

{
y =

(
y1, y2, y3, y4

)
: yi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4

4∑
1

yi = 1

}
.

Teorema 3.2.2 Sea Y = {Yt, t ≥ 0} el proceso de difusión asociado al pro-
ceso X = {Xt, t ≥ 0}, entonces los parámetros infinitesimales del proceso de
difusión están dados por:

µ(i,j) (x) = −ρ
(
xij − xi•x•j

)
σ2(i,j)(k,l) (x) = 2xkl

(
δ(i,j)(k,l) − xij

)
,

donde

δ(i,j)(k,l)

{
1 si (i, j) = (k, l)
0 en otro caso

Demostración. Sea λ = N y tomando hN = 1/N y sea x ∈ ∆4, entonces
los parámetros infinitesimales estan dados por:

µ(i,j) (x) = lim
hN→0

1

hN
E
h
Y ij

t+hN − Y ij
t |Yt = x

i
(3.6)

σ2(i,j)(k,l) (x) = lim
hN→0

1

hN
E
h�

Y ij

t+hN − Y ij
t

��
Y kl

t+hN − Y kl
t

�
|Yt = x

i
(3.7)

para i, j, k, l ∈ {0, 1}.



i
i

“tesisbenito” — 2010/3/25 — 21:53 — page 51 — #59 i
i

i
i

i
i
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Entonces se tiene que:

µ(i,j) (x) = lim
hN→0

1
hN

E
[
Y ij

t+hN − Y ij
t |Yt = x

]
= lim

hN→0

1
hN

E

[
Y ij

t+hN − Y ij
t |Yt =

1
N

(
n00, n10, n01, n11

)]
1= lim

hN→0

1
hN

1
N
E[Xij

t/hN+1
−Xij

t/hN |NYt =
(
n00, n10, n01, n11

)
]

= lim
hN→0

1
hN

1
N
E[Xij

t/hN+1
−Xij

t/hN |Xt/hN =
(
n00, n10, n01, n11

)
]

2= lim
hN→0

1
hN

1
N
{λ
(

1− nij

N

)[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
−λn

ij

N

[
(1− r)

(
1− nij

N

)
+ r

(
1− ni•

N

n•j

N

)]
}

= lim
hN→0

1
hN

1
N
{λr

(
1− nij

N

)
ni•

N

n•j

N
− λrn

ij

N

(
1− ni•

N

n•j

N

)
}

3= ρ
(
1− xij

)
xi•x•j − ρxij

(
1− xi•x•j

)
= ρxi•x•j − ρxijxi•x•j − ρxij + ρxijxi•x•j

= −ρ
(
xij − xi•x•j

)
.

1. Por definición de proceso de difusión Y N = Y N
t =

X[t/hN ]
N .

2. Por definición de tasa de transición.

3. Se asume que nij/N −→ xij , ni•/N −→ xi•, n•j/N −→ x•j , (Nr) −→
ρ como N −→∞, λ = N y tomando hN = 1/N .

Ahora para encontrar σ2(i,j)(k,l) (x) se observan dos casos:

i) Sea (i, j),(k, l) ∈ {0, 1}2 donde (i, j) 6= (k, l). Y def́ınase Zij como:

Zij = Xij
t/hN+1

−Xij
t/hN i,j=0,1, con t≥ 0,

entonces,

E

[(
Y ij

t+hN − Y ij
t

) (
Y kl

t+hN − Y kl
t

)
|Yt =

1
N

(
n00, n10, n01, n11

)]
= E[

Zij

N

Zkl

N
|Xt/hN =

(
n00, n10, n01, n11

)
]
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Nótese que existen tres posibles valores para ZijZkl que son: −1 si
sucede que Zij = 1 y Zkl = −1 o si Zij = −1 y Zkl = 1; 0 si
alguno de los dos es cero y 1 si sucede que Zij = Zkl = −1 o si
Zij = Zkl = 1. La probabilidad del último caso es cero porque si se
produce un aumento en una de las coordenadas de

(
n00, n10, n01, n11

)
,

entonces se tiene una disminución en el otro.

Por lo tanto se tiene que:

E

[(
Y ij

t+hN − Y ij
t

) (
Y kl

t+hN − Y kl
t

)
|Yt =

1
N

(
n00, n10, n01, n11

)]
=

= − 1
N2

{
λ
nkl

N

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
+ λ

nij

N

[
(1− r) n

kl

N
+ r

nk•

N

n•l

N

]}
.

Sea λ = N , hN = 1/N y observando que nij −→ xij , ni•/N −→
xi•, n•j/N −→ x•j , (Nr) −→ ρ aśı como N −→ ∞ y denotando x =
(x00, x01, x10, x11), entonces se tiene que

σ2(i,j)(k,l) (x) = lim
hN→0

1
hN

E
[(
Y ij

t+hN − Y ij
t

) (
Y kl

t+hN − Y kl
t

)
|Yt = x

]
= lim

N→∞
NE

[(
Y ij

t+hN − Y ij
t

) (
Y kl

t+hN − Y kl
t

)
|Yt = x

]
= lim

N→∞
N

(
− 1
N2

)
{λn

kl

N

[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
+

λ
nij

N

[
(1− r) n

kl

N
+ r

nk•

N

n•l

N

]
}

= lim
N→∞

(
− 1
N

)
{Nxkl

[
(1− r)xij + rxi•x•j

]
+Nxij

[
(1− r)xkl + rxk•x•l

]
}

= − lim
N→∞

1
N
{2Nxijxkl − 2rNxijxkl + rN

(
xijxk•x•l + xklxi•x•j

)
}

= −2xijxkl + lim
N→∞

1
N

(
2ρxijxkl − ρ

(
xijxk•x•l + xklxi•x•j

))
= −2xijxkl.
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ii) Sea (i, j) = (k, l), por lo tanto se tiene:

E

[(
Y ij

t+hN − Y ij
t

)2

|NYt =
(
n00, n10, n01, n11

)]
=

= E[
(
Zij

N

)2

|Xt/hN =
(
n00, n10, n01, n11

)
]

Sea λ = N , hN = 1/N y observando que nij −→ xij , ni•/N −→
xi•, n•j/N −→ x•j , (Nr) −→ ρ aśı como N −→ ∞ y denotando x =
(x00, x01, x10, x11), entonces se tiene que

σ2(i,j)(k,l) (x) = lim
hN→0

1
hN

E

[(
Y ij

t+hN − Y ij
t

)2

|Yt = x

]
= lim

N→∞
N

1
N2
{λ
(

1− nij

N

)[
(1− r) n

ij

N
+ r

ni•

N

n•j

N

]
+λ

nij

N

[
(1− r)

(
1− nij

N

)
+ r

(
1− ni•

N

n•j

N

)]
}

= lim
N→∞

1
N
{2λn

ij

N

(
1− nij

N

)
+ rλ

(
1− nij

N

)
ni•

N

n•j

N

+rλ
(

1− ni•

N

n•j

N

)
}

= lim
N→∞

1
N
{2λxij

(
1− xij

)
+ rλ

(
1− xij

)
xi•x•j

+rλ
(
1− xi•x•j

)
}

= lim
N→∞

1
N
{2Nxij

(
1− xij

)
+ ρ

(
1− xij

)
xi•x•j

+ρ
(
1− xi•x•j

)
}

= 2xij
(
1− xij

)
+ lim

N→∞

1
N
{ρ
(
1− xij

)
xi•x•j

+ρ
(
1− xi•x•j

)
}

= 2xij
(
1− xij

)
Entonces,

µ(i,j) (x) = −ρ
(
xij − xi•x•j

)
σ2(i,j)(k,l) (x) = 2xkl

(
δ(i,j)(k,l) − xij

)
,
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con

δ(i,j)(k,l)

{
1 si (i, j) = (k, l)
0 en otro caso

Por lo cual se puede concluir que Y N converge en distribución a
Y , donde Y es un proceso de difusión con coeficientes µ(i,j) (x) y
σ2(i,j)(k,l) (x).
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Caṕıtulo 4

Dos-locus ancestrales

En un modelo de poblaciones de dos locus la recombinación puede presen-
tarse de dos formas: una recombinación que proviene de un sólo ancestro o
una recombinación que proviene de dos ancestros. En esta sección se toma el
caso en que una recombinación que proviene de un sólo ancestro. El número
de ancestros puede ser creciente o decreciente, el cual resulta ser un proceso
de nacimiento o muerte.

4.1 El modelo dos-locus

Un gen en un modelo de dos-locus se describe por un par ordenado (x, y) ∈
[0, 1] × [0, 1], cuya evolución estocástica sigue el modelo de Moran con re-
combinación, entonces

i) Con probabilidad 1− r un individuo elige un cromosoma de la ge-
neración previa y hereda los genes en el locus 1 y en el locus 2

ii) Con probabilidad r un individuo elige dos cromosomas de la ge-
neración previa y hereda un gen a al locus 1 y el otro al locus 2.

Considérese el caso en que N es grande y r es de orden N−1, para
equilibrar los efectos de la deriva1 y la recombinación. Def́ınase la tasa de
recombinación como

ρ = lim
N−→∞

2Nr. (4.1)

1Cambio aleatorio en la frecuencia de alelos de una generación a otra.
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En el modelo de un único locus def́ınase Tn como el tiempo más re-
ciente en el cual apareció un ancestro en común de una muestra de n genes,
entonces

Tn = Mn +Mn−1 + · · ·+M2,

donde Mk son variables aleatorias exponenciales con parámetro
(
k
2

)
. En-

tonces la densidad Tn es conocida (ver Tavaré S.; Ofer Zeitouni (2001)) y
está dada por:

fTn
(t) =

n∑
k=2

(−1)k exp
(
−k (k − 1)

t

2

)
(2k − 1) k (k − 1)n[k]

2n(k)
,

donde n[k] = (n− 1) · · · (n− k + 1) y n(k) = n (n+ 1) · · · (n+ k − 1). Y por
lo tanto se tiene que

E [Tn] =
n∑

r=2

E[Mr] =
n∑

r=2

2
r (r − 1)

= 2
(
1− n−1

)
.

Entonces se tiene

1 = E[T2] ≤ E[Tn] ≤ E[TN ] < 2,

donde TN es el tiempo al cual la población total tiene sólo un ancestro en
común. Notése que E[Tn] es muy cercano a 2 para una cierta n. Además se
tiene que

E[TN − Tn] = 2
(

1
n
− 1
N

)
<

2
n
,

es decir, la diferencia de medias es pequeña para una cierta n.

Teorema 4.1.1 Sea Wn el tiempo de paro hasta que haya un ancestro en
común de una muestra de n genes en un modelo dos-locus, entonces

E [Wn] = 2ρ−1

∫ 1

0

1− vn−1

1− v

(
eρ(1−v) − 1

)
dv. (4.2)

Demostración. Ver Griffiths, R.C. (1991).

Teorema 4.1.2 Sea Wn,j el tiempo en que el proceso ancestral de una
muestra de tamaño n permanece en el estado j, entonces Wn =

∑∞
j=2Wn,j

y

E [Wn,j ] = 2
min(j,n)∑

k=2

(k − 2)!ρj−k/j! j=2,3,. . . . (4.3)
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Demostración. Ver Griffiths, R.C. (1991).

Observación:

i) Si ρ = 0, entonces E [Wn,j ] = 2/ (j (j − 1)) y por lo tanto se tiene que
Wn,j tiene una distribución exponencial con parámetro

(
j
2

)
.

ii) Si j = 2 se tiene que E [Wn,2] = 1, es decir, no hay dependencia de ρ.

iii) Cuando ρ −→∞ se tiene que E [Wn,j ] ≈ 2ρj−2/ (j (j − 1)).

En general se puede obtener el número de ancestros de una muestra que
pueden existir en un cierto tiempo antes de un ancestro en común en el
modelo dos-locus ancetral.

4.2 Estructura del gráfico de la recombi-

nación ancestral

Sea G el gráfico de un modelo dos-locus, donde G está compuesto de dos
árboles coalecentes marginales T1 y T2 que corresponden a locus 1 y locus 2
respectivamente. Se considera que los árboles marginales tiene un ancestro
en común en la cima de G, aunque dicho ancestro puede ocurrir en un tiempo
corto. Denótese E(·) como el conjunto de borde de la gráfica, entonces se
hace una partición de los bordes de G en cuatro conjuntos disjuntos, se
obtienen

A = E (G) ∩ E (T1) ∩ E (T2)
c B = E (G) ∩ E (T1)c ∩ E (T2)

C = E (G) ∩ E (T1) ∩ E (T2) D = E (G) ∩ E (T1)c ∩ E (T2)c
.

Observación: Los ancestros representados por los bordes en A no con-
tienen material genético que tenga influencia sobre el locus 2, de igual ma-
nera sucede de B sobre el locus 1. Los bordes en C corresponden a los an-
cestros que contribuyen al material genético de ambos loci, y entonces D no
va a tener material genético que tenga influencia sobre el locus 1 o el locus
locus 2.
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Definiendo a E(Gt) los bordes de una sección representativa de G al
tiempo t que puede ser dividida en cuatro tipos. Denotando

nA (t) = |E(Gt) ∩ A|
nB (t) = |E(Gt) ∩ B|
nC (t) = |E(Gt) ∩ C|
nD (t) = |E(Gt) ∩ D|
n (t) = |Et|

donde | · | denota el número de elementos del conjunto. Se puede observar
que

nA (t) + nB (t) + nC (t) + nD (t) = n (t) ,

además se tiene que

nA (t) + nC (t) = |E (T1 (t)) | ≡ An (t)
nB (t) + nC (t) = |E (T2 (t)) | ≡ Bn (t)

donde An (·) y Bn (·) son los procesos ancestrales marginales para el loci
locus 1 y locus 2 respectivamente.

Definiendo el proceso de Markov

m (t) = (nA (t) , nB (t) , nC (t) , nD (t)) con t ≥ 0

donde los bordes de G pueden ser de la forma (1, 0),(0, 1),(1, 1) o (0, 0)
dependiendo si pertenecen a A,B, C o D respectivamente. Cuando la coales-
cencia ocurre para dos bordes del tipo (α, β) y (γ, δ) el ancestro que resulta
es del tipo (max (α, β),min (γ, δ)), y si la recombinación ocurre en un borde
del tipo (α, β) entonces los dos nuevos bordes son tipos (α, 0) y (0, β).

En Ethier y Griffiths (1990) se demuestra que el proceso m (t) es Marko-
viano, pues la evolución es consistente con el tipo de definiciones en la par-
tición de G. Además se tiene que las tasa de transición del proceso son:

(a, b, c, d) −→



(a+ 1, b+ 1, c− 1, d) cρ/2
(a− 1, b− 1, c+ 1, d) ab

(a− 1, b, c, d) ac+ a (a− 1) /2
(a, b− 1, c, d) bc+ b (b− 1) /2
(a, b, c− 1, d) c (c− 1) /2
(a, b, c, d+ 1) (a+ b+ d) ρ/2
(a, b, c, d− 1) d (a+ b+ c) + d (d− 1) /2
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con a+ b+ c+ d > 1.

Estas tasa de transición se deben a que: por ejemplo para la primer
transición (a, b, c, d) −→ (a+ 1, b+ 1, c− 1, d) sucede que si un evento re-
combinante ocurre en un borde del tipo (1, 1); éste es resultado de la pérdida
de un borde de (1, 1), y de la adición de un borde de (1, 0) y un borde de
(0, 1). La tasa de cambio es cρ/2. Ahora se ve que si se tiene la transición
(a, b, c, d) −→ (a− 1, b, c, d), se tiene que es resultado de la coalescencia de
un borde del tipo (0, 1) y de un borde del tipo (1, 1), o de la coalescencia
de dos bordes de tipo (1, 0). La tasa de cambio con la que ocurre el primer
evento es ac y la tasa de cambio con la que ocurre el segundo evento es
a (a− 1) /2. De igual manera se pueden verificar las otras transiciones. La
tasa de transición total es la suma de todas las tasas, si a + b + c + d = n
entonces está tasa es igual a dn dada por dn = cρ/2 + n (n− 1) /2.

El proceso marginal (nA (t) , nB (t) , nC (t)) con t ≥ 0, también es Marko-
viano, pues no depende de nD (t). Por tanto las tasas de transición del pro-
ceso son:

(a, b, c) −→



(a+ 1, b+ 1, c− 1) cρ/2
(a− 1, b− 1, c+ 1) ab

(a− 1, b, c) ac+ a (a− 1) /2
(a, b− 1, c) bc+ b (b− 1) /2
(a, b, c− 1) c (c− 1) /2

(4.4)

con a+ b+ c > 1.

Nótese que la recombinación ocurre sólo en los bordes de C. Aqui la tasa
de transición total de un estado (a, b, c) con n = a+ b+ c es igual que la del
caso anterior, es decir, dn = cρ/2 + n (n− 1) /2.

Sea WA,n y WB,n los tiempos de paro de una muestra de n genes que
tiene ancestros en común en el locus A y B respectivamente.

Teorema 4.2.1 Sea ζ (a, b, c; ρ) el tiempo de paro esperado hasta que nA (t)+
nC (t) = 1 y nB (t) + nC (t) = 1 empezando con nA (0) = a,nB (0) = b y
nC (0) = c, entonces

E[max (WA,n,WB,n)] = ζ (0, 0, n; ρ)

es el tiempo de paro esperado hasta que una muestra de n genes tiene an-
cestros en común en el locus A y B.

Demostración. Ver Griffiths, R.C. (1991).
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Conclusión

La motivación de la presente tesis se basó en la importancia de la modelación
estocástica en genética de poblaciones, que es uno de los temas de mayor
interés en el estudio de la evolución de poblaciones. Durante este proceso
se pueden presentar eventos de recombinación, que es un factor importante
en la evolución de algunos organismos, incluidos los humanos.

Mediante los análisis y desarrollos realizados en la presente tesis, fue posible
observar a través de la demográfia con la cual evolucionan el modelo de
Wright-Fisher y el modelo Moran que el modelo de Moran es un modelo
de nacimiento-muerte mientras que el modelo de Wright-Fisher es sólo de
nacimiento. En el caso en que la evolución de la población sigue el modelo
de Moran con mutación, resultó que la distribución estacionaria es única y
es igual a la su distribución ĺımite.

Por otra parte, el proceso de difusión que se obtuvo para el modelo de
Wright-Fisher es el mismo que se obtuvo para el modelo de Moran. Esto
se debió a que los parámetros infinitesimales del proceso de difusión para
ambos modelos son los mismos, por lo tanto se tiene que la distribución
estacionaria para la versión difusión del modelo de Moran es la misma que
para la versión difusión del modelo de Wright-Fisher.

En cuanto a los modelos genéticos univariado y multivariado con recombi-
nación, éstos se consideraron siguiendo una evolución de acuerdo al modelo
de Moran, y además se realizó una aproximación del proceso de difusión con
muerte.

Respecto al modelo dos locus, se consideró que dicho modelo sigue una
evolución estocástica de acuerdo al modelo de Moran con recombinación y
que en este modelo, se puede obtener a su vez, el número de ancestros de
una muestra en un cierto tiempo antes de un ancestro en común.
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Por último se pudo observar que debido a que la partición de la estructura de
los bordes del gráfico puede realizarse en conjuntos disjuntos, el proceso que
contiene a las particiones de la estructura tiene la propiedad Markoviana, y
por lo tanto se puede utilizar las propiedades de este proceso para estudiar
el comportamiento de los árboles genealógicos.
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Apéndice

Algunos resultados auxiliares
Los siguientes resultados fueron tomados de Norris, J.R. (1997).

Lema .1 Sean x, y ∈ <, M ∈ Z+ y denotemos a SM (x, y) como la siguiente
suma:

SN (x, y) =

 
N

0

!
v1v2 · · · vN +

 
N

1

!
u0v2 · · · vN + · · · +

 
N

N

!
u0u1 · · ·uN−1

donde

uj = x+ yj y vj = 1− x− yj,

entonces

SN (x, y) = (1− y) (1− 2y) · · · (1−Ny) (5)

Demostración. La demostración será por inducción sobre la N .

i) Probemos para N = 2, entonces por hipótesis se tiene que

S2 =
(

2
0

)
v1v2 +

(
2
1

)
u0v2 +

(
2
2

)
u0u1

= v1v2 + 2u0v2 + u0u1

= (1− x− y) (1− x− 2y) + 2x (1− x− 2y) + x (x+ y)
= 1− x− y − x− x2 + xy − 2y + 2xy + 2y2 + 2x− x2 − 3xy
= 2y2 − 3y + 1 = (1− y) (1− 2y) .
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ii) Supóngase que se cumple para n = N , por demostrar que se cumple
para n = N + 1,

SN+1 (x, y) = v1v2 · · · vN+1 +
(
N + 1

1

)
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

+
(
N + 1
k − 1

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 + · · ·+ u0u1 · · ·uN

= v1v2 · · · vN+1 +
[(
N

1

)
+
(
N

0

)]
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

+
[(
N

k

)
+
(

N

k − 1

)]
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 + · · ·+

+
[(
N

N

)
+
(

N

N − 1

)]
u0u1 · · ·uN−1vN + u0u1 · · ·uN

= v1v2 · · · vN+1 +
(
N

1

)
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

+
(
N

k

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 + · · ·+

(
N

N

)
u0u1 · · ·uN−1vN +

+
(
N

0

)
u0v2 · · · vN + · · ·+

(
N

k − 1

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 +

+
(

N

N − 1

)
u0u1 · · ·uN−1vN + u0u1 · · ·uN .

Ahora partiendo la ecuación anterior en dos sumas S1
N+1 (x, y) y S2

N+1 (x, y)
donde

S1
N+1 (x, y) = v1v2 · · · vN+1 +

(
N

1

)
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

+
(
N

k

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 + · · ·+

(
N

N

)
u0u1 · · ·uN−1vN .

S2
N+1 (x, y) =

(
N

0

)
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

(
N

k − 1

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 +

+
(

N

N − 1

)
u0u1 · · ·uN−1vN + u0u1 · · ·uN .

y analizando por separado ambas sumas se tiene:
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S1
N+1 (x, y) = v1v2 · · · vN+1 +

(
N

1

)
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

+
(
N

k

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 + · · ·+

(
N

N

)
u0u1 · · ·uN−1vN+1

= vN+1[v1 · · · vN +
(
N

1

)
u0v2 · · · vN + · · ·+

(
N

k

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN +

+ · · ·+
(
N

N

)
u0u1 · · ·uN−1]

= vN+1SN (x, y) . (6)

Nótese que si z = x+ y, entonces

SN (z, y) = w1w2 · · ·wN +
(
N

1

)
ν0w2 · · ·wN + · · ·+ ν0ν1 · · · νN−1,

donde

wj = 1− z − jy = 1− (x+ y)− jy
= 1− x− (j + 1) y
= vj+1.

νj = z + jy = x+ y + jy

= x+ (j + 1) y
= uj+1,

entonces

SN (z, y) =
(
N

0

)
v2 · · · vN+1 + · · ·+

(
N

k − 1

)
u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1(

N

N − 1

)
u0u1 · · ·uN−1vN + u1 · · ·uN
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y por lo tanto

S2
N+1 (x, y) =

(
N

0

)
u0v2 · · · vN+1 + · · ·+

(
N

k − 1

)
u0u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 +

+
(

N

N − 1

)
u0u1 · · ·uN−1vN + u0u1 · · ·uN

= u0[
(
N

0

)
v2 · · · vN+1 + · · ·+

(
N

k − 1

)
u1 · · ·uk−1vk · · · vN+1 +

+
(

N

N − 1

)
u1 · · ·uN−1vN + u1 · · ·uN ]

= u0SN (x+ y, y) . (7)

Entonces de (A.2) y (A.3) se tiene

SN+1 (x, y) = S1
N+1 (x, y) + S2

N+1 (x, y)
= vN+1SN (x, y) + u0SN (x+ y, y)
= vN+1 [(1− y) (1− 2y) · · · (1−Ny)] + u0 [(1− y) (1− 2y) · · · (1−Ny)]
= [(1− y) (1− 2y) · · · (1−Ny)] [vN+1 + u0]
= [(1− y) (1− 2y) · · · (1−Ny)] [(1− x− (N + 1) y) + x]
= [(1− y) (1− 2y) · · · (1−Ny)] [(1− (N + 1) y)] ,

es decir, se cumple para n = N + 1.

Lema .2 Sea x > 0, r ∈ N tal que 1 ≤ r ≤ x, entonces

Γ (x) =

[
r∏

k=1

(x− k)

]
Γ (x− r) . (8)

Demostración. La demostración se realiza por inducción sobre r, en-
tonces

i) Para r = 1 se cumple, pues para x > 0 se tiene que Γ(x) = xΓ(x− 1).

ii) Supóngase válida para r < x por demostrar que se cumple para r+1 <
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x,

Γ (x) =

[
r∏

k=1

(x− k)

]
Γ (x− r)

=

[
r∏

k=1

(x− k) (x− (r + 1))

]
Γ (x− (r + 1))

=

[
r+1∏
k=1

(x− k)

]
Γ (x− (r + 1)) .

Lema .3 Sea N ≥ 1 y γ1, γ2 ∈ < tal que 0 < γ1, γ2≤1, entonces

1. Para j = 1, 2, . . . , N se tiene

Γ
(

N(1−γ2)
1−γ1−γ2

)
=
[∏j

k=1

(
N(1−γ2)
1−γ1−γ2

− k
)]

Γ
(

N(1−γ2)
1−γ1−γ2

− j
)
,

2. También se cumple

Γ
(

N
1−γ1−γ2

)
=
[∏N

k=1

(
N

1−γ1−γ2
− k
)]

Γ
(

N(γ1+γ2)
1−γ1−γ2

)
,

3. Para j = 1, 2 . . . se cumple

Γ
(

Nγ2
1−γ1−γ2

+ j
)

=
[∏j

k=1

(
Nγ2

1−γ1−γ2
+ j − k

)]
Γ
(

Nγ2
1−γ1−γ2

)
.

Demostración. Las demostraciones de 1, 2 y 3 son inmediatas del Lema
A.2, ya que

1. Para j < N(1−γ2)
1−γ1−γ2

, con j = 1, . . . , N se tiene

Γ
(
N (1− γ2)
1− γ1 − γ2

)
=

[
j∏

k=1

(
N (1− γ2)
1− γ1 − γ2

− k
)]

Γ
(
N (1− γ2)
1− γ1 − γ2

− j
)

2. Ahora para N
1−γ1−γ2

tenemos

Γ
(

N

1− γ1 − γ2

)
=

[
N∏

k=1

(
N

1− γ1 − γ2
− k
)]

Γ
(

N

1− γ1 − γ2
−N

)

=

[
N∏

k=1

(
N

1− γ1 − γ2
− k
)]

Γ
(
N −N (1− γ1 − γ2)

1− γ1 − γ2
−N

)

=

[
N∏

k=1

(
N

1− γ1 − γ2
− k
)]

Γ
(
N (γ1 + γ2)
1− γ1 − γ2

)
.
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3. Y para
(

Nγ2
1−γ1−γ2

+ j
)

se tiene que

Γ
(

Nγ2

1− γ1 − γ2
+ j

)
=

[
j∏

k=1

(
Nγ2

1− γ1 − γ2
+ j − k

)]
Γ
(

Nγ2

1− γ1 − γ2

)
.
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ries Textos 2, Soc. Mat. Mex.


	Portada
	Contenido
	Introducción
	Capítulo 1. Procesos de Difusión
	Capítulo 2. Modelo de Wright-Fisher y Modelo de Moran
	Capítulo 3. Modelo Genético con Recombinación
	Capítulo 4. Dos-Locus Ancentrales
	Conclusión
	Apéndice
	Bibliografía

