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ABSTRACT

The Indirect Boundary Element Method (IBEM) is used to compute the seismic response of a
three-dimensional rockfill dam model. The IBEM is based on a single layer integral
representation of elastic fields in terms of the full-space Green function, or fundamental
solution of the equations of dynamic elasticity, and the associated force densities along the
boundaries. The method has been applied to simulate the ground motion in several
configurations of surface geology. Moreover, the IBEM has been used as benchmark to test
other procedures. We compute the seismic response of a three-dimensional rockfill dam
model placed within a canyon that constitutes an irregularity on the surface of an elastic half-
space. The rockfill is also assumed elastic with hysteretic damping to account for energy
dissipation. Various types of incident waves are considered to analyze the physical
characteristics of the response: symmetries, amplifications, impulse response and the like.
Computations are performed in the frequency domain and lead to time response using Fourier
analysis. In the present implementation a symmetrical model is used to test symmetries. The
boundaries of each region are discretized into boundary elements whose size depends on the
shortest wavelength, typically, six boundary segments per wavelength. Usually, the seismic
response of rockfill dams is simulated using either finite elements (FEM) or finite differences
(FDM). In most applications, commercial tools that combine features of these methods are
used to assess the seismic response of the system for a given motion at the base of model.
However, in order to consider realistic excitation of seismic waves with different incidence
angles and azimuth we explore the IBEM.



Resumen

El Método de Elemento a la Frontera Indirecto (IBEM) es usado para calcular la respuesta
sismica del modelo de una presa tridimensional simplificado. El IBEM se basa en una
representacién integral en términos de la funcién de Green para todo el espacio como una
solucion fundamental de las ecuaciones de la elasticidad dindmica y la densidad de las fuerzas
asociadas a lo largo de las fronteras del modelo. El método se ha aplicado para simular los
movimientos de la tierra en varias configuraciones de superficies geoldgicas con gran éxito.

Por otra parte, el IBEM se ha utilizado como punto de referencia para poner a prueba otros
métodos numéricos alternativos. En este trabajo calculamos la respuesta sismica de un
modelo tridimensional de la cortina de una presa colocada dentro de un cafidn que constituye
una irregularidad en la superficie de un semiespacio eldstico. La cortina también se supone
elastica con histéresis de amortiguacién, esto es para tomar en cuenta de la disipacion de
energia alrededor de la cortina. Varios tipos de ondas incidentes son considerados para
analizar las caracteristicas fisicas de la respuesta sismica.

Los calculos se realizan en el dominio de la frecuencia los cuales se pueden representar en el
dominio del tiempo aplicando el andlisis de Fourier para la excitacion sismica de la cortina. Se
utiliza un modelo simétrico para analizar las paridades de los movimientos de distintas ondas
incidentes y sus amplificaciones. Los fronteras de cada region son discretizadas en elementos,
cuyo tamafio depende de la longitud de onda mas corta, normalmente, seis segmentos de la
frontera por longitud de onda.

Por lo general, la respuesta sismica de cortinas de presas se simulan utilizando elementos
finitos (FEM) o diferencias finitas (FDM). En la mayoria de las aplicaciones comerciales se
utilizan métodos numéricos hibridos para obtener una mejor aproximacion de la solucion del
sistema. Sin embargo, a fin de considerar las condiciones mas realistas de la incidencia de las
ondas sismicas contra la cortina de la presa con distinto azimut exploramos el IBEM.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

Los terremotos constituyen una de las catastrofes naturales mds devastadoras que existen,
debemos entender que a pesar de todo el conocimiento que tenemos sobre ellos no podemos
predecir de manera exacta, dénde y cudndo ocurrirdn.

Recientemente los terremotos, en Haiti y Chile han puesto en evidencia la vulnerabilidad de
las construcciones y la fragilidad de la organizacion social. En general, no existe una cultura
sismoldgica de los movimientos que se puedan producir en el interior de la Tierra y que tengan
trascendencia por los dafios ocasionados sobre la superficie terrestre.

Afortunadamente cuando se conocen los tipos de desplazamientos que se pueden producir
durante un siniestro como este y las zonas en que hay amplificaciones, debido al tipo de suelo
y topografia en que se propagan las ondas sismicas, nos proporcionan criterios para minimizar
las pérdidas humanas y materiales para cualquier construccion.

Para estos fines las simulaciones numéricas en ingenieria sismoldgica tienen como objetivo
fundamental estimar las influencias de diferentes factores que controlan los movimientos del
terreno y sus efectos en las construcciones. Estos factores pueden ser las irregularidades de
estructuras geoldgicas, la ubicaciéon de la fuente sismica, etc.

Mediante las observaciones sismolégicas y geofisicas de |la Tierra se pueden construir modelos
matemdticos que consideren las propiedades mecdnicas de los materiales de una
construccién. Por medio de estos modelos se calcula de manera aproximada la respuesta
sismica de una topografia con geometria particular (ver [38]).

Se pueden desarrollar técnicas numéricas que nos permitan establecer los alcances y
limitaciones de dichos modelos. Algunas técnicas de calculo numérico son el Método de
Diferencias Finitas (FDM), Método de Elemento Finito (FEM), Método de elemento a la
Frontera (BEM), Método de Multipolos (FFM), Método de Elemento a la Frontera Indirecto
(IBEM), entre otros.



Introduccion

En modelos avanzados de problemas de ingenieria para el disefio de cortinas de presas (ver
[28] vy [29]), que utilizan el Método de Elemento a la Frontera (BEM) consideran un dominio
tridimensional discretizado por elementos triangulares.

Los efectos provocados por un volumen de agua en su frontera (que se asume como un fluido
incompresible), el sedimento que forma cortina (considerado como un material poroelastico)
y las rocas alrededor de la cortina (materiales viscolelasticos), tienen una interaccién dinamica
muy bien calculada.

Asumiendo que las rocas que forman la cortina estan sometidas a compresiones externas, en
las cuales no hay fractura de los materiales que las forman pero si transmisidn de energia
mecanica, se puede considerar el medio material como elastico. Por tanto, los estudios
realizados para el disefio de cortinas de presas pueden ser extendidos al disefio de presas de
enrocamiento como inclusiones eldsticas en un semiespacio con irregularidades en la
superficie.

Aprovechando la experiencia que se tiene de la respuesta sismica para diferentes superficies
geoldgicas (ver por ejemplo [35],[36],[37] y [38]), se puede explorar el movimiento de una
cortina provocado por una fuente profunda.

Muchas de las incertidumbres que se tienen para este tipo de modelos son ocasionadas por la
geometria y las propiedades mecdanicas impuestas en el modelo, por ejemplo las inclusiones
elasticas blandas inducen resonancias mecanicas en el suelo en que se encuentran.

Algunos programas comerciales utilizan el Método de Elemento Finito (FEM) é el Método de
Elemento a la Frontera (BEM) para estudiar la respuesta sismica de modelos de presas
idealizados totalmente simétricos. Sin embargo, para estos métodos es dificil imponer las
condiciones fisicas reales de la propagacién de las ondas con distintos angulos de incidencia y
azimut.

Por estas razones se utiliza el Método de Elemento a la Frontera Indirecto (IBEM), para el
calculo numérico de la respuesta sismica para un modelo de presa simplificado. En el IBEM
expresamos la difraccién del campo de desplazamiento producida por la inclusién elastica y el
semiespacio, por medio de representaciones integrales de la funcion de Green elastodindmica
en términos de densidades de fuerza desconocidos.

La excitacion sismica estd dada por ondas incidentes P, SV, SH y Rayleigh con distintos
angulos de incidencia. Se introduce el factor de amortiguamiento (1 +i{/Q) donde Q es un
factor de calidad considerado constante. Este factor nos permite aproximar las propiedades de
un material inelastico. Dentro del programa IBEM 3D se calculan los desplazamientos de un
arreglo lineal de receptores a lo largo de la cortina de la presa. Estos arreglos lineales se
extienden a zonas que cubren a la cortina de la presa y parte del semiespacio.

Se obtienen los sismogramas sintéticos, los diagramas frecuencia distancia (f-x), los espectros y
la funcién de transferencia para un arreglo lineal de receptores equidistantes distribuidos a lo
largo de la cortina de la presa. Se realiza la comparacién cuantitativa y cualitativa de los
desplazamientos obtenidos con el IBEM, BEM y FMM para el mismo modelo de presa
simplificado con ondas incidentes P con un angulo de incidencia y = 0, para una frecuencia de
excitacién de 13.3 Hz.



CAPITULO Il

PRELIMINARES MATEMATICOS

Introduccion

En este capitulo se presentan algunas herramientas matematicas necesarias para entender
algunos modelos matematicos de la teoria de la elasticidad. En particular damos una clasificacién
de los tensores que son fundamentales para el desarrollo de modelos matematicos vy
computacionales aplicados en la sismologia.

2.1 Tensores

Considere V' un espacio vectorial'. Una funcién T:V XV X ...x V = R se denomina tensor de
orden k & k-tensor y se denota como T, si para cada una de sus componentes vectoriales
1 <i <k, eslineal, es decir

Ty, ...,av; + V', ., ) = aT(vq, ., Uy, oo, Vi) + T(0q, o, Vi, o, 1), 2.1
donde v;,v'; €Vya€R.
En la teoria de la elasticidad se representan algunas cantidades fisicas como elementos escalares
de un espacio vectorial, por ejemplo, la densidad p es un tensor de orden cero, el vector de

desplazamiento u; es un tensor de orden 1y la matriz de esfuerzo g;; es un tensor de orden 2, ver
tabla 2.1.En el capitulo siguiente hablaremos de cada uno de estos tensores.

Cantidad Tensor Orden
Fisica
Densidad p 0
Tracciones t; 1
Esfuerzos gyj 2

Tabla 2.1. Ejemplos de tensores

1 e .
V esta contenido en la recta real R.



Preliminares Matemiticos

En los ejemplos anteriores, el orden del tensor se denomina con la cantidad de subindices que
aparecen en cada elemento. Cuando se aplica una transformacion lineal a un tensor y su imagen
conserva la estructura algebraica de sus operaciones se le llama tensor cartesiano.

El Unico tensor cartesiano de orden 2 que se mapea bajo la transformacidn identidad se le conoce
como delta de Kronecker, que esta definido por

(1, si i=]j
5”"{0, si i#Fj (22)

El tensor delta de Kronecker es diagonal para todas las entradas de cualquier tensor de orden 2. Es
decir, en forma matricial se representa como la matriz identidad 1.

Transformacion de tensores Cartesianos

En algebra cuando se multiplica un vector x por la matriz de transformacidn A se obtiene un nuevo
vector w el cual es la imagen del vector x. En el caso de los tensores se conservan estas reglas de
transformacion de la manera siguiente

w; = Aikxk . (23)

Note que el indice del vector transformacion x; es el segundo indice de la matriz de
transformacion A;, esta operacion entre tensores se le llama contraccion de indices. Se puede
realizar la transformacién de tensores de cualquier orden mediante transformaciones matriciales,
utilizando la contraccién de indices como se indica en la tabla 2.2.

Orden del tensor Regla de transformacion
1 w; = Cyp Xp
2 wij = Cipliq Xpq
3 Wijk = CipCiqCrr Xpqr
4 Wijki = CipCiqCirCis Xpgrs

Tabla 2.2. Regla de transformacidn de tensores

En la tabla 2.2 los indices que pertenecen al vector de transformacion x se les denominan indices
mudos ya que al realizarse la contraccién de los indices s6lo quedan los que pertenecen al vector
transformado w llamados indices libres.



Preliminares Matemdticos

Para conocer la cantidad de elementos que posee un tensor basta realizar la operacién 3", donde
n es la cantidad de indices®. Asi un tensor de orden 1 tendra 3 componentes, un tensor de orden 2
tendrd 9 componentes y asi sucesivamente.

Al igual que las propiedades algebraicas de los tensores, habra propiedades geométricas dadas por
el espacio al que pertenecen. Una propiedad geométrica del espacio euclidiano es la isotropia.
Esto quiere decir que sélo se necesitan las variables independientes con las cuales se define a
cualquier elemento del espacio. Para los tensores sélo se necesitan los elementos que estan
encima y sobre la diagonal, esto es conocido como la propiedad de simetria y se representa con la
permutacion de cualesquiera dos indices de un tensor:

akij = akﬁ . (24)

Es decir todos los tensores cartesianos son simétricos. En el caso de un tensor cartesiano de orden
2 esta propiedad se representa como: a;; = a;; .

El tensor Levi Civita

El tensor levi Civita no cumple con las propiedades de isotropia del espacio. De manera estricta no
es un tensor, esta es la razon de que algunos autores lo llamen seudotensor Levi Civita y esta
definido como:
—1 permutacion ciclica
gjr =1 0 indicesrepetidos (2.5)
1 permutacion anticiclica

Al realizar todas las permutaciones de indices, encontramos que las Unicas combinaciones de
indices que no se hacen cero son:
Eijie = Ejki = Ekij = 1,

Ekji = ik = Eikj = — 1.

Cuando se realizan demostraciones con identidades vectoriales es comun encontrar el producto
de dos Levi Civita como &Y*¢,,,,, estos valores pueden ser representados como el determinante
de varias deltas de Kronecker

st 8L 6L
ek ey, = det (8] 8l 81| (2.6)
5K 8k sk

2 , . . . . . .
Los indices latinos tienen los valores dados por i = {1,2,3} a menos que se indiquen otros valores.



Preliminares Matemiticos

2.2 Transformadas Integrales

Una transformada integral de una funcién f(t) en forma general se expresa como la relacion

b
g(s) = f FOK(s, Ddt |

g(s) es conocida como la transformada integral de f(t) con respecto al kernel K(s,t), que es una
funcién de ambas variables s y t. La transformada integral es lineal cuando satisface la condicién

b b
[ tenwike o= e [ roykeoa,

donde c; son constantes. Existen varias transformadas integrales que dependen del kernel y los
limites de integracion, como son

@ g(s) = fooof(t)e_“dt , Transformada de Laplace
@i0) g(s) = fooo f() t],(st)dt , Transformada de Hankel
(iii) g(s) = fooof(t)ts'ldt , Transformada de Mellin

(iv) g(s) = \/%f_oowf(t)e"“dt , Transformada de Fourier.

Estas transformadas son de amplia importancia en el desarrollo de la ciencia y tecnologia. En el
presente capitulo, discutiremos mds sobre la transformada de Fourier.

2.3 Transformada de Fourier

En sismologia la transformada de Fourier se utiliza para analizar sefiales en el dominio de la
frecuencia w expresandolas en el dominio del tiempo ¢, o viceversa segun sea el interés sobre la
sefial de excitacion.

Cuando se realiza la transformada y la transformada inversa de Fourier® en n dimensiones, se
mapea el espacio x al espacio k y el espacio k al espacio x respectivamente, por medio de las
integrales:

® El lector puede encontrar varios ejemplos de la transformada de Fourier en [46].

6



Preliminares Matemdticos

14
2m)n

Fk) = f f(x)exdny (2.8.a)

_1 ” —ikx gn (2'8'b)
Fo0 =~ f_m.’F(k)e dnk

El factor y es una constante de normalizacidn, y se puede elegir arbitrariamente tal que el
producto de las constantes de las integrales ecs.(2.8.a) y (2.8.b), sea 1/2m para una dimension y
1/8m2 en el espacio tridimensional. Para poder realizar la transformada de Fourier denotada en la
literatura como F[f(x)] = F(k) ec.(2.8.a), la funcién f(x) debe ser absolutamente integrable y
periédica®.

Derivada de la transformada de Fourier

Una propiedad importante de la transformada de Fourier ec.(2.8.a) es que la derivada n-ésima de
la funcion f(x), tiene como transformada de Fourier (ik)™ veces la transformada de x, esto es

F [dnf DO _ orF ).

dxm (2.9)

La ec.(2.9) permite en muchas ocasiones realizar la transformada de Fourier de la ecuacién de
onda (ver capitulo 6) convirtiéndola en una ecuacidn diferencial ordinaria de segundo orden que
es computable entre un dominio espacial y un dominio para el nimero de onda. Este es el llamado
método seudoespectral.

Convolucion

El problema matematico de invertir una transformada que es producto de transformadas de
funciones conocidas se conoce como convolucion. Supongamos que F(k) y G(k) son las
transformadas de Fourier de f(x)y g(x), respectivamente. Determinemos la funcién h(x) cuya
transformada de Fourier H(k) vy es igual al producto de las dos transformadas anteriores, es decir
H(k) = F(k)G(k).

* Absolutamente integrable f_iolf(x)ldx < oo yperiddica f(x + C) = f(x).



Preliminares Matemiticos

Aplicando la transformada inversa ec.(2.8.b) con n=1 de H(k) e intercambiando el orden de
integracion tenemos que,

hG) = o fz FO) [ | zg(@eikfdx] -
h(x) = %f:g(@ U_O:OF(k)e‘”‘(""?)dk ] d¥

1 [oe)
h@) == | g@fe - ax

la integral anterior se denomina convolucidn de g(x) y f(x), que suele denotarse también como
g * f. La transformada de Fourier inversa del producto de dos transformadas de Fourier es 1/2m
veces la convolucion de las dos funciones. Si hacemos x — X = k, implica que dx = —dk de las
propiedades de las integrales®, obtenemos la forma alternativa

1 [oe)
A = o f _900f G~ 1 dk, (2.10)

gue denotamos por f * g. Asi llegamos a una propiedad de la convoluciéon g * f = g * f.

2.4 La delta de Dirac

Sea un {¢,} un conjunto completo de funciones ortonormales en el intervalo (a,b); desarrollamos
la funcidn arbitraria de cuadrado integrable f(x), con a < x < b, en términos de las @;,:

fx) = Zanq)n(x), (2.11)

n
donde,

b
an =f f)en(x) dx . (2.12)

Introducimos (2.12) en (2.11) e intercambiamos la suma y la integral, para obtener

100=Y 0 [ 1w = [ 1 av Y puni ).

[T fdx=—[" fdx

8



Preliminares Matemdticos

Si definimos §(x, x") = X, @ (x) @;; (x") , obtenemos finalmente que

FG) = [) F(N8(x,x") dx' . (2.13)

Este resultado es vélido para cualquiera que sea f(x), lo que implica que la funcién delta &§(x, x")
aqui definida debe poseer propiedades peculiares; podemos entender su estructura basica de la
siguiente forma. Sea A(x — x) una funcién con valor® A,(x) si |[x —x’| < &y con valor cero si
|x — x| > &, donde € es un nimero positivo arbitrariamente pequefio. Para una f(x) arbitraria
podemos escribir, con x, x’ en (a,b),

x+e

b x+e
f0) = [ a@-xrahar = | pan,ax = [ a6 v +06,

X—€ X—€

para escribir la Ultima igualdad se hizo un desarrollo de Taylor de f(x") alrededor de x. Si exigimos
ahora que el area bajo la funcién A sea la unidad,

on(x’) dx' =1,
obtenemos la propiedad,
b
lin&f Alx — x)f(x") dx' = f(x). (2.14)
€ a

Al comparar con (2.13) vemos que podemos hacer

0(x,x)=6(x—x") = lirr& Alx—x").
€E—

Si f(x) =1en(2.13) paraa < x < b vemos que
b
f Slx—x)dx' =1.
a

La ec.(2.14) no es una funcidn, estrictamente representa una familia de distribuciones de
funciones gaussianas dependientes del pardmetro € . Por otra parte si aplicamos la ec.(2.8.a)
sobre la delta de Dirac n dimensional tenemos que,

1 ,
FISG — %0)] = 55 f 50x — xg)et** dnx

6 . . . . . . . .z
En la teoria de las distribuciones se le llama delta de Dirac a la funcional A, que asocia a cada funcion g de

V el valor g(¥), es decir A,(g) = g(¥).
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etkxo 1 .
80 —x0) = | ek = o f gtk (x=x0) (2.15)

La ec.(2.15) es la transformada de Fourier de la delta de Dirac n dimensional.

2.4 Descomposicidon de Helmholtz para un vector

Sea el vector p(x) diferenciable en intervalos en una region abierta finita V del espacio. Con cada
punto del espacio asociado a un vector

1 p@®
dm) Tx—gl

W(x) = (2.16)

donde dVy = d§;d¢,dé; y [|x — & es la distancia Euclidina tridimensional. Conociendo que W (x)

satisface la ecuacion vectorial
VAW = p(x) (2.17)

para puntos interiores donde p es continuo y
VW =0,
para puntos fuera de la regién V. Utilizando la ec.(2.17) y la identidad vectorial

VW =VV-W — VAVAW,
podemos reescribir p como

p = V[V- W]+ VA[-VAW] ,
p=VP+VAQ.

Note que P=V-W'y Q = —VAW. Puede ser mostrado que Py Q estan definidos en cualquier
punto interior donde son continuos y diferenciables.

10



CAPITULO llI

TEORIA DE LA ELASTICIDAD

Introduccion

En este capitulo se deducen las ecuaciones fundamentales de la teoria de la elasticidad, como
el tensor de deformaciones, el tensor de esfuerzos y la ley de Hooke. Expondremos también
de manera rdpida las ecuaciones de la elastodindmica de un cuerpo isétropo y homogéneo en
el espacio, con el enfoque clasico que se da en algunos textos, ver [25] y [33].

3.1 El tensor de Deformacion

La teoria de la elasticidad estudia la mecanica de los cuerpos sdlidos!, que se consideran
medios continuos. Cuando se aplican fuerzas sobre los sdélidos estos se deforman, cambiando
su forma o volumen. Consideremos la posicién de cualquier punto de un cuerpo sélido
mediante su radio vector r antes de la deformacion (en un sistema de coordenadas x;), vy
después de la deformacion el vector ¥ (con componentes x;’), en general cuando se produce
una deformacién, esta queda determinada por el vector r’-r, que definimos como u.

U =Xx;— Xj.

En la literatura este vector se le llama vector de desplazamiento. Las coordenadas x’; del punto
desplazado son funciones de las coordenadas x; del mismo punto antes de desplazarse. De
manera que u; es funcion de las coordenadas x; .

Cuando un cuerpo se deforma, las distancias entre sus puntos varian. Para cualquier distancia
de un radio vector que une a una pareja de puntos dx; que pertenecen a un cuerpo antes de
someterlos a una deformacién, queda determinada por el elemento de longitud dl? = dxiz, y
después de la deformacién el mismo radio vector es dx’; = dx; + du; , tal que la distancia
después de la deformacién sera dl'? = (dx; + du;)?.

Desarrollando la distancia después de la deformacion y sustituyendo du; por su derivada total

du; = gzi dx), en el sistema de coordenadas x;, , tenemos:
k
12 2 aui aui aui
dl'“ =dl“+ 2 dxidxk + dxkdxl .
axk axk axl

1 . . . , . . 3t . 1 ,
En muchas aplicaciones en sismologia la Tierra se considera un cuerpo sélido isétropo y homogéneo.
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Teoria de la Elasticidad

Intercambiando los subindicesi,kyl, i en el segundo y tercer término del lado derecho
respectivamente, llegamos a la expresidn

dllz = dlZ + ZEikdxl‘dxk B

donde el tensor €;;, se define como

_ 1 (aul auk 6ul 6ul)
Cik = 2 axk 8xl- axk axi '

El tensor €;;, se le conoce como tensor de deformacion, y este sirve para calcular la variacion
infinitesimal de deformacién de un sélido. A partir de la definicién observamos que este tensor
de segundo orden posee la propiedad de simetria €;, = €y; .

Casi siempre en la practica las deformaciones son pequefias. Esto significa que la variacién de
una longitud, comparada con la longitud misma, es pequefia. Por tanto podemos despreciar
los términos de orden superior del tensor de deformaciones, tal que el tensor para
deformaciones pequenas que utilizaremos sera

1 (aui + auk)

€ik = E 0xk 0xi

(3.1)

3.2 El tensor de Tracciones

Con el fin de cuantificar la naturaleza de la distribucidn de las fuerzas internas dentro de un
sélido isétropo y homogéneo, considere un cuerpo sélido elastico sujeto a fuerzas externas P
arbitrarias (concentradas y distribuidas) como se muestra en la Fig(3.1).

Py

P

Fig 3.1. Seccidn transversal bajo fuerzas externas.
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Tomando en cuenta las fuerzas internas del sélido, realizamos un corte transversal del cuerpo.
En esta seccidon transversal tomamos un area pequeia AA cuyo vector unitario normal esn. La
fuerza resultante de la superficie que actia en AA se define como AF. El vector de traccion se

define como:

. __AF
meen) = Jmoaa

Note que el vector de traccion depende tanto de la ubicacidn espacial como del vector unitario
normal a la superficie de interés. Asi, aunque podemos estar sobre el mismo punto, el vector
de traccidn variara en funcidn de la orientacidn de la normal a la superficie. Debido a que la
traccion se define como la fuerza por unidad de superficie, la fuerza total F; sobre la superficie

del cuerpo S se determina por:
F, = _U T™(x) dS.
S

Por la tercera ley de Newton tenemos que T"(x,n) = —T"(x, —n).Consideremos ahora el
caso especial en el que AA coincide con cada uno de los tres planos coordenados y sus
vectores unitarios normales apuntando hacia la direccion positiva, como se muestra en la
Fig(3.2).

Fig 3.2. Componentes del tensor de esfuerzos.

Para este caso, el vector de traccién en cada cara puede ser escrito de la manera siguiente

Te1(x,e1) = 0,81 + 00 + 003,
T2 (x,e;) = oyce1 +0yye, + 063, (3.2)
T¢(x,e3) = 0,01 + 0,7 + 0463,

donde eq, e5,e3 son los vectores de la base canonica cartesiana, y los nueve cantidades
{axx, Oyy, 022, Oxy, Oyx, Oxz) Ozx, Ozy, ayz} son las componentes del vector de tracciéon en cada
direccion, como se ilustra en la Fig(3.2).Donde ayy, gy, 0, Son conocidas como los esfuerzos
normales y dy.y, Oyx, Oxz, Ozx, Oy, Oyz SON denominados esfuerzos cortantes. Las componentes
de los esfuerzos pueden ser escritas en forma matricial como:

Oxx Oxy Oxz
Oix = |99x Oyy Oyz
Ozx Ozy Ozz
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Teoria de la Elasticidad

Consideremos ahora el vector de traccidon en un plano inclinado con orientacidn arbitraria,
como se muestra en la Fig(3.3). La normal unitaria a la superficie puede ser expresada por:

n, = nyeqs +nye; +nzez,

Fig 3.3. Traccidn en un plano oblicuo.

donde ny,n,,n, son los cosenos directores del vector unitario n relativo al sistema
coordenado cartesiano. Asumiendo que existe equilibrio entre las fuerzas de las tracciones del
plano oblicuo y los planos coordenados tenemos que:

T™ = (04t + Oy + ,m, )ey +
(cryxnx + oyyny, + ayznz)ez +

(azxnx + OzyNy, + azznz)e3

utilizando notacién indice, escribimos de manera compacta

Ly = oy (3.3)

el tensor t; es llamado tensor de Cauchy, y relaciona los esfuerzos ejercidos en una superficie
asociada a su vector normal.

3.3 Laley de Hooke

En términos generales, la relacidn lineal entre las componentes del tensor de esfuerzos y las
componentes del tensor de las deformaciones es

ouy,
0ij = Cijri€ra = Cijklg (3.4).
l
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La ecuacidn (3.4) es conocida como la Ley de Hooke. Donde 21 de las 81 componentes del
tensor Cjjy; por la propiedad de simetria son independientes. Si el medio es homogéneo los
coeficientes C;j;; son constantes. Si el medio es isétropo, las constantes elasticas deben ser las
mismas en cualquier sistema de coordenadas cartesianas, en que las componentes de g;; y €;;
son evaluados. Es decir realizando el cambio de coordenadas del sistema x;’ al sistema x; , el
coeficiente C; i, sigue la regla de transformacion

Cmnpq = ,Bmiﬁnjﬁpkﬁqlcijkl ’
gue lo exhibe como un tensor isétropo. Se puede demostrar que es de la forma

Cijir = 28401 + p(8ucSj + 6udjic) -

Donde A y pson dos constantes fisicas que dependen de la naturaleza del medio material,
72 ] 7 .
llamadas constantes de Lamé”. Escribimos entonces la ley de Hooke en la forma mds conocida

0j = A€y + 2U€E;;. (3.5)

Haciendo i = j en los subindices de la ecuacion (3.4), tenemos que g; = (34 + 2p)¢€;;,
despejando €;; e introduciendo nuevamente en la ley de Hooke (3.5), obtenemos las
deformaciones en términos de los esfuerzos, como sigue

EL"——LO'RR +i0'i'. (36)
/ 2u(BA+ 2u) 2u Y

Es claro que €;; puede ser determinado de manera unica por g;; sélosiu # 0 y 34+ 2u # 0.Y
para no tener deformaciones cero para esfuerzos finitos deberiamos tener ademas que
|l < ooy |32+ 2u| < oo,

3.4 Ecuaciones de la Elastodinamica

Para obtener las ecuaciones de movimiento de un medio eldstico, igualamos la suma de las
fuerzas internas f; (también llamadas fuerzas de cuerpo), al producto de la aceleracién y la
densidad p del medio donde acttian dichas fuerzas. Entonces la ecuacién dindmica general de
la elasticidad es

(3.7)

? Las constantes eldsticas A y U pueden ser expresadas en funcion del Médulo de Young E, Mddulo de
compresibilidad B o el coeficiente de Poisson, ver [2] p54 6 [12] pp46-47.
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Sustituyendo la ecuacidén (3.1) en (3.5) obtenemos los esfuerzos en términos del campo de
desplazamiento como

duy, ou; Oy
0'U=/1—5U+,u —_— 4 —
ax,, ox;  0x;

Remplazando la ecuacidn anterior en (3.7), obtenemos la ecuacion dindmica de movimiento
para un sélido homogéneo e isétropo

62uk azui _ dzui
T ax TPiT P (3.8)

A+

axiaxk 8x]

La ecuacidn (3.8) fue propuesta en 1821 por el fisico francés Louis M. H. Navier (1785-1836) y
se conoce como la ecuacion de Navier. Notemos que la dindmica del medio elastico queda
totalmente determinada si se conoce explicitamente el campo de desplazamiento u;.

El problema de la elasticidad consiste en encontrar el campo de desplazamiento que cumpla
con las condiciones de frontera establecidas, singularidades (si las hay) y las condiciones
iniciales.

Existen soluciones analiticas para la ec.(3.8) ,tal como las soluciones de Stokes, donde se aplica
una fuerza puntual en el origen para un medio elastico isétropo, homogéneo y de extension
infinita, el lector puede encontrar estas soluciones en el dominio del tiempo y frecuencia de en
el apéndice C.

3.5 Ondas Elasticas

Escribimos la ecuacién de Navier ec.(3.8) excluyendo las fuerzas de cuerpo como:

2 2 2
auk aui dui

p =
A+ Grom TH axox, ~ P a2

6 en su forma vectorial

2

A+ wV(V-u) +uViu = (3.9)

Pracz

Es posible demostrar mediante el teorema de Helmholtz que para un campo vectorial
cualquiera se cumpla la identidad

Vu=V(V-u)—VAVAW.
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Sustituyendo esta identidad en la ec.(3.9) obtenemos que

d?u
A+ wVV-w)+u[VV-u) = VAV AW] = p_dt2
d?u
A+4+2WV(V - u) —u[VA(V AW] :pW (3.10)

Suponemos que el desplazamiento se efectta sin cambio de volumen, es decir con un flujo de
materia nulo V- u = 0. En este caso podemos reescribir la ec.(3.9)como:

5 1d%u
donde
o 1/2
B = (,0) ) (3.12)

Luego suponiendo que el movimiento del medio elastico es continuo e irrotacional, es
decirVAu =0, la ec.(3.10) se escribe como:

5 1d?%u
Véu = EW , (313)
donde
A+ 2u 1/2
=( p ) . (3.14)

Las ecs.(3.11) y (3.14) son las soluciones para la ecuacion de Navier (3.8),llamadas
ecuacion de onda S y P, con velocidades dadas por las ecs.(3.12) y (3.14),
respectivamente. En el siguiente capitulo se discuten propiedades fisicas de este tipo
de ondas y se realiza un andlisis mas profundo la ecuacién de onda en el capitulo siete.
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CAPITULO IV

PROPAGACION DE ONDAS SiSMICAS EN UN MEDIO ELASTICO

Introduccion

En este capitulo se realiza una breve descripcion de la propagacion de ondas sismicas (S, Py
Rayleigh) en un medio sélido elastico.

Exponemos de manera compacta algunas de las ecuaciones que se utilizan en el programa
IBEM 3D, para el calculo de los desplazamientos y esfuerzos de un semiespacio eldstico, ante la
incidencia de ondas sismicas.

4.1 Ondas Sismicas

Una onda sismica, es una perturbacidon mecdanica que produce una deformacién sobre el medio
en el cual se propaga con una velocidad ¢, que depende de sus propiedades eldsticas y de su
densidad.

En un medio eldstico, homogéneo, isétropo y de extension infinita, sélo se pueden transmitir
dos tipos de ondas; las ondas Py S. Sin embargo, durante un evento sismico se producen ondas
superficiales en presencia de una superficie libre, por ejemplo; ondas de Rayleigh y ondas de
Love.

Ondas P

Este tipo de ondas son las mas rapidas, es decir son las primeras en llegar a una estacion de
monitoreo sismico. Su movimiento se caracteriza por el desplazamiento de las particulas del
medio en la direccién de propagacion de la onda, produciendo dilataciones y compresiones,
pero sin cambio de forma de las particulas; por lo que se denominan ondas longitudinales. Las
ondas P son capaces de viajar en sdlidos, liquidos y ser transmitidas en el aire como ondas
sonoras. La velocidad de las ondas P se define como «, dada por:

A+2u 1/2
az( P ) , (3.14)

donde A4 y u son las constantes de Lamé y p es la densidad del medio en que se propaga la
onda P.
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Incidencia de ondas sismicas en un medio eldstico

Onda P

N
B T I LA

A
LTI IT 7

Fig 4.1. Desplazamiento longitudinal (Onda P) y transversal (Onda S).
Ondas S

Son aquellas en que las particulas del medio se desplazan de manera perpendicular a la
direccion de propagacidn de la onda. Son las segundas en ser detectadas por una estacién de
monitoreo sismico y también son llamadas ondas transversales o de cortante. No pueden
viajar a través de liquidos debido a que el esfuerzo cortante en estos es nulo. Su velocidad de
propagacion estd definida como S donde,

g = (%)1/2. (3.12)

La velocidad de las ondas P y las ondas S estan relacionadas por el médulo de Poisson v
definido como:

- /2
o= ) 1

Las ondas P aunque viajan a mayor velocidad, tienen frecuencias mas altas y amplitudes
menores que las S, por ello a estas Ultimas se les asocia el dafio provocado durante temblores,
en los que para una gran cantidad de rocas el mddulo de Poisson tiene un valor de v = 0.25, y
de acuerdoalaec.(4.1) f = a//3.

En el andlisis sismico es conveniente polarizar las ondas S como; ondas SH y SV. Las ondas SH y
SV son la proyeccidn horizontal y vertical de la onda incidente S respectivamente, como se
muestra en la Fig (4.2).

Direccion de propagacion

[
»

Fig 4.2. Frente de onda S polarizado en sus componentes SHy SV.
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Incidencia de ondas sismicas en un medio eldstico

4.2 Ondas Superficiales

Las ondas superficiales se caracterizan por tener una velocidad de grupo menor que la
velocidad de fase de cada onda. Suelen presentar amplitudes mdaximas en la superficie que se
atenuan con la profundidad. Existen diversos tipos de ondas superficiales, las cuales son: ondas
de Stonley, ondas de Love y ondas de Rayleigh. Las ondas de Stonley son aquellas producidas en
la superficie libre de dos semiespacios con propiedades elasticas distintas, el lector interesado
puede consultar la descripcion matematica de estas ondas en [2]. Discutimos en seguida las
caracteristicas de las ondas de Love y de Rayleigh.

Ondas de Love

Puede demostrarse que la propagacion de las ondas superficiales (que se atentan con la
profundidad) del tipo SH en un semiespacio homogéneo no es posible. No obstante este tipo
de ondas se observan frecuentemente en la superficie terrestre. Love demostrd que una teoria
suficiente para explicar las ondas SH superficiales consiste en colocar un estrato homogéneo
de espesor uniforme h, sobre un semiespacio con propiedades p; ,f1 Y Uz B>
respectivamente, como se muestra en la Fig(4.3).

11,81 x3 = —h

Fig 4.3. Modelo de Love para explicar las ondas superficiales SH

Las ondas de Love tienen un movimiento transversal paralelo a la superficie libre y esto se
debe a las propiedades elasticas que son distintas entre el estrato y el semiespacio. Estas
ondas se pueden propagar a través de la capa superficial sin penetrar. Son mas lentas que las
ondas de cuerpo (S y P) pero se pueden desplazar a mayor velocidad que las de Rayleigh, ver
Fig(4.4).
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Incidencia de ondas sismicas en un medio eldstico

Ondas de Rayleigh

La posibilidad de una onda viajando a lo largo de una superficie libre en un semiespacio
elastico fue estudiada por Lord Rayleigh®, quien mostré que los efectos de este tipo de ondas
decrecen exponencialmente con la profundidad y que su velocidad, menor que las ondas de
cuerpo es del orden de 0.928 (2 a 4 km/s). El movimiento de las particulas que estan en una
vecindad de la superficie libre, se realiza en forma de una elipse retrégada con el eje mayor en
la posicién vertical, ver Fig(4.4).

Onda Love
o = r,
LA D
il TR |
1
.r.[lll 'IITT'IITIIII_]_.IIIHI 1 1 1

T ]
s AT EEEE

Fig 4.4. Ondas superficiales Rayleigh (inferior) y ondas de Love (superior).

En la siguiente seccidn se dan las expresiones de los esfuerzos y desplazamientos de la solucion
de campo libre en coordenadas cartesianas para las ondas P, SV'y Rayleigh.

4.3 Desplazamientos y Esfuerzos para ondas P, SV y Rayleigh

Si se considera que el plano de la incidencia de este tipo de ondas es perpendicular al plano xz
se puede afirmar que J = Yy, =
Entonces los potenciales de desplazamiento pueden escribirse como:

Q= (Aleimz +Aze—imz)e—ilxeiwt' (4_.2)

LIJ — (Ble”‘z +Bze_ikz)€_”x€iwt, (4_3)

donde ! ==, m = lfy, k = Ufg, @ >0,

2 \M2
fo= (az - 1) : (4.4)

2 1/2
fp= <—52 — 1) : (4.5)

! Lord Rayleigh, Proceedings London Mathematical Society 17 (1887),4.

22



Incidencia de ondas sismicas en un medio eldstico

Aqui c es la velocidad de fase aparente dada por:

=t __P (4.6)

seny, senys’

Yp Y ¥s son los angulos de incidencia y reflexion para ondas Py S, respectivamente.

Sv

v v
Z z

Fig 4.4. Incidencia de ondas P (izquierda) y SV (derecha) en una superficie libre.

Los coeficientes A; y B; son las amplitudes de los potenciales de las ondas planas incidentes P

y SV, respectivamente; en cambio A, y B, representan las amplitudes de las ondas reflejadas.

Una vez establecidas las funciones potenciales, los desplazamientos y los esfuerzos de campo

libre pueden expresarse como:

a¢p 9y
o _9¢ oy
Ua ox + 0z’ (*7)
a¢ ay
O]
=— 4+, 4.8
Yz 0z + dx (4:8)
oul®  ou® oul™
c® =2 (ﬁ + a; +op—, (4.9)
au(ﬂ) au(ﬂ) au(O)
¥ = ,1< S o (4.10)
oul®  ou®
0 0
o) = 0%y = p <—a; +— | (4.11)
0352,) =v (qﬁ,‘? + az(;’)) , (4.12)
o _ (0 _ (0) _
u, =0y, =0, =0. (4.13)
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Incidencia de ondas sismicas en un medio eldstico

Entonces el tensor de esfuerzos esta representado por:

O-.X X 0 O-X Z

g = 0 O-yy 0 . (4‘ 1 4‘)
sz 0 O-ZZ

Sustituyendo las ecs.(4.4) y (4.5) en las ecs.(4.9-4.13), se obtiene:

ul® = —ilg, + ik, , (4.15)

ul® = ime, + ily,, (4.16)

0D = =202 + My + 2u(—1¢; + ki), (4.17)
o5 = =A% + m® ¢y + 2u(—m>py — kltp,) (4.18)
oD = p@mlg, + (2 — k). (4.19)

Omitiendo el factor e‘“?, los potenciales ¢4, ¢, 1, y Y, se pueden representar mediante:

¢1 = (A1e'™ + AyemimE)eix, (4.20)
¢2 — (Alel'mz _ Aze—imz)e—ilx , (421)
Py = (B,e™*? + Bye k7 )e ¥, (4.22)
1.02 — (Blel'kz _ Bze—ikz)e—ilx ) (423)

Considerando la incidencia de ondas P (B; = 0) y B < a < |c| y las condiciones de la frontera

libre (a)gg) = az(g) = 0), se obtienen las relaciones de las amplitudes:

2 2
Ay _4uls— (5 = 1)
A anf+ (2 -1)"

(4.24)

By Ml —1)°
Biafufy+ (17 —1)°

Para ondas P y SV reflejadas en términos de la amplitud de la onda P incidente. Si la onda
incidente es SV, A; = 0, se presentan dos casos:

(4.25)

a) B<a<]|c|
b) B<|c|<a.

En ambos casos, aceptando que Im(f,)<0, se obtiene:

A (- o)
Bi arfe+(f2—-1)"

(4.26)
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2 2
By _4fufp — (3" 1)
B afufy + (57 - 1)

Otra condicidén resulta al considerar:

(4.27)

) lel<B<a.

Donde f, y fp son imaginarias, aceptando que Im(f,)<0y Im(fz)<0 tomando A; = B; =0, al
imponer condiciones de frontera se llega a la expresién:

A 2fg  _ (1-1*)

— = 4.28
BZ (f/_';z - 1) Zfa ( )
de esta desigualdad se obtiene la ecuacion:
2 2
Affs+(fp°—1) =0, (4.29)

conocida como la ecuacién de Rayleigh, que es cubica en ¢? y cuya raiz real cg es la velocidad
de propagacién de las ondas de Rayleigh.

Estas ondas estan compuestas por ondas Py SV, que viajan acopladas con velocidad cg<f, y se
atenutan con la profundidad. Las particulas en la superficie describen trayectorias elipticas
retrégradas. En la Fig(4.5) se esquematiza este movimiento.

Trayectoria de una particula

Direccion de propagacion

Fig 4.5. Incidencia de ondas Rayleigh en una superficie libre

Para resolver el problema basta conocer las velocidades fase por medio de las ecs.(4.8) 6
(4.31),calculando f, y fp con las ecs.(4.6) y (4.7),(con Im(f,)<Oy Im(fz)<0) para asi obtener las
amplitudes correspondientes con las ecs.(4.26-4.28),finalmente la solucion de campo libre
estara dada por las ecs.(4.17-4.21).

4.4 Desplazamientos y Esfuerzos para Ondas SH

Si el plano de incidencia es perpendicular al plano xz resulta que u =w = 0; v = v(x, y, z).
Bajo estas condiciones la ecuacién de onda resulta ser escalar del tipo:

0%v 0%v 1 0%v

PR il el (4.30)
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Si consideramos ondas periddicas con dependencia del tiempo dada por el factor e®t, los

campos incidentes y reflejados, ver Fig(4.6), pueden expresarse en la forma:
. ] ZCOSy — xseny
vt =exp [Lw (t + —)] , (4.31)
B
r o _ . _ ZCOS}/‘I'XSETLY
vl =exp [Lw (t — 5 )] . (4.32)
— 5
H z SH
v

Fig 4.6. Incidencia de ondas SH en una superficie libre

Donde y es el angulo de incidencia. Los desplazamientos de campo libre pueden ser

expresados como:
(4.33)

v=v'4+v" =2cos (E Zcos y) e ixgriwt

conl = % y ¢ como la velocidad de fase dada por la ec.(4.8). Finalmente los esfuerzos son

obtenidos mediante:
o9 = ,u@ = Zugcosy —sen (ﬁz cos y)] e WxgTiwt (4.34)
vz 0z B B ’ '
ol® = ,u% = 2ul [—icos (ﬁz cos y)] e xgTiwt (4.35)
yx 0z B ’ '
0 0 0 0
G,EZ) = O'Z(Z) = a,ﬁx) = 03(,3,) = 0. (4.36)
Por lo cual el tensor de esfuerzos tiene la forma:
0 o0y O
o=|oyx 0 0y (4.37)
0 g, O

En el programa IBEM 3D se han programado las ecuaciones para los desplazamientos vy
esfuerzos de las ondas incidentes S, P y Rayleigh, de manera que se puede obtener la solucién

de campo libre como referencia, para topografias complejas.
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CAPITULO V

FUNCION DE GREEN

Introduccion

El objetivo de este capitulo es encontrar la soluciéon fundamental de la ecuacién de onda no
homogénea, mostrando que existe una funcidn asociada a este problema que se llama funcién
de Green y que puede usarse para describir la influencia de la fuente, las condiciones iniciales y
condiciones de contorno. Obtendremos la funcion de Green de todo el espacio para la ecuacién
de onda en una y tres dimensiones. Por Ultimo se expone el tensor de Green para un medio
eldastico utilizado en propagacién de ondas sismicas.

5.1 Funcion de Green

La solucidn del problema unidimensional no homogéneo

Lw) =f(x) , .1

donde L es un operador diferencial lineal' y f(x) una funcién sujeta a las condiciones de
contorno homogéneas, f(x) = 0 cuando x = ay x = b paraelintervaloa < x < b,

b
u(x) = [ F(0)G (0 x,) dx, - (5.2)

La funcidon G(x,x,) es llamada funcion de Green & solucién fundamental, esta es la
distribucion de influencia sobre la funcién f(x). Suponiendo que f(x) es una fuente
concentrada en x = xg, es decir f(x) = §(x — x5). Entonces la respuesta u(x), en cada punto
x, satisface

b
u(x) = f 6(360 - XS)G(X, xo) dxo = G(x: xs) ’

1 . . . . .z . .
L es un operador lineal diferencial que puede estar formado por la combinacidn lineal de derivadas de
dn dn—l

- d
distintos ordenes. L = a,, T T G o teta 4
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Funcion de Green

esta es la interpretacidn fisica mas importante de la funcién de Green: G(x, x;) es la respuesta
en el punto x debido a la fuente concentrada en xg, es decir

L[G(x, x5)] = 6(x — x5) , (5.3)

donde G(x, x,) satisface las mismas condiciones de contorno homogéneasen x = ay x = b.

Como comprobacidn, verifiguemos que (5.2) satisface (5.1). Para ello usemos el operador L en
2

. . d
el caso mas sencillo, L = —; :
dx

b b
1) = [ FGILI6Gox)] dx = | FO)80 —x5) dxo = ()

donde hemos usado la ecuacién (5.3), y la propiedad” de la delta de Dirac. Utilizaremos la
notacion indice para representar un vector X de dimensién n, como x; donde k = 1, ..., n.

5.2 Ecuacion de Onda no Homogénea

En esta seccion resolveremos la ecuacién de onda con una fuente dependiente tanto de la
variable espacial como del tiempo ec.(5.4),sujeta a las condiciones iniciales® 6_1; (%, 0) = g(xy)
y u(xx, 0) = f(xx),

0%u

P c2V?u + Q(xy, £). (5.4)

Donde u(xy, t) es la solucién a la ecuacion de onda no homogénea. Podemos identificar el
2

a .
operador L = = — c2V? y verificar que

Llu(xe, )] = Q(xp, 1), (5.5)

L[G(xp, t% xp, £)] = 8(xx — x2)5(t — ¢°). (5.6)

Algunas de propiedades de la funcién de Green son la reciprocidad y la causalidad. La
propiedad de reciprocidad nos proporciona informacién de la fuente (xp,t%) y un receptor
(x,%, tl), en donde se cumple la identidad

G(xQ t% xk, 1) = G(x2, t2; x1, £°) (5.7)

Esto quiere decir que si t* > t°, |a respuesta en x}. (en tiempo t!) producida por una fuente
concentrada en xp (y en tiempo t°) es la misma que la respuesta en xj, (en tiempo t!) debida
a una fuente concentrada en xi, siempre que los lapsos de tiempo sean iguales en ambas fuente.

? Por definicion f(x,) = [ f(x)8(x — x,)dx
3 xj representa al vector x; en el instante t = t° = 0. Cuando el superindice es distinto de cero
representa al mismo vector x;, parat # 0.
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Funcion de Green

La condicién (5.8) es llamada la causalidad de la funcién de Green, es decir para t > t°, la
funcion es cero.
G(x, t%x0,t) =0 para t >t . (5.8)

Observe que el operador de onda ec.(5.5) y (5.6) verifican

0°%G 0°u
— 2 2 2
uL[G] — GL[u] = uW—GF—C V4G — GV4u),
donde u, G satisfacen las condiciones iniciales. Ahora el operador uL[G] — GL[u] depende
tanto de la variable espacial como del tiempo, necesitamos integrar sobre ambas variables.

-[titff(uL[G] — GL[u]) dx, dt = f (ui_f - GZ_?)| if,'dxk - ¢ f:f (#(WG — GV dS) dt
(5.9)

1

Los términos de la derecha de la ec.(5.9) representan la contribucidn de las fronteras: el primer
término corresponde a los extremos del intervalo temporal (t = t; y t = tf) integrados en el
dominio espacial y el segundo a la frontera espacial integrada en el intervalo de tiempos. Estas
fronteras espacio-temporales se pueden observar en la Fig(5.1).

LA
t:ti

xX=a x=»h X
Fig 5.1. Frontera espacio-temporal para la ecuacién de onda unidimensional
Aplicando las condiciones iniciales a la ec.(5.9) y la propiedad de reciprocidad ec.(5.7),

encontramos la solucidn a la ecuacién de onda no homogénea en términos de la funcién de
Green como

t
u(x, t) =f [G(xk,t; x2,t°)Q(x2,t°) dx; dt
0

Ju 9
+ f [E (x5, 0)G (e £5 %7, £°) — (2, 0) 260 G(xp, t; x2, 0)] dxy, (5.10)

—c2 ft [# u(xg, 2)Vxg G (xp, £ x9, £°) — G(x, £ 2, £°) Vacpu(xf, to)] dt®
0
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Funcion de Green

Observe que Vx,? quiere decir derivada respecto de la posicion de la fuente. La ec.(5.10)
expresa la influencia de cada uno de los tres tipos de frontera que existen: el término de fuente,
condiciones iniciales y condiciones de frontera, respectivamente.

5.3 Funcidn de Green para la Ecuacién de Onda

La funcién de Green para la ecuacién de onda cumple lo siguiente

8%G
T c?V2G = &(x, — x9)8(t — t°) (5.11)
G(xp, t;x2,t%) =0 para t <t (5.12)

En los problemas definidos en todo el espacio, no hay condiciones de frontera. Resolveremos
este problema mediante la transformada de Fourier. Definimos G(wy,t; xp,t°) como la
transformada de Fourier de la funcién de Green G(xy, t; x2, t°). Luego la ecuacién diferencial
ordinaria que se obtiene aplicando la transformada de Fourier sobre la ec.(5.4) es:

dza _ eiwkx,g
—+ 2w’ = 5(t—1t% , 5.13
gz tew oL ( ) (5.13)
donde*
w? = wwy .

El principio de causalidad también es valido para la transformada de la funcién de Green. La
solucién de la ec. (5.13) es

L { 0 si t<t,
"~ |Acos cw(t —t,) + Bsen cw(t — t,) si t>t, ,

donde A y B son funciones de x2,t° y w; determinadas por la condicién de salto en t = ¢,.
Como G es continua en t=t,, se tiene G(wy, t%x2,t°) =0 = 0=A. El salto en la
derivada se obtiene integrando (5.13), desde t = t° hasta t = t9:

— . 0 : 0
daG elwiXy eltwrXy
—(wy, t%x2,t°) = —— = ——=cwB ,
dt ( fer T 2k ) Cmkcw (2m)k

aG . ,
donde hemos usado el hecho de que d—f = 0en t = t% Hemos obtenido asi la transformada
de Fourier de la funcién de Green:

; 0
el®rX)

(27r)—"cwsen co(t—t,). (5.14)

C_?(wk,t; x,g,to) =

4 ., . .
El vector wes también conocido como el vector de niumero de onda k;.
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Funcion de Green

Esto implica la siguiente representacion integral de la funcion de Green:

f o ion(x-x0), sencw(t — t%) gk

G(xp, t;x0,t%) = -~

2k w, (5.15)

parat > t,. El calculo de esta integral depende de la dimension k.

5.3 Ecuacion de Onda Unidimensional

En la seccién anterior encontramos la transformada de Fourier de la funcién de Green para la
ecuacion de ondas de dimensién k. Para k = 1 la ec.(5.14) se reduce a
iwx

0
_ e sen cw(t — t°)
G(w, t;x°t% = .

2C Tw

La transformada inversa de Fourier de esta funcidon corresponde a,

sen cw(t —t°) os {O, |x| > c(t —t2),
Tw 1,|x| < c(t—t°).

Ademis al multiplicar por e'®*o se traduce en trasladar x a x — x,. Por tanto, la solucion es

0, |x—x° >c(t—1t9,
Glx, t;x%t% =<1 5.15
( ) T |x — x°| < c(t—1t°). (5.15)

La funcion de Green es un pulso rectangular que se expande con el tiempo, a la derecha e
izquierda con una velocidad ¢, partiendo de un Unico punto, x = x,, en el instante inicial
(t = ty).La Fig(5.2) describe esta funcidon de Green para la ecuacion de onda unidimensional.
También podemos escribir la funcién de Green (5.9) utilizando la funcién de salto de
Heaviside,

0, z <0,
H(z) = {1, z>0,

6,20, 19) = oo (- HIGe—x) = et = )] + HIGxe =20 +ct — ). | 516
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Funcion de Green

x=x%—c(t—t% x=x%+c(t—t%

x = x° t=1t°

Fig 5.2. Funcion de Green para la ecuacidn de onda unidimensional

Cuando imponemos las condiciones iniciales Z—?(x, 0) =gy u(x,0) = f(x), en toda la
recta —oo < x < oo para la ecuacién de onda sin fuentes, tenemos que en la ec.(5.10) la
contribucién de la frontera® se anula, puesto que G = 0 para x suficientemente grande
(positivo o negativo), ver Fig(5.2),como tampoco hay fuentes, u(x,t) estd determinada
Unicamente por las condiciones iniciales:

b 9
u(x, b) = f [g(xO)G(x, £ xg,0) — fxg)

a_to G(x,t;%,0)| dxg

Calculando %G(x, t; %o, 0) a partir de la ec.(5.16) y utilizando las propiedades de la funcién de
0

salto Heaviside, se sigue que

iG(x, t; x9,0) = l[—5(x —xo+ c(t—ty)) — 6(x —xy — c(t — ty))]
dt, 2

y por tanto,
d 1
—G(x,t;x9,0) = =[-6(x — xg + ct) — §(x — xy — ct)].
at, 2

Entonces la solucidn al problema es

u(x, t) =

_ x+ct
flx+ct) +f(x—ct) +if

2 2C g(xp) dx,

—ct

Esta es la solucién de la ecuacién de onda unidimensional conocida como solucion de
D’Alambert. Mediante el método de las imagenes se puede obtener la funcion de Green para
la ecuacion de onda en dominios acotados o semiacotados, y resolver asi diversos problemas,
ver [32]. En algunos casos es necesario utilizar técnicas para transformar series de funciones.

5.4 Ecuacion de Onda tridimensional

De manera andloga a la seccion anterior podemos obtener la representacion integral de la
funcién de Green tridimensional para la ecuacién de onda. Aplicando la transformada inversa

5 . .z s . .z
La contribucidn de la frontera es el limite, cuando L — o0, de la contribucion en los extremos del
intervalo finito —L < x < L.
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Funcion de Green

de Fourier sobre la ecuacién (5.8) y realizando una transformacién a coordenadas esféricas.
Donde definimos w como la longitud del vector wy, (la variable de la transformada) es decir
w = |wgl ,
y r como la distancia desde la fuente hasta el punto donde se mide la respuesta,
— 0
r= |xk — xk| .

Tenemos que la integral tridimensional

21

/

1 (o]
G(xk, t; Xl(g, to) = ﬁf
0

]

m
40
[ J-ion(ea), SenCOE =),
cw
0

se convierte en la integral
2m

|

w?senp do db dw

83

cw

© i3
1 . sencw(t — t°
G(Xk, t; xg' tO) = _f f g ~lwrcosp #
0 0

sustituyendo
wp(x —x%), = Icuk||x,c — x,?|cos<p = WrcosQ
d}w = w?senp dp df dw .

Observamos que el integrando no depende del dngulo polar, y que la integral en la variable ¢
es:

T[

f e~lwTCos? jisen @ dgp =—sen wr .
r

0

Por tanto,
G(xp t;x9,t°) = 4n2r0f0 sen cw(t —t%) sen wr dw
1 [ee]
= f {cosw[r — c(t —t°)] — cosw[r + c(t — t9)]} dw.
4r2cr J,

Por otro lado utilizando la parte real de la expresion (ver ec.(2.15)) §(2) = iffoooe_i“’zdw

tenemos que 6(2) = if_o; cos wz dw, ya que coseno es una funcién par. Asi,
G(xp, t;xP, t%) = ;{6[r —c(t —t9)] = 8[r + c(t — t)]}.
4rtre

Ademads, comor > 0yt > t,, la segunda delta de Dirac siempre es cero. Finalmente,
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Funcion de Green

1
G (xp, £ x0,t°) = Ty Sl — (e~ t]. (5.17)

La funcién de Green para la ecuacién de onda en tridimensional es un impulso esférico que se
propaga desde r = 0 (es decir, desde x;, = x7) con una velocidad radial c y una “amplitud”

. . . 1
gue disminuye de manera proporcional a -

5.5 El Tensor de Green

Como vimos en secciones anteriores, conocer la funcion de Green nos permite describir la
influencia de la fuente, las condiciones iniciales y las condiciones de contorno. Resulta practico
encontrar una funcidn de Green para un medio eldstico homogéneo e isétropo, que permita la
propagacion de ondas sismicas.

En general es dificil encontrar una funcidén de Green que describa la mecanica de un sdlido
elastico lineal, aunque para un medio infinito existen representaciones analiticas tal como las
soluciones de Kelviny Stokes®, definidas usualmente en la literatura como:

uf () = G (i, ED ;6D (5.18)

donde uf’es el desplazamiento en el punto x; producido por la fuerza de cuerpo unitaria f;
concentrada en el punto §; y G;; representa la funcién de Green de los desplazamientos. Los
esfuerzos y tracciones asociados a esta funcion estdn dados por:

Omn = Omn; Xk, &) (61, (5.19)
tm = Trmj (i, &) (80 - (5.20)
ij (xk' fl) = Gmnj (xk: fl)nn (521)

Observemos que en las ecs.(5.19) y (5.20) se encuentran contraidas por la direccion de la
fuerza aplicada en el punto &;. El estudio de la funcién de Green en sismologia, ha permitido
resolver problemas de distinta naturaleza, ver [37].

Para que sea la ec.(5.18) sea una solucién fundamental debe satisfacer tanto la ec. de Navier,
las condiciones de iniciales y las condiciones de frontera. Estas condiciones se investigan en el
capitulo siete para el caso de un semiespacio elastico.

® Las soluciones de Stokes en el dominio del tiempo y frecuencia estan definidas en el apéndice C.
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CAPITULO VI

METODOS NUMERICOS

Introduccion

Existen varias técnicas para resolver EDP lineales, las mads utilizadas son el Método de Diferencias
Finitas (FDM), el Método de Elemento Finito (FEM) ver por ejemplo [10] y Método de Elemento a
la Frontera (BEM), ver [7]. Recientemente se ha incorporado el Método Indirecto de Elemento a la
Frontera (IBEM), ver [36], con el cual se elabord este trabajo. Hablaremos rapidamente en qué
consiste cada método en el presente capitulo.

6.1 Método de Diferencias Finitas (FDM)

Cada modelo tiene un rango de aplicacidon para resolver problemas tecnoldgicos. Las Diferencias
Finitas se han utilizado para resolver EDP’s, principalmente, para dominios acotados en los cuales
se pueden realizar particiones regulares. Una vez hechas las particiones del dominio, este queda
discretizado por una malla de puntos llamados nodos.

Para resolver la EDP en cada punto de la malla, se aplican las condiciones de frontera en cada uno
de estos, generando asi un sistema algebraico de ecuaciones, representado por una matriz de
coeficientes en bandas, lo que significa que los valores diferentes de cero estan en bandas
diagonales dentro de la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.

La solucién se puede mejorar aumentando el numero de nodos de la malla, para problemas en dos
y tres dimensiones esto implica un aumento en la dispersidn® del sistema de ecuaciones.

Resulta inconveniente aplicar FDM para dominios en los cuales la discretizacidon no es regular. Se
pueden utilizar diversos algoritmos que aceleran la convergencia a la solucidon del sistema de
ecuaciones,mediante el método de relajaciones sucesivas (MRS),el método de Liebmann o el
método implicito de direccion alternada (IDA), este ultimo es muy util en problemas
tridimensionales.

1 . . s . , . o . e

La dispersion es el incremento en el numero de coeficientes igualados a cero. La dificultad de resolver
estos sistemas es que se necesita una gran cantidad de memoria para guardar la matriz y tiempo de
computo para resolverlas.
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6.2 Método de Elemento Finito (FEM)

Por otro lado, el FEM puede aplicarse a dominios con una geometria bastante complicada, ver [51]
y [52]. La técnica consiste en dividir el dominio en subdominios cada uno Ilamado elemento. Los
puntos vértices de los elementos se conocen como nodos. Existen varias formas geométricas de los
elementos, por lo regular se utiliza una aproximacién lineal entre los nodos. Para problemas en
dos y tres dimensiones se desarrollan métodos principalmente para elementos de forma
triangular. Las ecuaciones que relacionan las coordenadas locales de los nodos para cada
elemento, en un sistema global, se llaman ecuaciones de conectividad. Los pasos tipicos para
resolver un problema con FEM son los siguientes:

1. Discretizar el cuerpo en un nimero finito de subdominios.

2. Desarrollar una solucién aproximada sobre cada elemento en términos de los valores nodales.

3. Basado en el sistema de conectividad, aplicar las condiciones de frontera y continuidad en todos
los elementos, para obtener un sistema algebraico de ecuaciones®.

4. Resolver el sistema ensamblado para los valores nodales; post procesar las soluciones para
determinar variables de interés, si es necesario.

En general se emplean representaciones energéticas integrales’ para encontrar soluciones
aproximadas del FEM, utilizando el calculo variacional se obtiene la aproximacién de Rayleigh-
Ritz. El método de Galerkin es un método de residuos ponderados que multiplica factores de
ponderacion W; por los residuos R(x), este resulta ser el método mdas empleado para resolver
problemas de mecanica de suelos, estructuras y geotecnia.

6.3 Representacion Integral del Teorema de Somigliana

Sea B un cuerpo eldstico lineal, homogéneo e isétropo que ocupa una region regular V con frontera
S, que puede ser acotada o no acotada. Si el cuerpo estd sometido a fuerzas arménicas, entonces el
campo de desplazamiento es

cuy, (&) = [ t;(X)Gim (%, & ) — T (%, & @), (x) dS; + f [i(xX) G (x,&; w) dV;.
v

S

2 . . s . . . .

Este sistema resulta ser no simétrico en general, por lo que necesita mucha memoria de computo.
3 . ™" . .

Por ejemplo se utiliza el teorema de Trabajo Virtual.

36



Meétodos Numéricos

Dem: Como el cuerpo B esta sometido a excitaciones armonicas tenemos que la aceleraciéon es
2

il; = —w*“u; , sustituyendo la aceleraciéon en la ecuacién (3.7), tenemos que la ecuacion de
movimiento es,
OO'L-]-
3 +fi +pwu; =0. (6.1)
X

Reemplazando la ley de Hooke (3.4) en (6.1) obtenemos,

0%u

k
ijkl m*‘ pwiu; = —f;. (6.2)

Definimos a continuacion el desplazamiento u;4 como u;(x) = G, (x, é)e,, y la fuerza unitaria f;5
como f; = 6(x — &)d;menm , observemos que ambas estan dirigidas en la direccion e,,.
Sustituyendo u; y f; en (6.2), se tiene que

0%Grm

Cijki W + pw? Gy = —6(x — &), . (6.3)

Multiplicando la ecuacién (6.2) por G;,, y restandole la ecuacién (6.3) multiplicada por u;,
encontramos,

62uk aZka

ijkl mGim — Ciji mui = —fiGim + 5(x — uy,. (6.4)

Factorizando el operador % del lado izquierdo de la ecuacidn (6.4) identificamos la ley de Hooke
]

(3.5), e integramos sobre el volumen del cuerpo, teniendo

i}
f 72101 Gim = Oymw] AV = — f [iGim AV + upn (§). (6.5)
v v

Aplicando el teorema de la divergencia del lado izquierdo de la ecuacién (6.5), despejando los
desplazamientos del punto &, identificamos las tracciones dentro de las integrales, llegando a

4 . .. .
El campo de desplazamiento es la proyeccién de la funcidon de Green

5 PRV . = . .z . .
Esta es la definicién de una fuerza puntual aplicada en el punto ¢ en la direccidn unitaria e,
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Cum(f) = f{ti(x)Gim(x' f) - Tim(x’ E)ul(x)} de + f fi(Y)Gim(y; f) dV;/ (6-6)
N %4

Con esto llegamos a nuestro resultado final®. El coeficiente ¢ es una constante de integracién y
tiene los valores siguientes,

1 sie eV
c:{O.S sic €S 6.7 0O
0 sied V.

En este trabajo se utilizard el Teorema de Somigliana (6.6), para resolver las ecuaciones de
movimiento por medio del IBEM.

6.4 Método de Elemento a la Frontera (BEM)

La formulacion del BEM se basa en resolver alguna representacién integral de la elasticidad, sélo
para los elementos de la frontera del dominio. En estos se realiza una discretizacion sobre la
frontera y se realiza una aproximacion lineal entre los nodos, donde se resuelve la ecuacion
integral de interés. Este proceso genera un sistema algebraico de ecuaciones, que al resolver
aproximan la solucién en la frontera. Esta es una de las ventajas al utilizar el BEM, ya que el
tamafio de la matriz que se tiene que resolver con BEM resulta mds pequefiia que al resolver por el
FEM, aunque un problema técnico es encontrar el vector unitario de una discretizacion irregular
de la frontera.

Problemas con extension infinita (por ejemplo un semiespacio, todo el espacio) crean algunas
dificultades en la creacién de mallas con el FEM, mientras que el BEM maneja de manera natural
el infinito ya que sdlo requiere una malla limitada por la frontera.

Si el punto £ estd en S, entonces la ecuacidn integral (6.6) contendrd incégnitas (desplazamientos y

. 1
tracciones) en la frontera’. Para este caso ¢ = >

CUm = f{tiGim - Timui} s, + f fiGim dl/;/
S |4

® Note que en la segunda integral de la ecuacion (6.6) y =xdondex € V.
7 ez . o . .
Sélo si la frontera es lisa en el sentido de Hoélder
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En el caso mas sencillo cuando no hay fuerzas de cuerpo f; y haciendo una discretizacién de la
frontera de la region V, donde cada elemento I se considera constante, ver Fig(6.1). La ecuacion

anterior se puede escribir como:

N N
cum+z<f Tim d5>ui =Z<[ Gim d5> t . (6.8)
j=1 Ly j=1 T

Elemento [‘i

Fig 6.1. Discretizacidn de la frontera utilizando elementos con aproximacidn constante.

Donde el indice i corresponde a la funcién de Green en el nodo donde la fuerza concentrada es
aplicada y el indice j representa cada elemento de la frontera incluyendo el caso i = j8. Las
integrales dentro de los paréntesis de la ec.(6.8) pueden realizarse con cuadratura Gaussiana y
asociar la integracion numérica a las entradas de una matriz, tal que

ALJ:_[ Tim dS, BU:f Gim dS
L T
Reemplazando en la ec.(6.8) obtenemos cu,, + A;;u; = B;;t;. Este resultado especifica el valor de
Up, en el nodo m en términos de u; y ¢; en todos los nodos de la frontera. Debido a que ¢ =%
para todos los nodos. Definimos
A*-.={AU' b=
4 Ajj+c, i=]

Tal que nuestro sistema a resolver sera de la forma

A*ijui = Bijti’ (69)

8 . . . . . .7
Note que i = j genera una singularidad en la integracion.
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donde las condiciones de frontera para las ecuaciones de la elasticidad por lo regular especifican
los desplazamientos 6 las tracciones en la frontera S, como veremos en la siguiente seccion.
Sustituyendo estos valores en la ec.(6.9) podemos llegar a un sistema algebraico de ecuaciones
ordinario, en el cual se puede emplear un método numérico adecuado para resolver.

6.5 El Método de Elemento a la Frontera Indirecto (IBEM)

Esta es la seccién mas importante de este capitulo, ya que mostramos la justificacién matematica
del IBEM?, a partir de teorema de Somigliana ec.(6.6). Este teorema es la base para varios métodos
numéricos que utilizan formulaciones integrales y aplicaciones sismoldgicas, ver [36], [38] y [41].
Considere el teorema de Somigliana, asumiendo ahora que u; () es una solucién para el problema
exterior de la regién V, con traccién en la frontera t; (x). Imponemos que el material que ocupa la
region exterior e interior son del mismo tipo, es decir, tienen las mismas propiedades fisicas, y por
tanto poseen la misma funcién de Green. Despreciando fuerzas de cuerpo podemaos escribir,

' (§) = _f{t’i(x)(;im(x: &) = Ti;(x, Ow'; (%)} dS,, (6.10)
s

donde ¢’ estd dada por ec.(6.7). En la ec.(6.10) se han impuesto las condiciones de irradiacion de
Sommerfeld'®. Sumando la ecs.(6.6) y (6.10) tenemos

CUm + Clulm = f{(tl - t,i)Gim - Tij(ui - u’i)} de + f fLGLm dVy ) (611)
S 4

Siimponemos que en la frontera u; = u'; y t; — t’; = @; podemos escribir a partir de (6.11)

un(© = [ 0G0 dSe + [ 106 (10 6.12)
S 14

gue es una representacion valida para la regién V y su frontera S. Por otro lado la funcién de Green
satisface Gy, (x, &) = G (x, &) = G, (&, x). Por tanto, podemos escribir de acuerdo con (6.12),

° EI IBEM se podra resolver utilizando una discretizacion sobre S como se realizd en la seccién 6.4.
. AT
19(i) r Pesta acotada (||)(r5 — ik 5”) — 0 cuandor — oo, ver [5] p.172.
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w(x) = f 0, ()G, (6, ) dSs + j £1()6(x, &) v, (6.13)
S 14

donde ¢;(§)dSs es claramente una distribucion de fuerza en la frontera. Esta representacion
integral ha sido estudiada por Kupradze, ver [24]. El mostré que el campo de desplazamiento es
continuo a través de S si @;(§) es continua sobre S. Esto esta de acuerdo con la eleccién para
u, =u';.

La representacion integral ec.(6.13) permite calcular los esfuerzos y tracciones por aplicacion
directa de la ley de Hooke (3.5). Sin embargo cuando x = ¢ en la frontera, se requiere particular
cuidado. A partir de un analisis de equilibrio sobre una vecindad de la frontera, podemos escribir a
x enS,como

1
L) =5 900 + f 0, ()T, (6, ) dSs + f F(OT,(x, )V (6.14)
S %4

El primer término del lado derecho de (6.14) debe ser introducido si x € V. Este resultado fue
encontrado por Kupradze. El usé una técnica formal de extraccion de singularidades que ahora es
usada para tratar singularidades en ecuaciones integrales de la elasticidad. Para poder resolver las

ecuaciones (6.13) y (6.14) se necesita conocer G;; y T respectivamente”.

ijr
En el siguiente capitulo encontramos de manera explicita tales tensores. Cuando se consideran
dominios tridimensionales las ecs.(6.13) y (6.14) se representan con notacion indice como:

u; (xp) =L @; (616G (x, &) dSe (6.15)

" se puede encontrar T;; a partir de la funcion de Green por medio de las ec.(5.19).
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1
) = 500 + [ 0Ty G £ ds (6.16)
N

Analogamente al BEM, se puede realizar una discretizacion con elementos sobre la frontera del
dominio, esto nos conducird a una representacion matricial de las ecs.(6.15) y (6.16) como
sistemas ecuaciones algebraicas que se resuelven mediante la subrutina SOLUCO implementada
en el programa IBEM 3D. Hablaremos profundamente de la discretizacion en el capitulo siguiente,
al igual que las condiciones de frontera impuestas, para la aplicacién a un modelo de presa
simplificado.
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CAPITULO VI

TENSOR DE GREEN PARA TODO EL ESPACIO

Introduccion

En este capitulo describimos de manera detallada como encontrar las ecuaciones fundamentales,
con las que el programa IBEM 3D calcula los campos de desplazamientos y tracciones, que seran
utilizadas para modelar una topografia de presa simplificada.

7.1 Tensor de Green del IBEM

Sea una fuerza unitaria aplicada en el origen con direccién arbitraria, dentro de un medio
homogéneo, isétropo y de extensidn infinita. Las soluciones exactas en el dominio del tiempo
estan dadas por:

, 1/8
F, =%6(t—£)+ 282 f 8(¢ — ker)k die | (7.1)
1/a
1/p
F, = S(t—%)—ﬁz f 5(t — kr)k dk (7.2)
1/a

Estas ecuaciones son conocidas como las Soluciones de Stokes, aplicando la transformada de
Fourier sobre las ecs.(7.1) y(7.2) obtenemos’,

_ B B2 1, i - 1L ik
hi=me =25 (Ea ) e ™ ~ (mati)e™] (7:3)

_ %/ 1 i\ 1 AN
fr=e"+ a? (CIZTZ—F%)e lqr_(kzrz-i_ﬁ)e T 74

1 . . . , .
La transformada de Fourier de las soluciones de Stokes se realiza en el apéndice C.
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Asociamos el desplazamiento u! (x;) producido por la fuerza unitaria F;(&) ver Fig(7.1), en

términos de la suma de las componentes longitudinal y transversal

uf (%) = uy, +ur , (7.5)
donde
_ fi _ f;
U, = L471'1r2 y Ur = FT4n2rz'

Note que el desplazamiento esta dado en términos de las ecs.(7.3) y (7.4) por % ,donde A es el area

de la esfera® con radio r igual a la distancia entre el punto de aplicacidn de la fuerza y el punto en
gue se produce el desplazamiento, es decir

T=|xk—fk l.

Fig 7.1. Diagrama de fuerzas para la funcion de Green.

Las funciones Fr y F}, son las componentes transversal y longitudinal de la fuerza aplicada F;(¢;)
definidas como:
F, = Fyy;

Fr=F—F,=F—-Fyy; = F}'((Sij - )’in)
Sustituyendo todas las componentes de la fuerza en la ec.(7.5) llegamos a

. Fj
u =u,+ur=Ffi+Ffp= W{fmyj + f2(5ij - Viyj)}'

2 . . o " .
Se consideran todas las posibles direcciones de uf en el espacio.
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Utilizando la ec.(5.18) identificamos la funcién de Green como

Gij(xp, & w) = ) {flyly] + (85 —viv;)} (7.6)

Tenemos que, el tensor de Green construido con argumentos geométricos, es la suma de las
componentes de la fuerza transversal Fr y longitudinal F,de la fuerza F;(;) aplicada en el punto
¢, en la direccion y;, proyectada sobre la direccion y; que une el punto §; con el punto x;, donde
se produce un desplazamiento u; (x;),ver Fig(7.1).

7.2 Tensor de Tracciones del IBEM

Como hemos mencionado en capitulos anteriores, por medio de la funcién de Green ec(7.6),
podemos obtener toda la informacién fisica que proporciona el medio elastico para la propagacion
de ondas sismicas en dominios tridimensionales.

En el apéndice B se muestra el procedimiento para encontrar el tensor de esfuerzos g,,,;(xy, &)

a partir de la funcién de Green.

O'mnj: 1 { (%_%_3(](17' f2)> m Tl ] [‘82 dfl f1_2f2>+2(%—%>:|)/]6mn

4mtr dr dr T dr
df.
(L) 0]

(7.7)
Aplicando la ec.(5.21) sobre el tensor de esfuerzos ec.(7.7) con las siguientes proyecciones
normales:
N = Ym¥nVj longitudinal , (7.8)
n, = %(Gmn — YmYn)  transversal, (7.9)
Vn
ni = 3 (dmj - ymyj) cortante. (7.10)
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Encontramos los esfuerzos longitudinales, transversales y cortantes asociados a el sélido elastico
que se muestra en la Fig(7.2), como:

d _ _
o, = 1 {’BZ( f _I_fl Zfz) _4(f1 - fZ)}F}'(El)J (7.11)

Amtr r

or = 1 {ﬁz (df1 fi— 2f2) Iy (];_2 _ %)}Fj(gl), (7.12)

A1y T dr

gy, =

1 {dfz fi—

1 dr 2 }F (€. (7.13)

ar

O-C'Ak / O-T

Fy; |

’ / 5

GT/ "O-C

ar

Yi

A
v

Fig 7.2. Componentes del tensor de esfuerzos para el modelo de presa simplificado.

Donde las cantidades entre corchetes de las ecs.(7.11-13) son las tracciones escalares g4,9, Y g3
asociadas a los esfuerzos longitudinales, transversales y cortantes, respectivamente. Sustituyendo
las ecs.(C.4-8) del apéndice C, en las tracciones g4,g. Y g3 tenemos que:

2
91 = <4 . 1i2)e—”€r + (—igkr - <4ﬁ—+ 1) L2, )e‘i‘" (7.14)

akr k272

6 6 . g B B? B o6 6 .
—( — : —ikr i - _ - L —_— ] = —iqr
92 ( 2+ L + o 2) + (1 (2 poc a) kr + (4 1 ol ity (7.15)
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g3 = <—ikr -3

+£i+ 6 )e-”“‘+ 2[3—2—331'—L el (7.16)
kr k2r2 a? akr k2r2 '

Podemos escribir en notacién indice las tracciones g,,9, y gz como:

C'l_ Dl. » Cz' Dz' o
k_7f+k2r]2)e ikr +(A2jkr+sz +_]+_]>e iqr. (7.17)

kr  k%r?

Donde los coeficientes de la ec.(7.17) se muestran en la tabla(7.1).

j
1 2 3

Ay 0 0 0

B (B> B
Agj | g i(25-5) 0
By 4 -2 -3

B? B? B?
By | (45~ (+5-1) 2
Ciy | —12i 6i 6i
Cy | 12L —6L; 6Li
Dy | -12 6 6
D,; 12 -6 —6

Tabla 7.1. Coeficientes del tensor de traccion escalar g;.

El objetivo de esta seccién es encontrar el tensor de tracciones T, ; (xy, &), con el cual se puede

resolver la ec.(6.16) para encontrar las tracciones por medio del IBEM. Identificando las tracciones

91,92 Y g3 dentro del tensor de esfuerzos, podemos reescribir la ec.(7.7) como:

1
Omnj = W{(Ql — 92— 293)Vm YnVj + gZYjamn+g3(Ym5nj + Yn(smj)}- (7.18)

Aplicamos la ec.(5.21) sobre el tensor de esfuerzos ec.(7.18) obtenemos el tensor de tracciones:
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1
412

ij (xk; El; (U) = {(91 — 92— ng)ym ynyjnn + gzyjnnamn+g3ymnn5nj + gSYnnndmj}-

(7.19)

En las ecs.(7.6) y (7.19) podemos apreciar singularidades en el punto de aplicacion de la fuerza. La

. . : 1 e s
singularidad de los desplazamientos es - estose verifica directamente en el tensor de Green. Y la

. . . 1 . .
singularidad en el tensor de tracciones es = .En particular cuando la frecuencia tiende a cero

(w — 0) estas ecuaciones tienden a ser sus contrapartes estdticas, ver [27].Estas propiedades son
consideradas en nuestra discretizacién.

4.3 Difraccion de Ondas Elasticas

Considere el semiespacio E, con una inclusidn eldstica R, como se muestra en la Fig(7.3).Las
fronteras de la superficie libre de las regiones E y R son definidas como 0.E y 04R,
respectivamente. La frontera que estd en la interface de estas dos regiones es denotada como
0,E = 0,R. Una frontera introducida en este programa es la topografia alrededor de la inclusién
elastica denotada como 9T.

| \//\ oK A~ =

X3 E

Fig 7.3. Seccidn transversal de la frontera libre del semiespacio y la inclusion eldstica 0,FE y 04R,
respectivamente. Frontera de la interface d,E = 0, R. Frontera de la topografia alrededor de la
inclusion elastica oT.
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El campo de desplazamientos total en el semiespacio esta dado por:

w =u® +u®, (7.20)

2 representa el campo de desplazamiento ec.(6.15) que es producido por la incidencia

(0)

i

donde ug

de ondas elasticas en la inclusion elastica (difraccion, refraccidn y reflexion interna) y u; ~ es el
deplazamiento de campo libre, es decir la solucién del semiespacio en ausencia de la irregularidad
dada analiticamente en las ecs.(4.2-37). Tenemos que los desplazamientos® del semiespacio vy la

inclusién estan dados por:

2D () = j OF(E)GE(x,€) dSe | (7.21)
OE
W () = j PR (EDGE (i, &) dS; (7.22)
OR
donde
OE =0,EU0,EUAT y R =0,RUO,R. (7.23)

Como vimos en el capitulo anterior, el problema queda determinado imponiendo las condiciones
de frontera. Las condiciones en la frontera libre para las tracciones estan dadas por:

©) 4 (@ _
t; '+t =0 sobre 0E, (7.25)
tD =0 sobre  9;R. (7.26)

Luego por la ec.(6.16), tales condiciones” pueden ser expresadas como

1
E‘pf(xk) + LE%E(Ez)Tﬁ(xk. §)dSg =0, (7.27)

1
—of ) + fa T ) S = 0. (7.28)

En la ec.(7.27) las tracciones consideradas en 0, E son nulas. Sobre la interface 0,E = 0,R
La continuidad de los desplazamientos y tracciones implica:

3 , . . . . s .. I

El superindice indica la region en que la ecuacién es valida.
4 . . .

Los signos de las regiones estan dados por la ec.(6.7).
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u® +u =u”  sobre 9,R, (7.29)
0 da
tO 4+ =t" sobre 9,R. (7.30)

Estas condiciones son expresadas como

f @F(&)GE (%), &) dSg — f PR (ENGR (%, &) dSe = —ul® (7.31)
JoF JOR

1
SloF 0+ of ] + [ efCoTEaed ds - | of @i as; == (732)
O0E OR

Las ecs.(7.27-28) y (7.31-32) constituyen un sistema de ecuaciones integrales para fuentes en la
frontera. Esto quiere decir que se produce un campo de desplazamiento difractado en el
semiespacio y refractado para la inclusion eldstica. La extensidn caracteristica en la que se realiza
la discretizacion de la frontera, es definida como a.

El tensor de Green y el tensor de tracciones se encuentran programados en las subrutinas
Ilamadas GREEN y TRACS. Note que en la ec.(6.15) se realiza la integracion de

u; (%) =f uf dSg
as

lo que implica que @;(&) = f;(&) sobre S;. Es decir que la densidad de fuerza es constante
dentro de cada elemento de la discretizacion de la frontera, de la cual hablaremos en el capitulo
siguiente en la parte de discretizacion del modelo.
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CAPITULO VI

MODELO DE PRESA SIMPLIFICADO

Introduccion

En este ultimo capitulo aplicamos todas las herramientas desarrolladas para analizar un modelo de
presa simplificado totalmente simétrico. Utilizamos el Método de Elemento a la Frontera Indirecto
IBEM para el cdlculo de los desplazamientos de este modelo. Se realiza una comparacion con los
métodos BEM y FMM.

8.1 Modelo de Presa Simplificado

Modelacion

En este trabajo se modela la cortina de una presa como una inclusidon eldstica isétropa y
homogénea dentro de un caiidn. Considerando este ultimo como un semiespacio homogéneo
isétropo y de extensién finita, ambos (cortina y cafién) con las propiedades fisicas dadas por la
tabla 8.1.

El modelo de presa propuesto ver Fig(8.1), es dificilmente un modelo realista, porque no se han
considerado los esfuerzos provocados por un volumen de agua sobre alguna cara de la cortina de
la presa (zona roja) y porque se ha supuesto que la cortina es una inclusién homogénea cuando en
las construcciones de presas, se utilizan tipos distintos de materiales para su edificacion. Este es el
llamado modelo multiregiones y no se contempla dentro de nuestras aproximaciones.

A pesar de estas implicaciones nuestro modelo sirve para hacer un analisis de los desplazamientos
y amplificaciones provocadas por temblores (incidencias de ondas elasticas) cuando la presa se
encuentra en construccion 6 simplemente sirve para determinar si es factible su construccién, el
lector puede encontrar algunos modelos de presas interesantes en [28] y [29].
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Fig 8.1. Modelo de presa simplificado de la cortina (rojo) y el semiespacio (azul).

Propiedades Mecdnicas

Se asume que el material que forma la presa es homogéneo e isétropo con histéresis de
amortiguamiento. La precompresion de los pesos de los materiales impide la separacidn de los
granos de la roca, es decir es un sélido eldstico lineal. Las velocidades de onda de propagacion de
compresidon y cortante (ondas S y P) estan definidas por medio de las ecs.(3.12) y (3.14)
respectivamente.

La histéresis de amortiguamiento significa que en el dominio de la frecuencia las velocidades de la
propagacion de las ondas se vuelven complejas al multiplicarlas por la cantidad

()

donde Q se denomina factor de calidad, considerado constante dentro del programa IBEM3D. Este
tipo de amortiguamiento nos proporciona una aproximacion para los materiales inelasticos
lineales. La tabla 8.1 muestra las propiedades tanto de la cortina como del semiespacio.

CORTINA SEMIESPACIO

600 m/s 1200 m/s
300 m/s 600 m/s
1.6 g/cm? 1.8 g/em’
50 100

Qlo ||

Tabla 8.1. Propiedades mecanicas de la cortina y el semiespacio.
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Discretizacion

Las superficies de la presa han sido discretizadas con elementos circulares de varios tamafos para
cubrir de manera aproximada todas las fronteras, ver Fig(8.2). La razén de utilizar esta
discretizacion es que en las integrales de la funcidn de Green evaluadas dentro de un circulo
tienen resultados exactos y se obtienen con mayor facilidad que al utilizar elementos con
diferente geometria.

Fig 8.2. Discretizacidén del modelo simplificado de presa. a) La longitud de la cortina es 2a donde
|a|=375 m. b) La profundidad de la cortina es 350 m.

Las dimensiones del semiespacio discretizado (zona azul) son [-600,600]m x [—600,600]m x [0,350]m

ver Fig(8.2). La longitud caracteristica para el modelo de presa es de a=375m. La discretizacién
sélo se realiza en las fronteras del modelo, ver Fig(7.3).
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Para minimizar los efectos provocados por esta discretizacién se utiliza al menos un muestreo de
seis elementos para la longitud de onda minima A,,,.Como hemos mencionado al final del
capitulo anterior, el campo de desplazamiento ec.(6.15) se puede escribir como

u; (x3,) =f uf dSg,
as
donde ¢;(¢;) = f;(§).Se asume que las densidades de fuerza ¢;(§;) son constantes sobre cada
elemento circular de la frontera, cada uno con superficie AS; con centro en el punto &; a lo largo
de la frontera apropiada. Por tanto esta integral se puede escribir de la forma:

u;(xp) = Z ®; (&) fAS Gij(xp, &) dSe . (8.1)
i=0 i

De manera analoga al campo de desplazamientos se pueden discretizar las tracciones ec.(6.16)
como:

n 1 n
t;(xy) = ;%‘(fz)z&ﬁkz + ; ;i (&) fASiTij(xk: &) dSg . (8.2)

Las integrales de la ec.(8.1) son calculadas numéricamente con integracidon Gaussiana, excepto en
el caso cuando xj, estd en la vecindad de §; para las cuales hemos obtenido expresiones analiticas.
En particular cuando x;, = §;, es decir en el centro del circulo de radio R es posible escribir
mostrar que

1
f Gij(xp, &) dSy = 4_[(F2 + F)é;; + (F, — Fl)yiyj] ’
AS; K

donde F; y F, son las integrales de las soluciones de Stokes ecs.(7.3-4 de 0 a R

1Y F2 1Y J2
respectivamente y con y; la i-ésima componente del vector normal en el elemento. En el caso de
que xj, no esté en el centro del circulo se realiza la integracion analitica en coordenadas polares
locales de la expansidn en serie de f; y f>, hasta términos cubicos lo cual es suficiente si el minimo
de longitud de onda A es al menos de cuatro didmetros.
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La integral de la ec.(8.2) también es calculada numéricamente excepto en x;, = &;. En este caso
tenemos

- 1
ti(xp) = Z ;i (&) E5ij- (8.3)
i=0

La contribucidn del tensor de tracciones ec.(7.19) es nula a lo largo del elemento circular plano. Se
menciond en el capitulo seis, que existe una singularidad en este tensor cuando x;,, = §;y dentro
de la integral su valor principal de Cauchy es cero. La interpretacion de la ec.(8.3) es que la fuerza
unitaria es distribuida en dos semiespacios en el punto de aplicacién de la carga.

Algunos disefios modernos de cortinas de presas, (ver [31] y [11]) sustituyen los tipicos nucleos
impermeables por placas relativamente delgadas de concreto reforzado compuesto por paneles.
La rigidez de este componente generalmente no es de interés pero la integridad de la cortina
implica que se realice una inspeccion de los movimientos superficiales de esta.

Excitacion sismica

El objetivo de la modelacidn para esta presa, es generar las condiciones sismoldgicas correctas
para encontrar la solucidn numérica que se aproxime a la respuesta de excitacion de la cortina.

La excitacion sismica es dada por ondas incidentes P, SV, SH y Rayliegh con amplitud unitaria (las
ondas de Rayliegh tiene una amplitud horizontal unitaria), con azimut cero respecto al eje x;. Para
angulos incidentes de 0, 30 y 60 grados con respecto al eje x3.Se obtienen los movimientos de la
superficie (funciones de transferencia y series de tiempo para los desplazamientos) a lo largo de
un arreglo de 51 receptores igualmente espaciados en la cortina (eje x;), como se muestra en la
Fig(8.3).

X1

Fig 8.3. Arreglo de 51 receptores (linea negra) igualmente espaciados a lo largo de la cortina de la
presa (eje x5).
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8.2 Resultados

Usando el IBEM se calculé la respuesta sismica de varios tipos de ondas incidentes que se
encuentran en el dominio de la frecuencia, considerando las caracteristicas fisicas propuestas (ver
tabla 8.1), de ahi que se obtengan en los resultados la simetria de la respuesta, su amplificacion y
concentracién de esfuerzos.

Resultados en el dominio de la frecuencia

En esta seccion se resumen algunos resultados en el dominio de frecuencia. En la Fig(8.4) se
muestra la amplitud del desplazamiento del modelo para las frecuencias de 0,8, 1,6, 3,2y 6,4 Hz
sometido a la incidencia vertical (y = 0°) de una onda P. El célculo se realizé para una serie de
receptores localizados a lo largo de la cortina de la presa (eje x,). Se observa que para las
frecuencias pequefias, se obtienen respuestas suaves y simétricas, mientras que para frecuencias
altas, las amplificaciones mas grandes estan en el centro de la cortina. Los resultados muestran
que las simetrias son correctas.

Para frecuencias bajas la amplitud de desplazamiento es suave en los extremos de la cortina (inicio
y final de la linea de receptores) ya que la difracciéon que se provoca por las reflexiones internas
entre el semiespacio y la cortina es muy baja (componente vertical). Sin embargo para los
receptores que se encuentran a la mitad del arreglo lineal (cerca de la corona de la presa) tienen
mayor amplitud debido a que las ondas recorren una menor distancia entre las caras de la cortina
(componente horizontal) concentrando la mayor cantidad de energia en esta zona de la cortina.
Esto quiere decir que para frecuencias mas grandes habra mayor cantidad de ondas por unidad de
longitud caracteristica, las cuales se superponen unas a otras provocando disminuciones abruptas.
El muestreo a lo largo de la cortina debe aumentar con la frecuencia para evitar este tipo de
“aliasing”, (ver apéndice A).

En la Fig(8.6) se muestra la amplitud de desplazamiento para los receptores 16, 26 y 36 del arreglo
de receptores en la cortina sujeta a la incidencia de ondas SH con un angulo de 30° y SV con
y = 60°. Observe que en los movimientos del receptor que esta exactamente en el origen
(receptor 26) y el receptor 36 pertenecen a la cara posterior de la cortina ver Fig(8.5), que tiene
desplazamientos maximos en la componente u, (x,) y u3(x,) y desplazamientos nulos para el
receptor 16 (cara anterior).
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AMPLITUD
AMPLITUD

4 08 -06 04 02 0 02 04 0B 08 1 —ug(xz)
(1)

AMPLITUD
AMPLITUD

Fig 8.4. Amplitud de desplazamiento contra la distancia normalizada a para la incidencia vertical
y = 0 de unaonda P.

Receptor 26

Cara anterior Cara Posterior

Receptor 1 eceptor 51

Fig 8.5. Corte transversal de la cortina, los receptores estdn colocados desde —a hasta a en el eje x,
y estan indicados por flechas.

56



Modelo de Presa Simplificado

Ondas SH y = 30° Ondas SV y = 60°

u, (x3) ‘ ' u%(xz)l

- - receptorl6
— receptor26
* receptor36
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Fig 8.6. Espectro de los desplazamientos para todo el rango de frecuencias [0,12.8]Hz, para una
onda incidente SH con y = 30° (izquierda) y una onda SV con incidencia y = 60° (derecha) para
los receptores 16,26 y 36 a lo largo de la cortina.
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Modelo de Presa Simplificado

A la vuelta el movimiento para la cortina ante la incidencia de ondas SH ay = 30° sdlo se
observan desplazamientos en una de las dos caras de la cortina (posterior) para la componente
u,(x,) y para la componente u,(x,) se tienen movimientos principalmente en la otra cara de la
cortina (anterior). Ocurre algo similar para las ondas incidentes SV ay = 60° en las que el
movimiento principalmente se lleva a cabo en la cara de la cortina anterior para las componente
U, (x,) y uz(x,). Aunque las amplitudes maximas y las frecuencias fundamentales no son las
mismas debido al dngulo de incidencia.

Comparacion con el Método BEM y FMM!

Se realizé un analisis para los desplazamientos dentro de un rango de frecuencias que va de 0
hasta 12.8 Hz, en intervalos de 0.1 Hz.

u3(x,)

(=]
=D
E
g ° ]
T g4l -& |
5 [+ e * 5 J i ?j' ;_
e if i
D 1 1 1 1 1 1 1 L 1
4 08 0B 04 02 0 02 04 06 08 1

--+ Fast Multipole Method (FMM)
--* Meétodo de Elemento a la Frontera (BEM)
— Meétodo de Elemento a la Frontera Indirecto (IBEM)

Fig 8.7. Comparacion de los desplazamientos obtenidos con los métodos BEM, FMM e IBEM para
la frecuencia de excitacién f = 13.3 Hz.

! Fast Multipole Method ver [9] y [15]
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En la Fig(8.7) se muestran las amplitudes de los desplazamientos con respecto a su posicion
normalizada, calculadas para un arreglo de 51 receptores igualmente espaciados a lo largo de la
cortina en el eje x,, utilizando los métodos BEM, el Fast Multipole Method (FMM) y el IBEM para
una frecuencia’ de excitaciéon f=13.3 Hz, considerando una onda P con dngulo de incidencia
y = 0°.Para los desplazamientos u3(x,) obtenidos con los métodos IBEM y BEM se tiene una
mejor aproximacién que al calcularse con FMM, esto es debido a que el modelo FMM no
contempla la histéresis de amortiguamiento para esta comparacion. Los tres métodos coinciden
con los valores caracteristicos para la amplitud minima y maxima, aunque en magnitud diferente.

BEM

IBEM

Uq (XZ) Uy (XZ)
Uy (x,) B Uz (x2)
uz(x,) uz(x2)

Fig 8.8. Amplitud de desplazamientos para la cortina en la frecuencia f=13.3 Hz con el método
IBEM (izquierda) y BEM (derecha), considerando una onda P con angulo de incidencia y = 0°.

? Note que f esta Hz, la frecuencia angular w = 2mf con unidades rad/s.
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Sismogramas sintéticos

La Fig(8.9) muestra los sismogramas correspondientes a las ondas Rayleigh y ondas P con
incidencia vertical.Se utilizd6 como senal excitadora un pulso de Ricker con un periodo
caracteristico t, = 0.5s Se puede apreciar la amplificacion del frente de ondas incidentes causada
por la topografia a lo largo de la cortina y que la mayoria de la energia de las ondas se encuentra
en la componente u3(x,). Estas amplificaciones son mayores para los receptores que se
encuentran a la mitad del arreglo de receptores sobre el eje x, debido a su simetria.

Ondas de Rayleigh ¢ = 0° Ondas P y =0°
50 50 ‘%%
~ - A
2 /’Q’/% i \\%\%
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<
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uy (x) Uy (x2)
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us(xy) uz(x2)

Fig 8.9. Sismogramas sintéticos para las componentes u, y u3 a lo largo de un arreglo de 51
receptores igualmente espaciados sobre la cortina de la presa (eje x,). Cortina con incidencia de
ondas Rayleigh (izquierda) y ondas P (derecha) a y = 60°.

En la Fig(8.10) se muestran las series de tiempo de los desplazamientos para las ondas SH y SV con
un angulo de incidencia y = 30°. Se puede apreciar que los movimientos u, (x,) de laonda SV y el
desplazamiento u,(x,) de la onda SH, son muy parecidos. Esto se debe a la simetria de las
componentes SV y SH. Es decir existe una simetria también en los desplazamientos u,(x,) de la
onda SH y en los desplazamientos u,(x,) de la onda SV.
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Es claro que las componentes SV son las que tienen mayor difraccién, esto puede interpretarse
como las multiples reflexiones internas de las ondas, asi como la difraccién producida entre la
cortina de la presa y el semiespacio. Por tanto son las que llevan mas energia y producen mayores
movimientos en la cortina, esto se puede ver en la componente u3(x,) de la onda SV .Esta
componente de la onda SV muestra también la disipacion de la energia (atenuacidn) exactamente
en el receptor que se encuentra en el origen de las coordenadas (receptor 26).

Ondas SH y =30° Ondas SV y =30°

B0

=\ §\X\

P % i _———ﬁ}\\‘ %};%X

= o=
2 %\S%ﬁ\ﬁ/\\\

- o

\ g

——

=
= ,

-

=

-10

o 1 2 3 4 5 6 Z 8 9 10

uq(x3)

60

Fig 8.10. Sismogramas sintéticos para ondas incidentes SH (izquierda) y ondas SV (derecha) a
y = 60°. La sefial es un pulso de Ricker con un periodo caracteristico de t,, = 0.5s.
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Por mencionar algunos resultados el tiempo de arrivo del frente de una onda P con y = 09, es casi
idéntico en todos los receptores a un tiempot = 2 s para la componente vertical uz(x,). Esto
quiere decir que el movimiento se realiza sobre toda la linea de receptores a la vez. Mientras que
para la onda incidente SV cony = 30° en la componente u;(x,) los movimientos se realizan
primeramente en la parte central de la cortina a un tiempo t = 2 s.

Por otra parte los tiempos de arrivo principalmente se realizan en el centro de la cortina
dependiendo del tipo de onda y angulo de incidencia. Por ejemplo ver que el sismograma
perteneciente a la onda incidente SH cony = 30° tiene un tiempo de llegada de t = 3 s para la
componente u;(x;). En tanto la onda de Rayleigh con ¢ = 0° tiene un tiempo de llegada
aproximadamente de t = 1.5 s para la componente u3(x;).

Para finalizar sélo hacemos la observacion de que nuestros datos calculados se realizaron con un
numero de 333 elementos sobre las fronteras discretizadas, el incremento de elementos para el
calculo de la respuesta sismica permite llegar a soluciones aproximadas mds cercanas a la realidad
del fendmeno fisico. Aunque el incremento de elementos eleva el tiempo de computo de los
calculos por ejemplo una corrida con 333 elementos para una sola frecuencia para el arreglo de
receptores planteados llevo 3 min en una computadora normal. En cambio con 756 elementos
para exactamente el mismo problema llevo 24 min por frecuencia para su calculo.
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CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo de presa simplificado simétrico, aproximado numéricamente con
el Método de Elemento a la Frontera Indirecto (IBEM) en el cual se han podido identificar los
frecuencias fundamentales de los desplazamientos para las ondas sismicas con distintos
angulos de incidencia. Y sus sismogramas sintéticos correspondientes.

Mediante las simulaciones numéricas que se realizaron para el modelo de presa simplificado,
se estimaron las influencias de algunos de los factores que controlan los movimientos de la
cortina tales como, el angulo de incidencia que modifica la simetria de las funciones de
transferencia a lo largo del arreglo de receptores, la histéresis de amortiguamiento que
modifica la amplitud, las densidades del semiespacio y la cortina que modifican junto al
coeficiente de Poisson la velocidad e incidencia de las trazas de las ondas con las paredes de la
cortina vista en los sismogramas sintéticos. El tiempo de respuesta de los movimientos
depende principalmente del tipo de onda incidente.

Los desplazamientos maximos pertenecen a las ondas SV seguidas por las ondas SH en
magnitud. Existe una simetria entre las componentes de desplazamiento entre las ondas SV y
SH que nos permiten saber que el movimiento de una cara de la cortina es maximo mientras
gue en la otra es minimo simultdneamente.

Se realizé una comparacidon cuantitativa entre los métodos IBEM, BEM y FMM. En los cuales el
IBEM y BEM utilizaron la histéresis de amortiguamiento mostrando funciones de transferencia
para una onda plana P a una frecuencia f = 13.3 Hz con un maximo de amplitud en la
componente u3(0,x,) de 9.66 y 9.4 respectivamente, mientras que el FMM para esta misma
componente consiguié un maximo de 6.8 aproximadamente. Para la componente u, (0, x,) se
obtuvo una amplitud con el IBEM,BEM y FMM de 5.42, 3.53 y 6.7, respectivamente.



Se lograron las mejores comparaciones con el IBEM y BEM. Estos métodos muestran que en
los problemas con extensidn infinita (por ejemplo el semiespacio eldstico) pueden aproximarse
muy bien a la solucién. Por otra parte en el FMM existen dificultades en la discretizacién del
dominio y mallas utilizados provocando tenga valores residuales acumulativos.

La contribucién fundamental para la aproximaciéon de la solucién es debida al método
empleado, en particular en la respresentacidn integral que se resuelve en cada método. En
segundo término esta la geometria del semiespacio y la geometria de los elementos
empleados, como mencionamos en el IBEM se utilizan circulos por tener resultados exactos,
evitando residuos como errores de propagacion.

El IBEM maneja de manera natural el infinito ya que sélo requiere una discretizacién limitada
por la frontera. Se pueden mejorar las comparaciones realizadas utilizando una mayor
discretizacion de la frontera, logrando asi llegar a frecuencias mas altas.

Resulta evidente la versatilidad del Método IBEM para el calculo de geometrias simétricas, la
implementacion de una frontera NTOPO que pertenece a la geometria del cafidn, hace que los
calculos realizados por el IBEM sean mas realistas y nos permite proponer problemas que
involucren geometrias complejas.



Apéndice A

Transformada de Fourier Discreta

Estamos usando la convencidn
F(w) = f f(t)ezm'wt dt , f(H= f F(a))e—Zma)t dew .

Asumiendo que la funcién f(t) estd dada sélo como valores discretos y equidistantes de la
variable t se define

fi=ft) = fkat) k=--—2,-1012,..

El valor reciproco del incremento del tiempo At es llamado frecuencia de muestreo. Si la
frecuencia de muestreo es alta, muchos detalles de la funcién f(t) pueden ser capturados en
una tabla de valores discretos de f;. Este hecho intuitivo es enunciado en términos
cuantitativos por el teorema de Nyquist: Si el espectro de Fourier de f(t),

F(w) = . f(t)e?mwt gt

es despreciable para frecuencias que se encuentran mas alld de la frecuencia critica (6
frecuencia de Nyquist)

1
+_
24t (A1)

Twy

f(t) esllamada un proceso de banda limitado. Este proceso esta totalmente determinado por
los valores incluidos en el muestreo de f}.La férmula que permite la reconstruccion de f(t) de
los datos del muestreo adquiridos es

O, sin (2rwg(t — kAb)
f(t)_kzz_mf" 2wy (t — kAt)

Por el contrario si f(t) no es de banda limitada, muestreando con un tiempo finito de
resolucién encontramos un “ reflejo” de las partes salientes del espectro mas alld de tw, ,
superponiéndose en el espectro correcto provocando pendientes muy abruptas. En el
procesamiento de sefiales este efecto es conocido como “aliasing”. El aliasing impide
recuperar correctamente la sefial cuando las muestras de ésta se obtienen a intervalos de
tiempo demasiado largos. Asumimos que un conjunto finito de datos muestreados esta dado
por:
fr k=01,..,N—1.



Y sea N un namero par. Definimos las frecuencias discretas como

N . .
(Los w,, enlos cualesm = 5 son nuevamente la frecuencia de Nyquist).Luego la transformada

de Fourier de f(t) para alguna frecuencia w,, esta dada por

kn

N-1 N-1
F(w,,) = At Z fr e ?Tomte = At Z fre *™N . (A.2)
k=0 k=0

Por lo tanto tiene sentido definir la transformada de Fourier discreta como

Fn= Y fce ™ N Npar,y m=0,+1,,..,+—. (A.3)

b
3
N =

De acuerdo a la ec.(A.2) significa que F(w,,) = AtF,. De la definicién de F,, se sigue que
F_,, = Fy_m,m. Hemos usado la periodicidad para reenumerar los F,, talquemvadeOa N — 1

N N
(en lugar de -5 ;).

NN . N NN .

2' 2 ) ) 2 1212 ) )

= 0, N 1 4¥N4q . N-1
2 2°2

Con este convenio de indices la transformada inversa puede ser convenientemente escrita
como

N-1
1 Zm'k—m
fi = NZ E,e“™N (A.4)
n=0

Las ecs.(A.3) y (A.4) son comUnmente llamadas en la literatura como la transformada y la
transformada inversa de Fourier discretas, respectivamente. Estas ecuaciones sirven para
calcular derivadas espaciales de manera alternada en el método seudoespectral y tienen los
mismos resultados que al aplicar el algoritmo FFT.

El algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) realiza las mismas transformaciones que las ecs.(A.3)
y (A.4) pero con un tiempo de calculo mucho menor, ya que con las ecs.(A.3) y (A.4) se
realizan N2operaciones en cambio, con FFT se realizan NlogN. Esto se logra realizando una
inversion de bits, el lector interesado puede encontrar el algoritmo FFT en [48] y [8].






Apéndice B

Calculo de los Esfuerzos

Sea la funcion de Green para la fuerza aplicada en el punto x con direccién y;, que produce
desplazamientos en la direccion y; en el punto &, en el dominio de la frecuencia w.

GL_](x f (U) {flylyj + f2(5u yiyj)} (B 1)
Realizamos primero la derivada total de la funcion de Green de la siguiente manera.
(')Gk]
ox, 4Mr2{f1m, + f2(81j — m,)}
1 (0fy dy; 09f, 0f> ay;
R
+4nur{6 YiYi fla £y, +f1Vka +3. 5,09 " o, VY T fz ax ¥ - fzykax

Factorizando

Gy

ox, 4Mr2{flyky, + f2 (8 — VkV})} ax

1 [0 9f f2
47wr{(6_xl ax))’k)’]+(f1 fz)<a Vit Vg >+a }

Como fi(r) vy fo(r) dependen de la distancia entre x y £ tal que 7 = Ve — &% + (x5 — &)2
tenemos

ofi _df or _dfix _df
axl dr axl dr r dry

0f, _dfy or _dfix_dfs
Ox; dr 0x; dr r dr ar

Oy _ 0 (xk) 10xy 1 or

De igual modo encontramos las derivadas parciales de yi ¥ yj, 5— ox, — ) T r_za_xlxk
a]/k 1
B_xl = ;(51(1 — V1Y)
B_xl = ;(5]'1 — Y Yl)
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Reemplazando las derivadas parciales de f1 (1) , f2(r) y yi, y; respectivamente

9Gy;  —
axl 4‘[171'7"2 {fl)/k)/] + f2(5k1 ’yk'yj)}
1 (df df 1 1 o,
Amtur {< dr dr ) v+ (fi = f2) (; O =y vy; + r (51'1 —Yj Vl))’k) + Eyldkf}

Agrupando términos semejantes obtenemos las derivadas parciales de la funcion de Green

G, 1 ((dfy dfs 3(fi—f2) (i = f2) d
. {(d_];l B d_]3 - %) Vi YkYj +¥(yj5kl +¥16) + (d_];2 - %) Vl5kj}

0G,; 1 d d 3(f1 — -
o {<d_];1 - d_j;z B M) YiYeYi+ M (vj8i + vi8) + (d_iz - f_2> Vk5l]}

Encontramos ahora las deformaciones, recordando que la direccion del vector unitario y; esta
representado con un indice mudo j.

Exlj = <6xl +m (B.2)

Explicitamente el tensor de las tensiones €;;; es

1 d d 3
871‘[”{ ( fi /2 (f1r fz}))’z kaj+U—(ZYJ6kl+y1 St + VicS; )

€klj =
af,
+ <_dr - _) (yk8lj + yl6k})}

Por ultimo apliquemos la ley de Hooke ecuacién (3.4) sobre las tensiones obtenidas 6 de manera
analoga podemos aplicar la ecuacién (6.9)

Omnj = Conii1€xtj = A€kijOmnt21€k1;
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donde €y es

€kkj = V- (B.3)

1 (df, Gi-2f)
4mtur  dr r

Entonces los esfuerzos estan representados por el tensor gy,

o A %_i_(ﬁ—zfz) 5
™ Agur | dr r ¥1Omn

1

Amtr LB ) (fy —

%_%_3(](1 f2) _
dr dr r Ym Yn¥j

(2]/] mn + yn5]m + Ym ]n) + (d];2 > (Ymé‘nj + Yné‘mj)

Utilizando las velocidades de los potenciales elastodindmicos, tenemos que
A pa —2ppB? (az 2)
o pp? p? '

Introduciendo en el tensor de esfuerzos y reagrupando obtenemos

_ 1 dfi df; 3(fi—f2) df1 _h—2f f2_dh
Jmnj_4nr{ (E_E_ r ) Yin Vuls + [,82 r >+2(?_W>]Yj6mn

22 ) (5 150)

(B.4)

Notemos que el tensor g,,,; (B.4) contiene explicitamente la direccion y; de la fuerza aplicada, y
con él se pueden encontrar los esfuerzos en cualquier componente de un sistema coordenado,
aplicandole la proyeccién adecuada.
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Apéndice C

Soluciones de Stokes

El lector puede encontrar las soluciones de Stokes" en [22], [37] y como operador en [2] p.103.

i) (6= ) +2p% [F ot — knk dk | (c.L.A)

F1 :;
1
=6t _%) — B2 [Fst - kr)k dk (C.1.B)

Realizamos un mapeo de las soluciones de Stokes del dominio del tiempo al dominio de la

frecuencia, aplicando la transformada de Fourier (2.8.b) cony = 1.

, @ o 1/B
r . .
T—[Fﬂ:i—z fd(t—;)e‘“"t dt + 282 f f 5(t — kr)ke ™t dkdt
—o0 - 1/
5 1/B
. T .
= 'i—ze_“"a + 2B f ke "k d
1/«
‘82 T 1 e—i%r 1 e—i%r e e lwkr
=—e “Ya+ 2B || -———— + f ——dk
a? B ior a ior iwr
1/a
2 2 iR2 2 ; W
— :B_e—iu)g -2 :8 + L.B e—i%r _ .8 +£ e—lFT
a? w?r?  awr w?r?  wr

. . 7 4. w .
Introduciendo las velocidades de onda caracteristica Py S, como q = - k= respectivamente,

tenemos que:

(C.2)

B2 e - (G

f1 T a2 a2 \qg%r?2  qr

'a, [ son las velocidades de las ondas P y S respectivamente, definidas en las ecs.(4.1) y (4.2).
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De manera andloga obtenemos la transformada de Fourier de F, (C.1.B).

© o 1/B
T . .
FIF] = f ) <t - E) e wtdr — B2 f f §(t — kr)ke 't dkdt
—o00 - 1/a
i 1/8 w
=e¢ "B —p2 f f 8(t — kr)ke™ ™t dtdk
1/a —o

_iﬂr —igr 1/'3 ik
—iwk le P le'a g Ttk
2

e F-pl-(c—-—|+ | =
p ior «a ior ior

dk

1/a

Sustituyendo la velocidades caracteristicas de las ondas Sy P obtenemos que

f = e ik 4 :82( _I_L)e—iqr _( 1 +i>e—ikr
2 a?\q*r? qr k2r?  kr ' (C.3)

Podemos obtener la solucion para el caso estatico a partir de las soluciones de Stokes (C.1.A)y
(C.1.B), manteniendo F; y F, constantes en el dominio del tiempo ¢ donde 0 < t < oo, es decir la
fuerza aplicada en el origen para un medio eldstico, isétropo, homogéneo e infinito no cambia con

el tiempo.
o ‘82 o o 1/B
_ _ _r 2 _
K, _f Fdt = azf 5(t a)dt + 28 5t — kr)k dkdt
0 0 0 1/a
) 1/B o
=— +2f* f f(?(t—kr)k dtdk
a
1/a 0
1/B
X [T 1
=— + Zﬁ kdk = IB F - ;] =
1/«

Procedemos de manera similar para encontrar K,
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o 1/B

K, =f det=1—,82 f kdk = 1_?['ﬁ_ﬁ] = > 1+;.
0 1/«

Las constantes K; y K, llevan a la solucién de Kelvin, las cuales son constantes escalares
independientes del tiempo que pueden ser obtenidos en el dominio de la frecuencia, realizando
una expansién de Taylor para w 6 r pequefias sobre las ecs.(C.2) y (C.3) obteniendo K; y K, como
una aproximacién a primer orden.

Mostramos algunas derivadas especiales de la ecs.(C.2) y (C.3), que seran de utilidad para el
calculo explicito de las tracciones, en las que se basa el programa IBEM 3D.

<ﬂ)—’g2<—iq—z+£+ + ) e—i‘"+(z—i—i>e‘”‘r .4

dr a?

@):ﬁ(l_ﬂ_ 2 )e-iqr+(_ik_;+ 2, 2 ) .5

dr a?

<@—%)=ﬁ—2<iq+g— 33 ) e“'qr+<—l+ S )e‘““ (C.6)

<u):ﬁ<l_i_ 3 )e_iqr+(_l+i+ 3 )e—ikr (.7

<f1—2fz):ﬁ<1_ﬂ_ 4 ) e—iqr+(_§+ﬂ+ 4 )e—ikr (€.8)
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Apéndice D

IBEM 3D

En este apéndice se muestra el algoritmo utilizado para el cdlculo de los desplazamientos en el
dominio de la frecuencia para el programa IBEM 3D. En este programa se considera que puede
existir solo topografia irregular, o solo valle aluvial, o topografia irregular en una parte del
modelo y valle en otra. La nomenclatura se mantiene:

NPLAT=parte plana sin monticulos;

NIRR=parte irregular del semiespacio en contacto con el valle;

NIRK=parte superficial del valle; y la parte nueva

NIRT=parte irregular de la topografia que no estd en contacto con el valle.

Se inicializa el programa con la lectura de los datos contenidos en un archivo.DAT. Este archivo
contiene la informacién del sistema fisico del semiespacio y la cortina , de su geometriay la
localizacion exacta de los receptores.
Constantes Fisicas en archivo.DAT
F,,,-= Factor de normalizacién
v = Coeficiente de Poisson del semiespacio
Q<= Factor de Calidad para el semiespacio para las ondas S
Qp= Factor de Calidad para el semiespacio para las ondas P
ps = Densidad del semiespacio
Bs = Velocidad de propagacién de las ondas P del semiespacio
v = Coeficiente de Poisson de la cortina
Q.= Factor de Calidad para el semiespacio para las ondas S
Q.= Factor de Calidad para la cortina para las ondas P
pc = Densidad de la cortina
B¢ = Velocidad de propagacion de las ondas P de la cortina
N;yc=Numero de incidencias
= angulo acimutal
y(N;nc)= angulos de incidencia
DF=incremento de frecuencia
NFR=Numero de frecuencias a calcular
FRI=Frecuencia inicial
NPLAT= nimero de elementos en NPLAT
NTOPO=nUmero de elementos de NTOPO
NIRR=nUmero de elementos para NIRR
NIRK=numero de elementos para NIRK
Lectura de Geometria de la presa y semiespacio
Las tres primeras columnas representan la localizacidn espacial, las tres columnas siguientes
son los cosenos directores y la Ultima columna es el radio del elemento. Esto se realiza en el
orden de aparicion de las regiones NPLAT,NTOPO,NIRR,NIRK.
X Y Z " Y2 Y3 R
Coordenadas de los receptores
Se dan las coordenadas x,y,z de los receptores en el espacio indicando con una cuarta columna
con 1:si el receptor esta en la cortina, y 0; si no esta en la cortina.



—— DOj=1,..,NFREC

k= 2F%Ejl;'nor
q=k *5 )

ok = k= s
4= qk— Z(QqD)p
kv = B

w=to (2
ckv = kv — Z(Z;)s
cqu = quv — 2(22)

SOL(ck,cq, k,q,ckv,cqu,IOND,NCAS)
—— DO i=1..NEST
Xp = X COS Qg + y;Senpp

DOk =1..NCAS
sumx, =0+ 0
sumy, =0+ 0i
sumz, =0+ 0
END

— IF IN;=0

— DOl =1..NBPE

xmn = x; — xb;

ymn =y; —zb

zmn = z; — zb;

rmn = Jxmn? + ymn? + zmn?
dA = nrf

—IF n,<rmn

_ xnm _ ynm _ znm
Gl - rmn 2= rmn 3 rmn
cqr = cq *rmn

ckr = ck xrmn

GREEN (Gmn, ckr,cqr,rmn, g Gm)

ELSE
vn, =nx; vn, =ny; vnz =nz

—IF 0.1 <rmn

_ rmn
=
xnm ynm znm
Gl - rmn GZ = rmn 3 = rmn
ELSE
e=0
L END IF




—DO p=1..NCAS
1 =1 [2=1+ NBPE [I3=12+ NBPE

Ay = Al1,p Ay = A P Ay = A §)

SUMx, = Sumx, + dA(AXGl,l + AYGLZ + AzGl’g)
sumyp = sumyp + dA(AxGZ’l + Asz’z + AZGZ,3)
SUMZzy, = SUMz, + dA(Ang’l + Ang’z + Ang’g)

—END DO

— END DO

EISE

— DO | =NBPE+1..NBPE + NBPR

xmn = x; — xb;

ymn = y; — zb;

zmn = z; — zb;

rmn = /xmn? + ymn? + zmn?

dA = nrf

— IF n<rmn

_ xnm _ ynm _ Znm
Gl - rmn 2= rmn 3 rmn
cqr = cq *xrmn

ckr = ck *rmn

GREEN (Gmn, ckr,cqr,rmn, (ﬁ) , Gm)

alg
ELSE
vy =NX; VN, =Ny,  VNhg =nz

—IF 0.1n <rmn

rmn

xnm _ ynm _ znm
Gl - rmn GZ - rmn 3 rmn
ELSE
£ =
__END IF
GREENEX (G, ckv,cqu, R, (£) | vnp, Gy, )
R
—END IF
—DO p=1..NCAS
1 =2NBPE+l [12=I1+NBPR I3 =12 + NBPR
Ay = All,p Ay = A, P Az = A, P

SUmMx, = Sumx, + dA(AXGl,l + AYGI,Z + AzGl’g)
sumy, = sumy, + dA(Asz'l + Asz'z + AZGZ,3)
SUMz, = Sumaz, + dA(Ang'l + Ang'z + Ang’g)

—END DO

— END DO

—— ENDIF




— IF  IN,=0
— DO p=1..NCAS

ITYP = IOND,
IF ITYP =1 ONDASP(yr,,, q)
IF ITYP =2 ONDASV (yr,, k, q)
IF ITYP =3 ONDASR(q)

IF ITYP = 4 ONDASH(yr,, k)

UX=UY=UZ=O+OL

IF ITYP + 4 DESFPS(x4,2;, ITYP)
IF ITYP = 4 DESFSH (x4, 2;)

U; = Ux cos g — Uysenep
U, = Uy sen pg — Uycosppg
U3 = UZ

FDTUX;, = U; + sumx,
EDTUY;, = U, + sumy,
FDTUZ;, = U3 + sumz,
—END DO
ELSE

DO p=1..NCAS
FDTUX;, = sumx,
FDTUY;, = sumy,
FDTUZ;, = sumz,
END DO
L_ENDIF

— END DO
SALIDA
FDTUX,,

FDTUY,,
FDTUZ,,

—— END DO
STOP

Las subrutinas ONDASP,ONDASH, ONDASV, ONDASR, DESPS, DESPH, calculan la solucién de
campo libre con las ecs. dadas en el capitulo IV.
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