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por acompañarme en este recorrido.

iii
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3.3. Acoplamiento esṕın-órbita de Rashba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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ticas idénticas F1, F2, y en medio de ellas una capa de metal no-magnético M. (a)
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esṕın hacia arriba (esṕın antiparalelo a la magnetización) pueden atravesar la estruc-

tura casi sin dispersión lo que produce una resistencia mı́nima. (b) Al contrario, en

el caso antiparalelo, los electrones con esṕın hacia arriba y esṕın hacia abajo sufren

dispersiones en ambos ferromagnetos F1 y F2, dando a lugar a una resistencia mayor

[22]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Resumen

La orientación de espines electrónicos inducida por campos eléctricos mediante la in-

teracción esṕın-órbita en semiconductores, es uno de los fenómenos básicos más im-

portantes en el activo campo de la Espintrónica. Este fenómeno no requiere el uso

de materiales magnéticos ni la aplicación de campos magnéticos externos, como sucede

usualmente cuando se explora la dinámica de esṕın, y por ello ofrece una v́ıa alternativa

para obtener una polarización de esṕın, que es uno de los elementos constitutivos bási-

cos de cualquier posible dispositivo espintrónico. Las investigaciones realizadas en este

tema se han restringido predominantemente al caso de excitación con campos eléctricos

estáticos. En el presente trabajo, utilizamos el formalismo de la teoŕıa de respuesta

lineal para analizar la polarización de esṕın inducida en un gas de electrones cuasi-

bidimensional v́ıa interacción esṕın-órbita como respuesta a un campo eléctrico externo

que oscila en el tiempo. Esta clase de sistema se encuentra presente en heteroestruc-

turas semiconductoras con estructura cristalina tipo zincblenda y wurtzita, y es muy

investigada teórica y experimentalmente, debido a que la magnitud de dicha interacción

es apreciable en ellas y sus estados electrónicos adquieren notables caracteŕısticas. En

particular, calculamos el tensor de polarizabilidad de esṕın como función de la frecuen-

cia del campo externo, tomando en cuenta una interacción esṕın-órbita anisotrópica

derivada de la presencia conjunta de los acoplamientos Rashba y Dresselhaus. Dicha

anisotroṕıa da lugar a un comportamiento espectral muy diferente del correspondiente

a los casos en que sólo existe acoplamiento isotrópico (Rashba o Dresselhaus). El cál-

culo revela nuevas resonancias en los espectros de la polarizabilidad de esṕın, lo que

sugiere la posibilidad de lograr un control ‘óptico’ de la polarización de esṕın medi-

ante la variación de la frecuencia del campo aplicado, y no sólo a través de la conocida

modulabilidad del acoplamiento Rashba. Además, se identifica el origen de estas res-

onancias en términos de la anisotroṕıa del desdoblamiento de los estados electrónicos

en el espacio de momentos. Consideramos el caso de pozos cuánticos orientados en las

direcciones cristalográficas [001], [110] y [111]. Se obtuvieron relaciones entre el tensor

de polarizabilidad de esṕın con otras funciones respuesta tales como la conductividad

de carga o la conductividad Hall de esṕın, y con ello se verificaron algunas propiedades

generales de la respuesta de esṕın resportadas previamente.



Caṕıtulo 1

Introducción

El rápido progreso en la miniaturización de los dispositivos electrónicos ha llegado al

régimen en el que los efectos cuánticos comienzan a ser factores importantes en su

funcionamiento. Uno de estos efectos es la propiedad cuántica de los electrones que está

ı́ntimamente relacionada con el magnetismo en sólidos, nos referimos al esṕın. En un

circuito eléctrico convencional, los espines están orientados aleatoriamente y no tienen

influencia sobre el flujo de corriente eléctrica. En una nueva generación de dispositivos

lo que se busca es generar corrientes de espines polarizados y utilizar, por ejemplo, el

esṕın para controlar el flujo de corriente. En este contexto, los recientes avances en la

manipulación del grado de libertad del esṕın a escala nanométrica apuntan a una nueva

tecnoloǵıa electrónica cuyo funcionamiento está basado principalmente en el esṕın de

los electrones.

El conocimiento de cómo evoluciona el esṕın conforme el electrón atraviesa un dis-

positivo, es un elemento clave para poder utilizarlo, por ejemplo, en mecanismos para

transferencia y procesamiento de información. Estos son algunos de los requerimientos

que han dado lugar a un nuevo campo de estudio llamado Espintrónica, cuyo principal

objetivo es encontrar mecanismos para incorporar el grado de libertad del esṕın a la

electrónica convencional. La habilidad de controlar coherentemente el esṕın de los por-

tadores de carga en nanoestructuras semiconductoras es uno de los principales objetivos

de la espintrónica. Uno de los mecanismos prometedores para manipular el esṕın es el

acoplamiento o interacción esṕın-órbita. Este es un efecto puramente relativista que

acopla el momento orbital de los electrones con su esṕın; inicialmente fue descrito para

electrones libres en el vaćıo donde los efectos de la interacción esṕın-órbita son muy

pequeños.
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2 Introducción

Por otro lado, siendo el esṕın un momento magnético intŕınseco de los electrones,

se acopla naturalmente con campos magnéticos externos. No obstante, recientemente la

generación eléctrica o no magnética de una polarización de esṕın en materiales semicon-

ductores ha despertado un gran interés debido a su potencial aplicación en dispositivos

espintrónicos basados en semiconductores, precisamente uno de los mecanismos para

lograrlo es la interacción esṕın-órbita.

Se ha observado que el confinamiento electrónico en ciertas heteroestructuras semi-

conductoras de baja dimensionalidad causa un incremento significativo en la magnitud

de la interacción esṕın-órbita [1]. Por esta razón, esta interacción resulta ser una v́ıa

alternativa muy importante para tener acceso al esṕın en materiales semiconductores

sin la necesidad de utilizar campos magnéticos o materiales magnéticos, como sucede

usualmente cuando se desea explorar la dinámica del esṕın.

La simetŕıa de inversión espacial y temporal de los semiconductores desempeña un

papel muy importante. Esto se debe a que la acción conjunta de las simetŕıas de in-

versión espacial y temporal en ciertos semiconductores da como resultado una doble

degeneración de los estados de esṕın de los electrones. Es posible romper esta degene-

ración aplicando un campo magnético externo. Sin embargo, los semiconductores con

estructura cristalina tipo zincblenda y wurtzita son intŕınsicamente asimétricos, por

lo tanto la degeneración de los estados de esṕın se rompe incluso en la ausencia de

cualquier campo externo.

En las heteroestructuras semiconductoras la falta de simetŕıa de inversión da lugar

a distintos mecanismos de interacción esṕın-órbita. Uno de los sistemas idóneos para es-

tudiar estos mecanismos en sistemas de baja dimensionalidad son los gases de electrones

bidimensionales [2]. En la interfaz de las heteroestructuras semiconductoras se forman

pozos cuánticos y cuando el ancho del pozo es suficientemente angosto da lugar a un

gas de electrones bidimensional donde los electrones se encuentran confinados en un

espacio cuasi-bidimensional en el que su movimiento en la dirección de crecimiento de

la heteroestructura está cuantizado, mientras que en el plano del gas se mueven de ma-

nera libre. La falta de simetŕıa espacial del potencial que confina el gas de electrones, da

origen al conocido acoplamiento esṕın-órbita de Rashba [3]. Asimismo, el rompimiento

en la simetŕıa de inversión espacial en el bulto da origen al acoplamiento esṕın-órbita de

Dresselhaus [4]. Mientras que el acoplamiento Dresselhaus es una propiedad intŕınseca

del material, el acoplamiento de Rashba puede modularse externamente con un volta-

je de compuerta [5, 6]. En los gases de electrones bidimensionales, una caracteŕıstica

importante del acoplamiento esṕın-órbita tipo Dresselhaus es que es sensible a la ori-
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entación de crecimiento del pozo cuántico. Por ejemplo, en pozos cuánticos crecidos

en la dirección cristalográfica [110], se sabe que el acoplamiento Dresselhaus produce

estados con los espines orientados perpendicularmente al plano del gas, a diferencia de

lo que pasa en un pozo en una muestra orientada en la dirección [001] donde los espines

se encuentran en el plano del gas.

La interacción esṕın-órbita proporciona, en principio, una v́ıa de acceso para contro-

lar el esṕın del electrón aplicando un campo eléctrico en lugar de un campo magnético.

En particular, en un gas de electrones bidimensional con asimetŕıa de inversión espacial,

se sabe que la interacción esṕın-órbita se traduce a un campo magnético efectivo que

depende del momento de los electrones, el cual induce una polarización de esṕın neta

aplicando campos o corrientes eléctricas.

Como se ha mencionado, la generación y manipulación de una densidad de espines

es uno de los elementos constitutivos de cualquier posible dispositivo espintrónico. Por

tal motivo, el fenómeno de polarización de espines v́ıa campos eléctricos a través de la

interacción esṕın-órbita representa uno de los temas centrales en el activo campo de la

Espintrónica.

La posibilidad de inducir eléctricamente una polarización de espines en un semi-

conductor a través de la interacción esṕın-órbita fue sugerida teóricamente en 1971

por D’yakonov y Perel’ [7]. Otros autores [8] mostraron la importancia de la interac-

ción esṕın-órbita, en especial del acoplamiento Dresselhaus en semiconductores no cen-

trosimétricos, al dar lugar a un mecanismo intŕınseco de relajación de esṕın alternativo

a otros mecanismos, tales como, los asociados al acoplamiento esṕın-órbita debido a

iones o impurezas, o a la interacción hiperfina entre espines electrónicos y nucleares.

Posteriormente, en 1990 Edelstein [13] demostró teóricamente que se puede generar

una orientación del esṕın de los electrones de conducción al aplicar una corriente eléc-

trica a través de un GE2D con acoplamiento Rashba. Con estos resultados se mostró

la posibilidad de un efecto magneto-eléctrico (una corriente eléctrica induce una mag-

netización de esṕın) en este tipo de sistemas a través del acoplamiento modulable de

Rashba.

No obstante, fue hasta en 2004 cuando se obtuvieron las primeras observaciones

experimentales de una polarización de esṕın generada por una corriente eléctrica en

heteroestructuras semiconductoras con interacción esṕın-órbita [9, 10, 11, 12]. En estos

sistemas el campo eléctrico se aplica en el plano de un gas de electrones bidimensional,

y actúa sobre portadores de carga en movimiento como un campo magnético intŕınseco

por medio del cual es posible orientar los espines [13].
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En la actualidad, existen diversos trabajos teóricos que han estudiado este fenómeno

en gases de electrones bidimensionales con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo

Dresselhaus. En estos sistemas, se ha encontrado que la polarización de esṕın inducida

por un campo eléctico es anisotrópica, esto quiere decir que depende de la dirección

del campo [14]. Además de esta anisotroṕıa debida al campo, se ha mostrado que la

contribución del acoplamiento Dresselhaus a la polarización de esṕın, depende de la di-

rección de crecimiento del pozo cuántico, mientras que la contribución del acoplamiento

Rashba es independiente de dicha dirección [15]. Asimismo, se ha demostrado que es

posible controlar la magnitud y dirección de la polarización de esṕın modulando la

intensidad de los acoplamientos de Rashba y Dresselhaus [16].

Sin embargo, las investigaciones realizadas se han restringido principalmente al caso

de excitación con campos estáticos. Recientemente algunos modelos teóricos han con-

siderado excitación con campos que oscilan a frecuencia finita. Se han realizado estudios

de la dependencia en la frecuencia de la función respuesta de esṕın, empleando el for-

malismo de la teoŕıa de respuesta lineal [17, 18, 19]. En este contexto, Erlingsson et

al. [17] han hecho cálculos del tensor de susceptibilidad de esṕın como función de la

frecuencia y han encontrado que las resonancias que se observan en la suceptibilidad

de esṕın dependen de los valores relativos de los parámetros de Rashba y Dresselhaus.

López-Bastidas et al. [19] reportan que la forma de los espectros de la función respuesta

de densidad de esṕın, es resultado de la anisotroṕıa angular del desdoblamiento de los

estados de esṕın debida a la presencia conjunta del acoplamiento Rashba y Dressel-

haus. Ambos trabajos sólo consideran la contribución del acoplamiento Dresselhaus en

un pozo cuántico crecido en la dirección cristalográfica [001].

Otro enfoque metodológico que se ha empleado para estudiar este fenómeno es a

partir de la ecuación cinética de la función de distribución de los electrones, la cual

incorpora los procesos de dispersión por impurezas [20, 21, 22, 23]. En un estudio hecho

en el ĺımite de baja frecuencia, Raichev [23] reporta que para pozos cuánticos crecidos

en la dirección [001], el tensor de polarizabilidad de esṕın es cero a cualquier frecuencia

cuando los parámetros de Rashba y Dresselhaus son iguales, esto se debe a que en

este caso existe una dirección fija de cuantización, esto quiere decir, que el campo

esṕın-órbita no depende del momento de los electrones y por lo tanto los mecanismos

intŕınsecos de relajación de esṕın se cancelan. Similarmente, encontró que en pozos

cuánticos crecidos en la dirección [110], cuando sólo hay acoplamiento Dresselhaus no

se genera una polarización de esṕın independientemente de la frecuencia.
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Objetivo de la tesis

Tomando en cuenta el estado actual de las investigaciones realizadas sobre este fenó-

meno, el objetivo principal de esta tesis es estudiar el fenómeno de la orientación de

esṕın como respuesta a un campo eléctrico que oscila en el tiempo con una cierta fre-

cuencia dada, debido a que los estudios realizados se han concentrado principalmente

en el ĺımite de baja frecuencia. Este campo eléctrico se aplica en el plano de un gas de

electrones bidimensional con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus.

Se consideran los casos de pozos cuánticos formados en heteroestructuras semiconduc-

toras III-IV con estructura cristalina tipo zincblenda como InAs o GaAs, orientados

en las direcciones cristalográficas [001], [110] y [111]. Este estudio se basa en el cálcu-

lo de funciones respuesta, en particular, de los tensores de susceptibilidad de esṕın y

polarizabilidad de esṕın como función de la frecuencia del campo perturbativo. Estos

tensores se obtienen utilizando el formalismo de la teoŕıa de la respuesta lineal, cuyo

cálculo combina el estudio a frecuencia finita con el efecto de la interacción esṕın-órbita

anisotrópica derivada de la presencia conjunta de los acoplamientos tipo Rashba y tipo

Dresselhaus.

En la mayoŕıa de los trabajos realizados, un aspecto que no ha sido estudiado en

detalle es el origen de la resonancias observadas en los espectros de la función respuesta

de esṕın. Por este motivo, en esta tesis se calcula la densidad conjunta de estados, la

cual nos permite entender el origen de las resonancias en la polarización de esṕın como

función de la frecuencia del campo.

La hipótesis en la que se fundamenta esta investigación es que la interacción esṕın-

órbita anisotrópica modificará los espectros, dando lugar a un comportamiento espectral

muy diferente del correspondiente a los casos en que sólo existe acoplamiento isotrópi-

co, es decir, sólo acoplamiento tipo Rashba o tipo Dresselhaus. Esta dependencia en

la frecuencia abre la posibilidad de lograr un control tipo ‘óptico’ sobre las densidades

de esṕın en estos sistemas mediante la variación de la frecuencia del campo aplica-

do, y no sólo a través de la modulabilidad del acoplamiento Rashba v́ıa potenciales

electrostáticos.

Una vez planteado el tema de investigación, a continuación se presenta la organi-

zación de esta tesis por caṕıtulos. El Caṕıtulo 2 comienza introduciendo dentro de un

contexto histórico, el concepto del esṕın del electrón y del acoplamiento esṕın-órbita.

El principal propósito es resaltar la importancia que tiene en la actualidad el estudio

de la dinámica del esṕın en el nuevo campo de la Espintrónica basada en semiconduc-
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tores. En particular, se pone énfasis en la investigación que se desarrolla actualmente

en materiales semicoductores con interacción esṕın-órbita.

En el Caṕıtulo 3 se estudian las propiedades electrónicas de un gas de electrones bidi-

mensional con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus en ausencia de

campos externos. Se analizarán tres casos: primero se describirán las propiedades cuando

se tiene sólo acoplamiento Rashba. Posteriormente, cuando se tiene sólo acoplamiento

Dresselhaus. Por último, se estudia cómo la presencia de ambos tipos de acoplamiento

produce un desdoblamiento anisotrópico.

Una vez que se conocen las propiedades del estado base del sistema, se estudia el

efecto que tiene en el sistema la aplicación de un campo eléctrico en el plano del gas de

electrones bidimensional. Por lo tanto, en el Caṕıtulo 4 se describen en forma general

los fundamentos del formalismo de la teoŕıa de la respuesta lineal que está basada en

la teoŕıa cuántica de perturbaciones de la matriz densidad. Este formalismo permite

calcular funciones de correlación tipo fórmulas de Kubo, como lo son las funciones de

correlación tipo esṕın-esṕın y esṕın-corriente de carga. Esta última es conocida como

polarizabilidad de esṕın y es la función que describe la polarización de esṕın como

respuesta a un campo eléctrico.

Resulta conveniente, antes de estudiar el fenómeno de polarización de esṕın, analizar

la densidad conjunta de estados. La importancia de dicha función es que permite des-

cribir y anticipar las propiedades espectrales de las funciones respuesta mencionadas

anteriormente. La densidad conjunta de estados contiene información sobre el número

de transiciones verticales que son posibles a cierta frecuencia de excitación entre sub-

bandas de esṕın, las cuales se presentan a causa del desdoblamiento originado por la

interacción esṕın-órbita. Este análisis se muestra en el Caṕıtulo 5.

En el Caṕıtulo 6 se presentan los resultados obtenidos al evaluar numéricamente

los tensores de suceptibilidad y polarizabilidad de esṕın. Los resultados muestran que

la presencia conjunta de la interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus,

da lugar a que la polarización de esṕın dependa de la frecuencia. Además de la de-

pendencia en la frecuencia se encontró que la polarización de esṕın depende también

de la dirección en la que se aplica el campo eléctrico, el cual es un hecho que ha sido

poco estudiado [22]. La forma de los espectros de la polarizabilidad de esṕın pone de

manifiesto la importancia de la presencia simultánea del acoplamiento tipo Rashba y

tipo Dresselhaus, en particular la que está presente en pozos cuánticos crecidos en las

direcciones cristalográficas [001] y [110].

En el Caṕıtulo 7 se derivan relacionesentre la polarización de esṕın con la corriente
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de carga eléctrica y la corriente de esṕın. Este tipo de relaciones ya han sido estudiadas

previamente por otro autores [17, 18, 23, 24, 25]. En este contexto, lo que se propone

en este caṕıtulo es obtener este tipo de relaciones utilizando el formalismo de la teoŕıa

de la respuesta lineal en el ĺımite sin impurezas y considerando un campo eléctrico que

oscila en el tiempo a frecuencia finita. La principal importancia de este caṕıtulo radica

en que estas relaciones permiten establecer una conexión entre la corriente de esṕın y la

densidad de esṕın a través de la interacción esṕın-órbita, lo cual puede ser de utilidad,

si se toma en cuenta que en un experimento resulta más fácil detectar una densidad de

esṕın que una corriente de esṕın.

Finalmente en el Caṕıtulo 8, se presentan las conclusiones generales de este trabajo.
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[19] C. López, J. Maytorena y F. Mireles, “Interplay of the Rashba and Dresselhaus spin-

orbit coupling in the optical spin susceptibility of 2D electron systems”, Phys. Stat. Sol.

(c) 4, 4229 (2007).

[20] M. Trushin y J. Schliemann,“Anisotropic current-induced spin accumulation in the two-

dimensional electron gas with spin-orbit coupling”, Phys. Rev. B 75, 155323 (2007).

[21] L.I. Magarill, A.V. Chaplik y M.V. Entin, “Spin response of 2D electrons to a lateral

electric field”, Low-Dimensional Systems 35, 1081 (2001).

[22] V.V. Bryksin y P. Kleinert, “Dynamic magnetoelectric and charge-Hall effects in the

Rashba-Dresselhaus model”, Int. J. Mod. Phys. B 20, 4937 (2006).

[23] O. E. Raichev, “Frequency dependence of induced spin polarization and spin current in

quantum wells”, Phys. Rev. B 75, 205340 (2007).



BIBLIOGRAFÍA 11
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Caṕıtulo 2

Espintrónica

El principal objetivo de este caṕıtulo es dar una descripción general de algunos de los

más importantes temas de estudio del nuevo campo de la Espintrónica. Para ello se

presentan los conceptos fundamentales en los que se basa este trabajo: el esṕın y el

acoplamiento esṕın-órbita. A pesar de que estas propiedades del electrón fueron descu-

biertas hace más de ocho décadas, no es de sorprender que aún sigan siendo objeto de

intensa investigación teórica y experimental. Para entender esto, se comienza el caṕı-

tulo con una breve reseña histórica sobre el descubrimiento del esṕın electrónico y del

acoplamiento esṕın-órbita, con el propósito de resaltar la importancia que tiene en la

actualidad el estudio de la dinámica del esṕın de los electrones para agregar nuevas

capacidades y funcionalidades a los futuros dispositivos electrónicos. Uno de los meca-

nismos prometedores para controlar el esṕın es precisamente la interacción esṕın-órbita,

en particular la que está presente en sistemas semiconductores de baja dimensionali-

dad. Esto ha motivado el estudio de distintos fenómenos espintrónicos en estos sistemas,

siendo uno de ellos el fenómeno de la polarización de esṕın o magnetización de esṕın

inducida no por un campo magnético, sino por un campo eléctrico, tema en el cual se

enfoca esta tesis. Para finalizar este caṕıtulo se presenta una reseña de las investiga-

ciones realizadas sobre dicho fenómeno hasta la fecha, las cuales principalmente se han

restringido al caso de excitación con campos eléctricos estáticos.

2.1. El Esṕın

Las primeras ideas que sugeŕıan la existencia de una propiedad magnética intŕınseca

de los electrones se comenzaron a desarrollar en 1921. Esta hipótesis se basaba en el

13
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hecho de que muchos experimentos no pod́ıan ser explicados de manera satisfactoria en

términos de modelos clásicos. Entre estos fenómenos sin explicación se encontraba el

efecto Zeeman anómalo [1], en el cual se observó que las ĺıneas espectrales de átomos

como el Hidrógeno en presencia de un campo magnético intenso, se descompońıan en

conjuntos llamados multipletes caracteŕısticos del elemento y dependientes del campo

externo. Posteriormente Einstein y de Haas realizaron un experimento en el cual sus-

pendieron un cilindro magnetizable de un hilo de cuarzo y le indujeron una corriente

alterna mediante una bobina, procurando que la frecuencia de las corrientes inducidas

coincidiera con la frecuencia de oscilación torsional para lograr que se produciera reso-

nancia. Con este experimento Einstein y de Hass pudieron comprobar que la variación

de la magnetización genera una variación similar en el momento angular [2].

No obstante, el experimento crucial que puso en evidencia esta propiedad magnética

intŕınseca de los electrones fue realizado por Stern y Gerlach en 1921 [1]. En sus expe-

rimentos haćıan pasar un haz de átomos de plata por un campo magnético fuertemente

inhomogéneo. Se esperaba que en el estado base el haz no deb́ıa descomponerse, sin

embargo se encontró que el haz se divid́ıa en dos componentes, poniendo de manifiesto

que los electrones utilizados poséıan un momento magnético diferente de cero aún en

el estado base. Sin embargo, en ese momento no exist́ıa una teoŕıa que explicara de

manera satisfactoria el origen de estos fenómenos.

En 1924, Wolfgang Pauli investigó el problema de porqué las ĺıneas espectrales de los

metales alcalinos no eran singletes como lo predećıa la teoŕıa de Bohr sino un doblete,

es decir, hab́ıa dos ĺıneas espectrales en lugar de una. Esto pod́ıa ser explicado si se

supońıa que el electrón pod́ıa existir en dos estados, lo que lo llevó a proponer que cada

estado electrónico orbital en un átomo es caracterizado por cuatro números cuánticos,

en lugar de tres y que además cada estado puede estar ocupado sólo por un electrón,

resultado conocido como Principio de exclusión de Pauli . Para explicar estos resultados,

en 1925, Samuel Goudsmit y George Uhlenbeck tuvieron la idea de atribuirle al electrón

su propio momento magnético intŕınseco o esṕın, como interpretación f́ısica del nuevo

número cuántico propuesto por Pauli. Probaron que el esṕın de los electrones pod́ıa

tener sólo dos valores +�/2 o −�/2, asignándole el doble del valor que se supońıa deb́ıa

tener una part́ıcula cargada girando, donde � es la constante de Planck [3].

El concepto del esṕın electrónico apareció al principio como una hipótesis adicional

que deb́ıa introducirse al resto de la Teoŕıa Cuántica. Landé, al estudiar el efecto Zeeman

anómalo, introdujo el famoso factor g y Goudsmit y Uhlenbeck le asignaron un factor

de g = 2 al esṕın del electrón para que concordaran los resultados. Este factor de 2 sólo
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pudo entenderse claramente algunos años más tarde cuando, en 1928, Dirac [4] estableció

una ecuación de onda relativista similar a la ecuación no relativista de Schrödinger para

describir al electrón en el vaćıo. En su tratamiento, el esṕın del electrón aparece de

forma natural y demostró que las soluciones de su ecuación para el átomo de hidrógeno

daban al esṕın como un cuarto número cuántico. Por lo tanto, la Mecánica Cuántica

Relativista puso al esṕın sobre fundamentos teóricos muy firmes, estableciendo que no

es una propiedad clásica.

El número cuántico del esṕın es análogo al número cuántico orbital, sin embargo, a

diferencia de este último, el valor del esṕın no cambia con el estado de movimiento del

electrón. Todos los electrones independientemente de cuál sea su estado de movimiento,

si se mide la proyección del esṕın a lo largo de cualquier eje, pueden tener cualquiera

de los valores +�/2 o −�/2. De modo que pensar en el esṕın en términos de un modelo

clásico e imaginar al electrón como una esfera de carga que gira alrededor de uno

de sus ejes no corresponde a la realidad f́ısica. La razón por la cual se utiliza hasta

la fecha este modelo clásico en la literatura para tratar de visualizar y entender el

esṕın del electrón, se debe a que se sigue considerando al electrón como una part́ıcula

puntual; sin embargo no resulta claro cómo puede asociarse un momento magnético

o una rotación intŕınseca a un punto. Es importante tener claro que el esṕın es una

propiedad magnética fundamental del electrón junto con su masa y carga eléctrica.

No obstante, cabe mencionar que el esṕın es una propiedad cuántica de los electrones

y muchas otras part́ıculas, como los núcleos y los átomos. En este trabajo cuando

mencionemos “esṕın” nos referiremos al esṕın del electrón.

2.2. Acoplamiento esṕın-órbita

Una vez descubierto el esṕın del electrón, se comenzó a estudiar la forma en cómo

interactúa con los campos eléctricos producidos dentro de los átomos. Para ilustrar esta

interacción, imaginemos el movimiento orbital del electrón alrededor del núcleo atómico.

El campo eléctrico producido por el núcleo se transforma a un campo magnético efectivo,

visto desde el marco de referencia del electrón. Este campo magnético efectivo interactúa

con el momento magnético asociado al esṕın del electrón, y como consecuencia, esta

interacción produce la precesión del esṕın alrededor de este campo. A este fenómeno

se le conoce como acoplamiento o interacción esṕın-órbita, es un efecto puramente

relativista y da lugar a un rompimiento de la degeneración de los estados electrónicos
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aún en la ausencia de un campo magnético externo.

La descripción del acoplamiento entre el movimiento orbital del electrón y su esṕın,

surge naturalmente al hacer una aproximación no relativista de la ecuación de Dirac.

Esta aproximación consiste en hacer un desarrollo hasta segundo orden del término

v/c � 1, donde v es la velocidad del electrón y c es la velocidad de la luz. De modo

que se obtienen tres correcciones relativistas; la primera es la corrección relativista

a la enerǵıa cinética, la segunda es el término de Darwin y el último término es el

Hamiltoniano que describe la interacción esṕın-órbita como

Hso =
�

2

4m2
0 c

2
σ · (∇V × k) , (2.1)

donde m0 es la masa en reposo del electrón, k = p/� es el vector de onda del electrón

con momento p, σ es el vector de las matrices de Pauli y V es algún potencial en el

que se mueve el electrón. De esta forma, la teoŕıa de Dirac incorpora tres términos de

corrección a la teoŕıa de Schrödinger, que incorporan los efectos de la relatividad, el

esṕın del electrón y en los cuales acopla el momento del electrón con su esṕın. Cuando

V = 0, de la ecuación de Dirac se obtienen dos bandas de enerǵıa

ε(k) = ±
√
m2

0 c
4 + c2�2k2 , (2.2)

las cuales están separadas por una brecha energética de 2m0c
2 ∼ 1 MeV, conocida como

brecha de Dirac. Esta enorme brecha de enerǵıa aparece en el denominador de (2.1), por

lo tanto los efectos del acoplamiento esṕın-órbita para electrones débilmente enlazados

son muy pequeños.

2.3. Espintrónica

Si bien es cierto que la existencia del esṕın electrónico y del acoplamiento esṕın-órbita

logró descubrirse desde principios del siglo XX, un hecho novedoso es el gran interés

que ha despertado en las últimas dos décadas la posibilidad de manipular la dinámi-

ca del esṕın del electrón en sistemas de estado sólido. Tal interés ha surgido por la

gradual disminución en la escala de los dispositivos electrónicos, en este régimen las

propiedades cuánticas comienzan a ser factores importantes en su funcionamiento. El

esṕın del electrón es una de estas propiedades, lo que ha dado lugar a un nuevo campo

de estudio llamado Espintrónica. El principal objetivo de la Espintrónica es encontrar
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mecanismos para manipular el esṕın del electrón y poder incorporarlo en la electróni-

ca convencional. Su enfoque es muy amplio e incluye la investigación de procesos que

dependen del esṕın en distintos sistemas que van de multicapas metálicas ferromagné-

ticas a semiconductores. Mientras que los dispositivos electrónicos convencionales están

basados en el transporte de carga, los posibles dispositivos espintrónicos utilizan la di-

rección y acoplamiento del esṕın del electrón en adición a la carga [5]. Debido a que el

esṕın es una propiedad magnética del electrón, es posible controlarlo aplicando campos

magnéticos o utilizando materiales magnéticos, motivo por el cual en un principio a

este nuevo campo se le denominó Magnetoelectrónica [6].

La palabra Espintrónica fue propuesta por Stuart A. Wolf en 1994 [7], cuando la

DARPA (Defense Advanced Research Projects Agency) empezó un nuevo programa,

llamado Spintronics, acrónimo en inglés de SPIN TRansport electrONICS (electrónica

de transporte de esṕın), para crear una nueva generación de dispositivos electrónicos

donde el esṕın de los portadores pudiera desempeñar un papel fundamental además o

en lugar de la carga. El principal logro del programa fue crear nuevos sensores de campo

magnético y memorias de acceso magnético aleatorio (MRAM) basados en el efecto de

magnetoresistencia gigante y tunelamiento que depende del esṕın [8].

Sin embargo, para ser comercialmente útil, un dispositivo espintrónico debe trabajar

a temperatura ambiente y ser compatible con la electrónica existente. Casi cualquier

dispositivo espintrónico imaginable debe tener medios de inyección, manipulación y de-

tección del esṕın. Para agregar el grado de libertad del esṕın a un dispositivo del cual se

extrae información, se debe crear una población de esṕın, transportarla a través del dis-

positivo, además de crear mecanismos para manipularla y finalmente poder detectarla.

Los electrones primero deben estar polarizados a fin de que todos sus espines apunten

en la misma dirección. También es importante que la polarización de esṕın se conserve

en gran medida conforme los electrones se propaguen a través del material [9]. Estos

requerimientos han planteado un gran número de cuestiones importantes, tales como,

¿cuál es la manera más efectiva para orientar los espines en un sistema?, ¿qué mecanis-

mos proporcionan una v́ıa de acceso para el control de los espines?, de encontrar estos

mecanismos, la pregunta que sigue es ¿cuánto tiempo es capaz el sistema de mantener

la orientación de sus espines?, y muy importante ¿cómo se puede detectar un esṕın? [5].

La complejidad de estos y muchos otros problemas han motivado una intensa inves-

tigación en la comunidad cient́ıfica internacional. En este contexto, es válido e incluso

necesario plantear la pregunta de ¿cómo se ubica México en la producción cient́ıfica en

el campo de la Espintrónica de semiconductores? Se debe reconocer que en México la
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investigación en el campo de la Espintrónica comienza a despertar interés y a producir

algunos resultados importantes, en particular en la investigación teórica de fenómenos

espintrónicos. Sin embargo, para que este campo despierte un interés generalizado, es

fundamental reconocer la importancia del estudio de la electrónica del esṕın y el poten-

cial impacto de esta nueva tecnoloǵıa en los futuros dispositivos espintrónicos; de aqúı

la importancia de sumarse a esta investigación.

2.4. Interacción esṕın-órbita en semiconductores

Como se mencionó anteriormente, el estudio de la Espintrónica se ha centrado princi-

palmente en los sistemas de estado sólido, tal es el caso de las estructuras cristalinas.

En estos sistemas el comportamiento de los electrones es distinto al descrito por Dirac

para electrones libres en el vaćıo (2.1). Entre las diferencias se encuentra el hecho de

que los electrones se mueven en presencia de campos eléctricos producidos por los áto-

mos de la red cristalina que forman el sólido. Además en un sólido el movimiento de

los electrones está descrito por bandas de enerǵıa y tienen una masa efectiva m∗, que

corresponde a la masa que el electrón posee en el sólido, normalmente mucho menor

que su masa propia en reposo m0, esto es, m∗/m0 � 1. No obstante, se ha encon-

trado que la estructura de bandas de algunos semiconductores presenta caracteŕısticas

similares a la teoŕıa de Dirac. Para un electrón en un cristal hay diversas fuentes de

gradiente de potencial, como lo pueden ser impurezas, confinamiento cuántico, fronteras

o campos externos; cualquiera de estos factores puede ocasionar un incremento en la

interacción esṕın-órbita en los sólidos. De tal forma que las ecuaciones de la teoŕıa de

bandas de semiconductores de brecha estrecha son similares a la ecuación (2.1), pero

con una diferencia significativa, la brecha energética Eg entre la banda de conducción

y la banda de valencia en los semiconductores es Eg ∼ 1 eV, mientras que la brecha de

Dirac es 2m0c
2 ∼ 1 MeV [10]. Esta diferencia refleja un enorme incremento en la inte-

racción esṕın-órbita en semiconductores con brecha estrecha, por ello el acoplamiento

esṕın-órbita resulta ser un efecto muy importante en estos sistemas.

Además de este incremento significativo del acoplamiento esṕın-órbita, la Espin-

trónica en materiales semiconductores resulta de natural importancia dada la enorme

experiencia en tecnoloǵıa de sistemas semiconductores adquirida desde hace tiempo y

a la existencia de técnicas altamente sofisticadas de crecimiento de cristales. Técnicas

de crecimiento como epitaxia de haces moleculares (molecular beam epitaxy, MBE) y
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deposición qúımica de vapores metal-orgánicos (metal organic chemical vapor deposi-

tion, MOCVD) permiten depositar sobre un substrato una monocapa de cristal con

gran precisión. Estas técnicas empleadas en la fabricación de semiconductores han he-

cho posible fabricar dispositivos de estado sólido que se comportan como sistemas de

dos, una o cero dimensiones [11].

Figura 2.1: (a) Ilustración esquemática de una heteroestructura de In0.53Ga0.47As/In0.77Ga0.23As/InP.
El gas de electrones bidimensional está localizado en una capa de In0.77Ga0.23As de 10 nm de espesor.
La barrera inferior del pozo cuántico está formada por una capa de InP, mientras que para la capa
superior se usa una capa de In0.53Ga0.47As de 70 nm. (b) Perfil de la banda de conducción y el pozo
cuántico asimétrico donde se forma el gas de electrones [13].

Las aplicaciones de los sistemas de baja dimensionalidad en la fabricación de disposi-

tivos semiconductores son múltiples. Un ejemplo notable son las estructuras cristalinas

artificiales como las heteroestructuras semiconductoras (Figura 2.1a). Otros sistemas

emplean interfaces ferromagnéticas/semiconductoras. Estas heteroestructuras son am-

pliamente usadas para investigar los fenómenos que dependen del esṕın en semicon-

ductores [12]. En dichos sistemas se forman de manera controlada pozos cuánticos, los

cuales albergan una densidad de electrones del orden de 1012 cm−2, cuyo movimiento en

la dirección de crecimiento de la heteroestructura está cuantizado, mientras que en el

plano perpendicular a la dirección de crecimiento se mueven de manera libre. Cuando

el ancho del pozo es suficientemente angosto se dice que el pozo da lugar a un gas de

electrones bidimensional (GE2D). En este gas los electrones se encuentran confinados

a un espacio cuasi-bidimensional y sólo pueden moverse libremente en el plano del gas.
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Otra forma de crear un GE2D es por dopaje modulado. Esta técnica consiste en dopar

uno de los materiales de una heteroestructura semiconductora conformada, por ejemplo,

por una capa dopada de n-AlGaAs y una sin dopar de GaAs. Los portadores de la capa

de n-AlGaAs migran a la capa de GaAs, de esta manera los electrones se separan de sus

donores lo que genera un campo eléctrico en la interfaz, esto da lugar a que se forme

un pozo de potencial asimétrico que confina a los portadores de carga en la dirección

de crecimiento de la heteroestructura, creándose de esta manera un gas de electrones

bidimensional [11].

Las heteroestructuras semiconductoras están formadas principalmente de materiales

con componentes del grupo III-V como GaAs, InGaAs y AlGaAs, aśı como del grupo II-

VI como el ZnSe y CdTe. Todos estos semiconductores tienen una estructura cristalina

tipo zincblenda. Este tipo de estructura tiene la caracteŕıstica de que es instŕınsica-

mente asimétrica, es decir, no tiene un centro de inversión espacial. Es precisamente

esta caracteŕıstica la cual hace que estos semiconductores sean buenos candidatos para

el desarrollo de dispositivos espintrónicos. Esto se debe a que en un GE2D, los estados

electrónicos están doblemente degenerados en ausencia de un campo magnético externo

B. Al aplicar un campo B �= 0, esta degeneración se rompe [10]. Sin embargo, se ha

encontrado que en ciertos semiconductores con estructura zincblenda, donde los elec-

trones se mueven a través de potenciales que no tienen simetŕıa de inversión espacial,

ocurre un rompimiento en la degeneración de los estados de esṕın incluso en la ausencia

de campos magnéticos externos [14], esto es a B = 0. En las heteroestructuras semi-

conductoras la falta de simetŕıa de inversión se debe esencialmente a dos razones: una

es la falta de simetŕıa del potencial de confinamiento y la otra es el rompimiento en la

simetŕıa de inversión en el bulto.

La falta de simetŕıa de inversión en los semiconductores da origen a distintos me-

canismos de interacción esṕın-órbita. Un mecanismo importante se origina cuando el

potencial que confina al GE2D a un plano no es simétrico a lo largo de la dirección

de crecimiento, efecto conocido como asimetŕıa de inversión estructural del potencial

de confinamiento (Figura 2.2). Esta asimetŕıa produce un campo eléctrico superficial

perpendicular al plano del gas. Rashba estudió cómo el campo eléctrico que sienten

los electrones confinados a moverse en un pozo cuántico asimétrico se transforma re-

lativ́ısticamente en un campo magnético efectivo, llamado ahora campo de Rashba, el

cual puede inducir una precesión del esṕın. Este efecto es conocido como acoplamiento

esṕın-órbita de Rashba [15] y está descrito por el Hamiltoniano
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HR = α(kyσx − kxσy) , (2.3)

donde α es un parámetro de interacción esṕın-órbita, llamado parámetro de Rashba,

k = (kx, ky) es el vector de onda bidimensional del electrón y σ es el vector de las

matrices de Pauli. Una caracteŕıstica notable del acoplamiento Rashba, es que es posi-

ble modular experimentalmente su magnitud, es decir, la constante α, con un voltaje

externo de compuerta, el cual puede servir para cambiar el potencial preexistente de con-

finamiento [16, 17]. Por ejemplo, en distintos materiales con densidades electrónicas de

n =0.7×1012 cm−2 se han estimado experimentalmente valores de α =0.6×10−11 eVm,

en cambio cuando n =2×1012 cm−2 se tiene que α =4 ×10−11 eVm [16]. Recientemente

Nitta et al. [18] reportan un valor de α =3 ×10−12 eVm para densidades electrónicas de

n =1.0×1012 cm−2.

Otro mecanismo importante de interacción esṕın-órbita aparece como resultado de

la asimetŕıa de inversión en el bulto de ciertas estructuras cristalinas tipo zincblenda.

Este efecto es conocido como acoplamiento esṕın-órbita de Dresselhaus [14], el cual está

descrito por el Hamiltoniano

H3d
D = γ

[
σxkx

(
k2

y − k2
z

)
+ σyky

(
k2

z − k2
x

)
+ σzkz

(
k2

x − k2
y

)]
, (2.4)

donde γ es un parámetro efectivo de acoplamiento. Por ejemplo, tanto trabajos teóricos

como experimentales han determinado un valor de γ = 24 eVÅ
3

en GaAs [19]. Este

acoplamiento produce un desdoblamiento de los estados de esṕın proporcional a k3 para

valores pequeños de k en el bulto, mientras que el desdoblamiento de los estados de esṕın

del acoplamiento Rashba es lineal en k. Sin embargo, en pozos cuánticos suficientemente

angostos, se obtiene un término de acoplamiento Dresselhaus lineal enk. En un GE2D

este acoplamiento lineal es sensible a la orientación del pozo cuántico con respecto a

los ejes cristalográficos. Además, a diferencia del acoplamiento Rashba que se puede

modular externamente mediante voltajes de compuerta, el acoplamiento Dresselhaus

es intŕınseco a cada material por lo que no se puede modificar por campos externos.

La intensidad de esta interacción puede ser del orden o menor que la del acoplamiento

tipo Rashba dependiendo del material. Pero lo más importante es que ambos tipos de

interacción esṕın-órbita representan un mecanismo fundamental por el cual se puede

acceder al control del estado de esṕın de los electrones. Un estudio más detallado de las

propiedades espectrales de estos hamiltonianos se llevará a cabo en el Caṕıtulo 3.
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2.5. Fenómenos espintrónicos

Existen diversas formas en que el esṕın del electrón y la interacción esṕın-órbita pueden

ser utilizados para agregar nuevas capacidades y funcionalidades. Sin duda alguna el

descubrimiento del efecto de la Magnetoresistencia Gigante marcó la primera pauta

para que se comenzaran a desarrollar y comercializar los primeros dispositivos basados

en la manipulación del esṕın de los electrones para llevar a cabo operaciones de proce-

samiento de información en materiales ferromagnéticos. De igual forma se han realizado

novedosas propuestas como el transistor de esṕın de Datta y Das [23], el cual fue una

de las primeras propuestas espintrónicas basadas en la modulabilidad del acoplamien-

to Rashba mediante voltajes de compuerta para conmutar la dirección de los espines

en heteroestructuras semiconductoras. Un fenómeno muy interesante y reciente, fue la

predicción teórica y posteriormente la comprobación experimental del efecto Hall de

esṕın en estructuras semiconductoras. En el efecto Hall de esṕın se puede generar una

corriente transversal de esṕın y una polarización de esṕın v́ıa una corriente eléctrica, sin

que se requieran campos magnéticos externos o materiales magnéticos. Similarmente,

de central importancia resulta el fenómeno de orientación de espines v́ıa campos eléc-

tricos a través de la interacción esṕın-órbita, la cual produce una polarización neta de

esṕın, vista como una magnetización inducida y no una corriente de esṕın como en el

efecto Hall de esṕın. A continuación se presentan la descripción general y los aspectos

más importantes de algunos de los principales fenómenos espintrónicos.

2.5.1. Magnetoresistencia gigante

En 1988 se llevó a cabo el descubrimiento del efecto de la Magnetoresistencia Gigante

(giant magnetoresistance, GMR) [20] y con él se dio inicio al nuevo campo de la Espin-

trónica. Poco tiempo después, en 1994, se comenzaron a desarrollar y comercializar los

primeros dispositivos cuyo funcionamiento está basado principalmente en este fenómeno,

como los sensores de campo magnético y las memorias magnéticas de acceso aleatorio

(MRAM), aunque su mayor aplicación hoy en d́ıa es en cabezas lectoras de grabación

magnética de datos de alta densidad. Debido a la trascendencia de este descubrimiento,

en 2007 se les otorgó el Premio Nobel de F́ısica [21] a Albert Fert y Peter Grünberg por

su descubrimiento. En sus experimentos realizados en multicapas de Fe/Co en presencia

de campos magnéticos intensos, observaron un cambio en la resistencia mucho mayor

que los cambios en la resistencia observados anteriormente, motivo por el cual a este
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fenómeno se le nombró Magnetoresistencia Gigante (Figura 2.2).

Figura 2.2: Representación esquemática de una estructura de tres capas: dos capas ferromagnéticas
idénticas F1, F2, y en medio de ellas una capa de metal no-magnético M. (a) Cuando la magnetización
de los ferromagnetos F1 y F2 es paralela, los electrones con esṕın hacia arriba (esṕın antiparalelo a
la magnetización) pueden atravesar la estructura casi sin dispersión lo que produce una resistencia
mı́nima. (b) Al contrario, en el caso antiparalelo, los electrones con esṕın hacia arriba y esṕın hacia
abajo sufren dispersiones en ambos ferromagnetos F1 y F2, dando a lugar a una resistencia mayor [22].

Este efecto se observa en estructuras de peĺıculas delgadas formadas por capas al-

ternadas de materiales ferromagnéticos y no magnéticos. Si la capa de un material

no magnético separa dos capas ferromagnéticas, al hacer pasar una corriente eléctri-

ca a través de la estructura, se puede cambiar la resistencia del material simplemente

cambiando la dirección de magnetización de las capas ferromagnéticas. En materiales

ferromagnéticos los electrones de conducción pueden tener esṕın hacia arriba si su esṕın

es paralelo al momento magnético del ferromagneto o esṕın hacia abajo si es antipa-

ralelo. En conductores no magnéticos hay un número igual de espines hacia arriba y

espines hacia abajo en todas las bandas de enerǵıa. Por lo tanto, la probabilidad de que

un electrón sufra procesos de dispersión cuando pasa a un conductor ferromagnético

depende de la dirección de su esṕın. Para que los procesos de dispersión, que dependen

del esṕın, sean una parte significativa de la resistencia total, las capas deben ser menores

que la trayectoria libre de los electrones en el material en bulto. Cuando las capas fe-

rromagnéticas tienen la misma dirección de magnetización (Figura 2.2a), los procesos

de dispersión que dependen del esṕın se minimizan por lo tanto la resistencia del mate-

rial es mı́nima. El caso contrario se presenta cuando la dirección de magnetización de

las capas ferromagnéticas es antiparalela (Figura 2.2b), al hacer pasar una corriente a

través de la estructura se produce un cambio en la resistencia eléctrica longitudinal y

la resistencia del material es máxima.
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2.5.2. Transistor de esṕın de efecto de campo

Poco tiempo después del descubrimiento de la GMR, en 1990 S. Datta y B. Das pro-

pusieron un novedoso transistor de efecto de campo [23]. El dispositivo propuesto por

Datta y Das está constituido por una heteroestructura semiconductora, por ejemplo de

InGaAl/InGaAs (Figura 2.3). En la interfaz se forma un GE2D, de tal forma que el

movimiento de lo electrones se encuentra confinado en la dirección de crecimiento, el

eje ẑ, mientras que en el plano xy se mueven libremente. Este canal une a dos contactos

ferromagnéticos que hacen la función de fuente y colector. La fuente actúa como inyec-

tor de espines y el colector como detector de espines. La fuente inyecta electrones con

el esṕın polarizado, los cuales se mueven baĺısticamente a través del gas de electrones.

En un canal pequeño el esṕın se conservaŕıa hasta que el electrón llega al sumidero,

pero si el esṕın se invierte durante su trayecto entonces tendŕıa una probabilidad mayor

de ser rechazado por el colector, contribuyendo de esta manera a que se incremente la

resistencia. Sin embargo, en lugar de invertir el esṕın, lo que se desea es rotar de ma-

nera controlada el esṕın con un campo magnético. Más aún, si este campo magnético

se pudiera controlar eléctricamente, se tendŕıa un control eléctrico total sobre la con-

ductancia. La idea principal del dispositivo consiste en controlar la precesión del esṕın

v́ıa el acoplamiento esṕın-órbita que se genera por la asimetŕıa de inversión estructural,

es decir el acoplamiento tipo Rashba [24]. El parámetro más importante que gobierna

la precesión del esṕın es la constante de acoplamiento de Rashba α, la cual se puede

modular mediante voltajes externos como se mencionó en la Sección 2.4.

Figura 2.3: Transistor de esṕın de efecto de campo propuesto por Datta y Das.
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Sin embargo, para que el transistor de esṕın sea una realidad, se deben cumplir

cuatro requerimientos fundamentales: (1) lograr una inyección eficiente de espines po-

larizados sin pérdida de la polarización, (2) la propagación coherente del esṕın a través

del dispositivo, (3) inducir de manera controlada la precesión del esṕın y (4) una colec-

ción selecta de espines. En este contexto, se han logrado algunos avances, ya que se ha

probado experimentalmente que en semiconductores dopados la coherencia del esṕın se

puede mantener durante periodos de tiempo del orden de 100 ns a bajas temperaturas,

en escalas espaciales mayores a 100 μm [25]. Recientemente, Cheol et al. [24] han lo-

grado integrar estos cuatro requerimientos en un sólo experimento; para ello realizaron

mediciones no locales en una heteroestructura de InAs donde observaron la modulación

periódica de la conductancia, controlada por la precesión (inducida por el voltaje de

compuerta) de los espines inyectados. En una medición no local se utiliza un detector

fuera de la trayectoria de la corriente de carga.

2.5.3. Efecto Hall de esṕın

Otro fenómeno de interés en presencia de la interacción esṕın-órbita es el llamado efecto

Hall de esṕın. En 1971 M. D’yakonov y V. Perel’ propusieron que el esṕın de los elec-

trones puede generar una nueva versión del efecto Hall, con la diferencia de que ahora

se considera el acoplamiento esṕın-órbita asociado al potencial de impurezas para que

se lleve a cabo. En la corriente de esṕın propuesta por D’yakonov y Perel’ los electrones

con esṕın hacia arriba y esṕın hacia abajo se acumulan en los bordes opuestos de un

canal conductor, análogo a la acumulación de carga que ocurre en el efecto Hall clásico.

El término efecto Hall de esṕın fue realmente propuesto por J. Hirsch en 1999. Por otro

lado, debido a que el proceso requiere impurezas para que se lleven a cabo procesos de

dispersión, actualmente es denominado efecto Hall de esṕın extŕınseco [26].

Sin embargo, en 2003, S. Murakami y un año despues J. Sinova [15], predijeron

que un fenómeno llamado efecto Hall de esṕın intŕınseco puede ocurrir además del

mecanismo extŕınseco. La idea es que cuando se aplica un campo eléctrico, el campo

magnético efectivo debido a la interacción esṕın-órbita produce una torca sobre el esṕın

de los electrones que también puede producir una corriente de esṕın. La diferencia más

importante entre el mecanismo extŕınseco e intŕınseco, es que el efecto Hall de esṕın

intŕınseco surge como resultado de la estructura cristalina del material, en ausencia de

impurezas, mientras que el efecto Hall de esṕın extŕınseco sólo ocurre en presencia de

impurezas las cuales producen procesos de dispersión selectivos de esṕın.
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Las primeras pruebas experimentales del efecto Hall de esṕın fueron realizadas por

Kato et al. [28, 29] y Wunderlich et al. [30]. En el experimento de Kato et al. [29]

reportaron por primera vez la observación del efecto Hall de esṕın en peĺıculas delgadas

de GaAs y InGaAs. El experimento se basó en un efecto llamado rotación de Kerr,

mediante el cual la polarización de un haz de luz linealmente polarizado rota cuando

el haz se refleja sobre un material magnetizado. El ángulo de rotación es proporcional

a la magnetización del material a lo largo de la dirección de propagación, de tal forma

que al medir el ángulo de rotación de Kerr se puede determinar el número relativo

de electrones con esṕın hacia arriba y esṕın hacia abajo presentes en los bordes de la

muestra.

2.5.4. Orientación de esṕın por campos eléctricos

Resulta natural pensar en la aplicación de campos magnéticos como un posible medio

para controlar el esṕın de los electrones. Producir campos magnéticos generalmente

requiere materiales magnéticos. Si en lugar de eso, se usan campos eléctricos se po-

dŕıan desarrollar dispositivos espintrónicos más pequeños y rápidos, los cuales seŕıan

más sencillos de fabricar por que los campos eléctricos se pueden confinar más fácil-

mente en regiones pequeñas. Sin embargo, los espines no responden a campos eléctricos

bajo condiciones normales, es decir, que desde el punto de vista clásico, un momento

magnético no se acopla con un campo eléctrico. En este contexto, como hemos venido di-

ciendo, la interacción esṕın-órbita ofrece, en principio, una v́ıa de acceso para el control

eléctrico de los estados de esṕın. Esto se ve reflejado en el fenómeno de la orientación de

espines electrónicos inducida por campos eléctricos (current-induced spin polarization,

CISP), v́ıa la interacción esṕın-órbita.

2.6. Polarización de esṕın inducida por un campo

eléctrico

Este fenómeno, en el que se induce una orientación de momentos magnéticos (espines)

como respuesta a un campo eléctrico v́ıa el acoplamiento esṕın-órbita, es uno de los

más estudiados en el activo campo de la Espintrónica. Sugerido hace tiempo, ha sido

observado sólo recientemente [29, 31, 32, 33, 30] y es estudiado actualmente en una

variedad de sistemas y condiciones. El campo eléctrico que se aplica en el plano de
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un GE2D, actúa sobre portadores de carga en movimiento como un campo magnético

intŕınseco por medio del cual es posible orientar los espines [34].

En 1971 D’yakonov y Perel’ [35] propusieron teóricamente, la posibilidad de in-

ducir eléctricamente una polarización de espines en un semiconductor a través de la

interacción esṕın-órbita. Posteriormente, D’yakonov y Kachorovskii [36] mostraron la

importancia de la interacción esṕın-órbita en especial del acoplamiento Dresselhaus en

semiconductores no centrosimétricos, al dar lugar a un mecanismo intŕınseco de re-

lajación de esṕın alternativo a otros mecanismos, como por ejemplo, los asociados al

acoplamiento esṕın-órbita debido a iones o impurezas, o a la interacción hiperfina entre

espines electrónicos y nucleares.

En 1990 Edelstein [34] demostró teóricamente que se puede generar una orientación

del esṕın de los electrones de conducción al aplicar una corriente eléctrica a través de

un GE2D con acoplamiento Rashba. De esta manera, se mostró la posibilidad de un

efecto magneto-eléctrico en este tipo de sistemas a través del acoplamiento modulable

de Rashba.

Recientemente, diversos trabajos teóricos han estudiado este fenómeno en gases

de electrones bidimensionales con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dressel-

haus. Se ha encontrado que la polarización de esṕın inducida por un campo eléctrico es

anisotrópica, es decir, depende de la dirección del campo [37]. Asimismo, Chaplik et al.

[38] mostraron que la contribución del acoplamiento Dresselhaus a la polarización de

esṕın, depende de la dirección de crecimiento del pozo cuántico, mientras que la con-

tribución del acoplamiento Rashba es independiente de dicha dirección. De igual forma

se ha mostrado que es posible controlar la magnitud y dirección de la polarización de

esṕın modulando la intensidad de los acoplamientos de Rashba y Dresselhaus [39].

Pese a que desde hace tres décadas trabajos teóricos mostraban la existencia de

este fenómeno, no fue hasta hace algunos años que las primera pruebas experimentales

de este efecto fueron obtenidas en 2004 [32, 33]. En los experimentos realizados, se

observó por primera vez la polarización de esṕın generada por una corriente eléctrica

en heteroestructuras semiconductoras con interacción esṕın-órbita, utilizando métodos

como fotoluminiscencia. De igual forma, este fenómeno fué observado por Kato et al [31]

en semiconductores de InGaAs sometidos a esfuerzos. Recientemente, en 2006, Stern

et al. [40] lograron observar este efecto a temperatura ambiente en capas de ZnSe,

utilizando la técnica experimental de microscoṕıa de rotación de Kerr.

No obstante, las investigaciones realizadas en este tema se han restringido predo-

minantemente al caso de excitación con campos eléctricos estáticos. Sólo recientemente
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algunos trabajos han considerado excitación con campos que oscilan a frecuencia finita

[37, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Utilizando el formalismo de la teoŕıa de la res-

puesta lineal, Erlingsson et al. [42] han estudiado el tensor de suceptibilidad de esṕın

como función de la frecuencia, para un GE2D con acoplamiento esṕın-órbita tipo Rash-

ba y tipo Dresselhaus. En su trabajo encontraron resonancias en la susceptibilidad de

esṕın cuya posición depende de los valores relativos de las constantes de acoplamiento.

En el mismo sistema, López-Bastidas et al. [41] reportan que la forma de los espectros

de la función respuesta de densidad de esṕın, es resultado de la anisotroṕıa angular del

desdoblamiento de los estados de esṕın.

En un estudio hecho por Raichev [43] utiliza la ecuación cinética cuántica de la

función de distribución de los electrones, que incorpora los procesos de dispersión por

impurezas, para calcular el tensor de polarizabilidad de esṕın, en el ĺımite de baja

frecuencia. Reporta que para pozos cuánticos crecidos en la dirección [001], el tensor de

polarizabilidad de esṕın es cero a cualquier frecuencia cuando los parámetros de Rashba

y Dresselhaus son iguales, esto se debe a que en este caso existe una dirección fija de

cuantización, esto quiere decir, que el campo esṕın-órbita no depende del momento de los

electrones y por lo tanto los mecanismos intŕınsecos de relajación de esṕın se cancelan.

También reporta que en pozos cuánticos crecidos en la dirección [110], cuando sólo hay

acoplamiento Dresselhaus no se genera una polarización de esṕın para cualquier valor de

la frecuencia. Además deriva relaciones entre la densidad de esṕın con otros fenómenos

espintrónicos, tales como la conductividad de carga y la conductividad Hall de esṕın.

Por último, para ilustrar desde un punto de vista fenomenológico, cómo la apli-

cación de un campo eléctrico puede generar una polarización de esṕın, considere el

desdoblamiento isotrópico de los estados de esṕın debido al acoplamiento Rashba. En

equilibrio, los estados de esṕın están simétricamente distribuidos a la enerǵıa de Fermi

(Figura 2.4a), de tal forma que no hay una polarización neta de esṕın. Si se aplica un

campo eléctrico E en el plano xy, la carga de los portadores fluye en la dirección del

campo (Figura 2.4b) y los electrones adquieren un cuasi-momento promedio δk, lo que

da lugar a un desplazamiento de los contornos de Fermi dado por

k −→ k′ = k + δk con δk =
e τp
�

E , (2.5)

donde τp es el tiempo de relajación del momento y e la carga del electrón (e < 0).

En la sub-banda ε+(k) el campo eléctrico genera transferencia de cargas de −kx a kx

y de esṕın hacia arriba a esṕın hacia abajo, dando lugar a una corriente de carga y
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una polarización de esṕın. La sub-banda ε−(k) contribuye a la corriente de carga pero

parcialmente cancela la polarización de esṕın [49]. De tal forma que un número diferente

de espines hacia arriba y espines hacia abajo de portadores contribuyen a la corriente

de esṕın, generando una polarización neta de esṕın [33].

Figura 2.4: Contornos de Fermi para una distribución de los estados de esṕın (a) en equilibrio y en
(b) respuesta a un campo eléctrico E aplicado en el plano xy, donde δk = eτpE/� [49]. Las flechas
indican la dirección del esṕın.
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[14] G. Dresselhaus, “Spin-orbit coupling effects in zinc blende structures”, Phys. Rev. 100,

580 (1955).

[15] Y.A. Bychkov y E.I. Rashba, “Oscillatory effects and the magnetic susceptibility of

carriers in inversion layers”, J. Phys. C 17, 6039 (1984).

[16] J. Nitta, T. Akazaki y H. Takayanagi, “Gate control of spin-orbit interaction in an

inverted In0.53Ga0.47As/In0.52Al0.48As heterostructure”, Phys. Rev. Lett. 78, 1335 (1997).
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Caṕıtulo 3

Interacción esṕın-órbita en

heteroestructuras semiconductoras

En la Sección 2.4 se dió una breve descripción de la interacción esṕın-órbita presente

en los gases de electrones bidimensionales que se forman en la interfaz de ciertas hete-

roestructuras semiconductoras. En este caṕıtulo se presentan las propiedades del estado

base de tal gas en presencia de la interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dressel-

haus. Se muestran los Hamiltonianos del sistema y se realizan los cálculos para obtener

las enerǵıas, espinores, contornos de Fermi, valor esperado del esṕın, densidad elec-

trónica y densidad de estados. Se analizarán los casos de pozos cuánticos formados en

heteroestructuras crecidas en las principales direcciones cristalográficas: [001], [111] y

[110].

En todos los casos se estudian las mismas propiedades f́ısicas, por lo tanto el de-

sarrollo de los cálculos es semejante y en muchas ocasiones sólo difieren por algunos

parámetros. En particular, existen ciertas propiedades en las cuales no hay un cambio

significativo cuando se considera uno u otro tipo de acoplamiento esṕın-órbita, tal es

el caso de la densidad electrónica y la densidad de estados que en esencia presentan el

mismo comportamiento f́ısico. Por tal motivo, cuando aśı se requiera, se usarán como

gúıa los resultados obtenidos en la Sección 3.3, para evitar ser repetitivos. Se trata

aśı de realizar un estudio donde se presenten las principales diferencias, similitudes y

cualidades de las propiedades electrónicas de los distintos casos.
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3.1. Semiconductores sin simetŕıa de inversión es-

pacial

En la Sección 2.4 se comenzó a discutir la idea de asimetŕıa de inversión espacial y

cómo puede dar origen a distintos mecanismos de interacción esṕın-órbita, en especial,

en semiconductores con estructura cristalina tipo zincblenda en ausencia de campos

magnéticos externos, B = 0.

La presencia conjunta de las simetŕıas de inversión espacial y temporal en semicon-

ductores, en ausencia de un campo magnético, da como resultado una doble degenera-

ción en el esṕın de los estados electrónicos. La simetŕıa de inversión espacial invierte

el vector de onda electrónico k en −k, y no altera el esṕın, de modo que para cada

dirección de éste (esṕın hacia arriba ↑ o esṕın hacia abajo ↓) la enerǵıa está degenera-

da; esto significa que para dos sub-bandas de enerǵıa denotadas por ε(k, ↑) y ε(k, ↓),
se tiene que ε(k, ↑) = ε(−k, ↑). Asimismo, la simetŕıa de inversión temporal se mani-

fiesta en la condición ε(k, ↑) = ε(−k, ↓), esto es, impone que un estado con esṕın ↑
y vector de onda k está degenerado con el estado con esṕın ↓ y vector de onda −k,

conocida como la degeneración de Kramers del estado de una sola part́ıcula [1]. Por lo

tanto, cuando ambas operaciones de simetŕıa se combinan se obtiene la degeneración

doble de la enerǵıa de una sola part́ıcula, ε(k, ↑) = ε(k, ↓), la cual establece que para

cada k la enerǵıa no depende del estado de esṕın. Existen dos formas de romper esta

degeneración en el esṕın. Una de ellas es anular sólo la simetŕıa de inversión temporal

aplicando un campo magnético externo. La otra es cancelar la simetŕıa de inversión

espacial aplicando un campo eléctrico externo. La ausencia de simetŕıa de inversión

genera que ε(k, ↑) �= ε(−k, ↑), y por la simetŕıa de inversión temporal se tiene que

ε(k, ↑) �= ε(k, ↓) [1]. Sin embargo, los semiconductores con estructura zincblenda son

no centrosimétricos. Por lo tanto, en estos materiales se rompe la degeneración de los

estados de esṕın incluso en la ausencia de cualquier campo externo.

3.2. Hamiltoniano de interacción esṕın-órbita

En un GE2D los electrones se encuentran confinados en un plano perpendicular a la

dirección de crecimiento de la heteroestructura y sólo pueden moverse de manera libre

en el plano del gas (Figura 2.1b). La interacción esṕın-órbita en estos materiales es

mucho mayor que la que sienten los electrones libres en el vaćıo. De tal forma que el



3.2. Hamiltoniano de interacción esṕın-órbita 37

Hamiltoniano H de un electrón que se encuentra en el gas se puede escribir como

H =
�

2k2

2m∗ +Hso . (3.1)

El término de la enerǵıa cinética es el resultado del movimiento libre de los electrones en

el plano xy del gas, suponiendo que ẑ es la dirección de crecimiento. Hso es el término

que describe la interacción esṕın-órbita en el GE2D. El vector k = (kx, ky) es el vector

de onda bidimensional del electrón. El acoplamiento esṕın-órbita actúa sobre el esṕın de

los electrones como un campo magnético efectivo Ω(k) que depende del vector de onda

k y alrededor del cual el esṕın del electrón precesa. Usualmente este campo efectivo

recibe el nombre de campo esṕın-órbita. La interacción del esṕın con el campo Ω(k) da

como resultado un Hamiltoniano que se puede representar como uno de tipo Zeeman

Hso =
�

2
Ω(k) · σ , (3.2)

donde σ = (σx, σy, σz) es el vector de las matrices de Pauli1. Escrito aśı, el Hamiltoniano

(3.2) representa el acoplamiento entre el momento magnético �

2
σ asociado al esṕın del

electrón y un campo magnético efectivo Ω(k). El Hamiltoniano (3.1) se puede escribir

en forma matricial como

H =

(
�
2k2

2m∗ + �

2
Ωz

�

2
(Ωx − iΩy)

�

2
(Ωx + iΩy)

�
2k2

2m∗ − �

2
Ωz

)
. (3.3)

Al resolver la ecuación de eigenvalores

[
�

2k2

2m∗ +
�

2
Ω(k) · σ

]
ψλ(k) = ελ(k)ψλ(k) (3.4)

se obtienen los valores propios de la enerǵıa ελ(k), dados por

ελ(k) =
�

2k2

2m∗ + λ
�

2
|Ω(k)| , λ = ±1 (3.5)

donde k = |k| =
√
k2

x + k2
y. Este espectro de enerǵıa tiene la forma de sub-bandas

determinadas por el ı́ndice λ = ±1. El doble signo de las soluciones muestra que la

presencia del campo esṕın-órbita rompe la degeneración de los estados de esṕın para

vectores de onda finitos (k �= 0). De (3.5) se puede ver que ε+(k) − ε−(k) = �|Ω(k)|.

1 σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.
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Los eigenestados ψλ(k) obtenidos al resolver la ecuación (3.4) están dados por

ψλ(k) = |λk〉 =

√
Ω + λΩz

2Ω

(
1

λΩx+iΩy

Ω+λΩz

)
, (3.6)

donde Ω = |Ω(k)|. Nótese que ψλ(k) es un espinor de dos componentes.

Por otro lado, si Ωx = Ωy = 0, H se vuelve diagonal y los eigenestados están

determinados por |Ωz|,

ψλ(k) = Θ(Ωz)uλ + Θ(−Ωz)u−λ , (3.7)

donde Θ(Ωz) es la función escalón unitaria y uλ están dados por

u+ =

(
1

0

)
y u− =

(
0

1

)
, (3.8)

de modo que (3.7) también se puede escribir como2

ψλ(k) =
1

2

(
1

1

)
+ λ

(
1

−1

)
sgn(Ωz) . (3.9)

La orientación del esṕın en el estado |λk〉 depende del vector de onda k y está dada

por el valor esperado del vector σ de las matrices de esṕın de Pauli, esto es,

�

2
〈σ(k)〉λ ≡ �

2
〈λk|σ|λk〉

= λ
Ω(k)

|Ω(k)| . (3.10)

Este resultado indica que para una enerǵıa constante E, 〈σ(k)〉λ ||Ω(k) con k tales

que ελ(k) = E. Por esta razón es posible interpretar la interacción esṕın-órbita co-

mo un campo magnético efectivo Ω(k) al que se alinean los espines y que causa un

desdoblamiento de los estados de esṕın tipo Zeeman pero en el espacio k.

Si existiera una dirección de cuantización fija para todos lo valores de k, en conse-

cuencia habŕıa una magnetización macroscópica orientada a lo largo de esa dirección.

Sin embargo, esto no es posible debido a que la magnitud y dirección de Ω(k) vaŕıan

con k, esto significa que para un vector de onda dado es posible encontrar una direc-

2La función sgn vale 1 si kx > 0 y -1 si kx < 0.
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ción local en el espacio k para la orientación del esṕın. Al promediar sobre todas las

contribuciones de 〈σ(k)〉λ se obtiene

∑
k,λ

〈σ(k)〉λ = 0 . (3.11)

Este resultado refleja el hecho de que el campo esṕın-órbita Ω(k) produce un número

igual de estados con esṕın hacia ‘arriba’ y esṕın hacia ‘abajo’, por lo tanto la interacción

esṕın-órbita no genera una polarización espontánea de esṕın. Por el contrario, si se

aplica un campo magnético externo al sistema, en este caso, efectivamente, se induce

una magnetización y una polarización de esṕın.

El campo esṕın-órbita Ω(k) está determinado por el tipo de acoplamiento esṕın-

órbita, y en presencia del acoplamiento lineal de Dresselhaus también dependerá de la

dirección de crecimiento del pozo cuántico (para pozos muy angostos). Por tal motivo,

en las siguientes secciones se estudian en detalle las propiedades electrónicas de un gas

de electrones bidimensional en presencia del acoplamiento esṕın-órbita tipo Rashba y

tipo Dresselhaus para las principales direcciones cristalográficas de crecimiento [hkl]. Se

analizan primero cada uno de los tipos de acoplamiento por separado y posteriormente

la presencia simultánea de ambos.

3.3. Acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

De acuerdo a (2.3), el Hamiltoniano con acoplamiento Rashba para un electrón está

dado por

H =
�

2k2

2m∗ + α (kyσx − kxσy) , (3.12)

de este Hamiltoniano se obtiene que el campo esṕın-órbita es de la forma

�

2
ΩR(k) = α

(
k̂ × ẑ

)
. (3.13)

Este resultado indica que k⊥ΩR(k). Además, ambos vectores se encuentran en el plano

xy del GE2D. Este hecho será importante cuando se analice la orientación del esṕın en

la Sección 3.6.
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Espectro de enerǵıa

Los valores propios de la enerǵıa (3.5) obtenidos al calcular la magnitud de (3.13) son

ελ(k) =
�

2k2

2m∗ + λαk , (3.14)

los cuales sólo dependen del parámetro α y de k = |k|. La forma de las sub-bandas de

enerǵıa ελ(k) se puede ver con mayor claridad si (3.14) se escribe como

ελ(k) =
�

2

2m∗ (k + λ kα)2 − �
2

2m∗k
2
α , (3.15)

aqúı se ha introducido el vector de onda de Rashba kα, definido como kα = m∗α/�2.

De esta manera, la expresión (3.15) representa la ecuación de dos superficies que se-

mejan dos paraboloides desplazados, que están igualmente separados en las distintas

direcciones en el espacio k, es decir, dispersiones isotrópicas en tanto que sólo depen-

den de la magnitud de k y no de su dirección (Figura 3.1a). La enerǵıa caracteŕıstica

εR ≡ �
2k2

α/2m
∗ determina la profundidad de la parte negativa de ε−(k) (Figura 3.1b).

Esta enerǵıa toma t́ıpicamente valores entre εR =0.1-1.0 meV, para valores de α del

orden de 10−11 eVm [2].

Figura 3.1: (a) Esquemas de las sub-bandas de enerǵıa ελ(k) de un GE2D con acoplamiento Rashba.
(b) Al nivel de Fermi se tienen dos vectores de Fermi caracteŕısticos k+

F y k−F , donde k+
F < k−F . El

desdoblamiento de los estados de esṕın está determinado por la cantidad ΔR = 2αkF . La profundidad
de la parte negativa de ε−(k) está dada por εR = �

2k2
α/2m

∗.
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Vectores de Fermi

En el estado base, es decir a temperatura absoluta T = 0, las sub-bandas ελ(k) están

llenas hasta la misma enerǵıa de Fermi εF > 0. A la curva de enerǵıa constante deter-

minada por ελ(k) = εF , se le conoce como contorno de Fermi. Al nivel de Fermi cada

sub-banda ε+(k) y ε−(k) tiene un vector de onda distinto, k+
F y k−F respectivamente

(Figura 3.1b), determinados por la condición εF = ελ(k
λ
F ), de donde

kλ
F =

√
2m∗

�2
εF + k2

α − λ kα =
√
k2

F + k2
α − λ kα , (3.16)

donde kF =
√

2m∗εF/�2. En este caso, las dispersiones son isotrópicas y los contornos

de Fermi son ćırculos concéntricos (Figura 3.1a). La separación entre las sub-bandas

ε+(k) y ε−(k), está dada por ε+(k) − ε−(k) = 2αk.

Es común definir ΔR ≡ 2αkF , conocida como enerǵıa de desdoblamiento de los

estados de esṕın (Figura 3.2b), que como veremos más adelante (Sección 3.7), kF =√
2πn− 2k2

α, y por tanto ΔR = 2α
√

2πn− 2k2
α, donde n es la densidad electrónica.

Por ejemplo, en pozos cuánticos de InGaAs y InAs donde se han encontrado valores

experimentales de α en un rango entre 0.6 y 4 × 10−11 eVm, se tienen enerǵıas de

desdoblamiento del orden de ΔR = 1 − 5 meV [3]. Mientras que la enerǵıa de Fermi es

del orden de εF = 20−50 meV, para densidades electrónicas de 5×1011 a 1012cm−2 [4].

3.4. Acoplamiento esṕın-órbita de Dresselhaus

3.4.1. Hamiltoniano esṕın-órbita de Dresselhaus

En 1954, Dresselhaus et al. [5] realizaron uno de los primeros estudios en los que se

propuso que el acoplamiento esṕın-órbita (2.1) puede tener consecuencias importantes

en los niveles de enerǵıa de un electrón en un semiconductor cristalino en el bulto. Un

año después, Parmenter [6] y Dresselhaus [7], estudiaron los efectos de la interacción

esṕın-órbita en una estructura cristalina tipo zincblenda. En sus investigaciones encon-

traron que la asimetŕıa de inversión espacial de la estructura zincblenda da origen a una

contribución esṕın-órbita a la enerǵıa, que produce un rompimiento en la degeneración

de los estados electrónicos y de los huecos con vector de onda k �= 0, incluso en ausen-

cia de algún campo magnético externo. Por el contrario, en los cristales con simetŕıa de

inversión como el Si y Ge, se tiene una doble degeneración de los estados de esṕın para
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cualquier vector de onda k.

La teoŕıa k · p y la teoŕıa de invariantes, son algunos de los principales métodos

utilizados en el estudio de las estructura de bandas de los estados electrónicos [1].

Se ha encontrado que para electrones en la banda de conducción, la contribución al

Hamiltoniano esṕın-órbita de menor orden en k está dada por

H3d
D = γ

[
σxkx

(
k2

y − k2
z

)
+ σyky

(
k2

z − k2
x

)
+ σzkz

(
k2

x − k2
y

)]
, (3.17)

donde γ es un parámetro efectivo de acoplamiento [7] y k = (kx, ky, kz) = (k||, kz). En

semiconductores con estructura zincblenda como el GaAs se han encontrado valores de

γ = 24 eVÅ
3
, mientras que en InAs γ = 130 eVÅ

3
[8]. El desdoblamiento de los estados

de esṕın generado en estos sistemas es proporcional a k3, a diferencia del producido por

el acoplamiento Rashba el cual es lineal en k.

Si ahora el semiconductor cristalino se reduce a un sistema cuasi-bidimensional, en

el cual se forma un pozo cuántico, la componente del vector de onda normal al po-

zo se cuantiza como kz ∼ (π/Lz), donde Lz es el ancho del pozo, de tal forma que los

electrones sólo se pueden mover libremente en el plano xy. Si el pozo cuántico es suficien-

temente angosto (7− 15 nm) de modo que (π/Lz) 
 k||, entonces el desdoblamiento de

los estados de esṕın producido por la asimetŕıa de inversión en el bulto será proporcional

a Δ3d
D ∼ γ(π/Lz)

2 k|| [9, 10]. En esta clase se sistemas, el acoplamiento esṕın-órbita de

Dresselhaus es sensible a la orientación de crecimiento del pozo. Por tal motivo, en las

siguientes secciones se analizarán las propiedades electrónicas de un GE2D que se forma

en un pozo cuántico crecido en la dirección [hkl]. En particular se considerarán pozos

crecidos en las direcciones: [001], [111] y [110]. Se utilizará la notación Dresselhaus[hkl]

o D[hkl] para indicar la dirección cristalográfica considerada.

3.4.2. Dresselhaus[001]

En pozos cuánticos suficientemente angostos crecidos en la dirección [001] (x || [100],

y || [010], z || [001]), las componentes del vector de onda normal al plano del gas se

promedian, esto es, kz → 〈k̂z〉 = 〈i∂z〉 = 0 y k2
z → 〈k̂2

z〉, de modo que (3.17) se reduce a

H
[001]
D = γ

[
ky〈k2

z〉σy − kx〈k2
z〉σx

]
+ γ

[
kxk

2
yσx − kyk

2
xσy

]
. (3.18)

Para k|| pequeños, el término lineal en k|| se vuelve dominante frente al término cúbico.

De tal forma que el Hamiltoniano con acoplamiento Dresselhaus[001] lineal en k|| está
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dado por

H =
�

2k2

2m∗ + β[001] (kyσy − kxσx) , (3.19)

donde β[001] = γ 〈k̂2
z〉. Para abreviar, en lo que sigue escribimos k = k|| = (kx, ky), de

tal manera que el campo esṕın-órbita es de la forma

�

2
Ω

[001]
D (k) = β[001] (−kxx̂ + kyŷ) . (3.20)

Es importante notar que a diferencia del acoplamiento Rashba donde k⊥ΩR(k), el

campo esṕın-órbita Ω
[001]
D (k) no es perpendicular a k. No obstante, las relaciones de

dispersión son similares, esto es

ελ(k) =
�

2k2

2m∗ + λβ[001]k . (3.21)

De la misma forma, (3.21) puede escribirse como en (3.15) sólo haciendo el cambio

kα → kβ[001]
, donde kβ[001]

= m∗β[001]/�
2. El resultado anterior indica que el acoplamiento

Dresselhaus[001] produce un desdoblamiento de los estados de esṕın dado por Δ
[001]
D =

2β[001]kF , similar a ΔR (Figura 3.1).

De lo estudiado con anterioridad en la Sección 3.3, se sabe que α =0.6-4.0×10−11eVm

en pozos cuánticos de InGaAs y InAs, mientras que en GaAs es un orden de magnitud

menor [2]. Con base en estos valores de α, resulta conveniente e ilustrativo comparar la

magnitud de los parámetros α y β[001] a través de su razón, es decir, α/β[001], esto permite

tener una idea de cual es el acoplamiento esṕın-órbita dominante en un determinado

material semiconductor. Por ejemplo, se ha demostrado tanto en trabajos teóricos como

experimentales que en pozos cuánticos de InAs el acoplamiento Rashba es el dominante

debido a que α/β[001] = 2.15, mientras que en pozos de InGaAs se obtienen valores de

α/β[001] = 1.5-1.85 [11]. En cambio, en pozos cuánticos de GaAs el parámetro β[001] llega

a ser un orden de magnitud mayor que α, esto es, α/β[001] = 0.1 [2].

3.4.3. Dresselhaus[110]

En un pozo cuántico crecido en la dirección [110] (x || [1̄10], y || [001], z || [110]), el Hamil-

toniano con acoplamiento Dresselhaus[110] lineal en k (ver Apéndice A) está dado por

H =
�

2k2

2m∗ + β[110]kxσz , (3.22)
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donde β[110] = −γ 〈k̂2
z〉/2 [12, 13, 14, 15, 16, 17]. De tal forma que

�

2
Ω

[110]
D (k) = β[110]kxẑ . (3.23)

En este caso Ω
[110]
D (k) ⊥ k, pero además es perpendicular al plano xy del gas de elec-

trones. Esto refleja una diferencia significativa con respecto a ΩR(k) y Ω
[001]
D (k), los

cuales sólo tiene componentes en el plano del gas.

Las relaciones de dispersión están dadas por

ελ(k) =
�

2k2

2m∗ + λβ[110]|kx| . (3.24)

Una forma más conveniente de escribir (3.24) es introduciendo el ángulo polar θ del

vector de onda k en el plano xy, esto es, k = (kx, ky) = k (cos θ, sen θ), por consiguiente

ελ(k, θ) =
�

2k2

2m∗ + λβ[110]k| cos θ| . (3.25)

La dependencia angular en (3.25) tiene como consecuencia que el desdoblamiento de

los estados de esṕın se vuelva anisotrópico, dado que Δ
[110]
D = 2β[110]kF | cos θ|. Nótese

que en θ = π/2 o 3π/2, Δ
[110]
D = 0, esto quiere decir que los estados de esṕın están

degenerados. Por el contrario, en θ = 0 o π, la separación entre las sub-bandas adquiere

su valor máximo Δ
[110]
D = 2β[110]kF . Estos resultados pueden apreciarse en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Esquemas de las sub-bandas de enerǵıa de un GE2D con acoplamiento Dresselhaus[110].
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3.5. Acoplamiento conjunto: Rashba+Dresselhaus[hkl]

En las Secciones 3.3 y 3.4 se discutieron los acoplamientos Rashba y Dresselhaus[hkl]

por separado. Mientras que el acoplamiento Dresselhaus[hkl] es esencialmente una

propiedad intŕınseca del material, el acoplamiento Rashba se puede modificar por volta-

jes de compuerta. Sin embargo, la importancia de estos dos mecanismos vaŕıa depen-

diendo del material, su geometŕıa particular y la densidad electrónica. Por tal motivo,

en las siguientes secciones se estudia cómo la presencia de ambos acoplamientos cambia

las propiedades espectrales, a diferencia del caso cuando está presente sólo un tipo de

acoplamiento. En lo que sigue, se utilizará la notación compacta R+D[hkl] para indicar

la presencia conjunta de los acoplamientos tipo Rashba y tipo Dresselhaus[hkl].

3.5.1. Rashba+Dresselhaus[111]

En un pozo cuántico crecido en la dirección [111] (x || [112̄], y || [1̄10], z || [111]), el Hamil-

toniano de interacción esṕın-órbita R+D[111] está dado por

H =
�

2k2

2m∗ + α̃ (kyσx − kxσy) , (3.26)

donde α̃ ≡ α + β[111] y β[111] = 2√
3
γ 〈k̂2

z〉 [12, 13]. Nótese que el Hamiltoniano (3.26) es

formalmente idéntico al Hamiltoniano de Rashba (3.12). Por lo tanto, en general, todos

los resultados derivados en la Sección 3.3 para el caso donde sólo hay acoplamiento

Rashba se mantienen, sólo es necesario hacer la sustitución del parámetro α → α̃.

3.5.2. Rashba+Dresselhaus[001]

De acuerdo a lo estudiado en las Secciones 3.3 y 3.4.2, el Hamiltoniano de interacción

esṕın-órbita R+D[001] está dado por

H =
�

2k2

2m∗ + α (kyσx − kxσy) + β[001] (kyσy − kxσx) , (3.27)

y de aqúı
�

2
Ω

[001]
RD (k) = α (kyx̂ − kxŷ) + β[001] (−kxx̂ + kyŷ) . (3.28)
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Figura 3.3: Esquemas de las sub-bandas de enerǵıa de un GE2D con acoplamiento R+D[001], cuando
(a) α �= β[001] y (b) α = β[001].

De esta manera, las relaciones de dispersión están dadas por

ελ(k) =
�

2k2

2m∗ + λ
√

(αky − β[001]kx)2 + (β[001]ky − αkx)2 . (3.29)

Es posible escribir la expresión anterior en coordenadas polares como

ελ(k, θ) =
�

2k2

2m∗ + λ kΔ(θ) , (3.30)

donde se ha definido la función angular

Δ(θ) =
√
α2 + β2

[001] − 2αβ[001] sen 2θ . (3.31)

Esta función indica claramente que el desdoblamiento de los estados de esṕın es anisotrópi-

co (Figura 3.3a). Sólo cuando α �= 0 y β[001] = 0 (3.14), o α = 0 y β[001] �= 0 (3.21), la

separación entre las sub-bandas es isotrópica, es decir, cuando Δ(θ) es constante. En el

caso particular cuando α = β[001], el Hamiltoniano (3.27) se reduce a

H =
�

2k2

2m∗ + α (ky − kx) (σx + σy) , (3.32)

de modo que
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ελ(k, θ) =
�

2k2

2m∗ + λ
√

2αk |sen θ − cos θ| . (3.33)

Del resultado anterior se puede ver que en θ = π/4 o 5π/4, los estados de esṕın están

degenerados. En este caso los contornos de Fermi son dos ćırculos que tienen el mismo

radio y están desplazados del origen, como se muestra en el plano kx − ky en la Figura

3.3b. Un comportamiento similar ocurre en el caso con acoplamiento Dresselhaus[110]

estudiado en la Sección 3.4.2 (Figura 3.2).

3.5.3. Rashba+Dresselhaus[110]

Ahora se considera la presencia conjunta de la interacción esṕın-órbita R+D[110]. En

este caso, el Hamiltoniano está dado por

H =
�

2k2

2m∗ + α (kyσx − kxσy) + β[110] kx σz , (3.34)

de modo que

�

2
Ω

[110]
RD (k) = α (kyx̂ − kxŷ) + β[110]kxẑ . (3.35)

Las relaciones de dispersión están dadas por

ελ(k) =
�

2k2

2m∗ + λ
√

(α2 + β2
[110])k

2
x + α2 k2

y , (3.36)

o bien, en coordenadas polares como en (3.30) donde ahora Δ(θ) =
√
α2 + β2

[110] cos2 θ.

De nueva cuenta, la función angular Δ(θ) indica que el desdoblamiento de los estados

de esṕın es anisotrópico (Figura 3.4).

3.6. Orientación del esṕın de los estados electróni-

cos

Es esta sección se estudiará la orientación del esṕın �

2
〈σ(k)〉λ de los estados electrónicos

en presencia del acoplamiento tipo Rashba y tipo Dresselhaus[hkl].
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Figura 3.4: Esquemas de las sub-bandas de enerǵıa de un GE2D con acoplamiento R+D[110].

Acoplamiento R+D[001]

Puesto que �

2
ΩR(k) = α (kyx̂ − kxŷ), los espinores ψR

λ (k) asociados al acoplamiento

Rashba se pueden determinar a partir de (3.6),

ψR
λ (k) =

1√
2

(
1

λky−ikx

k

)
, (3.37)

o bien, escritos en términos del ángulo polar como

ψR
λ (k) =

1√
2

(
1

−iλeiθ

)
. (3.38)

De tal forma que la orientación del esṕın (3.10) está dada por

�

2
〈σ(k)〉λ = λ

�

2

(
k̂ × ẑ

)
. (3.39)

En la Figura 3.5a se muestra la orientación del esṕın (3.39) sobre contornos de enerǵıa

constante en el plano kx − ky. De (3.39), se puede ver que 〈σ(k)〉λ ⊥k.

Similarmente, usando (3.6) y (3.20), los espinores correspondientes al acoplamiento

Dresselhaus[001] son
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ψD
λ (k) =

1√
2

(
1

−λe−iθ

)
, (3.40)

de modo que
�

2
〈σ(k)〉λ = λ

�

2
(− cos θ x̂ + sen θ ŷ) . (3.41)

Si k || [100] (θ = 0), de (3.41) se obtiene que el esṕın está orientado en la dirección

−λx̂. Cuando k || [010] (θ = π/2) la orientación del esṕın es a lo largo de λŷ. Sólo

cuando k || [110] (θ = π/4), 〈σ(k)〉λ ⊥ k. En la Figura 3.5b claramente se observa que

la orientación del esṕın producida por el acoplamiento Dresselhaus[001] es distinta a la

del acoplamiento Rashba (Figura 3.5a). Aún cuando en las expresiones (3.14) y (3.21)

se mostró que el acoplamiento Rashba y Dresselhaus[001] producen aparentemente el

mismo desdoblamiento de los estados de esṕın, las correspondientes 〈σ(k)〉λ son cuali-

tativamente distintas debido a las diferentes simetŕıas de los campos esṕın-órbita ΩR(k)

y Ω
[001]
D (k).

Figura 3.5: Distribución de la orientacion del esṕın en el estado |λk〉 para el caso con acoplamiento
(a) Rashba, (b) Dresselhaus[001] y (c) R+D[001] [11].

Si están presentas ambos acoplamientos, los espinores están dados por

ψλ(k) =
1√
2

(
1

λeiφ(k)

)
, (3.42)
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donde φ(k) está definido como

tanφ(k) =
β[001]ky − αkx

αky − β[001]kx

. (3.43)

Por lo tanto la orientación del esṕın está descrita por

�

2
〈σ(k)〉λ = λ

�

2

1

Δ(θ)

[(
α− β[001]sen 2θ

) (
k̂ × ẑ

)
− β[001] cos 2θ k̂

]

= λ
�

2
(cosφ x̂ − senφ ŷ) . (3.44)

En la Figura 3.5c se muestra la distribución de la orientación del esṕın (3.44). Se puede

observar que la presencia conjunta del acoplamiento Rashba y Dresselhaus[001] repre-

senta un cambio significativo sobre la distribución de la orientación del esṕın en com-

paración con el caso isotrópico (sólo Rashba o Dresselhaus[001]).

Acoplamiento R+D[110]

Puesto que �

2
Ω

[110]
D (k) = β[110]kxẑ, los espinores correspondientes están dados por (3.9),

los cuales a su vez están determinados por |kx|. El hecho de que Ω
[110]
D (k) || ẑ, anticipa

que el esṕın electrónico también debe estar orientado fuera del plano del gas. En forma

general se tiene que

�

2
〈σ(k)〉λ = λ

�

2
sgn(kx) ẑ . (3.45)

En este caso la orientación del esṕın sólo tiene componentes a lo largo de la dirección ±ẑ.

Este resultado es totalmente distinto al obtenido en el caso del acoplamiento Rashba

y del acoplamiento Dresselhaus[001], en donde el esṕın está orientado sólo en el plano

x− y del gas de electrones.

Cuando están presentes ambos acoplamientos (R+D[110]), los espinores son

ψλ(k) =

√
Δ(θ) + λβ[110] cos θ

2 Δ(θ)

(
1

eiϕ(k) β[110] cos θ−λ Δ(θ)

α

)
, (3.46)

donde tanϕ(k) = tan(θ+π/2) = −kx/ky. De tal forma, que el valor esperado del esṕın
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está dado por

�

2
〈σ(k)〉λ = λ

�

2

1

Δ(θ)

[
α
(
k̂ × ẑ

)
+ β[110] cos θ ẑ

]
. (3.47)

Cabe resaltar que se han realizado importantes observaciones de fenómenos espin-

trónicos en heteroestructuras semiconductoras crecidas en la dirección [110]. Uno de

los primeros trabajos fue realizado por Sih et al. [18] en 2005, en el cual observaron el

fenómeno de la polarización de espines como respuesta a un campo eléctrico y el efecto

Hall de esṕın. En este trabajo formaron un GE2D en un pozo cuántico simétrico de

AlGaAs crecido en la dirección [110], motivados por el hecho de que estudios teóricos

establecen que el acoplamiento Dresselhaus[110] da lugar a una polarización de espines

perpendicular al plano del gas electrones, esta caracteŕıstica permitió observar estos

fenómenos utilizando la técnica experimental de microscoṕıa de rotación de Kerr.

3.7. Densidad electrónica

La densidad electrónica nλ, definida como el número de electrones por unidad de área

contenidos dentro de los contornos de Fermi, está determinada por

nλ =

ˆ kλ
F

0

d2k

(2π)2
Θ (εF − ελ(k)) . (3.48)

donde Θ(x) es la función escalón unitaria. Con base en los resultados obtenidos en las

secciones anteriores, es posible escribir las relaciones de dispersión en forma general

como

ελ(k, θ) =
�

2

2m∗
(
k + λ k2

so(θ)
)2 − �

2

2m∗k
2
so(θ) , (3.49)

donde kso(θ) ≡ m∗Δ(θ)/�2. La diferencia entre los distintos casos la determina la fun-

ción Δ(θ). Cuando se tiene acoplamiento isotrópico, Δ(θ) es constante, esto es

Δ(θ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α

α̃

β[001]

R

R + D[111]

D[001]

(3.50)

Mientras que el acoplamiento anisotrópico está dado por
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Δ(θ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

√
α2 + β2

[001] − 2αβ[001] sen 2θ
√
α2 + β2

[110] cos2 θ

β[110]| cos θ|

R + D[001]

R + D[110]

D[110]

(3.51)

A partir de la condición ελ(k
λ
F (θ), θ) = εF , es posible escribir los vectores de Fermi

caracteŕısticos k+
F (θ) y k−F (θ) como

kλ
F (θ) =

√
2m∗

�2
εF + k2

so(θ) − λ kso(θ) . (3.52)

Al sustituir estos vectores de Fermi en la ecuación (3.48) escrita en coordenadas polares,

se obtiene

nλ =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ kλ
F (θ)

0

k dk dθ

=
1

4π

(
k2

F + 2 q2
so

)− λ

4π2

ˆ 2π

0

kso(θ)
√
k2

F + k2
so(θ) dθ , (3.53)

aqúı se usó 1
2π

´ 2π

0
k2

so(θ)dθ = q2
so, donde se ha definido qso como

qso =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

m∗α̃/�2

m∗
√
α2 + β2

[001] /�
2

m∗
√
α2 + β2

[110]/2 /�
2

R + D[111]

R + D[001]

R + D[110]

(3.54)

La cantidad q2
so determina el promedio angular de la profundidad de la parte negativa

de ε−(k) (Figura 3.1b). De tal forma que al calcular la densidad electrónica total n =∑
λ nλ, se obtiene

n =
1

2π

(
k2

F + 2 q2
so

)
(3.55)

y por tanto (3.53) puede reescribirse como

nλ =
n

2
− λ

4π2

ˆ 2π

0

kso(θ)
√
k2

F + k2
so(θ) dθ . (3.56)

De (3.55) se obtiene que

kF =
√
k2

0 − 2 q2
so , (3.57)
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donde k0 =
√

2πn es el vector de Fermi de un GE2D degenerado en esṕın, es decir, en

ausencia de interacción esṕın-órbita. De modo que la enerǵıa de Fermi está dada por

εF =
�

2

2m∗
(
k2

0 − 2 q2
so

)

=
�

2k2
0

2m∗ − 2εso , (3.58)

donde εso = �
2q2

so/2m
∗ es la enerǵıa de la parte negativa de ε−(k), que en el caso

con acoplamiento Rashba εso = εR (Figura 3.1b). El resultado anterior muestra que

la enerǵıa de Fermi depende escencialmente de tres parámetros, la masa efectiva m∗,

la densidad electrónica n y los parámetros de acoplamiento α y β[hkl]. En gases de

electrones bidimensionales, t́ıpicamente las concentraciones electrónicas vaŕıan de 5 ×
1011 a 1012 cm−2 [4].

Cuando se tiene un acoplamiento isotrópico (3.50), se puede obtener una expresión

simple para nλ. Por ejemplo, si Δ(θ) = α, la integral en (3.56) da

n+ =
n

2
− kα

2π

√
k2

F + k2
α y n− =

n

2
+
kα

2π

√
k2

F + k2
α . (3.59)

De las expresiones anteriores se puede observar que ε+(k) y ε−(k) están igualmente

ocupadas cuando kα = 0, es decir, n+ = n− = n/2, que es precisamente el caso de

un GE2D degenerado en esṕın, en donde cada nivel de enerǵıa puede estar ocupado

hasta por un máximo de dos electrones con espines opuestos, conforme al principio de

exclusión de Pauli.

En la Figura 3.6 se muestra la densidad de electrones (3.59) como función del

parámetro α, donde se fijó n = 1011cm−2. En la gráfia se puede ver una distribución de

electrones distinta en cada sub-banda de enerǵıa, con un mayor número de electrones

en ε−(k) que en ε+(k), es decir, n− > n+. Esto se debe a que al aumentar α o kα, la

parte negativa de ε−(k) se vuelve más profunda, o dicho de otra forma, la enerǵıa de

ε−(k) disminuye, lo que favorece que más electrones se encuentren ah́ı. Asimismo, al

aumentar el parámetro de Rashba la concentración de electrones en n+ disminuye en

la misma proporción que n− crece, de forma tal que el número total de electrones se

conserva, puesto que se cumple la condición (n+ + n−)/n = 1.
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Figura 3.6: Densidad electrónica nλ como función del parámetro de Rashba α. El eje x está graficado
en escala logaŕıtmica.

3.8. Densidad de estados

Por último en esta sección se evalúa la densidad de estados Dλ(ε) del gas de electrones

bidimensional con interacción esṕın-órbita. Esta cantidad está definida como el número

de estados permitidos por unidad de enerǵıa y por unidad de área en la sub-banda λ,

y está dada por

Dλ(ε) =

ˆ
d2k

(2π)2
δ (ε− ελ(k)) , (3.60)

donde δ(x) es la función delta de Dirac. En coordenadas polares

Dλ(ε) =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ k

0

dk dθ k δ (ε− ελ(k, θ)) . (3.61)

Si se utiliza (3.49), se obtiene que
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k =

√
2m∗

�2
ελ + k2

so(θ) − λkso(θ) =⇒ dk =
m∗

�2

[
2m∗

�2
ελ + k2

so(θ)

]−1/2

dελ ; (3.62)

y se puede escribir

Dλ(ε) = ν0
1

4π

ˆ 2π

0

ˆ [
1 − λ

√
ε(θ)

ελ + ε(θ)

]
δ (ε− ελ(k, θ)) dελ dθ , (3.63)

donde se define ε(θ) ≡ m∗Δ2(θ)/2�
2 y ν0 = m∗/π�

2 es la densidad de estados de

un sistema bidimensional sin acoplamiento esṕın-órbita. Por ejemplo, considerando

los parámetros del InAs con una masa efectiva de m∗ = 0.05m, se obtiene ν0 =

2.09×1010/meV cm2.

Para determinar la densidad estados D+(ε) y D−(ε), es necesario analizar la forma

de las sub-bandas de enerǵıa (3.49). Comenzando con la densidad de estados D+(ε), en

todos los casos estudiados anteriormente, se puede ver que ε+(k) sólo tiene valores de

enerǵıa positivos, por lo tanto al realizar la integral en la enerǵıa ε se obtiene que la

densidad de estados D+(ε) está dada por

D+(ε)

ν0

=
1

2
Θ(ε)

[
1 − 1

2π

ˆ 2π

0

√
ε(θ)

ε+ ε(θ)
dθ

]
, (3.64)

donde Θ(ε) es la función escalón unitaria. Por otro lado, en la sub-banda ε−(k) se

observa que además de tener enerǵıas positivas, existe también un rango de enerǵıas

negativas, por lo que ahora la integración de la densidad de estados D−(ε) se separa

en dos intervalos dependiendo del valor de la enerǵıa, lo que conduce a la siguiente

expresión

D−(ε)

ν0

=
1

2
Θ(ε)

[
1 +

1

2π

ˆ 2π

0

√
ε(θ)

ε+ ε(θ)
dθ

]

+Θ(−ε)
[

1

2π

ˆ 2π

0

√
ε(θ)

ε+ ε(θ)
Θ (ε+ ε(θ)) dθ

]
. (3.65)

El primer término sólo cuenta los estados disponibles para las enerǵıas positivas de

ε−(k), mientras que el segundo término cuenta los estados disponibles para las enerǵıas

negativas de ε−(k). A un ángulo dado, D−(ε) → ∞ si ε = −ε , en consecuencia sólo las

enerǵıas comprendidas en el intervalo −ε < ε < 0 contribuyen a la densidad de estados,

es decir, son aquellas enerǵıas que cumplen con la condición dada en la función escalón
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Θ(ε + ε(θ)). Notamos que para ε ≥ 0, D+(ε) + D−(ε) = ν0, y que cuando ε → ∞,

D+(ε) = D−(ε) = ν0/2.

El caso más simple se tiene cuando ε(θ) es constante, que es el caso del acoplamiento

isotrópico (3.50). Por ejemplo, si sólo el acoplamiento Rashba está presente, se tiene

que

D+(ε)

ν0

=
1

2
Θ(ε)

(
1 −

√
εR

ε+ εR

)
, (3.66)

D−(ε)

ν0

=
1

2
Θ(ε)

(
1 +

√
εR

ε+ εR

)
+ Θ(−ε) Θ (ε+ εR)

√
εR

ε+ εR

, (3.67)

recordando que εR = m∗α2/2�
2. Las expresiones (3.66) y (3.67) son equivalentes a

las obtenidas por Winkler [1]. En la Figura 3.7 se muestra la densidad de estados

D(ε)/ν0 como función de la enerǵıa ε, para los casos con acoplamiento Rashba (Figura

3.7a), R+D[001] y R+D[110] (Figura 3.7b). Se puede observar que a diferencia de

un GE2D degenerado en esṕın donde su densidad de estados total es simplemente

DT (ε) = Θ(ε) ν0, por ejemplo, en presencia del acoplamiento Rashba se tiene que

DT (ε)

ν0

= Θ(ε) + Θ(−ε) Θ (ε+ εR)

√
εR

ε+ εR

, (3.68)

como se observa en la Figura 3.7a. Obsérvese asimismo que D−(ε) > D+(ε) para todas

las enerǵıas en el rango −εso < ε < ∞. Además, la densidad de estados D−(ε) com-

prendida en el rango −εso < ε < 0 se incrementa conforme ε disminuye y, como era de

esperarse, D−(ε) → ∞ cuando ε→ −εso.

3.9. Resumen de resultados

En general, en este caṕıtulo se verificaron los resultados ya conocidos en la literatura

de las propiedades del estado base de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba

y tipo Dresselhaus[hkl].

No obstante, se aportó un nuevo resultado que no ha sido reportado previamente.

Éste es la densidad de estados de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo R+D[110]

mostrada en la Figura 3.7, la cual cabe señalar, presenta un comportamiento muy similar

a los casos con acoplamiento Rashba y acoplamiento R+D[001].
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Figura 3.7: Densidad de estados Dλ(ε) como función de la enerǵıa ε, para el caso con acoplamiento
(a) Rashba, (b) R+D[001] y R+D[110], donde εso = �

2q2so/2m
∗ y DT(E) = D+(E) + D−(E). Los

parámetros usados en todos lo casos son α =1.6×10−9 eVcm y m∗ = 0.05m0.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de respuesta lineal de un

sistema cuántico a una perturbación

externa

Si a un sistema inicialmente en equilibrio se le aplica una perturbación externa, el

sistema responderá a la perturbación en su propia forma caracteŕıstica. La relación

entre la respuesta del sistema y la perturbación externa se puede determinar a través de

una función caracteŕıstica llamada función respuesta. Cuando la magnitud del campo

perturbativo es pequeña, la respuesta del sistema es directamente proporcional a la

perturbación externa, y bajo esta suposición, se dice que la respuesta es lineal. Entre

las numerosas aplicaciones de la teoŕıa de la respuesta lineal se encuentran, por ejemplo,

el estudio del transporte electrónico de sistemas fuera del equilibrio; de particular interés

es el estudio de la conductividad, conductancia, función dieléctrica y suceptibilidades

eléctrica y magnética de sistemas electrónicos bajo la influencia de campos eléctricos o

magnéticos, por mencionar sólo algunas funciones respuesta.

En el Caṕıtulo 3 se estudiaron las propiedades electrónicas de un GE2D en equilibrio

en presencia de la interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus[hkl]. En lo que

sigue, se estudia la orientación del esṕın de los electrones en un GE2D como respuesta a

un campo eléctrico ac. Dicha orientación está descrita por una función de polarizabilidad

de esṕın dada por una fórmula de Kubo en términos de la correlación entre densidad

de esṕın y corriente de carga eléctrica.

En este caṕıtulo, se repasa el formalismo general de la teoŕıa de respuesta lineal que

proporciona fórmulas para funciones respuesta (como la mencionada polarizabilidad de

61
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esṕın) en términos de las propiedades microscópicas de equilibrio. Se deriva primero la

fórmula general de Kubo en la Sección 4.1. En la Sección 4.2 se utiliza esta fórmula de

Kubo para calcular las funciones respuesta de susceptibilidad y polarizabilidad de esṕın

de nuestro problema en particular.

4.1. Matriz de densidad

La función de onda, o el vector de estado, proporciona la descripción más completa de un

sistema en mecánica cuántica. Sin embargo, un sistema f́ısico no necesariamente puede

ser caracterizado con una función de onda, pues sucede con frecuencia, especialmente

para sistemas grandes, que el ensemble cuántico de interés está constituido a su vez por

varios subensembles independientes entre śı. En tales casos es necesaria también una

descripción estad́ıstica del sistema. Una variable dinámica L puede estar bien definida

en cada uno de los subensembles y tener el valor Li, en el subensemble i; sin embargo,

el valor medio sobre todo el ensemble que se le debe asignar a esta variable depende de

qué tanto contribuye cada uno de los subensembles.

Sea wi la probabilidad del sistema de estar en el estado |i〉 y sea L̂ un operador

cualquiera, del cual se desea calcular su valor medio sobre el ensemble. El valor esperado

de L̂ calculado sobre el subensemble que se encuentra en el estado |i〉 es 〈Li〉 = 〈i|L̂|i〉,
mientras que el promedio de L̂ sobre todo el ensemble está dado por

〈L̂〉 =
∑

i

wi〈Li〉 =
∑

i

wi〈i|L̂|i〉

=
∑

i

∑
n

wi〈i|L̂|n〉〈n|i〉

=
∑

n

〈n|
∑

i

wi|i〉〈i|L̂|n〉 (4.1)

donde |n〉 es una base arbitraria. Nótese que se están efectuando dos promedio sobre

L̂, un promedio cuántico denotado por 〈...〉 y un promedio estad́ıstico denotado por

una barra. De esta forma el sistema cuántico queda caracterizado por un conjunto

de vectores de estado y por un conjunto de pesos o probabilidades que especifican la

contribución relativa de cada uno de ellos al ensemble. En efecto, lo que se busca es

pasar de la teoŕıa en términos de un vector de estado a la de sistemas cuya descripción

requiere un conjunto apropiado de vectores de estado y los pesos correspondientes. Una
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forma de lograrlo es con la introducción de la llamada matriz de densidad (u operador

estad́ıstico) que se define de la siguiente manera [1, 2, 3]

ρ̂ =
∑

i

wi|i〉〈i| . (4.2)

Al sustituir ρ̂ en la expresión (4.1) se obtiene 〈L̂〉 =
∑

n〈n|L̂ ρ̂|n〉, es decir

〈L̂〉 = Tr[L̂ ρ̂] , (4.3)

en donde el operador Tr[...] significa tomar la traza de la matriz. Este resultado establece

que el valor esperado de un operador L̂, calculado sobre un ensemble descrito por la

matriz de densidad ρ̂, está dado por la traza del producto L̂ ρ̂.

4.2. Fórmula general de Kubo

Para continuar con este análisis, considere un sistema cuántico con un gran número

de componentes. Si el sistema se encuentra en equilibrio a una temperatura fija T

y En representa los eigenvalores del Hamiltoniano H de uno de sus componentes, la

probabilidad de que éste se encuentre en un estado de enerǵıa En está dada por la

distribución de Maxwell-Boltzman1

wn =
1

Z
e−En/kBT , (4.4)

donde kB es la constante de Boltzmann y Z =
∑

n e
−En/kBT es la función de partición.

De esta manera, la matriz de densidad (4.2) está dada por

ρ̂ =
1

Z

∑
n

|n〉〈n| e−En/kBT , (4.5)

en donde |n〉 representa uno de los eigenvectores de H, esto es, H|n〉 = En|n〉. De (4.5)

se obtiene que

ρnn =
e−En/kBT

Z
. (4.6)

1Este es el ĺımite clásico, se satisface cuando la densidad de part́ıculas del sistema es suficientemente
pequeña o la temperatura es suficientemente alta, esto es, e(μ−En)/kBT � 1, donde μ es el potencial
qúımico [4].
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Tomando en cuenta que Tr[ρ̂] = 1, entonces

Tr[ρ̂] =
1

Z

∑
n

e−En/kBT = 1 , (4.7)

de aqúı la función de partición está dada por Z =
∑

n e
−En/kBT , de modo que la matriz

de densidad adquiere la forma ρ̂ = e−H/kBT/Tr[e−H/kBT ]. El ensemble de sistemas des-

critos con esta matriz de densidad es, por definición, un ensemble canónico2. Como ρ̂

depende sólo del Hamiltoniano, se trata de un ensemble en equilibrio, cuyas propiedades

termodinámicas quedan determinadas por la función de partición Z.

Sustituyendo la matriz de densidad canónica (4.5) en la expresión (4.3), el valor

esperado de una cantidad f́ısica descrita por un operador L̂, está dado por

〈L̂〉 = Tr[L̂ ρ̂] =
1

Z

∑
n

〈n|L̂|n〉e−En/kBT . (4.8)

Si se considera que en algún tiempo, t = t0, se aplica una perturbación externa sacando

al sistema del equilibrio, el Hamiltoniano total H(t) será

H(t) = H0 +H ′(t) , (4.9)

donde H0 es el Hamiltoniano del sistema antes de aplicar la perturbación y H ′(t) es el

Hamiltoniano que representa la perturbación externa. El objetivo principal es encontrar

el valor esperado de L̂ a tiempos t > t0; para lograrlo, es necesario calcular la evolución

temporal de la matriz de densidad o equivalentemente la evolución temporal de los

eigenestados.

Existen distintas maneras de formular la dinámica cuántica del sistema. Estas distin-

tas formulaciones son llamadas Representaciones (Pictures). La dependencia temporal

de 〈L̂(t)〉 se puede encontrar a través de la dependencia temporal del estado cuántico

|n〉, o a través de la dependencia temporal del operador L̂, o a través de ambos.

Una de estas respresentaciones es la Representación de interacción, en donde la de-

pendencia temporal se lleva a cabo a través del estado cuántico |n(t)I〉 y del operador

L̂(t)I ; pero además, se utiliza cuando el Hamiltoniano del sistema se puede escribir en

términos de un Hamiltoniano independiente del tiempo H0 y de una perturbación de-

pendiente del tiempo H ′(t) [5], situación representada en (4.9). En esta representación,

2El ensemble canónico representa un sistema con un número fijo de part́ıculas y volumen constante,
el cual está abierto al intercambio de calor con un baño térmico a temperatura fija T .



4.2. Fórmula general de Kubo 65

los eigenestados evolucionan de acuerdo al Hamiltoniano sin perturbar H0 en la forma

|n(t)I〉 = eiH0t/� |n(t)〉 . (4.10)

Al calcular la derivada temporal de |n(t)I〉 se obtiene

i�
∂

∂t
|n(t)I〉 = i�

(
∂

∂t
eiH0t/�

)
|n(t)〉 + eiH0t/�

(
i�
∂

∂t
|n(t)〉

)

= −eiH0t/�H0 |n(t)〉 + eiH0t/�H(t)|n(t)〉
= eiH0t/� (H(t) −H0) |n(t)〉
= eiH0t/�H ′(t) |n(t)〉 . (4.11)

Al multiplicar el lado derecho de la ecuación (4.11) por los operadores e±iH0t/�, se

obtiene

i�
∂

∂t
|n(t)I〉 = eiH0t/�H ′(t) e−iH0t/� eiH0t/� |n(t)〉 , (4.12)

con lo cual, la ecuación de Schrödinger resultante para |n(t)I〉 está dada por

i�
∂

∂t
|n(t)I〉 = H ′(t)I |n(t)I〉 , (4.13)

donde H ′(t)I = eiH0t/�H ′(t) e−iH0t/� es la perturbación dependiente del tiempo en la

representación de interacción. Esta ecuación muestra que la dependencia temporal de

|n(t)I〉está determinada completamente por el término del potencial externo H ′(t)I .

Similarmente, la evolución temporal del operador L̂ se puede definir como

L̂(t)I = eiH0t/� L̂(t) e−iH0t/� , (4.14)

mientras que el operador de la matriz densidad está definido como

ρ̂(t)I = eiH0t/� ρ̂(t) e−iH0t/� . (4.15)

La evolución temporal de la matriz de densidad está determinada por la ecuación

de Liouville, dada por i� ∂tρ̂(t)I = [H ′(t)I , ρ̂(t)I ]. Si se considera que H ′(t)I es suficien-
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temente pequeño comparado con H0, entonces en teoŕıa de perturbaciones de primer

orden la ecuación de Liouville se puede escribir en la forma

ρ̂(t)I = ρ̂0 − i

�

ˆ t

t0

dt′[H ′(t′)I , ρ̂0] , (4.16)

donde ρ̂0 es la matriz densidad del sistema en equilibrio dada por (4.5) [5]. De tal forma

que la evolución temporal de 〈L̂(t)〉 a orden lineal en la perturbación H ′(t) está dada

por

〈L̂(t)〉 = Tr[L̂(t)I ρ̂(t)I ]

= Tr[L̂(t)I ρ̂0] − i

�

ˆ t

t0

dt′ Tr
{
L̂(t)I [H ′(t′)I , ρ̂0]

}

= Tr[L̂(t)I ρ̂0] − i

�

ˆ t

t0

dt′ Tr
{

[L̂(t)I , H
′(t′)I ] ρ̂0

}
. (4.17)

Al sustituir ρ̂0 en la expresión anterior, se obtiene

〈L̂(t)〉 =
1

Z

∑
n

e−En/kBT 〈n| L̂(t)I |n〉

− i

�

ˆ t

t0

dt′
1

Z

∑
n

e−En/kBT 〈n|[L̂(t)I , H
′(t′)I ]|n〉 . (4.18)

Resulta muy conveniente introducir una notación que permita representar el valor es-

perado del operador L̂(t) en (4.18) de manera más compacta, para ello considere la

notación

〈...〉0 ≡ 1

Z

∑
n

e−En/kBT 〈...〉 , (4.19)

donde los brackets 〈...〉0 representan un promedio en equilibrio con respecto al Hamil-

toniano H0, de tal forma que la ecuación (4.18) se reduce a

〈L̂(t)〉 = 〈L̂(t)I〉0 − i

�

ˆ t

t0

dt′〈[L̂(t)I , H
′(t′)I ]〉0 . (4.20)

De esta manera, el operador 〈L̂(t)〉 ha sido expresado como una función de correlación

retardada, conocida también como función respuesta retardada (o causal), la cual ex-

presa propiedades fuera de equilibrio en términos de promedios sobre los estados en

equilibrio. Esta ecuación se conoce comunmente como fórmula general de Kubo [6] que
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expresa la respuesta lineal del sistema a una perturbación pequeña H ′(t).

Desarrollando el conmutador en la función de correlación de (4.20), se obtiene

〈[L̂(t)I , H
′(t′)I ]〉0 = Tr

{
[L̂(t)I , H

′(t′)I ] ρ̂0

}

= Tr
{
L̂(t)I H

′(t′)I ρ̂0 −H ′(t′)I L̂(t)I ρ̂0

}
, (4.21)

el primer término del lado derecho de la ecuación se puede escribir como

Tr
{
L̂(t)I H

′(t′)I ρ̂0

}
= Tr

{
eiH0t/� L̂(t) e−iH0t/� eiH0t′/�H ′(t′) e−iH0t′/�ρ̂0

}

= Tr
{
L̂(t) e−iH0(t−t′)/�H ′(t′) e−iH0t′/� ρ̂0 e

iH0t/�

}

= Tr
{
L̂(t) e−iH0(t−t′)/�H ′(t′) eiH0(t−t′)/� ρ̂0

}
, (4.22)

donde se utilizó la propiedad Tr {ABC...Y Z} = Tr {BC...Y ZA} y tomando en cuenta

que [H0, ρ̂0] = 0. De (4.22) se puede ver que (4.21) escencialmente es una función que

depende sólo de la diferencia t − t′. En particular, si la perturbación se puede escribir

en la forma H ′(t) = B(t)h′(t), donde B(t) es un operador y h′(t) no es un operador,

entonces la función de correlación retardada (4.21) puede escribirse como [7]

CR
LH′(t, t′) = CR

LB(t− t′)h(t′) , (4.23)

en donde CR
LB(t− t′) está dada por

CR
LB(t− t′) = Θ(t− t′)〈[L̂(t), B̂(t′)]〉0 ; (4.24)

Θ(t− t′) es la función escalón unitaria. Una forma equivalente de expresar CR
LB(t− t′)

es haciendo el cambio de de variable t − t′ → τ y escribir la función de correlación en

términos de una sola variable τ , de esta manera (4.24) puede escribirse como [8]

CR
LB(τ) = Θ(τ)〈[L̂(τ), B̂(0)]〉0 . (4.25)

Esta expresión será útil en la siguiente sección cuando se estudie la función respuesta

esṕın-corriente de carga.
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4.3. Funciones respuesta

4.3.1. Polarizabilidad de esṕın

El operador de esṕın del electrón está determinado por las matrices de Pauli como

Si = �

2
σi, de tal forma que si se considera al GE2D como un ensemble de electrones,

éste será una superposición de los diferentes estados posibles de polarización. Por lo

tanto el valor esperado del esṕın está dado por

〈Si〉 =
�

2
〈σi〉 . (4.26)

Si al gas de electrones se le aplica una perturbación externa H ′(t) al tiempo t = t0,

puesto que hay interacción esṕın-órbita es posible determinar la evolución temporal del

operador de esṕın σi utilizando la fórmula de Kubo (4.20), esto es

〈σi(t)〉 = 〈σi〉0 − i

�

ˆ t

t0

dt′〈[σi(t), H
′(t′)]〉0

= − i

�

ˆ t

t0

dt′〈[σi(t), H
′(t′)]〉0 , (4.27)

donde 〈σi〉0 = 0, debido a que antes de aplicar la perturbación no hay una polarización

neta de espines en el GE2D, tal como se estableció en (3.11). Lo que se hará a conti-

nuación es determinar la forma del Hamiltoniano H ′.

Hamiltoniano de interacción

Considere que el GE2D es perturbado por un campo electromagnético, de tal forma

que el Hamiltoniano para un electrón con carga e < 0 en presencia de este campo

perturbativo está descrito por

H(t) =
1

2m∗

[
p − e

c
A(r, t)

]2
, (4.28)

donde m∗ es la masa efectiva del electrón, c es la velocidad de la luz, p es el operador de

momento y A(r, t) es un potencial vectorial definido como B = ∇× A. Desarrollando

el cuadrado de (4.28) se obtiene

H(t) ≈ p2

2m∗ − e

2m∗c
[p · A(r, t) + A(r, t) · p] . (4.29)
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Nótese que en la ecuación anterior se despreció el término cuadrático A2, debido a que

se considera que el campo perturbativo es pequeño, por lo tanto sólo se toman en cuenta

términos de orden lineal. El Hamiltoniano (4.29) se reduce a3

H(t) =
p2

2m∗ − e

m∗c
p · A(r, t) . (4.30)

Es posible escribir este Hamiltoniano en la forma (4.9), es decir, separarlo en un término

independiente del tiempo H0 = p2/2m∗ y en otro término perturbativo conocido como

Hamiltoniano de interacción, dado por

H ′(t) = − e

m∗c
p · A(r, t) . (4.31)

Por otro lado, antes de aplicar la perturbación, donde sólo interviene el Hamiltoniano

H0, el operador de velocidad está dado por v = ∂pH0 = p/m∗; sustituyendo este

operador de velocidad en el operador de corriente de carga definido como j = ev, se

obtiene

j =
e

m∗p . (4.32)

Al sustituir (4.32) en (4.31) el Hamiltoniano de interacción queda como

H ′(t) = −1

c
j(t) · A(r, t) . (4.33)

Considere ahora un potencial vectorial y un campo eléctrico de la forma

A(r, t) = A0 e
i(q·r−ωt) (4.34)

E(r, t) = E0 e
i(q·r−ωt) . (4.35)

Estos campos describen una onda plana con vector de onda q y frecuencia ω, donde A0

es la magnitud del potencial vectorial y E0 la magnitud del campo eléctrico. Utilizando

la ecuación de Maxwell ∇ × E = −∂tB/c y la definición del potencial vectorial B =

∇×A, se obtiene una relación directa entre el campo eléctrico y el potencial vectorial,

dada por E = −∂tA/c. Por lo tanto, al derivar (4.34) y usando (4.35) se obtiene

A0 =
−i c
ω

E0 . (4.36)

3Usando la definición del operador de momento p → −i�∇: (p · A) f(r) = A · (−i�∇f(r)) +
(−i�∇ · A) f(r), dado que ∇ · A = 0, se obtiene que p · A = A · p.
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Si se considera la parte temporal del campo eléctrico, E(t) = E0 e
−iωt, el Hamiltoniano

de interacción (4.33) queda como

H ′(t) =
i

ω
j(t) · E(t) . (4.37)

Sustituyendo (4.37) en (4.27), se obtiene

〈σi(t)〉 =
1

�ω

ˆ t

t0

dt′〈[σi(t), jj(t
′)]〉0Ej(t

′) . (4.38)

Además si el campo se aplica adiabáticamente, esto quiere decir t0 → −∞, se tiene

〈σi(t)〉 =
1

�ω

ˆ t

−∞
dt′〈[σi(t), jj(t

′)]〉0Ej(t
′) . (4.39)

Si se desea calcular el operador de esṕın en función de la frecuencia del campo eléctrico,

es necesario calcular su transformada de Fourier definida como

〈σi(ω)〉 =

ˆ ∞

−∞
dt eiωt〈σi(t)〉

=
1

�ω

ˆ ∞

−∞
dt eiωt

ˆ t

−∞
dt′〈[σi(t), jj(t

′)]〉0Ej(t
′) . (4.40)

Al realizar el cambio de variable t − t′ → τ y multiplicar la integral por el término

eiωτe−iωτ = 1, se obtiene

〈σi(ω)〉 =
1

�ω

ˆ ∞

−∞
dt eiω(t−τ)

ˆ ∞

0

dτ eiωτ 〈[σi(t), jj(t
′)]〉0︸ ︷︷ ︸

CR
σj(τ)

Ej(t− τ) , (4.41)

donde CR
σj(τ) = Θ(τ)〈[σi(τ), jj(0)]〉0 es la función de correlación esṕın-corriente de carga

(ver ecuación 4.25). De (4.41) se puede identificar la transformada de Fourier del campo

eléctrico definida como

Ej(ω) =

ˆ ∞

−∞
dt eiω(t−τ)Ej(t− τ) , (4.42)

con lo cual, podemos expresar (4.41) como

〈σi(ω)〉 =
1

�ω

ˆ ∞

0

dτ eiωτ 〈[σi(τ), jj(0)]〉0Ej(ω) . (4.43)

Se puede ver que la integral no está bien definida en el ĺımite superior, por lo que se

hace necesario garantizar su convergencia redefiniéndola como sigue

〈σi(ω)〉 =
1

�(ω + iη)

ˆ ∞

0

dτ ei(ω+iη)τ 〈[σi(τ), jj(0)]〉0Ej(ω) , (4.44)
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es decir, se introduce un término iη a la frecuencia ω, donde η → 0+; este parámetro per-

mite regularizar la integral, pero se puede interpretar como una medida de los procesos

de dispersión del momento del electrón debido a impurezas o cualquier otro mecanismo

de disipación [1]. Con estos resultados es posible escribir (4.44) en la forma general

〈Si(ω)〉 =
�

2
〈σi(ω)〉 ≡ �

2
γij(ω)Ej(ω) , (4.45)

donde se puede identificar de (4.44) que γij(ω) es la función respuesta esṕın-corriente

de carga, dada por la fórmula de Kubo

γij(ω) =
1

� (ω + iη)

ˆ ∞

0

dτ ei(ω+iη)τ 〈[σi(τ), jj(0)]〉0 . (4.46)

La función γij(ω) recibe el nombre de tensor de polarizabilidad de esṕın y describe la

orientación de esṕın Si(ω) como respuesta a un campo eléctrico homogéneo Ej(ω) que

oscila en el tiempo con una frecuencia ω. Los ı́ndices i, j son coordenadas cartesianas,

donde i indica la dirección de la polarización de esṕın y j la componente del campo

eléctrico.

La polarizabilidad de esṕın γij(ω) se puede escribir en términos de otra función

respuesta auxiliar, la función χij(ω), llamada susceptibilidad de esṕın, cuyo tratamiento

se desarrolla en la siguiente sección.

4.3.2. Susceptibilidad de esṕın

Como se mencionó anteriormente, ji = evi es el operador de corriente de carga eléctrica

y vi es una componente del operador de velocidad. Al sustituir ji en la ecuación (4.46)

se obtiene4

γij(ω) =
e

� (ω + iη)

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[σi(t), vj(0)]〉0 , η → 0+. (4.47)

En el estado base, el Hamiltoniano del gas de electrones está dado por H = �
2k2

2m∗ +Hso,

donde Hso puede escribirse también como

Hso =
�

2
Ωi σi = σi μij kj . (4.48)

4Nótese que por simplicidad se efectuó el cambio de variable τ → t.
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La matriz μij está determinada sólo por los parámetros de acoplamiento α y β[hkl],

μij =

⎛
⎜⎝

−β[001] α 0

−α β[001] 0

0 0 0

⎞
⎟⎠ , μij =

⎛
⎜⎝

0 α

−α 0

β[110] 0

0

0

0

⎞
⎟⎠ , μij =

⎛
⎜⎝

0 α̃

−α̃ 0

0 0

0

0

0

⎞
⎟⎠ (4.49)

para pozos cuánticos crecidos a lo largo de las direcciones [001], [110] y [111], respecti-

vamente. De modo que el operador de velocidad está dado por

vl =
1

�

∂H

∂kl

=
� kl

m∗ +
1

�
σi μil . (4.50)

Cabe señalar que en presencia de la interacción esṕın-órbita el operador de corriente en

función del operador de velocidad (4.50), contiene un término que depende del esṕın y

por lo tanto la interacción −j ·A/c acopla un campo electromagnético con la densidad

de esṕın. Los resultados anteriores permiten escribir (4.47) en la forma general

γij(ω) =
e

�(ω + iη)

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[σi(t),
1

�
μkj σk(0)]〉0

=
e

i�(ω + iη)

(
i

�

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[σi(t), σj(0)]〉0
)
μkj

=
e

i�(ω + iη)
χik(ω)μkj , (4.51)

donde el tensor χij(ω) es la función de correlación tipo esṕın-esṕın o función respuesta

de densidad de esṕın, conocida como tensor de susceptibilidad de esṕın, que de acuerdo

a (4.51) está dada por

χij(ω) =
i

�

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[σi(t), σj(0)]〉0 , η → 0+. (4.52)

En la sección 4.2 se introdujo la notación 〈...〉0 para representar un promedio cuán-

tico y térmico respecto a H0 (4.19). Para un GE2D los eigenvectores están dados

por lo espinores |λk〉 calculados en el Caṕıtulo 3. Además, la distribución propia

para describir al gas de electrones es la función de distribución de Fermi f (ελ(k)) =
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(
1 + e(ελ(k)−εF )/kBT

)−1
. Por lo tanto los brackets en (4.52) quedan como

〈[σi(t), σj(0)]〉0 =
∑
k,λ

f (ελ(k)) 〈λk| [σi(t), σj(0)] |λk〉 . (4.53)

Como es habitual, la suma en k se puede cambiar por una integral de la forma,
∑

k →´
d2k

(2π)2
, con lo cual

〈[σi(t), σj(0)]〉0 =
∑

λ

ˆ
d2k

(2π)2 f (ελ(k)) 〈λk| [σi(t), σj(0)] |λk〉 . (4.54)

De esta manera los brackets representan una integración sobre la distribución de Fermi

en el espacio k. La integración en el tiempo de la ecuación (4.52) da

χij(ω) =
ˆ

d2k

(2π)2
[f(ε−(k)) − f(ε+(k))]

(
Mij(k)

ε+(k) − ε−(k) − �(ω + iη)
+

Mji(k)
ε+(k) − ε−(k) + �(ω + iη)

)
,

(4.55)

donde los elementos de matriz Mij(k) están dados por (ver Apéndice C)

Mij(k) ≡ 〈−k|σi| + k〉〈+k|σj| − k〉 . (4.56)

En un GE2D con acoplamiento esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus[hkl], los

elementos de matriz tienen la propiedad Mij(k) = (Mji(k))∗. En el ĺımite de tempera-

tura cero, la función de distribución de Fermi se convierte en una función escalón y el

tensor (4.55) se reduce a

χij(ω) =

ˆ ′ d2k

(2π)2

(
Mij(k)

�ω+− − � (ω + iη)
+

Mji(k)

�ω+− + � (ω + iη)

)
, (4.57)

con �ω+− ≡ ε+(k) − ε−(k). La prima en la integral indica que la integración está

restringida a la región entre los contornos de Fermi k+
F (θ) < k < k−F (θ) con 0 < θ < 2π,

para la cual se cumple que ε−(k) < εF < ε+(k) (Figura 3.1b).

Parte real y parte imaginaria de la susceptibilidad de esṕın

Los elementos de matriz (4.56) se pueden escribir en forma general como

Mij(k) = m′
ij(k) + im′′

ij(k) , (4.58)

de modo que la susceptibilidad de esṕın (4.57) toma la forma
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χij(ω) =
1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2

(
m′

ij + im′′
ij

(ω+− − ω) − iη
+

m′
ij − im′′

ij

(ω+− + ω) + iη

)
. (4.59)

Esta función tiene una parte real y una parte imaginaria, cuyas expresiones se pueden

obtener utilizando la relación

1

x± iη
= P

(
1

x

)
∓ iπδ(x) , (4.60)

donde P denota la integral del valor principal5 y δ(x) es la función delta de Dirac. Esta

relación implica

χij(ω) =
1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2
(m′

ij + im′′
ij)

[
P
(

1

ω+− − ω

)
+ iπδ(ω+− − ω)

]
(4.61)

+
1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2
(m′

ij − im′′
ij)

[
P
(

1

ω+− + ω

)
− iπδ(ω+− + ω)

]
.

En este punto cabe analizar la naturaleza de las deltas de Dirac de la expresión anterior.

La primera delta de Dirac, δ(ω+−−ω), describe los procesos de absorción, mientras que

δ(ω+− + ω) los de emisión. Se ha considerado que el sistema inicialmente se encuentra

en el estado base, por lo tanto sólo se consideran los efectos de absorción, no de emisión;

por consiguiente δ(ω+− + ω) no se toma en cuenta, lo que conduce a la expresión

χij(ω) =
1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′

ij P
(

2ω+−
ω2

+− − ω2

)
− πm′′

ij δ(ω+− − ω)

]

+i
1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′′

ij P
(

2ω

ω2
+− − ω2

)
+ πm′

ij δ(ω+− − ω)

]

= χ′
ij(ω) + i χ′′

ij(ω) , (4.62)

donde χ′
ij(ω) y χ′′

ij(ω) son, respectivamente, las partes reales e imaginarias de la función

χij(ω).

En coordenadas polares es posible escribir los elementos de matriz como Mij(θ) =

m′
ij(θ) + im′′

ij(θ), al igual que �ω+− = 2kΔ(θ), donde Δ(θ) es la función definida en

(3.50) y (3.51). De esta manera, despúes de efectuar algunas operaciones algebraicas

(ver Apéndice B) se obtienen las expresiones

5 P ´∞−∞ f(x) dx = ĺımδ→0

{´ x0−δ

−∞ f(x) dx+
´∞

x0+δ
f(x) dx

}
, donde x0 es una singularidad.
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χ′
ij(ω) = χij(0) +

�ω

16π2

ˆ 2π

0

dθ
m′

ij(θ)

Δ2(θ)
ln

∣∣∣∣
[�ω + �Ω+(θ)][�ω − �Ω−(θ)]

[�ω + �Ω−(θ)][�ω − �Ω+(θ)]

∣∣∣∣+ I ′ij(ω) ,

(4.63)

la integral I ′ij(ω) está dada por

I ′ij(ω) = − �ω

16π

ˆ
dθ
m′′

ij(θ)

Δ2(θ)
Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�ω − �Ω−(θ)] , (4.64)

donde Θ(x) es la función escalón unitaria y χij(0) es el valor estático de la susceptibilidad

de esṕın dado por el promedio angular

χij(0) = ν0
1

2π

ˆ 2π

0

dθm′
ij(θ) , (4.65)

recordando que ν0 = m∗/π�
2 (ver Sección 3.8). Para la parte imaginaria se obtiene

χ′′
ij(ω) =

�ω

16π

ˆ
dθ
m′

ij(θ)

Δ2(θ)
Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�ω − �Ω−(θ)] + I ′′ij(ω) , (4.66)

donde

I ′′ij(ω) =
�ω

16π2

ˆ 2π

0

dθ
m′′

ij(θ)

Δ2(θ)
ln

∣∣∣∣∣
[�ω]2 − [�Ω−(θ)]2

[�ω]2 − [�Ω+(θ)]2

∣∣∣∣∣ . (4.67)

Aqúı �Ω+(θ) = εF − ε−(k+
F (θ), θ) = 2k+

F (θ) Δ(θ) y �Ω−(θ) = ε+(k−F (θ), θ) − εF =

2k−F (θ) Δ(θ), donde los vectores de Fermi kλ
F (θ) están dados en (3.52). El significado y

origen de las enerǵıas �Ω±(θ) se discutirá en el Caṕıtulo 5.

4.4. Resumen de resultados

En este caṕıtulo se utilizó el formalismo de la teoŕıa de la respuesta lineal para obtener

las expresiones generales del tensor de polarizabilidad de esṕın γij(ω), el cual está dado

por una fórmula de Kubo en términos de la correlación entre densidad de esṕın y

corriente de carga eléctrica (4.46). La polarizabilidad de esṕın nos permiten describir la

orientación de esṕın Si(ω) como respuesta a un campo eléctrico ac, aplicado en el plano

de un GE2D con interacción esṕın-órbita. Además se encontró una relación directa entre
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el tensor γij(ω) y el tensor de susceptibilidad de esṕın χij(ω), dada por (4.51).

Lo que sigue es calcular estas funciones respuestas para cada uno de los casos estu-

diados en el Caṕıtulo 3. Los resultados se presentan en el Caṕıtulo 6. Pero antes, como

preparación para entender y describir las propiedades espectrales de la polarizabilidad

de esṕın, en el siguiente caṕıtulo se estudiará la densidad conjunta de estados D+−(ω).

La importancia de estudiar la densidad conjunta de estados se debe a que usualmente

en las funciones respuesta cada transición va pesada por algún elemento de matriz,

como se puede ver en la expresión (4.62). Si estos pesos son constantes, la estructura

en ω quedará determinada por D+−(ω).
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Caṕıtulo 5

Transiciones entre sub-bandas de

esṕın: Densidad conjunta de estados

La anisotroṕıa que resulta de la presencia simultánea de la interacción esṕın-órbita tipo

Rashba y tipo Dresselhaus[hkl] (R+D[hkl]), da lugar a un comportamiento espectral

muy diferente del correspondiente a los casos en que sólo existe acoplamiento isotrópico

(3.50). Por tal motivo, antes de mostrar el espectro de γij(ω), se estudiará la densidad

conjunta de estados D+−(ω).

T́ıpicamente, en las funciones respuesta (su parte disipativa), cada transición va ‘pe-

sada’ por algún elemento de matriz (ver ecuación 4.62). Si estos ‘pesos’ son constantes,

la estructura en ω quedará determinada por la densidad conjunta de estados. Por lo tan-

to, D+−(ω) permitirá describir y anticipar las propiedades espectrales de las funciones

respuesta. En la Sección 5.1 se presentan los aspectos generales de la densidad conjunta

de estados de un GE2D con interacción esṕın-órbita. En la Sección 5.2 se analiza en

detalle el caso con acoplamiento isotrópico, mientras que en las secciones 5.3 y 5.4 se

estudian los acoplamientos anisotrópicos (3.51).

5.1. Densidad conjunta de estados

La densidad conjunta de estados, D+−(ω), para las sub-bandas ελ, está definida por (a

T = 0)

D+−(ω) =

ˆ ′ dk

(2π)2 δ (ε+(k) − ε−(k) − �ω) . (5.1)

79



80 Transiciones entre sub-bandas de esṕın: Densidad conjunta de estados

Esta función da el número de transiciones verticales que se pueden llevar a cabo entre

ε+ y ε− separadas por una enerǵıa �ω. La prima en la integral indica que la región

de integración se restringe a aquéllas zonas tales que ε−(k) ≤ εF ≤ ε+(k), es decir,

se restringe a radios vectores tales que k+
F (θ) ≤ k ≤ k−F (θ), para θ ε [0, 2π] (Figura

5.1a). Esto define una zona anular entre los contornos de Fermi que delimita el espacio

k disponible para transiciones verticales, para una enerǵıa de Femi dada (Figura 5.1b).

Figura 5.1: (a) A temperatura cero, los únicos estados permitidos que intervienen en las transiciones
entre las sub-bandas ελ, son aquéllos con vectores de onda k+

F ≤ k ≤ k−F para los cuales se cumple
que ε−(k) ≤ εF ≤ ε+(k). (b) La curva de resonanica Cr(ω) está definida por los puntos (kx, ky) tales
que ε+(k) − ε−(k) = �ω; para ω1 y ω2 fijas, con ω2 < ω1 y k0 =

√
2πn. Sólo la región sombreada

contribuye a la absorción óptica.

La ecuación (5.1) muestra que las transiciones verticales entre la sub-banda inicial

ε− y la sub-banda final ε+, a la enerǵıa �ω, tendrán lugar para aquéllos puntos en

el espacio k que caen sobre la curva de resonancia Cr(ω) definida por la ecuación

ε+(k) − ε−(k) = �ω (Figura 5.1b). Recordando que ε+(k) − ε−(k) = �|Ω(k)| (sección

3.2), donde �

2
Ωi = μij kj (ver ecuación 4.48) y la matriz μij está dada por (4.49),

entonces para ω = |Ω(k)| la curva de resonancia Cr(ω) está definida por

(
�ω

2

)2

= μij μilkjkl . (5.2)
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Además, la expresión (5.1) puede reescribirse como la integral de ĺınea

D+−(ω) =
1

(2π)2

ˆ ′

Cr(ω)

dkr

|∇k�ω+−(k)| , (5.3)

donde la integral se toma sobre aquéllos arcos de la curva Cr(ω) que caen en la región

anular k+
F (θ) ≤ k ≤ k−F (θ), recordando que �ω+−(k) = ε+(k) − ε−(k). La expresión

(5.3) muestra que habrá picos siempre que la velocidad conjunta v+−(k) = ∇kω+−(k)

(restringida a los arcos en Cr(ω)) tome valores mı́nimos. Esto semeja la presencia de

puntos cŕıticos o singularidades de van Hove que son fuente de estructura en D+−(ω) y

en constantes ópticas [1, 2]. Si la ecuación (5.1) se escribe en coordenadas polares da

D+−(ω) =
1

4π2

ˆ 2π

0

dθ

ˆ k−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k δ (�ω+−(k) − �ω) , (5.4)

donde por un lado �ω+− = 2kΔ(θ) y por otro k+
F (θ) ≤ k ≤ k−F (θ), por lo tanto

2k+
F (θ)Δ(θ) ≤ �ω ≤ 2k−F (θ)Δ(θ). Si se definen las enerǵıas

�Ω±(θ) ≡ [ε+(k, θ) − ε−(k, θ)] |k=k±
F (θ) = 2 k±F (θ) Δ(θ) , (5.5)

la función δ en (5.4) puede escribirse como

δ (�ω+−(k, θ) − �ω) = Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�Ω−(θ) − �ω]
1

2Δ(θ)
δ

[
k − �ω

2Δ(θ)

]
, (5.6)

de modo que

D+−(ω) =
�ω

16π2

ˆ
dθ

1

Δ2(θ)
Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�Ω−(θ) − �ω] . (5.7)

Recordando que ελ(k
λ
F (θ), θ) = εF , de (5.5) se obtiene que

�Ω+(θ) = εF − ε−(k+
F (θ)) (5.8)

�Ω−(θ) = ε+(k−F (θ)) − εF . (5.9)

La Figura 5.1a ilustra el significado de estas enerǵıas: �Ω+(θ) es la enerǵıa mı́nima,

mientras que �Ω−(θ) la enerǵıa máxima �ω, que se requiere absorber para inducir

transiciones verticales desde la sub-banda ε− hasta la sub-banda ε+, a un ángulo dado.

En otras palabras, en una cierta dirección en el espacio k entre los contornos de Fermi,
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las únicas transiciones de ε− a ε+, son aquéllas en las cuales

�Ω+(θ) ≤ �ω ≤ �Ω−(θ) . (5.10)

Esto implica que para una enerǵıa �ω dada, sólo aquéllos ángulos que satisfacen esta

condición deben ser considerados en la integral (5.7). Estos ángulos están determinados

por la forma del desdoblamiento de los estados de esṕın Δ(θ). Por ejemplo, cuando la

separación entre las sub-bandas es isotrópica (ver ecuación 3.50), para una ω en la banda

de absorción, toda la región angular 0 < θ < 2π contribuye en la integral (5.7). Por el

contrario, cuando el desdoblamiento de los estados de esṕın es anisotrópico (ecuación

3.51), sólo ciertos ángulos deben ser tomados en cuenta.

En la Figura 5.2 se muestra la densidad conjunta de estados obtenida al integrar

numéricamente la ecuación (5.7). Aqúı se consideró la función Δ(θ) correspondiente a

los casos en que se tiene interacción esṕın-órbita tipo Rashba, R+D[111], R+D[001]

y R+D[110]. En la figura se puede apreciar que la densidad conjunta de estados de

los acoplamientos isotrópicos es claramente diferente a los acoplamientos anisotrópicos.

Con el fin de entender estos resultados, en las siguientes secciones se realizará un estudio

más detallado de los distintos casos.

5.2. Caso con acoplamiento isotrópico

Cuando se tiene un acoplamiento isotrópico (3.50), se puede obtener una expresión

simple para D+−(ω). Por ejemplo, si Δ(θ) = α, D+−(ω) se reduce a

DR
+−(ω) =

�ω

8πα2
, 2αk+

F ≤ �ω ≤ 2αk−F (5.11)

donde las enerǵıas �Ω± = 2αk±F no dependen del ángulo, por lo tanto toda la región

angular 0 < θ < 2π contribuye en la integral (5.7). De la expresión (5.11) se puede ver

que para una α dada, DR
+−(ω) crece linealmente como función de la frecuencia, esto se

ve reflejado en la forma de DR
+−(ω) mostrada en la Figura 5.2. En particular, en el caso

con acoplamiento Rashba (o R+D[111] o D[001]) se puede demostrar que

χ′′
ij(ω) = δij

π

2
DR

+−(ω) , (5.12)

recordando que χ′′
ij(ω) es la parte real de la suceptibilidad de esṕın dada por (4.66). Por

lo tanto, la ecuación (5.12) indica que la estructura en ω de la función χ′′
ij(ω) quedará
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Figura 5.2: Densidad conjunta de estados de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y
tipo Dresselhaus[hkl]. Los parámetros usados son n = 5 × 1011 cm−2 y m∗ = 0.05m0.

determinada por DR
+−(ω). Esto permite ver la importancia de la densidad conjunta de

estados.

Ahora bien, recordando que k±F =
√
k2

F + k2
α ∓ kα, con kα = m∗α/�2, y suponiendo

que (kα/kF )2 � 1, se obtiene que

�ω± ≡ �Ω± = 2αkF ∓ 2m∗α2

�2
. (5.13)

Por lo tanto, las transiciones directas de ε− a ε+ se llevan a cabo en un ancho de banda

que no depende de ω, dado por

Δε = �Ω− − �Ω+ =
4m∗α2

�2
, (5.14)

de tal manera que Δε depende esencialmente del parámetro α. Para los parámetros de

la Figura 5.2, cuando β = 0 se tiene que �Ω+ ≈ 5.31 meV y �Ω− ≈ 5.98 meV, por lo

tanto el ancho de banda es del orden de Δε ≈ 0.67 meV. En la misma figura se muestra

el caso con acoplamiento R+D[111], donde α̃ = α+ β[111] con β[111] = α/4, en este caso
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se obtiene �Ω+ ≈6.52 meV y �Ω− ≈ 7.57 meV, de modo que Δε ≈ 1.05 meV. Estos

resultados muestran que el ancho de banda de absorción en el caso con acoplamiento

R+D[111] es mayor que en el caso donde sólo hay acoplamiento Rashba, además de que

las enerǵıas �Ω± involucradas en el primer caso son mayores. Esto claramente se debe

a que α̃ > α. Por lo tanto, la magnitud de las constantes de acoplamiento permiten

determinar el ancho de la banda de absorción y las frecuencias caracteŕısticas �ω± en

las cuales se observa estructura en la densidad conjunta de estados.

5.3. Caso con acoplamiento R+D[001]

En un GE2D con acoplamiento R+D[001], Δ(θ) =
√
α2 + β2

[001] − 2αβ[001]sen2θ. En

este caso, la curva de resonancia (5.2) está definida por lo puntos (kx, ky) tales que

k2
x + k2

y −
(

2αβ[001]

α2 + β2
[001]

)
2kxky =

(�ω)2

4(α2 + β2
[001])

. (5.15)

Si definimos kx = (k̃x − k̃y)/
√

2 y ky = (k̃x + k̃y)/
√

2, entonces la ecuación (5.15) puede

escribirse también como

k̃2
x(

�ω
2(α−β[001])

)2 +
k̃2

y(
�ω

2(α+β[001])

)2 = 1 . (5.16)

Escrita de esta manera, la curva de resonancia Cr(ω) describe una elipse rotada cuyo

semieje mayor, ka(ω), se encuentra en θ+ = π/4 o 5π/4, de modo que

�ω = 2 ka(ω)Δ(θ+)

= 2 ka(ω) |α− β[001]| , (5.17)

y por tanto ka(ω) = �ω/2 |α − β[001]|. Asimismo, puesto que el semieje menor kb(ω)

se encuentra en θ− = 3π/4 o 7π/4, se tiene que kb(ω) = �ω/2 |α + β[001]|. Nótese que

al crecer ω, la curva Cr(ω) se hace más grande y eventualmente llegará a zonas de

menor ocupación, hasta salirse completamente de la región anular, como se ilustra en la

Figura 5.3. En θ+ = π/4 o 5π/4, la enerǵıa mı́nima necesaria para inducir transiciones

verticales de ε− a ε+ (ver Fig. 5.1a), involucra a un electrón cuyo vector de onda cae

sobre el contorno de Fermi k+
F (θ), esto es
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�ω+ = �Ω+(θ+) = 2 kF |α− β[001]| − 2m∗

�2
(α− β[001])

2 , (5.18)

en este caso, el semieje mayor de la elipse coincide con ka(ω) = k+
F (θ+) (Fig. 5.3a). En

esta misma dirección, �ωa es la enerǵıa máxima requerida para inducir transiciones y a

la cual ka(ω) = k−F (θ+) (Fig. 5.3b), de modo que

�ωa = �Ω−(θ+) = 2 kF |α− β[001]| + 2m∗

�2
(α− β[001])

2 . (5.19)

Ahora bien, en θ− = 3π/4 o 7π/4, la enerǵıa mı́nima requerida para inducir transi-

ciones de ε− a ε+ está dada por

�ωb = �Ω+(θ−) = 2 kF |α+ β[001]| − 2m∗

�2
(α+ β[001])

2 , (5.20)

donde ahora el semieje menor coincide con kb(ω) = k+
F (θ−) (Fig. 5.3c); mientras que la

enerǵıa máxima requerida es

�ω− = �Ω−(θ−) = 2 kF |α+ β[001]| + 2m∗

�2
(α+ β[001])

2 , (5.21)

donde kb(ω) = k−F (θ−) (Fig. 5.3d). Por lo tanto, tenemos que ω+ < ωa < ωb < ω−. El

ancho de banda de absorción está determinado por

Δε = 4kF

[
β[001]Θ(α− β[001]) + αΘ(β[001] − α)

]
+

4m∗

�2
(α2 + β2

[001]) . (5.22)

donde Θ(x) es la función escalón unitaria. Cabe notar que Δε depende expĺıcitamente

de la densidad electrónica n (a través de kF ), a diferencia del caso con acoplamiento

isotrópico (5.14) que sólo depende del parámetro α. Por lo tanto, como resultado de

la presencia simultánea del acoplamiento tipo Rashba y tipo Dresselhaus[001], aparece

otro parámetro manipulable (n) con el cual es posible controlar D+−(ω) en adición a la

modulabilidad del parámetro α [3].

En la Figura 5.4a se muestra la densidad conjunta de estados para el caso con

acoplamiento R+D[001]. La forma asimétrica de D+−(ω) se debe a la función angular

Δ2(θ) = α2 + β2
[001] − 2αβ[001]sen2θ en la ecuación (5.7). Los picos que se observan en la

Figura 5.4a corresponden a excitaciones electrónicas que involucran estados con vectores

de onda que caen sobre Cr(ω). De tal forma que el desdoblamiento anisotrópico de los

estados de esṕın, obliga a que las transiciones sólo se lleven a cabo en valores espećıficos

de k, es decir, sólo en ciertos ángulos. Para ilustrar este último punto, en la Figura 5.4b
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se muestra la región angular en el espacio k disponible para las transiciones verticales

de ε− a ε+, como función de la enerǵıa �ω. Sólo la región sombreada contribuye a la

absorción. El ĺımite inferior de la región angular está determinado por la curva �Ω+(θ),

mientras que el ĺımite superior lo determina �Ω−(θ). En este caso el ancho de banda es

Δε ≈ 6.49 meV, puesto que �ω+ ≈ 2.74 meV y �ω− ≈ 9.23 meV, el cual es un orden

de magnitud mayor que en el caso con acoplamiento Rashba.

Figura 5.3: La curva Cr(ω) describe una elipse rotada con semieje mayor ka(ω) = �ω/2 |α − β[001]|
y semieje menor kb(ω) = �ω/2 |α+ β[001]|. Las enerǵıas involucradas en las transiciones entre las sub-
bandas ελ son (a) �ω+, (b) �ωa, (c) �ωb y (d) �ω−, con ω+ < ωa < ωb < ω−. Los parámetros usados
son α = 0.6eVÅ, β[001] = 0.5α, n = 5 × 1011 cm−2 y m∗ = 0.05m0.
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Figura 5.4: (a) Densidad conjunta de estados de un GE2D con acoplamiento R+D[001]. (b) Región
angular en el espacio k disponible para las transiciones de ε− a ε+, donde ω+ = Ω+(π/4), ωa =
Ω−(π/4), ωb = Ω+(3π/4), ω− = Ω−(3π/4) [3]. Se utilizaron los mismos parámetros que en la Fig. 5.3.

5.4. Caso con acoplamiento R+D[110]

Un caso que no ha sido reportado en la literatura es el de un GE2D con acoplamiento

R+D[110]. En este caso Δ(θ) =
√
α2 + β2

[110]cos2θ. Siguiendo un análisis similar al de

la sección 5.3, se obtiene que la curva Cr(ω) describe una elipse con semieje mayor

ka(ω) = �ω/2α en θ+ = π/2 o 3π/2, y semieje menor kb(ω) = �ω/2
√
α2 + β2

[110] en

θ− = 0 o π, esto es
k2

x(
�ω

2
√

α2+β2
[110]

)2 +
k2

y(
�ω
2α

)2 = 1 . (5.23)
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Figura 5.5: La curva Cr(ω) describe una elipse rotada con semieje mayor ka(ω) = �ω/2α y semieje
menor kb(ω) = �ω/2

√
α2 + β2

[110]. Las enerǵıas involucradas en las transiciones entre las sub-bandas

ελ son (a) �ω+, (b) �ωa, (c) �ωb y (d) �ω−, con ω+ < ωa < ωb < ω−. Los parámetros usados son α =
0.6eVÅ, β[110] = 0.75α, n = 5 × 1011 cm−2 y m∗ = 0.05m0.

Asimismo, se obtiene que las enerǵıas �Ω±(θ±) (Fig. 5.5) están dadas por

�ω+ = �Ω+(θ+) = 2αkF − 2m∗

�2
α2 , (5.24)

�ω− = �Ω−(θ−) = 2 kF

√
α2 + β2

[110] +
2m∗

�2
(α2 + β2

[110]) . (5.25)

Mientras que para �Ω±(θ∓), se obtiene



5.4. Caso con acoplamiento R+D[110] 89

�ωa = �Ω−(θ+) = 2αkF +
2m∗

�2
α2 , (5.26)

�ωb = �Ω+(θ−) = 2 kF

√
α2 + β2

[110] −
2m∗

�2
(α2 + β2

[110]) . (5.27)

En este caso Δε está dado por

Δε = 2kF

[√
α2 + β2

[110] − α
]

+
2m∗

�2
(2α2 + β2

[110]) . (5.28)

Figura 5.6: (a) Densidad conjunta de estados de un GE2D con acoplamiento R+D[110]. (b) Región
angular en el espacio k disponible para las transiciones de ε− a ε+, donde ω+ = Ω+(π/2), ωa =
Ω−(π/2), ωb = Ω+(π), ω− = Ω−(π). Los parámetros usados son los mismos que en la Figura 5.5.

En la Figura 5.6a se muestra D+−(ω) para el caso con acoplamiento R+D[110], se
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observa que la forma del espectro de D+−(ω) es más simétrica si se compara con el

caso con acoplamiento R+D[001] (Fig. 5.4a). Esta simetŕıa se debe a la función an-

gular Δ2(θ) = α2 + β2
[110]cos2θ en (5.7). Asimismo, en la Figura 5.6a se observa que

el desdoblamiento anisotrópico de los estados de esṕın producido por el acoplamiento

R+D[110], restringe los valores de k involucrados en las transiciones de ε− a ε+ a una

enerǵıa �ω, tal como se muestra en la Figura 5.6b. Dado que �ω+ ≈ 5.31 meV y �ω− ≈
7.58 meV, el ancho de banda de absorción es Δε ≈ 2.27 meV.

5.5. Resumen de resultados

En este caṕıtulo se analizó la densidad conjunta de estados de un GE2D con interacción

esṕın-órbita. Esta función da el número de transiciones verticales que se pueden llevar

a cabo entre las sub-bandas ε+ y ε− separadas por una enerǵıa �ω. Se encontraron

expresiones para determinar el ancho de banda de absorción Δε, en el cual se pueden

llevar a cabo estas transiciones intersub-banda. Asimismo se encontraron expresiones

para la enerǵıa máxima �ω− y la enerǵıa mı́nima �ω+, que se requiere absorber para

inducir transiciones verticales desde la sub-banda ε− hasta la sub-banda ε+, a un ángulo

dado.

Cabe destacar que en el caso con acoplamiento isotrópico, se encontró que Δε de-

pende esencialmente de las constantes de acoplamiento α y β[hkl]. En cambio, como

resultado de la presencia simultánea del acoplamiento R+D[001], Δε depende de α

y β[hkl], aśı como de la densidad electrónica n. Esta dependencia expĺıcita en n, abre

la posibilidad de controlar D+−(ω) manipulando n, en adición a la modulabilidad del

parámetro α.

Cuando se tiene interacción esṕın-órbita tipo Rashba o R+D[111], el desdoblamiento

de los estados de esṕın es isotrópico, y sucede que para una ω en la banda de absorción,

toda la región angular 0 < θ < 2π contribuye en D+−(ω). Por el contrario, el des-

doblamiento anisotrópico de los estados de esṕın producido por la presencia simultánea

de la interacción esṕın-órbita tipo R+D[001] o R+D[110], obliga a que las transiciones

intersub-banda, sólo se lleven a cabo en valores espećıficos de k. En particular, en el

caso con acoplamiento R+D[001], el desdoblamiento anisotrópico a lo largo de las di-

recciones (1,1) y (-1,1) en el plano kx − ky, es el responsable de la absorción y los picos

de alta densidad a las enerǵıas �ωa y �ωb, respectivamente. En el caso con acoplamien-

to R+D[110], este desdoblamiento anisotrópico ocurre en las direcciones (1,0) y (0,1).
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Aśı pues, el origen de estas enerǵıas nos permite entender y explicar la estructura en

D+−(ω) (Fig. 5.2).

Los resultados muestran que la forma del espectro de D+−(ω) está determinada por

la función angular Δ2(θ) que aparece en la expresión (5.7). En el caso con acoplamiento

isotrópico Δ2(θ) es una constante, por este motivo se observa que D+−(ω) crece lineal-

mente como función de la frecuencia (Fig. 5.2). En el caso con acoplamiento R+D[001]

(Fig. 5.4a) la función angular Δ2(θ) = α2 +β2
[001] − 2αβ[001]sen2θ da lugar a un espectro

más asimétrico, comparado con el del caso con acoplamiento R+D[110] (Fig. 5.6a) en

donde Δ2(θ) = α2 + β2
[110]cos2θ.

En el caso de un GE2D con acoplamiento R+D[001], la forma de la densidad conjun-

ta de estados de la Figura 5.4 y las expresiones (5.18-19) para las enerǵıas �ω±, �ωa y

�ωb, coinciden con los resultados reportados previamente [3]. Sin embargo, la densidad

conjunta de estados de un GE2D con acoplamiento R+D[110] y las expresiones para

las enerǵıas caracteŕısticas, no han sido reportadas en la literatura.

En general, los resultados obtenidos nos permiten concluir que la presencia si-

multánea de la interacción R+D[hkl], abre la posibilidad de tener un mayor control

tipo ‘óptico’ sobre los estados de esṕın, debido a que el ancho de banda de absorción es

mayor comparado con los casos isotrópicos. La estructura en la densidad conjunta de

estados permite anticipar las frecuencias en las que los espectros de las funciones res-

puesta mostrarán estructura. Estos resultados son importantes ya que nos permitirán

describir las propiedades espectrales de la polarizabilidad de esṕın γij(ω) en términos

de transiciones ópticas y absorción de enerǵıa, tal como se mostrará en el siguiente

caṕıtulo.
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Caṕıtulo 6

Orientación de esṕın como

respuesta a un campo eléctrico ac

En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos al calcular el tensor de polarizabi-

lidad de esṕın γij(ω), el cual describe la orientación de esṕın Si(ω) como respuesta a un

campo eléctrico homogéneo Ej(ω). Este campo se aplica en el plano xy de un GE2D con

interacción esṕın-órbita. Se evalúan numéricamente las expresiones de γij(ω) obtenidas

en el Caṕıtulo 4. En la Sección 6.1 se considera el caso de un GE2D con acoplamiento

Rashba y R+D[001], mientras que en la Sección 6.2 se estudia el caso R+D[110].

6.1. Acoplamiento Rashba+Dresselhaus[001]

En el Caṕıtulo 4 se encontró que el tensor de polarizabilidad de esṕın γij(ω), se puede

expresar en términos de la suseptibilidad de esṕın χij(ω) a través de la relación (4.51).

Cuando se tiene acoplamiento R+D[001], los espinores |λk〉 están dados por (3.42),

estos espinores son los que se utilizan para calcular los elementos de matriz (4.56) (ver

Apéndice C), con lo cual se obtiene

Δ2(θ)Mij(θ) = δij
[
(α cos θ − β[001] sen θ)

2 δix + (α sen θ − β[001] cos θ)2 δiy + Δ2(θ) δiz
]

+(1 − δij)
[
(1 − δiz)(1 − δjz) (α cos θ − β[001] sen θ)(α sen θ − β[001] cos θ)

+iΔ(θ)(α cos θ − β[001] sen θ) εyij − iΔ(θ)(α sen θ − β[001] cos θ) εxij

]
,(6.1)

donde δij es la delta de Kronecker y εijk es el tensor de Levi-Civita. Al sustituir estos

elementos de matriz en las expresiones (4.63) y (4.66) de la parte real e imaginaria

de χij(ω), respectivamente, se obtiene mediante la evaluación numérica que I ′ij(ω) =

95
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I ′′ij(ω) = 0 (ver Apéndice C).

De (6.1) se puede ver que los elementos de matriz Mxy(θ) = Myx(θ), de tal forma

que al sustituirlos en (4.63) y (4.66) se obtiene la relación de simetŕıa χxy(ω) = χyx(ω).

Por otro lado, al evaluar numéricamente el resto de las componentes se obtiene que

χxx(ω) = χyy(ω) y χxz(ω) = χzx(ω) = χyz(ω) = χzy(ω) = 0. Con estos resultados el

tensor χij(ω) es una matriz de 3 × 3 de la forma

χij(ω) =

⎛
⎜⎝

χxx χxy 0

χxy χxx 0

0 0 χzz

⎞
⎟⎠ . (6.2)

Usando (6.2) en (4.51), el tensor de polarizabilidad de esṕın γij(ω) puede escribirse

como

γij(ω) =
e

i�ω

[
χix(ω)

(
αδjy − β[001]δjx

)
+ χiy(ω)

(
β[001]δjy − αδjx

)]
(i, j = x, y) .

(6.3)

Nótese que aún cuando χzz(ω) �= 0, esta componente no está involucrada en el tensor

γij(ω). Este resultado muestra que el tensor de polarizabilidad de esṕın sólo tiene com-

ponentes en el plano xy del GE2D, por lo tanto la respuesta de esṕın en la dirección

normal al plano es cero.

De la ecuación (6.3) se puede ver que las expresiones para las componentes γxx(ω)

y γyy(ω) están dadas por

γxx(ω) =
e

i�ω

[−β[001]χxx(ω) − αχxy(ω)
]
, (6.4)

γyy(ω) =
e

i�ω

[
αχyx(ω) + β[001]χyy(ω)

]
, (6.5)

tomando en cuenta que χxx(ω) = χyy(ω) y χxy(ω) = χyx(ω), se obtiene la relación

de simetŕıa γxx(ω) = −γyy(ω). Similarmente, para las componentes γxy(ω) y γyx(ω) se

tiene que

γxy(ω) =
e

i�ω

[
αχxx(ω) + β[001]χxy(ω)

]
, (6.6)

γyx(ω) =
e

i�ω

[−β[001]χyx(ω) − αχyy(ω)
]
, (6.7)

lo que conduce a la relación γxy(ω) = −γyx(ω).
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Figura 6.1: Componente γxy(ω) del tensor de polarizabilidad de esṕın, para el caso con acoplamiento
Rashba, donde γR = |γxy(ω)|. Los parámetros usados son α = 0.6eVÅ, n = 5 × 1011 cm−2 y m∗ =
0.05m0.

Acoplamiento isotrópico

Si se considera el caso cuando sólo está presente el acoplamiento Rashba (α �= 0,

β[001] = 0) o R+D[111], se obtiene que χxy(ω) = χyx(ω) = 0. De tal forma que (6.3) se

reduce a

γij(ω) =
e α

i�ω
[χix(ω)δjy − χiy(ω)δjx] . (6.8)

En este caso vemos que γxx(ω) = γyy(ω) = 0 y se sigue cumpliendo la relación de

simetŕıa γxy(ω) = −γyx(ω). En la Figura 6.1 se muestra el cálculo numérico de la

componente γxy(ω) correspondiente el caso con acoplamiento Rashba, donde el tensor

γxy(ω) está expresado en unidades de la polarizabilidad γR, definida como

γR = |γxy(ω)|�ω=ΔR

=
eα

ΔR

|χxx(ω =
ΔR

�
)|

=
e

16α
, (6.9)
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recordando que ΔR = 2αkF es la enerǵıa del desdoblamiento de los estados de esṕın

(ver Figura 3.2a). En la Figura 6.1 se puede observar que la parte imaginaria γ′′xy(ω)

muestra estructura en las frecuencias caracteŕısticas ω±, mientras que la parte real toma

el valor constante γ′xy(ω) = γR en el rango ω+ ≤ ω ≤ ω− . El origen de las frecuencias

ω± es resultado del desdoblamiento isotrópico de los estados de esṕın (5.13), tal como

se discutió en el Caṕıtulo 5. Por lo tanto, la estructura observada en γij(ω) se puede

entender en términos de procesos de absorción de enerǵıa y de transiciones verticales

desde la sub-banda ε− hasta la sub-banda ε+, a un ángulo determinado.

Por otro lado, en la Figura 6.2 se muestran las componentes γxx(ω) y γxy(ω) corre-

spondientes al caso R+D[001]. Se puede ver que la forma de los espectros en la Figura

6.2 son claramente distintos del caso isotrópico debido a que γij(ω) se vuelve asimétrico

y el ancho de banda de absorción Δε es aproximadamente un orden de magnitud ma-

yor que en el caso con acoplamiento Rashba (Figura 6.1). Se observa estructura en las

frecuencias caracteŕısticas ω±, aśı como en las frecuencias ωa y ωb, las cuales se sabe de

acuerdo a lo estudiado en el Caṕıtulo 5, son resultado de ciertas transiciones intersub-

banda de alta densidad, que están determinadas por la anisotroṕıa del acoplamiento

R+D[001] (Figuras 5.3 y 5.4). Esta anisotroṕıa genera que la magnitud y el signo de la

función respuesta γij(ω), y por lo tanto la orientación de esṕın Si(ω), dependan de la

frecuencia ω del campo eléctrico Ej(ω). La parte imaginaria γ′′ij(ω) se mantiene prác-

ticamente constante cuando ωa ≤ ω ≤ ωb. Asimismo, se observa que al aumentar la

frecuencia, γij(ω) → 0.

En las Figuras 6.1 y 6.2, se puede observar que en el ĺımite de baja frecuencia

(ω → 0), la parte imaginaria de γij(ω) diverge, por lo que no es posible determinar el

valor estático γij(0) utilizando el formalismo de Kubo. En este contexto, en un estudio

hecho en el ĺımite de baja frecuencia, Raichev [1] utilizó la ecuación cinética cuántica

de la función de distribución de los electrones, que incorpora los procesos de dispersión

por impurezas, y encontró que la polarizabilidad estática a frecuencia cero está dada

por

γ0 =
em∗β[001]

2π�2ν
, (6.10)

donde 1/ν es el tiempo de relajación del momento. Reportó que al disminuir la fre-

cuencia, las componentes de la polarizabilidad de esṕın se aproximan a sus valores

estáticos dados por γxx(0) = γ0 y γyx(0) = (α/β[001])γ0. En el caso particular cuando

α = β[001], obtiene que γij(ω) = 0, esto quiere decir que a cualquier frecuencia no hay
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Figura 6.2: Componentes (a) γxx(ω) y (b) γxy(ω) del tensor de polarizabilidad de esṕın para el caso
con acoplamiento R+D[001], con β[001] = 0.5 α. El resto de los parámetros usados son los mismos que
en la Figura 6.1.

polarización de esṕın. Esta cancelación de la polarizabilidad de esṕın, se debe a que

en el caso α = β[001] existe una dirección fija de cuantización, esto quiere decir que el

campo esṕın-órbita Ω(k) no depende de k, y por lo tanto los mecanismos intŕınsecos

de relajación de esṕın se cancelan, como consecuencia el esṕın se conserva.

En el formalismo de Kubo empleando para analizar γij(ω), consideramos el ĺımite

sin colisiones, esto es, ν → 0. No obstante, en el régimen de frecuencia finita en el cual

estamos interesados, las relaciones de simetŕıa de γij(ω) obtenidas con nuestro cálculo,

son las mismas que obtuvo Raichev [1]. En nuestro caso también sucede que γij(ω) = 0,

cuando α = β[001].

Tomando en cuenta las relaciones de simetŕıa del tensor γij(ω), la orientación de
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esṕın Si(ω) generada por un campo eléctrico Ej(ω), en presencia del acoplamiento

R+D[001], está dada por

S(ω) =
�

2
[γxx(ω) (Ex(ω)x̂ − Ey(ω)ŷ) + γxy(ω)E(ω) × ẑ] (6.11)

o en forma matricial como

(
Sx(ω)

Sy(ω)

)
=

�

2

(
γxx γxy

−γxy γxx

)(
Ex(ω)

Ey(ω)

)
. (6.12)

De las expresiones (6.11) y (6.12) es evidente que la orientación de esṕın depende

de la frecuencia del campo eléctrico E(ω). No obstante, |S(ω)| depende también de

la dirección de E(ω), esto quiere decir que la polarización de esṕın es anisotrópica,

carecteŕıstica que ha sido poco estudiada hasta ahora [2]. Para analizar en detalle esta

anisotroṕıa, se calcula la magnitud de S(ω) como

|S(ω)|2 = |Sx(ω)|2 + |Sy(ω)|2

=

(
�

2

)2

E2
[|γxx|2 + |γxy|2 + 2Re

(
γxxγ

∗
xy

)
sen 2ϕ

]
, (6.13)

donde ϕ es el ángulo polar del campo eléctrico E(ω) en el plano xy del GE2D. En la

Figura 6.3a se muestra la magnitud de la orientación de esṕın |S(ω)|/S0, como función

de la frecuencia ω y el ángulo ϕ del campo eléctrico, donde se ha definido S0 = γRE. Se

observa que la orientación de esṕın adquiere su valor máximo cuando el campo eléctrico

se aplica a un ángulo de ϕ = 3π/4 (o 7π/4) y a frecuencias que tales que ω+ ≤ ω ≤ ωa.

También se observa estructura en ωb ≤ ω ≤ ω−, cuando ϕ = π/4 (o 5π/4). Esto se

puede ver con mayor claridad en la Figura 6.3b, donde se muestra un mapa de intensidad

de |S(ω)|/S0, como función de �ω y ϕ. Un aspecto importante por resaltar es que a

cualquier frecuencia se puede ver que existe una polarización de esṕın distinta de cero.

Ahora bien, si escribimos (6.13) como

|S(ω)|2 =

(
�

2
E

)2
[
|γxx|2 + |γxy|2 +

α2 + β2
[001]

αβ[001]

Re
(
γxxγ

∗
xy

)− Δ2(ϕ)

αβ[001]

Re
(
γxxγ

∗
xy

)]
,

(6.14)

donde Δ2(ϕ) = α2 + β2
[001] − 2αβ[001] sen 2ϕ (ver ecuación 3.51), se pone de manifiesto

que a una frecuencia ω dada, la forma anisotrópica de |S(ω)| está determinada por

la función angular Δ2(ϕ), la cual es resultado del desdoblamiento anisotrópico de los
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Figura 6.3: (a) Magnitud de la polarización de esṕın |S|/S0 como función de la frecuencia ω y
ángulo ϕ del campo eléctrico aplicado en el plano del GE2D con acoplamiento R+D[001]. (b) Mapa de
intensidad de |S|/S0, como función de ω y ϕ. Se utilizaron los mismos parámetros que en la Fig. 6.2.

estados de esṕın.

Cabe mencionar que cuando se tiene acoplamiento isotrópico, el tensor γxx(ω) = 0

y Δ(ϕ) es constante, de modo que la polarización de esṕın no depende de la dirección

en que se aplica el campo eléctrico, esto es,

|S(ω)| =
�

2
E|γxy| . (6.15)

El resultado que da esta expresión indica que para cualquier ϕ, S(ω) adquiere su valor

máximo en el rango de frecuencias ω+ ≤ ω ≤ ω−.

6.2. Acoplamiento Rashba+Dresselhaus[110]

En el caso con acoplamiento R+D[110], los espinores están dados por (3.46) (ver

Apéndice C), de modo que los elementos de matriz toman la forma

Δ2(θ)Mij(θ) = δij

[
α2δiz + (β2

[110] cos2 θ + α2 cos2 θ δix + α2 sen2 θ δiy)(1 − δiz)
]

+(1 − δij)
{
(1 − δiz)(1 − δjz)[α2 sen θ cos θ − iβ[110]Δ(θ) cos θ εzij ]+

(1 − δiy)(1 − δjy)[−αβ[110] sen θ cos θ + iαΔ(θ) cos θ εyij ]+

(1 − δix)(1 − δjx)[αβ[110] cos2 θ − iαΔ(θ) sen θ εxij ]
}
. (6.16)
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Al igual que en el sección anterior, se utilizan estos elementos de matriz para evaluar

las expresiones de la parte real e imaginaria del tensor χij(ω). Al sustituir (6.16) en

(4.63) y (4.66), se obtiene que I ′ij(ω) = I ′′ij(ω) = 0 (ver Apéndice C).

En este caso se obtiene la relación de simetŕıa χyz(ω) = χzy(ω), mientras que

χxy(ω) = χyx(ω) = χzx(ω) = χxz(ω) = 0. Por lo tanto, el tensor χij(ω) es una ma-

triz de 3 × 3 de la forma

χij(ω) =

⎛
⎜⎝

χxx 0 0

0 χyy χzy

0 χzy χzz

⎞
⎟⎠ . (6.17)

Con estos resultados es posible escribir el tensor γij(ω) como

γij(ω) =
e

i�ω

[
αχix(ω)δjy − αχiy(ω)δjx + β[110]χiz(ω)δjx

]
(i = x, y, z ; j = x, y) .

(6.18)

En este sistema, Raichev [1] encontró la relación de simetŕıa γzx(ω) = − (β[110]/α
)
γyx(ω),

que en nuestro caso también se cumple esta relación entre las componentes γzx(ω)

y γyx(ω). Además, se puede verificar anaĺıticamente que cuando α = 0, el tensor

γij(ω) = 0, esto quiere decir que la sola presencia del acoplamiento Dresselhaus[110] no

genera una polarización de esṕın independientemente del valor de la frecuencia.

En la Figura 6.4 se muestran las componentes γxy(ω) y γzx(ω). Se puede observar

que hay estructura en las frecuencias caracteŕısticas ω±, ωa y ωb (ver Figura 5.5). Una

caracteŕıtica notable es que la estructura en la componente γzx(ω) indica que se puede

generar una respuesta de esṕın normal al plano del gas, que en el caso con acoplamiento

R+D[001] no ocurre (6.3).

Utilizando (6.3), la orientación de esṕın Si(ω) en presencia del acoplamiento R+D[110],

está dada por

S(ω) =
�

2
[γxy(ω)Ey(ω)x̂ + γyx(ω)Ex(ω)ŷ + γzx(ω)Ex(ω)ẑ] (i = x, y, z , j = x, y)

(6.19)

o en forma matricial

⎛
⎜⎝

Sx(ω)

Sy(ω)

Sz(ω)

⎞
⎟⎠ =

�

2

⎛
⎜⎝

0 γxy 0

γyx 0 0

γzx 0 0

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝

Ex(ω)

Ey(ω)

0

⎞
⎟⎠ . (6.20)
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Figura 6.4: Componente (a) γxy(ω) y (b) γzx(ω) del tensor de polarizabilidad de esṕın con acoplamien-
to R+D[110], con β[110] = 0.75α. El resto de los parámetros usados son los mismos que en la Fig. 6.1.

Es importante notar que sólo cuando se tiene la presencia conjunta del acoplamien-

to R+D[110], se pueden inducir espines orientados en la dirección ẑ, lo cual como se

ha mencionado en caṕıtulos anteriores, puede ser de gran interés en la investigación

experimental de fenómenos espintrónicos.

Al calcular la magnitud de S(ω), se obtiene

|S(ω)|2 = |Sx(ω)|2 + |Sy(ω)|2 + |Sz(ω)|2 (6.21)

=

(
�

2

)2
E2

2

[|γxy|2 + |γyx|2 + |γzx|2 +
(|γyx|2 + |γzx|2 − |γxy|2

)
cos 2ϕ

]
.

El resultado anterior indica claramente que la polarización de esṕın es anisotrópica,

puesto que depende de la dirección en la que se aplica el campo eléctrico. En la Figura

6.5a se muestra |S(ω)|/S0, como función de la frecuencia ω y el ángulo ϕ del campo
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eléctrico; mientras que en la Figura 6.5b se muestra un mapa de intensidad. En ambas

figuras se puede ver que la orientación de esṕın alcanza su máximo al aplicar el campo

eléctrico a un ángulo de ϕ = 0 (o π) y a frecuencias tales que ω+ ≤ ω ≤ ωa. Asimismo,

se observa que para cualquier ω se genera una polarización neta de esṕın.

Figura 6.5: (a) Magnitud de la polarización de esṕın |S|/S0 como función de la frecuencia ω y
dirección ϕ del campo eléctrico aplicado en el plano del GE2D con acoplamiento R+D[110]. (b) Mapa
de intensidad de |S|/S0 como función de ω y ϕ. Se utilizaron los mismos parámetros que en la Fig. 6.4.

6.3. Resumen de resultados

Los principales resultados de esta tesis se presentan en este caṕıtulo. La forma de los

espectros de las Figuras 6.2 y 6.4, obtenidos al evaluar el tensor de polarizabilidad

de esṕın γij(ω), ponen de manifiesto la importancia de la presencia simultánea del

acoplamiento R+D[001] o R+D[110]. Esto se debe a que el acoplamiento anisotrópico

da lugar a que la magnitud y el signo de la polarizabilidad de esṕın dependan de la

frecuencia del campo eléctrico Ej(ω), y como consecuencia que la orientación de esṕın

Si(ω) también sea sensible a la frecuencia ω. Además, en estos casos el ancho de banda

de absorción Δε en el cual es posible variar la polarizabilidad de esṕın como función de

ω, es un orden de magnitud mayor que en el caso con acoplamiento Rashba.

En las Figuras 6.2 y 6.4 , se observa estructura en las frecuencias caracteŕısticas ω±,

aśı como en las frecuencias ωa y ωb, las cuales se sabe de acuerdo a lo estudiado en el

Caṕıtulo 5, son resultado de ciertas transiciones intersub-banda de alta densidad, que
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están determinadas por la anisotroṕıa del acoplamiento R+D[001]

Asimismo, se verificó la predicción teórica acerca de la anisotroṕıa de la polarización

de esṕın [2], ya que en las expresiones (6.13) y (6.19), se muestra que la magnitud

de la polarización de esṕın también depende de la dirección en la que se aplica el

campo eléctrico. Por el contrario, en el caso de acoplamiento isotrópico, se observa un

comportamiento espectral diferente del correspondiente al acoplamiento R+D[001] o

R+D[110]. En este caso, la polarización de esṕın no depende de la dirección en que se

aplica el campo eléctrico, sólo depende de la frecuencia.

Una aspecto muy importante que sólo se observa cuanto está presente el acoplamien-

to R+D[110], es la orientación eléctrica de espines perpendiculares al plano del gas de

electrones. Este resultado es totalmente distinto al obtenido en el caso del acoplamiento

Rashba o el acoplamiento Dresselhaus[001], en donde el esṕın está orientado sólo en el

plano xy del gas de electrones. Como se ha mencionado en caṕıtulos anteriores, la gene-

ración de una polarización de espines fuera del plano del gas de electrones puede ser de

gran interés en la investigación experimental de fenómenos espintrónicos, ya que puede

ser detectada ópticamente con técnicas experimentales, como la microscoṕıa basada en

rotación de Kerr.

También se obtuvo que γij(ω) = 0, para cualquier frecuencia del campo eléctri-

co, cuando los parámetros de acoplamiento de Rashba y Dresselhaus[001] son iguales,

α = β[001]. Esta cancelación de la polarizabilidad de esṕın también ocurre en pozos

cuánticos simétricos crecidos en la dirección [110], esto es, cuando α = 0 y β[110] �= 0.

Raichev reportó que esta notable caracteŕıstica, se debe a que existe una dirección fija

de cuantización. Esto quiere decir que el campo esṕın-órbita Ω(k) no depende de k, y

por lo tanto los mecanismos intŕınsecos de relajación de esṕın se cancelan. Por tanto,

el esṕın se conserva.

Finalmente, podemos concluir que los resultados anteriores sugieren la posibilidad

de lograr un control sobre las densidades de esṕın mediante la variación de la frecuencia

o la dirección del campo eléctrico, y no sólo a través de la modulabilidad de α o de

variaciones de la densidad electrónica.
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Caṕıtulo 7

Relaciones entre la polarizabilidad

de esṕın y otras funciones respuesta

En este caṕıtulo se derivan relaciones entre la polarizacón de esṕın Si(ω) estudiada pre-

viamente en los Caṕıtulos 4 y 6, con la corriente de carga eléctrica Js
i (ω) y la corriente

de esṕın J k
i (ω). Otros autores ya han advertido que es posible relacionar la densidad

de esṕın Si(ω) con Js
i (ω) y J k

i (ω) [1, 2, 3, 4, 5]. En este sentido, lo que se propone en

este caṕıtulo es obtener este tipo de relaciones utilizando el formalismo de la teoŕıa de

la respuesta lineal en el ĺımite sin impurezas y considerando un campo eléctrico Ej(ω)

que oscila en el tiempo a frecuencia finita. Los resultados obtenidos muestran coinci-

dencias con trabajos resportados previamente, en particular se hace una comparación

con las expresiones reportadas por Raichev [4], que desarrolla su trabajo utilizando la

ecuación cinética cuántica de la función de distribución de los electrones que incorpora

los procesos de dispersión por impurezas y en el ĺımite de baja frecuencia.

La importancia de este caṕıtulo radica principalmente, en que estas relaciones es-

tablecen una conexión entre la corriente de esṕın y la densidad de esṕın a través de

la interacción esṕın-órbita, lo cual puede ser útil, si se toma en cuenta que en un ex-

perimento resulta más fácil detectar una densidad de esṕın que una corriente de esṕın.

7.1. Conductividad de carga eléctrica

Si un GE2D con interacción esṕın-órbita es excitado por un campo eléctrico Ej(ω), se

produce una corriente eléctrica, Ji(ω) = σij(ω)Ej(ω), la cual está descrita por el tensor

109
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de conductividad de carga eléctrica,

σij(ω) = δij σD(ω) + σs
ij(ω) , i, j = x, y (7.1)

donde σD(ω) = ine2/m∗ (ω + iη) es la conductividad de Drude, n es la densidad elec-

trónica, e < 0 es la carga del electrón y σs
ij(ω) es la conductividad debida a las transi-

ciones entre las sub-bandas de esṕın ελ, con λ = ±1. La contribución del acoplamiento

esṕın-órbita a la conductividad de carga, se puede determinar por la fórmula de Kubo

en términos de la correlación corriente de carga-corriente de carga, esto es

σs
ij(ω) =

1

� (ω + iη)

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[jj(t), jj(0)]〉 η → 0+

=
1

� (ω + iη)

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[e vj(t), e vj(0)]〉 . (7.2)

Sustituyendo el operador de velocidad (4.50) en (7.2), se obtiene

σs
ij(ω) =

e2

� (ω + iη)

ˆ ∞

0

dt ei(ω+iη)t〈[ 1
�
σk(t)μki,

1

�
σl(0)μlj]〉

=
e2

� (ω + iη)

1

�2
μki

(
�

i
χkl(ω)

)
μlj

=
e2

i�2 (ω + iη)
μki χkl(ω)μlj . (7.3)

donde μij está dada por (4.49). En la ecuación anterior se obtuvo una relación entre

σs
ij(ω) y el tensor de susceptibilidad de esṕın χij(ω). Por lo tanto, usando (4.51), es

posible establecer una relación directa entre σs
ij(ω) y la polarizabilidad de esṕın γij(ω),

dada por

σs
ij(ω) =

e

�
μki γkj(ω) . (7.4)

En el caso isotrópico (ecuación 3.50), por ejemplo, cuando sólo está presente el acoplamien-

to Rashba, se obtiene que Reσs
ij(ω) = δijσR, donde σR = e2/16�, esto es, la parte real

de σs
ij(ω) no depende de la frecuencia del campo eléctrico, tal como se muestra en la

Figura 7.1 donde se graficó Reσs
xx(ω).

En la Figura 7.1 también se muestra Reσs
xx(ω) correspondiente al acoplamiento

R+D[001], cuyo espectro se vuelve más asimétrico debido al desdoblamiento anisotrópi-
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co de los estados de esṕın descrito por la función angular Δ2(θ) = α2 + β2
[001] −

2αβ[001]sen2θ, que en el caso con acoplamiento isotrópico Δ(θ) es constante [5]. Si se

consideran, por ejemplo, las componentes σs
xx(ω) y σs

yy(ω), de (7.4) se obtiene que

σs
xx(ω) =

e

�

[−β[001]γxx(ω) − αγyx(ω)
]
, (7.5)

σs
yy(ω) =

e

�

[
αγxy(ω) + β[001]γyy(ω)

]
, (7.6)

tomando en cuenta que γxx(ω) = −γyy(ω) y γxy(ω) = −γyx(ω), se obtiene la relación de

simetŕıa σs
xx(ω) = σs

yy(ω). De manera análoga se puede demostrar que σs
xy(ω) = σs

yx(ω).

Además, en el Caṕıtulo 6 se encontró que γij(ω) = 0 en el caso particular cuando

α = β[001], como consecuencia, la contribución esṕın-órbita a la conductividad de carga

también es cero independientemente del valor de la frecuencia si α = β[001].

Figura 7.1: Contribución esṕın-órbita a la conductividad de carga Reσs
xx(ω), para el caso con

acoplamiento tipo Rashba y tipo R+D[001], donde σR = e2/16�. Los parámetros usados son α =
0.6eVÅ, n = 5 × 1011 cm−2 y m∗ = 0.05m0.
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Figura 7.2: Contribución esṕın-órbita a la conductividad de carga (a) Reσs
xx(ω) y (b) Reσs

yy(ω),
para el caso con acoplamiento R+D[110], donde σR = e2/16�. Se usaron los mismos parámetros que
en la Figura 7.1.

En presencia del acoplamiento R+D[110], el tensor σs
ij(ω) se vuelve diagonal. La

componente σs
xx(ω) está dada por

σs
xx(ω) =

e

�

[−αγyx(ω) + β[110]γzx(ω)
]

=
e

�

(
α2 + β2

[110]

β[110]

)
γzx(ω) , (7.7)

donde se usó la relación γzx(ω) = − (β[110]/α
)
γyx(ω). Para la componente σs

yy(ω) se

obtiene la expresión

σs
yy(ω) =

e

�
αγxy(ω) . (7.8)
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En la Figura 7.2 se muestran las componentes Reσs
xx(ω) y Reσs

yy(ω), para el caso con

acoplamiento R+D[110]; como era de esperarse, muestran un comportamiento espectral

similar a las componentes γ′zx(ω) y γ′xy(ω), respectivamente, mostradas en la Figura 6.4.

Asimismo, puesto que γij(ω) = 0 cuando α = 0 y β[110] �= 0, en este caso también ocurre

que σs
ij(ω) = 0.

Nótese que la expresión (7.4) establece una relación entre la corriente de carga

Js
i (ω) = σs

ij(ω)Ej(ω) y la orientación de esṕın Si(ω) = (�/2)γij(ω)Ej(ω), dada por

Js
i (ω) =

2e

�2
Sj(ω)μji , (7.9)

o bien, escrita como Js
i (ω) = (2e/�2)μi · S(ω), donde μi es el vector definido por la

i-ésima columna de la matriz μki. Cabe señalar que la expresión (7.9) es similar a la

obtenida por Raichev [4] para relacionar Sj(ω) y la corriente de carga Js
i (ω). La única

diferencia es que Raichev obtuvo una ecuación que contiene expĺıcitamente el parámetro

1/ν, el cual es el tiempo de relajación del momento de los electrones; mientras que la

expresión (7.9) no involucra este parámetro, puesto que está basada en el ĺımite sin

colisiones (ν → 0) bajo el cual se desarrollaron las fórmulas de Kubo (4.51) y (7.2).

Particularmente, en el caso R+D[001], la inversión de la ecuación (7.9) da la siguiente

expresión para la orientación de esṕın

Si(ω) =
�

2

2e

(
μT
)−1

ij
Js

j (ω) , (7.10)

donde T indica la operación transpuesta; expĺıcitamente

(
Sx(ω)

Sy(ω)

)
=

�
2

2e

1

α2 − β2
[001]

(
β[001] α

−α −β[001]

)(
Js

x(ω)

Js
y(ω)

)
, (7.11)

vemos que la relación entre la orientación de esṕın Si(ω) y la corriente de carga Js
i (ω),

está determinada por los parámetros de acoplamiento α y β[001].

Retomando la ecuación (7.2), al integrar por partes da

σs
ij(ω) =

1

�ω̃

[
1

iω̃
eiω̃t〈[ji(t), jj(0)]〉|∞0 − 1

iω̃

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[dji(t)
dt

, jj(0)]〉
]

=
ie2

�ω̃2
〈[vso

i (0), vso
j (0)]〉 +

i

�ω̃2

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[dji(t)
dt

, jj(0)]〉

=
ie2

�ω̃2

1

�2
μki μlj Ckl +

i

�ω̃2

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[dji(t)
dt

, jj(0)]〉 , (7.12)
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donde ω̃ ≡ ω + iη, vso
j = σi μij/� es el término debido a la interacción esṕın-órbita en

(4.50), y Ckl está dado por

Ckl = 〈[σk(0), σl(0)]〉
=

∑
λ

ˆ
d2k

(2π)2
f(ελ(k))〈λk|[σk(0), σl(0)]|λk〉

= 2iεklj

ˆ
d2k

(2π)2
f(ελ(k))〈λk|σj(0)|λk〉

= 2iεklj

ˆ ′
d2k

(2π)2
〈−k|σj(0)| − k〉 . (7.13)

Al evaluar la expresión anterior se obtiene que Ckl = 0. Este resultado es consistente

con la expresión (3.11), la cual establece que la interacción esṕın-órbita no genera una

polarización espontánea de esṕın. Por lo tanto (7.12) se reduce a

σs
ij(ω) =

i

�ω̃2

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[dji(t)
dt

, jj(0)]〉 . (7.14)

Lo que se hará a continuación es establecer una relación entre σs
ij(ω) y la conductividad

Hall de esṕın Σk
ij(ω), a partir de la ecuación (7.14), esto implica a su vez una relación

entre Σk
ij(ω) y la polarizabilidad de esṕın γij(ω).

7.2. Conductividad Hall de esṕın

La interacción esṕın-órbita produce que el operador de corriente tenga una dinámica

complicada, esto es,

i�
dji
dt

= e[vi, H] = e[vso
i , Hso]

=
e

�
[σm μmi, σl μln kn] =

e

�
μmi μln kn[σm, σl]

=
2ie

�
εmlp μmi μln kn σp (7.15)

=
2ie

�
knμi · (μn × σ) . (7.16)

donde se usó la regla de conmutación de las matrices de Pauli [σm, σl] = 2iεmlpσp.

Por otro lado, el operador de corriente de esṕın Ĵ j
i definido usualmente por la



7.2. Conductividad Hall de esṕın 115

expresión Ĵ j
i = (�/4)(σjvi+viσj), donde j indica la orientación del esṕın e i la dirección

del transporte, toma la forma

Ĵ j
i =

�

4

[
2�ki

m∗ σj +
1

�
(σj σk μki + σk μki σj)

]

=
�

2ki

2m∗σj +
1

4
μki[σj, σk]+ =

�
2ki

2m∗σj +
1

4
μki2δjk

=
�

2

2m∗kiσj +
1

2
μji , (7.17)

donde se utilizó el operador de velocidad dado por (4.50). Si usamos la propiedad

μi · (μn × σ) = σ · (μi × μn) en la ecuación (7.16), podemos despejar el término kiσj

de (7.17) y sustituirlo en (7.15) y (7.16), con lo cual se obtiene

i�
dji
dt

=
2ie

�

2m∗

�2
εpml μmi μln(Ĵ p

n − μpn

2
)

=
2ie

�

2m∗

�2
(μi × μn)pĴ p

n − 2ie

�

2m

�2
(μi × μn)p μpn , (7.18)

Nótese que (μi × μn)p μpn = (μi × μn) · μn = 0, entonces

dji
dt

=
4em∗

�4
(μi × μl)kĴ k

l . (7.19)

La conductividad Hall de esṕın Σk
ij(ω) describe una corriente de espines orientados

en la dirección k, que se transportan en la dirección i como respuesta a un campo

eléctrico Ej(ω), esto es, J k
i (ω) ≡ 〈Ĵ k

i (ω)〉 = Σk
ij(ω)Ej(ω), donde Σk

ij(ω) es la función

respuesta corriente de carga-corriente de esṕın, dada por la fórmula de Kubo

Σk
ij(ω) =

1

�ω̃

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[J k
i (t), jj(0)

]〉 . (7.20)

De tal manera que al sustituir (7.19) en (7.14), se obtiene

σs
ij(ω) =

i

�ω̃2

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[4em
∗

�4
(μi × μl)kJ k

l (t), jj(0)]〉

=
i

�ω̃2

4em∗

�4
(μi × μl)k�ω̃

[
1

�ω̃

ˆ ∞

0

dt eiω̃t〈[J k
l (t), jj(0)

]〉
]
, (7.21)

de la expresión anterior se puede identificar que la relación entre la conductividad de
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carga σs
ij(ω) y la conductividad Hall de esṕın Σk

ij(ω), está dada por

σs
ij(ω) =

i

�ω̃2

4em∗

�4
(μi × μl)k �ω̃Σk

lj(ω)

=
4iem∗

�4ω̃
(μi × μl)k Σk

lj(ω)

=
4iem∗

�4ω̃
εkpq μpi μql Σ

k
lj(ω) . (7.22)

Usando este resultado y (7.9), es posible encontrar una relación entre la corriente de

esṕın J k
i (ω) y la densidad de esṕın Si(ω), dada por

Js
i (ω) =

2e

�2
Sj(ω)μji = σs

ij(ω)Ej(ω)

=
4iem∗

�4ω
(μi × μl)kJ k

l (ω)

=
4iem∗

�4ω̃
εkpq μpi μql J k

l (ω) , (7.23)

de donde

Si(ω) =
2im∗

�2ω
εijk μjl J k

l (ω) , (7.24)

por lo tanto, la conductividad Hall de esṕın Σk
ij(ω) y la polarizabilidad de esṕın γij(ω),

están relacionadas por

γij(ω) =
4im∗

�3ω
εiqp μql Σ

p
lj(ω) . (7.25)

Ahora bien, si se define un nuevo vector Ql = (J x
l ,J y

l ,J z
l ), la ecuación anterior

puede expresarse en forma vectorial como

S(ω) =
2im∗

�2ω
μi × Qi(ω) . (7.26)

Esta expresión es formalmente idéntica a la obtenida por Raichev [4]. Por lo tanto,

un aspecto notable de esta ecuación es que no contiene ningún parámetro relacionado

con procesos de dispersión por impurezas, aún cuando se derive utilizando la ecuación

cinética cuántica de la función de distribución de los electrones como lo hizo Raichev

[4].
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo se llevó a cabo un estudio teórico del fenómeno de orientación de espines

v́ıa interacción esṕın-órbita en un gas de electrones bidimensional, como respuesta a

un campo eléctrico homogéneo que oscila en el tiempo a una frecuencia finita. Este

fenómeno es uno de los más importantes en Espintrónica de semiconductores.

Se utilizó el formalismo de la teoŕıa de respuesta lineal para calcular el tensor de

polarizabilidad de esṕın, el cual está dado por una fórmula de Kubo en términos de la

correlación entre densidad de esṕın y corriente de carga eléctrica. Este cálculo combina

el estudio a frecuencia finita con el efecto conjunto de la interacción esṕın-órbita debida

a la asimetŕıa de inversión espacial (acoplamiento Rashba) y la asimetŕıa de inversión

en el bulto (acoplamiento Dresselhaus) de una heteroestructura semiconductora con

estructura cristalina tipo zincblenda. Los cálculos están hechos en el ĺımite de tempe-

ratura cero y en una muestra sin impurezas. Se analizaron los casos de pozos cuánticos

formados en heteroestructuras crecidas en las principales direcciones cristalográficas:

[001], [111] y [110].

El desdoblamiento de los estados de esṕın, producido por la interacción esṕın-órbita,

abre la posibilidad de que se lleven a cabo transiciones (verticales) entre sub-bandas

de esṕın. Por tal motivo se calculó la densidad conjunta de estados. Se encontró que

estas transciones tienen lugar en un ancho de banda de absorción determinado por

los parámetros α, β[hkl] y la densidad electrónica n. Observamos que la coexistencia

del acoplamiento R+D[001] o R+D[110], da como resultado un ancho de banda de

absorción hasta un orden de magnitud mayor con respecto al caso donde sólo existe

acoplamiento Rashba o Dresselhaus[001], con valores t́ıpicos de α, β[hkl] y n. El cálculo

revela que las transiciones intersub-banda de alta densidad, que están determinadas por
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la forma particular del desdoblamiento de los estados de esṕın, producen la estructura

en las funciones respuesta.

En efecto, los resultados obtenidos al evaluar la polarizabilidad de esṕın, hacen

patente la importancia de la presencia simultánea del acoplamiento R+D[001] o

R+D[110]. Esto se debe a que el acoplamiento anisotrópico causa que la magnitud

y el signo de la polarizabilidad de esṕın dependan de la frecuencia del campo eléctrico,

y que por lo tanto la orientación de esṕın también sea sensible a la frecuencia. Asimis-

mo, encontramos que la magnitud de la polarización de esṕın también depende de la

dirección en la que se aplica el campo eléctrico. Esto quiere decir que la acumulación

de esṕın es anisotrópica. Sin embargo, estos efectos se cancelan completamente, para

cualquier frecuencia del campo eléctrico, cuando los parámetros de acoplamiento de

Rashba y Dresselhaus[001] son iguales (α = β[001]). Esto mismo ocurre en pozos cuánti-

cos simétricos crecidos en la dirección [110], esto es, cuando α = 0 y β[110] �= 0. Raichev

reportó que esta notable caracteŕıstica, se debe a que existe una dirección fija de cuan-

tización. Esto quiere decir que el campo esṕın-órbita Ω(k) no depende de k, y por lo

tanto los mecanismos intŕınsecos de relajación de esṕın se cancelan. Como consecuencia,

el esṕın se conserva.

En cambio, en el caso de acoplamiento isotrópico, se observa un comportamiento

espectral notablemente diferente del correspondiente al acoplamiento anisotrópico. En

este caso, la polarización de esṕın no depende de la dirección en que se aplica el campo

eléctrico, sólo depende de la frecuencia.

Una caracteŕıstica importante que sólo se observa cuanto está presente el acoplamien-

to R+D[110], es la orientación eléctrica de espines perpendiculares al plano del gas de

electrones. Este resultado es totalmente distinto al obtenido en el caso del acoplamiento

Rashba o el acoplamiento Dresselhaus[001], en donde el esṕın está orientado sólo en el

plano xy del gas de electrones. La generación de una polarización de espines fuera del

plano del gas de electrones es de particular importancia ya que puede ser detectada

ópticamente con técnicas experimentales, como la microscoṕıa de rotación de Kerr.

Por otro lado, se derivaron relaciones entre el tensor de polarizabilidad de esṕın con

otras funciones respuesta, como la conductividad de carga y la conductividad Hall de

esṕın. Esto nos permite establecer relaciones v́ıa interacción esṕın-órbita, entre fenó-

menos diferentes que dependen del esṕın. Cabe destacar que establecer una conexión

entre la corriente Hall de esṕın y la densidad de esṕın puede ser de utilidad, si se toma en

cuenta que en un experimento resulta más fácil detectar una densidad de esṕın que una

corriente de esṕın. Además, verificamos algunas propiedades generales de la respuesta
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de esṕın resportadas previamente por Raichev.

Por lo tanto, podemos concluir que la presencia conjunta del acoplamiento tipo

Rashba y tipo Dresselhaus desempeña un papel primordial en el fenómeno de orientación

de espines, puesto que da lugar a que la polarización de esṕın dependa de la frecuencia

del campo eléctrico y que se observen nuevas resonancias en la respuesta esṕın. Esto

abre la posibilidad de lograr un control sobre las densidades de esṕın, mediante la

variación de la frecuencia del campo aplicado o de su dirección, y no sólo a través de

la modulabilidad del acoplamiento Rashba o de variaciones de la densidad electrónica.

Esto puede ser útil para investigaciones experimentales en estos sistemas.



Apéndice A

Hamiltoniano con acoplamiento

Dresselhaus[110]

En un pozo cuántico crecido en la dirección cristalográfica [001], el Hamiltoniano esṕın-

órbita de Dresselhaus es de la forma

H3d
D = γ

[
σxkx

(
k2

y − k2
z

)
+ σyky

(
k2

z − k2
x

)
+ σzkz

(
k2

x − k2
y

)]
, (A.1)

donde k = (kx, ky, kz) = (k||, kz). Es posible escribir este Hamiltoniano como

H3d
D =

�

2
Ω(k) · σ , (A.2)

donde σ es el vector de las matrices de Pauli y el campo esṕın-órbita Ω(k) está dado

por
�

2
Ω(k) = γ

(
kx

(
k2

y − k2
z

)
, ky

(
k2

z − k2
x

)
, kz

(
k2

x − k2
y

))
. (A.3)

Ahora bien, si se considera un pozo cuántico crecido la dirección cristalográfica [110]

o [111], es necesario hacer una transformación de z || [001] a z′ || [110] o [111], donde

z′ indica la nueva dirección de crecimiento del pozo. La transformación del sistema

xyz al x′y′z′, está determinada por la transformación ortogonal x′ = Ox, donde O

es una matriz ortogonal de transformación. Los elementos de la matriz O pueden ser

expresados en términos de los ángulos de Euler [1]. Estos ángulos están definidos como

los tres ángulos sucesivos de rotación. Esta secuencia de rotaciones comienza rotando

el sistema de ejes original, xyz, por un ángulo φ alrededor del eje z, el sistema de

coordendas resultante se denota como ξηζ. Posteriormente, los ejes ξηζ, son rotados

123



124 Hamiltoniano con acoplamiento Dresselhaus[110]

alrededor del eje ξ por un ángulo θ para producir otro conjunto de ejes ξ′η′ζ ′. Finalmente

, los ejes ξ′η′ζ ′ son rotados por un ángulo ψ alrededor del eje ζ ′ para producir el sistema

de ejes deseado x′y′z′. En la Figura A.1 se ilustran los ángulos de Euler φ, θ y ψ, que

determinan completamente la orientación del sistema x′y′z′ relativo al sistema de ejes

original xyz.

Figura A.1: Diagrama de los tres ángulos sucesivos de rotación φ, θ y ψ, los cuales determinan la
orientación del nuevo sistema x′y′z′ relativo al sistema de ejes original xyz.

La rotación inicial alrededor del eje z está descrita por la matriz

Rz(φ) =

⎡
⎢⎣

cosφ senφ 0

−senφ cosφ 0

0 0 1

⎤
⎥⎦ . (A.4)

Similarmente, la transformación de ξηζ a ξ′η′ζ ′ está determinada por

Rξ(θ) =

⎡
⎢⎣

1 0 0

0 cos θ sen θ

0 −sen θ cos θ

⎤
⎥⎦ . (A.5)
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La última rotación al sistema x′y′z′, está dada por

Rζ′(ψ) =

⎡
⎢⎣

cosψ senψ 0

−senψ cosψ 0

0 0 1

⎤
⎥⎦ . (A.6)

La matriz que determina la transformación completa está dada porO = Rζ′(ψ)Rξ(θ)Rz(φ),

de modo que

O =

⎡
⎢⎣

cosψ cosφ− cos θ senφ senψ cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ senψ sen θ

−senψ cosφ− cos θ senφ cosψ −senψ senφ+ cos θ cosφ cosψ cosψ sen θ

sen θ senφ −sen θ cosφ cos θ

⎤
⎥⎦ .

(A.7)

La transformación inversa del sistema x′y′z′ al xyz, está determinado por x = OTx′,

puesto que O−1 = OT , donde T indica la operación traspuesta. Además detO = 1.

Si la rotación de z = [001] a z′ = [110] o [111] está determinada por la transformación

ortogonal x′ = Ox, lo que tenemos que hacer es aplicar esta misma transfomación a

k = (k||, kz) para obtener k′ = (k′
||, k

′
z). Lo que se obtiene al hacer esta transformación

es el campo esṕın-órbita Ω(k′) = Ω(k = OTk′), donde k′z está a lo largo de la dirección

de crecimiento del pozo cuántico y k′
|| en el plano del pozo [2].

En particular, ilustraremos la transformación de z = [001] a z′ = [110], donde se

obtiene el nuevo eje de coordenadas x′ || [1̄10], y′ || [001] y z′ || [110]. Para obtener esta

transformación, los ángulos de Euler son φ = 3π/4 (Fig. A.1a), θ = π/2 y ψ = 0 (Fig.

A.1b). Al sustituir estos ángulos en (A.7) se obtiene

O =

⎡
⎢⎣

− 1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2

1√
2

0

⎤
⎥⎦ . (A.8)

Aplicamos esta matriz de transformación para obtener k′ = Ok,

⎡
⎢⎣
k′x
k′y
k′z

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

− 1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2

1√
2

0

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣
kx

ky

kz

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

ky−kx√
2

kz

ky+kx√
2

⎤
⎥⎦ . (A.9)

Similarmente, k = OTk′ está dado por
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⎡
⎢⎣
kx

ky

kz

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

− 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 1√
2

0 1 0

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣
k′x
k′y
k′z

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

k′
z−k′

x√
2

k′
z+k′

x√
2

k′y

⎤
⎥⎦ . (A.10)

Figura A.2: Transformación del sistema xyz al x′y′z′, donde x′ || [1̄10], y′ || [001] y z′ || [110].

Ahora se sustituye el vector (A.10) en (A.3), de tal manera que el campo esṕın-órbita

toma la forma

�

2
Ω(k′) = γ

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k′
z−k′

x√
2

[(
k′

z+k′
x√

2

)2 − (
k′y

)2
]

k′
z+k′

x√
2

[(
k′y

)2 −
(

k′
z−k′

x√
2

)2
]

k′y

[(
k′

z−k′
x√

2

)2 −
(

k′
z+k′

x√
2

)2
]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (A.11)

En pozos cuánticos suficientemente angostos, las componentes del vector de onda nor-

mal al plano del gas se promedian, esto es, k′z → 〈k̂′z〉 = 〈i∂z〉 = 0 y k
′2
z → 〈k̂′2

z 〉. Para

k′|| pequeños, el término lineal en k′|| se vuelve dominante frente al término cúbico. De

tal forma que (A.11) se reduce a

�

2
Ω

[110]
D (k′||) = γ

(
−k′x√

2

[
〈k̂′2

z 〉
2

]
,
k′x√
2

[
−〈k̂′2

z 〉
2

]
, 0

)

=
−γ〈k̂′2

z 〉k′x
2

1√
2
(1, 1, 0) . (A.12)

De la expresión anterior se puede ver que el campo esṕın-órbita Ω
[110]
D (k′||) es paralelo
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al vector normal al plano (110) (Fig. A.2a), de tal forma que es posible escribir (A.12)

como

�

2
Ω

[110]
D (k′||) = β[110]k

′
x ẑ′ . (A.13)

donde β[110] = −γ 〈k̂′2
z 〉/2. Por simplicidad, se acostumbra omitir las primas en (A.13),

de tal manera que el Hamiltoniano con acoplamiento Dresselhaus[110] (A.2) lineal en

k′|| toma la forma

H
[110]
D = (0, 0, β[110]kx) · (σx, σy, σz)

= β[110]kxσz . (A.14)

Este es el Hamiltaniano con acoplamiento Dresselhaus[110] presentado en la sección

3.4.3.

Figura A.3: Esquema del plano (110).

En cuanto al acoplamiento esṕın-órbita tipo Rashba, como han señalado otros au-

tores [3, 4], el Hamiltoniano no depende de la orientación del pozo cuántico, ya que esta

interacción depende de las propiedades de la heterointerfaz donde se forma el gas de

electrones bidimensional.
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Apéndice B

Tensor de susceptibilidad de esṕın

En el Caṕıtulo 4 se obtuvieron las expresiones del tensor de susceptibilidad de esṕın

χij(ω), el cual tiene una parte real χ′
ij(ω) y una parte imaginaria χ′′

ij(ω). En este apéndice

se muestran los cálculos realizados para obtener las expresión (4.63) y (4.66) de dicha

susceptibilidad.

Parte real de la susceptibilidad de esṕın

De la ecuación (4.62) se puede identificar que χ′
ij(ω) está dada por

χ′
ij(ω) =

1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′

ij P
(

2ω+−
ω2

+− − ω2

)
− πm′′

ij δ(ω+− − ω)

]
, (B.1)

donde P denota la integral del valor principal, �ω+− = 2kΔ(θ) y los elementos de matriz

Mij(θ) = m′
ij(θ)+ im′′

ij(θ) están dados por (4.56). La prima en la integral indica que la

integración está restringida a la región entre los contornos de Fermi k+
F (θ) < k < k−F (θ)

con 0 < θ < 2π, para la cual se cumple que ε−(k) < εF < ε+(k).

El primer término en el lado derecho de (B.1) se puede escribir como

1
�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′

ij P
(

2ω+−
ω2

+− − ω2

)]
=
ˆ 2π

0

dθ

(2π)2
m′

ij(θ)

⎡
⎣P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
4k2Δ(θ)

[2kΔ(θ)]2 − [�ω]2

⎤
⎦

=
ˆ 2π

0

dθ

π2
m′

ij(θ)Δ(θ)

⎡
⎣P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k2

[2kΔ(θ)]2 − [�ω]2

⎤
⎦(B.2)

De la expresión anterior realizamos sólo la integral en k dada por
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P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
k2

[2kΔ(θ)]2 − [�ω]2
=

1
4Δ2(θ)

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk

[
1 +

[�ω/2Δ(θ)]2

k2 − [�ω/2Δ(θ)]2

]

=
1

4Δ2(θ)

{
2m∗Δ(θ)

�2
+

[
�ω

2Δ(θ)

]2

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk

k2 − [�ω/2Δ(θ)]2

}

=
m∗

2Δ(θ)�2
+

(�ω)2

16Δ4(θ)
P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk

k2 − [�ω/2Δ(θ)]2
. (B.3)

Nótese que el segundo término en (B.3) es una integral de la forma

ˆ
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣
x− a

x+ a

∣∣∣∣ + C , (B.4)

entonces

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk

k2 − [�ω/2Δ(θ)]2
=

Δ(θ)

�ω
P

[
ln

∣∣∣∣
k − [�ω/2Δ(θ)]

k + [�ω/2Δ(θ)]

∣∣∣∣
]k−

F (θ)

k+
F (θ)

. (B.5)

El valor principal está definido como P ´∞−∞ f(x) dx = ĺımδ→0

{´ x0−δ

−∞ f(x) dx+
´∞

x0+δ
f(x) dx

}
,

donde x0 es una singularidad. Al evaluar el valor principal en (B.5) da

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk

k2 − [�ω/2Δ(θ)]2
=

Δ(θ)

�ω
ln

∣∣∣∣
[�ω + 2k+

F (θ) Δ(θ)][�ω − 2k−F (θ) Δ(θ)]

[�ω + 2k−F (θ) Δ(θ)][�ω − 2k+
F (θ) Δ(θ)]

∣∣∣∣ .
(B.6)

Sustituyendo (B.6) en (B.3), se obtiene

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
k2

[2kΔ(θ)]2 − [�ω]2
=

m∗

2Δ(θ)�2
+

(�ω)2

16Δ4(θ)

[
Δ(θ)
�ω

ln
∣∣∣∣
[�ω + �Ω+(θ)][�ω − �Ω−(θ)]
[�ω + �Ω−(θ)][�ω − �Ω+(θ)]

∣∣∣∣
]
.

(B.7)

donde �Ω±(θ) ≡ 2k±F (θ) Δ(θ). Ahora se sustituye (B.7) en (B.2), lo que conduce a la

expresión

1
�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′

ij P
(

2ω+−
ω2

+− − ω2

)]
= χij(0)+

�ω

16π2

ˆ 2π

0
dθ
m′

ij(θ)
Δ2(θ)

ln
∣∣∣∣
[�ω + �Ω+(θ)][�ω − �Ω−(θ)]
[�ω + �Ω−(θ)][�ω − �Ω+(θ)]

∣∣∣∣ ,
(B.8)

donde el primer término en (B.8) es el valor estático de la susceptibilidad de esṕın dado
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por el promedio angular

χij(0) =
m∗

2π2�2

ˆ 2π

0

dθm′
ij(θ) . (B.9)

En lo que sigue, evaluamos el segundo término en (B.1) y lo definimos como I ′ij(ω),

esto es

I ′ij(ω) = −π
�

ˆ ′ d2k

(2π)2
m′′

ij δ(ω+− − ω)

= − 1

4π

ˆ ′
dθm′′

ij(θ)

ˆ k
−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k δ(2kΔ(θ) − �ω) , (B.10)

al integrar en k se obtiene

I ′ij(ω) = − 1

4π

ˆ ′
dθm′′

ij(θ)

ˆ k
−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
k

2Δ(θ)
δ(k − �ω/2Δ(θ))

= − 1

8π

ˆ ′
dθ
m′′

ij(θ)

Δ(θ)

ˆ k
−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k δ(k − �ω/2Δ(θ))

= − 1

8π

ˆ ′
dθ
m′′

ij(θ)

Δ(θ)

(
�ω

2Δ(θ)

)
Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�ω − �Ω−(θ)] ,(B.11)

por lo que I ′ij(ω) se reduce a

I ′ij(ω) = − �ω

16π

ˆ
dθ
m′′

ij(θ)

Δ2(θ)
Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�ω − �Ω−(θ)] . (B.12)

De esta manera, juntando (B.8) y (B.12) se obtiene la ecuación (4.63).

Parte imaginaria de la susceptibilidad de esṕın

De la ecuación (4.62) se puede identificar que χ′′
ij(ω) está dada por

χ′′
ij(ω) =

1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′′

ij P
(

2ω

ω2
+− − ω2

)
+ πm′

ij δ(ω+− − ω)

]
. (B.13)
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El segundo término en (B.13) se puede escribir como

π

�

ˆ ′ d2k

(2π)2
m′

ij δ(ω+− − ω) =
1

4π

ˆ ′
dθm′

ij(θ)

ˆ k
−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k δ(2kΔ(θ) − �ω) . (B.14)

Nótese que al sustituir −m′′
ij por m′

ij en (B.10) se obtiene la ecuación (B.14). De tal

forma que la integración en k da un resultado similar a (B.12), esto es

π

�

ˆ ′ d2k

(2π)2
m′

ij δ(ω+− − ω) =
�ω

16π

ˆ
dθ
m′

ij(θ)

Δ2(θ)
Θ [�ω − �Ω+(θ)] Θ [�ω − �Ω−(θ)] .

(B.15)

Por último, evaluamos el primer término en (B.13) y lo definimos como I ′′ij(ω),

I ′′ij(ω) =
1

�

ˆ ′ d2k

(2π)2

[
m′′

ij P
(

2ω

ω2
+− − ω2

)]

=
�ω

2π2

ˆ 2π

0

dθ m′′
ij(θ)

[
P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k

[2kΔ(θ)]2 − [�ω]2

]
, (B.16)

donde la integral en k está dada por

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k

[2kΔ(θ)]2 − [�ω]2
=

1
4Δ2(θ)

P
ˆ k

−
F (θ)

k+
F (θ)

dk k

k2 − [�ω/2Δ(θ)]2

=
1

8Δ2(θ)
P

[
ln

∣∣∣k2 − [�ω/2Δ(θ)]2
∣∣∣
]k−

F (θ)

k+
F (θ)

=
1

8Δ2(θ)
ln

∣∣∣∣∣
[
2k−F (θ) Δ(θ)

]2 − [�ω]2[
2k+

F (θ) Δ(θ)
]2 − [�ω]2

∣∣∣∣∣ . (B.17)

Al sustituir (B.17) en (B.16), se obtiene

I ′′ij(ω) =
�ω

16π2

ˆ 2π

0

dθ
m′′

ij(θ)

Δ2(θ)
ln

∣∣∣∣∣
[�ω]2 − [�Ω−(θ)]2

[�ω]2 − [�Ω+(θ)]2

∣∣∣∣∣ . (B.18)

Por lo tanto, con (B.15) y (B.18) se obtiene la expresión (4.66).



Apéndice C

Cálculo de los elementos de matriz

En el Caṕıtulo 6 se obtuvieron las expresiones (6.1) y (6.16) de los elementos de matriz

Mij(k) de los casos con interacción esṕın-órbita tipo R+D[001] y R+D[110], respec-

tivamente. En este apéndice se muestran los cálculos realizados para llegar a tales

expresiones.

Rashba+Dresselhaus[001]

Si se considera el caso de un GE2D con acoplamiento R+D[001], los espinores |λk〉
están dados por

|λk〉 =
1√
2

(
1

λeiφ(k)

)
, λ = ±1 (C.1)

donde φ(k) está definido como tanφ(k) = (β[001]ky − αkx)/(αky − β[001]kx). Primero

calculamos los elementos de matriz considerando la matriz de Pauli σx de la siguiente

manera

〈−λk|σx|λk〉 =
1

2

(
1 − λe−iφ

)( 0 1

1 0

)(
1

λeiφ

)

= λ
1

2

(
eiφ − e−iφ

)
︸ ︷︷ ︸

2isen φ

= λ
1

2kΔ(θ)

[
2i

(
β[001]ky − αkx

)]
.
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Es posible escribir la expresión anterior en coordenadas polares como

〈−λk|σx|λk〉 = −λ i

Δ(θ)

(
α cos θ − β[001] sen θ

)
. (C.2)

Realizando un procedimiento similar para la matriz de Pauli σy, se obtiene

〈−λk|σy|λk〉 =
1

2

(
1 − λe−iφ

)( 0 −i
i 0

)(
1

λeiφ

)

= −λ1

2

(
ie−iφ + ieiφ

)
︸ ︷︷ ︸

2i cos φ

= −λ i

Δ(θ)

(
α sen θ − β[001] cos θ

)
. (C.3)

Finalmente calculamos los elementos de matriz para la matriz de Pauli σz,

〈−λk|σz|λk〉 =
1

2

(
1 − λe−iφ

)( 1 0

0 −1

)(
1

λeiφ

)

=
1

2

(
1 λe−iφ

)( 1

λeiφ

)

= 1 . (C.4)

Usando (C.2), (C.3) y (C.4), para realizar el productoMij(k) = 〈−k|σi|+k〉〈+k|σj|−
k〉, se obtiene que los elementos de matriz, escritos en coordenadas polares, están dados

por

Mij(θ) = δij

[
1

Δ2(θ)
(α cos θ − β[001] sen θ)2 δix +

1
Δ2(θ)

(α sen θ − β[001] cos θ)2 δiy + δiz

]

+(1 − δij)
[
(1 − δiz)(1 − δjz)

1
Δ2(θ)

(α cos θ − β[001] sen θ)(α sen θ − β[001] cos θ)+

+i
1

Δ(θ)
(α cos θ − β[001] sen θ) εyij − i

1
Δ(θ)

(α sen θ − β[001] cos θ) εxij

]
. (C.5)

donde δij es la delta de Kronecker, εijk es el tensor de Levi-Civita y Mij(θ) = m′
ij(θ) +

im′′
ij(θ).

Los únicos términos en el tensor de susceptibilidad de esṕın χij(ω) que dependen

de m′′
ij(θ) son las integrales I ′ij(ω) e I ′′ij(ω) dadas por (4.64) y (4.67), respectivamente.

De (C.5) se puede identificar que m′′
ii(θ) = 0 y m′′

xy(θ) = m′′
yx(θ) = 0, por lo tanto las
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integrales I ′ij(ω) e I ′′ij(ω) son idénticamente cero en todos estos casos.

Por otro lado, de (C.5) también se puede identificar que m′′
zx(θ) = −m′′

xz(θ) =

(α cos θ−β[001] sen θ)/Δ(θ) y m′′
zy(θ) = −m′′

yz(θ) = (α sen θ−β[001] cos θ)/Δ(θ), de modo

que al sustituir estos elementos de matriz en (4.64) y (4.67), se obtienen las expresiones

I ′zx(ω) = −I ′xz(ω) = − �ω

16π

ˆ
dθ
α cos θ − β[001] sen θ

Δ3(θ)
Θ[�ω − �Ω+(θ)] Θ[�Ω−(θ) − �ω] ,

(C.6)

I ′′zx(ω) = −I ′′xz(ω) =
�ω

16π2

ˆ 2π

0

dθ
α sen θ − β[001] cos θ

Δ3(θ)
ln

∣∣∣∣∣
[�ω]2 − [�Ω−(θ)]2

[�ω]2 − [�Ω+(θ)]2

∣∣∣∣∣ . (C.7)

Al evaluar numéricamente estas dos expresiones se obtiene que I ′zx(ω) = I ′′zx(ω) = 0.

Por lo tanto, en general las integrales I ′ij(ω) e I ′′ij(ω) son cero en todos los casos.

Rashba+Dresselhaus [110]

En el caso de un GE2D con acoplamiento R+D[110], los espinores son

ψλ(k) =

√
Δ(θ) + λβ[110] cos θ

2 Δ(θ)

(
1

eiϕ(k) β[110] cos θ−λ Δ(θ)

α

)
, (C.8)

donde tanϕ(k) = tan(θ+π/2) = −kx/ky. Calculamos los elementos de matriz para σx,

〈−λk|σx|λk〉 =
α

2Δ(θ)

(
1 e−iϕβ[110]cosθ + λΔ(θ)

α

)(
0 1

1 0

)(
1

eiϕ β[110] cos θ−λΔ(θ)

α

)

=
α

2Δ(θ)

(
e−iϕβ[110] cos θ + λΔ(θ)

α
+ eiϕβ[110] cos θ − λΔ(θ)

α

)

=
1

2Δ(θ)

⎡
⎢⎣λΔ(θ)

(
e−iϕ − eiϕ

)
︸ ︷︷ ︸

−2isen ϕ

+ β[110] cos θ
(
e−iϕ + eiϕ

)
︸ ︷︷ ︸

2 cos ϕ

⎤
⎥⎦ ,

tomando en cuenta que senϕ = sen (θ + π/2) = cos θ y cosϕ = cos(θ + π/2) = −sen θ,

se obtiene

〈−λk|σx|λk〉 = λ
1

Δ(θ)

[
Δ(θ) (−i cos θ) + λβ[110] cos θ (−sen θ)

]

= −λ cos θ

Δ(θ)

[
λβ[110]sen θ + iΔ(θ)

]
. (C.9)
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Similarmente para la matriz σy, se obtiene

〈−λk|σy|λk〉 =
α

2Δ(θ)

(
1 e−iϕβ[110] cos θ + λΔ(θ)

α

)(
0 −i
i 0

)(
1

eiϕ β[110] cos θ−λΔ(θ)

α

)

=
α

2Δ(θ)

(
ie−iϕβ[110] cos θ + λΔ(θ)

α
− ieiϕβ[110] cos θ − λΔ(θ)

α

)

=
1

2Δ(θ)

⎡
⎢⎣λΔ(θ)

(
ie−iϕ + ieiϕ

)
︸ ︷︷ ︸

2i cos ϕ

+ β[110] cos θ
(
ie−iϕ − ieiϕ

)
︸ ︷︷ ︸

2sen ϕ

⎤
⎥⎦ ,

por lo tanto

〈−λk|σy|λk〉 = λ
1

Δ(θ)

[
λβ[110]cos2θ − iΔ(θ)sen θ

]
. (C.10)

Por último calculamos los elementos de matriz para σz,

〈−λk|σz|λk〉 =
α

2Δ(θ)

(
1 e−iϕβ[110] cos θ + λΔ(θ)

α

)(
1 0

0 −1

)(
1

eiϕ β[110] cos θ−λΔ(θ)

α

)

=
α

2Δ(θ)

(
1 − e−iϕβ[110] cos θ + λΔ(θ)

α

)(
1

eiϕ β[110] cos θ−λΔ(θ)

α

)

=
α

2Δ(θ)

[
1 +

1

α2

(
Δ2(θ) − β2

[110]cos2θ
)]
, (C.11)

recordando que Δ2(θ) = α2 + β2
[110] cos2θ, la ecuación anterior se reduce a

〈−λk|σz|λk〉 =
α

Δ(θ)
. (C.12)

Utilizando (C.9), (C.10) y (C.12), para calcular 〈−k|σi|+k〉〈+k|σj|−k〉, se obtiene

que

Mij(θ) =
1

Δ2(θ)
δij

[
α2δiz + (β2

[110] cos2 θ + α2 cos2 θ δix + α2 sen2 θ δiy)(1 − δiz)
]
(C.13)

+(1 − δij)
{
(1 − δiz)(1 − δjz)[α2 sen θ cos θ − iβ[110]Δ(θ) cos θ εzij ]+

(1 − δiy)(1 − δjy)[−αβ[110] sen θ cos θ + iαΔ(θ) cos θ εyij ]+

(1 − δix)(1 − δjx)[αβ[110] cos2 θ − iαΔ(θ) sen θ εxij ]
}
. (C.14)

De la expresión anterior se puede identificar que m′′
ii(θ) = 0, de tal forma que
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I ′ii(ω) = I ′′ii(ω) = 0. Además, de (C.14) se puede identificar que m′
zy(θ) = m′

yz(θ) =

αβ[110] cos2 θ/Δ2(θ) y m′′
zy(θ) = −m′′

yz(θ) = −α sen θ/Δ(θ), de modo que al sustituir

estos elementos de matriz en (4.64) y (4.67), se obtienen las expresiones

I ′zy(ω) = −I ′yz(ω) = − �ω

16π
α

ˆ
dθ

sen θ

Δ3(θ)
Θ[�ω − �Ω+(θ)] Θ[�Ω−(θ) − �ω] , (C.15)

I ′′zy(ω) = −I ′′yz(ω) =
�ω

16π2
α

ˆ 2π

0

dθ
sen θ

Δ3(θ)
ln

∣∣∣∣∣
[�ω]2 − [�Ω−(θ)]2

[�ω]2 − [�Ω+(θ)]2

∣∣∣∣∣ . (C.16)

Al evaluar numéricamente se obtiene que I ′zy(ω) = I ′′zy(ω) = 0, lo mismo ocurre para

el resto de los elementos de matriz. Por lo tanto, en general se obtiene que I ′ij(ω) =

I ′′ij(ω) = 0.
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