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Capitulo 1

Introduccion

Mecanismo Articulado.-Es un aparato mecanico que consiste en barras
rigidas metdlicas (ver figura 1.1) que se pueden unir con ejes en sus extremos
o a lo largo de la barra, que les permiten girar libremente.

Figura 1.1: Mecanismo Articulado

Los primeros trabajos sobre los mecanismos articulados fueron motivados
por el diseno de locomotoras. El objetivo era construir un dispositivo que
convirtiera un movimiento lineal del pistéon en el movimiento circular de
una rueda (ver figura 1.2). Uno de esos intentos fue el descubrimiento de
James Watt que ahora se conoce como ”Paralelogramo de Watt”, creado
para resolver el problema de unir el pistén de su maquina de vapor con un
punto de un volante, de forma que la rotacién del volante hiciese mover el
pistén en linea recta.
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Figura 1.2: Mecanismo de Watt

La solucién de Watt es sélo aproximada, y pese a los esfuerzos de muchos
matematicos de ese tiempo, el problema de construir un mecanismo articu-
lado que hiciera mover un punto precisamente en linea recta, permanecio sin
resolver durante un buen tiempo.

Los instrumentos de dibujo han sido considerados en los tratados de la
geometria desde tiempos de Euclides cuyos primeros postulados implicita-
mente definen el tipo de instrumentos que se permiten en las construcciones
geométricas. Otros instrumentos de dibujo (y curvas) ademés de la regla y el
compés fueron conocidos en la época de Euclides, sin que fueran aceptados co-
mo herramientas tedricas (e.g. la concoide de Nicomedes). Estos instrumentos
se utilizaron principalmente para resolver los problemas practicos. Por ejem-
plo, por medio de la concoide es posible encontrar las medias proporcionales
de dos longitudes dadas y entonces, construir un cubo que esta en una pro-
porcion dada a otro cubo. Esto se usé para determinar un conjunto de pesas
que permitieran lanzar los proyectiles de la catapulta a la distancia deseada.
En la época clésica, las curvas se estudiaron en forma especifica; cada una por
si misma. Se obtenian por medio de la generacién puntual o haciendo su trazo
a través de un mecanismo. Esta situacion permanecio asi hasta el siglo X VII,
cuando el grupo de curvas crecié inmensamente y se agregaron nuevo méto-
dos de generacién y descripcion. Descartes, como la mayoria de los cientificos
de su época, se involucré profundamente en el estudio de mecanismos con
propositos practicos o teodricos. La meta de Descartes estaba relacionada con
los fundamentos de la geometria: si una curva (e.g. una cénica o una con-
coide) se va a aceptar como una herramienta para resolver los problemas
geométricos, se debe estar seguro que bajo ciertas condiciones, los puntos de
interseccién de dos tales curvas existen. La generacion puntual no fue sufi-



ciente y se tuvo que recurrir a la idea del continuo. En el siglo XVII y XVIII
se escribieron innumerables tratados sobre Geometria Organica; Newton, y
van Shooten, entre otros). Es por esta época que surge el concepto de curva
algebraica. En el estudio de esta geometria organica se encuentran las raices
de algunos conceptos basicos de la geometria moderna:

1) el concepto de sistema de coordenadas,

2) el concepto de funcién,

3) el concepto de parametrizacién de curva algebraica.

Hacia el siglo XIX se genera un nuevo punto de vista. En lugar de estudiar
en forma individual a los instrumentos de trazo se inicia una teoria general de
ellos y en especial de los mecanismos articulados. Dos preguntas importantes
surgieron:

1) ;Qué tipo de curvas se pueden dibujar con un sistema articulado de n
barras.

Una breve respuesta a esta pregunta seria la siguiente:

Todo sistema articulado con un grado de libertad que realice en el plano
el trazo de una curva que no sea una circunferencia, tiene necesariamente
al menos 2 puntos fijos, que precisan la orientacion del aparato en el plano
del dibujo; tomaremos como centro de coordenadas uno de esos puntos O, el
segundo A, serd tomado como punto de abscisa +1 sobre el eje de las X; el
eje OY es perpendicular a OX; y escojamos como parametro independiente,
para caracterizar cada configuracion del sistema, un angulo 6.

El punto trazador considerado M, unido a una de las varillas describe una
curva (T) cuya ecuacién es la relacién entre la abscisa OH = 7 y la ordenada
HM = y. Donde H es la proyeccién del punto M sobre la curva al eje X y
entonces la coordenada X es OH y la coordenada Y es HM.

las relaciones entre x,y,0 se obtienen por resoluciones de tridngulos, rela-
ciones donde intervienen algebraicamente las longitudes de las varillas x e
y y las razones trigonométricas de 6. Despues de la eliminacion de 6 se ob-
tiene una relacién f(z,y) = 0, algebraica en x e y, donde los coeficientes del
polinomio f son funciones algebraicas de las longitudes de las varillas.

Asi el aparato sélo traza curvas algebraicas. El hecho de que disponemos
para construir el instrumento, de un nimero de varillas tan grande como se
quiera no excluye a priori la posibilidad de que no se puedan trazar mas que
una clase particular de curvas algebraicas.

2) Dicho de otra forma jtoda curva algebraica se puede trazar con un
mecanismo articulado?.

En esta direccién, en 1876 A.B. Kempe en [1], demostré que toda curva
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algebraica se puede trazar (localmente) con un mecanismo articulado. De
hecho, dada una curva algebraica Kempe da un algoritmo para disenar el
mecanismo articulado que la traza.

Lo anterior daria respuesta a la pregunta ;Que mecanismo articulado
dibuja una curva dada? y entonces quedaria por responder la cuestion de la
unicidad de dicho mecanismo

Actualmente, las preguntas (1) y (2) se han convertido en el problema de
lograr que un robot trace una trayectoria deseada y el estudio de los mecan-
ismos articulados abstractos y su construccion en el estudio de variedades
algebraicas e inmersion de subvariedades en espacios euclidianos.

En este trabajo, revisamos la demostracién del teorema de Kempe en el
capitulo 3, en el capitulo 4, a partir del algoritmo de Kempe mostramos como
podemos construir un mecanismo articulado de un niimero n de barras, en el
capitulo 5, Utilizamos el algoritmo de Kempe para construir virtualmente un
mecanismo que trace una linea recta y un mecanismo que trace una parabola.
En el capitulo 6, revisaremos algunas fallas en la demostracién del teorema
de Kempe y sus posibles correcciones, y en el capitulo 7, comparamos la
construccién de Kempe y otros mecanismos. En el capitulo 8, trabajamos
con los mecanismos articulados de 2 barras algunas de sus caracteristicas y
hacemos un breve analisis matemaético de los mecanismos articulados de 3
barras, y en el capitulo 9 concluimos con un analisis mas abstracto de los
mecanismos articulados.



Capitulo 2

Antecedentes

En éste capitulo nos enfocamos en una pequena parte histérica de los

mecanismos articulados; es decir, jcomo surgieron?, jcuales fueron los prob-
lemas que motivaron su diseno? y su uso para resolver problemas matematicos
de la antiguedad.
Los Griegos fueron los primeros en utilizar la regla y el compéas como in-
strumentos de trazo en las construcciones geométricas, aunque fueron rapi-
damente detenidos por problemas de construcciéon como son la triseccion del
angulo (dado un dngulo dividirlo en tres partes iguales) y la duplicacién del
cubo (construir un cubo de dos veces el volumen de un cubo dado). Ellos no
eran capaces de resolver estos problemas con estos aparatos. Para abordar
estos problemas, los giegos construyeron nuevos instrumentos. Algunos pen-
saron que Platén habia inventado algunos de ellos; sin embargo Platon culpa
a algunos de sus discipulos (Menecmo, Eudoxo,...) por usar estos instrumen-
tos alterando la pureza de la geometria; esta postura es mas coherente con
la teoria de Platén. Uno de los que trabajo en la duplicaciéon del cubo y la
triseccion del angulo fué Nicomedes utilizando una especie de regla de su
propia invencién (ver figura 2.1).

11
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Figura 2.1: Regla de Nicomedes
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Triplicar un angulo con regla y compas es posible, veamos, sea XOY
un angulo ahora tomemos un punto B arbritario sobre OY y tracemos una
circunferencia de centro B y que pase por O, a la interseccién de esta circun-
ferencia con OX llamemosla A. A su vez, tomamos A de centro y con radio
AB trazamos un circulo que intersecta a OY en C, la semirecta AZ es tal que

su angulo es 3X0Y (ver figura 2.2)
Z

X 1

,,,,,

Figura 2.2: Triplicancion del angulo
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Inversamente si el angulo X AZ esta dado debe tomarse arbitrariamente
C sobre AZ y se determina CO, donde el punto O esta sobre la prolongacion
de AX. Sea D el punto de interseccion distinto de O de la recta OY con el
primer circulo trazado; D esta sobre la perpendicular AX" a AX y la recta
OY que pasa por C esta determinada por la igualdad DO=2CA; la longitud
DO es por tanto conocida.

El problema: dados un dngulo recto X AX', una longitud d y un punto C,
construir una recta que pase por C tal que |OD| = d donde D y O son las
intersecciones con AX' y con AX respectivamente.

A veces se le da el nombre del problema de Pappus. Viete lo menciona
como fundamental para la subdivisiéon de dngulos.

Nicomedes empleé una regla con 2 puntos de referencia w y 6 a una
distancia OD = d dicha regla tenia una ranura, el eje de la regla es la recta
que une w con § (ver figura 2.3).En la ranura se desplazara libremente un
punto fijo C del plano. Cuando se mueve la regla, de modo que el punto
este sobre AX’, el punto w describe una curva cuya interseccién con el eje
AX es el punto O buscado.

/
/
/ /
/
/
/

Figura 2.3: Regla de Nicomedes para trisectar el angulo

Para demostrar lo anterior tenemos que:
Sea OD tal que OD = d = 2C A tenemos que dado el angulo X AC,
MA=AC ya que el tridngulo AAMC' es iséceles por ser OD = 2C'A por
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lo tanto C/’J\-/[TLX ACM se tiene tambien que m + M/\AC + OAM =

MAC + 2AMC. Por tanto XAC + OAM = 2AMC si AMC_= 20AM

entonces QAMC' A0AM M por lo tanto de 2AMC XAC + OAM se tiene

que A0AM = XAC + OAM V[ por tanto SOAM XAC. Al Al ser 1soceles el

triangulo AOAM entonces OAM = AOM OM y por lo ta lo tanto 3A0M = X AC
Por lo tanto basta comprobar que AMC C — 20AM.

Se tiene que OMA+AMC = 20AM+OMA por lo tanto AMC = 20AM
La solucién de Nicomedes es elegante y simple, la curva auxiliar se llama
la concoide de la recta AX’ con polo C y médulo dw=d. Tomando C como
origen de un sistema de coordenadas con ejes paralelos a AX y a AX' en este
sistema de coordenadas la ecuacion de la recta AX esx =do p = Co‘i 5 Y por
lo tanto la concoide de médulo m tiene de ecuacién en coordenadas polares

d
cos

p g
o en coordenadas cartesianas
(2> +y*)(z — d)* —m?2* =0

Se trata de una curva de grado 4 donde C es un punto doble tangente,
un punto no suave (cuspide) o un punto suave segun si d es mayor, igual
6 inferior a m. La curva entera esta constituida por dos ramas, la superior y
otra inferior respectivamente cuya ecuacién en polares es:

— d _
cos

que se determina invirtiendo los roles de los puntos w y ¢. Estas dos ramas
pueden ser utilizadas para resolver el problema de Pappus.

Los Griegos observaron que la duplicacion del cubo era equivalente a
encontrar la interseccién de la hipérbola xy = 2(? con la pardbola 22 = ly
ya que la solucién a estas ecuaciones estd dada por 2® = 2% Por otra parte
este punto de interseccion esta ligado al problema de construir las medias
proporcionales de dos numeros dados a y b. Recordemos que las medias
proporcionales de los niimeros a y b son dos ntimeros x,y, tales que

a Ty
r y b

De aqui se obtienen las igualdades zy = ab, 2? = ay, las cuales se convierten

en las igualdades 2% = ly y 2® = 203
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Mostraremos ahora como estas dos ramas de la concoide de Nicomedes
pueden resolver el problema de la duplicacién del cubo.

Sean AB y BC dos segmentos perpendiculares dados (ver figura 2.4),
completamos el paralelogramo ABCL.

Figura 2.4: Construcciéon para hallar las medias proporcionales de dos
numeros dados

Sean D y E los puntos medios de ABy BC respectivamente. Trazamos una
recta que pasa por L y D cortando a la prolongacién de BC en G. Dibujamos
la perpendicular a BC por E, y sobre ella se elige el punto F, tal que CF=AD.
Se traza el segmento GF, y la paralela a él por C. Del haz de rectas que pasa
por F| se elige aquella que determine con las rectas BC y la paralela a GF
por C, un segmento de longitud igual a AD. Sea esta segmento HK=AD=CF
(es decir la concoide de polo F, como directriz la paralela a GF por C, y la
distancia AD)(ver figura 2.5)
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\%L

D

Figura 2.5: La concoide es usada para hallar medias proporcionales de dos
numeros dados

La recta que pasa por K y L corta a AB en el punto M.

Demostraremos a continuacion que AM y CK son las medias propor-
cionales buscadas.

De la figura se observa que

(BK)(CK) = (EK + EC)(EK — EC) = EK? — EC? y que
(MA)Y(MB)= (MD + AD)(MD — AD) = MD?* — AD?.

Por otra parte, por semejanza de los triangulos AMAL y ALCK se tiene:

MA ML BC
AB LK CK

Y teniendo en cuenta que AB =2AD y GC = 2BC, obtendremos

MA_BC:>2MA_ZBO
AB CK AB  OCK

esto es: JX—; = g—g y por semejanza de los triangulos AGFK y ACHK

se tiene que % = % de donde ]X—S = % Pero HK = AD implica que
FH = MA, y por tanto, FH+HK=MA+AD, es decir MD=FK.
De (MA)(MB) = (MD + AD)(MD — AD) = MD? — AD? se deduce

que MD* = (MA)(MB) + AD?, y de la figura FK*> = EK? + EF? =
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FEK?+ (CF? — EC?) = (BK)(CK) + AD?. Como M D = FK resulta que
MD?— AD? = (BK)(CK) y por tanto (BK)(CK) = (M A)(MB), de donde

CK MB LC AB AM
AM BK C(CK CK BC

y, por lo tanto
AB CK AM

CK AM  BC
Con lo que demostramos que CK y AM son las medias proporcionales bus-
cadas.

En 1619, Descartes inventa un trisector que consiste simplemente de 4
barras largas que giran alrededor de un vértice O y de 4 barras més pequenas
de la misma longitud; éstas se unen para formar una estructura como en la
figura 2.6. Los puntos A,B,C, y D equidistan del vértice O y permiten el giro
de las barras pequenas. Los vertices F' y G, corren a lo largo de sus respectivas
barras. Para trisecar un angulo «, basta colocar los brazos OA y OD sobre
sus lados. Cada uno de los angulos AOB, BOC, COD es un tercio de «

(]

Figura 2.6: Trisector de Descartes

Diocles (entre 250 y 100 a.c.) utiliz6 la curva conocida como Cisoide,
para encontrar la media proporcional de dos numeros (longitudes). Dado
un punto X en el circulo S, tomemos la recta L tangente a S por el punto
diametralmente opuesto B. Sea R un punto de L; el segmento XR corta al
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circulo S en un punto Q. La Cisoide se define como el lugar geométrico de los
puntos P € XR, tal que | XP |=| QR |, cuando R varia sobre L (ver figura

2.7)

Q R

P
X B
S L

Figura 2.7: Cisoide de Diocles

Veamos ahora la relacion de esta curva Cisoide con la solucion del sistema
de igualdades ¢ = = = Z. Consideremos el rectdngulo OABC con lados

OA=ay OB=Db (ver figura 2.8).

4 H Y
Q
A b
£+a C
X\ *0 B

Figura 2.8: Cisoide de Diocles

Sea X el punto sobre BO tal que |OX| = z. En BC se toma el punto Y
tal que |[C'Y| = y. Los puntos X, A y Y estdn alineados dado que ¢ = ¥,

Sea Z el cuarto vértice del rectangulo con lados XB y BY. Como % = ﬁ, los

angulos ZAH = AXO son iguales. De lo que se sigue que el dngulo 7AX
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es recto. Sea S el circulo con didmetro XB y Q el punto de interseccién de
XY con S. Claramente, el angulo )TQ\B es recto; por lo tanto los triangulos
AY QB y AZAX son congruentes. Asi | X A| = |QY| y entonces A estd sobre
la Cisoide de Diocles.

Cuadratura del circulo

Dinostrato Utilizé la cuadratriz (una curva inventada por el sofista Hip-
pias para la divisién del dngulo) para resolver el problema de la cuadratura
del circulo. Hipias descubrio esta curva, pero que mas tarde fue Dinostrato
el primero en usarla para encontrar un area igual a un determinado circulo.
La cuadratriz permite poner en relacién un circulo con ciertos segmentos de
recta.

Generacion de la cuadratriz.

Supongamos inscrito en el cuadrado C ABF un arco de circunferencia C B
con centro A (ver figura 2.9).

Figura 2.9: Cuadratriz de Dinostrato

Sea D un punto que parte de C y se desplaza por el arco C'B a velocidad
uniforme. Sea E un punto que parte de C en el mismo momento que D y se
desplaza por el segmento CA a velocidad uniforme y de forma que el tiempo
en que E recorre CA es el mismo que el tiempo en que D recorre el arco CB.
Entonces, en cada instante, la longitud del segmento EA es a la longitud del

segmento CA como la longitud del arco DB es a la longitud del arco C'B
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lo que expresamos con la notacién

EFEA DB

CA OB
El punto H, en que se cortan la perpendicular a AC por D y la recta AD,
describe la curva llamada cuadratriz. Si primero se concibid la cuadratriz
para dividir angulos, quiza fue una sorpresa descubrir que también resolvia el
problema de la cuadratura del circulo. Para ello no hace falta la cuadratriz,
sino solo el punto I de interseccién de la cuadratriz con la base AB. Ese
punto I no se produce como interseccién de las rectas AD y EG en la primera
figura, porque esas rectas coinciden cuando llegan a I, y por tanto tenemos
que definirlo como el punto limite al que tienden los puntos de la cuadratriz
cuando AD y EG se acercan a AB.

La propiedad del punto I que permite rectificar la circunferencia y cuadrar

el circulo es que €8 = 48

B = 47 0, dicho en palabras, la longitud del arco CB es
a la longitud del segmento AB como la longitud del segmento AB es a la

longitud del segmento Al

R

0

X
=]
w

Figura 2.10: Construccion para cuadrar el circulo

Ello implica que si R es la interseccién de la paralela a CI que pasa por
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B con la prolongacién de AC, la longitud AR es igual a la longitud del arco

CB (porque 4% = AB)(ver figura 2.10).

Entonces, puesto que el area de un sector circular es la mitad de la lon-
gitud del arco por el radio, si S es el punto medio de AR, el area del sector
circular ACB es igual al area del rectangulo SABT. Por tanto el area del
circulo es 4 veces el area de ese rectangulo. Y como podemos construir un
cuadrado con area igual a un rectangulo dado, podemos cuadrar el circulo
con regla y compas si nos dan el punto I de la cuadratriz en el segmento AB.

Existen desde luego otros instrumentos que crearon los griegos para re-
solver problemas geométricos, no es la intenciéon de éste trabajo mostrar
toda esa diversidad de instrumentos, sino s6lo mostrar como es que a partir
de ciertos cuestionamientos geométricos comenzo a surgir la creacion de in-
strumentos de dibujo y trazo, de los cuales se dio pie a la invencion de los
mecanismos articulados



Capitulo 3

Teorema de Kempe

En este capitulo explicamos cémo expresar polinomios y por ende cur-
vas algebraicas por medio de expresiones trigonométricas. Por medio de
una algebra trigonométrica reduciremos todos los términos de una expresion
polinémica a una cierta forma canodnica simple. En particular, encontramos
la forma de cancelar expresiones arbitrarias de cualquier variable usando
mecanismos articulados unidos solamente a dos puntos, el origen y cualquier
unidad escogida que represente el eje X. Esto conduce directamente a una
prueba constructiva para el Teorema de Kempe, el cual establece que para
cada parte finita de una curva algebraica plana hay un mecanismo articula-
do que traslada un movimiento a lo largo de la curva hacia un movimiento
en segmento de linea recta. En consecuencia existe una serie de sistemas es-
labonados que delinean cualquier curva algebraica dada en cualquier region
del plano.

Teorema 1. (Teorema de Kempe). Sea f € R[z,y] un polinomio que define
una curva algebraica C = {(z,y) € R* | f(z,y) = 0}, y sea D un disco
cerrado en el plano. Entonces existe un sistema articulado que traslada un
movimiento finito de un punto S a lo largo de un segmento de linea recta a
un movimiento de un punto P a lo largo de C' N D y viceversa

Daremos un esbozo de la demostracion

Demostracion. Sea

0<i+j<n

23
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una curva algebraica de grado d, la cual sera recorrida por un punto P
que es el vértice de un paralelogramo

Construiremos un paralelogramo de tal manera que OA y OB tienen
longitudes n y m y forman dngulos 6 , ¢ con el eje X, respectivamente (ver
figura 3.1). El punto P esta sobre la curva.

A 5
[ J
[
m |
B |
Y

[
n [
[
[
—————— -4
S] A '

I E
[
¢ >

o
X

Figura 3.1: Esquema de la construccion de Kempe

Las coordenadas de P estan dadas de la siguiente manera

T = mcos g + ncosf
Yy = msen e + nsen

La suma de los términos adquiere la forma

flz,y) = Z a; ;(mcos p + ncos ) (msen p + nsen §)’
0<itj<d

Usando la identidad -
senf = cos(f — 5)

Obtenemos

flx,y) = Z a;.;(m cos p + ncos )" (m cos(¢ — g) + ncos(f — g))]

0<i+j<d
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Por el teorema del binomio de Newton

(mcosp +ncosh) = i ( li > m*n=" cos® p cos’ ¥ 0)
k=0
J
(m cos(go—g)—i-n cos(@—g))j = ; cinCjum Tl cosk o cosi R 0 cosl(go—g) cosj_l(é—g)
Substituyendo se obtiene

i J
flz,y) = Z ai,j(z cixmFn ™" cos” p cos'F 0)(2 cjimin?™ cosl(gp—g) cos’ (0 —

0<i+j<d k=0 1=0

)

i
o . T - T
= g a; E g cinCim™ = cogk o cos’ k@cosl(¢—§)cosj l(9—§)

0<i+j<d k=0 I=0
Gao en [2] senala que usando las identidades

n

cos™ ) — 2% 3 ( i ) cos((n — 2Kk)0)

k=0

1
cos B cos p = 5[005(9 + ¢) + cos(0 — )]

Obtenemos

= Z Z (as cos(sp + th) + by cos(sp + t0 — z))

2
0<s<d —d<t<d

Haciendo c el valor de esta expresion para s=t=0 obtenemos finalmente

E /0

f(‘rv y) =c+ (as,t COS(S(,O + t@) + bs,t COS(S(p + to — —))

Gt ’
s,t 0,0

Donde a4, by, c son constantes, podemos simplicar de la siguiente manera

as,¢ COS(sp + 10) + by ¢ cos(sp + tp — g) = /a2, + b2, cos(sp + 0 — 1hsy)
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Donde 15, es un angulo que satisface

cos(ie) = — =
as,t + bs,t
b
sen (s ) -
ag,t + bs,t

Al aplicarlo a tenemos

flay)=c+ > (degcos(sp + 160 — tsy))

0<s<d,—d<t<d
(s,t)#(0,0)

Donde ds¢, %5+, c € R
O

Después de todas estas transformaciones, conseguimos otra version de la
ecuaciéon de la curva algebraica que depende de m,n, 6, ¢ en lugar de x,y.

Uno puede representar un angulo 6 por un par de barras con un vértice
comun O.

Siguiendo a Kempe, construimos aparatos para manipular los angulos de
modo que se puedan obtener todos los dngulos cos(sg + t0 — 1, ;. Para esto,
necesitamos mecanismos para multiplicar angulos negativos ( El reversor de
Kempe), sumar angulos (El aditor de Kempe ), o una combinacién de dos
reversores.

Lema 1. (El Reversor) Sea AOC un dngulo dado. Vamos a construir el
mecanismo tal que AOE=2A0C

Demostracion. Sea OABC el mecanismo un contraparalelogramo, con OA=BC
y BA=0OC y tomamos OE tercera proporcional de OA y OC y tenemos que
% = 8—g y agregamos los brazos OE=CD y DE=0C
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Figura 3.2: Reversor de Kempe

En la figura 3.2 OCDE es un contraparalelogramo similar a OABC ya que
tienen lados proporcionales y un angulo comin ZOC B AOC es igual al angu-
lo COE. por lo tanto, si OA hace cualquier angulo con OC, OE haré el mismo
angulo con OC en el otro lado de la misma. En efecto AOFE = AOC+COFE =
2A0C. Si el dangulo dado es AOE, el mecanismo determina la bisectriz OC

., OA _ 1
en la relacién de oC = 3 ]

Lema 2. El Multiplicador (divisor). Sea AOC un dngulo dado vamos a con-
truir un mecanismo tal que el dngulo AOZ=nAOC

Demostracion. En el mecanismo del 1, Si OC forma un angulo 6 con OAOE
formamos un angulo 260. Ahora, si agregamos 2 brazos OG y EF en el mecan-
ismo ACDE de la misma manera com agragamos brazos OE y ED en el
mecanismo OABC (ver figura 3.3), vamos a obtener el mecanismo OG for-
mando un angulo 30 con OA y continuando la construcciéon vamos a obtener
el mecanismo OZ formando un angulo 76 con OA donde N es un entero.
Si el angulo dado es AOG, este mecanismo resuelve el problema clasico de
trisectar el angulo. O]
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B

Figura 3.3: Multiplicador de Kempe

Lema 3. El sumador de dngulos

+0

85
w

X A

Figura 3.4: Sumador de angulos
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Figura 3.5: Sumador de dngulos

Demostracion. La construccion del sumador de 2 angulos 6, y 6, consiste de
5 links unidos en un punto X, Donde ZAXC = « y reflejamos con respecto
a la recta C para obtener A'(ver figura 3.4).

Analogamente ZBXC' = [ y reflejamos con respecto a la recta C para
obtener B’. Por lo que 6; = a — 3y 3 = a+ 3 en consecuencia 0 + 6, = 2.
La refleccion con respecto a una recta. En este caso se requieren 2 reflexiones,
por lo tanto debemos usar 2 multiplicadores unidos (ver figura 3.5) O

El Transladador (Sumador de Vectores). El mecanismo esta dado por
un par de transladadores (ver figura 3.6)

Figura 3.6: Transladador

El Inversor de Peaucellier. EL inversor consta de 6 barras (OA =
OB,CA = AD = DB = BC = (). En esta situacién, los puntos C y D son
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los correspondientes a una inversion circular con polo O y radio r tal que
r? = a? — ¢®. Donde C se mueve en un circulo que pasa por O (con radio d y
centro el punto fijo E), el punto D (imagen de C bajo la inversién) describe
una linea recta (ver figura 3.7).

Figura 3.7: Inversor de Peaucellier

los lemas completan la prueba del teorema de Kempe. Sin embargo, en
lugar de un mecanismo, el teorema da un algoritmo para construir un mecan-
ismo (virtual) que depende de la ecuacion de la curva. Kempe como él mismo
dice: Es casi innecesario anadir que este método no seria 1til dada la comple-
jidad de mecanismo empleada, una consecuencia necesaria de la generalidad
de la perfecta demostracion. El método, sin embargo, demuestra que hay una
manera de extraer cualquier caso, y la variedad de métodos de expresar la
funcién particular que ya se han descubierto hace en el mayor grado posible
que en cada caso un método simple se puede encontrar. Todavia queda, por
tanto, un amplio campo abierto a la matematica para descubrir el mas simple
mecanismo particular, para describir las curvas (1876).

Ahora regresando un poco a la ecuacién de Kempe

o(z,y) =c+ Z Cicos(rioc+ 8,8 + 0;)
donde C y C; son constantes, 7; y s; son enteros y ¢; € [0, £7].
Por ejemplo la ecuacién zy? al reducirla a la expresiénn de Kempe nos

queda

1
Z[a?’ cos a + 2ab® cos a — a® cos(3a) + ab® cos(a — 23) + a*bcos(2a — f3)
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+2a%bcos 3+ b? cos 3 — b cos(33) — 3ab® cos(2a + ) — 3ab® cos(a + 23)]

Para cada término de la suma en la ecuacién se realiza un brazo de lon-
gitud ¢;, en un angulo adecuado. Asi pues, el problema se reduce a la con-
struccion de un angulo de la forma r;a + s;68 + 9; de a y 3

Kempe demuestra que dicha construccion se puede lograr con tres mecan-
ismos: Un transladador para transladar un movimiento, un sumador para
sumar o restar dos angulos, y un multiplicador para multiplicar un angulo
por un numero entero positivo. La esencia del transladador es como la accién
de un pantégrafo. Hay que tener en cuenta que mientras que un multiplicador
natural podria ser ejecutado mediante una coleccién de sumadores, de hecho,
la construccion de un sumador usa un multiplicador, y por lo tanto, ambos
son necesarios. Por lo tanto, se pueden usar estos complementos en orden in-
verso. Lo que haremos en el siguiente capitulo es comparar el mecanismo de
Kempe para trazar una linea recta con el mecanismo de Hart y el mecanismo
de Peaucellier.



Capitulo 4

Construccion de Mecanismos
aplicando el Teorema de Kempe

En este capitulo vamos a ver como construir un mecanismo articulado a
partir del teorema de Kempe. La demostracién del teorema de Kempe nos
dio como resultado la siguiente ecuacién:

flx,y) =c+ Z (dsscos(sp +t0 + s4))

0<s+t<d
(s,0)7#(0,0)

Ahora a partir de esta expresion vamos a ver que para cada término d; ¢ cos(sg+
t0 + 1s:) en la ecuacion construimos un link de la siguiente manera 1.-
Sea O el origen de un sistema de coordenadas cartesianas y sean Ap, By
¢ {O, P} los puntos finales del paralelogramo OA; PB; tal que ZXOA; = ¢
y ZXOB; =0 (ver figura 4.1).

33
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P

Figura 4.1: Esquema del paralelogramo

2.-Para todos los enteros s,t < d que ocurren en la ecuacion, utilizamos
un multiplicador de angulos para las barras OA; y OB construimos los
links OA;, s = 2,...,s y OB;, j = 2,...,t que satisfacen ZXOA; = sp y
£ZXOB; = tf (ver figura 4.2)

Figura 4.2: Esquema de suma de angulos

3.-Vamos a necesitar un aditor de angulos para construir los links OCj
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para A, v B; que satisfacen
£XO0Csy = LXOA; + ZXOB; = sp + t0

(ver figura 4.3)

Figura 4.3: Esquema del aditor

4.- De la misma manera usaremos un aditor de angulos en OCy; y el eje Y
para generar los puntos Dy con ZXOD,; = /XOC,;—ZXOY = sp+th—7

5.-Para todo coeficiente as; y bs; en , usaremos barras OE,; o OF; con
las correspondientes escalas de longitud OCs; o OD;; tal que |OE;;| = ay,
LXOE ;= sp+t0y |OF, 4| = bsy, ZXOF,; = sp+t0 — %

6.-finalmente, representamos geométricamente la suma por medio de una
cadena de trasladadores (ver figura 4.4).

Figura 4.4: Esquema del transladador

Con estos mecanismos construimos los términos ra + sf



Capitulo 5

Mecanismo de Kempe para
trazar una linea recta

En este capitulo mostraremos como dada la ecuacion de una curva alge-
braica podemos construir el mecanismo articulado que la traza.

El primer problema que se presenta en la busqueda de las curvas que se
pueden construir es claramente el de trazar una recta.

La direccién rectilinea de un punto fue primero realizada en forma aprox-
imada; como la que aporté el paralelogramo de Watt (ver figura 5.1)que es
una solucion mas satisfactoria del punto de vista de la construccion de las
maquinas que una solucion rigurosa que necesitaria un aparato menos mane-
jable o menos preciso; pero sélo nos interesa aqui la solucion técnica y no la
complejidad méas o menos grande del aparato.

Figura 5.1: Mecanismo de Watt
La posibilidad de la direccion rectilinea exacta de un punto por un sistema
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articulado fue cuestionada a mediados del siglo XIX; como los aparatos no

permiten alcanzar mas que puntos a distancia finita, a través de movimientos

de revolucion o de oscilacion, era creible que sélo se pudieran trazar 6valos.
Supongamos que tenemos la curva

flx,y) =ax+by+c=0

donde
x =mncosf +ncosp

y=nsenf +nsengp

Figura 5.2: Esquema de la construccion de Kempe para trazar una linea recta

Sustituimos y nos queda

f=a(ncosf+ncosp)+bnsend +nsenp) + C
= nla(cos @ 4 cos ) + b(sen § +sen )| + C'

=n[Va?+ bQ\/%W(COSQ—FCOSQp) +Va?+ bQ\/%W(seHH—ksencp)] +C
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=nva?+b?| (cos@ + cosp) + (senf +senp)| + C

a b

= nva? + b2[cos ¢p(cos  + cos ) + sen ¢(sen b + sen )| + C

Donde el angulo ¢ satisface

a

COSp = ——
¢ Vva? +b?

sen ¢ = b

= nva? + b?[cos ¢ cos O + cos ¢ cos ¢ + sen ¢ sen f + sen ¢ sen | + C

=nva? + b?[cos(d — ¢) + cos(p — @) + C

Para generar la linea f(z,y) = 0 la suma de los lados del paralelogramo
2n deben satisfacer

]

2v/a? + b2

Para la simulacién del mecanismo en un software de geometria (Geome-
ter s Sketchpad, Geogebra, Cabri o Geolab)

1.-Construimos una linea LM paralela al eje Y a una distancia C del eje

n >

Y

2.-Construimos un punto F libre sobre LM

3.-Construimos el paralelogramo OGFH tal que OG = GF = FH =
HO =nva?+ b?

4.-Construimos OJ y Ol tal que ZGOJ = ¢,0J =n, ZHOI = ¢,0I =n

5.-Construimos el paralelogramo PJOI, donde F se mueve en LM entre
(—C, /4n2(a? + b2) — 2), (—C, —/4n%(a® + b?) — c?)(ver figura 5.2)
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AY L

M

Figura 5.3: Esquema de la construccién de Kempe para trazar una linea recta

Ahora vamos a un ejemplo méas concreto para

fley) =2 —y—2=0

en la ecuacion general

nva? + b?[cos(0 — ¢) + cos(p — @) + C

Como n > % =>n > \/Li por lo tanto podemos tomar n = 1 por otro

— L1 Y
lado cos ¢ = ﬁ:>?— 1
y nuestra ecuacion se reduce a

cos(0 + %) + cos(p + %) —V2=0

Para la simulacion por ejemplo en el Geometra procedemos asi:

1.-Construimos una linea LM a una distancia c=2

2.- Cosntruimos el paralelogramos OGFH tal que OG = GF = FH =
HO =+/2

3.-Construimos OJ,0I tal que ZGOJ = § = ZHOI y tal que |OJ| =1 =
|01

4.-Construimos el paralelogramo PJOI donde F se mueve por (2, 2), (—2, —2)
(ver figura 5.4)



41

Figura 5.4: Construccién de Kempe para trazar una linea recta

Vamos ahora a ver como se trabaja la construcciéon de un mecanismo para
una curva de grado mayor, por ejemplo la hipérbola

fla,y) =2 —y*

x =kcosa+ kcos[3
y=ksena + ksen 3

hacemos el cambio de coordenadas y nos queda
(kcosa + kcos 3)* — (ksena + ksen 8)* =1

k*4-cos? a+-k? cos® B+2k? cos a cos f—[k? sen? a+k? sen? 3+2k* sen asen §] = 1

k?[cos® o + cos 3% + 2 cos avcos B — (sen® a + sen? 3 + 2sen asen )] = 1
1

EZO

cos(2a) 4 cos(203) + 2 cos(a + ) —

Para construir el linkage requerimos
OL1 de norma 1 y tal que ZXOL1 = 2« para representar el término
Cos(2a)
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OL2 de norma 1 y tal que ZXOL2 = 23 para representar el término
Cos(2p)

OL3 de norma 2 y tal que ZXOL3 = a + § para representar el término
2Cos(a + f3)

Y el mecanismo es OL1+0L24+0L3

44

JOL1 +0L2+0L3

e
21T ‘.
{oL3
oLz | /B
* |ouf P
L) B T A T T

Figura 5.5: Construcciéon de Kempe para trazar una hipérbola

Para generar la parabola f(z,y) = 22 — y

x =mncost +ncosp

y=mnsenf +nsenyp

f(z,y) = (ncos® + ncosp)? — (nsenf + nsen )

= n?cos? 0 + n? cos? p + 2n? cos f cos ¢ — nsen f — nsen @

= n?cos? 0 + n? cos? ¢ + 2n? cos 0 cos ¢ + nsen(—0) + nsen(—¢)

Usando que

sen a = cos(a — %) obtenemos sen(—a) = cos(—a — §) = cos(—(a + %))

Por lo tanto sen(—a) = cos(a + 7) asi que

n? cos? 0 + n? cos? ¢ + 2n? cos 0 cos ¢ + nsen(—0) + nsen(—¢)

= n?cos® 0 + n? cos® p + 2n* cos § cos  + ncos(d + ) + ncos(p + %)

Usando la identidad 2n? cos @ cos ¢ = 2n?[3[cos(0 + ¢) + cos(0 — ¢)]]

Obtenemos

n*cos® 0 + n? cos® ¢ + 2n? cos 0 cos p + ncos(d + 5) + ncos(p + )

= n?cos® 0 + n?cos® p + n*cos(0 + ) + n*cos(d — ) + ncos(d + %) +
ncos(p + %)
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Usando la identidad n?cos? 6 = [2cos? — 1 + 1] = % cos(20) + =
Obtenemos

n? cos? 04n? cos® p+n? cos(0+p)+n? cos(0—p)+n cos(0+5 )+n cos(p+3)

= % cos(20) + T + % cos(2p) + 5 + n*cos(f + @) + 1 cos(d — ) +
ncos(f + 5) +ncos(¢ + 3)

Simplificando

n(% cos(20) + 5 + 5 cos(2p) + § + ncos(f + ¢) + ncos(f — @) + cos(0 +
%)+ cos(p+ %))

Para construir el linkage asumimos que n=1
Link OH con ZHOA = 3

que representa el término ncos(f + 7)

Link OI con ZIOB = 3

que representa el término n cos(¢ + g)

Link OJ con ZJOA = ZAOC lo llamaremos J; y |0.J;| = 2

2

que representa el término % cos(20)

Link OK con ZKOB = ZBOC lo llamaremos K; y |OK;| = ng

que representa el término %2 cos(2¢p)
Link OL con ZLOB = ZAOC lo llamaremos L; y OL; = OC?
que representa el término n? cos(f + ¢)

Link OM con ZMOB = ZCOA lo llamaremos M; y OM, = OC?

que representa el término n? cos(f — ¢)
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Figura 5.6: Construcciéon de Kempe para trazar una parabola

Esta construccion fue realizada con el software Geoemter “s Sketchpad



Capitulo 6

Errores en la prueba de Kempe

En este capitulo mostramos algunos errores en la prueba de Kempe, asi
como algunas soluciones para reparar dichas fallas. Cuando Kempe utiliza en
su construccion un paralelogramo articulado, no toma en consideracién las
siguientes deformaciones del "mecanismo articulado”

@ ©
Degenerado

Figura 6.1: Deformaciones del paralelogramo no consideradas en la de-
mostracion de Kempe

Veamos, por ejemplo, como evitar el contraparalelogramo

Proposicion 1. . Para cualquier a,b > 0, el espacio de configuracion del
paralelogramo

S ={(A,B,C,D) € (R*)": |AB| = |CD| = a,|BC| = |AD| = b, AB||CD, BC||AD}

45
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es construible.

Demostracion. Para evitar el contraparalelogramo hacemos lo siguiente. Da-
da una configuracién L en S, construimos un nuevo vértice en el punto medio
M de AB y un nuevo vértice en el punto medio N de CD. A continuacién
anadimos una nueva barra MN de longitud |BC| y obtenemos una configu-
racién L'(Ver figura 6.2).

D N C
A M B

Figura 6.2: Paralelogramo con una barra agregada

Sea p la proyeccién que manda L en L'. Dado que S estd definido a traves
de un niimero finito de ecuaciones, entonces S es cerrado. Si p(Conf(L’)) = S
y se tiene que para cualquier subconjunto U del plano,

p(Conf(L)NU*=SOU*

y por lo tanto S es construible.

Ahora veremos que efectivamente p(Conf(L’)) = S

Dada la configuracién (A,B,C,D) en S la distancia entre los puntos medios
M de AB y N de CD es |BC/|. Claramente

P(A,B,C,D) = (A,B,C,D) € S

por lo que S C p(Conf(L")).

Ahora tomamos la configuraciéon ¢ = (A, B,C, D, M, N) que por defini-
cién satisface |AB| = |BC|, |AD| = |BC|y AB||DC, AD||CB y My N
puntos medios de AB y DC respectivamente. Notemos que

Py =(A,B,C,D)eS.
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Asi p(Conf(L7)) C S
En la siguiente configuracion de un contraparalelogramo (ver figura 6.3)

D

@

B

Figura 6.3: Configuracion del paralelogramo para el caso 1

CA+DB
2

Claramente se cumple = MN, donde estamos considerando que

|AB| =|CD| = |AD| = |CB|.
En el segundo caso (ver figura 6.4)

Figura 6.4: Configuracion del paralelogramo para el caso 2
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consideramos que |AB| = |CD| < |AD| = |CB| y mostraremos que
también se cumple que C‘A;i = MN.
Sea X en punto de intersecciéon de CD y AB (ver figura 6.5),

Figura 6.5: Configuracion del paralelogramo para el caso 2

tenemos entonces que

XC XN _ XC
AC  MN ~ XN
XD XN XD

DB~ MN ~ xn VN =DB

MN = AC

por lo tanto

XC XD XC XD XN—-CN+CN+ XN
AC+DB = ﬁMN+ﬁMN = MN(ﬁ+ﬁ) =MN N =
XN
MN(2—=)=2MN
(25%7)

Por lo tanto
CA+ DB

2
Si llamo Y a la interseccion de AD y BC entonces por desigualdad del triangu-
lo

=MN

2IMN| = |AC|+ |BD| < (JAY| + |YC|) + (|lBY |+ |[Y D]) =
(\AY! + ]YD|) + (\BY! + ]YC\) = ]AD] + ]BC] = 2|BC|
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por lo que [MN| < |BC]| lo cual es una contradiccién. Por lo que esta con-
figuracion solo se da en un contraparalelogramo degenerado.

En la siguiente configuracién de contraparalelogramo (ver figura 6.6) ten-
emos que

|AB| = |CD| > |AD| = |CB]

Figura 6.6: Configuracion del paralelogramo para el caso 3

Por lo que MN pueden coincidir y no se cumpliria CA*% = MN.

Con lo anterior mostramos que p(Conf(L’)) = S. O

Ahora trabajaremos con el contraparalelogramo (ver figura 6.7)
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D

(&4 11 A9

C

Figura 6.7: Contraparalelogramo

el cual se puede transformar en el siguiente paralelogramo (ver figura 6.8)

D

@

A B

Figura 6.8: Paralelogramo

Para arreglar esto

Proposicion 2. . Para cualquier a,b > 0, el espacio de configuracion del
contraparalelogramo
S={(A,B,C,D)e (R>)*:|AB| = |CD| = a,|BC| = AD| = b, AC||BD}
es construible.
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Demostracion. . Debido a que |AB| = a # |AD| = b solo hay una config-
uracion degenerada hasta un movimiento rigido. Sin pérdida de generalidad
supongamos que a > b. Tenemos el mecanismo L de la siguiente manera. Sea
K,L,M,N los vértices y puntos medios respectivamente de AB, BC, CD, DA y
agregando un vértice X conectado a Ky M por barras de longitud R; ya Ly
N por barras de longitud R, en donde R; y R satisfacen R3— R = 1(a*—b?)
(ver figura 6.9)

D
M
o= @ T BB
K
M
\ L
X
C

Figura 6.9: Contraparalelogramo con barras agregadas

Teniendo en cuenta que |AD| =10, |XD| = |XB|, |AB| =a
R+ (2)? = (XB)? por lo tanto R = (XB)* — (%)?
R + (%)? = (XB)? por lo tanto R} = (XB)? — (%)?

Nl Nic

Por lo que
R — Ri = (XB)* - (3)* = (XB)* - (5)°0) = ;(a* — V%)

Sea ABCD un no degenerado paralelogramo de configuracién L. Entonces
KLMN es un paralelogramo (ver figura 6.10)
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D M C
N (0] / \/
/ L
A& %
K B

Figura 6.10: Paralelogramo de configuracién L

Supongamos que X es un punto tal que XK=XM=R,; y tal que XL=XN=Rs,
entonces X debe estar en la mediatriz de KM y LN. Como KLMN es un par-
alelogramo estas mediatrices se intersectan en un punto O que es el centro del
paralelogramo KLMN. Tenemos que X # O porque R; > OK y Ry > OL
pues tanto Ry como R, se escogieron largas, por lo tanto no hay extension a
una configuracién L/

Ahora veremos que p(Conf(L')) D S. Para ello necesitamos unos resultados.

Lema 4. . Sea ABCD un contraparalelogramo posiblemente degenerado con
AB = CD > AD = BC y sea K,L.M,N los puntos medios de los lados
AB, BC, CD, DA respectivamente entonces KLMN son colineales con K y
M entre L y N, NK=ML, y NK - NM = 1(AB* — AD*) (ver figura 6.11)

Figura 6.11: Paralelogramo de configuracién L
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Demostracion. Tenemos que AANK ~ ANADB por lo tanto % = ﬁ—g =
NK = 2%8DB

~ _ _ DN
ADNM ~ ADAC por lo tanto % = % = NM = Z5AC
Por lo tanto
NK-NM = (48DB)(2X AC) = (AN - DN)(DB - AC)—3

ADZ T

(ARAD)(DB - AC)h; = L(DB - AC)
Por otro lado tenemos que
(Af)? + (fB)? = (AB)? = (Af)? = (AB)? — (fB)* = (AB)? — (De)?
(Ae)? + (De)? = (AD)? = (Ae)? = (AD)? — (De)?
Por lo tanto
(DB - AC) = (Af — Ae- Af + Ae) = (Af)? — (Ae)? =

<Af/1>2 — (De)? — ((AD)? — (De)?) = (AB)? — (AD)*
NK-NM = (DB - AC) = L((AB)? — (AD)?) O

T i

Lema 5. .Sea K, L, M, N puntos colineales (N # L) con K y M entre L y
Ny NK=ML. Sea X un punto en la mediatriz NL, entonces
XN? - XK?= NK - NM (ver figura 6.12)

Figura 6.12: Paralelogramo de configuracién L
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Demostracion. . Sea Q el punto medio del segmento NL y XQ es perpendic-
ular a la linea entre NKML entonces si NK=ML Q es el punto medio de KM
entonces

XN? - XK?=XQ*+ NQ*>— (XQ*+ KQ*) = NQ* - KQ? =
(NQ—-KQ)(NQ+ KQ)=NK-NM O

Ahora estamos listos para mostrar que p(Conf(L')) D S o equivalente-
mente para algin degenerado o contraparalelogramo de configuracién L se
puede extender a uno de configuracién L.".

Dada una configuracién L encontramos un punto X tal que XK=XM=R;
y XL=XN=R,. Elegimos X en la mediatriz NL tal que XL=XN=R; por los
lemas 4 y 5

XN? - XK?=1(AB? — AD?) = R2 — R? y XK=XM=R, 0

=



Capitulo 7

Construccién de Kempe vs
otras construcciones

En este capitulo vamos a comparar un mecanismo construido con el algo-
ritmo de Kempe y el correspondiente mecanismo construido con otro método.

Segin el algoritmo de Kempe, dada la ecuacién f(z,y) =2 —y—2=10
obtenemos f (6, p) = Cos(0 + %) + Cos(p + %) — /2 = 0 (ver figura 7.1)

Figura 7.1: Construccién de Kempe para dibujar una linea recta

Observamos que necesitamos 2 aditores o sumadores de angulos. El aditor
consta de 11 barras como se ve en la figura 7.2

95
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Figura 7.2: Aditor de dngulos

Ademas necesitamos 2 transladadores. El transladador consta de 7 barras
como se ve en la figura 7.3

Figura 7.3: Transladador

En total 22 barras(aditores)+14 barras(transladadores)+4 barras(paralelogramo)=40
barras. Desde luego existen mecanismos que trazan lineas rectas y que ocu-
pan un menor numero de barras. Vamos a ver aqui 2 mecanismos: uno es
el de Peaucellier y otro es el de Hart cuyas construcciones se basan en una
propiedad de la inversién. Antes vamos a enunciar un resultado un resultado
muy conocido cuya demostracion se omite.

Teorema 2. Teorema de Inversion La inversion de la imagen de un
circulo que pase por el centro de inversion es una linea recta.

La inversion @, de un punto P con un circulo O se define como sigue: )
es un punto de la linea OP (en el mismo lado de O con P) tal que equivale
a OP x OQ = r? cuadrado del radio del circulo O.

Mecanismo de Peaucellier. En la Figura 7.4
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Figura 7.4: Mecanismo de Peaucellier

b=|PD|=|PBl|,a=|AB| =|BC|=|CD|=|DA|, y |OP|=|0A| =c.
Sea AC y BD intersectados en el punto E entonces

PAx PC = (PE—AFE)x (PE+AE) = PE?— AE? = 1> — DE? —aFE? =
b’ — a?

Por lo tanto, el punto c es la imagen del punto A bajo una inversién con
centro en P y potnecia b* —a?. Por lo tanto como A se mueve sobre un circulo
que pasa por P, ¢ se mueve sobre una recta.

Ahora vamos a revisar el mecanismo de Hart para trazar una linea recta.

Figura 7.5: Mecanismo de Hart

En la Figura 7.5 observamos que ab = cd y bc = da y vamos a probar que

xy - xy’ es constante. Como Aaxy ~ Aabd entonces 75 = %4 = xy = bd %}

/
Y como Abxy ~ Abac entonces L = & = gy = qc
ac ab ab

por lo tanto zy - xy’ = W
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Tenemos que ab es una cantidad constante y ax,bxr son una proporcion
constante con respecto ab, sélo falta ver que bd - ac es constante.

Tenemos que af? + fd* = ad? = af? = ad® — fd*> = af? = ad® — eb?

Por otro lado ae? + eb? = ab? = ae? = ab* — el?

Asi que

bd-ac = (af—ae)(af+ae) = af?*—ae* = (ad*—eb*)—(ab®—eb?) = ad®—ab?

como ambos términos son constantes entonces bd - ac es constante, esto
significa que los puntos y y /son inversas la una de la otra con respecto a un
circulo centrado en x.

El mecanismo de Peaucellier utiliza 7 barras y el mecanismo de Hart
utiliza s6lo 5, mientras que con el algoritmo de Kempe se utilizan alrededor
de 40 barras.

Haciendo un analisis similar para una parabola, el algoritmo de Kempe
utilizaria aproximadamente 47 barras, lo cual hace poco viable la construc-
cion de este mecanismo. Existen sin embargo mecanismos que utilizan un
menor nimero de barras; por ejemplo, en la figura 7.6 vemos un mecanismo
que utiliza el principio de inversién similar al inversor de Peaucellier.

Figura 7.6: Mecanismo para dibujar una Parabola

Un problema que no ha sido resuelto es:

Dada una curva algebraica cual es el niimero de barras que se necesitan
para trazarla usando el algoritmo de Kempe.
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Dada una curva algebraica

f(xv y) =c+ Z (d&tOOS(SQO + to + 7ﬂs,t))

0<s<d,—d<t<d
(5,6)#(0,0)
Necesitamos construir un mecanismo articulado para cada término s¢ + t6 +
1, Para construir s + t0 necesitamos construir ¢, 2¢,...,nep y 6, 20,...,n0.
Para cada término nf y ne utilizaremos un multiplicador de dngulos el cual
consta de 4, 6, 8, ... 2(n+1) en total por los dos multiplicadores necesitamos
4(n+1) barras.

Para sumar los angulos s,t tal que 1 < s+t < n donde s=0,1,....n y
t=0,1,...,n necesitamos para s %2(””) y para t ("H)zﬂ en total (n +
1)(n + 2) y como cada sumador de angulos consta de 11 barras en total
11(n+1)(n+2) =11(n* + 3n + 2).

Finalmente podemos optar por el trasladador de 7 barras o el sumador
de vectores de 14 barras en el primer caso se necesitarfa 7(n? + 3n + 2) en el
segundo caso 14(n* + 3n + 2) en total la construccion de kempe necesitarfa
4(n+1)+11(n*+3n+2) + 14(n* + 3n+2) barras, por lo que la complejidad
de la construccién de Kempe es O(n?)

En [2] los profesores X. Gao y C. Zhu dieron una cota para el nimero de
barras en el algoritmo de kempe y su cota es 4(n+1) + (n*+3n) - 2N + (n® +
3n)((n* + 3n — 2)) por lo que la complejidad de la construccién de Kempe
requiere O(n?) barras.
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Capitulo 8

Mecanismos de 2 y 3 barras

En este capitulo hacemos un estudio de mecanismos articulados de dos y
tres barras.

Mecanismo 2-barras

Un mecanismo 2-barras es un mecanismo bastante simple cuya geometria
no es de interes
La relacién en un 2 barras se ilustra en la figura (8.1).

Figura 8.1: Mecanismo 2-barras

El punto en el origen se fija; las longitudes Ly L; de la primera y segunda
barras son constantes. Supongamos que el punto P se mueve a lo largo del
eje X. El punto Py(xg,yo) se mueve (alrededor de un circulo cuyo centro es
el origen y cuyo radio Lg).

La geometria de un 2-barras bajo esta configuracién cumple

Li+ L* — I}
Li = L3+ L*—2LoLCos Por lo que Cos(f)= %
0

61
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LE+ 12— L2
2LyL

y por lo tanto la posicién de Py esta determinada por L.
Si fijamos P, entonces P; genera una circunferencia (ver figura 8.2).

)

En  consecuencia 60 = ArcCos(

Figura 8.2: Mecanismo 2-barras fijando un F,

Si Py v P; se mueven libremente, entonces Fy se mueve sobre una circun-
ferencia y P, no genera una curva en particular (ver figura 8.3) y claramente,
P, no determina la posicion de P, .

/\\\Pu
ana
/
Figura 8.3: Mecanismo 2-barras con Fy y P libre

Si P; se encuentra en alguna posicion que no sea el extremo de la barra,
se dibuja una circunferencia (ver figura 8.4).

Figura 8.4: Mecanismo 2-barras con P; sobre la barra

En resumen, con un mecanismo de 2 barras no se generan mas curvas que
circunferencias.
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Mecanismos de 3 barras

En esta parte haremos una breve revision de un mecanismo de 3 barras,
y demostraremos algunos teoremas acerca de ellos.
Los cuadrilateros son los sistemas mas simples. El sistema estd definido

por las longitudes de las cuatro varillas y el orden en el que estan colocadas;
sea AB=a, BC=b, CD=c, DA=d (ver figura 8.5).

Figura 8.5: Cuadrilatero Articulado

La construccion del sistema es posible si cada una de las longitudes es
inferior a la suma de las otras tres. La configuracién del cuadrilatero depende
de un parametro independiente; escojamos el ZDAB = 6, definido en el in-
tervalo [0, 27| en el plano. Se deduce BD” = a?+d?—2ad cos 0 y la existencia
del tridngulo BCD impone la condicién

(b—c)*<a*+d* —2adcost < (b+c)*.
Es decir

2 2 2 2 g2 (N2
a*+d*—(b+c) < cosf <’ +d°—(b—c)
2ad 2ad

Por lo que el angulo 6 puede o no tener una restriccién dependiendo de
que existan los angulos 6 y 05 definidos por

2 d2_b 2
60891:a+ 2d(—|—c)7
a

a’+d* — (b—c)?
2ad '

cosf, =
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Si 0 puede variar de 0 a 27 sin limite, decimos que la articulacién es de
revolucién completa.

Con el fin de utilizar uno de nuestros sistemas articulados para un trazo
mecanico de curvas, lo colocamos sobre el plano del dibujo y fijamos a dicho
plano algunos puntos del mecanismo, a través de articulaciones que permitan
la rotacion de las barras alrededor del punto que ha quedado fijo.

Uno de los mecanismos articulados méas simples asi constituido se obtiene
fijando 2 puntos de una varilla AD de un cuadrilatero articulado y dos barras
AB y CD, llamadas manivelas, de manera tal que pueden rotar alrededor de
sus vértices fijos A,D, respectivamente, (ver figura 8.6)

>
o

Figura 8.6: Cuadrilatero Articulado

Dos barras se unen a una tercera barra BC, llamada biela. Esto constituye
un tres barras.

El sistema conserva un grado de libertad, de modo que todo punto rela-
cionado con una de sus partes describe una curva al mover el cuadrilatero.

Veamos ahora que tipo de curva podemos trazar con un tres barras.

En la Figura 8.7 tenemos un triangulo ABM con base AB, nuestra curva
es generada por el vertice M cuando A,B se desplazan en circulos con centros
04y Op y radios r,s. Tomamos O 4 como el origen del sistema de coordenadas
cartesianas, O4 y Op situados en el eje X y sea (', ¢),(2”,y") v (x,y) las
coordenadas A,B,M respectivamente
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Figura 8.7: Mecanismo 3-barras

Tenemos que
/

cos=2"" 3/ =z bcosh
—a
senf = Y =1y =y —bsend
x— "
cos(0 + ) = = 2" =z —bcos(d + )
_y_y// "o
sen(f + ) = =y =y —bcos(f0 +7)

Como A y B describen circulos o arcos de circulos con centros O4 y Op
respectivamente, entonces

1.12 + y/2 — 7“2 y m//2 + y//2 — 82
Sustituyendo los valores de 2/, v/ y x”, 1" obtenemos
T — bcos + (y — bsen =r° ..
bcosf)? + (y — bsen §)? = 12 1

(x —acos(@+7) —p)*+ (y—asen(d +7))* =s* ..(2)

Desarrollando los cuadrados, simplificando y reordenando términos
Para (1)

2 — 2zbcosf + b* cos? 0 + y* — 2aysen § + b? sen® O = r?

x2+y2+62 — 2b(x cos @ + ysenb) =rZ=
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0 0=
T cost + ysen 5

Para (2)
2% + a® cos? (0 + ) + p* — 2wacos( + ) — 2xp + 2ap cos( + v)+

y* — 2aysen(d + ) + a*sen’*(0 + ) = s°

Usando la férmula para la suma de senos y cosenos
2% —2xp+p*+y®+a*—2wa(cos § cos y—sen O sen ) +2ap(cos 6 cos y—sen  sen )

—2ya(senf cosy + cosfseny) = s* =
(z —p)* + y* + a* — 2ax cos  cos 7y + 2ap cos O cos ¥ — 2ay cos O sen Y+
2ax sen f seny — 2apsen § seny — 2ay cos ysen f = s =

—2a cos@(x cosy — pcosy + yseny) + 2asenf(rseny — pseny — ycosy) =

—(r—p)P -y’ —a’+ 5=
—(—p’ -y —a’+s

—2a

cos O((z—p) cos y+ySeny)—sen O((x—p) seny—y cosy) =
Por lo tanto

(x—pP+y*+a®—s°
2a

cos O((x—p) cos y+ySeny)—sen 0((x—p) sen y—y cosy) =

Tenemos asi un sistema de ecuaciones

2?2+ 2+ —r?

0 0 =
T cost + ysen %

(x—p)?+y*+a*—s

((x—p) cos y+y seny) cos —((z—p) sen y—y cosy) sen § =

2a
El cual resolvemos para cos 6 y sen 6 y sustituimos esos valores en la identidad
cos? f+sen? § = 1. Finalmente aplicando la ley de los senos k = —— = L 5=

c
sen y

en el triangulo ABM obtenemos la ecuacion del lugar geométrico,
{sen a((z—p) sen y—y cos 7)(x*+y>+b*—r?)+ysen B((z—p)* +y*+a®—s*)} 2+

{sen a((z—p) cos y+ysen ) (x> +y*+b*—r?)+a sen B((z—p)*+y*+a’—s?)}? =
4k* sen® aSen*Bsen® y(z(z — p) — y — py cot v)*
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Esta ecuacion es de sexto grado y debido a sus propiedades también recibe
el titulo de séxtica tricircular. Una de sus propiedades ya se ha mencionado:
cualquier recta la intersecta en a lo mas seis puntos.

Veamos ahora el caso particular en que el tres barras se fija a un sistema
coordenado cartesiano.

Teorema 3. Teorema de Johnson. Si fijamos un tres barras a un sistema
coordenado plano y los puntos fijos en £1 dadas tres barras de longitudes
a,b,c y si colocamos un trazador Z en la barra transversal (ver figura 8.8).

(1-)b

Figura 8.8: Mecanismo 3-barras

Definimos g=1-f entonces la ecuacion de la curva trazada por Z es
G112 (|z+ 14 202 —a?)?+4¢> 202 (|2)*— 1)+ f2 |24+ 12 (|2 — 1| +g*b* —c*)* +
2fg(lz + 11 + £20" — a®)(|e]* = (|2 = 1]* + g°b* — %) — 4g”f2b*|* — 1] = 0

Demostracion. Necesitamos probar antes la siguiente identidad
Dados los dngulos «, 3, x. Si a + 8 + x = nm entonces
cos? a + cos? B+ cos® y — 2(—1)"cosacos Bcosy — 1 =0
Prueba por induccién (caso n=1)

a+pf+x=m=cosla+ G+ x)=—-1
por las féormulas del coseno y el seno de la suma se tiene,

COS (v €Os [3 cos x—sen a cos (3 sen Y —cos asen Fsen y—sen asen 3 cos y = —1...(1)
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Por otra parte
cos(2a+ 20 +2x) = cos(2m) = 1 =

cos(2a) cos(203) cos(2x) — sen(2a) cos(2/3) sen(2y) — cos(2a) sen(23) sen(2x)
—sen(2a) sen(23) cos(2x) = 1...(2)
Aplicando las féormulas del dngulo doble

(2cos? a—1)(2cos® B—1)(2cos® x—1)—(2sen a cos a) (2 cos® F—1)(2sen  cos x)

—(2cos® a—1)(2sen B cos B)(2sen x cos x)—(2sen a cos a) (2 sen 3 cos 3)(2 cos® x—1)—1 = 0

Abriendo los paréntesis y dividiendo por 2,
4 cos® o cos? 3 cos? x—2 cos® acos® B—4 cos? ausen 3 cos 3sen y cos Y—2 cos? o cos? X+

cos® av — 4sen o cos o cos® Bsen x cos Y — 4 sen v cos asen 3 cos 3 cos? x+
2 sen o cos asen 3 cos 3 4 2sen v cos avsen y cos y — 2 cos® 3 cos® y + cos? f+
2sen 3cos Bsen y cosy + cos®xy —1 =10

Sacamos factor comtn 4 cos a cos (3 cos x de todos los términos con coeficiente
4,

(4 cos avcos 3 cos x)(cos acos F cos Y — cos asen Fsen x — cos asen Fsen y—

sen asen 3 cos x)—2 cos® a cos® f—2 cos® v cos? Y-+cos® a+2sen acos asen 3 cos B+
2 sen o cos avsen x cos Y—2 cos? 3 cos? y+cos? 342 sen 3 cos B sen x cos Y+cos® xy—1 = 0

El contenido del primer paréntesis es (1), por lo que queda
—4 cos acos 3 cos x—2 cos? o cos? F—2 cos? av cos? x+cos® a+2 sen a cos o sen 3 cos f+

2 sen o cos avsen x cos Y—2 cos? 3 cos? y+cos? 342 sen 3 cos 3 sen x cos y+cos® y—1 = 0

=
—4 cos a cos 3 cos x+cos? atcos? B4cos? x+2 cos a cos 3(sen a sen 3—cos v cos )+

2 cos av cos x(sen arsen Y —cos « cos ) +2 cos (3 cos x(sen 3 sen y—cos cos x)—1 = 0

=

—4 cos accos 3 cos x + cos? a + cos? 0+ cos? X — 2cos acos [Fcos(a + [5)—
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2 cos arcos (Fcos(a + x) — 2cos Feos xcos(f+ x) —1=0
Teniendo en cuenta que cos(a + ) = —cos(x) , ya que a+ =7 — x
—4cos acos 3cos x 4 cos® o + cos? B+ cos? x + 2cos a cos 3 cos Y+

2cosacosycos 3+ 2cosFcosycosa—1=0

cos? o + cos? 3 4 cos® x + 2cosacos Bcosy — 1 =0

Ahora suponemos que paran = k

a+ B+ x =kt = cos®a+cos? 3+ cos? xy —2(—1)F cosacos Beosy —1 =0

Por demostrar el resultado para n = k£ + 1, tenemos que
a+f+x=(k+)r=a+f+x=kr+m=>a+B+x—7T=kr

usando en la ultima igualdad la hipdtesis de induccion se tiene:

cos? a + cos® B+ cos?(x — ) — 2(—1)*cosacos Bcos(x —7) —1 =10

pero cos(x — ) = — cos(x) por lo tanto
cos® a + cos® 3 + cos® y —2(=1)"cosacos 3 (—1)cosy —1=0
—— ——
cos?(x—m)=(— cos(x))? cos(x—m)=—cos x

obtenemos asi
cos® a + cos? 3 4 cos® x — 2(—1)*" cosacos fcosy —1 =0
Regresando a nuestra demostracion tenemos que segun la figura

20 + |2+ 1) — a?

Cos o =

2fblz + 1
5 |z + 1) + |z — 1> — 22
cos 3 =
|z 4+ 1]|z — 1|
g0+ |z — 1] = 2
cosy =

2gb|z — 1|
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Sustituyendo estos valores en la identidad
cos® a + cos? B+ cos? x — 2(—1)"cosacos fcosy — 1 =0
Donde « + 3 + x = nm tomando el caso n=1 se tiene

2fblz+ 1]

lz+ 12+ |z — 1> — 22
|z + 1||z — 1]

@+ ]z =1 - ¢

( 2+ i i TR

2fblz + 1]

lz+ 12+ ]z — 1> — 22
|z + 1|z — 1|

@+ |z =12 =2
2gb|z — 1]

2

)

) )=1=0

Multiplicando por 4 f2g%b%|2* — 1|? y simplificando obtenemos

P le=1P (S0 + 241 =a® ) +4 g0 (|2 = 1)*+ 22+ 1 (g7 + e — 1] —c*)+

2fg((|z+ 17+ f20" —a®)(|z]* = 1)(|z = 1 + %" — %)) — 4f*g""|* = 1]* = 0

que es una ecuacion de grado 6 O]

Alo largo de la historia se hicierén varios intentos de aproximar rectas
utilizando un 3 barras. Un renombrado ingeniero y desarrollador de maquinas
de vapor James Watt necesitaba un mecanismo para convertir el movimiento
en linea recta de un movimiento circular, utilizando la tecnologia mecanizada
de muy baja capacidad disponible en 1784. y la pregunta era ;Existe un
mecanismo adecuado?

Watt fue incapaz de resolver este problema, pero él logré elaborar un
mecanismo anclado 3 barras para establecer una curva algebraica de orden
6.

Demostracion. En la figura 8.9
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Figura 8.9: Mecanismo de Watt

CAO = OBO y A[)BQ =2K
Supongamos que la tenemos un angulo « en torno al punto C y un angulo
6 en torno al punto O (ver figura 8.10), y CA=0B

B

Figura 8.10: Mecanismo de Watt

entonces el punto B tiene coordenadas
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Xg=h—2'"=h—acosf
Ye=k+y =k+asend
Y el punto A tiene coordenadas

Xa=—-h+2"=—-h+acosa
Ya=—-k+y" =—k+asena
Por lo que

=|B— Al =|(h—acosb,k+asenf) — (—h+ aCosa,—k + asen )|
= |(h—acos@+h—acosoz,k+asen0+k— asenq)|
= |(2h — a(cos O + cos @), 2k + a(senf — sen av))|

Usando las identidades trigonometricas

cos f + cos a = 2 cos( a)cos(lg;a)
0 — «
cos — cosa = —2sen( ) sen( )
2 2
senf + sena = QSen(e ; a) Cos(e ; a)
0 — 0
senf — sen av = 2 sen( 5 a) cos( —12—04)
Obtenemos
= [2h — 2a cos(E52) cos(552), 2k + 2asen(%52) cos(H2)|

2 2

:2\/(h acos(E2) cos(552))2 + (k + asen(52) cos(£2))2
Como AB = AgBy = 2k entonces

2\/(h — acos(£2) cos(59))? + (k + asen(%52) cos(H2))? = 2k
& (h— acos(H£2) cos(552))? + (k + asen(52) cos(£42))? = k?
=
h? — 2ah cos(£2) cos(&2 2(He :
k? 4 2ak sen(%52) cos(2) + a? sen?(552) cos?(H2) = k2
=
2ah cos(H£2) cos(52) —2ak sen(452) cos(H2) —a? cos? (452 (cos? (552 ) +sen?(H2) =
h2

= \/ 2h — 2a cos(H42) cos(#52))2 + (2k + 2asen(%52) cos(£2))?

Q}
v
_l_
@
O
]
UJ
A

>

+

Q
~—
(@)
@)
»n

[\e}
—

‘ ]

Q
~—
+



Como a=h entonces
2a? cos(£52) cos(552) — 2ak sen(%52) cos(H2) — a? cos?(H2) = o?

Teniendo en cuenta que el punto M se mueve en el punto medio AB

Xg+X4 h—acosf+ h+acosa a

Mz = = = ——(cosf — cosa) =
2 2 2
0 —
asen( —ga)sen( ) Oé)
Ye+Ys k 60—k
My = pr¥a Riasen +asena:g(sen9—|—sena):
2 2 2
6 0 —
asen( —ga)cos( 5 a)

Vamos a encontrar un valor para
cos(H2), sen(£2), sen(%52), cos(%52)
En lo que sigue utlhzaremos las 1dent1dades siguientes
z = asen(12) sen(%52) e y = asen(H2) cos(52)

O+ta

1?2 = a®sen?(42) sen?(552) e y? = a®sen?(%52) cos?(%52)

2

Por lo tanto
2 +y? = a® — a® cos?(

5

%) & g2 COSQ(9+O‘) — a2 -2 y2

M‘

& cos(%52) = [ E=n

Por otro lado
2 2 2 2 2 2

cos?(H2) = =220 o ] —sen?(H2) = £

& sen?(H2) = 2+y & sen(%2) = /2

Mientras que

r = asen(%2) cos(efTa) o= qq )22 sen(Q*T“)

2 a2
O—a\ __ x
& sen(52) = T
Finalmente
Yy = asen(aga) COS(Q’T“) Sy=a xQ(;SZP cos(e’T"‘)
& cos(552) = L

N
Vamos a substituir estos valores en la ecuacién
2a? cos(£%) cos(%52) — 2ak sen(?52) cos(H£2) — a? cos?(H2) = a?

2 2
y tenemos que
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2_ 242 [ a2 —22—_q2
20,2 a ny Y — 2ak a ny_(CLQ_IZ_yQ):aQ
a \/x2+y \/x2+y a

(12—12— 2 a2—w2—
< 2ay Ty;"l e =202 — (22 + y?)
a2 —2 a2
& ( xzﬂ,y (Qay—%l‘)) = (2a° — (2* +¢?))?
& L (g — Sakay + %) = 4a” — 4207 1) + (2 4 7
& (a? — 22 — y?)(4a®y? — 8akxy + 4k*2?) = da*(2? + y?) — 4a*(2? + v*)? +
(22 + )}

& d(a® — 2 —y*)(ay — k) = (2° +¢7)(20" — (27 + y*))*

La cual representa una ecuacién de sexto grado, en este caso particular.
m

Un ejemplo de una curva que se puede trazar con un tres barras es la
Lemniscata de Bernoulli (ver figura 8.11) cuya ecuacién es (x%+y?)?+2c*(2*+
2
y) =0

Figura 8.11: Lemniscata de Bernoulli

Para demostrar esto utilizaremos el Teorema de Apolonio conocido tam-
bien como el Teorema de Stewart que establece que en cualquier triangulo
AABC (ver figura 8.12)



Figura 8.12: Teorema de Stewart

m-a’+n->=c-CM?>+m-n>+n-m?

Usando el teorema de Apolonio y AAA’B’ (ver figura 8.13)tenemos que:

Figura 8.13: Teorema de Stewart

e- P+ f-a>=AB -r’*+e - fP4f €
2

ISH
N
S8
QL
IS8
0
N |
S8

5
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Pero

Por lo tanto

y

Analogamente

y

CAPITULO 8. MECANISMOS DE 2 Y 3 BARRAS

A, . d., @
_ = —(2 —
)= G+ )
d2
j2+a2:2r2+5
]2:27’2

kZS\/i

Sea ABB’ A’ el antiparalelogramo articulado (ver figura 8.14) en el que A’B’ =
av/2 donde los vértices A y B estan fijados al plano. Cuando el punto A’ se
mueve sobre la circunferencia de centro A, el punto B’ lo hace sobre el circulo
de centro B y el punto medio M de A’B’ describe la lemniscata de Bernoulli.

Notemos ademas que j||k y AA’BB’ es un trapezoide isoceles y el teorema
de Ptolomeo nos dice que en un cuadrilatero ciclico, la suma de los productos
de lados opuestos es igual al producto de las diagonales

Figura 8.14: Antiparalelogramo Articulado
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En efecto
jrk+a-a=d-(e+f)
jok+ad=d
"2 svV2 4 a? = 24
res=—
2
Por lo tanto r-s es constante, asi la curva descrita por M es el lugar geométrico
de los puntos cuyo producto de distancias a dos puntos fijos (llamados focos)
es una distancia constante. (lemniscata)
Un resultado curioso que enunciaremos sin demostracion y con el que nos
encontramos en el camino del estudio de los mecanismos de tres barras es el

Teorema 4. Teorema de Roberts(Triple Generacion) En el mecanismo artic-
ulado (ver figura 8.15)los triangulos GFC, CED, ACB, MOQ, GOD, AEQ,
y MFB son semejantes esta es una propiedad de este mecanismo que todos
siguen siendo triangulos semejantes aun cuando las barras estan desplazadas
en relacion con las demdas. O, @), y M son fijos . Esto crea tres 4-barras con
su mecanismo de acopladores depositado junto a C. Se puede demostrar que
esta combinacion de 4-barras mdviles, trazan una misma curva(camino de

).

Figura 8.15: Teorema de la Triple generacién de Roberts



Capitulo 9

Una Generalizacion del
Teorema de Kempe

Mecanismos articulados en el espacio de tres
dimensiones

En este capitulo de manera muy breve trataremos de generalizar las ideas
de Kempe, primero en el espacio de tres dimensiones, y después hacia dimen-
siones mayores.

Tratando de extender el resultado de Kempe enunciamos:

Para alguna superficie algebraica definida por la ecuacién polinomial f(z,y, 2)
0, construiremos un mecanismo articulado en el espacio de tres dimensiones
(3d) para trazar esta superficie.

Dada la superficie f(x,y, z) = 0, construiremos el brazo ariculado OA, OB’ y
OC" en el plano XY de tal manera que OA, OB’ y OC’ tienen longitudes a,b
y ¢y forman éngulos Lo, Z3 y £ con el eje X, respectivamente (ver figura
9.1). Usando un rotador 3d, construimos el brazo OB y OC en el plano YZ
y X7 respectivamente tal que OB y OC' tienen longitudes b y ¢ y forman
angulos /(0 y Zv con el eje Z y con el eje Y, respectivamente.

79



80CAPITULO 9. UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE KEMPE

Figura 9.1: Esquema de la construccion de Kempe en tres dimensiones

Construimos el paralelepipedo OABC-UVWP (ver figura 9.2) donde el
punto P esta en la superficie

Figura 9.2: Esquema de la construccion de Kempe en tres dimensiones

donde las coordenadas del punto P (ver figura 9.3) estdn dadas por

Figura 9.3: Esquema de la construccién de Kempe en tres dimensiones y el
punto P se mueve sobre la superficie
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T = acosa + ccos’y

y =asena + bseny = acos(g —a) —|—bcos(g —B)

z=bcosf+ cseny = bcosﬁ+ccos(g — )

Dada la ecuacién algebraica de grado 3

f(:E,y, Z) = 0 = Z az’jkzxiyjzk = 0
0<i+j+k<3

susuituyendo valores

Z aij(acos a + ccosy) (asena + bseny) (beos 3+ cseny) =0
0<i+j+k<3

con un procedimiento analogo al caso de la ecuacion de una curva algebraica
en el plano obtenemos

f(Oé, 67 7) = Z Arst COS(TOé + 5/6 + t’Y + Erst) + C

0<r+s+t<3

donde A, y €.5 son constantes y a,b y ¢ son enteros positivos. Si P se mueve
sobre la superficie, las coordenadas x,y y z satisfacen f(z,y,z) =0

Para cada término ra, s@ y ty utilizaremos un multiplicador de angulos
el cual consta de 4, 6, 8, ... 2(n+1) barras en total por los tres multiplicadores
necesitamos 6(n+1) barras.

Para sumar los angulos r,s y t tal que 1 < r + s+t < n donde r=1,...n,
s=0,1,...,n y t=0,1,...,n necesitamos para r ("H)ZM barras, para s W
barras y para t w barras en total %(n +1)(n+2) barras y como cada
sumador de angulos consta de 11 barras, se requieren en total 11%(71—1— )(n+
2) = £(n? + 3n + 2) barras.

Finalmente podemos optar por el trasladador de 7 barras o el sumador
de vectores de 14 barras. En el primer caso se necesitarfan 7(n* + 3n + 2)
barras y en el segundo caso 14(n? + 3n + 2) barras. En total la construccién
de kempe necesitarfa 6(n + 1) + 2(n? + 3n + 2) + 14(n® + 3n + 2) barras,
por lo que la complejidad de la construccion de Kempe para una superficie
algebraica es O(n?).

Un ejemplo de una aplicaciéon de los mecanismos articulados en el espacio
de tres dimensiones es el inversor en tres dimensiones (ver figura 9.4 y 9.5)
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Figura 9.4: Inversién en tres dimensiones

El modelo explica la inversién de el circulo que esta sobre la esfera en
un espacio tres dimensiones. Con la proyeccién de dos polos opuestos O; y
Oy de una esfera S (con centro O y radio r), un punto A de la esfera en un
plano 7 perpendicular a O; y Oy (por ejemplo, el plano diametral, como en
el modelo) obtener los puntos P y Q la proyeccién estereografica de A en
7 respectivamente de O; y Oy P y Q corresponden a la inversion circular
respecto a la circunferencia v que es la interseccién de S con w. El modelo
también muestra que las proyecciones de O; y O, en 7w puntos de un circulo
Cy de S pasando por O; pertenecen a una recta r proyeccién de Cy por O
y una circunferencia C que pase por O (proyeccién de Cy) por Oy Cy R se
corresponden en la inversién circular respecto a y

Figura 9.5: Inversion en tres dimensiones

La idea es la siguiente
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Figura 9.6: Inversiéon en tres dimensiones

En la Figura 9.5 los puntos P y Q son la inversion circular respecto 7. De
hecho, la semejanza de triangulos O,0Q y O>OP se tiene que O0 : OQ =
0,0 : OP del cual OP x OQ = 0,0 x 0,0 = r? (r, radio de S}, e incluso
dentro de 7). Ademés, desde O, Oy y A pertenecen a un mismo plano. Los
puntos O, P y Q estan alineados .

La circunferencia C y la recta r son la inversién correspondiente a . La
circunferencia Cy pertenece a un plano « que pasa por O; y cuya interseccion
con 7 es una segunda recta r. Las proyecciones de los puntos de Cy desde
O, pertenecen a r. Los rayos que salen desde Oy son puntos proyectados en
Cp que generan un cono circular; y sea H el punto de interseccion de este
cono con el plano a que es Cy, prolongando O, H la otra interseccion con Cj
es el punto A0, el tridngulo O;05A0 es el tridngulo a través del eje seccion
del cono con respecto a a. Denotado por Fy la proyeccién estereografica de
Ap en 7 (el polo O,) el tridngulo OO5P, es el tridangulo a través del eje
seccion del cono con respecto a w. Dado que los triangulos 0102, A0 y OO5 P,
son similares, las secciones del cono con los planos v y 7 son de la misma
naturaleza (Teorema de Apolonio: Libro 1, teorema No 5 ) por lo tanto C
es un circulo (que pasa por O). La circunferencia C y la recta r lugares de
las proyecciones estereografica de los puntos de Cj sobre 7 (respectivamente,
por Oy y por Oq) son la inversion circular correspondiente a -y
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Hacia dimensiones mayores

Los mecanismos articulados se pueden trabajar en dimensiones mayores
a tres de manera teorica, para ello necesitaremos definir los mecanismos ar-
ticulados abstractos.

Definicién.-Un mecanismo articulado abstracto es un par L(G, ¢) cons-
tituido por un grafico G = (V(G), E(G)) y una funcién ¢ : E(G) — Rx( que
define las longitudes de las barras. A las aristas de la grafica las llamaremos
barras.

Definicién.-Un mecanismo articulado en d dimensiones es un mecanismo
articulado abstracto L = (G, ¢) junto con una funcién f : W — R? definido
en un subconjunto W de V(G), que define los vertices del mecanismo que
permanecen fijos en R?

Definicién Una configuracién C de un mecanismo articulado L = (G, ()
en d dimensiones es un mapeo C : V(G) — R? que obedece a las restricciones
de longitud y fijacién, es decir, C extiende la asignacion de fijacion f y si
(v,w) € E(G) entonces |C(v) — C(w)| = ¢(v,w) El conjunto de todas estas
configuraciones se denomina el espacio de configuraciéon Conf(L) de L.

Los conjuntos trazables formalizan la idea de trazar un conjunto con una
pluma unida a un vértice de un mecanismo articulado.

Definicién.- El trazo de un vértice v de un mecanismo articulado L es la
imagen de Con f(L) bajo la proyeccién tr, : Conf(L) — R%, tr,(C) = C(v).
De manera equivalente, es el lugar de las posiciones del vértice v bajo las
configuraciones de L. Un mecanismo articulado L traza un conjunto S C R?
si hay un vértice v € L cuyo trazo es S. Un conjunto S C R es trazable si
existe un mecanismo articulado L que traza a S.

las preguntas que nos surgieron son:

. Que tipo de conjuntos son trazables?

;Si un conjunto es trazable, entonces es limitado en R%?

El mecanismo articulado de Peaucellier dice como ”dibujar una linea
recta”, pero técnicamente, éste traza un segmento de linea recta. Ahora
uno puede dibujar un segmento de linea arbitrariamente grande usando un
mecanismo de Peaucellier suficientemente grande. Sin embargo seria tedioso
formalizar argumentos en términos de segmentos de linea en lugar de lineas.
Asi, con el fin de extender la teoria de los mecanismos articulados construyen-
do objetos no limitados tales como lineas, la idea es trabajar con familias de
mecanismos articulados, en donde para cualquier conjunto limitado U C R,
hay un mecanismo articulado que tiene la propiedad deseada dentro de U.
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De ahi surgen el concepto de conjuntos construibles sus caracteristicas y
propiedades

Nos hemos encontrado en el estudio de los mecanismos articulados sh-
stractos con diversas teorias como la teoria de la rigidez, la topologia alge-
braica etc. Hemos decidido para los propédsitos de este trabajo solo dar un
panorama muy general de las ideas de kempe para dimensiones mayores a
tres, dejando para otro momento la continuacion de este estudio.
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Conclusiones

La teoria de los mecanismos articulados ha tenido un repunte importante
en el 2008 y 2009 con la revisiéon de la demostraciéon de Kempe y las obser-
vaciones que de ella se hicieron para corregir detalles. En este trabajo hemos
podido mostrar los detalles de dichas observaciones, también hemos podido
desarrollar una buena cantidad de simulaciones en software de geometria
dinamica. Ademas de elaborar materiales de apoyo basados en la teoria
matematica de los mecanismos articulados para las clases de matematicas
tanto a nivel licenciatura, como a nivel bachillerato. En el capitulo de mecan-
ismos abstractos aunque mostramos un panorama de los recientes avances en
cuanto al estudio de los mecanismos articulados desde un punto de vista
abstracto [3] , por razones de tiempo hemos tenido que truncar el trabajo
y dejar para mejor ocasion el estudio mas a fondo y mas riguroso de los
mecanismos articulados abstractos, tal vez como un proyecto de doctorado.
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