Grupos de Galois de Campos Finitos

Pablo Garcia Roméan

2010



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE CIENCIAS POLITICAS Y SOCIALES

“GRUPOS DE GALOIS DE CAMPQOS FINITOS”

TITULO DE : MATEMATICO

PRESENTA: GARCIA ROMAN PABLO

2010



Garcia

Romén

Pablo

58-32-17-53

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matemaéticas

Jurado

Dra.

Eugenia
O "Reilly
Regueiro

Dr.

Hugo Alberto
Rincén

Mejia

Dr.
José
Rios
Montes

Dra.

Alejandro Javier
Diaz Barriga
Casales

Dr.
Alejandro
Alvarado
Garcia

Grupos de Galois de Campos Finitos
3lp
2010



II

A mi Mamd

A Bety y Tona

A Yamili, Sarai y Abraham

A Ali

A mi familia



Indice general

Introduccion \Y%
1. Preliminares 1
1.1. Definiciones . . . . . . . . . . e 1
1.2, Campos . . . . .o e 2
1.3. Campos de Descomposicion y el Teorema de Kronecker . . . . .. .. ... 5
1.4. Monomorfismos entre extensiones . . . . . . . . . .. ... ... 6
1.5. Cerraduras Algebraicas . . . . . . . . . . . ... 7
1.6. Multiplicidad de raices y Separabilidad . . . . . ... .. ... ... ..... 8
1.7. El Teorema del Elemento Primitivo . . . . . . .. ... ... ... ...... 10
1.8. Extensiones Normales y Campos de Descomposiciéon . . . . . . . ... ... 11
2. Extensiones de Galois y la Correspondencia de Galois 13
2.1. Extensiones de Galois . . . . . . . . . . .. ... 13
2.2. Subgrupos del grupo de Galois y su campo fijo. . . . . . .. ... ... ... 15
2.3. Subcampos de Extensiones de Galois y grupos relativos de Galois. . . . . . 15
2.4. Extensiones de Galois para campos de caracteristica positiva . . . . . . .. 17
2.5. Grupos de Galois de extensiones finitas y mapeos de Frobenius . . . . . . . 20

II1



Introduccion

En el Renacimiento italiano se encuentra la férmula para resolver la ecuacién general
de cuarto grado. Es una expresion en las que solamente intervienen los coeficientes de la
ecuacién y raices hasta de exponente cuarto. Este resultado extiende lo que sucede con
las ecuaciones de grado 2 y 3 (en cuya solucién general hay raices de exponentes 2 y 3
respectivamente). Acababa el siglo XVIII cuando Gauss (1777 — 1855) present6 en 1799 su
tesis doctoral en la que aparecia el Teorema Fundamental del /flgebm que establece de for-
ma rigurosa que toda ecuacion polinémica con coeficientes reales se puede descomponer de
forma tnica como producto de factores de primero y segundo grados, y en consecuencia que
toda ecuacién de ese tipo tiene al menos una raiz (real o imaginaria). Este era un resultado
general pero que no establecia el método efectivo de hallar esas raices. Vistos los datos
anteriores era una hipétesis razonable pensar que una ecuacién de quinto grado tendria
cinco soluciones reales o imaginarias, diferentes o repetidas; pero no se habia encontrado la
férmula para encontrarlas, aunque, caso de que la hubiera, también era razonable suponer
que contendria raices de grado cinco. Y, generalizando un poco, que las de grado seis se
resolverian con raices sextas, las de grado siete con raices de ese mismo grado y asi sucesi-
vamente. Era cuestién de ponerse a trabajar para encontrar la solucién de la ecuacién de
quinto grado y después seguir. Se dedicaron a ello muchos grandes matemaéticos de la época,
como Lagrange (1736 — 1813), Cauchy (1789 — 1857) y sobre todo Ruffini (1765 — 1822)
que fue el que mas avanzdé hacia el resultado final, aunque no llegé a completarlo. Esa
seria la labor de Abel (1802 — 29) que en el afio de 1823 (cuando tenia 21 afios) obtuvo
el resultado definitivo: la ecuacién general de quinto grado no era soluble por radicales, ni
de indice cinco ni de ningtin otro. Con eso se daba un paso importante al cerrar el proble-
ma de la busqueda de formulas de solucion. Todavia quedaban otros aspectos importantes
por abordar, en particular las condiciones que debian cumplir ecuaciones particulares para
que si se pudieran resolver. La forma en que Abel 'resolvié’ el problema de la solucién
de la ecuacién general de quinto grado demostrando su imposibilidad, fue la primera vez
en la historia en que un problema tenia este final, y seria el inicio de una larga lista de
demostraciones de imposibilidades. Hasta ese momento cuando un problema no se sabia
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VI INTRODUCCION

resolver se consideraba que era porque no se seguia el camino apropiado o porque no se
tenian los instrumentos necesarios para resolverlo, pero se tenia el convencimiento de que
antes o después se lograria resolver.

La contribucién genial de Galois a la teoria de solucién de ecuaciones fue la determi-
nacion de las condiciones en las que una ecuacion es soluble por radicales, lo que da como
consecuencia que para todo n > 4 haya ecuaciones polinémicas que no son solubles por
radicales. En esencia el resultado de Galois sobre solubilidad por radicales de una ecuacion
tiene que ver con una serie de subgrupos (de un tipo especial llamados normales) del grupo
de permutaciones, cada uno subgrupo del anterior, asociados a lo que llama Galois re-
solventes de la ecuacién. Basten las pocas lineas anteriores para mostrar la aportacién de
Galois a la teoria de resolucion de ecuaciones, que fue de tal calibre que acabé con el propio
objeto del algebra, pasando a partir de sus resultados a poner el acento en el estudio de las
estructuras algebraicas. Asi comienza lo que atin hoy se conoce como Matemdticas moder-
nas, de las que la Teoria de Galois sigue siendo una parte plenamente vigente. El presente
trabajo comienza introduciendo los resultados basicos de la teoria de anillos, necesarios
para la teoria de Galois. El capitulo siguiente forma el cuerpo principal del trabajo, el cual
esta dedicado a calcular los Grupos de Galois de Campos Finitos.

Pablo Garcia Roméan



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones
Todos los anillos considerados tienen 1 y casi todos seran conmutativos.

Definicion 1.1.1. Un subgrupo I de R que satisface rI C I, para todo r € R es un ideal
izquierdo de R y uno que satisface Ir C I, para todo r € R es un ideal derecho de R. Un
ideal que es derecho e izquierdo se llama ideal bilateral o simplemente ideal.

Observacion 1.1.2. Cuando el anillo es conmutativo todo ideal es bilateral.

Definicion 1.1.3. Un ideal I de un anillo R es propio si I # R, o de forma equivalente
sil CR

Definicion 1.1.4. Un anillo conmutativo R en el cual no existen divisores de cero, es

llamado un dominio entero, es decir, para u,v € R, uv = 0 implica que u =10 o v = 0.

Definicion 1.1.5. Sea R un anillo. Un ideal mdzimo de R es un ideal I C R tal que para
cualquier otro ideal M de R, con I C M C R se tiene que I = M o M = R.

Teorema 1.1.6 (ver [?]). Sea R un anillo conmutativo. Entonces I es un ideal mdzimo
de R si y sélo si R/I es un campo.

Definicion 1.1.7. Sea R un anillo conmutativo. Un ideal I C R se llama primo si siempre
que ab € I, se tiene que a € I o b € I, para todas a,b € R.

Teorema 1.1.8 (ver [?]). Sea R un anillo conmutativo. Un ideal I C R es primo siy

sélo si R/I es un dominio entero.



2 1.2. CAMPOS

Definicién 1.1.9. Si R es un anillo conmutativo y a € R, el ideal {ra : r € R} de todos
los mailtiplos de a es el ideal principal generado por a y es denotado por (a). Un ideal I de
R es un ideal principal si I = {(a), para algin a € R.

Proposicién 1.1.10 (ver [?]). Sea R un anillo conmutativo con cancelacion y sean a,b €
R. Entonces (a) = (b) si y sélo si a = bc, para algin elemento invertible c € R.

Para cualquier anillo R (no necesariamente conmutativo) con unidad, existe un impor-
tante homomorfismo de anillos 1 : Z — R llamado el homomorfismo unidad o caracteristico,
el cual esta definido por

1+1+4+---41(n— sumandos), n> 0;
nn)=n-1=< 0, n= 0;
—(L 414 +1), n< 0.

Ya que 0 # 1 € R, Nuc(n) es un ideal propio de Z y usando los Teoremas de Isomor-
fismos vemos que existe un monomorfismo cociente 7 : Z/Nuc(n) — R, el cual nos lleva
a identificar el anillo cociente Z/Nuc(n) con la imagen nZ C R como un subanillo de R.
Como Z es un dominio de ideales principales, existe un tnico entero no negativo p > 0 tal
que Nuc(n) = (p); a tal p se le llama la caracteristica de Ry se le denota car(R).

Lema 1.1.11 (ver [?]). Si R es un dominio entero, su caracteristica, car(R) es un primo.

Observacion 1.1.12. Cuando se habla de una anillo con unidad R, podemos considerar
que contiene un subanillo de la forma Z/(car(R)), como el homomorfismo cociente 7 :
Z/{car(R)) — R da un isomorfismo Z/{car(R)) — Im(n), esto nos permite identificar
dichos anillos. En particular cada dominio entero contiene como un subanillo a Z = 7./{0),
si car(R) = 0 0o Z/{p), si p = car(R) > 0. Este subanillo es llamado algunas veces el
subanillo caracteristico de R. Cuando consideramos dominios enteros, los anillos Z y F,, =
Z/p =7Z/{p), para p > 0 un primo, son llamados anillos primos.

Para el anillo de polinomios k[x], donde k es un campo tenemos los siguientes resultados.
Teorema 1.1.13 (ver [?]). p(x) € k[z] es irreducible si y sélo si (p(x)) es ideal mdzximo.

Corolario 1.1.14 (ver [?]). El nimero de raices distintas de un polinomio no constante
f(z) € klx] es a lo mds grad(f(z)).

1.2. Campos

Definicion 1.2.1. Sean K y k campos. Se dice que K que es una extension de k, si k es
subcampo de K.
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Notacién 1.2.2. Si K es una extension de k, usaremos la notacion K/k.

Recordemos que si k y K son campos, todo morfismo de campos ¢ : k — K (por
definicién, ¢(1) = 1) es inyectivo, ya que Nuc(¢) C k es un ideal y como k es campo sus
tnicos ideales son el 0 y el total, y como ¢(1) =1 # 0, entonces Nuc(¢) = 0.

En realidad se puede dar la definicién 1.2.1. de una manera mas general:

Definicion 1.2.3. Sean K y k campos. K es una extension de k st existe un monomorfismo

de k en K.

Observacion 1.2.4. Dada una extension K/k, podemos ver a K como espacio vectorial
sobre k y como tal, tiene una dimension.

Definicion 1.2.5. Sea K extension de k, a la dimension de K sobre k se le llama el grado
de K sobre k y es denotada por K : k] = dimi K.

Definicién 1.2.6. Una extension K de k es una extension finita de k si [K : k] es finito.

Definicién 1.2.7. Dadas dos extensiones K/k y L/ K, decimos que K/k es una subexten-
sion de L/K y algunas veces escribiremos K/k < L/K.

Teorema 1.2.8 (ver [?]). Sea L extension finita de K y sea K extension finita de k,
entonces L es extension finita de k y [L : k] = [L : K][K : k].

Definicién 1.2.9. Sea K extension de k y sea S C K un subconjunto. Sea A la familia de
subcampos de K que contienen a k y a S. Esta familia de subcampos de K es no vacia ya
que K € A. El subcampo k(S) = gea E se llama el campo obtenido al adjuntar S a k.

Claramente k C k(S) C K y k(S) es el menor subcampo de K que contiene a ky a S.
Si S ={ai,...,an} € K es un conjunto finito, usaremos la notacién

k({a1,...,an}) = k(ay,...,an).

En particular, si S = {a} C K, diremos que k(a) es una extension simple de k. Comen-
zamos describiendo internamente estas extensiones simples.

Proposicién 1.2.10 (ver [?]). Sean K extension de k y a € K. Sea k(a)/k la extension
stmple obtenida al adjuntar a o k. Entonces,

k) = {24 : f(@). g(@) € kla] y g(a) £ 0}

Una vez obtenida esta descripcion interna de las extensiones simples, comenzaremos

con su clasificacion.
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Definicion 1.2.11. Sea K extension de k. Un elemento a € K se llama algebraico sobre
k, si existe 0 # f(x) € k[z] tal que f(a) =0. Si a no es algebraico sobre k, decimos que a
es trascendente sobre k.

Definicion 1.2.12. Sea K extension de k. Decimos que K es extension algebraica de k si

todo elemento de K es algebraico sobre k.
Teorema 1.2.13 (ver [?]). Toda extension finita de k es algebraica.

Consideremos ahora un elemento a € K algebraico sobre k. Por definicién existe un

polinomio
fx)=ao+ a1+ +ap_12" ! + apa™ € k[z]
con a, # 0 tal que f(a) = 0. Si ahora dividimos f(z) por a,, se obtiene un polinomio
g(x) = 2" + by 12" - F bz + by € k]

con bj = aj/a, € k y claramente g(a) = 0. Asi, si a € K es algebraico sobre k, entonces a
es raiz de un polinomio ménico no constante en k[x|. Ahora, si a € K es algebraico sobre
k, del conjunto de polinomios ménicos de k[z] del cual a es raiz, por el principio del buen
orden en N, existe uno de menor grado. Denotemos a este polinomio por p(x) € k[x].

Teorema 1.2.14 (ver [?]). El polinomio mdnico de menor grado p(x) € klz]| del cual
a € K es raiz, es unico. Mds aun, p(x) es irreducible en k[x] y p(x) divide a cualquier otro
polinomio q(x) € k[z] del cual a es raiz.

Notacién 1.2.15. A p(x) se le llama el polinomio irreducible de a y se le denota Irr(a, k).

Definicion 1.2.16. Sea K una extension finita de k. Un elemento u € K para el cual
K = k(u) es llamado un elemento primitivo para la extension K /k.

M4ds adelante veremos que cuando car(k) = 0, cada extensién finita K/k tiene un

elemento primitivo.

Teorema 1.2.17 (ver [?]). Sea K extension de k y sea a € K algebraico sobre k. Entonces
k(a) = {r(a) : r(z) € klz],grado(r(z)) < grado(Irr(a,k))}, donde r(a) = s(a) < r(z) =
s(x). Esto es, cada elemento  de k(a) se expresa de manera unica como = r(a), con
grado(r(x)) < grado(Irr(a,k)).

Corolario 1.2.18 (ver [?]). Sean K extension de k y a € K. Si a es algebraico sobre k,
entonces k(a) es una extension finita de k y por lo tanto algebraica. De hecho [k(a) : k] =
grad(Irr(a,k)).
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Corolario 1.2.19 (ver [?]). Sea K extension de k y supongamos que ai,...,a, € K
son algebraicos sobre k. Entonces k(ay,...an) es una extension finita de k y por lo tanto
algebraica.

Corolario 1.2.20 (ver [?]). Sea K extension de k y sean a,b € K algebraicos sobre k.
Entonces a +b,a —b,a-b,7 con b# 0 son algebraicos sobre k.

Proposicién 1.2.21 (ver [?]). Sean L/K y K/k extensiones algebraicas. Entonces la
extension L/k es algebraica.

Definicién 1.2.22. Para una extension L/ K, sea
L% ={a€L:a es algebraico sobre K} C L.

Proposicién 1.2.23 (ver [?]). Para una extension L/K, L% es un subcampo que contiene
a K y LU /K es algebraica.

El estudio de los automorfismos de un campo, es fundamental en la Teoria de Galois.

Definicion 1.2.24. Sean K, L extensiones de k. Un isomorfismo o : K — L es llamado
un k —isomor fismo, si o(a) = a, para toda a € k. Si existe un k —isomor fismo de K en
L, se dice que K y L son k — isomor fos.

Definicion 1.2.25. Sea K una extension de k y sean a,b € K, los cuales son algebraicos
sobre k. Si Irr(a,k) = Irr(b,k), diremos que a y b son conjugados sobre k o son k-
conjugados.

Teorema 1.2.26. Sea K extension de k y sean a,b € K conjugados sobre k. Entonces
k(a) y k(b) son k-isomorfos. De hecho, existe un k-isomorfismo o : k(a) — k(b) tal que
o(a) =b.

Teorema 1.2.27 (ver [?]). Sea p(z) € k[x] un polinomio irreducible no constante. St K y
L son extensiones de k las cuales contienen raices a y b de p(x) respectivamente, entonces
existe un k-isomorfismo ¢ : k(a) — k(b) tal que p(a) =b.

1.3. Campos de Descomposicién y el Teorema de Kronecker

Sea K campo y sea f(z) € K[x].

Definicién 1.3.1. Si E es una extension de K, donde f(x) se puede factorizar como
producto de factores lineales, decimos que f(x) se descompone en Elx|. Asi si f(z) se
descompone en Ex] tenemos f(z) = c(x—ay)(x—ag) --- (x—ay), dondea; € E,i=1,...,n.



6 1.4. MONOMORFISMOS ENTRE EXTENSIONES

Por supuesto, si tenemos un campo como E, entonces las distintas raices ai,as, ..., an
de f(x) en E, generan un subcampo K(ai,asg,...,a,) < E el cual es el subcampo maés
pequeno de E para el cual f(z) se factoriza en factores lineales en E[z].

Teorema 1.3.2. (Teorema de Kronecker: primera version)[ver [?]]. Sean k un campo y
f(z) € klx] un polinomio de grado positivo. Entonces existe una extension finita K/k para
la cual, f(x) tiene una raiz en K.

Teorema 1.3.3. (Teorema de Kronecker: sequnda version)[ver [?]]. Sean k un campo y
f(z) € k[z] un polinomio de grado positivo. Entonces existe una extension finita K/k la
cual es un campo de descomposicion de f(x) sobre k.

Proposicién 1.3.4 (ver [?]). Sean F extension de K y f(x) € Klz|. Si E1,FEy < F son
subcampos de descomposicion para f(x) sobre K, entonces E1 = Es.

1.4. Monomorfismos entre extensiones

Definicién 1.4.1. Para extensiones F/K y L/K, sea Monog (L, F) el conjunto de todos
los monomorfismos L — F', los cuales fijan a los elementos de K, de la misma manera

sea Autg (F) el conjunto de todos los automorfismos de F' los cuales fijan a los elementos
de K.

Observacion 1.4.2. Siempre tenemos que Auti(F) C Monok(F,F) y Monok (F,F) es
cerrado bajo composicion pero mo es siempre un grupo, ya que los elementos mo son nece-
sariamente invertibles. Si F' es extension finita de K, entonces tenemos Monog (F, F) =
Autg (F), ya que cada transformacion K — lineal inyectiva es suprayectiva y de este modo
tnvertible.

Definicién 1.4.3. Sea F/K una extension y f(z) € K[z]. Sea
Roots(f,F) ={a € F: f(a) =0},

el conjunto de raices de f(x) en F. Este conjunto es siempre finito y puede también ser
vacio (esto sucede cuando f(x) no tiene raices en F).

Supongamos que p(x) es un polinomio irreducible, del cual podemos también suponer
es moénico y sea F extensiéon de K. Entonces si ¢t € F es una raiz de p(x), el homo-
morfismo evaluacién e; : K[z] — F lo factoriza a través del monomorfismo cociente
& : Klz]/(p(x)) — F cuya imagen es K(t) < F. Por supuesto, existe s6lo uno de tales
monomorfismos para cada una de las raices de p(x) en F. Si fijamos una raiz como ty e
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identificamos K[z]/(p(x)) con K (tg) via &, entonces cada raiz de p(z) en F' da lugar a un
monomorfismo ¢, = &; 0 &, : K(tg) — F, para el cual ¢:(to) = t.

Note que si ¢ : K[x]/(p(z)) — F es cualquier homomorfismo que extiende la funcién
identidad sobre K, entonces la clase x + p(z) debe ser enviada por ¢ a una raiz de p(z) en
F, por lo tanto cada uno de esos homomorfismos surge de esta manera. Esta discusiéon se
resume en el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.4 (ver [?]). Sea F extension de K. Sea p(x) € Klx] un polinomio
irreducible tal que p(to) = 0, con tg € F. Entonces existe una biyeccion

Roots(p, F') < Monok (K (to), F)
dado port < ¢, donde @i : K(to) — F cumple @i(to) = t.
Proposicién 1.4.5 (ver [?]). Sean F/K y L/K extensiones.

1. Para p(z) € K[z], cada monomorfismo o« € Monog (L, F) restringe a una funcion
o, : Roots(p, L) — Roots(p, F') la cual es inyectiva.

2. Si o € Monog (L, L), entonces ay, : Roots(p, L) — Roots(p, L) es una biyeccion.

1.5. Cerraduras Algebraicas

Definicion 1.5.1. Un campo K es algebraicamente cerrado, si no tiene extensiones alge-
braicas propias.

Definicion 1.5.2. Sea K un campo. Una extension F de K es llamada una cerradura
algebraica de K, si F' es algebraica sobre K y algebraicamente cerrada.

Notacién 1.5.3. Escribimos K o K9 . para referirnos a la cerradura algebraica de K .
Teorema 1.5.4 (ver [?]). Sea K un campo.
1. Eziste una cerradura algebraica de K

2. Sean F1 y Fy cerraduras algebraicas de K. Entonces existe un isomorfismo ¢ : F| —
F5 el cual fija los elementos de K.

Por lo tanto las cerraduras algebraicas son esencialmente unicas.

Existen algunas consecuencias inmediatas del Teorema 1.5.4. F4 = F5 indica que para
extensiones F1/K y Es/K existe un K —isomorfismo, £} — Fjs.
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Proposicién 1.5.5 (ver [?]). Sea K un campo.
1. Si L/K es una extension algebraica, entonces L = K.
2. Si L/K es una extension, entonces también lo es L/K y (L) = K.

Existe un resultado més fuerte que el Teorema 1.5.4.(2), el Teorema de Extension de
Monomorfismos.

Teorema 1.5.6. (Teorema de Extension de Monomorfismos)[ver [?]] Sea M /K una exten-
sion algebraica y L/ K < M/K. Supongamos que ¢y : L — K es un K—monomorfismo.
Entonces g se extiende a un monomorfismo ¢ : M —s K.

Definicién 1.5.7. Sean u,v € K. Entonces v es conjugado para u sobre K o es un conju-
gado de u sobre K si existe un monomorfismo ¢ : K — K, para el cual v = ¢(u).

Lema 1.5.8 (ver [?]). Sea p(z) = Irr(u, K), siu,v € K, entonces v es conjugado para u
sobre K si y solo si p(v) = 0.

1.6. Multiplicidad de raices y Separabilidad

Sea K un campo. Supongamos que f(z) € K[z] y u € K es una raiz de f(x), es decir,
f(u) = 0. Entonces podemos factorizar a f(x) como f(x) = (z — u)fi(x), para algin
f1 (J}) S K[l’]

Definicién 1.6.1. Si fi(u) = 0, entonces u es una raiz multiple de f(x). Si fi(u) # 0,
entonces u es una raiz simple de f(x).

Necesitamos entender més claramente cuando un polinomio irreducible tiene una raiz
multiple. Consideremos la derivada formal en K|z], es decir, la funcién 0 : K[x] — K|z]
dada por

o(f(x)) = f'(x) = a1 + 2ax + - - - + dagz®1,
donde f(z) = ap + a1z + asx® + - - - + aqz?, con a; € K.
Proposicién 1.6.2. La derivada formal 0 : K[z] — K|[x] tiene las siguientes propiedades.
1. 0 es K—lineal.

2. 0 es una derivacion, es decir, para f(x),g(z) € K[z],

O(f(x)g(x)) = 0(f(x))g(x) + f(x)d(g(x))-
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3. Sicar(K) =0, entonces Nuc(9) = K y O es suprayectiva.

4. Sicar(K) = p, entonces
Nuc(0) = {h(zP) : h(z) € K[z]}

y Im(9) es generada por los monomios x*, con p{ (k +1).

Proposicién 1.6.3 (ver [?]). Sea L extension de K y f(x) € K[z] tal que f(u) =0, para
algin v € L. Entonces u es una raiz multiple de f(x) si y sdlo si f(z) y f'(x) tienen un
factor comin de grado positivo en K|x], el cual se anula en u.

Corolario 1.6.4 (ver [?]). Si f(x) es irreducible en K|z|, entonces una raiz u es multiple

si y solo si f'(u) =0. En particular, esto puede ocurrir si car(K) > 0.

Corolario 1.6.5 (ver [?]). Sicar(K) =0 y f(z) es irreducible en Klx|, entonces cada
raiz de f(x) es simple.

Definicién 1.6.6. Un polinomio irreducible p(x) € K|[z] es separable sobre K si cada raiz
de p(z) en una extension L/ K es simple. Por el Corolario 1.6.4, esto es equivalente a pedir
que p'(u) # 0, para cada raiz u de p(x). Siw € L es una raiz multiple de p(x), entonces
la multiplicidad de u en p(x) es el mdazimo m tal que p(z) = (z — u)"q(x), para algin
q(x) € Llz].

Proposicién 1.6.7 (ver [?]). Sea K un campo y sea K una cerradura algebraica. Si
el polinomio irreducible p(x) € Klz] tiene raices distintas ui,...,u; € K, entonces las
multiplicidades de las u; son iguales. Por lo tanto en K,

p(z) =c(z —u)™ - (z —up)™,
donde c € K ym > 1.

Corolario 1.6.8 (ver [?]). Sea K un campo y sea K una cerradura algebraica. Si el
polinomio irreducible p(z) € K|[z] tiene raices distintas u1, ..., ur € K las cuales son todas
simples, entonces en K|x],

p(x) =cl@ —u1) - (z — ),
donde c € K y k = grad(p(x)).

Corolario 1.6.9 (ver [?]). Sea K un campo y sea u € K. Entonces el niimero de conju-
gados distintos de u es
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grad(Irr(u,K))

m H

donde m es la multiplicidad de u en Irr(u, K).

Definicion 1.6.10. Sea L extension de K. Un elemento u € L algebraico sobre K es
separable sobre K, si Irr(u, K) € K|x] es separable sobre K.

Definicién 1.6.11. Una extension algebraica L/ K es llamada separable, si cada elemento
de L es separable sobre K.

Definicion 1.6.12. Sea L extension finita de K. El grado separable de L sobre K se define
como

(L: K)=|Monok(L,K)|.
Lema 1.6.13 (ver [?]). Para una extension finita simple K(u)/K,
(K(u) : K) = |Roots(Irr(u, K), K)|.
Si K(u)/K es separable, entonces [K(u) : K] = (K(u) : K).
Cualquier extensién finita se puede construir por una sucesion de extensiones simples
K(u)/K, K(ui,u2)/K(u1),.... L = K(uy,...,ug) /K (U1, ..., up_1).
Asi podemos usar lo siguiente para calcular (L : K) = (K (uq,...,ug) : K).

Proposicién 1.6.14 (ver [?]). Sean L/K y M /L extensiones finitas. Entonces (M : K) =
(M : L)L :K).

Corolario 1.6.15 (ver [?]). Sea L extension finita de K. Entonces (L : K)|[L : K].

Proposicién 1.6.16 (ver [?]). Sea L extension finita de K. Entonces L/K es separable
sty solo si (L:K)=I[L:K].

Proposicién 1.6.17 (ver [?]). Sean L/K y M/L extensiones finitas. Entonces M/K es
separable si y sélo si L/K y M/L son separables.

1.7. El Teorema del Elemento Primitivo

Teorema 1.7.1. (Teorema del Elemento Primitivo)[ver [?]] Sea L extension finita sepa-
rable de K. Entonces L tiene un elemento primitivo.

Corolario 1.7.2 (ver [?]). Sea L/K una extension finita separable de un campo de car-
acteristica 0. Entonces L tiene un elemento primitivo
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Proposicién 1.7.3 (ver [?]). Sea u € K un elemento separable sobre K. Entonces

Irr(u, K) = (z — a1 (w)) - - - (& — ag(u)),

donde o, ...,aq son los elementos de Monog (K (u), K). En particular, el polinomio

(x —ai(uw) - (z—aq(u) € K

estd en K|x] y es irreducible.

1.8. Extensiones Normales y Campos de Descomposicién

Sea K una cerradura algebraica para el campo K y sea E/K < K/K una extensién
finita. Si ¢ € Monok (E, K), entonces por la Observacién 1.4.2 tenemos que ¢(E) = E si
y sblo si p(F) < E.

Definicion 1.8.1. Una extension E de K se dice que es una extension normal de K, si
¢(E) = E, para cada ¢ € Monog (E, K).

Observacion 1.8.2. Si E/K es una extension normal entonces siempre que un polinomio
irreducible p(x) € K|x| tiene una raiz en E, se descompone en E ya que por el Lema 1.5.8
cada par de raices de p(x) son conjugados sobre K y una puede ser enviada a la otra por
un monomorfismo K — K, el cual debe enviar E en el mismo.

Teorema 1.8.3 (ver [?]). Una extension finita E/K es normal si y sdlo si es un campo
de descomposicion sobre K, para algin polinomio f(x) € Klz].

Corolario 1.8.4 (ver [?]). Sean E/L y L/K extensiones finitas. Si E/K es normal,
entonces E/L es normal.






Capitulo 2

Extensiones de Galois y la
Correspondencia de (zalois

En este capitulo estudiaremos la estructura de las extensiones de Galois y sus gru-
pos de Galois asociados, en particular explicaremos como estos estan relacionados por la
Correspondencia de Galois. En todo el capitulo, sea K un campo.

2.1. Extensiones de Galois

Definicién 2.1.1. Una estension finita E de K es una extension de Galois (finita) si es

normal y separable.

De la seccién 1.6 sabemos que para una extension de Galois E/K, [E : K| = (E : K)

y también cada monomorfismo ¢ € Monok(FE, K) manda E en si mismo, por lo tanto
restringe a un automorfismo de E el cual serd denotado ¢|pg.

Dado que cada monomorfismo o € Monog (E, K), es también un elemento de Aut (E),por
el Teorema de Extension de Monomorfismos 1.5.6, tenemos que cada automorfismo o €
Monok (E, K) se extiende a un monomorfismo £ — K que fija a los elementos de K. De
este modo existe una biyeccién

Monogk (E,K) < Autg(E)
y tenemos
|Autg (E)| = (E : K) =[E : K].
Definicién 2.1.2. Para una extension finita de Galois E/K, el grupo

Gal(E/K) = Autk (E)

13
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es llamado el Grupo de Galois de la extension o el Grupo de Galois de E sobre K. Los
elementos de Gal(E/K) son llamados automorfismos de E/K .

Por lo dicho anteriormente tenemos que:
|Gal(E/K)| = (E: K)=[E: K].

También podemos reformular la nociéon de conjugacion introducida en la Definicién
1.5.7.

Definicion 2.1.3. Sean E extension finita de Galois de K y u,v € E. Entonces v es
conjugado para u sobre K, si existe ¢ € Gal(E/K), para el cual v = p(u); también se dice
que v es un conjugado de u sobre K.

Sea F extensién finita de Galois de K. Sabemos que E es un campo de descomposicién
para algin polinomio sobre K, ya que E es normal sobre K. También sabemos que F es
una extension simple de K, ya que F es separable sobre K. Con frecuencia es conveniente
utilizar estos hechos para interpretar elementos del grupo de Galois como permutaciones
de las raices de algiin polinomio el cual se descompone sobre E.

Resumiremos las propiedades de los grupos de Galois, para ello recordaremos algunas
nociones de la teorfa de grupos [ver [4]].

Definicion 2.1.4. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accion de G en X, es una
transformacion x : X x G — X, tal que

m ze =x para toda x € X ye € G es el elemento identidad.
v 2(g192) = (2191)g2, para toda x € X, para toda g1,g2 € G.

Una accion de un grupo G en un conjunto X es transitiva si para cada par de elementos
x,y € X, existe un elemento g € G tal que y = xg.

La accion es fiel o efectiva si para cada elemento h € G, h # e, existe un elemento z € X
tal que zh # z.

Teorema 2.1.5 (ver [7]). Sea E extension finita de Galois de K. Supongamos que E es
el campo de descomposicion de un polinomio irreducible separable de grado n, f(x) € K|x].
Entonces se cumple lo siguiente:

1. Gal(E/K) actia transitivamente y fielmente en Roots(f, E)

2. Gal(E/K) puede ser identificado con un subgrupo del grupo de permutaciones de
Roots(f, E). Si ordenamos las raices uy, ..., u,, entonces Gal(E/K) puede ser iden-
tificado con un subgrupo de Sy,.
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3. |Gal(E/K)| divide a n! y es divisible por n.

Dada una extensién de Galois E//K, estudiaremos subextensiones L/K < E/K y sub-
grupos I' < Gal(F/K), enfocindonos en la relacién entre este tipo de objetos.

2.2. Subgrupos del grupo de Galois y su campo fijo.

Sea E/K una extensién de Galois y supongamos que I' < Gal(E/K). Consideremos el
subconjunto de elementos de E fijados por I,

E' = {u € E|Vy €T, y(u) = u}.
Lema 2.2.1 (ver [3]). EY < E es un subcampo de E que contiene a K.
Definicién 2.2.2. EV < E es el campo fijo de T.

Por la Proposicién 1.6.17, las extensiones E/E" y EV /K son separables. E/E" también
es normal, de esta manera F/E" es una extensién de Galois; identificaremos su grupo de
Galois. Observemos que

[E:EY) = (E:E") =|Gal(E/EY)|.
Ahora cada elemento de Gal(E/E") es también un elemento de Gal(E/K) y Gal(E/E")
Gal(E/K).

Por definicién I' < Gal(E/EY), asi el Teorema de Lagrange implica que |I'| divide a
|Gal(E/E")|. De hecho tenemos

Proposicién 2.2.3 (ver [7]). Para T' < Gal(E/K), tenemos Gal(E/EY) = T y las

ecuaciones

[ : BY] = |Gal(B/E)| = |T|, [E" : K] = Sl
2.3. Subcampos de Extensiones de (Galois y grupos relativos
de Galois.

Sea E/ K una extension de Galois y supongamos que L/K < E/K,esdecir, K < L < E.
Entonces E/L es también una extension de Galois cuyo grupo de Galois Gal(E/L) es
algunas veces llamado el grupo relativo de Galois de la pareja de extensiones E/K y L/K.

Lema 2.3.1 (ver [7]). El grupo relativo de Galois de L/K < E/K es un subgrupo de
Gal(E/K), es decir, Gal(E/L) < Gal(E/K) y su orden es |Gal(E/L)| = [E : L].

IN
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Proposicién 2.3.2 (ver [7]). Sean L/K < E/K extensiones. Entonces L = EGW(E/L),

El siguiente resultado explica la conexién entre los dos usos de la palabra normal, los
cuales se derivan de su uso en la teoria de Galois.

Proposicién 2.3.3 (ver [3]). Sea E una extension finita de Galois de K y L/K < E/K.

1. El grupo relativo de Galois Gal(E/L) de L/K < E/K es un subgrupo normal de
Gal(E/K) siy sdlo si L/K es una extension normal.

2. 8t L es extension normal de K y por lo tanto una extension de Galois, entonces
existe un isomorfismo de grupos

Gal(E/K)/Gal(E/L) — Gal(L/K), dado por aGal(E/L) — o|r.

Ahora ya estamos listos para enunciar nuestro resultado central que describe la Corres-
pondencia de Galois asociada con una extensién de Galois finita. Para una extension de
Galois finita, sean

S(E/K) = el conjunto de todos los subgrupos de Gal(E/K);
F(E/K) = el conjunto de todas las subextensiones L/K de E/K.

Cada uno de estos conjuntos esta ordenado por la inclusién. Como cada subgrupo de
un grupo finito es un subconjunto finito de un conjunto finito, S(E/K) es también un
conjunto finito. Definimos dos funciones por

Qp/k F(E/K) — S(E/K); ®g/k(L) = Gal(E/L),
Op/k : S(E/K) — F(E/K); ©p/x(I') = E'.

Teorema 2.3.4. (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois)[ver [7]]. Sea E extension
finita de Galois de K. Entonces las funciones @ y O/ son biyecciones mutuamente
inversas las cuales invierten el orden de la inclusion.

F(E/K)=S(E/K)

Bajo esta correspondencia subextensiones normales de E /K corresponden a subgrupos nor-
males de Gal(E/K) y viceversa.

Corolario 2.3.5. Sea E una extension finita de Galois de K. Entonces sélo hay un nimero
finito de subextensiones L/K < E/K.
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2.4. Extensiones de Galois para campos de caracteristica
positiva

Supongamos que K es un campo y digamos que car(K) = p. Podemos ver K como una
extension de campo de [Fp,.

Lema 2.4.1. Sea F' un campo finito con q elementos y sea V un F—espacio vectorial.

Entonces dimpV < oo si y sdlo si V es finito y en este caso |V| = q@mrV,

Demostracion. =) Sid = dimpV < oo, entonces para una base vy, ..., vg podemos expresar
cada elemento v € V de manera tnica en la forma v = tyv1 +- - - +t4vg, donde 1, ...,t4 € F.
Claramente existen exactamente ¢¢ de tales expresiones, de este modo V| = q“.

<) Si V es finito, entonces cualquier base tiene un nimero finito de elementos, asi dimpV <
0. |

Corolario 2.4.2. Sea F un campo finito y E/F una extension. Entonces E es finito si y
sdlo si E/F es finita y entonces |E| = \FHEIF],

Corolario 2.4.3. Sea K un campo finito. Entonces K/F, es finita y |K| = pl&¥sl.

En lo que sigue mostraremos que para cada potencia p? existe un campo finito con p?
elementos. Comenzamos con la cerradura algebraica ), de IF, y consideremos el polinomio

Opa(r) = o' — 1z e Fylz).

Observemos que @;d (z) = —1, por lo tanto, por la Proposicién 1.6.3, cada rafz de © ,4(z)

en F, es simple. Por lo tanto por el Corolario 1.1.14, ©,q(7) debe tener exactamente p?
raices distintas en Fp, digamos 0,uy, ..., Upa_;.
Entonces en Fy[z] tenemos

d
P —r=x(r—ur) (T Upa_q),
y cada raiz es separable sobre F,,. Sea

Fpa = {u € Fy|Opa(u) = 0} CF, ng = {u € Fpalu#0}.

d
Observacién 2.4.4. u € ng Su#0y0,u(u) =0 o=l w' =1,

Proposicion 2.4.5. Para cada d > 1, Fpa es un subcampo finito de ﬁp con p? elementos
Yy ng =Fa.= (Fpa \ {0}). Ademds IF,a/F), es campo de descomposicion separable.
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Demosftmcia’n. Hay que ver que Fa es subcampo de E,, por lo anterior ya tenemos que
Fpa C Fp,. Ahora sean u,v € F,q, entonces

(u+v)P" — (u+v) =" 407 —u—v = (uP" —u)+ (P —v) =0, por lo tanto u+v € Fpa
(uv)pd — v = w?" P —ww = uv —uw = 0, por lo tanto uv € Fpa, por lo tanto Fa < Fp y
_d 0 _
|de‘ =Py de = F;d-

|
Definicién 2.4.6. El campo finito Fa < E, es llamado el campo de Galois de orden p?.

Usaremos GF(p?) para denotar a tales campos. Si d =1, GF(p) =F, y [Fpa : Fp] = d.

Proposicion 2.4.7. Sea d > 1.

1

= .y d d_
1. Fu <F)y es el campo de descomposicion de xP" —x y aP ~* — x sobre ).

2. Fpa < ﬁp es el dnico subcampo con p® elementos.

3. Si F es un campo con p? elementos, entonces eviste un monomorfismo ¢ : F — T,
con Im(p) =F,a y por lo tanto F' = F .

. L d .
Demostracion. 1. F, es campo de descomposicion de 27 — x por lo anterior y los ele-
, d_
mentos de ng = F;d C F,a son las raices de 2 L1,

2. Supongamos que F < F, y |F| = p?. Tomamos F* = F \ {0} el cual es un grupo
abeliano bajo la multiplicacién, con p® — 1 elementos. Por el Teorema de Lagrange,
Ya € F*, o(a)|p® — 1, por lo tanto Ya € F*, a" 1
es raiz de ©,4(7), lo que implica que F* C F,q, entonces ' C Fa y [F| = [Fpa| = pe.

. d
=1, es decir, a? = a, entonces a

S F = de.
|

Corolario 2.4.8. Sea K un campo finito de caracteristica p. Entonces K/F, es una ex-
tension finita de Galois.

Proposicién 2.4.9. Sean F,m y Fpn dos campos de Galois de caracteristica p. Entonces
Fpm < Fpn siy solo si mn.

Demostracion. =) Si Fym < Fpn, entonces por el Corolario 2.4.2,

pn — (pm)[]Fpn:Fpm] — pm[Fpn:]Fpm}’
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asi mn.

. . . m
<) Si m|n, escribimos n = mk, donde k > 1. Entonces para u € Fpm tenemos que v? = u,
asi

n mk my ,m(k—1) m(k—1)
uP =P :(Up )p = uP e

Por lo tanto u € F» y por lo tanto Fym < Fyn. |

Teorema 2.4.10. La cerradura algebraica de I, es la union de todos los campos de Galois
de caracteristica p,

Fp = UnZl Fyn
Ademds cada elemento u € F,, es separable sobre F,.

Demostracion. Sea u € Fyn. Entonces u es algebraico sobre F, y la extensién Fp(u)/F,
es finita. Por lo tanto por el Corolario 2.4.2, F,(u) < F, es un campo finito. La Proposi-
cién 2.4.9 implica que Fp(u) = Fy», para alguna n. La separabilidad la obtenemos por el
Corolario 2.4.8. [}

Proposicion 2.4.11. El grupo de unidades IF;d en Fa es ciclico.

Este resultado es un caso especial de un resultado més general acerca de campos arbi-
trarios. Para la siguiente Proposicién recordemos que si G es un grupo Abeliano, entonces
el ezponente de G denotado exp(G), es el minimo comin multiplo de los érdenes de los
elementos de G. Por un resultado de la teoria de grupos, existe un elemento de G cuyo
orden es exp(G) . De este hecho se tiene que G es ciclico si y sélo si |G| = exp(G).

Proposicion 2.4.12. Sea K un campo. Entonces cada subgrupo finito G < K* es ciclico.

Demostracion. Sea n = |G| y m = exp(G). Entonces m|n por el teorema de Lagrange. Si
g € G, entonces g = 1, asi cada elemento de G es una raiz del polinomio 2™ — 1. Este
polinomio tiene a lo mas m raices en el campo K. Sin embargo, z"* — 1 tiene al menos a
los elementos de G' como raices, asi n < m. Por lo tanto, exp(G) = |G|, de este modo G es
ciclico. |

Definicion 2.4.13. Un elemento u € F;d es llamado una raiz primitiva, si es una raiz
primitiva (p? — 1)-ésima de la unidad, es decir, su orden en el grupo F;d es (p? — 1), por
lo tanto (w) = Fa.

Proposicién 2.4.14. La extension de Galois Fyna /Fpa es simple.

Demostracion. Por la Proposicion 2.4.11 Fna tiene una raiz primitiva w. Entonces w genera

a F;nd ciclico de orden p™® — 1. [F,na sobre F 4 tiene una base de potencias de w. Por lo

tanto Fpna = Fpa(w). [ |
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2.5. Grupos de Galois de extensiones finitas y mapeos de
Frobenius

Tomemos una extensién de campos de Galois Fjna/F,q. Tenemos
|Gal(Fyna/Fpa)| = |Aut1ppd (Fyna)| = [Fpna : Fpa] =n
Introducimos un elemento importante del grupo de Galois Gal(Fyna/Fpa).

Definicién 2.5.1. El mapeo (relativo) de Frobenius para la extension Fpyna/F,a es la fun-
cion: Fy: Fyna — Fpna dado por Fy(t) = ",

Proposicion 2.5.2. El mapeo de Frobenius Fy : Fpna — Fpna es un automorfismo de Fpjna
que fija a Fa, entonces Fy € Gal(Fyna/Fpa) y su orden es n, por lo tanto Gal(Fyna /F,a) =

(Fyg).
Demostracion. Sean u,v € Fyna,

Fy(u+v) = (u+v)?" = u" + 07" = Fy(u) + Fy(v),
Fy(uwv) = (uv)pd = uP" o’

asi Fy es un homomorfismo de anillos. Sea u € F,4, entonces Fy(u) = w?" = u, por lo
tanto Fy fija a Fpa. Para ver que Fy es un automorfismo, sea w € F,q, entonces Fi(w) =
FyoF0- - -0Fy(w) = Fyo- - -0Fy(wP") = Fyo- - -oFy((wP")P") = Fyo- - -0 Fy(wP™) = wP™ = w,
para todo w € Fna por lo tanto F} = id, entonces o(Fy)|n. Sea z generador de (F,na)*,
entonces el o(z) = p"@—1. Supongamos también que el orden de F}; es k, con k < n, entonces
Ff = id, entonces FF(z2) = P = z, k < n, entonces o(z)[p* — 1, pero o(z) = p"? — 1y
o(2)|(p*,p"® — 1) lo cual es una contradiccién, entonces o(z) = p"® —1 > p*@ — 1, por lo
tanto el orden de Fy es n y tiene inverso F; - Fg‘*l. |

Para d > 1, tomemos la funcién
F;:F, — F,, dada por Fy(t) = "
Proposicién 2.5.3. Sea d > 1.

1. Fy: F, — Fp es un automorfismo de F, que fija a Fpa. Ademds para u € F,,
Fy(u) = u siy solo siu € Fa.

2. La restriccion Fd|Fpnd’ es el mapeo relativo de Frobenius Fy : Fpna — Fpjna.

3. Sik>1, FF¥ = Fy4. Porlo tanto en Autﬂ:pd (de), F, tiene orden infinito, asz’Aut]de (Fp)
es infinito.
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Demostracion. 1. Fy:F, —F, € Auty , (Fp). Sean u,v € F,, entonces

Falutv) = (u+ o) = + 07" = Fy(u) + Fa(v),
Fy(uv) = (uv)?" = up"o?”.

por lo tanto F), € AUt]de (Fp). Por otro lado si u € Fpa, Fy(u) = uP" = u. Supongamos
que Fy(z) =z, x € Fp, dado que 2P = z, si x = 0, entonces = € Fq, por otra parte

. d__ ,
siz #0, entonces 2P ' =1yasiz € Fpa.

2. Sea u € Fp, entonces FF(u) = Fyo---o Fy(u) = wP™...(1). Por otra parte Fjq =
uP™...(2). Por lo tanto de (1) y (2) tenemos que F¥ = Fy4. Ahora supongamos que

F; en AutFp ,(Fp) tienen orden finito digamos n. Entonces F} = F,q = id. Sea

w rafz primitiva en Fjna C F,, con m > n, entonces o(w) = p™? — 1, aplicamos
. nd
F7 = F,q = id y tenemos F}(w) = wP"" = w, entonces o(w)|p"™® — 1, lo cual es una

contradiccién, ya que o(w) = p™® — 1, con m > n. Por lo tanto el orden de F; en

Aut]Fp ,(Fp) es infinito y asi Aut]pp ,(Fp) es infinito.
|

Definicion 2.5.4. El mapeo de Frobenius F es llamado el mapeo absoluto de Frobenius,

ya que es un elemento de los grupos Auty,(F,) y Autp,(Fpn) = Gal(Fpn /Fp) para cada
n>1.

Observacién 2.5.5. Gal(Fna : Fpa) = (Fy), tiene un subgrupo ciclico para cada k|n que
es (FF), de orden n/k.

k
Proposicién 2.5.6. Para cada k|n, el subcampo fijo de (F£> en Fna es F;E) =F ax.

p

Demostracion. Sabemos que Fa < F;n‘j> < Fyna. Sea 0 # u € Fna, Fj(u) — P =y s y
solo si u € Fppa. |
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