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1 INTRODUCCION

En matematicas, la Teoria de Galois es una coleccion de resultados que conectan la Teoria
de campos con la Teoria de grupos. La Teoria de Galois tiene aplicacion a diversos
problemas de la Teoria de campos, que gracias a dicha Teoria, pueden ser reducidos a
problemas mas sencillos de la Teoria de grupos. La Teoria de Galois debe su nombre al
matematico francés Evariste Galois (1811-1832), muerto a la edad de 20 afios
aproximadamente.

El nacimiento de la Teoria de Galois estuvo motivado por el intento de responder a la
siguiente cuestion:

¢Por qué no existe una formula para la resolucién de ecuaciones polinémicas de
quinto grado (o superior) en términos de los coeficientes del polinomio, usando
operaciones algebraicas (suma, resta, multiplicacion, divisién) y la extraccion de
raices (raices cuadradas, cubicas, etc.); tal como existe para las ecuaciones de
segundo, tercer y cuarto grado?

El Teorema de Abel-Ruffini que es parte de la Teoria de Galois da una respuesta a esta
pregunta. La Teoria de Galois proporciona no s6lo una elegante respuesta a esta cuestion,
sino que también explica en detalle por qué es posible resolver ecuaciones de grado inferior
al cuarto, y por qué las soluciones son expresables mediante operaciones algebraicas y
extraccion de raices.

Evariste Galois (25 de octubre de 1811 - 31 de mayo de 1832) fue un joven matematico
francés nacido en Bourg-la-Reine. Mientras aun era un adolescente, fue capaz de
determinar la condicidn necesaria y suficiente para que un polinomio pueda resolverse por
radicales, dando una solucion a un problema que habia permanecido insoluble. Su trabajo
ofrecio las bases fundamentales para la teoria que lleva su nombre, una rama principal del
algebra abstracta. Fue el primero en utilizar el término "grupo™ en un contexto matematico.

La Teoria de Galois es muy extensa, lo que trabajaremos aqui son monomorfismos entre
extensiones de campo.


http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%89variste_Galois
http://es.wikipedia.org/wiki/1811
http://es.wikipedia.org/wiki/1832
http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Abel-Ruffini
http://es.wikipedia.org/wiki/25_de_octubre
http://es.wikipedia.org/wiki/1811
http://es.wikipedia.org/wiki/31_de_mayo
http://es.wikipedia.org/wiki/1832
http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Francia
http://es.wikipedia.org/wiki/Bourg-la-Reine
http://es.wikipedia.org/wiki/Condici%C3%B3n_necesaria_y_suficiente
http://es.wikipedia.org/wiki/Polinomio
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Radical_matem%C3%A1tico&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_Galois
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_abstracta
http://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_(matem%C3%A1tica)

2 PRELIMINARES

La mayoria de las demostraciones de los resultados aqui mencionados, en preliminares,
pueden ser vistas en [1] y [2]

Definicion 2.1. Un anillo es un sistema (R, +,-) que consiste en un conjunto no vacio R y
dos relaciones binarias + y - definidas sobre R y tales que

a) (R,+) esun grupo abeliano
b) (R,-) es un semigrupo
c) Lamultiplicacion, por ambos lados se distribuye sobre la suma.
Recordatorio 2.2.
2.2.1. (R, +) es un grupo abeliano si:
2.2.1.1. Existeunelemento0 e Rtalque0O+a=a+0=a,Va ER
2212.a+b+c)=(@a+b)+c Vab,c€ER
2.2.1.3.Va € Rexiste —a€Rtalquea+ (—a)=(—a)+a=0
2214.a+b=b+a Va,b €R (abeliano)
2.2.2. (R,+) es un semigrupo si:
2221l.a-(b-c)=(a-b)-c
2.2.3. La multiplicacion se distribuye sobre la suma por ambos lados
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c
Definicion 2.3. Un anillo conmutativo (R, +,-) esun anillotalquea-b = b -a Va,b € R.

Definicion 2.4. Un anillo (R,+,") se Illama con unidad o con identidad si existe un
elemento 1 e Rtalquel-a=a-1=a Va €R.

Definicion 2.5. Si R es un anillo y 0 # a € R entonces se dice que a es un divisor
izquierdo (derecho) de cero, si existe algin elemento en R, b=+ 0 tal que
a-b=0(b-a=0).



Nota 2.6. Un divisor de cero es cualquier elemento de R que es tanto divisor derecho como
divisor izquierdo de cero.

Definicion 2.7. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Si R no tiene divisores de cero,
entonces se dice que R es un dominio entero.

Definicion 2.8. Sea (R, +,") un anillo y sea S un subconjunto de R. Se dice que S es un
subanillo de R si (S, +]|sxs, * lsxs) €S en si mismo un anillo.

Nota 2.9. Es decir, (S, +,-) es un subanillo de R si:

2.9.1. (S, +) es un subgrupo de (R, +).

2.9.2. (S,-) es un subsemigrupo de (R, ).
Definicion 2.10. Sea R un anillo arbitrario. Si existe un entero positivo n tal quen-a =0
Va € R entonces al entero positivo mas pequefio con esta propiedad se le conoce como la
caracteristica del anillo. Si no existe tal entero (es decir, si n = 0 es el Unico entero para el
cual n - a = 0 paratodo a € R) entonces se dice que R es un anillo de caracteristica cero.

Se denota la caracteristica del anillo por char.

Definicion 2.11. Sea I un subconjunto no vacio de un anillo R. Entonces I es un ideal
derecho de R si:

211.1.a,b €l implicaa—b el
2112.reRya €l implicaa-r €l

Anélogamente para el ideal izquierdo. Y se escribe ideal cuando nos referimos a un ideal
bilateral.

Definicién 2.12. Consideremos un anillo arbitrario R y S un subconjunto no vacio de R.
Denotamos por

(8) =n{l|l esidealde Ry S c I}

Llamamos a (S) al ideal generado por S, ya que si J es un ideal de Ry S < J, entonces
(S) c J. Es decir (S) es el ideal de R mas pequefio que contiene a S.

Definicion 2.13. Sea R un anillo y S = {a;} < R, entonces se dice que ({a;}) es un ideal
principal.

Definicion 2.14. Se dice que un anillo R es un anillo de ideales principales si cada ideal I
de R esde laforma I = (a) paraalgin a € R.



Definicién 2.15. Sean R y R'anillos. Por un homomorfismo de anillos de R a R’ entendemos
una funcion f: R — R’ tal que:

2151. f(a+b) = f(a) + f(b)
2.15.2. f(ab) = f(a)f(b) Va,b €ER
Ademas:
2.15.3. f es un monomorfismo si f es inyectiva.
2.15.4. f es un isomorfismo si f es biyectiva.
2.155.Si f:R — Ry f es un homomorfismo, entonces se dice que f es un endomorfismo.
2.15.6. Si f: R — R es ademas isomorfismo, entonces se dice que f es un automorfismo.

2.15.7. Si f: R — R’ es un homomorfismo de anillos, entonces se dice que f(R) = Imf es
una imagen homomorfa de R.

Teorema 2.16. Sean Ry R’ dos anillos y f:R — R’ un homomorfismo. Entonces los
siguientes enunciados son ciertos:

2.16.1. f(0g) = Op
2.16.2. f(—a) = —f(a) Va ER

2.16.3. Si R y R’ tienen identidad y f es suprayectiva (f(R) = R') entonces
f(Ag) = 1p

2.16.4. f(a™) = f(a)™! (R y R’ tienen identidad) para a invertible en R y
f(R) =R’

Teorema 2.17. Sea f un homomorfismo del anillo R al anillo R’. Entonces
2.17.1. Para cada subanillo S de R, f(S) es un subanillo de R'.
2.17.2. Para cada subanillo $" de R', f~1(S") es un subanillo de R.
Definicion 2.18. Sea f un homomorfismo de un anillo R a un anillo R". El kernel o nicleo

de f, denotado por Nuc(f), consiste de todos los elementos en R que van a cero bajo f
ie:

Nuc(f) ={r € RIf(r) = O’}

Observacion 2.19. Nuc(f) # 0@, yaque 0z € Nuc(f)



Teorema 2.20. Un homomorfismo f de un anillo R a un anillo R" es monomorfismo si y
solo si en el kernel o nucleo estd solamente el cero, Nuc(f) = {0z}

Definicion 2.21. Dado un anillo R y un ideal I de R, denotamos al conjunto de todas las
clases laterales de I en R por:

R/l :={a+I|a € R}

Teorema 2.22. Sea I un ideal del anillo R, entonces R/I es un anillo y se le conoce como el
anillo cociente de R por I(o de I en R).

Definicion 2.23. Un anillo K se dice que es un campo si el conjunto K \ {0} es un grupo
conmutativo bajo la multiplicacién en K.

Teorema 2.24. Todo campo K es un dominio entero.

Definicién 2.25. Por un subcampo K’ de un campo K entendemos un subanillo K’ de K que
en si mismo es un campo

Definicion 2.26. Sea K un campo; el anillo de polinomios en X sobre K, que siempre se
expresard como K[X], es el conjunto de todas las expresiones formales p(X) = ay + a1 X +
ot a, 1 X" 1 + a,X™, donde los a;, llamados coeficientes del polinomio p(X), estan en
K. En K[X] se definen igualdad, suma y producto de dos polinomios para hacer de K[X] un
anillo conmutativo.

Lema 2.27. K[X] es un dominio entero.

Definicion 2.28. Si p(X) = ag + 4 X + - + a, X" y a,, # 0, entonces el grado de p(X),
denotado por grd p(X), es n.

Teorema 2.29 (ALGORITMO DE LA DIVISION). Dados los polinomios f(X),g(X) €
K[X], donde g(X) # 0, se cumple entonces que existen q(X),r(X) € K[X] tales que

f&X) =q0gX) +r(X),
yr(X) =00 biengrd r(X) < grd g(X).

Definicion 2.30. f(X) € K[X] es un polinomio monico si el coeficiente de su potencia méas
altaes 1.

Asi que si f(X) es mdnico significa que
fX)=X"+a,_ X" 1+ +a. X + a.

Definicion 2.31. Un polinomio p(X) € K[X] de grado positivo es irreducible en K[X] si no
puede factorizarse como producto de polinomios de manera que todos ellos tengan grado



menor que grd p(X). Es decir si p(X) =r(X) - q(X) entonces ha de ser r(X) €K o
q(X) € K (es decir, alguno de ellos es un polinomio constante)

Teorema 2.32. (Propiedad de la Evaluacion del Homomorfismo). Sea ¢:R — S un
homomorfismo de anillos.

I. Paracada s € S existe un unico homomorfismo de anillos ¢,: R[X] — S el
cual:
a. @;(r)=¢@() VreRr,
b. ¢, (X)=s.
ii. Para n>1 y s4,..,5,€S, existe un Gnico homomorfismo
@s,,..5,- R[X1, ., X ] — S el cual

a. (pS1,...,Sn (r) = Qp(r) Vr € R;
b. @5, . X)=s coni=1,..,n

Para la demostracion ver [3] p.6

Definicion 2.33. Sea t € K donde K es un campo y p(X) € K[X]. Decimos que t es raiz de
p(X)sip(t) =0

Definicion 2.34. Un ideal propio M de un anillo K es un ideal maximo si los unicos ideales
de K que contienen a M son el mismo M y K.

Teorema 2.35. Si p(X) € K[X], entonces el ideal (p(X)) generado por p(X) en K[X] es un
ideal maximo de K[X] si y solo si p(X) es irreducible en K[X]. (Demostracion en [2] p.
159-160)

Teorema 2.36. Sea K un campo.
i.  El anillo cociente K[X]/{p(X)) es un dominio entero si y s6lo si p(X) = 0 o0 p(X)
es irreducible en K[X].
ii.  El anillo cociente K[X]/{(p(X)) es un campo si y s6lo si p(X) es irreducible en
K[X].

Demostracién en [3] p.9

Definicion 2.37. Sean K y L campos tales que K < L es un subanillo. Entonces decimos
que K es subcampo de L; también decimos que L es una extension del campo K.

Notacién 2.38. Para indicar que L es una extension del campo K escribimos K < Lo L/Ky
K < L si K es un subcampo propio de L, es decir, si K # L.

Observacion 2.39. Un hecho importante sobre las extensiones de campo L/K es que L €S
un espacio vectorial sobre el campo K donde la suma es la suma en el campo L mientras el



producto por escalares esta definido por u - x = ux (u € K,x € L). (Es decir el producto
por escalares es la restriccion del producto en L).

Definicion 2.40. A la dimension de L como espacio vectorial sobre K la llamaremos el
grado de la extension de L sobre K y usaremos la siguiente notacion:

dimg L = [L : K].

Una extension de campo L/K es finita (dimensionalmente) si [L : K] < oo, de otro modo es
infinita (dimensional).

Definicion 2.41. Sea F un campo y K < F. Dados los elementos uy, ..., u, € F nosotros
podemos formar el siguiente conjunto

K(uq,..,u,) = ﬂ L

K<L<F
Uq,.,UrEL

el cual es el campo en F mas pequefio que contiene a K y a los elementos uy, ..., u,. La
extension K(uq, ...,u,)/K se llama la extension generada por los elementos uy, ..., u,;
también decimos que K (ug, ..., u,)/K es una extension finita generada de K. Una extension
de la forma K (u) /K es llamada una extension simple de K con generador u.

Podemos extender esto al caso de una sucesion infinita uq, ..., u,, ... en F y denotada por
K(uq,...,u,,..) < F la extension mas pequefia del campo K que contiene a todos los
elementos u,..

Teorema 2.42. Para una extension simple K(u)/K, solamente una de las siguientes
condiciones se cumple:

(i) EI homomorfismo evaluacion en u ,: K[X] — K(u) es un monomorfismo vy al
pasarlo al campo de cocientes da un isomorfismo (g,).: K(X) — K(u). Se refiere
al campo de cocientes de polinomios
KX)={f(X)/gX)|f(X),g(X) € K[X],g(X) # 0}. En este caso, K(u)/K es
infinito y decimos que u es trascendente sobre K.

(if) EI homomorfismo evaluacion en u &,: K[X] — K(u) tiene un ndcleo no trivial
Nuc(g,) = (p(X)) donde p(X) € K[X] es polinomio monico irreducible de grado
positivo y el homomorfismo cociente &,:K[X]/{(p(X)) — K(u) es un
isomorfismo. En este caso K (u)/K es finita con [K(u) : K] = grd p(X) y decimos
que u es algebraico sobre K.

(La demostracion de este teorema se encuentra en [3] p.27-28)

Definicién 2.43. Sea L/K una extensién de campo. Decimos que un elemento t € L es
algebraico sobre K si hay un polinomio p(X) € K[X] no nulo para el cual p(t) = 0.



El Teorema 2.42 nos permite caracterizar los elementos algebraicos de la siguiente manera:
Proposicion 2.44. Sea t € L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i. tesalgebraico sobre K
ii.  El homomorfismo evaluacion ¢;: K[X] — L tiene un ndcleo no trivial.
iii.  Laextension K(t)/K es de dimension finita.
Definicion 2.45. Si t € L es algebraico sobre K entonces por la Proposicion 2.44

Nuc(e;) = (minpoly (X)) # (0),

donde minpolyg (X) € K[X] es un polinomio monico irreducible llamado el polinomio
minimo de t sobre K. El grado de minpolyy . (X) es llamado el grado de t sobre K y esta
denotado por grdg t.

Proposicion 2.46. Si t € L es algebraico sobre K entonces
[K(t) : K] = grd minpolyy ,(X) = grdg t
La demostracion de esta Proposicion se sigue del Teorema 2.43(ii).

Definicion 2.47. La extension L/K es algebraica o L es algebraico sobre K si todo
elemento t € L es algebraico sobre K

Definicion 2.48. Sea L /K una extension entonces:
L*9 = {t € L|t es algebraico sobre K} S L

Definicion 2.49. Sea K un campo. Una extension F/K es llamada una cerradura
algebraica de K si F es algebraico sobre K y cerrado algebraicamente.

Notacion: Para referirnos a la cerradura algebraica del campo K escribiremos K
Teorema 2.50. Sea K un campo
i.  Hay una cerradura algebraica de K.

ii.  Sean F; y F, cerraduras algebraicas de K. Entonces hay un isomorfismo ¢: F; — F,
que deja fijos los elementos de K.

Entonces las cerraduras algebraicas son esencialmente unicas.



Demostracién. Ver [1] que usa Lema de Zorn (ver axioma 2.53)

Definicion 2.51. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) consiste de un conjunto X y
una relacion binaria < tal que Vx,y, z € X,

e X <X
e Six<yy y<zentoncesx < z;
e Six<yyys<xentoncesx =y
(X, <) es totalmente ordenado si para toda pareja x,y € X, secumplex < yoy < x.

Definicion 2.52. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenadoy Y < X.

e Yy € XesunacotasuperiorparaY sivy €Y,y <y.
e Unelemento x € X es un elemento maximo de X si

Xy = y=Xx
Axioma 2.53 (Lema de Zorn). Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado en el cual
todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota superior. Entonces X tiene un

elemento méaximo.

Este Axioma es equivalente al Axioma de Eleccion como se menciona en [4].



3 MONOMORFISMOS ENTRE EXTENSIONES

Definicion 3.1. Para extensiones F/K y L/K, sea Monog (L, F) que denota el conjunto de
todos los monomorfismos L — F los cuales dejan fijos a los elementos de K.

Monog(L,F) = {a|a: L — F,a es monomorfismo y a(x) = x Vx € K}
Observacion 3.2. Siempre se tiene que Autg (F) esta contenido en Monog (F, F).
Donde Autg (F) denota el conjunto de todos los automorfismos de la extension F /K.

Autg (F) = {B|B: F — F,  es automorfismo y f fija los elementos de K}
Y Monog (F, F) es cerrado bajo composicion
Demostracion:
Sean a,f € Monog(F, F) entonces a o § € Monog (F, F)

a:F — F,[:F — F son homomorfismos inyectivos. Por demostrar que e« o §: F — F €S
homomorfismo inyectivo.

Seana,b €F
(@ p)(a+b)=a(la+b)=a(f(@+B®)=a(f(@)+aB®))
Andlogo para a - b, por lo tanto a o 8 es homomorfismo.
Ahora veamos que a o 8 inyectiva. Sean a,b € Fy a # b.
Por demostrar que (a  £)(a) # (a © §)(b)
(o p)(@) = a(B(a)y (a°B)(b) = a(B(b))

como S es inyectiva'y a # b entonces B(a) # B(b), como a es inyectiva

a(B(a)) # a(B(D)).

Por lo tanto a o f(a) # a o S(b). Por lo tanto a o B es inyectiva. Con esto tenemos que
a o B € Monog (F, F); es decir, Monog (F, F) es cerrado bajo composicion. O

Ya vimos que la composicion es cerrada pero no siempre es un grupo ya que los elementos
no son necesariamente invertibles.



Sea a € Monog(F,F); a™l:a(F) — F como a no necesariamente es sobre se puede dar
el caso de que a(F) # F entonces a~! no pertenece a Monog (F, F).

Observacion: Si F/K es finita entonces tenemos que Monog(F,F) = Autg(F) ya que
cada transformacion K —lineal inyectiva es suprayectiva y, por lo tanto, invertible.

Definicion 3.3. Sea F /K una extension y p(X) € K[X] tenemos
Roots(p, F) = {u € F|p(u) = 0}
el cual es el conjunto de todas las raices de p(X) en F.
Este conjunto siempre es finito; lo cual es una de las consecuencias del Teorema del Factor.
(Todo polinomio de grado positivo n tiene a lo mas n raices). Y también este conjunto
puede ser vacio (esto pasa precisamente cuando p(X) no tiene raices en F).
Ahora supongamos que p(X) € K[X] es un polinomio irreducible y podemos suponer que
también es Monico, y sea F/K una extension. Entonces si t es una raiz de p(X) podemos
obtener a partir del homomorfismo ¢,: K[X] — F el monomorfismo cociente siguiente:
&:K[X]/ {(p(X)) — F
cuya imagen es K(t) < F.Veamos que es homomorfismo:
Con la Suma:
q(X) + (pX)), f(X) + (p(X)) € K[X]/(p(X))
&:(q(X) + (pX)) + £ + (p(X)) =
&(Q@X) + X))+ (pX))) =
q@®) +f() =

&@X) + (X)) + & X))+ (PO
Con el producto:

&([q() + (N - [F X)) + (pN]) =

&(q(X) - fX) + (p(X))) =
q(@®) - f(t)

Por otro lado



&(q(X) + (p(X))) - &(fX) + (p(XON =

q(@®) - f(©.
Por lo tanto &, es homomorfismo.
Entonces la imagen de &, es K(t) pues Vt raiz de p(X) tenemos que:

q(X) + (p(X)) € K[X]/(p(X))
&) + (X)) =4q(@®)
Donde q(X) =ag+ a1 X+ -+ a, X" € K[X] es decir, los coeficientes estan en K
at €K

Entonces q(t) = ay + a1t + -+ a, t"
es una combinacién lineal de potencias de t con coeficientes en K, eso implica que

q(t) € K(t)
de esta manera laimagen de &, es K(t) < F
Y por lo tanto, para cada raiz de p(X) en F hay un monomorfismo

t; ™~ K(t1)

t; ™~ K(t)
Ahora, si fijamos una raiz t, y obtenemos:

&, K[X]/ (p(X)) — K(t;) es un isomorfismo.

Con lo anterior &, es un homomorfismo.

a) Por demostrar que £, es sobre:

Sea a€K(t) = a=ag+aty++a +t, con {1,t,t3,..,t)} base de
K(to)yao,...,afj EK

Entonces nos tomamos

@y + a1x + ax? + -+ + (p(X)) € K[X]/(p(X))



Vemos que al aplicar &, obtenemos lo siguiente
ay + arty + -+ a;t)

Por lo tanto & es sobre.

b) Por demostrar que &, es inyectiva
K[X]1/{p(X)) — K(to)

fX) + X)) = f(to) Yy ¢(X) + (p(X)) — q(to)

n

F00 = ax' , a0 =

i=0

m
b X
=0

i

f&X) #q(X)

Donde

Yaque {1, to, ..., t{)} es linealmente independiente sobre K.

Asique & esinyectivay por lotanto & es biyeccion.

K[X]/{(p(X)) = K(to)

De lo anterior tenemos el siguiente esquema:

|
Qe = & ° &

KX (0 S K@) < F

to

K (to) = K[X]



ie: dada una raiz t, de p(X) se da paso a un monomorfismo
@ =& o K(tg) = F
@e(tg) = & o gt_ol(to) =
EX+ (X)) =t
Por lo tanto ¢, (ty) =t
La funcion me lleva de una raiz a otra.
Ahora dado ¢ monomorfismo tendriamos una raiz.
Sea ¢: K[X]/{(p(X)) — F monomorfismo tal que ¢|x = id
Tomamos 0 € K[X]/(p(X))
0 =p) + (pX))
Como ¢ es homomorfismo entonces ¢(0) = 0

J

pOO = ) kX!

i=0

j
P(P(X) + (p(X))) = Z ki p(X)i = 0
i=0

~ @(X) esraiz de p(X)
Todo lo anterior se resume en el siguiente resultado:

Proposicion 3.4. Sea F/K una extension de campo. Sea p(X) € K[X] un polinomio
irreducible con t, € F una raiz de p(X)

Entonces hay una biyeccion
Roots (p, F) <= Monog (K (ty), F)
Dada por t <= ¢, Donde ¢,: K(ty) — F estal que ¢(ty) =t.

Proposicion 3.5. Sea F/K y L /K extensiones.



(i) Para p(X) € K[X], cada monomorfismo a € Monog(L,F) restringe a una
funcion a,,: Roots(p, L) — Roots(p, F) la cual es una inyeccion.

(i) Si a € Monog(L,L), entonces a,:Roots(p,L) — Roots(p,L) es una
biyeccion.

Demostracion: (i) Para u € Roots(p, L) tenemos

p(w) =0 p(u) = {::0 aut  cona; €K
a(p(w)) =Y _,aq;a(u)) =0 entonces a(u) esraizdep(X)enF
Por eso « manda Roots(p, L) en Roots(p, F)
Ya que a es una inyeccion, su restriccion a Roots(p, L) € L es también una inyeccion.

(it) a: L — L monomorfismo, a,: Roots(p, L) — Roots(p, L) es biyectiva.

De (i), a,:Roots(p, L) — Roots(p, L) es una funcion inyectiva (solo hacemos F = L) de
un conjunto finito (pues dijimos que Roots(p, L) es finito como consecuencia del Teorema
del Factor) a si mismo entonces este a,, es también suprayectiva.

Por lo tanto a,: Roots(p, L) — Roots(p, L) es biyectiva. O

Proposicion 3.6. Sea L/K una extension y @ € Monog (L, L). Entonces a se restringe a un
automorfismo

aalg . Lalg — Lalg

Demostracion: Sea u € L%, entonces p(u) = 0 para algin p(X) € K[X] de grado
positivo.

Pero p(w) =Y _yaul y a(pw)) = a(¥_, a;ud) = ¥)_, a;a(u)’ = 0. Asi que a(u) es
raiz de p(X).

Por lo anterior a envia L% < L en si mismo y, por lo tanto, induce por restriccion
a9 1% — 149 que también es un monomorfismo. Debemos demostrar que a®? es
biyectiva, para esto demostraremos que es suprayectiva.

Sea u € L*9 y supdngase que q(u) = 0 para algun q(X) € K[X] de grado positivo. Ahora
Roots(q, L) # @ pues u € Roots(q, L) y también es finito. Entonces «,: Roots(q,L) —
Roots(g, L) es una biyeccion por la proposicion 3.5(ii), entonces u = a,(w) p.a. w €
Roots(g, L) S L*9 Esto muestra que u € Im a y que también a9 es suprayectiva. O



Teorema 3.7 (Teorema de Extension de Monomorfismo). Sea M /K una extension
algebraica y L/K < M /K. Supongamos que ¢,: L — K es un monomorfismo que fija los
elementos de K. Entonces hay una extension de ¢, a un monomorfismo ¢: M — K.

Demostracion:
Recordar que con K nos referimos a la cerradura algebraica de K.
Consideremos el conjunto X que tiene como elementos (F,6), donde F/L<M/L 'y
0:F — K que extiende ¢,. Ordenamos X usando la relacién < para cada (Fj,6;) <
(F,,6,) donde F; < F, y 0, extiende a 6;. Entonces (X, <) es un conjunto parcialmente
ordenado.
Supongamos que Y € X es un subconjunto totalmente ordenado. Sea

F= U F

(F.0)eY

Entonces F /L < M/L. También hay una funcion : F — K definida por

O(u) = 0(w)

con u € F para algin (F,0) € Y. Es directo verificar que si u € F' con (F',0") €Y
entonces

0'(u) = 6(u),
Por lo tanto @ esta bien definida. Entonces para cada (F,0) € Y tenemos que (F,8) <
(F, ), por lo cual (F,8) es una cota superior de Y. Por el Lema de Zorn debe de haber un
elemento méaximo de X , (M,, 6,). Supongamos que M, + M, por lo que hay un elemento
u € M perou & M,. Como M es algebraico sobre K, también lo es sobre M,. Si

mlnpOlyMO’u(X) = ao + .-+ an—IXn_l + X‘n’

entonces el polinomio



fX) = 6p(ag) + -+ p(a,_ )X + X" € (ByMy)[X]

también es irreducible y tiene una raiz v en K (que también es una cerradura algebraica de
0yM, < K) (donde 6,M, := 6,(M,) ). La Propiedad de la Evaluacién del Homomorfismo
(Teorema 2.32(i)) del anillo de polinomios My[X] aplicado al monomorfismo 6,: My — K

da un homomorfismo 6y: My[X] — K que es una extensién de 6, y ademés 6,(X) = v.
Tomamos el cociente My [X]/{minpolyy, ., (X)) y definimos el monomorfismo

86 : Mo[X]/{minpolyy, , (X)) — K
6o (h(X) + (minpolyy, ,, (X))) = 6o(~(X)) + (6 (minpolyy, ,, (X))
de donde

(minpolyMO,u(X)) = (ao + .- 4+ an—lxn_l + Xn>

By ((minpolyy, , (X))) = (0o (ao) + -+ + B (an-1)6o (X" ") + 65 (X™)
Como a; € M, entonces 0y(a;) = 0y(a;) y 8,(X) = v
Por lo tanto 6, ({minpolyy, ., (X))) = (8y(ao) + - + 8o(@n_1)v" L+ v™) = (f(¥)) = 0
Entonces tenemos que
8o (h(X) + (minpolyy,,, (X)) = 8y (h(X)) + 0
= 6o(h(X))
Sih(X) =X ob;X" entonces 6y(h(X)) =X g6 (b)v' € K
De esta forma 6, es una extension de 6,.

Como M, [X]/{minpolyy, ,, (X)) = My(u) porque u es raiz de minpolyy, ,, (X), que es un
polinomio irreducible, entonces minpolyy, ,,(X) es maximo (ver Teorema 2.35., Teorema
2.36(ii) y Teorema 2.42(ii)).

Y ademas M, < M,y(u), entonces se tiene que (My,6y) < (My(w),60,) y (Mg, 0,) #
(My(u), 8, ), esto contradice que (M, 8,) sea maximo. Asi que M, = M y podemos tomar
¢ = by. n



Como se estudia después, en los cursos de Teoria de Galois, para un polinomio f(X) €
K[X] mdnico separable de grado n, el Grupo de Galois de su campo de descomposicion E
sobre K puede ser considerado como un subgrupo del grupo simétrico S,, , que mas
adelante se ve como una permutacion de las raices de f(X). Por ejemplo, la parte (ii) de la
Proposicion 3.5 dice que algun automorfismo de L /K permuta el conjunto de raices en L de
un polinomio p(X) € K[X]. Asi, esta proposicion junto con los resultados mencionados en
este trabajo, como el Teorema de Extension del Monomorfismo, nos da un mejor
entendimiento sobre los automorfismos posibles. En el caso finito, o generalmente mas
algebraico, en extensiones esta es la llave para entender el grupo de automorfismos y esto
es una vision fundamental de la Teoria de Galois.



BIBLIOGRAFIA

[1] J. B. Fraleigh, Un primer curso en Algebra Abstracta, Addison Wesley
(1999).

[2] I. N. Herstein, Algebra Abstracta, Grupo Editorial Iberoamericana (1988)

[3] A. Baker, Una Introduccion a la Teoria de Galois, Departamento de
Matematicas de la Universidad de Glasgow (pdf)
http://www.maths.gla.ac.uk/~ajb/course-notes.html

[4] J. A. Amor, Teoria de Conjuntos para estudiantes de Ciencias, Las prensas
de Ciencias, segunda edicion (2005)


http://www.maths.gla.ac.uk/~ajb/course-notes.html

	Portada
	Índice
	Texto

