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Capítulo 1

Resumen

Un material compuesto es aquel que está formado por dos o más materiales, distin-
guibles físicamente y separables mecánicamente. Presentan varias fases químicamente
distintas, completamente insolubles entre sí y separadas por una interfase. Combinados,
exhiben propiedades que no se tendrían por separado, por ejemplo, una inclusión dura y
pesada en una matriz blanda y ligera, refuerza a esta última y el compuesto, en general,
es ligero. Nacen de la necesidad humana de tener un nuevo material, el compuesto, que
combine características deseadas. Por ejemplo: el concreto reforzado de varillas surgió de
la necesidad de construir edificaciones fuertes y más baratas. El concreto es barato y rela-
tivamente liviano, pero se rompe fácilmente bajo tensión. En contraste, el acero es fuerte
bajo tensiones pero caro y pesado. La combinación de concreto y varillas de metal da un
compuesto, que es barato, relativamente ligero y resistente a tensiones. Los materiales
compuestos han revolucionado la forma de vivir del humano al proporcionarle nuevos
objetos como satisfactores de vida, por ejemplo aparatos electrónicos, o mejorar la forma
de hacer aquellos que han acompañado al hombre desde el inicio de la civilización.

En la naturaleza, difícilmente se puede encontrar un objeto constituido únicamen-
te por un material, y el hueso no es la excepción. Es un tejido calcificado con múltiples
microestructuras a diferentes escalas, las cuales van desde los nanómetros hasta los cen-
tímetros. Posee una resistencia a la tensión similar a la del hierro, pero es tres veces más
ligero y diez veces más flexible. Sirve como sostén del cuerpo y como protección de los
principales órganos, alberga la médula ósea hematopoyética además de ser un reservorio
de calcio.

Las principales lesiones del hueso son producidas por enfermedades degenerativas o
por traumas, siendo esta última la causa del 90 % de las fracturas en el esqueleto apendi-
cular, que en su mayoría está formada por hueso compacto.

Recientemente se descubrió que los osteoblastos, células responsables de la regene-
ración de hueso, se ven estimulados por corrientes eléctricas generadas en el hueso, cuyo
origen está aún bajo consideración de la comunidad científica mundial. Al respecto, dos
teorías son las más consideradas en la literatura. La primera, se refiere a los potenciales de
corriente que se generan en el hueso compacto, cuando los fluidos que contienen iones
se desplazan al sufrir éste una deformación. La segunda se refiere al efecto piezoeléctrico,
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2 CAPÍTULO 1. RESUMEN

presente en el hueso: concretamente en la colágena, principal componente orgánica del
hueso compacto. Es este último fenómeno, el que se considera como motivación en el
estudio realizado para la elaboración de esta tesis.

El hueso compacto se localiza principalmente en la diáfisis del esqueleto apendicular.
Tiene como estructura principal a la osteona, o sistema de Havers, la cual está constituida
por un canal de 50 µm de diámetro, alrededor del cual se agrupan típicamente de 4 a
20 laminillas concéntricas de aproximadamente 3 µm de grosor, formadas por fibras de
colágena tipo I de entre 2 y 3 µm de grosor y placas finas o estructuras similares a hojas
con tamaños de hasta 150 nm de longitud por 80 nm de ancho y 5 nm de espesor de
cristales de hidroxiapatita; dichas laminillas tienen lagunas que contienen células óseas,
ya sean osteocitos u osteoblastos.

En este trabajo, se establece un modelo de un material compuesto, en el que se ca-
racterizan sus propiedades físicas, y se establecen las bases para iniciar el estudio de in-
teracción de ciertas componentes del hueso compacto, que intervienen en el proceso de
regeneración. Dicho modelo toma en cuenta que el hueso compacto presenta múltiples
microestructuras a diferentes escalas, mediante la caracterización de un material reforza-
do de fibras cilíndricas paralelas entre sí distribuidas de manera periódica en un arreglo
cuadrado, orientadas longitudinalmente con respecto al eje de simetría geométrico del
compuesto. Las fibras se consideran suficientemente pequeñas como para que pueda ser
aplicada la técnica matemática conocida como Método de Homogeneización Asintótica
(MHA). Se consideran materiales pertenecientes al grupo cristalográfico hexagonal cla-
se 622 y hexagonal clase 6mm debido a que la principal componente orgánica del hue-
so, colágena tipo I, pertenece al primero y el titanato de bario, material piezoeléctrico
biocompatible frecuentemente utilizado como implante, al segundo. La hidroxiapatita,
pertenece al sistema hexagonal. Por lo tanto, cada material constituyente tiene un eje de
simetría en sus propiedades físicas, que es determinado por las simetrías características
del grupo cristalográfico hexagonal. A dicho eje, se le llamará eje material.

En un sistema de Havers, el patrón de alineamiento de las fibras de colágena que for-
man cada laminilla le confiere una orientación diferente en cada una, de hecho siguen
una dirección helicoidal tal que en laminillas contiguas los ejes materiales son casi orto-
gonales. Usando luz polarizada Ascenzi y Bonucci encontraron tres tipos de orientaciones
relativas entre las fibras de laminillas contiguas, orientación longitudinal, transversal y al-
ternante. En el presente trabajo se analiza, como primer caso de estudio, aquel en el que
el acoplamiento piezoeléctrico no está presente, es decir: se analiza primero el caso die-
léctrico. Posteriormente se continua con el estudio de un material compuesto, en donde
el acoplamiento piezoeléctrico sí está presente.

El estudio se divide en dos etapas, en la primera se caracteriza un material reforzado
de fibra cilíndricas circulares distribuidas en un arreglo periódico cuadrado, considerán-
dolo únicamente como un material dieléctrico, en este análisis se presentan cuatro tipos
distintos de posibles orientaciones del eje material de los materiales constituyentes con
respecto a la dirección de las fibras: Primera, los ejes materiales de las fibras y matriz están
orientados en la misma dirección que el eje geométrico de las fibras. Este es el caso clásico
de estudio y puede encontrarse en cualquier libro del tema, sin embargo, se presenta aquí
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como una referencia para el trabajo que se realiza. Segunda, el eje material de la matriz
está orientado en dirección ortogonal al eje geométrico de las fibras y el eje material de
las fibras en dirección del eje geométrico de las fibras. Tercera, el eje material de las fibras
y matriz son ortogonales al eje geométrico de las fibras y paralelos entre sí. Cuarta, los
ejes materiales de la matriz y las fibras son ortogonales entre sí y perpendiculares al eje
geométrico de las fibras.

En cada caso, se caracteriza al material compuesto encontrando fórmulas analíticas
cerradas y simples de sus propiedades materiales efectivas, típicas de la metodología, me-
diante la solución a problemas locales en la celda periódica comprendida por una fibra
y la matriz que la rodea. Estos problemas locales, en el primer caso, son ecuaciones de
Laplace con condiciones de salto en la interfase y de doble periodicidad, resueltos me-
diante la teoría del potencial complejo. En los otros casos, se trata de ecuaciones diferen-
ciales parciales elípticas, con condiciones de salto en la interfase y de doble periodicidad
en el compuesto, que son resueltas usando teoría asintótica. Además de las funciones de
Weierstrass, se usa la función de Natanzon y sus derivadas. Esta última, aparece de forma
natural al solucionar la ecuación biarmónica, involucrada en los problemas locales de los
casos dos al cuatro.

En la segunda etapa, se hace un análisis del mismo material reforzado de fibras, con-
siderándolo como un material cuyos constituyentes son piezoeléctricos y pertenecen al
grupo cristalográfico hexagonal simetría 622. Este estudio se divide en dos partes. En la
primera, se supone que tanto las fibras, como la matriz, tienen sus ejes materiales pa-
ralelos al eje geométrico de las fibras. Se caracteriza al compuesto al obtener fórmulas
analíticas cerradas y simples de sus propiedades efectivas. Para llegar a dichas fórmu-
las, es necesario solucionar varios problemas locales, con ecuaciones de Laplace comple-
mentadas con condiciones de continuidad de los potenciales, de salto en la tracción y
desplazamiento eléctrico en la interfase y de doble periodicidad en el compuesto. Nueva-
mente, son resueltas mediante la teoría de potencial complejo y el uso de las funciones de
Weierstrass. En la segunda parte, se hace un estudio del caso en el que los ejes materiales
de las fibras y la matriz son antiparalelos, para un material reforzado de fibras tanto con
simetría 622 como con simetría 6mm.

Las fórmulas analíticas obtenidas, muestran una dependencia explícita en la fracción
volumétrica de la fibra, la periodicidad del arreglo a través de las sumas de retícula y las
propiedades físicas de los constituyentes. El método de análisis propuesto es susceptible
de generalización a cualquier tipo de arreglo paralelográmico. Las fórmulas obtenidas
son muy simples, además de ser fácilmente programables pues se requiere resolver un
sistema de ecuaciones algebraicas infinito regular. Se ha demostrado con anterioridad
que dicho sistema, puede ser truncado a un orden finito muy pequeño para tener una
buena aproximación a la solución. Los casos extremos para las inclusiones (vacío o rígido)
se pueden analizar fácilmente de las fórmulas obtenidas.

En cada caso analizado los resultados son asintóticos y, por tanto, son válidos sólo pa-
ra cierto rango de los parámetros involucrados. Con la finalidad de determinar un rango
de validez, se realizan cálculos numéricos basados en el Método de Elemento Finito. Estos
cálculos se comparan con las predicciones que dan las fórmulas obtenidas; estableciendo
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así, de manera empírica, un rango de confianza que permitirá el uso de estas fórmulas,
para validar estudios posteriores en casos límite de materiales compuestos.

En esta parte de la investigación, se observa que hay un reforzamiento en las pro-
piedades elásticas y dieléctricas del compuesto, cuando éste está formado por el mismo
material, pero con un reforzamiento de fibras en la dirección material opuesta. El coefi-
ciente piezoeléctrico d14 del compuesto, depende fuertemente de la fracción volumétrica
de las fibras, cuando la fracción volumétrica es menor a 0.5, d14 es positivo; cuando la
fracción volumétrica es 0.5, d14 es igual a cero; finalmente cuando la fracción volumétri-
ca se encuentra entre 0.5 y el valor de percolación (π/4), d14 es negativo.



Capítulo 2

Introducción

2.1. Antecedentes

Frecuentemente se escuchan referencias a materiales como: adobe, triplay, concre-
to, acero, fibra de vidrio, kevlar, etc. Todos ellos, tienen una característica en común: son
materiales compuestos. Básicamente, los materiales compuestos son materiales que pre-
sentan inhomogeneidades a diferentes escalas, las cuales deben ser mucho más grandes
que la escala atómica (permitiendo de esta forma el uso de ecuaciones de la física clásica
para su descripción); pero que son esencialmente homogéneos a escalas macroscópicas,
o al menos en alguna escala intermedia. Están formados por dos o más componentes
distinguibles físicamente y separables mecánicamente. Presentan dos o más fases quími-
camente distintas, completamente insolubles entre sí y separadas por una interfase. Son
importantes para el ser humano porque sus propiedades mecánicas, generalmente, son
superiores a las de los compuestos originales o simplemente porque conservan ciertas
propiedades deseables, de materiales cuya producción resulta demasiada cara. Por ejem-
plo, el concreto es barato y relativamente liviano pero se rompe fácilmente bajo tensión;
en contraste, el acero es fuerte bajo tensiones pero caro y pesado, al poner concreto al-
rededor de barras de metal se obtiene un compuesto, concreto reforzado; que es barato,
relativamente ligero y resistente a tensiones. Los materiales compuestos dan solución a
necesidades, como la de obtener materiales que combinen las propiedades de los cerámi-
cos, los plásticos y los metales, necesidades comunes en el desarrollo de tecnología. En la
industria del transporte son necesarios materiales ligeros, rígidos; resistentes a impactos,
a la corrosión y el desgaste; propiedades que rara vez se dan juntas.

No obstante la gran variedad de materiales compuestos, todos presentan una estruc-
tura común: un agente reforzante, cuya disposición geométrica es fundamental para las
propiedades físicas del compuesto; y una matriz, que transmite los esfuerzos al agente
reforzante, además de proteger y dar cohesión al material.

Existen tres clasificaciones de materiales compuestos, de acuerdo a la forma en la que
se distribuye el agente reforzante:

Reforzados con partículas. Partículas de un material duro y generalmente frágil, se en-

5



6 CAPÍTULO 2. INTRODUCCIÓN

(a) Por partículas. El cobre re-
forzado de partículas cerámicas
puede resistir temperaturas has-
ta de 800 grados Celsius, sin que
se pierda la resistencia del co-
bre en forma notable.Tomado de:
www.explora.cl

(b) Por fibras. Pedal de bicicle-
ta de alto rendimiento hecha
con un material reforzado de
fibras de carbono, su peso es
de 180 gr por par. Tomado de:
www.ekonobike.com

(c) Estructurales. Tablero es-
tructural constituido por varias
capas de hojas finas de ma-
dera colocadas perpendicular-
mente una hoja con respecto a la
otra, adheridas con resinas. To-
mado de www.dimesa.com

Figura 2.1: Ejemplos de materiales compuestos reforzados

cuentran dispersas de manera discreta y aleatoria (algunas veces uniformemente),
y rodeadas por una matriz más blanda y dúctil (figura 2.1(a)) y viceversa en un sen-
tido amplio.

Reforzados con fibras. Fibras duras, habitualmente: fibra de vidrio, cuarzo, kevlar o fibra
de carbono, etc., son empotradas en una matriz más blanda (frecuentemente suele
ser una resina como epoxi o poliéster). Este tipo de material es usado, generalmen-
te, para construir objetos que soportan grandes cargas, por ejemplo las columnas
de un edificio (figura 2.1(b)).

Estructurales. Están formados por un panel tipo sándwich y un núcleo en forma de pa-
nal de abeja. Los materiales compuestos estructurales están formados, tanto por
compuestos, como por materiales sencillos y sus propiedades dependen funda-
mentalmente de la geometría y de su diseño. Estos materiales son frecuentemen-
te utilizados en la construcción, en la industria aeronáutica y en la fabricación de
condensadores eléctricos multicapas, ya que tienen como característica principal
la reducción de peso y aumento de la resistencia ante impactos (figura 2.1(c)).

Los materiales compuestos son objeto de estudio de la comunidad científica desde hace
mucho tiempo. Por ejemplo, Poisson1 construyó una teoría de magnetismo inducido; en

1Poisson, SD, 1826. Mémoire sur la théorie du magnétisme. Mémories de l’Académie royale des Sciences de
l’Institut de France. 5, 247–338.
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la que supone que el cuerpo está constituido por esferas conductoras dentro de un mate-
rial no conductor. Faraday2 propuso un modelo de materiales dieléctricos que consisten
en pequeños cuerpos esféricos separados por un material aislante. Rayleigh (Rayleigh,
1892) encontró, mediante una ecuación diferencial parcial, un sistema de ecuaciones al-
gebraicas lineales que caracteriza las propiedades efectivas de conductividad de un com-
puesto de fibras cilíndricas en una matriz en un arreglo cuadrado.

(a) Granito. Es una roca magmática intrusi-
va, dura y resistente por lo que se usa fre-
cuentemente en la industria de la construc-
ción.Tomado de: www.montes.upm.es

(b) Roca monominerálica. Las rocas mo-
nominerálicas como el yeso, están for-
madas por un sólo material Tomado de:
www.uam.es

Figura 2.2: Las rocas también son materiales compuestos

Un fenómeno, muy útil en la actualidad, presente en muchos materiales compuestos
como en los cristales de Zirconato Titanato de Plomo (PZT por la abreviación, en inglés,
de su fórmula química), es la piezoelectricidad. Esta propiedad fue descubierta obser-
vando ciertos cristales naturales, como el cuarzo. Consiste en la capacidad que tienen
algunos materiales de generar un potencial eléctrico, como resultado de una fuerza apli-
cada (efecto directo), y viceversa: el cristal en cuestión se deforma cuando se le aplica un
campo eléctrico (efecto inverso). El efecto directo fue descubierto en 1880 por los her-
manos Curie: usando tourmalina3, cuarzo, topacio, azúcar de caña y Sal de Rochelle. El
efecto inverso fue deducido, matemáticamente, un año más tarde por Gabriel Lippmann4

a partir de principios fundamentales de termodinámica. En el libro de Woldemar Voigt:
Lehrbuch der Kristallphysik, publicado por primera vez en 1910, se describen, por prime-
ra vez, veinte clases de cristales piezoeléctricos y se proporciona una definición rigurosa
de las contantes piezoeléctricas usando análisis tensorial5.

En la actualidad la piezoelectricidad tiene un sinfín de aplicaciones: producción y de-
tección de sonido, generación de frecuencias electrónicas, microbalances y enfocado ul-

2Faraday, M. 1839. Experimental Researches in Electricity. London: Richard and John Edward Taylor. pars.
1669, 1670.

3Piedra preciosa perteneciente al grupo de los silicatos, compuesta principalmente por aluminio, hierro,
magnesio, sodio, litio o potasio, exhibe propiedades piezo y piroeléctricas.

4Lippman G. Principe de la conservation de l’électricité. Annales de chimie et de physique 24, 145. 1881
5En esta obra se usa por primera vez la palabra tensor, con el significado actual, y se demuestra que una

condición necesaria para que un material sea piezoeléctrico es que no sea centro-simétrico.
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trafino de dispositivos ópticos, microscopía, sonda de barrido, sistemas de ignición de
encendedores, limpieza megasónica y recientemente se ha popularizado en la fabrica-
ción de controles remotos y ayudantes de estacionamiento instalados en las defensas de
los automóviles, así como en dispositivos que cambian el ángulo de los faros al entrar en
una curva.

Si bien es posible encontrar materiales compuestos hechos por el hombre en prácti-
camente todo lugar; también lo es, poniendo un poco de atención, encontrar materiales
compuestos naturales. Las rocas (figura 2.2), en general, están compuestas por una mul-
titud de minerales, como el granito (figura 2.2(a)): compuesto principalmente de cuarzo,
mica y feldespato; no obstante, las hay compuestas por un sólo mineral, como el yeso o
la piedra caliza (figura 2.2(b)). Incluso las rocas porosas pueden ser consideradas como
materiales compuestos, pues contienen fluidos (algunas veces de valor económico, como
el petróleo) en sus poros. La madera: son fibras de celulosa en una matriz de lignina. El
nácar, es un compuesto laminado que consiste de una matriz orgánica en un agregado
cerámico. Las hojas de las plantas (figura 2.3(a)) son estructuras laminares complejas en
donde cada una de las capas que las forman tienen una función muy bien definida, in-
cluso las hojas aciculares (figura 2.3(b)); por ejemplo abrir o cerrar poros para efectuar la
transpiración. Las plumas (figura2.3(c))contienen varios materiales, predominantemen-
te queratina, en una configuración muy particular, más compleja que aquella del pelo
o las escamas. La telaraña (figura 2.3(d)) es un gel cubierto de una estructura de proteí-
nas alineadas de manera muy particular, presenta propiedades físicas superiores a las de
cualquier material fabricado por el hombre. Se estira sin romperse 31 %, mientras que el
nylon, sólo el 16 %. En comparación con el acero, es más resistente por unidad de área y
más fuerte en relación a su peso. Además es resistente al ataque de hongos y bacterias.

En el cuerpo humano: los músculos, los dientes y los huesos (figura 2.3(e)), son ejem-
plos de materiales compuestos; además, dadas las características de los materiales cons-
tituyentes, exhiben lo mejor de sus componentes. Por ejemplo, el hueso, constituido por
cristales de hidroxiapatita, fibras de colágena y otros compuestos orgánicos en menor
proporción, si estuviera constituido únicamente por cristales de hidroxiapatita sería que-
bradizo; y de estar formado únicamente por colágena, sería tan maleable como una goma.
Sin embargo, tiene una resistencia a la tensión similar a la del hierro; no obstante, es tres
veces más ligero y diez veces más flexible (González-Macias y Serrano-Figueras, 1995 ).

El hueso es un material muy especial en muchos sentidos: presenta muchas formas y
variedades que, dependiendo de las fuerzas a las que es sometido, se alinea de tal forma
que distribuye mejor las cargas. Este fenómeno es conocido como la Ley de Wolf (Cowin,
1986). El hueso se clasifica en poroso y compacto. El poroso se encuentra principalmen-
te en la zona de la cadera. Forma entramados de tabiques, orientados paralelamente a
las líneas de las fuerzas que resiste. El compacto, localizado principalmente en la zona
apendicular, es característico de los huesos largos. Tiene una estructura primaria llamada
osteona o sistema de Havers, que son cilindros longitudinales de 3 milímetros de longi-
tud, alineados paralelamente al eje longitudinal del hueso. El sistema de Havers lo confor-
man de 4 a 20 laminillas concéntricas, alrededor de un canal, llamado Canal de Havers, a
través del cual se transportan fluidos como sangre y contiene nervios o arterias. Cada la-
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(a) Hoja de haya.
Las hojas cadu-
cas cambian su
coloración ante
estímulos externos;
como los cambios
de temperatura o
de luminosidad,
hecho que aún no
se comprende del
todo. Tomado de:
www.fotonatura.org

(b) Hoja acicular. Hoja
perene en forma de
aguja, característica de
los pinus. Tomado de:
www.fotonatura.org

(c) Las plumas son estructuras queratino-
sas fundamentales en el vuelo aviar, pues
forman la superficie sustentadora del ala.
Tomado de: www.farm3.static.flickr.com

(d) Telaraña. La telaraña es el material com-
puesto por excelencia. Posee propiedades sor-
prendentes, que a la fecha no se han podido
igualar, aún con los materiales compuestos más
avanzados construidos por el hombre. Tomado
de: www.fotonatura.org

(e) La matriz intercelular ósea está formada
por: fibrillas de colágena tipo I, glicoproteínas,
proteínas ricas en ácido g-carboxiglutámico y
queratán-sulfato; fosfato de calcio amorfo y
cristales de hidróxidos de calcio. Tomado de:
http://escuela.med.puc.cl

Figura 2.3: Los materiales compuestos en los seres vivos, resultado de millones de años
de evolución, es el non plus ultra del diseño y la construcción. Combinan lo mejor de
las propiedades de cada material constituyente para obtener un nuevo material, del cual
depende la supervivencia de cada especie.
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minilla tiene un grosor aproximado de 5 µm. En cada laminilla, se encuentran alineadas,
paralelamente, fibrillas de colágena que, según Ascenzi y Bonucci (1967), clasifica en tres
tipos principales a las osteonas: tipo T, cuando las fibras de una laminilla están orientadas
transversalmente con respecto al eje longitudinal de la osteona. Tipo L, cuando las fibri-
llas de todas la laminillas son paralelas al eje longitudinal de la osteona. Finalmente las
tipo A, cuando la distribución de las fibrillas es alternante entre laminillas contiguas; es
decir, una laminilla es longitudinal y las dos adyacentes son transversales. Cada una con
propiedades elásticas distintas (Martin et al., pp 148 y 152, 1998). Existen sales minerales
inorgánicas depositadas en la osteona, las cuales le confieren su dureza y rigidez, además
de actuar como reservorio de sales minerales, sensible a estímulos endócrinos. Las más
abundantes son fosfato de calcio amorfo y cristales de hidróxido de calcio y de fosfato
llamados hidroxiapatita (Ca10(PO4)6(OH)2). Los cristales de hidroxiapatita son aplanados
(30×3 nm) y se adosan a lo largo de las fibrillas de colágena, a intervalos de aproximada-
mente 67 nm.

Otra característica que hace particular al hueso es su biología. El tejido óseo está for-
mado por la matriz ósea, que es un material intercelular calcificado y por células, que
pueden corresponder a:

fibroblastos. Célula que sintetiza fibras (de colágena) y mantiene la matriz extracelular
del tejido de muchos animales. Estas células proporcionan una estructura en forma
de entramado (estroma) a muy diversos tejidos y juegan un papel crucial en la cura-
ción de heridas, siendo las células más comunes del tejido conectivo. (figura 2.4(a)),

osteoblastos, los cuales están encargados de sintetizar y secretar la parte inorgánica de
la matriz ósea (hidroxiapatita) durante su formación y que se ubican siempre en la
superficie del tejido óseo ya que éste sólo puede crecer por aposición (figura 2.4(b)),

osteocitos, se cree que son los responsables de la manutención de la matriz ósea, se ubi-
can en cavidades o lagunas rodeadas por el material intercelular calcificado. Son cé-
lulas mecano-sensoras que durante el proceso de normal de crecimiento del hueso
quedan atrapadas en las lagunas de la matriz (figura 2.4(c)),

osteoclastos, son células responsables de la reabsorción del tejido óseo, que participan
en los procesos de remodelación de los huesos y pueden encontrarse en depresio-
nes superficiales de la matriz ósea, llamadas lagunas de Howship (figura 2.4(d)).

Como el hueso sólo puede crecer por aposición y los osteocitos no pueden vivir a más
de 200 µm de un capilar, la osteona adquiere esa forma cilíndrica característica. Como
material compuesto, el hueso deshidratado, tiene otra característica importante: la pie-
zoelectricidad. En la década de 1950, dos cirujanos japoneses (Fukada y Yasuda, 1957 )
observaron, en hueso seco, que se presentaba éste fenómeno. Uno de los resultados más
importantes en el estudio de hueso es la clasificación de éste dentro del grupo cristalográ-
fico hexagonal (clase 6). Desde el descubrimiento de la piezoelectricidad en el hueso, se
ha postulado que la piezoelectricidad podría estimular el crecimiento del hueso, debido
al potencial eléctrico generado por el esfuerzo aplicado (Marino y Becker, 1970). También,
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(a) Fibroblasto.El fibroblasto sintetiza co-
lágena y glucosaminoglucanos de la sus-
tancia amorfa. Migran y proliferan duran-
te la cicatrización de heridas. La restitución
del tejido conectivo se efectúa mediante el
crecimiento de fibroblastos jóvenes. Toma-
do de http://es.wikipedia.org

(b) Osteoblasto.Célula sintetizadora del tejido
óseo, su desarrollo se ve influenciado por dis-
tintos factores que estimulan su formación co-
mo la hormona paratiroidea y la vitamina D.
Tomado de: http://escuela.med.puc.cl

(c) Osteocito. Se ha postulando que el
osteocito es la célula mecano-sensora
del tejido óseo y por tanto modulan
el comportamiento de los osteoblas-
tos y de los osteoclastos. Tomado de:
http://escuela.med.puc.cl

(d) Osteoclasto. Célula encargada de la reabsorción
ósea, que realiza su función quitando el mineral de la
matriz y rompiendo la fibrillas de colágena. Tomado de:
http://escuela.med.puc.cl

Figura 2.4: Las células que regulan el crecimiento y reabsorción del hueso. A la fecha no
se conoce con precisión el mecanismo que regula el crecimiento y reabsorción del hue-
so, debido en parte a que están involucrados factores mecánicos, químicos y biológicos,
dificultando su modelado.
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se ha postulado otra alternativa para explicar la regeneración del hueso, los llamados po-
tenciales de corriente, que se producen debido al transporte de iones en los fluidos que
circulan en el hueso por efecto electrocinético (Pollack, 2001). Sin embargo, ambas teorías
no explican a completa satisfacción lo que se observa en investigaciones clínicas. Desde
el descubrimiento de la piezoelectricidad en el hueso, se han hecho numerosos intentos
por comprender la forma en que interactúan las partes constituyentes de hueso, entre
los más notables se puede contar a Marino y Becker (1970) quienes, experimentando con
hueso humano, demostraron que el efecto piezoeléctrico es atribuible únicamente a la
parte orgánica del hueso; es decir, a la colágena. La teoría de la piezoelectricidad como
promotora de la osteogénesis se ve reforzada en resultados de estudios como los realiza-
dos por Wiesmann et al. (2001), quienes encontraron que, aplicando estimulación eléc-
trica a osteoblastos obtenidos a partir del metacarpo de un bovino, hay un aumento en la
formación mineral, por lo que concluyen que los osteoblastos son sensibles a estímulos
eléctricos. Bajo esta teoría, se ha desarrollado tecnología para tratar de imitar esta clase
de estimulación; por ejemplo: Tanaka (1999) desarrolló un mecanismo estimulador usan-
do un actuador piezoeléctrico para proporcionar a células cultivadas de hueso esfuerzos
mecánicos con magnitudes “más fisiológicas”.

A la fecha, se han realizado numerosos esfuerzos por medir las propiedades piezo-
eléctricas del hueso (Aschero et al. 1999; Góes et al. 1999), incluso modelos numéricos y
teóricos referentes a la remodelación de hueso (Baïotto y Zidi, 2004 a, b ). Por ejemplo,
Yang et al. (1999) aplicaron un método de análisis de datos para un conjunto de medi-
das de constantes elásticas de hueso y madera que permite, de una forma más efectiva, la
determinación de las simetrías elásticas de esta clase de materiales, pues presentan una
microestructura demasiado compleja. Searby et al. (2001) lograron medir las propiedades
elásticas de un osteoblasto mediante un experimento aplicando hipergravedad.

En esta vertiente de la investigación, nuevos aparatos y dispositivos se han diseñado
para estimular la osteogénesis (Charras et al., 2001), por ejemplo la compañía holandesa
IMD (http://www.imd-eur.com, 2004) reporta que sus aparatos, que usan corriente di-
recta y pulsos electromagnéticos, soldan huesos que no lo hacían durante el enyesado
normal. Nuevos materiales se han utilizado como andamios en la ingeniería de tejidos.
Entre los más exitosos se encuentran los biovidrios (Blacker et al., 2005; Du et al., 2002 ) ,
sin dejar de lado la construcción de biocompuestos con las dos principales componentes
del hueso, hidroxiapatita y colágena (Mythili et al., 2000; Ignjatović et al., 1999, 2001; Itoh
et al., 2002). Este tipo de materiales debe ser de tal forma que permita la adhesión de los
osteoblastos al compuesto, y que, de esta forma puedan reproducirse.

Telega (1991) trata el problema de encontrar propiedades efectivas de cuerpos piezo-
eléctricos heterogéneos, usando homogeneización no uniforme, recalca el hecho de que
se puede usar este modelo para tratar la no uniformidad del hueso compacto; sin embar-
go, hace referencia a autores que aseguran la regularidad interna del hueso. Miara et al.
(2005), tomando como suposición base las propiedades piezoeléctricas del hueso y usan-
do el método de homogeneización propone un nuevo biomaterial hecho de una matriz
piezoeléctrica, biocompatible y porosa rellena de osteoblastos, como un nuevo biomate-
rial que ayude en la regeneración de hueso. Jianqing et al. (1997) encontraron que usar
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implantes de un compuesto de hidroxiapatita con titanato de bario, es más eficiente para
promover la osteogénesis (el titanato de bario es piezoeléctrico mientras que la hidro-
xiapatita no) que usar implantes de hidroxiapatita solamente, ambos materiales son bio-
compatibles, según sus palabras: "Los resultados confirman que los potenciales generados
por esfuerzos promueven la osteogénesis...". Sus resultados muestran, además de un au-
mento en la osteogénesis, una dependencia en la dirección de polarización del material
piezoeléctrico.

Kar-Gupta y Venkatesh (2005) contribuyen en el estudio y caracterización del com-
portamiento electromecánico, de forma numérica, de un piezocompuesto 1-3; al variar
la dirección de la polarización en el material usado para la matriz. Comparan sus cálcu-
los con resultados de otros modelos, en especial con MHA, y los encuentran eficientes. En
trabajos posteriores continua con esa línea y proponen un modelo para la caracterización
analítica de esta clase de materiales (2006 y 2007). Dos de los casos de estudio que pro-
ponen pueden analizarse analíticamente de forma inmediata, usando los resultados ob-
tenidos por ejemplo en: Bravo-Castillero et al. (2001), Sabina et al. (2001) ó López-López
et al. (2005)

En López-López et al. (2005) se estudió un compuesto bifásico reforzado de fibras ci-
líndricas circulares en un estado de deformación antiplana acoplada con potencial eléc-
trico. Las propiedades electroelásticas de las fibras se suponen pertenecientes a la clase
cristalográfica 622: la misma que la colágena. Se encuentran fórmulas analíticas cerradas
para los coeficientes efectivos usando el MHA y sus problemas locales asociados, los cua-
les se resuelven usando la teoría de potencial de variable compleja. En México se lleva a
cabo una importante investigación en materiales para implantes. Por ejemplo, se ha des-
cubierto una nueva técnica de esterilización, mediante la cual es posible utilizar hueso de
bovinos como implantes en humanos (Piña et al., 2006). El hecho de que se trate de un
material biocompatible e inerte permite, una vez implantado, que las células encargadas
de la regeneración, los osteoblastos, colonicen el material, al tiempo que los osteoclas-
tos se encargan de su degradación; por lo que éste material desaparece del cuerpo del
paciente pero permanece el tiempo necesario como para permitir la regeneración. Tam-
bién se lleva a cabo investigación en materia de cementos óseos (Quinto y Piña, 2003)
que son usados en el anclaje de prótesis. La empresa mexicana BIOGRAFT, realiza desde
2007, novedosos procesos biotecnológicos de esterilización y preservación, para procesar
tejido músculo-esquelético humano para obtener implantes estériles de hueso y tendón,
los cuales pueden utilizarse en el tratamiento de diversas lesiones óseas o rupturas de
ligamentos.

2.2. Planteamiento del problema

Las lesiones más comunes que requieren reconstrucción de huesos, se localizan prin-
cipalmente en las zonas cráneo-facial y del esqueleto apendicular (brazos y piernas). Es-
tos problemas, en la actualidad, reciben tratamientos diversos. Los más populares son: la
reconstrucción por medio de implantes de hueso o mediante materiales sintéticos. Am-
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bas alternativas tienen grandes ventajas; no obstante, numerosas desventajas (Pollack,
2001); entre las que destacan el hecho de ir acompañados de múltiples cirugías suma-
mente dolorosas. En años recientes, ha surgido una tercera alternativa: la ingeniería de
tejidos. Ésta se basa en la premisa de que es posible combinar células apropiadas, con un
material que sirva de andamio, de manera que el combinado sea capaz de conducir a la
formación de tejidos. Hay progresos recientes en la ingeniería de tejido cardíaco (Leor y
Cohen, 2004) y de hueso (Hollister et al., 2001; Cowin, 2001).

Recientemente Noris-Suárez et al., (2007 a, b) y su grupo de trabajo (Ferreira et al.,
2007) descubrieron que la colágena por sí sola es capaz de promover la osteogénesis: rea-
lizaron una simulación biomimética de una deformación elástica de hueso cortical y en-
contraron que los dipolos piezoeléctricos producidos por la deformación de la colágena
produce la adhesión de hidroxiapatita; incluso sin la presencia de osteoblastos.

Por lo anterior, es fácil darse cuenta que la ingeniería de tejidos, tiene como funda-
mento: la aplicación de los materiales compuestos. En virtud de ello: es de suma impor-
tancia, para todo investigador en dicha área, conocer las propiedades efectivas de los ma-
teriales que pretende utilizar. Razón por demás importante para estudiar alternativas de
materiales compuestos que sirvan como implantes de hueso.

2.2.1. Objetivos

Objetivo general

Aplicar el método de homogeneización asintótica a un material compuesto 1–3, pe-
riódico y con variaciones rápidas en sus propiedades físicas para obtener fórmulas analí-
ticas de sus coeficientes efectivos.

Objetivos específicos

Estudiar el problema de la caracterización de las propiedades efectivas de un mate-
rial compuesto cuyos constituyentes son materiales dieléctricos transversalmente
isótropos.

Analizar el problema mencionado arriba cuando: al menos un eje de simetría ma-
terial, de los materiales constituyentes, sea perpendicular al eje de simetría geomé-
trico del compuesto.

Realizar cálculos numéricos de las fórmulas analíticas obtenidas en el modelo die-
léctrico para los coeficientes efectivos, como función de la anisotropía del com-
puesto modelado.

Validar los resultados analíticos al compararlos con cálculos numéricos basados en
el método del elemento finito.

Estudiar un modelo de un andamio piezoeléctrico, hecho con materiales utilizados
en implantes (colágena y titanato de bario), con fibras cilíndricas distribuidas pe-
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riódicamente en un arreglo cuadrado, por medio del método de homogeneización
asintótica.

Realizar simulaciones numéricas del comportamiento de los coeficientes efectivos
obtenidos en el modelo piezoeléctrico.

2.2.2. Alcances y limitaciones

Con base en todo lo anterior, en el presente trabajo de investigación, se pretende de-
ducir fórmulas analíticas que permitan conocer, con cualquier grado de aproximación,
las propiedades efectivas de un material que pueda utilizarse como posible material para
fabricar implantes de hueso compacto. Limitándose únicamente a la parte correspon-
diente al andamio. Se propone un modelo de la interacción de los sistemas de Havers,
mediante la idealización de un material bifásico reforzado de fibras. Matriz y fibras infi-
nitamente largos. Dicho modelo, toma en consideración que el hueso compacto presenta
múltiples microestructuras a diferentes escalas, mediante la caracterización de un ma-
terial reforzado de fibras cilíndricas paralelas entre sí, distribuidas de manera periódica
en un arreglo cuadrado y orientadas longitudinalmente con respecto al eje de simetría
geométrico. La periodicidad de las fibras, y las fibras mismas, se consideran suficiente-
mente pequeñas (ver tabla 3.2), de tal forma que es posible aplicar la técnica matemática
conocida como Método de Homogeneización Asintótica (MHA). Para el compuesto se
consideran, en la primera parte (correspondiente al modelo dieléctrico), materiales die-
léctricos transversalmente isótropos, con la finalidad de obtener la capacidad necesaria
para discernir la naturaleza del problema; para la segunda parte (modelo piezoeléctrico)
se consideran materiales pertenecientes al grupo cristalográfico hexagonal clase 622 y he-
xagonal clase 6mm debido a que la principal componente orgánica del hueso, colágena
tipo I, pertenece al primero y el titanato de bario, material piezoeléctrico biocompatible,
al segundo. Se consideran posibles direcciones de polarización, como una idealización,
no necesariamente paralela al eje de simetría geométrica, situación presente en la osteo-
na. La metodología desarrollada en el presente trabajo permite, a corto plazo, incorporar
nuevas hipótesis tales como la existencia de una fibra multicapa, que permitirá tener una
modelo más cercano a la situación real de las osteonas.



Capítulo 3

Justificación del modelo propuesto y
herramientas utilizadas

3.1. Hueso y piezoelectricidad

En 1957, Fukada y Yasuda descubrieron que el hueso seco es un material piezoeléctri-
co lineal: un esfuerzo mecánico aplicado, se convierte en una polarización eléctrica (efec-
to directo); mientras que, la aplicación de un campo eléctrico, produce una deformación
(efecto inverso). En estudios posteriores, el hueso, fue clasificado dentro del grupo crista-
lográfico hexagonal.

Debido a que los osteoblastos reaccionan ante estímulos eléctricos (Wiesmann, et al.
2001), la piezoelectricidad en el hueso ha sido ampliamente estudiada por su hipotéti-
ca intervención en el proceso de osteogénesis (Currey, 1984; Evans, 1973; Hancox, 1972),
además del hecho de que la colágena seca, presenta valores considerables, si se compa-
ra con otros materiales, en sus coeficientes piezoeléctricos, (ver tabla 3.1). Las investiga-
ciones en las área de crecimiento, reparación y regeneración de hueso (Bassett y Becker,
1962; Becker, 1961, 1972 y 1974), han logrado importantes avances. Por ejemplo, se logró
la regeneración parcial de miembros de ratas al aplicar una señal eléctrica débil. Güzelzu
(1978) propuso un modelo para analizar la diáfisis de hueso seco de fémur de un hu-
mano recién nacido, mediante un cilindro hueco, obtuvo resultados que apuntan hacia
la regeneración de hueso fracturado con la ayuda de una carga superficial negativa y a la
aceleración de la misma mediante fuerzas de cizalla. Recientemente la compañía holan-
desa IMD (http://www.imd-eur.com, 2004) reporta que sus aparatos, que usan corriente
directa y pulsos electromagnéticos, soldan huesos que antes no lo hacían por sí mismos
durante el enyesado normal.

No obstante que se han observado valores1 de hasta 0.7 pC/N, en el coeficiente pie-
zoeléctrico de cortante d14, en el hueso in vivo (Bur, 1976), se han realizado estudios en
los que se demuestra que el efecto piezoeléctrico de la colágena hidratada, es casi nulo.

1El cuarzo tiene valores de 0.7 a 2.3 pC/N para diferentes direcciones y algunas cerámicas piezoléctricas
presentan valores de hasta 600 pC/N

16
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Por esta razón, se ha postulado que son los potenciales de corriente los que proporcionan
a los osteoblastos el estímulo eléctrico necesario para realizar la regeneración del hueso.
Los potenciales de corriente, estudiados originalmente por Anderson y Eriksson (1968 y
1970) y recientemente por Pollack (2001), generan esfuerzos a frecuencias relativamente
pequeñas, las cuales dominan en condiciones normales de carga para el hueso, aún en
la presencia de relajación dieléctrica, pero es un proceso del cual aún se comprende muy
poco.

Cuadro 3.1: Coeficientes piezoeléctricos de algunos materiales biológicos y algunos ma-
teriales inorgánicos (medidos en 10−12 m/V). Tabla tomada de Galassi et al. (2002)

Material d14 d15 d31 d33

Tendón de Aquiles de bovino −2.7 1.4 0.09 0.07
Fémur de caballo −0.2 0.04 0.003 0.003

Seda −1.1 0.25 0.02 0.023
ZnS −2.8 0 −1.1 3.2

Bi12SiO20 40 0 0 0
SiO2 0.8 d11 = 2.2 0 0

El hueso cortical, si bien no presenta una estructura periódica, sí tiene una estruc-
tura regular. Se han encontrado múltiples subestructuras, las cuales cubren un rango de
tallas desde los nanómetros hasta los centímetros. Estas subestructuras se organizan si-
guiendo la ley de Wolf: “Las deformaciones óseas se deben a adaptaciones mecánicas de
los huesos...” Una de esas subestructuras es la osteona, (de aproximadamente 200 µm de
diámetro por 2 mm de longitud), que es una organización laminada cilíndrica (cada la-
minilla de aproximadamente 5 µm de grosor) de fibras de colágena (de entre 3 y 5 µm)y
cristales de hidroxiapatita, el otro principal constituyente del hueso, agrupados en placas
finas o estructuras similares a hojas con tamaño de hasta 150 nm de longitud, 80 nm de
ancho y 5 nm de grueso, aunque la mayoría mide aproximadamente la mitad (Gray, 2004).

Es precisamente la colágena, la constituyente a la que se le atribuye el efecto piezo-
eléctrico en el hueso deshidratado (Martin et al., 1998). Ascenzi y Bonucci (1967) descu-
brieron, usando luz polarizada, que las fibras de colágena en cada laminilla, se organizan
en tres diferentes orientaciones. Las clasificaron en tres tipos: tipo T, A y L por transversal,
alternante y longitudinal (Fig. 3.1 a, b y c, respectivamente).

Gracias a la microscopía por barrido de electrones, en 1988, Girauld-Guille (figura 3.2(a))
introdujo una nueva teoría referente a la distribución de las fibras de colágena en las os-
teonas de hueso humano decalcificado. Se dio cuenta que en cierta zonas de la osteona,
las fibrillas que forman las láminas de la osteona siguen una espiral alrededor del Canal
de Havers, de tal forma que se distribuyen formando un ángulo recto con aquellas de las
laminillas adyacentes (figura 3.2(b)).

Las osteonas suelen ser paralelas unas con otras y en los huesos alargados, como los
del esqueleto apendicular, son paralelas también al eje longitudinal del hueso. Además
de distribuirse regularmente en un corte transversal. Se ha estimado que en el esqueleto
adulto existen unos 21 millones de osteonas. En los cortes transversales aparecen redon-
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Figura 3.1: Tres tipos diferentes de osteonas, clasificables debido a la orientación de las
fibras de colágena la cuál puede ser apreciada al mirarlas con luz polarizada. a) Tipo T, b)
Tipo A, c) Tipo L. Ilustración tomada de Martin et al., 1998

(a) Fotografía tomada mediante
microscopía de barrido de elec-
trones de un corte oblicuo al eje
de la osteona de un fémur hu-
mano de 35 años de edad. Se
muestra el patrón helicoidal de
las fibras de colágena. Tomado
de Neville, 1993

(b) Representación de la distribución de las fibras de colágena
de las osteonas, según las observaciones de Girauld-Guille (1988).
Tomado de Neville, 1993

Figura 3.2: Fotografía y esquemas de la distribución de fibras de colágena en hueso hu-
mano (Girauld-Guille, 1988)
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das o elipsoidales, con diámetro variable entre 100 y 400 µm, además de tener una longi-
tud de hasta 3 mm. Cada osteona está permeada por canalículos, que forman vías para la
difusión de nutrientes, gases, etc. entre el sistema vascular y las osteonas. En los espacios
entre las osteonas existen restos de osteonas o laminillas circunferenciales de hueso más
antiguo parcialmente erosionado (Gray, 2004).

Osteona Fibra del modelo Hueso Compuesto
Longitud mm ∞ cm ∞

Ancho µm ` mm – cm L

Cuadro 3.2: Dimensiones consideradas, en el modelo propuesto, para analizar la interac-
ción entre los sistemas de Havers

Debido a que los sistemas de Havers (osteonas): i) tienen una sección transversal cir-
cular (casi siempre), ii) se distribuyen uniformemente en la matriz ósea y iii) presentan
una variación considerable en sus dimensiones características (ver tabla 3.2); en el pre-
sente trabajo se supondrá que el hueso cortical, puede ser modelado mediante un mate-
rial compuesto, reforzado de fibras cilíndricas circulares, distribuidas periódicamente en
un arreglo cuadrado, dentro de una matriz homogénea. Si bien, osteonas y hueso corti-
cal no tienen una longitud infinita, debido a que la longitud es tres órdenes de magnitud
mayor que su ancho, en el modelo propuesto: la matriz y las fibras del compuesto se su-
pondrán infinitamente largas. El diámetro de las fibras se supondrá muy pequeño, con
respecto al diámetro del compuesto. Como constituyentes de éste compuesto, se suponen
materiales con propiedades electroelásticas similares a la colágena tipo I y a la colágena
reforzada con hidroxiapatita, es decir, pertenecen al grupo cristalográfico hexagonal clase
622. Dichas propiedades han sido reportadas en las tablas de Landolt-Börnstein (1979) y
en el trabajo de Góes et al. (1999), respectivamente. Se consideran también, para el mode-
lo piezoeléctrico de la sección 5.2, las propiedades electroelásticas del Titanato de Bario,
reportadas en Kar-Gupta y Venkatesh (2005). Además, debido a que se ha estimado que el
esqueleto adulto humano, posee aproximadamente 21 millones de osteonas (Gray, 2004),
se supondrá que la cantidad de fibras (inclusiones) en el compuesto es infinita.

Para analizar este compuesto, se elige el Método de Homogeneización Asintótica (MHA),
técnica matemática frecuentemente usada en la caracterización de materiales compues-
tos con inclusiones muy pequeñas, pues se ha comprobado que los resultados tiene un
mejor rango de aproximación, comparado con otras técnicas estándar (Hollister, 1992).

Cuando se pretende analizar un material heterogéneo, como el propuesto (periódico
y con inclusiones cuya longitud característica es muy pequeña, en relación a aquella del
compuesto al que pertenecen), se tiene como modelo matemático, generalmente, una
ecuación diferencial parcial, con coeficientes que cambian rápidamente de manera pe-
riódica. Por ello, es en extremo complicado encontrar la solución a dichas ecuaciones. La
teoría de la homogeneización, “toma” una ecuación diferencial con esas características
y “devuelve” una ecuación diferencial homogénea, con coeficientes constantes. Dichos
coeficientes, son conocidos como los coeficientes efectivos del material compuesto. Estos
coeficientes tienen una expresión analítica, resultado de la solución de problemas loca-
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les, lo que representa una gran ventaja con respecto a los métodos numéricos: pueden ser
usadas como cotas o herramientas de comparación y verificación en casos límite.

Los materiales que responden al efecto piezoeléctrico clásico, tienen sus propiedades
elásticas y dieléctricas acopladas mediante los coeficientes piezoeléctricos. Cuando éstos
últimos se consideran nulos, se pueden estudiar los fenómenos elásticos y dieléctricos,
presentes en el material, por separado. Es decir un material dieléctrico puede ser visto
como un caso particular límite de uno piezoeléctrico.

Una vez establecidas las propiedades de los materiales usados para el compuesto pro-
puesto, las ecuaciones que gobiernan el fenómeno piezoeléctrico lineal en cuestión se
desacoplan en dos partes. La primera, involucra únicamente las componentes del des-
plazamiento en el plano transversal al eje de las fibras. Este es un problema completa-
mente análogo al estudiado por Sabina y sus colaboradores (Guinovart-Díaz et al., 2001;
Rodríguez-Ramos et al.,2001), por lo que su solución se conoce y ha sido estudiada am-
pliamente. La solución del segundo conjunto de ecuaciones proporciona el desplaza-
miento fuera del plano transversal a las fibras y el potencial eléctrico. La ecuación equiva-
lente a un medio homogéneo es obtenida en el presente trabajo. Sin embargo, el tema de
interés en el presente estudio es únicamente encontrar fórmulas explícitas de los coefi-
cientes efectivos del material heterogéneo equivalente. Con este propósito, se encuentran
expresiones analíticas cerradas y simples que dependen de los materiales involucrados,
de la geometría del arreglo y del tamaño de las fibras.

Como primer paso del estudio, en el capítulo 4, se caracteriza a un material compues-
to reforzado de fibras cilíndricas circulares infinitamente largas, distribuidas periódica-
mente en un arreglo cuadrado en una matriz homogénea, matriz y fibras se consideran
como únicamente dieléctricos. En dicho análisis, se toman en cuenta los casos de dife-
rentes orientaciones ortogonales relativas de los ejes materiales de las fibras y la matriz,
simulando las orientaciones relativas de las osteonas. Se obtienen las fórmulas analíticas
de los coeficientes de permitividad eléctrica para cada tipo de orientación.

En el capítulo 5 se estudian únicamente dos casos de orientaciones relativas de los
ejes materiales de las fibras y de la matriz, considerándolas como materiales piezoeléc-
tricos. Se usa nuevamente el MHA para solucionar las ecuaciones resultantes del modelo.
Se encuentran fórmulas analíticas cerradas muy simples, fácilmente programables, para
los coeficientes efectivos que caracterizan al material compuesto.

Finalmente, se hace un análisis de los resultados obtenidos y algunas perspectivas
para esta línea de investigación.

3.2. Método de homogeneización asintótica

3.2.1. Generalidades

La teoría matemática de la homogeneización es un método estándar que se usa para
estudiar el comportamiento de materiales compuestos con inclusiones pequeñas y, por
tanto, con propiedades que cambian rápidamente (Bakhvalov y Panasenko, 1989; Berdi-
chevsky et al., 1999; Cioranescu y Donato, 1999; Jikov, 1994; entre otros). Los compuestos
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son materiales que se caracterizan por el hecho de que contienen dos o más constituyen-
tes finamente mezclados. Son muy usados en la industria pues tienen un mejor compor-
tamiento que el comportamiento promedio de sus constituyentes. Por ejemplo,el plástico
reforzado con fibra de vidrio combina la alta resistencia de las delgadas fibras de vidrio,
con la ductilidad y la resistencia química del plástico. Sin embargo, la fragilidad que pre-
sentan las fibras de vidrio aisladas, no se manifiesta en el material compuesto.

En general, en un compuesto, las heterogeneidades son pequeñas, comparadas con
su dimensión global. De esta forma, se tienen presentes dos escalas, que caracterizan al
material: la microscópica, la cual describe la heterogeneidad y la macroscópica, que des-
cribe el comportamiento global del compuesto.

Desde el punto de vista macroscópico, el compuesto luce como un material homo-
géneo. Un propósito de la homogeneización es precisamente determinar las propiedades
del compuesto tomando en cuenta las propiedades de la estructura microscópica.

La teoría de homogeneización trata de encontrar las ecuaciones “apropiadas” (homo-
geneizadas) que describen los procesos físicos que ocurren en un material heterogéneo,
cuando la escala de las heterogeneidades tiende a cero. En tales situaciones, se desea que
el efecto de la microestructura se encuentre únicamente en las propiedades macroscópi-
cas o efectivas, vía ciertas promediaciones de la microestructura.

En el caso más simple, el método considera dos escalas: la escala macroscópica L, la
cual caracteriza a las partes que varían lentamente en el sistema, generalmente impuestas
por los términos fuente, las condiciones de frontera o las condiciones iniciales, y la escala
microscópica `, asociada a las heterogeneidades; es decir, a la microestructura del siste-
ma. El límite de interés para los propósitos de la teoría de homogeneización es cuando

`¿ L, (3.1)

de esta forma, se define un parámetro

ε= `

L
, (3.2)

que caracteriza las fluctuaciones rápidas en la microestructura cuando ε¿ 1. Dichas va-
riaciones en el compuesto son estudiadas hacen necesaria la introducción de dos escalas.
Dichas escalas se analizan utilizando la variable lenta o global x y la variable rápida o local
y, las cuales se suponen relacionadas a través de la igualdad

y =x

ε
. (3.3)

En la próxima sección, se presenta un ejemplo, de aplicación del método, para el caso
de un material dieléctrico reforzado de fibras cilíndricas, también dieléctricas, distribui-
das periódicamente en un arreglo cuadrado.

3.2.2. MHA: caso dieléctrico

Supongamos que un compuesto ocupa una la región Ω del espacio (R3)y además es
una teselación de una celda periódica, la cual está formada por dos conjuntos o fases S1
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y S2 contenidos en R3, de fracciones volumétricas V1 y V2, respectivamente. Además, son
tales que

V1 +V2 = 1, S1
⋃

S2 =Ω, S1
⋂

S2 =;,

tal como se ilustra en la figura 3.3.

Figura 3.3: Esquema de la sección transversal un compuesto bifásico, matriz reforzada de
fibras cilíndricas distribuidas periódicamente en un arreglo cuadrado

Sea D (x) el campo de desplazamiento eléctrico y supongamos que está relacionado
linealmente con el campo eléctrico E (x) por medio del tensor de segundo rango de per-
mitividad como sigue:

Di (x) = κi j (x)E j (x) . (3.4)

En la ecuación anterior se ha usado la notación suma de Einstein sobre los índices re-
petidos, los índices latinos toman valores en el conjunto {1, 2, 3}, mientras que los griegos
en el conjunto {1, 2, }. En lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, se supondrá
dicha notación sobre índices repetidos.

Dado que en general los materiales S1 y S2 son distintos, sus propiedades κ(1)
i j y κ(2)

i j ,
respectivamente, también lo son; no obstante, es posible definir el tensor de permitividad
del compuesto, mediante la función indicadora χ (x) de la fase S1 en la forma

κi j (x) = κ(1)
i j χ (x)+κ(2)

i j

(
1−χ (x)

)
, (3.5)

donde

χ (x) =
{

1 si x ∈ S1,

0 si x ∉ S1.

Se debe notar que el tensor de permitividad (3.5) depende de la microestructura del
compuesto: es periódico en dos direcciones y varía rápidamente. Sin pérdida de genera-
lidad se supondrá que el periodo en cada dirección es unitario. Por otro lado, el potencial
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eléctrico, T , también depende de la variable rápida y de la variable lenta. Dichas depen-
dencias se escribirán como

κ= κ(x,y),

T = T
(
x,y

)={
T (1)

(
x,y

)
en S1,

T (2)
(
x,y

)
en S2.

Suponiendo que no hay términos fuente en el compuesto, las ecuaciones que gobier-
nan al fenómeno son (Cioranescu y Donato, 1999)

− ∂

∂xi

[
κi j

(
x,y

) ∂T (γ) (
x,y

)
∂x j

]
= 0 enΩrΓ (3.6a)

T (1) −T (2) = 0 en Γ (3.6b)

∂T (1)

∂ν
− ∂T (2)

∂ν
= 0 en Γ (3.6c)

T (x) =ϕ0 en ∂Ω, (3.6d)

donde Γ denota las líneas que separan las fibras de la matriz (interfase), i.e. Γ = ∂S2. Las
diferencias en (3.6b) y (3.6c) se deben entender en términos de límites. Los superíndices
identifican a qué material se refiere. El operador ∂/∂ν está definido como

∂

∂ν
= κi j

(
x,y

) ∂

∂x j
ni ,

donde ni denota las componentes de la normal unitaria exterior a Γ, n = (n1, n2, 0). En la
frontera del compuesto, se ha prescrito un potencial eléctrico ϕ0.

En el problema (3.6) se busca un potencial T (x,y) que satisface las condiciones de
frontera. Es un problema elíptico que tiene una solución única (Bakhvalov y Panasenko,
1989). Esta afirmación se sustenta en el Teorema 3.1, que se enuncia unos párrafos abajo.
Nótese que, se trata de un problema con coeficientes periódicos que varían rápidamente
muy difícil, si no es que imposible, de resolver numéricamente cuando ε es muy pequeño.
En casos como el presente es muy común utilizar la técnica matemática denominada
MHA, para ello supondremos que el potencial puede ser escrito en la forma

T
(
x,y

)= T0
(
x,y

)+εT1
(
x,y

)+ε2T2
(
x,y

)+ . . . . (3.7)

en realidad, para tener un error relativo aceptable en la solución, basta con proponer una
solución a orden uno en ε (ver conclusiones en este capítulo).

Utilizando la regla de la cadena, el operador diferencial en (3.6a), se descompone en
una suma de los tres operadores diferenciales siguientes

A0 =− ∂

∂yi

[
κi j

∂

∂y j

]
, A1 =− ∂

∂yi

[
κi j

∂

∂x j

]
−κi j

∂2

∂xi∂y j
,

A2 =−κi j
∂2

∂xi∂x j
,
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por lo que

− ∂

∂xi

[
κi j

∂

∂x j

]
= [

ε−2 A0 +ε−1 A1 + A2
]

. (3.8)

Al sustituir (3.7) en (3.6)y tomando en cuenta (3.8), se tiene que la ecuación (3.6a)
toma la forma[

ε−2 A0 +ε−1 A1 + A2
](

T0
(
x,y

)+εT1
(
x,y

)+ε2T2
(
x,y

)+·· ·)= 0, (3.9)

de donde, igualando los coeficientes correspondientes de las potencias de ε, (3.9) se con-
vierte en un sistema recursivo de ecuaciones diferenciales:

A0T0 = 0 enΩrΓ, (3.10)

A0T1 + A1T0 = 0 enΩrΓ, (3.11)

A0T2 + A1T1 + A2T0 = 0 enΩrΓ (3.12)

...

para T0, T1, etc. dados en (3.7).
Para continuar, es necesario introducir la siguiente definición de celda unitaria, así

como la definición de una función periódica en una celda unitaria.

Definición 3.1 Se usará el término celda unitaria, para referirse a un intervalo bidimen-
sional unitario, i.e., dados los números reales a1, a2, b1, b2 tales que |aα−bα| = 1, el con-
junto Y ⊂R2 es una celda unitaria si y sólo si

Y = {x = (x1 , x2) ∈R2|aα ≤ xα < bα }

Observación.

No es necesario definir la celda unitaria para un espacio de tres dimensiones. Debido a la
simetría material del compuesto, como se verá mas adelante, el problema (3.6) se convierte
en un problema bidimensional.

En el presente caso de estudio, una celda unitaria, está conformada por dos subconjuntos
cuya intersección es nula: una matriz, S1 (con área |S1| = V1), y una única fibra circular, S2

de radio R (con área |S2| =V2), tal como lo ilustra la figura 3.4.

Por definición se tiene que V1 +V2 = 1.

La interfase en la celda unitaria será denotada por Γ, que al ser considerada como una curva,
en el espacio bidimensional, se le confiere una orientación levógira (ver figura 3.4).

Definición 3.2 Sea Y una celda unitaria y f , una función definida en Ω ∈ R2. Se dirá que
f es Y-periódica cuando:

f (x+ki ei ) = f (x), enΩ, ∀ki ∈Z
donde e1 = (1 ,0), e2 = (0 ,1).
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Figura 3.4: Celda unitaria. La matriz es denotada por S1 mientras que la fibra, de radio R,
y la interfase son denotadas por S2 y Γ, respectivamente.

El siguiente teorema clásico, garantiza la existencia y unicidad de la solución del pro-
blema (3.10). Su demostración puede ser encontrada, por ejemplo, en Bakhvalov y Pana-
senko (1989).

Teorema 3.1 Sea F
(
y
)

una función S-periódica y cuadrado integrable en la celda unitaria
S. Para el problema

A0φ
(
y
)= F

(
y
)

en S,

donde el operador A0 está definido en (3.10), φ es también S-periódica, se tiene:

Existe una solución φ si y sólo si

1

|S|
∫

S
F

(
y
)

dy = 0,

donde |S| representa el área del conjunto S.

Si tal solución existe, es única salvo una constante aditiva.

Debe ser notado, de (3.10), que T0 = T0 (x); y que la ecuación (3.11) se puede escribir
como

A0T1 =
∂κi p

∂yi

∂T0

∂xp
. (3.13)

De acuerdo al teorema anterior, este problema tiene solución si y sólo si

1

|S|
∫

S

∂κi j

∂yi

∂T0

∂x j
dy = 0,
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donde S es una celda unitaria y |S|, su área. Además, por la forma de (3.13), la función T1

puede ser escrita como una combinación lineal de tres funciones, es decir

T1
(
x,y

)= pθ
(
y
) ∂T0

∂xp
, (3.14)

donde pθ
(
y
)

es solución del problema

A0 pθ
(
y
)= ∂κi p

∂yi
en S, p ∈ {1,2,3} (3.15)

y T0 es solución de (3.10)
En adelante, junto con restricciones adecuadas, el problema 3.15 será llamado: pro-

blema local p L. Las condiciones de interfase y de frontera se enunciarán más adelante.
Por otro lado, en virtud del teorema 3.1, el problema (3.12) tiene solución única si y

sólo si
1

|S|
∫

S
(−A1T1 − A2T0)dy =0, (3.16)

de donde, después de algunas manipulaciones algebraicas y usando el teorema 3.1, se
tiene la condición diferencial del problema homogeneizado

κi p
∂2T0 (x)

∂xi∂xp
= 0, (3.17)

donde los coeficientes κi p son constantes y están dados por el promedio sobre la celda
unitaria de la función

κi p +κi k
∂ pθ

(
y
)

∂yk

es decir,

κi p = 1

|S|
∫

S

(
κi p +κi k

∂ pθ
(
y
)

∂yk

)
dy. (3.18)

Con el fin de tener una notación compacta, se introducen las siguientes notaciones

‖T ‖ = T (1) −T (2) contraste entre propiedades,

〈·〉 = 1

|S|
∫

S
· dy promedio en la celda unitaria.

Para saber qué condiciones se le deben imponer al problema homogeneizado y a los
problemas locales, se sustituye la expresión asintótica (3.7) en la condición de interfase
(3.6b), i.e., ∥∥T0 (x)+εT1

(
x,y

)+ε2T2
(
x,y

)+·· ·∥∥= 0 en Γ;

igualando a cero los coeficientes de las potencias de ε, se tiene

‖T0 (x)‖ = 0,
∥∥T1

(
x,y

)∥∥= 0,
∥∥T2

(
x,y

)∥∥= 0, . . . en Γ;
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de donde se tiene la condición de continuidad en el potencial para el problema homoge-
neizado:

‖T0 (x)‖ = 0 en Γ; (3.19)

usando (3.14), la condición de continuidad del potencial para el problema local p L es∥∥
pθ

∥∥= 0, en Γ. (3.20)

Siguiendo el mismo procedimiento (sustituir (3.7) en (3.6b)) y considerando que T0 es
sólo función de x, i.e. T0 = T0 (x), se tiene la condición de interfase para el problema local

p L ∥∥∥∥∥κi j
∂ pθ

(
y
)

∂y j
ni

∥∥∥∥∥=−∥∥κi p ni
∥∥en Γ. (3.21)

Así que el problema “homogeneizado” es

∂

∂xi

(
κi p

∂T0 (x)

∂xp

)
= 0 enΩ,

‖T0 (x)‖ = 0 en Γ,

T0 (x) =ϕ0 en ∂Ω,

con

κi p =
〈
κi p +κi k

∂ pθ
(
y
)

∂yk

〉
, (3.22)

donde pθ es solución del problema local p L :

− ∂

∂yi

[
κi j

(
y
) ∂ pθ

(
y
)

∂y j

]
= ∂κi p

∂yi
enΩ, (3.23a)∥∥

pθ
(
y
)∥∥= 0 en Γ, (3.23b)∥∥∥∥∥κi j

∂ pθ
(
y
)

∂y j
ni

∥∥∥∥∥=−∥∥κi p ni
∥∥ en Γ. (3.23c)

Además pθ debe ser una función doblemente periódica a fin de satisfacer la condición
de doble periodicidad de las inclusiones.

3.2.3. Coeficientes efectivos

Se analizará la fórmula (3.18). Como la celda unitaria es la unión de dos conjuntos
cuya intersección es nula, i.e. S = S1

⋃
S2, se tiene que〈

κi k
∂ pθ

(
y
)

∂yk

〉
=

∫
S1

κ(1)
i k

∂ pθ
(1)

(
y
)

∂yk
dy+

∫
S2

κ(2)
i k

∂ pθ
(2)

(
y
)

∂yk
dy.
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Por otro lado, con γ= 1,2, cada integral de arriba se puede escribir como

∫
Sγ
κ

(γ)
i k

∂ pθ(γ) (
y
)

∂yk
dy =

∫
Sγ
κ

(γ)
i 1

∂ pθ(γ) (
y
)

∂y1
dy+

∫
Sγ
κ

(γ)
i 2

∂ pθ(γ) (
y
)

∂y2
dy. (3.24)

En la ecuación anterior no hay contribución de las propiedades en la dirección y3 ya
que, como se dijo anteriormente, se está suponiendo que el compuesto es una matriz de
un material homogéneo transversalmente isótropo reforzado de fibras cilíndricas circu-
lares. Aplicando el Teorema de Green a el lado derecho de (3.24)

∫
Sγ
κ

(γ)
i 1

∂ pθ(γ) (
y
)

∂y1
+

∫
Sγ
κ

(γ)
i 2

∂ pθ(γ) (
y
)

∂y2
=

∫
∂Sγ

κ
(γ)
i 1 pθ

(γ)d y2 −κ(γ)
i 2 pθ

(γ)d y1,

como en la celda

∂S1 =C
⋃
Γ, ∂S2 = Γ−

donde C se ilustra en la figura 3.4. Por la condición de periodicidad de la función en la
celda unitaria, la integral de línea sobre C se anula, se puede concluir que〈

κi k
∂ pθ

(
y
)

∂yk

〉
=−

∫
Γ
κ(1)

i 1 pθ
(1)d y2 −κ(1)

i 2 pθ
(1)d y1 +

∫
Γ
κ(2)

i 1 pθ
(2)d y2 −κ(2)

i 2 pθ
(2)d y1

=−‖κi 1‖
∫
Γ

pθ
(1)d y2 +‖κi 2‖

∫
Γ

pθ
(1)d y1;

la última igualdad es debido a la condición(3.6b), i.e. en Γ, pθ
(1) = pθ

(2).

Por lo tanto

κi p = 〈
κi p

〉+‖κi 2‖
∫
Γ

pθ
(1)d y1 −‖κi 1‖

∫
Γ

pθ
(1)d y2. (3.25)

Además, como los materiales se suponen transversalmente isótropos, la permitividad
eléctrica tienen la forma

κ(1) = diag
[
κ(1)

11 , κ(1)
11 , κ(1)

33

]
, κ(2) = diag

[
κ(2)

11 , κ(2)
11 , κ(2)

33

]
, (3.26)

por lo que se llega a las siguientes fórmulas

κ1p = 〈
κ1p

〉−‖κ11‖
∫
Γ

pθ
(1)d y2, (3.27a)

κ2p = 〈
κ2p

〉+‖κ22‖
∫
Γ

pθ
(1)d y1, (3.27b)

κ3p = 〈
κ3p

〉
. (3.27c)
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3.2.4. Resumen

Dada la cantidad de resultados obtenidos en la sección anterior, es necesario concen-
trarlos para futuras referencias.

1. Se partió del problema

− ∂

∂xi

[
κ

(
y
) ∂T

(
x,y

)
∂x j

]
= 0 enΩrΓ (3.28a)

T (1) −T (2) = 0 en Γ (3.28b)

∂T (1)

∂ν
− ∂T (2)

∂ν
= 0 en Γ (3.28c)

T (x) = T0 en ∂Ω (3.28d)

donde (3.28) es una ecuación elíptica con coeficientes periódicos que varían rápi-
damente.

2. Se propone una solución asintótica a doble escala, en potencias del parámetro geo-
métrico ε

T (x) = T0
(
x,y

)+εT1
(
x,y

)+ε2T2
(
x,y

)+·· · . (3.29)

3. Se obtiene un problema homogeneizado, i.e. con coeficientes constantes y en una
sola escala, para T0 (x), el campo promedio

κi p
∂2T0 (x)

∂xi∂xp
= 0 enΩ, (3.30a)

‖T0 (x)‖ = 0 en Γ. (3.30b)

4. Para el caso de materiales transversalmente isótropos, los coeficientes efectivos es-
tán dados por las fórmulas

κ1p = 〈
κ1p

〉−‖κ11‖
∫
Γ

pθ
(1)d y2, (3.31a)

κ2p = 〈
κ2p

〉+‖κ22‖
∫
Γ

pθ
(1)d y1, (3.31b)

κ3p = 〈
κ3p

〉
. (3.31c)

Se debe notar que la única propiedad del tensor que se ha usado es el hecho de que
todas sus componentes se encuentran sobre la diagonal principal, es decir, los ejes
principales del material coinciden con los ejes principales del sistema de referencia,
en este caso, el de la celda unitaria.
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5. Las funciones pθ
(1), son solución de tres problemas locales

κi j
(
y
) ∂2

pθ
(
y
)

∂yi∂y j
= 0 en S, (3.32a)∥∥

pθ
(
y
)∥∥= 0 en Γ, (3.32b)∥∥∥∥∥κi j

∂ pθ
(
y
)

∂y j
ni

∥∥∥∥∥=−∥∥κi p ni
∥∥ en Γ. (3.32c)

6. La amplitud de la perturbación del campo promedio, T1
(
x,y

)
, está dada en térmi-

nos de las soluciones de los problemas locales (3.32) y del campo promedio T0 (x),
como una combinación lineal de la forma

T1
(
x,y

)= ∂T0 (x)

∂xp
pθ

(
y
)

.



Capítulo 4

Modelo Dieléctrico

El hueso exhibe propiedades piezoeléctricas que corresponden al grupo cristalográ-
fico hexagonal (Fukada y Yasuda, 1957). A manera de primer modelo para estudiar la in-
teracción entre las laminillas concéntricas que forman el sistema de Havers (osteona), se
propone un material compuesto (Ω), formado por una matriz piezoeléctrica (S1), homo-
génea cuyas propiedades físicas corresponden al grupo cristalográfico hexagonal, clase
622, reforzada por fibras cilíndricas circulares (S2) piezoeléctricas o no, con propieda-
des elásticas y dieléctricas transversalmente isótropas, distribuidas periódicamente en
un arreglo cuadrado.

Como se mencionó antes, Ascenzi y Bonucci (1967) identificaron tres diferentes tipos
de osteonas, cuyas diferencias radican en la orientación de las fibras de colágena de cada
laminilla constituyente de la osteona, respecto a las laminillas adyacentes y se manifies-
tan en diferentes propiedades elásticas (Martin et al., 1998 p 148). Por ello, se proponen
tres modelos en la orientación de los ejes de simetría material de los constituyentes:

PP3 Tanto la orientación del eje de simetría material de las fibras como el de la matriz
coinciden con el eje de simetría geométrica del compuesto (eje de las fibras), figu-
ra 4.1.

OP2 Eje de simetría material de la matriz perpendicular al eje de simetría geométrica y
eje de simetría de las fibras paralelo al eje de simetría geométrica (figura 4.2).

PP1 Tanto el eje de simetría material de las fibras como el de la matriz ortogonales al eje
de simetría geométrica y paralelos entre sí (figura 4.1).

Los tensores elásticos, piezoeléctricos y dieléctricos, que intervienen en las relaciones
constitutivas de un material piezoeléctrico, son de cuarto, tercer y segundo rango, respec-
tivamente. Los coeficientes piezoeléctricos aportan el acoplamiento entre la parte elástica
y la parte eléctrica del material, cuando estos son nulos, es posible estudiar por separado
cada fenómeno, por lo que el primer caso de estudio natural es el caso dieléctrico. Debido
a que los materiales constituyentes corresponden a la simetría hexagonal, la parte dieléc-
trica tiene la forma característica de un material con simetría transversalmente isótropa,

31
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Figura 4.1: Alineación paralela de los ejes materiales de los constituyentes del compuesto
reforzado por fibras.

Figura 4.2: Alineación ortogonal de los ejes materiales de los constituyentes de un mate-
rial reforzado de fibras
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i.e.

κ
(
y
)= diag

[
κ11 κ11 κ33

]
, (4.1a)

κ
(
y
)= diag

[
κ11 κ33 κ11

]
, (4.1b)

κ
(
y
)= diag

[
κ33 κ11 κ11

]
, (4.1c)

cuando la orientación del eje de simetría hexagonal es paralelo a la dirección del eje Y3 (el
de simetría geométrica), paralelo a la dirección del eje Y2 y paralelo a la dirección del eje
Y1, respectivamente.

Para tener una notación más intuitiva en adelante se idenficarán los superíndices en-
tre paréntesis de las funciones y los subíndices de las propiedades con el material S1 o
el material S2 según se trate del “1” o el “2”, así mismo se usará la notación generalizada
de Hill (Bravo-Castillero, et al. 2001), i.e. para el material S1, su permitividad dieléctrica
queda denotada como

κ(1) (y
)= diag

[
κ1 κ1 κ′1

]
, (4.2)

mientras que para el material S2

κ(2) (y
)= diag

[
κ2 κ2 κ′2

]
.

Se debe notar que el lado izquierdo de las ecuaciones anteriores es la restricción de
una función al dominio Sγ, γ= 1,2, respectivamente.

4.1. PP3

El modelo presentado en esta sección corresponde a un caso particular de López-
López et al. (2005), sin embargo, se reporta nuevamente aquí dada la relevancia de este
caso particular para el desarrollo del estudio del capítulo.

4.1.1. Problemas locales. Formulación

SeanΩ la porción del espacio ocupada por el compuesto, S1 la porción deΩ ocupada
por la matriz, con fracción volumétrica V1, y S2 la porción deΩ ocupada por las fibras con
fracción volumétrica V2, tales que V1 +V2 = 1.

De (3.32), se tiene que los problemas locales p L que hay que resolver para conocer los
coeficientes efectivos (3.31) son

∆ pθ = 0 en Sγ, γ= 1,2, (4.3a)∥∥
pθ

∥∥= 0 en Γ, (4.3b)∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n`δp` en Γ, (4.3c)

donde, de nueva cuenta, se está haciendo uso de la notación de Einstein: suma sobre
índices repetidos, es decir suma sobre el subíndice “`”, además de condiciones de doble
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periodicidad; donde ∆ es el operador Laplaciano en la variable rápida y, n es la normal
exterior unitaria a Γ y el símbolo ‖·‖ es usado para denotar el contraste, del argumento,
entre el material S1 y el material S2, i.e.,∥∥

pθ
∥∥= pθ

(1) − pθ
(2), (4.4a)∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥= κ1
∂ pθ

(1)

∂n
−κ2

∂ pθ
(2)

∂n
, (4.4b)

‖κ‖ = κ1 −κ2. (4.4c)

Dada la geometría del problema (fibras circulares infinitamente largas empotradas en una
matriz homogénea transversalmente isótropa) para p = 3 el problema local correspon-
diente tiene únicamente la solución trivial, por lo que sólo hay que resolver los problemas
locales para p = 1 y p = 2.

En la interfase Γ, como la sección transversal de las fibras es un círculo de radio R, se
tiene que

y1 = R cosϕ, y2 = R senϕ

donde 0 ≤ϕ< 2π (ver figura 3.4). Además para p = 1 (p = 2), de la condición de salto en la
interfase (4.3c), es fácil demostrar que pθ es una función par (impar) de ϕ.Para resolver
los problemas locales es necesario recurrir a la teoría de potencial complejo, por ello, los
resultados obtenidos en la siguiente sección son muy importantes para el desarrollo de la
solución.

4.1.2. Problemas locales. Potenciales complejos

Sea F0 (z) un potencial complejo, definido por

F0 (z) = a0z +
∞∑o

k=1
ak
ζ(k−1) (z)

(k −1)!
,

donde ζ (z) es la función de Weierstrass, cuasiperiódica, de periodos ω1 y ω2, tales que
Im{ω1/ω2} 6= 0, ζ(k) es la derivada de orden k de la función ζ, las cuales son doblemente
periódicas, el símbolo “o” señala que la suma sólo debe considerarse sobre índices impa-
res. Esto es debido a que por las condiciones del problema se requiere que el potencial
sea una función impar de z (Rayleigh, 1892), los coeficientes ak (k = 1,3, . . .) son reales e
indeterminados y el coeficiente a0 se usa para compensar la cuasiperiodicidad de ζ (z),
por lo que se determina aplicando condiciones de periodicidad, i.e. sea ωα, α = 1,2, un
periodo de ζ (z), entonces

F0 (z +ωα)−F0 (z) = a0ωα+a1 (ζ (z +ωα)−ζ (z))

= a0ωα+a1δα

donde las constantes δα y los periodos ωα están conectados por medio de la relación de
Legendre

δ1ω2 −δ2ω1 = 2πi ,



4.1. PP3 35

de donde
δ1 =π, δ2 =−iπ,

para el caso de un arreglo periódico cuadrado.
Por lo tanto

F0 (z +ωα)−F0 (z) = a0ωα+a1δα. (4.5)

Tomando α= 1, y la parte imaginaria de la ecuación anterior, la condición de periodi-
cidad se satisface trivialmente, sin embargo, para la parte real, se tiene que

Re{F0 (z +ωα)−F0 (z)} = a0ω1 +a1δ1 = 0

de donde
a0 =−a1π. (4.6)

Cuando se tomaα= 2, la parte real satisface trivialmente la condición de periodicidad
y de la parte imaginaria surge la condición

Im{F0 (z +ωα)−F0 (z)} = Im{a0ω2 +a1δ2} = 0

i.e. Im{a0i − iπa1} = 0 por lo que
a0 = a1π. (4.7)

De (4.6) y de (4.7) y del hecho de que 1θ (2θ) es una función par (impar) con respecto
a ϕ, se define

a0 =λ1a1 (4.8)

donde

λ1 =
{ −π en el problema local 1L,

π en el problema local 2L.
(4.9)

Por definición, para z ∈C, la función cuasiperiódica, ζ (z) de Weierstrass, con periodos
ω1 y ω2, tiene la expresión

ζ (z) = 1

z
+ ∑′

m,n

[
1

z −βmn
+ 1

βmn
+ 1

β2
mn

]
, (4.10)

donde βmn = mω1 +nω2, además es una función meromorfa con polos simples en z =
βmn , como puede verse de su definición, ζ (z) = −ζ (−z), i.e. es una función impar de z;
además su desarrollo de Laurent está dado por (Ahlfors, 1979)

ζ (z) = 1

z
−

∞∑o

j=3
S j+1z j , (4.11)

donde

Sk = ∑′
m,n

1(
βmn

)k
(4.12)

son las llamadas sumas de retícula, que contienen información geométrica del problema
al aportar a este la forma de la celda periódica. En el presente trabajo se llamarán sumas
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de retícula armónicas ya que aparecen al buscar el desarrollo de Laurent del potencial
de la ecuación armónica. Entonces para k impar y k ≥ 3, el desarrollo de Laurent de la
(k −1)-ésima derivada de la función ζ (z) es

ζ(k−1) (z)

(k −1)!
= 1

zk
−

∞∑o

l=1
k

(l +k −1)!

l !k !
Sk+l z l . (4.13)

Si se define

ηkl =
(k + l −1)!

k !l !
Sk+l para k + l 6= 2, (4.14)

debe ser notado que los coeficientes ηkl son simétricos con respecto a k y l , es decir ηkl =
ηlk . Entonces el potencial F0 (z), puede ser escrito como

F0 (z) =
∞∑o

k=1

1

zk
+a0z −

∞∑o

l=3
a1η1l z l −

∞∑o

k=3
ak

∞∑o

l=1
kηkl z l

usando la expresión para el coeficiente de compensación de cuasiperiodicidad a0, i.e.(4.8);
surge la definición natural del coeficiente

η11 =−λ1 (4.15)

el cual contiene información de la cuasiperiodicidad de la función ζ (z) en la retícula usa-
da, en este caso, un cuadrado de lado uno.

Por todo lo anterior, el desarrollo en serie de Laurent del potencial complejo F0 (z) es

F0 (z) =
∞∑o

l=1

[
al z−l − Al z l

]
(4.16)

donde los coeficientes Al están relacionados con ak por medio de

Al =
∞∑o

k=1
kakηkl . (4.17)

Cuando z ∈ Γ, z = Re iϕ, por lo que

F0 =
∞∑o

l=1

[
al R−l − Al R l

]
cos lϕ+ i

∞∑o

l=1

[
−al R−l − Al R l

]
sen lϕ, en Γ. (4.18)

El potencial complejo
F0 (z) = u0 (z)+ i v0 (z) (4.19)

es una función meromorfa en la celda periódica por lo que se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann:

∂u0

∂y1
= ∂v0

∂y2
,

∂u0

∂y2
=−∂v0

∂y1
,

donde z = y1 + i y2, además en Γ es analítica y

y1 = R cosϕ, y2 = R senϕ,
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por lo que

n = 1

R

(
∂y2

∂ϕ
,−∂y1

∂ϕ

)
.

Usando lo anterior

∂u0

∂n
=∇u0 ·n =

(
∂u0

∂y1
,
∂u0

∂y2

)
· (n1,n2)

= 1

R

(
∂v0

∂y2
,−∂v0

∂y1

)
·
(
∂y2

∂ϕ
,−∂y1

∂ϕ

)
= 1

R

(
∂v0

∂y2

∂y2

∂ϕ
+ ∂v0

∂y1

∂y1

∂ϕ

)
,

por lo que, se tiene
∂u0

∂n
= 1

R

∂v0

∂ϕ
en Γ. (4.20)

Del mismo modo
∂v0

∂n
=− 1

R

∂u0

∂ϕ
en Γ. (4.21)

4.1.3. Problemas locales. Solución

Problema local 1L

Sea p = 1 en (4.3), entonces para γ= 1,2

∆ 1θ
(γ) = 0 en Sγ, (4.22a)

‖ 1θ‖ = 0 en Γ, (4.22b)∥∥∥∥κ∂ 1θ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n1 en Γ. (4.22c)

Como se mencionó arriba, en Γ, 1θ(γ) es una función par deϕ, doblemente periódica, por
lo que se propone el ansatz

1θ
(1) = Re

{
−πa1z +

∞∑o

k=1
ak
ζ(k−1) (z)

(k −1)!
,

}
, 1θ

(2) = Re

{ ∞∑o

l=1
cl z l

}
, (4.23)

que en Γ toma la forma

1θ
(1) =

∞∑o

l=1

[
al R−l − Al R l

]
cos lϕ, 1θ

(2) =
∞∑o

l=1
cl R l cos lϕ, (4.24)

tomando en consideración (4.19) y (4.18).
Debido a (4.22b), se tiene que

al R−l − Al R l = cl R l ∀l ∈ {1,3,5, . . .} . (4.25)
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Por otro lado, recordando que F0 = u0 + i v0, de (4.22c) y (4.20), después de integrar
con respecto a ϕ y considerar la doble periodicidad del potencial

‖κv0‖ =−R ‖κ‖n2,

es decir,
κ1

(
−al R−l − Al R l

)
−κ2cl R l =−R l ‖κ‖δ1l ∀l ∈ {1,3,5, . . .} ,

usando (4.25)

κ1

(
−al R−l − Al R l

)
−κ2

(
al R−l − Al R l

)
=−R l ‖κ‖δ1l ∀l ∈ {1,3,5, . . .} ,

de donde fácilmente se obtiene un sistema infinito de ecuaciones para los coeficientes ak

χ−1
κ al R−l + Al R l = R lδ1l ∀l ∈ {1,3,5, . . .} , (4.26)

donde,

χκ = κ1 −κ2

κ1 +κ2
(4.27)

es el contraste relativo de propiedades referidas a la suma de propiedades, en corto: con-
traste relativo ó específico.
Observación. El valor numérico de χk , por definición, se encuentra entre −1 y 1, i.e.

−1 ≤χk ≤ 1,

tomando de manera asintótica los valores extremos de su intervalo de definición, estos casos indi-
can los más altos contrastes entre las propiedades de los materiales constituyentes del compuesto.
Matemáticamente está permitido que

χk = 0;

físicamente implica que el compuesto está constituido por un sólo material, o al menos que los ma-

teriales constituyentes tienen las mismas propiedades en el plano ortogonal al eje de las fibras, por lo

que tomando en cuenta éste parámetro se incluye el caso particular de cuando no hay inclusión, es-

ta observación es importante ya que sirve como punto de control para verificar cálculos numéricos.

Usando el reescalamiento

a′
l =

p
lR−l al ∀l ∈ {1,3,5, . . .} , (4.28)

y definiendo la matriz simétrica

1W = [wkl ] =
{
πR2 k = l = 1p

k
p

lηkl Rk+l k + l ≥ 3
, (4.29)

en el sistema (4.26), se tiene un sistema más sencillo, cuya forma es simple y fácil de re-
cordar (

χ−1
κ I+ 1W

)
1a = V0, (4.30)
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donde

I = diag(1,1,1, . . .) ,V0 =
[

R lδ1l

]
,1 a = (

a′
1, a′

3, a′
5, . . .

)T . (4.31)

Observación. Cabe mencionar que el coeficiente χk porta información relativa a las propieda-
des de los materiales involucrados en el análisis y, además, dependiendo de su valor indica altos o
bajos contrastes entre propiedades relativas a la matriz. La matriz unidad I es la matriz identidad
de dimensión infinita, la matriz W es simétrica y contiene información relativa al tamaño de las
fibras, así como a la geometría del compuesto, depende de las sumas de retícula Sk+l , definidas en
(4.12); estas sumas a su vez pueden ser escritas como una función de los invariantes de la función ζ y
estos a su vez como una función de las sumas de retícula S4 y S6 (en esta geometría S6 = 0), por lo que
cualquier elemento de W puede, en principio, ser escrito como una función de las sumas de retícula
S4 y S6. Finalmente la información relativa a la cuasiperiodicidad de la función ζ en la retícula, i.e.,
información del tamaño de las fibras con radio R, se encuentra también en el vector con una única
componente no nula V0.

También es considerable la simplicidad y orden del sistema (4.30), así como su mnemónica.

El sistema (4.30) es un sistema infinito de ecuaciones lineales en un conjunto infinito
de incógnitas, que es regular (Kantorovich y Krylov, 1964 ) y por ello es posible obtener
una solución por truncamiento, mediante una sucesión de soluciones convergentes, más
aún es un sistema normal y puede resolverse usando teoremas análogos al de Cramer
para determinantes (Kantorovich y Krylov, 1964, p42).

Este tipo de sistemas fueron tratados recientemente en Rodríguez-Ramos et al., (2001);
Guinovart-Díaz et al., (2001); Bravo-Castillero et al., (2001); Sabina et al., (2001) y López-
López et al., (2005, 2008).

Es notable la simpleza de (4.30) y la estructura tan ordenada que muestra claramente
la contribución de las propiedades físicas de cada material a través del contraste espe-
cífico, χκ, del tamaño relativo de la fibra (potencias de R2) y de la forma de la retícula
(coeficientes Skl ).

La matriz W es una matriz simétrica con únicamente información relativa a la geome-
tría del problema, ya que la información física se encuentra en el contraste específico.

El vector V0 tiene una única componente no nula que depende de la fracción volumé-
trica, en apariencia es una potencia impar de R, pero hay que recordar que los coeficientes
ak están reescalados por un potencia impar de R.

Problema local 2L

Para p = 2, usando (4.3), se tiene

∆ 2θ
(γ) = 0 en Sγ, (4.32a)

‖ 2θ‖ = 0 en Γ, (4.32b)∥∥∥∥κ∂ 2θ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n2 en Γ, (4.32c)
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de modo que en Γ, como se mencionó arriba, 2θ(γ) es una función impar de ϕ y es doble-
mente periódica, por lo que se propone el ansatz

2θ
(1) = Im

{
−π 2a1z +

∞∑o

k=1
2ak

ζ(k−1) (z)

(k −1)!
,

}
, 2θ

(2) = Im

{ ∞∑o

l=1
2cl z l

}
. (4.33)

Utilizando un procedimiento análogo al caso p = 1, y una modificación en la matriz

1W,

2W = [wkl ] =
{ −πR2 k = l = 1p

k
p

lηkl Rk+l k + l ≥ 3
, (4.34)

se tiene el sistema (
χ−1
κ I− 2W

)
2a =−V0, (4.35)

donde
I = diag(1,1,1, . . .) , 2W = [wkl ] ,V0 =

[
R lδ1l

]
, (4.36)

y 2a = (
2a′

1, 2a′
3, 2a′

5, . . .
)T son los coeficientes del desarrollo de Laurent de la función

2θ
(
y
)
, reescalados por medio de (4.28).

4.1.4. Coeficientes efectivos

Hasta el momento se ha encontrado un sistema de ecuaciones algebraicas infinito,
para los coeficientes del desarrollo de Laurent de las funciones solución de cada proble-
ma local p L en (4.3), por tanto, es posible evaluar los coeficientes efectivos del material
homogéneo, matemáticamente equivalente al compuesto, que se usó originalmente pa-
ra modelar la interacción de las laminillas adyacentes de la osteona para el caso de las
osteonas tipo T.

Sea p = 1 en (3.31), entonces se tiene que el problema local 1L sólo aporta un único
coeficiente efectivo al tensor de la permititividad eléctrica efectiva, a saber

κ11 = 〈κ11〉−‖κ11‖
∫
Γ

1θ
(1)d y2. (4.37)

Al sustituir (4.24) en la integral del lado derecho se tiene∫
Γ

1θ
(1)d y2 =

∫ 2π

0

( ∞∑o

l=1

[
al R−l − Al R l

]
cos lϕ

)
cosϕ dϕ= (

a1R−1 − A1R
)

Rπ,

por otro lado, de (4.26)
A1R =−χ−1

κ a1R−1 +R;

por lo anterior ∫
Γ

1θ
(1)d y2 =π

(
1+χ−1

κ

)
a1 −V2.

Entonces, recordando que 〈κ11〉 = κ1V1+κ2V2,χκ está dado por (4.27) y que V1+V2 = 1,
se tiene la fórmula

κ11 = κ1 (1−2πa1) . (4.38)
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Debe ser notado que los coeficientes ak correspondientes a los desarrollos de las fun-
ciones del problema local 1L no tienen preíndice y que los coeficientes de los desarrollos
de las funciones del problema local 2L tienen el preíndice “2”.

De manera completamente análoga, para p = 2 en (3.31), se obtiene

κ22 = κ1 (1+2π 2a1) .

Finalmente

κ33 = κ′1V1 +κ′2V2,

que es el promedio aritmético de las propiedades de las fases, llamado promedio de Voigt.
Concluye así el análisis para el modelo PP3 pues se ha podido calcular las componen-

tes del tensor de permitividad efectiva del compuesto,

κ11 = κ1 (1−2πa1) , (4.39a)

κ22 = κ1 (1+2π 2a1) , (4.39b)

κ33 = κ′1V1 +κ′2V2, (4.39c)

demostrando que el tensor de permitividad del material compuesto, tendrá componentes
únicamente sobre la diagonal principal. Cálculos numéricos posteriores (sec. 4.5), permi-
tirán confirmar el hecho de que se trata de un material transversalmente isótropo. Con
todo lo anterior se tiene caracterizado al material homogéneo equivalente. Es de resal-
tar la simpleza y la estructura de las fórmulas anteriores, pues es fácilmente identificable
la contribución de las propiedades físicas de los materiales y las propiedades geométri-
cas del compuesto (incluidas en los únicos coeficientes de las funciones solución a cada
problema local involucrados a1, y 2a1), dichas fórmulas son fácilmente programables.

4.2. OP2

4.2.1. Problemas locales. Formulación

Como ya se mencionó arriba, se estudia el caso de un material compuesto reforzado
de fibras cilindricas circulares cuya longitud característica (l ), es mucho menor que aque-
lla del material (L), y están distribuidas en un arreglo periódico cuadrado; además, tanto
las fibras (S2) como la matriz (S1) son materiales transversalmente isótropos. Si el eje de
isotropía se encontrara en la misma dirección que las fibras, la cual se toma como la di-
rección X3, los tensores de permitividad eléctrica tendrían la forma (3.26), sin embargo,
en esta sección se considerará que el eje de simetría material de la matriz se encuentra
en el plano perpendicular al eje de las fibras, en la dirección X1 (ver figura 4.2) y el eje
de simetría material de las fibras es paralelo al eje geométrico del compuesto (eje de las
fibras); por lo tanto los tensores de permitividad eléctrica para la matriz y las fibras tienen
la forma

κ(1) = diag
[
κ(1)

33 κ(1)
11 κ(1)

11

]
, κ(2) = diag

[
κ(2)

11 κ(2)
11 κ(2)

33

]
, (4.40)
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respectivamente. Estos tensores se obtienen al aplicarles la transformación adecuada a
los tensores en (3.26). Nuevamente, para tener una notación más clara, se redefinen los
tensores de permitividad usando la notación de Hill generalizada

κ(1) = diag
[
κ′1 κ1 κ1

]
, κ(2) = diag

[
κ2 κ2 κ′2

]
.

Se debe notar que, respecto al modelo PP3, si κ′1 está suficientemente cerca de κ1, éste
puede ser considerado como una ligera perturbación de aquel. En virtud de este hecho se
define el parámetro perturbativo de anisotropía

α= 1− κ′1
κ1

. (4.41)

De acuerdo a las tablas de Landolt-Börnstein (1979), de los 258 materiales dieléctricos
con simetría hexagonal, tetragonal y trigonal, que corresponden a la forma (4.40) (aunque
los que tienen simetría cúbica también corresponden a esa, no son tomados en cuenta
dentro de los 258 materiales pues para ellosα= 0), 254 tienen la propiedad de que |α| < 1,
y, de esos, 181 cumplen con |α| ≤ 0.5, por lo que es factible suponer α pequeño y escribir,
por consiguiente, κ′1 = κ1 (1−α1).

De acuerdo con la ecuación (3.32), los problemas locales p L tienen la forma

κi j
(
y
) ∂2

pθ
(
y
)

∂yi∂y j
= 0 en S,∥∥

pθ
(
y
)∥∥= 0 en Γ,∥∥∥∥∥κi j

∂ pθ
(
y
)

∂y j
ni

∥∥∥∥∥=−∥∥κi p ni
∥∥ en Γ.

Debido a la geometría del problema, estos problemas se reducen a dos problemas en
el plano, por este motivo se introducen los subíndices griegos, que tomarán valores en
{1,2}. De esta forma, después de algunas manipulaciones algebraicas, por la forma de κ,
los problemas locales p L, p = 1,2 adoptan la forma

∆ pθ
(1) =α∂

2
pθ

(1)

∂y2
1

en S1, (4.42a)

∆ pθ
(2) = 0 en S2, (4.42b)∥∥

pθ
∥∥= 0 en Γ, (4.42c)∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n`δp`+α
(

1+ ∂ pθ
(1)

∂y1

)
κ1npδ1p , en Γ, (4.42d)

donde ∥∥
pθ

∥∥= pθ
(1) − pθ

(2),∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥= κ1

(
∂ pθ

(1)

∂y1
n1 +

∂ pθ
(1)

∂y2
n2

)
−κ2

(
∂ pθ

(2)

∂y1
n1 +

∂ pθ
(2)

∂y2
n2

)
,

‖κ‖ = κ1 −κ2
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y δi j es la delta de Kronecker, i.e.

δi j =
{

1 i = j
0 i 6= j

.

Se debe notar que, respecto a los enunciados de los problemas locales p L en (4.3) para
la configuración PP, en el lado derecho de (4.42a) y de (4.42d) hay un término adicional
que puede ser considerado como una perturbación cuando el parámetro material α es
pequeño. Además, se tiene que para α = 0, i.e. cuando κ′1 = κ1, se recupera el enunciado
(4.3), tal y como debería ser. La ecuación (4.42a) es una ecuación elíptica y su solución
debe ser doblemente periódica de periodos ω1 = 1 y ω2 = i (debido a la geometría del
problema). Otra cosa que hay que notar es el hecho de que hay un término en (4.42d) que
aparece sólo en el caso p = 1, esto es de esperar pues la “perturbación” se está conside-
rando únicamente en la dirección Y1.

Sean α pequeño1, se propone el ansatz

pθ
(γ) = pθ

(γ)
0 +α pθ

(γ)
1 +O

(
α2) , γ= 1,2 (4.43)

como solución al problema local (4.42); por simplicidad se considera el caso p = 1, y se
omite este preíndice en esta sección.

Sustituyendo (4.43) en (4.42) y agrupando en potencias de α, se obtiene una sucesión
recurrente de problemas locales:
O

(
α0

)
:

∆ 1θ
(γ) = 0 en Sγ, γ= 1,2 (4.44a)

‖ 1θ‖ = 0 en Γ, (4.44b)∥∥∥∥κ∂ 1θ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n1 en Γ, (4.44c)

O
(
α1

)
:

∆ 1θ
(1)
1 = ∂ 1θ

(1)
0

∂y2
1

en S1, (4.45a)

∆ 1θ
(2)
1 = 0 en S2, (4.45b)

‖1θ1‖ = 0 en Γ, (4.45c)∥∥∥∥κ∂ 1θ1

∂n

∥∥∥∥= κ1

(
1+ ∂ 1θ

(1)
0

∂y1

)
n1 en Γ. (4.45d)

4.2.2. Problemas locales. Potenciales complejos

El problema (4.44) fue resuelto en la sección 4.1.3, mientras que el problema (4.45) es
un problema de Poisson en una celda doblemente periódica con condiciones de salto en

1En la sección 4.3.2 se aclarará y fundamentará más extensamente esta suposición



44 CAPÍTULO 4. MODELO DIELÉCTRICO

la interfase. Nuevamente, de las condiciones (4.44c) y (4.45d) se deduce fácilmente que
las funciones 1θ0 y 1θ1 son funciones pares de ϕ.

Se tiene ahora dos potenciales complejos, que generan las soluciones, para el proble-
ma a O

(
α0

)
:

F (1)
0 (z) = a0z +

∞∑o

k=1
ak
ζ(k−1) (z)

(k −1)!
, (4.46a)

F (2)
0 (z) =

∞∑o

k=1
ck zk , (4.46b)

para el material S1 y S2, respectivamente; donde los coeficientes ak y ck son reales y des-
conocidos.

Para construir el potencial del problema a O
(
α1

)
en el material S1, se sigue el método

de Goursat usado para construir la solución general a la ecuación biarmónica (Sokolni-
koff, 1956), pues se debe notar que dado que el lado derecho de (4.45a) es armónico, el
lado izquierdo es biarmónico. De esta forma

F (1)
1 (z) = zϕ(1) (z)+ψ(1) (z) ,

con

ϕ(1) = 1

4

dF (1)
0

d z
, (4.47a)

ψ(1) (z) = b0z +
∞∑o

k=1

[
bk
ζ(k−1) (z)

(k −1)!
+ 1

4
ak

Q(k−1) (z)

(k −1)!

]
, (4.47b)

es decir,

F (1)
1 (z) = 1

4
a0z +b0z +

∞∑o

k=1

[
ak

4

(
zζ(k) (z)

(k −1)!
+ Q(k−1) (z)

(k −1)!

)
+bk

ζ(k−1) (z)

(k −1)!

]
,

donde Q (z) es la función de Natanzon. Pese a que Natanzon originalmente usó ℘1 (z)
para denotarla, se prefiere el símbolo Q, para conservar la notación compacta.Q(n) (z) es
la derivada enésima de la función de Natanzon (Guinovart-Díaz et al., 2001; Rodríguez-

Ramos et al., 2001), F (γ)
0 y los coeficientes ak son conocidos del problema 1L para O

(
α0

)
,

los coeficientes bk son desconocidos y reales, determinables por medio de las condicio-
nes (4.45c) y (4.45d).

La función Q (z) es una función meromorfa, impar con respecto a z, cuasiperiódica y
definida por

Q (z) =
∑′
m,n

βmn

[
1(

z −βmn
)2 − 2z

β3
mn

− 1

β2
mn

]
, (4.48)

donde βmn = mω1+nω2; sin embargo se elige por estar relacionada con las funciones ζ y
℘

(=−ζ′) de Weierstrass de tal forma que F (1)
1 satisface las condiciones de doble periodi-

cidad. Las dos propiedades usadas son

Q (z +ωα)−Q (z) =ωα℘ (z)+γα, (4.49a)

Q(k) (z +ωα)−Q(k) (z) =ωα℘(k) (z) ,k ≥ 1, (4.49b)
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donde los periodosωα y las constantes γα, están relacionadas por medio de las relaciones
de Legendre

δ1ω2 −δ2ω1 = 2πi ,

δ1ω2 −δ2ω1 = γ2ω1 −γ1ω2,

donde

δa = 2ζ
(ωα

2

)
,

γα = 2Q
(ωα

2

)
−ωα℘

(ωα
2

)
.

En el caso de una retícula cuadrada:

δ1 =π, δ2 =−iπ,

γ1 =−5S4

π
, γ2 = i

5S4

π
.

Para obtener el desarrollo de Laurent bastan unas sencillas operaciones, a saber,

Q (z) =
∞∑
`=2

(`+1)
∑′
m,n

βmn

β`+2
mn

z`, (4.50)

donde

T` =
∑′
m,n

βmn

β`+1
mn

(4.51)

son las sumas de retícula de la función de Natanzon (Natanzon, 1935), convergentes para
j ≥ 3. En el presente trabajo se les nombrará sumas de retícula de biarmónicas debido a
que aparecen al obtener el desarrollo de Laurent del potencial de la ecuación biarmónica
Teniendo en cuenta que Q (z) = −Q (−z), se obtiene entonces el desarrollo en serie de
Laurent para la función Q (z) de Natanzon

Q (z) =
∞∑o

j=3

(
j +1

)
T j+1z j . (4.52)

De la expresión anterior es posible obtener la kaésima derivada, para k impar y k ≥ 3,
y por tanto su desarrollo de Laurent

1

(k −1)!
Q(k−1) (z) =

∞∑o

l=1

(l +k)!

(l )! (k −1)!
Tl+k z l .

Definiendo, para l ∈ {1,3,5, . . .} y k ∈ {1,3,5,7, . . .}:

η′kl =
{

0 k + l = 2,
(l+k)!

l !k ! Tk+l k + l ≥ 3,
(4.53)

se tiene que
1

(k −1)!
Q(k−1) (z) =

∞∑o

l=1
kη′kl z l k impar, k ≥ 3. (4.54)

Observación.
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La definición de η′11 dada en (4.53), es momentánea pues más adelante se redefinirá para

ajustarse a las necesidades del potencial complejo F (1)
1 (z).

Debe ser notado, también, que η′11 es simétrico con respecto a sus índices.

Entonces
∞∑o

k=1

1

4
ak

Q(k−1) (z)

(k −1)!
=

∞∑o

k=1

1

4
ak

[ ∞∑o

l=1
kη′kl z l

]
(4.55)

El coeficiente b0, al igual que el coeficiente a0, permite que el potencial complejo pro-
puesto como solución al problema local (4.45), satisfacer la hipótesis de doble periodici-
dad. Están relacionados con a1 y b1 de tal manera que dependen de la suma de retícula
S4 y los residuos de las funciones F (1)

0 yψ(1). Para encontrar su forma explícita se sigue un
procedimiento análogo al seguido para encontrar a0, ecuación (4.8), en la sección 4.1.2

Como F1 (z) debe ser elíptica con periodos ω1 = 1 y ω2 = i se toma la diferencia en el
periodo

F (1)
1 (z +ωα)−F (1)

1 (z) = (z +ωα)ϕ (z +ωα)+ψ (z +ωα)− zϕ (zα)−ψ (z)

=ωαϕ (z +ωα)+ [
ψ (z +ωα)−ψ (z)

]
. (4.56)

De (4.47a)

ωαϕ (z +ωα) = 1

4
ωαa0 +

∞∑o

k=1

ak

4(k −1)!
ωαζ

(k) (z +ωα) (4.57)

y de (4.47b)

ψ (z +ωα)−ψ (z) = b0ωα+b1δα+ 1

4
a1γα−

∞∑o

k=1

ak

4(k −1)!
ωαζ

(k) (z) . (4.58)

Por lo tanto

F1 (z +ωα)−F1 (z) = b0ωα−
(
−1

4
ωαa0 −b1δα− 1

4
a1γα

)
. (4.59)

Observación. Como F1 debe ser una función elíptica, el lado izquierdo de (4.59) es idénticamente
cero, i.e.

0 = b0ωα−
(
−1

4
ωαa0 −b1δα− 1

4
a1γα

)
. (4.60)

Paraα= 1, al tomar la parte imaginaria de F1 (z) la condición (4.60) se cumple tirivial-
mente. Cuando se toma la parte real y se sustituye el valor de a0 encontrado en (4.6), i.e.
a0 =−a1π, es posible calcular el valor de b0 :

b0 = 1

4

(
π+ 5S4

π

)
a1 −b1π (4.61)
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De manera análoga, para α= 2 y la parte imaginaria del potencial F1 (z), se determina
b0 de manera única, usando el valor correspondiente al coeficiente a0, i.e. a0 = a1π :

b0 = 1

4

(
π− 5S4

π

)
a1 +b1π. (4.62)

Usando (4.61) y (4.62), es posible definir b0 como

b0 = 1

4
λ2a1 +λ1b1, (4.63)

con λ1 definido en (4.9) y

λ2 =
{
π+ 5S4

π para 1L

π− 5S4
π para 2L

. (4.64)

Usando las expresiones para a0 y b0, las ecuaciones (4.8) y (4.63), los desarrollos de
Laurent de las funciones ζ(k) (z) y Q(k) (z) y redefiniendo

η′11 =λ2, (4.65)

se tiene

ϕ (z) = 1

4

∞∑o

l=1

[
l al z−l + l Al z l

]
,

∞∑o

k=1
bk

ζ(k) (z)

(k −1)!
+λ1b1z =

∞∑o

l=1

[
bl z−l −Bl z l

]
,

1

4

∞∑o

k=1
ak

Q(k−1) (z)

(k −1)!
+ 1

4
λ2a1z = 1

4

∞∑o

l=1
A′

l z l ,

con Al definido en (4.17), y de forma análoga:

Bl =
∞∑o

k=1
bk kηkl , (4.66)

A′
l =

∞∑o

k=1
ak kη′kl . (4.67)

Por lo tanto

F (1)
1 (z) =

∞∑o

l=1

[
1

4

(
l al z−l + l Al z l + A′

l z l
)
+bl z−l −Bl z l

]
(4.68)

En Γ se tiene que z = Re iθ por lo que es posible encontrar el desarrollo de Fourier del
potencial complejo F (1)

1 (z), que escribimos como

F (1)
1 =

∞∑o

l=1

[(
Dl R−l −Fl R l

)
cos lθ+ i

(
−Dl R−l −Fl R l

)
sen lθ

]
, (4.69)
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con

Dl =−1

4
(l −2) al−2R2 − 1

4
Alδ1l R2 +bl , (4.70a)

Fl =
1

4
(l +2) Al+2R2 − 1

4
A′

l +Bl , (4.70b)

para l ∈ {1, 3, . . .}. Donde los coeficientes al son conocidos del problema local 1L a O
(
α0

)
,

los coeficientes bl son reales, desconocidos y determinables a partir de las condiciones
de continuidad y salto en la interfase.
Observación. Con el fin de evitar una notación complicada, en (4.70), se utiliza el símbolo a−1. A
dicho símbolo se le ha asignado el valor cero, es decir:

a−1 = 0. (4.71)

Como en la fibra S2 se requiere sólo que la solución sea armónica, el potencial com-
plejo tiene la misma forma que en (4.46b), i.e.

F (2)
1 (z) =

∞∑o

l=1
dl z l ,

donde los coeficientes dl , para l ∈ {1, 3, . . .}, son reales e indeterminados.

En resumen

Con el propósito de facilitar las futuras referencias, en la solución de los problemas
locales para el modelo OP2, se hace un compendio de los resultados obtenidos en el desa-
rrollo de esta sección.

Se tiene que los potenciales complejos que generan las soluciones a los problemas
locales p L, p = 1,2, (4.44) y (4.45) tienen el siguiente desarrollo en serie de Laurent

F (1)
0 (z) =

∞∑o

l=1

[
al z−l − Al z l

]
, (4.72a)

F (2)
0 (z) =

∞∑o

l=1
cl z l , (4.72b)

con Al =
∞∑o

k=1
ak kηkl ,

F (1)
1 (z) =

∞∑o

l=1

[
1

4

(
l al z−1 + l Al z l + A′

l z l
)
+bl z−1 −Bl z l

]
(4.73a)

F (2)
1 (z) =

∞∑o

l=1
dl z l (4.73b)
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donde los coeficientes al , l ∈ {1,3,5, . . .} son los coeficientes del potencial F0, Al =
∞∑o

k=1
ak kηkl ,

A′
l =

∞∑o

k=1
ak kη′kl y Bl =

∞∑o

k=1
bk kηkl . Todos los coeficientes son reales y se determinan al

imponer las condiciones de salto en la interfase.
Además, estos potenciales tienen el siguiente desarrollo trigonométrico

F (1)
0 =

∞∑o

l=1

[
al R−l − Al R l

]
cos lϕ+ i

∞∑o

l=1

[
−al R−l − Al R l

]
sen lϕ, (4.74a)

F (2)
0 =

∞∑o

l=1
cl R l cos lϕ+ i

∞∑o

l=1
cl R l sen lϕ, (4.74b)

y

F (1)
1 =

∞∑o

l=1

[(
Dl R−l −Fl R l

)
cos lϕ+ i

(
−Dl R−l −Fl R l

)
sen lϕ

]
, (4.75a)

F (2)
1 =

∞∑o

l=1
dl R l cos lϕ+ i

∞∑o

l=1
dl R l sen lϕ, (4.75b)

con Dl y Fl definidos por

Dl =−1

4
(l −2) al−2R2 − 1

4
Alδ1l R2 +bl ,

Fl =
1

4
(l +2) Al+2R2 − 1

4
A′

l +Bl ,

para l ∈ {1, 3, . . .}.

4.2.3. Problemas locales. Solución

Se tienen dos problemas para resolver a dos niveles diferentes de aproximación por
cada problema local p L, p = 1,2, a saber:

∆ pθ
(γ) = 0 en Sγ, γ= 1,2 (4.76a)∥∥

pθ
∥∥= 0 en Γ, (4.76b)∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n`δp` en Γ, (4.76c)

y

∆ pθ
(1)
1 = ∂ pθ

(1)
0

∂y2
1

en S1, (4.77a)

∆ pθ
(2)
1 = 0 en S2, (4.77b)∥∥

pθ1
∥∥= 0 en Γ, (4.77c)∥∥∥∥κ∂ pθ1

∂n

∥∥∥∥= κ1

(
∂ pθ

(1)
0

∂y1
n1 +npδ1p

)
en Γ. (4.77d)
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La solución del primero está dada en la sección 4.1.3.
Para resolver (4.77) se usa el potencial complejo definido en (4.73), donde los coefi-

cientes ak son reales y conocidos del problema a un orden anterior, i.e. son los coeficien-
tes del desarrollo de Laurent de la solución al problema (4.76).

Caso p = 1.
De la condición (4.77d) y del hecho que 1θ0 es una función par con respecto al ángulo

ϕ (para z ∈ Γ, z = Re iϕ) se deduce fácilmente que la función 1θ1 debe ser una función par
con respecto al ángulo ϕ; por ello, se propone, de (4.72), como solución a

1θ
(1)
1 (z) = Re

{ ∞∑o

l=1

[
1

4

(
l al z−l + l Al z l + A′

l z l
)
+bl z−l −Bl z l

]}
, (4.78a)

1θ
(2)
1 (z) = Re

{ ∞∑o

l=1
dl z l

}
. (4.78b)

Para z ∈ Γ se pueden escribir como

1θ
(1)
1 =

∞∑o

l=1

(
Dl R−l −Fl R l

)
cos lϕ, (4.79a)

1θ
(2)
1 =

∞∑o

l=1
dl R l cos lϕ. (4.79b)

Cabe mencionar que no hay ninguna suma implícita en l cuando aparece como po-
tencia y subíndice.

Por otro lado, en virtud de que el lado derecho de (4.77d) se puede escribir como
la derivada de la parte imaginaria del potencial F1 con respecto al ángulo ϕ (ver ecua-
ción (4.20)), se hace necesario integrar ambos lados de la ecuación y de forma natural
surge la función

E
(
ϕ

)= ∫ ϕ

0

∂ 1θ
(1)
0 (t )

∂y1
cos td t . (4.80)

Usando el desarrollo de 1θ
(1)
0 dado en (4.24), el sistema (4.26) y las propiedades de

ortogonalidad para las funciones involucradas en la integral anterior, se tiene el desarrollo
en serie de Fourier de la función E

(
ϕ

)
E

(
ϕ

)= ∞∑o

l=1
el sen lϕ, (4.81)

con

el =−R−1 1

2l

[(
2R lδ1l

)
+ (l −2) al−2R−(l−2) + (

1− (1+δ1l )χ−1
κ

)
l al R−l

−χ−1
κ (l +2) al+2R−(l+2)

]
∀l ∈ {1,3, . . .} , (4.82)

donde se ha usado la notación suma sobre índices repetidos y se ha usado la convención
adoptada en (4.71), de que

a−1 = 0.
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De la condición de interfase (4.77c) y de las expresiones (4.79):

dl R l = Dl R−l −Fl R l ∀l ∈ {1,3,5, . . .} .

Del mismo modo, de la condición (4.77d), una vez integrada con respecto al ángulo ϕ
(ver ecuación (4.20)), y de las expresiones (4.79) y (4.82) se tiene

κ1

(
−Dl R−l −Fl R l

)
−κ2

(
Dl R−l −Fl R l

)
= κ1

(
R lδ1l +el R

)
∀l ∈ {1,3,5, . . .} .

De aquí, una vez usada la expresión correspondiente para los coeficientes Dl y Fl y
algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene el sistema infinito

−χ−1
κ bl R−1 −Bl R l =−vl −N0 (l −2) al−2R−(l−2) −N1l al R−l

−N3 (l +2) al+2R−(l+2) − 1

4
A′

l R l ∀l ∈ {1,3, . . .} , (4.83)

donde los coeficientes

N0 = 1

2

(
1

2
χ−1
κ + 1

l

κ1

‖κ‖
)

,

N1 = 1

2

[
1

l

κ1

‖κ‖
(
1− (1+δ1l )χ−1

κ

)− 1

2
χ−2
κ δ1l

]
,

N3 = 1

2

(
1

2
− 1

l

κ1

‖κ‖
)
χ−1
κ ,

junto con el vector

vl =
1

4
χ−1
κ R lδ1l

contienen la información relativa a las propiedades físicas de los materiales del compues-
to, así como de la cuasiperiodicidad de la función ζ en la retícula elegida.

Al aplicar el reescalamiento al igual que en la sección 4.1.3, i.e.

a′
l =

p
l R−l al ,b′

l =
p

l R−l bl , ∀l ∈ {1,3,5, . . .} ,

el sistema (4.83) se puede escribir en la forma

(
χ−1
κ I− 1W

)
b = V1 +

(
1U+1

4
1W′

)
a, (4.84)

donde el preíndice “1” indica que el objeto es relativo al problema local 1L, las matrices I y

1W, como era de esperarse, son las mismas que en (4.29), las incógnitas b =(
b′

1,b′
3,b′

5, . . .
)T

son los coeficientes reescalados del desarrollo del Laurent de la función 1θ
(1)
1 , el vector

V1 = 1

4
χ−1
κ R lδ1l
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tiene una única componente no nula. La matriz 1U = [ukl ], definida para `= 1 por

u11 = 1

2

[
κ1

‖κ‖
(
χκ−2

)− 1

2
χ−1
κ

]
χ−1
κ , (4.85a)

u13 =
p

3

2

[
1

2
− κ1

‖κ‖
]
χ−1
κ , (4.85b)

u1k = 0 ∀k ∈ {5, 7, 9, . . .} , (4.85c)

mientras que para `≥ 3 por:

ulk = 1

2

[
1

2
χ−1
κ + 1

l

κ1

‖κ‖
]√

k (k +2)δ(l−2) k

+ 1

2

[
1

k

κ1

‖κ‖
(
1−χ−1

κ

)]
kδlk (4.85d)

+ 1

2

[
1

2
− 1

k −2

κ1

‖κ‖
]
χ−1
κ

√
(k −2)kδ(l+2) k ,

tiene las propiedades de los materiales constituyentes en sus elementos y al contraste
entre ellos, debe notarse que se trata de una matriz tridiagonal. Por otro lado, la matriz
simétrica 1W′, se encuentra definida por

1W′ = [
w ′

kl

]={ (
π+ 5S4

π

)
R2 k = l = 1p

k
p

lη′kl Rk+l k + l ≥ 3
,

contiene información geométrica de la función Q (z) y sus derivadas, i.e. de las contribu-
ciones de sus sumas de retícula biarmónica para la geometría tratada, además de infor-
mación del tamaño de la inclusión; finalmente los coeficientes a =(

a′
1, a′

3, a′
5, . . .

)T son los
coeficientes del desarrollo de Laurent de la función solución del problema (4.76a).

La técnica del reescalamiento permite ver claramente las contribuciones de los distin-
tos factores involucrados en el problema además de ayudar a la mnemotecnia de la solu-
ción. Nuevamente es de resaltar la simpleza de la solución y de que se trata de un sistema
regular al cual se le pueden aplicar las técnicas de solución mencionadas en Kantorovich
y Krylov (1964) como, por ejemplo, solución convergente por medio de truncamientos
sucesivos.

Caso p = 2
Aplicando un procedimiento similar al problema local 1L se llega a los sistemas in-

finitos que permiten poner a los coeficientes 2dk en función de los 2bk y que permite
calcularlos.

Se propone la solución

2θ
(1)
1 (z) = Im

{ ∞∑o

l=1

[
1

4

(
l 2al z−l + l 2 Al z l + 2 A′

l z l
)
+ 2bl z−l − 2Bl z l

]}
,

2θ
(2)
1 (z) = Im

{ ∞∑o

l=1
2dl z l

}
.



4.2. OP2 53

Para z ∈ Γ se puede escribir como

2θ
(1)
1 =

∞∑o

l=1

(
− 2Dl R−l − 2Fl R l

)
cos lϕ,

2θ
(2)
1 =

∞∑o

l=1
2dl R l cos lϕ,

con

2Dl =−1

4
(l −2) 2al−2R2 − 1

4
2 Alδ1l R2 + 2bl ,

2Fl =
1

4
(l +2) 2 Al+2R2 − 1

4
2 A′

l + 2Bl .

Los coeficientes 2bk son reales, desconocidos y determinables por medio de las con-
diciones de interfase (4.77c) y (4.77d); los coeficientes 2ak son los coeficientes del desa-
rrollo de Laurent de la función solución del problema a un orden anterior. Las sumas 2 Ak ,

2 A′
k y 2Bk tienen definiciones análogas a aquellas correspondientes al problema local 1L,

i.e. 2 Al =
∞∑o

k=1
2ak kηkl , 2 A′

l =
∞∑o

k=1
2ak kη′kl y 2Bl =

∞∑o

k=1
2bk kηkl .

Del mismo modo, el desarrollo en serie de Fourier de la función

2E
(
ϕ

)= ∫ ϕ

0

∂ 2θ
(1)
0 (t )

∂y1
cos td t

tiene sus coeficientes definidos como

2el =− 1

2l

[
(l −2) 2al−2R−(l−2) + [

1+ (1−δ1l )χ−1
κ

]
l 2al R−l

−χ−1
κ (l +2) 2al+2R−(l+2)

]
R−1.

El sistema infinito regular que determina a los coeficientes de 2θ
(1)
1 es

(
χ−1
κ I− 2W

)
2b =−V1 +

(
2U−1

4
2W′

)
2a, (4.86)

donde

2W = [wkl ] =
{
−πR2 k = l = 1p

k
p

lηkl Rk+l k + l ≥ 3
, (4.87a)

2W′ = [
w ′

kl

]={(
π− 5S4

π

)
R2 k = l = 1p

k
p

lη′kl Rk+l k + l ≥ 3
. (4.87b)
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Por otro lado, los coeficientes de 2U están dados, para `= 1, por

u11 =−
(

1

2
χ−1
κ + κ1

‖κ‖χκ
)

(4.88a)

u13 =
p

3

(
1

2
+ κ1

‖κ‖
)

(4.88b)

u1k = 0 (4.88c)

u13 =
p

3

2

[
1

2
− κ1

‖κ‖
]
χ−1
κ , (4.88d)

u1k = 0 ∀k ∈ {5, 7, 9, . . .} , (4.88e)

mientras que para `≥ 3 por:

ul k =
[

1

2
−χκ 1

k +2

κ1

‖κ‖
]√

k (k +2)δ(l−2) k

− κ1

‖κ‖
[
χκ−1

]
δlk (4.88f)

+
[

1

2
+ 1

k −2

κ1

‖κ‖
]√

(k −2)kδ(l+2) k

4.2.4. Coeficientes efectivos

Por la estructura de los tensores de permitividad eléctrica de cada material constitu-
yente, se tiene que el único coeficiente no nulo aportado por la solución al problema local

1L está dado por (ecs. (3.31))

κ11 = 〈κ11〉−‖κ11‖
∫
Γ

1θ
(1)d y2.

Al sustituir el desarrollo asintótico (4.43) se tiene

κ11 = κ1V1 +κ2V2 −‖κ11‖
∫
Γ

1θ
(1)
0 d y2

+α
[
κ1

∫
Γ

1θ
(1)
0 d y2 −‖κ‖

∫
Γ

1θ
(1)
1 d y2 −κ1V1

]
+O

(
α2)

los primeros tres sumandos del lado derecho corresponden a los términos de orden α0,
por lo que son los mismos que en la fórmula del coeficiente efectivo κ11 en el caso PP3.
La segunda integral de los términos de orden α1 puede ser calculada de la misma manera
que se calculó la integral

∫
Γ 1θ

(1)
0 d y2 en la sección 4.1.4, i.e. se parametriza la curva Γ, se

sustituye la serie de Fourier de 1θ
(1)
0 , y se usa la propiedad de ortogonalidad de la base de

Fourier de 1θ
(1)
0 . Entonces∫
Γ

1θ
(1)
1 d y2 =

(
D1R−1 −F1R

)
Rπ

=
[(
−1

4
A1R2 +b1

)
R−1 −

(
1

4
3A3R2 − 1

4
A′

1 +B1

)
R

]
Rπ.
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Ahora, del sistema (4.26) es posible escribir A1 y A3 en términos de a1 y a3, respecti-
vamente, como

A1R =−χ−1
κ a1R−1 +R,

−3A3R3 = 3χ−1
κ a3R−3;

por otro lado, del sistema (4.83) se tiene

−B1R =χ−1
κ b1R−1 − v1 −N1a1R−1 −3N3a3R−3 − 1

4
A′

1R.

Se sigue que

A1 =
∫
Γ

1θ
(1)
1 d y2 =

[
− 1

4

(
1+χ−1

κ

)
R +

(
1

4
χ−1
κ −N1

)
a1R−1 (4.89)

−3

(
1

4
χ−1
κ +N3

)
a3R−3 + (

1+χ−1
κ

)
b1R−1

]
Rπ

Por lo tanto, la expresión analítica para el coeficiente no nulo aportado por el proble-
ma local 1L es

κ11 = κ1 (1−2πa1)+α[
κ1

(
π

(
1+χ−1

κ

)
a1 −1

)−‖κ‖A1
]

,

como era de esperar, cuando se tiene α= 0, i.e. el caso isótropo (o al menos PP3) se recu-
pera la fórmula (4.38).

El único coeficiente no nulo aportado por el problema local 2L, de acuerdo a la fór-
mula (3.31b), está similarmente dado por

κ22 = κ1 (1+2π 2a1)+α
[1

2
κ1R + 2N1 2a1R−1 + 2N3 2a3R−3

+2κ1π 2b1R−1
]

Rπ,

donde

2N1 = 1

2
(κ1 +κ2)

(
1

2
χ−1

k + κ1

‖κ‖χk −
1

2

)
, (4.90)

2N3 =−3

2
χ−1

k κ1. (4.91)

Nuevamente es de remarcarse la notoria simplicidad y el hecho de que la fórmula
de los coeficientes efectivos sea cerrada, además de apreciarse claramente la forma en
que las propiedades de los materiales constituyentes, el contraste entre los materiales,
la geometría y la periodicidad del arreglo y el tamaño relativo de las fibras aparecen en
dichas fórmulas.
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4.3. PP1

En esta sección se considera el modelo en el cual los ejes de simetría material de los
elementos constituyentes del compuesto son ortogonales al eje de orientación de las fi-
bras y paralelos entre sí PP1 (se verá más adelante que el caso cuando son ortogonales,
OP3, es un caso particular del presente estudio), tal como lo muestran las figuras 4.1 y 4.2.
Se conserva la notación usada en este capítulo, por lo que la celda periódica es denotada
por S y su volumen se sigue considerando igual a “1”, del mismo modo, la matriz es deno-
tada por S1 y las fibras por S2, mientras que la interfase de los materiales constituyentes
porΓ. Se continúa suponiendo que las fibras tienen un área transversal circular, por lo que
cualquier elemento en Γ puede ser descrito por medio de las coordenadas polares

(
R,ϕ

)
;

se debe notar que R es fijo ya que las fibras se consideran de un único radio. Los materia-
les constituyentes corresponden a una simetría transversalmente isótropa y basta hacer
una sencilla transformación del tensor de permitividad eléctrica de cada material para
tener los tensores descriptivos del caso de estudio, (4.1), que en la notación generalizada
de Hill, introducida en (4.2), tienen la forma

κ(1) (y
)= diag

[
κ′1 κ1 κ1

]
, en S1,

κ(2) (y
)= diag

[
κ′2 κ2 κ2

]
, en S2.

Como se verá en las conclusiones finales, la presente sección es un generalización
de las dos anteriores y, más aún, del caso (no escrito aquí) en el que los ejes de simetría
material de cada elemento del compuesto y la dirección de las fibras son mutuamente
ortogonales, OP3.

4.3.1. Problemas locales. Formulación

Definiendo los parámetros perturbativos materiales

α1 = 1− κ′1
κ1

, α2 = 1− κ′2
κ2

, (4.92)

la ecuación (3.32) puede ser reescrita como

∆ pθ
(γ) =αγ

∂2
pθ(γ)

∂y2
1

en Sγ, γ= 1,2, (4.93a)∥∥
pθ

∥∥= 0 en Γ, (4.93b)∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n`δ`+
∥∥∥∥κα∂ pθ

∂y1

∥∥∥∥n1 +‖κα‖npδ1p , en Γ, (4.93c)
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donde ∥∥
pθ

∥∥= pθ
(1) − pθ

(2),∥∥∥∥κ∂ pθ

∂n

∥∥∥∥= κ1

(
∂ pθ

(1)

∂y1
n1 +

∂ pθ
(1)

∂y2
n2

)
−κ2

(
∂ pθ

(2)

∂y1
n1 +

∂ pθ
(2)

∂y2
n2

)
,

∥∥∥∥κα∂ pθ

∂y1

∥∥∥∥= κ1α1
∂ pθ

(1)

∂y1
−κ2α2

∂ pθ
(2)

∂y1
,

‖κ‖ = κ1 −κ2,

‖κα‖ = κ1α1 −κ2α2

y δi j es la delta de Kronecker.
Se debe notar que la ecuación (4.93) es una ecuación elíptica, pues los coeficientes

del tensor de permitividad eléctrica son positivos, además, debido a la geometría del pro-
blema se requiere que la solución sea doblemente periódica con periodosω1 = 1 yω2 = i .
y, finalmente, que cuando αγ es pequeño puede ser tratada por medio de un método de
perturbación, tal como se hizo en la sección anterior. Además el problema local 3L, debi-
do a la geometría del problema, se vuelve homogéneo y por lo tanto la única solución es
la trivial, i.e. 3θ ≡ 0, pues las soluciones resonantes van más allá del alcance del presente
trabajo, sin embargo, son temas de estudio desde hace tiempo de la comunidad científica
(Nicorovici y McPhedran, 1994 y Nicorovici et al., 1995; McPhedran, 1980; etc.).

4.3.2. Problemas locales. Método Asintótico

Como se mencionó en la sección 4.2, en las tablas de Landolt-Börnstein (1979) hay
258 materiales dieléctricos con una estructura que corresponde a la supuesta en (4.2) (sin
contar a los de simetría cúbica pues para ellos α = 0); 254 tienen la propiedad de que,
para α definido como en (4.92), |α| < 1, y de esos 181 cumplen con |α| ≤ 0.5, por lo que es
factible suponer pequeños a los parámetros perturbativos en cada material, y se cumplirá
que son pequeños en una gran cantidad de casos.

Por otro lado, dada la cantidad de cifras significativas de los coeficientes de los ma-
teriales reportados en esas tablas; se puede suponer que α tiene tres cifras significativas,
por lo que, dado un parámetro pequeño β, se definen Lγi para i = 1,2,3 y γ = 1,2 como
los coeficientes del desarrollo deαγ en potencias de β, i.e.

αγ = Lγ1β+Lγ2β
2 +Lγ3β

3,γ= 1,2. (4.94)

Pese a la redundancia, es conveniente recalcar que el desarrollo (4.94), no es un desa-
rrollo asintótico, sino un desarrollo en potencias de β; por ejemplo si αγ =−0.170 (que es
el valor para el Titanato de Bario) y si β=0.1, se tiene que un posible conjunto de valores
de Lγi es

Lγ1 =−1,Lγ2 = 7,Lγ3 = 0.

Por ello, para resolver los problemas locales p L se propone el ansatz

pθ
(γ) = pθ

(γ)
0 + pθ

(γ)
1 β+ pθ

(γ)
2 β2 +·· · ,γ= 1,2. (4.95)
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Sustituyendo (4.95) y (4.94) en (4.93) e igualando potencias de β, para p = 1, se tiene
una recursión de problemas locales, a orden β0 :

∆ 1θ
(γ)
0 = 0 en Sγ,γ= 1,2, (4.96a)

‖ 1θ0‖ = 0, en Γ, (4.96b)∥∥∥∥κ∂ 1θ0

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n1, en Γ (4.96c)

y, a orden β1 :

∆ 1θ
(γ)
1 = Lγ1

∂2
1θ

(γ)
0

∂y2
1

en Sγ,γ= 1,2, (4.97a)

‖ 1θ1‖ = 0, en Γ, (4.97b)∥∥∥∥κ∂ 1θ1

∂n

∥∥∥∥=
∥∥κLγ1

∥∥+
∥∥∥∥∥∥κLγ1

∂ 1θ
(γ)
0

∂y1

∥∥∥∥∥∥
n1, en Γ, (4.97c)

Así mismo, para el problema local 2L se tiene otra sucesión de problemas locales a
resolver, a distintos ordenes de aproximación, a orden β0 :

∆ 2θ
(γ)
0 = 0 en Sγ,γ= 1,2, (4.98a)

‖ 2θ0‖ = 0, en Γ, (4.98b)∥∥∥∥κ∂ 2θ0

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n2, en Γ; (4.98c)

mientras que a orden β1 :

∆ 2θ
(γ)
1 = Lγ1

∂2
2θ

(γ)
0

∂y2
1

en Sγ,γ= 1,2, (4.99a)

‖ 2θ1‖ = 0, en Γ, (4.99b)∥∥∥∥κ∂ 2θ1

∂n

∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥∥κLγ1

∂ 2θ
(γ)
0

∂y1

∥∥∥∥∥∥n1, en Γ. (4.99c)

Los problemas (4.96) y (4.98) son una ecuación de Laplace con condiciones de salto
en la interfase y de doble periodicidad cuya solución está incluida en López-López et al.
(2005) como un caso particular. Esto fué explicado con más detalle en la sección 4.1. Dicha
solución se usa aquí como una base para la perturbación. Las ecuaciones (4.97) y (4.99)
son una ecuación de Poisson con condiciones de salto en la interfase que dependen de
la solución a un orden anterior, con condiciones de doble periodicidad y se resuelven
en el presente estudio usando la teoría de potenciales complejos a través de la función
ζ (z) de Weierstrass y de sus derivadas que son funciones elípticas con polos simples en
los nodos de la retícula en la que se definen, excepto ζ que es cuasiperiódica; además
se usa la función de Q (z) de Natanzon (Rodríguez-Ramos et al., 2001) para contribuir
a compensar la cuasiperiodicidad de ζ al construir el potencial complejo que genera la
solución de los problemas locales p L, p = 1,2.
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4.3.3. Problemas locales p L, O
(
β0

)
De (4.96) y (4.98) se tiene que los enunciado correspondientes a cada problema local,

para la primera aproximación tiene la forma, para γ= 1,2,

∆ pθ
(γ)
0 = 0 en Sγ,∥∥

pθ0
∥∥= 0 en Γ,∥∥∥∥κ∂ pθ0

∂n

∥∥∥∥=−‖κ‖n`δp` en Γ,

que es claramente la misma estructura de los problemas locales correspondientes para el
modelo PP3, escritos en la ecuación (4.3) y resueltos en la sección 4.1.3. Las observaciones
hechas en esa sección son aplicables a la presente con el entendido de que se trata de la
primera aproximación de la solución al problema (4.93).

Por lo tanto, la solución al problema local 1L (2L) está dada por la parte real (imagina-
ria) del potencial complejo

F (1)
0 (z) =

∞∑o

l=1

[
al z−l − Al z l

]
.

donde los coeficientes ak son reales, determinables por medio de las condiciones de in-
terfase (4.22c), y solución del sistema (4.30), con el debido reescalamiento (ver sección
4.1).

Observación. Cabe mencionar que, pese a la notación usada, la parte imaginaria del potencial

que genera la solución del problema local 1L no es necesariamente solución del problema local 2L.

Tienen la misma estructura, sin embargo, las condiciones de interfase hacen únicos a los coeficientes

ak en cada caso.

4.3.4. Problemas locales. Potenciales Complejos O
(
β
)

Tanto en (4.97a) como (4.99a) el lado derecho de la ecuación es una función armónica,
pues es solución de la ecuación de Laplace en (4.96a) y en (4.98a). Por ello la función

pθ
(γ)
1 es una función biarmónica cuya expresión explícita se puede conocer al adaptar

el método de Goursat para construir la solución general a dicha ecuación (Sokolnikoff,
1956). Entonces la solución a los problemas locales p L para O

(
β
)

tienen un potencial
complejo de la forma

F (γ)
1 (z) = u(γ)

1 + i v(γ)
1 = zϕ(γ) (z)+ψ(γ) (z) ,γ= 1,2,
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con

ϕ(1) (z) = 1

4
L11

dF (1)
0 (z)

d z
,

ϕ(2) (z) = 1

4
L21

dF (2)
0 (z)

d z
,

ψ(1) (z) = b0z +
∞∑o

k=1

[
bk
ζ(k−1) (z)

(k −1)!
+ 1

4
L11ak

Q(k−1) (z)

(k −1)!

]
,

ψ(2) (z) =
∞∑o

k=1
dk zk ,

donde, para γ = 1,2, Lγ1 son los primeros coeficientes del desarrollo en potencias de β

de los parámetros de anisotropía αγ, F (1)
0 y sus coeficientes ak , así como F (2)

0 y sus coefi-
cientes ck (no mostrados explícitamente, ver ec. (4.23)) se encuentran explícitamente en
la solución de los problemas (4.97) y (4.99), respectivamente. Q (z) es la función de Na-
tanzon, introducida en (4.48), Q(n) (z) es su derivada enésima como función de variable
compleja, z; finalmente los coeficientes bk y dk son reales y desconocidos, determinables
por medio de las condiciones de interfase (4.97c) y (4.99c).

Coeficiente de cuasiperiodicidad

El coeficiente b0 es una ayuda para satisfacer la hipótesis de doble periodicidad de
la solución al problema local. Para encontrar una expresión analítica de b0 se procede
del mismo modo que para encontrar a0, i.e., como F (1)

1 debe ser una función elíptica con
periodos ω1 y ω2, se tiene que

0 = F1 (z +ωα)−F1 (z) = (z +ωα)ϕ (z +ωα)+ψ (z +ωα)− zϕ (z)−ψ (z) . (4.100)

Como

ϕ (z) = 1

4
L11

(
a0 +

∞∑o

k=1
ak

ζ(k) (z)

(k −1)!

)
,

ψ (z) = b0z +
∞∑o

k=1

[
bk
ζ(k−1) (z)

(k −1)!
+ 1

4
L11ak

Q(k−1) (z)

(k −1)!

]

se tiene que

ϕ (z +ωα)−ϕ (z) = 0, (4.101)

pues a0 fué elegido en (4.8) de tal forma que se satisfaga este requerimiento; por otro lado,
usando las propiedades de la función de Natanzon Q (z), presentadas en (4.49), se tiene

ψ (z +ωα)−ψ (z) = b0ωα+b1δα+ 1

4
L11a1γα− 1

4
L11

∞∑o

k=1

ak

(k −1)!
ωαζ

(k) (z) . (4.102)
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Por lo que usando (4.101) y (4.102) en (4.100)

0 =ωαϕ (z +ωα)+b0ωα+b1δα+ 1

4
L11a1γα− 1

4
L11

∞∑o

k=1

ak

(k −1)!
ωαζ

(k) (z)

= 1

4
L11ωαa0 +b0ωα+b1δα+ 1

4
L11a1γα;

como a0 =λ1a1, la ecuación anterior se escribe como

0 = b0ωα+b1δα+ 1

4
L11

(
λ1ωα+γα

)
a1. (4.103)

Observación. Nuevamente es posible demostrar para el problema local 1L (2L), a partir de la

condiciones (4.97c) ( (4.99c)), y usando el hecho de que la función 1θ
(γ)
0 (2θ

(γ)
0 ) es una función par

(impar) con respecto al ángulo (que parametriza a la curva Γ)ϕ, que la función 1θ
(γ)
1 (2θ

(γ)
1 ) es una

función par (impar) deϕ, por ello se elige la parte real (imaginaria) del potencial F1 (z) para generar

la solución correspondiente.

Para 1L, 1θ
(1)
1 = Re

{
F (1)

1 (z)
}

debe satisfacer la condición de doble periodicidad; al to-

mar el periodoω2 = i , esta hipótesis se cumple trivialmente. Mientras que, para el periodo
ω1 = 1, sustituyendo los valores de δ1, γ1 en la ecuación (4.103), se llega a una condición
sobre la forma que debe tener b0 para poder tener la doble periodicidad:

b0 = 1

4
L11

(
π+ 5S4

π

)
a1 −πb1. (4.104)

Del mismo modo, para el problema local 2L, 2θ
(1)
1 = Im

{
F (1)

1 (z)
}

se deben satisfacer las

condiciones de doble periodicidad; al tomar el periodo ω1 = 1, la hipótesis de doble pe-
riodicidad se satisface trivialmente, sin embargo, para el otro periodo, ω2 = i , los valores
correspondientes de δ2, γ2 en la ecuación (4.103), tienen la forma explícita del coeficiente

b0 = 1

4
L11

(
π− 5S4

π

)
a1 +πb1. (4.105)

Se concluye que, en general, se puede escribir

b0 = 1

4
λ2a1 +λ1b1

con

λ1 =
{ −π 1L
π 2L

, λ2 =
{

(π+5S4/π)L11 1L
(π−5S4/π)L11 2L

, (4.106)

por lo que el coeficiente b0 depende de la suma de retícula S4 y los residuos de las funcio-
nes F (1)

0 y ψ(1).
El potencial complejo que genera la solución de los problemas locales del modelo OP2

tiene una fórma análoga a la requerida aquí, osea que el desarrollo en serie de Fourier del
potencial solución en el material S1 está dado por

F (1)
1 =

∞∑o

l=1

[(
Dl R−l −Fl R l

)
cos lθ+ i

(
−Dl R−l −Fl R l

)
sen lθ

]
,
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donde ∀l ∈ {1,3,5, . . .} con

Dl =−1

4
(l −2) al−2R2 − 1

4
Alδ1l R2 +bl ,

Fl =
1

4

(
(l +2) Al+2R2 − A′

l

)+Bl ,

además, nuevamente se ha usado el símbolo

a−1 = 0.

En el material S2

F (2)
1 (z) = zϕ(2) (z)+ψ(2) (z)

= 1

4
L21z

∞∑o

k=1
kck zk−1 +

∞∑o

k=1
dk zk ,

donde los coeficientes ck son reales y se conocen pues la función ϕ es generadora de la
solución al problema local (4.3), los coeficientes dk son reales, desconocidos y determi-
nables a partir de las condiciones de interfase. Cuando z ∈ Γ, se tiene que z = Re iϕ, con R
fijo y 0 ≤ϕ< 2π, por ello

F (2)
1 =

∞∑o

l=1
[Cl cos lθ+ iDl sen lθ] ,

donde los coeficientes Cl y Dl están dados por

Cl =
1

4
L21

(
lcl R lδl + (l +2)cl+2R l+2

)
+dl R l ,

Dl =
1

4
L21

(
−lcl R lδl + (l +2)cl+2R l+2

)
+dl R l .

Juntando los resultados anteriores, se tiene que el potencial complejo que genera la
solución para el problema local p L tiene la siguiente expresión

F (1)
1 =

∞∑o

l=1

[(
Dl R−l −Fl R l

)
cos lθ+ i

(
−Dl R−l −Fl R l

)
sen lθ

]
, (4.107)

F (2)
1 =

∞∑o

l=1
[Cl cos lθ+ iDl sen lθ] , (4.108)

donde ∀l ∈ {1,3,5, . . .} se tiene

Dl =−1

4
(l −2) al−2R2 − 1

4
Alδ1l R2 +bl ,

Fl =
1

4

(
(l +2) Al+2R2 − A′

l

)+Bl ,

Cl =
1

4
L21

(
lcl R lδl + (l +2)cl+2R l+2

)
+dl R l ,

Dl =
1

4
L21

(
−lcl R lδl + (l +2)cl+2R l+2

)
+dl R l .

y como siempre, se define
a−1 = 0.
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4.3.5. Problemas locales. Solución O
(
β
)

Problema local 1L

El problema local 1L tiene el siguiente enunciado:

∆ 1θ
(γ)
1 = Lγ1

∂2
1θ

(γ)
0

∂y2
1

en Sγ,γ= 1,2,

‖ 1θ1‖ = 0, en Γ,∥∥∥∥κ∂ 1θ1

∂n

∥∥∥∥=
∥∥κLγ1

∥∥+
∥∥∥∥∥∥κLγ1

∂ 1θ
(γ)
0

∂y1

∥∥∥∥∥∥
n1, en Γ.

Como la solución tiene que ser una función par con respecto a ϕ (ángulo que para-

metriza a Γ), se propone como solución al problema local, la función 1θ
(γ)
1 definida por

1θ
(γ)
1 = Re

{
F (γ)

1

}
.

Es posible seguir el mismo procedimiento usado para solucionar el caso O
(
β0

)
para

conocer los coeficientes bk , llegando a que tales coeficientes son solución del sistema

−
(
χ−1
κ bl R−l +Bl R l

)
=Vl +N0,l (l −2) a(l−2)R

−(l−2)

+N1,l l al R−l +N3,l (l +2) a(l+2)R
−(l+2)

− 1

4
L11 A′

l R l , (4.109)

con

Vl =−
(

1

4
L11χ

−1
κ − 1

2
κ2L21

1

‖κ‖
)

R lδ1l ,

N0,l =−1

2

[
1

2
L11χ

−1
κ +κ1L11

1

‖κ‖
1

l

]
,

N1,l =− 1

2l

[
κ1L11

1

‖κ‖
(
1− (1+δ1l )χ−1

κ

)− 1

2
L11χ

−2
κ δ1l

]
− 1

2l

[
κ2L21

1

‖κ‖
(
1+χ−1

κ

)
(1+2δ1l )

]
,

N3,l =−1

2

[(
1

2
L11 −κ1L11

1

‖κ‖
1

l

)
χ−1
κ +κ2L21

1

‖κ‖
1

l

(
1+χ−1

κ

)]
.

Usando los reescalamientos

al =
1p

l
a′

l R l ,bl =
1p

l
b′

l R l ,

el sistema (4.109) se puede reescribir en la forma(
χ−1
κ I+W

)
b = V1 + 1

2

(
χ−1
κ U+1

2
L11W′

)
a (4.110)
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facilitando su mnemónica, donde el lado izquierdo del sistema (4.110), salvo b =(
b′

1,b′
3,b′

5, . . .
)T ,

es el mismo que el lado izquierdo del sistema (4.30), el vector independiente V1 tiene una
única componente no nula

V1 =
[
−

(
1

2

κ2

‖κ‖L21 − 1

4
χ−1
κ L11

)
R lδ1l

]
, l ∈ {1,3,5, . . .} ,

las componentes de la matriz U = [ul k ], están dadas, para l = 1, por

u11 =
(
κ1

‖κ‖
(
χκ−2

)− 1

2
χ−1
κ

)
L11 +3

κ2

‖κ‖
(
χκ+1

)
L21, (4.111)

u13 =
[(

1

2
− κ1

‖κ‖
)

L11 + κ2

‖κ‖
(
χκ+1

)
L21

]p
3, (4.112)

u1k = 0, ∀k ≥ 5 (4.113)

y, para l ≥ 3, por

ulk =
√

(k +2)k

[(
1

2
+ κ1

‖κ‖
)

L11
1

k +2
χκ

]
δ(l−2),k

+
[
κ1

‖κ‖
(
χκ−1

)
L11 + κ2

‖κ‖
(
χκ+1

)
L21

]
δlk

+
√

(k −2)k

[(
1

2
− 1

k −2

κ1

‖κ‖
)

L11 + 1

k −2

κ2

‖κ‖
(
χ−1
κ +1

)
L21

]
δ(l+2),k , (4.114)

nuevamente, la matriz U es una matriz tridiagonal que contiene las propiedades físicas
de los materiales constituyentes.

Finalmente la matriz W′ = [
w ′

kl

]
, que contiene las sumas de retícula de la función de

Natanzon, está dada por
w ′

kl =
p

k
p

lη′kl Rk+l . (4.115)

De la misma forma que (4.30), el sistema (4.110) tiene una estructura notablemente
simple pues se puede identificar inmediatamente la forma en que contribuyen las pro-
piedades físicas de los materiales (contraste relativo χκ, matriz U y primeros coeficientes
del desarrollo en potencias de β, Lγ1) y las propiedades geométricas de la celda del com-
puesto (coeficientes ηkl y η′kl en las matrices W y W′).

El sistema (4.110) también presenta una característica muy importante y útil pues pa-
ra analizar los casos en que el eje de simetría material de la fibra es paralelo a la dirección
de estas y el eje de simetría material de la matriz es ortogonal a la dirección de las fibras
α1 6= 0 y α2 = 0, y, viceversa, α1 = 0 y α2 6= 0. Basta con hacer el parámetro respectivo igual
a cero, de esta forma se obtienen los mismos resultados que cuando se estudiaron estos
casos por separado. El caso en que las direcciones de los ejes de simetría material son
ortogonales entre sí y perpendiculares a la dirección de las fibras también está incluido
como caso particular de este estudio. Sólo se requiere redefinir los parámetros involucra-
dos, por ejemplo, como en (4.141).
Observación. Se debe notar también que (4.110) comparte la misma estructura que (4.30) por lo

que las observaciones hechas para dicho sistema son válidas en este también.
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Problema local 2L

De las condiciones de interfase para los dos niveles de aproximación O
(
β0

)
y O

(
β1

)
se demuestra que las funciones 2θ0 y 2θ1 son impares con respecto al ánguloϕ por lo que,
para cada caso, se propone una solución en la forma

2θ0 = Im{F0} ,2θ1 = Im{F1} ;

siguiendo un procedimiento análogo a 1L se obtienen los sistemas, para O
(
β0

)
,(

χ−1
κ I− 2W

)
2a =−V0, (4.116)

con [wkl ], V0 dados en (4.36), y para O
(
β
)

:

(
χ−1
κ I− 2W

)
2b = V1 + 1

2

(
χ−1
κ 2U−1

2
L11 2W′

)
2a

con el lado izquierdo idéntico al lado izquierdo de (4.116), w ′
kl dados en (4.87b) y

u11 =
(
κ1

‖κ‖χκ+
1

2
χ−1
κ

)
L11 − κ2

‖κ‖
(
χκ+1

)
L21, (4.117)

u13 =
[(

1

2
− κ1

‖κ‖
)

L11 + κ2

‖κ‖
(
χκ+1

)
L21

]p
3, (4.118)

u1k = 0, ∀k ≥ 5 (4.119)

y para l ≥ 3 por

ul k =
√

k (k +2)

[
1

2
χ−1
κ + 1

k +2

κ1

‖κ‖
]

L11δ(l−2),k

+
[
κ1

‖κ‖L11 + κ2

‖κ‖L21

](
χκ+1

)
δlk

+
√

(k −2)k

[(
1

2
− 1

k −2

κ1

‖κ‖
)

L11 + κ2

‖κ‖
(
χκ+1

)
L21

]
δ(l+2),k . (4.120)

Nuevamente la estructura de U es tridiagonal.

4.3.6. Coeficientes efectivos

De acuerdo con la fórmula (3.31) de los coeficientes efectivos del tensor de permitivi-
dad eléctrica aportados por el problema local p L, están dados por

κ1p = 〈
κ1p

〉−‖κ11‖ pΓ∗2, (4.121)

κ2p = 〈
κ2p

〉+‖κ22‖ pΓ∗1, (4.122)

κ3p = 〈
κ3p

〉
, (4.123)

donde

pΓ∗α =
∫
Γ

pθd yα, y ∗= 0,1.
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Al sustituir la solución (4.95) y el desarrollo (4.94) en (4.121), teniendo en cuenta que

pΓ∗α =
∫
Γ

pθ
(1)
∗ d yα =

∫
Γ

( ∑
m=0

pθ
(1)
m βm

)
d yα = ∑

m=0

(∫
Γ

pθ
(1)
m d yα

)
βm

= ∑
m=0

pΓmαβ
m ,

se llega a

κ11 =
〈
κγ

〉−∥∥κγ∥∥ 1Γ02 −
(〈
κγLγ1

〉−∥∥κγ Lγ1
∥∥

1Γ02 +
∥∥κγ∥∥ 1Γ12

)
β. (4.124)

Por otro lado

1Γ02 =
∫
Γ

1θ
(1)
0 d y2 =

∫ 2π

0
1θ

(1)
0 (R,θ)R cosθ dθ

=
∫ 2π

0

(∑
l=1

(
al R−l − Al R l

)
cos lθ

)
R cosθdθ

=
∫ 2π

0

(
a1R−1 − A1R

)
R cos2θdθ

= (
a1R−1 − A1R

)
Rπ.

Del mismo modo

1Γ12 =
(
D1R−1 −F1R

)
Rπ,

usando el sistema infinito cuya solución son los coeficientes ak , i.e. (4.26), se tiene que

A1R = R −χ−1
κ a1R−1.

Por lo que (
a1R−1 − A1R

)
Rπ=−V2 +

(
1+χ−1

κ

)
a1π. (4.125)

Análogamente, usando el sistema (4.109), se llega a que

D1R−1 −F1R =− 1

4
L11

(
1+χ−1

κ

)
R + 1

2

κ2

‖κ‖L21R + (
1+χ−1

κ

)
b1R−1

− 1

2

[
κ1

‖κ‖L11
(
1−2χ−1

κ

)− 1

2
χ−1
κ

(
1+χ−1

κ

)
L11 +3

κ2

‖κ‖L21
(
1+χ−1

κ

)]
a1R−1

− 1

2

[(
1

2
− κ1

‖κ‖
)

L11χ
−1
κ − 1

2
L11χ

−1
κ + κ2

‖κ‖L21
(
1+χ−1

κ

)]
3a3R−3. (4.126)

Por lo tanto,

κ11 = κ1 (1−2πa1)− [〈κLγ1〉−‖κLγ1‖
(−V2 +

(
1+χ−1

κ

)
a1π

)+∥∥κγ∥∥(
D1R−1 −F1R

)
Rπ

]
β.

(4.127)

En forma similar se obtiene una expresión para el único coeficiente efectivo no nulo
aportado por el problema local 2L :

κ22 =
〈
κγ

〉+∥∥κγ∥∥ 2Γ01 +
∥∥κγ∥∥ 2Γ11β,
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donde

2Γ01 =−((
1+χ−1

κ

)
a1π+V2

)
2Γ11 =B11Rπ.

El coeficiente B11 está dado por

B11 = 1

2

(
1

2
+ 1

2
L11χ

−1
κ − κ̂2

)
R − (

1+χ−1
κ

)
b1R−1

+ 1

2

[
κ̂1 + 1

2

(
1+L11χ

−1
κ

)
χ−1
κ − κ̂2

(
1+χ−1

κ

)]
a1R−1

+ 1

2

[(
1

2
L11 − κ̂1

)
χ−1
κ − 1

2
L11χ

−1
κ + κ̂2

(
1+χ−1

κ

)]
3a3R−3. (4.128)

Por lo anterior
κ22 = κ1 +2κ1a1π+ (κ1 −κ2)B11Rπβ. (4.129)

El último coeficiente efectivo no nulo, se calcula de (4.123)

κ33 = 〈κ33〉 = κ(1)
33 V1 +κ(2)

33 V2 = κ1V1 +κ2V2 = 〈κ〉 , (4.130)

que es, nuevamente, el promedio aritmético entre las propiedades de las fases.
Nuevamente es de resaltar la simpleza y la estructura de las fórmulas (4.127), (4.129)

y (4.130) pues es fácilmente identificable la contribución de las propiedades físicas de los
materiales y las propiedades geométricas del compuesto (incluidas en los únicos coefi-
cientes de las funciones solución a cada problema local involucrados a1, a3 y b1); además
del orden de aproximación ejecutada, que en este caso sólo se muestra la aproximación a
orden β. Cuando se toma en cuenta sólo la parte de aproximación a orden β0 se tiene que
las fórmulas (4.127) y (4.129) coinciden con las correspondientes al caso particular del es-
tudio en López-López et al. (2005), es decir, al caso en el que el eje de simetría material
de la fibra y el eje de simetría material de la fibra coinciden con la dirección de las fibras,
como era de esperarse.

Se debe notar que los sistemas (4.30) y (4.110), a orden cero y uno en β respectiva-
mente, tienen la misma matriz en el mismo lado izquierdo del sistema:(

χ−1
κ I+W

)
,

la matriz W es simétrica y contiene las sumas de retícula armónicas, correspondientes
a las funciones ζ. Los vectores V0 y V1 en (4.30) y (4.110) tienen sólo una componente
no nula. La matriz U en (4.110) contiene información del contraste de propiedades entre
los materiales constituyentes y del desarrollo en potencias de β, de los parámetros α1 y
α2. La matriz W′ en (4.110) también es simétrica, contiene información de las sumas de
retícula biarmónicas, corresponientes a las funciones Q (z) de Natanzon y sus derivadas
(Rodríguez-Ramos et al., 2001 ). El sistema a orden cero en β fué estudiado en López-
López, et al. (2005)
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Por todo lo anterior los coeficientes a1, a3, a5, . . ., b1, b3, b5, . . . , para cada problema
local, muestran una dependencia sencilla en Sk (sumas de retícula), R (radio de la fibra) y
χκ (proporcionalidad relativa entre los materiales) y, por lo tanto, también los coeficientes
efectivos (4.127) y (4.129).

4.4. OP3

Este es el caso de un material reforzado de fibras con las mismas características de los
tres modelos anteriores, sólo que la orientación de los ejes de simetría material de cada
constituyente son mutuamente ortogonales y estos perpendiculares a su vez con el eje de
las fibras (figura 4.2).

Se supone, sin pérdida de generalidad, que la matriz S1 tiene su eje de simetría ma-
terial paralelo al eje Y1 y las fibras S2 tienen su eje de simetría material orientado en la
dirección de Y2, los tensores de permitividad eléctrica tienen la forma

κ(1) (y
)= diag

[
κ′1 κ1 κ1

]
,

κ(2) (y
)= diag

[
κ2 κ′2 κ2

]
.

Se definen los parámetros perturbativos α como:

α1 = 1− κ′1
κ1

, α2 = 1− κ2

κ′2
,

por lo que el enunciado de los problemas locales p L es similar a (4.93), teniendo así que
ya no hay necesidad de realizar ningún cálculo.

Por lo tanto: con el modelo planteado en la sección anterior (PP1), es posible analizar
los casos PP3, OP2 y OP3 simplemente haciendo α1, α2 = 0, para el primero, α2 = 0 para
el segundo y redefiniendo los α para el tercero.

4.5. Resultados numéricos

Hasta el momento se han encontrado fórmulas para los coeficientes efectivos de un
problema de permitividad eléctrica, de un material que comprende una matriz transver-
salmente isótropa reforzada de fibras distribuidas en un arreglo periódico cuadrado, cuya
longitud característica es mucho menor que aquella del compuesto, también transversal-
mente isótropas. En el compuesto el eje de simetría material de cada material constitu-
yente no necesariamente es el mismo que la orientación de las fibras.

Para el modelo PP3, en donde la orientación de los ejes de simetría material coinci-
den con el eje de orientación de las fibras, se tiene

κ11 = κ1 (1−2πa1) ,

κ22 = κ1 (1+2π 2a1) ,

κ33 = κ′1V1 +κ′2V2,
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con a1 y 2a1 elementos del vector solución de los sistemas (4.30) y (4.35).

Para el modelo OP2

κ11 = κ1 (1−2πa1)+α[
κ1

(
π

(
1+χ−1

κ

)
a1 −1

)−‖κ‖A1
]

,

κ22 = κ1 (1+2π 2a1)+α
[1

2
κ1R + 2N1 2a1R−1 + 2N3 2a3R−3

+2κ1π 2b1R−1
]

Rπ,

κ33 = κ1V1 +κ′2V2,

con A1, 2N1, 2N3 dados en (4.89), (4.90) y (4.91), respectivamente.

Finalmente, para el modelo PP1

κ11 = κ1 (1−2πa1)− (〈
κγLγ1

〉−∥∥κγ Lγ1
∥∥

1Γ02 +
∥∥κγ∥∥ 1Γ12

)
β,

κ22 = κ1 +2κ1a1π+ (κ1 −κ2)B11Rπβ,

κ33 = κ1V1 +κ2V2;

con 1Γ02, 1Γ12 y B11 dados en la sección anterior.

Con el propósito de realizar un análisis de estas fórmulas y de evaluar su repercución
se define el parámetro

zκ = κ2

κ1
, (4.131)

entonces

χk = 1− zκ
1+ zκ

, y por tanto zκ = 1−χκ
1+χκ

, (4.132)

y por definición de α1 y α2

κ′1 = κ1 (1−α1) ,κ′2 = κ2 (1−α2) . (4.133)

Observación. Para analizar el caso del modelo OP2 el parámetroα2 = 0, las observaciones hechas

aquí son igualmente válidas tomando este caso.

Tomando en cuenta las relaciones (4.131)–(4.133), al normalizar con respecto al coe-
ficiente κ(1)

11 , i.e. κ1, se tiene que

κ1 = 1, (4.134)

κ2 = 1−χκ
1+χκ

, (4.135)

κ′1 = (1−α1) , (4.136)

κ′2 = κ2 (1−α2) . (4.137)

Con las identidades anteriores se establece una dependencia de los coeficientes efec-
tivos (4.127) y (4.129) en: R (el radio de la fibra), χκ (contraste relativo) y αγ (tamaño

relativo del coeficiente κ(γ)
22 con respecto al coeficiente κ(γ)

11 ) con γ= 1,2.
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Para los 258 materiales reportados en las tablas de Landolt-Börnstein (1979), se calcu-
laron, numéricamente, todos los “χκ” posibles, i.e. se hicieron todas las combinaciones
posibles entre dichos materiales, además para cada material se calculó el “α” correspon-
diente tal como está definido en (4.41). Los resultados en forma de histograma se mues-
tran en la figura 4.3, donde debe notarse que los χκ están distribuidos en todo el intervalo

Figura 4.3: Se ilustra: a) La distribución de los valores de χκ en su intervalo de definición,
por cada combinación de dos materiales (fibra y matriz) se tiene un valor de χκ. b) La dis-
tribución de los valores de αγ, nótese que sólo hay 258 valores posibles pues se reportan
sólo esos, además se muestran sólo 254, pues son los que se encuentran en el intervalo
(−1,1) .

(−1,1) y que la mayoría de las incidencias de los valores deα se encuentran en el intervalo
(−0.1,0.5).
Observación. Para analizar el caso OP3, es decir cuando se analiza el caso en el que las orien-
taciones de los ejes de simetría material de los materiales constituyentes son ortogonales entre sí y
perpendiculares a la dirección de las fibras, es necesario redefinir aα deα= 1−κ′1/κ1, aα= 1−κ1/κ′1
por lo que el intervalo en que se encuentran dichos α se convierte en (−0.5,0.1).

En el intervalo (−0.5,0.5) se cubre al 71.24 % de los datos reportados.

El radio de la fibra puede ser desde cero hasta el valor de percolación, es decir cuan-
do se tocan las fibras adyacentes; es por ello que los intervalos de importancia para los
estudios son

χκ ∈ (−1,1) ,α ∈ (−0.5,0.5) ,R ∈ [0,π/4] .

Se hizo un estudio del comportamiento de los coeficientes efectivos obtenidos por
medio del Método de Homogeneización Asintótica (MHA), de donde se obtuvieron las
fórmulas para cada modelo (PP3, OP2 y PP1). Dichos resultados se compararon con un
cálculo de dichos coeficientes, pero en donde se resuelve la ecuación de cada problema
local por medio del Método de Elemento Finito (MEF) usando el software científico Fem-
lab™ 3.2, con la finalidad de poner a prueba la efectividad del nuevo método propuesto
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en este trabajo y estimar su rango de validez. Dicho software usa un elemento finito cua-
drático de Lagrange de orden dos , el número de elementos para cada cálculo varia de 900
a 1400, con grados de libertad desde 1900 hasta 7600, aproximadamente, dependiendo
del tamaño de la fibra.

Las fórmulas “exactas” (MHA) fueron programadas en Matlab™ 6.5 tomando χκ en
el conjunto {−0.95, −0.85, −0.75, . . .0.85, 0.95} y moviendo los demás parámetros involu-
crados (α1, α2 y R) en los intervalos señalados arriba, en intervalos regulares con saltos
de tamaño 0.1, i.e. α ∈ {−0.5, −0.4, . . . ,0.5} y R ∈ {0, 0.1, 0.2, . . . ,0.7, π/4} .

El cálculo en MEF toma en promedio dos horas para cada χκ, en una computadora
portátil con un procesador intel centrino a 1.60GHz con 768 MB en RAM, mientras que el
mismo cálculo vía MHA era de apenas tres segundos.

Para realizar el cálculo numérico correspondiente a MHA se truncaron los sistemas
infinitos (4.30), (4.84) y (4.110) (también los correspondientes al problema local 2L) a un
sistema de 5×5 que es más que suficiente para tener un error relativo en la solución menor
a 1×10−12, lo anterior debido a la rápida convergencia de las funciones elípticas involu-
cradas.

4.5.1. Resultados numéricos para el modelo PP3

Los resultados de la comparación MEF vs. MHA difieren menos del 3 % para este mo-
delo, tal como se muestra en la figura 4.4, para cualquier valor de χκ, excepto para el valor
de χκ = −0.85 cuando R = 0.5 (valor de percolación i.e. V2 = 0.78540) en donde la dife-
rencia porcentual es de 13.5 % pero sólo lo es en apariencia pues basta con aumentar el
tamaño del sistema (4.30) para lograr que la aproximación mejore, por ejemplo al tamaño
a un sistema de 9×9 (no ilustrado).

Figura 4.4: Coeficiente efectivo κ11 calculado por MHA y MEF, se debe notar que la dife-
rencia porcentual es de menos del 3 %.

Como era de esperarse, el material compuesto es transversalmente isótropo (por ello
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sólo se muestra el resultado para κ11). Los valores de χκ graficados corresponden, por
ejemplo, a una combinación de materiales como la siguiente (los valores son tomados de
las tablas de Landolt-Börnstein (1979), pp331–349):

χκ Fibra Matriz

-0.85 PZT-6B Te
-0.55 K3Li2Nb5O15 PZT-8

0 - -
0.85 Pb(Ti0.52Zr0.48)O3 KH1.4D0.60PO4

El valor χκ = 0 se alcanza cuando tanto fibras como matriz están formados por el mis-
mo material. Es de resaltar que los resultados numéricos corresponden con los esperados,
ya que al estar constituidos por el mismo material y estar normalizados con respecto a la
matriz, se espera que el coeficiente efectivo tome el valor κ11 = 1. Los demás valores de
χκ cubre en forma de abanico el área delimitada por las curvas χκ =−0.85 y χκ = 0.85 (no
mostrados).

El hecho de que se tengan esas diferencias porcentuales a tan altos contrastes (χκ =
±0.85), confirma que las fórmulas analíticas vía MHA son tan eficientes como calcularlas
vía MEF, no obstante, significativamente más rápidas y fáciles de programar; las fórmulas
obtenidas son notoriamente simples y estructuralmente sencillas.

De (4.132) y (4.131)
κ2

κ1
= 1−χκ

1+χκ
,

se tiene

κ2 = 1−χκ
1+χκ

κ1. (4.138)

Entonces los límites permisibles para χκ se tiene que

3

37
κ1 ≤ κ2 ≤ 37

3
κ1.

Por lo que el rango de materiales a los cuales se les puede aplicar este método es muy
amplio, siempre y cuando el radio de las fibras no sea el valor de percolación. En tal caso,
se necesita aumentar el tamaño del sistema truncado (4.30) cuando menos al doble.

4.5.2. Resultados numéricos para el modelo OP2

Un análisis similar al anterior revela que MHA difiere en menos del 10 % cuando los
parámetros involucrados (χκ, α y R) se encuentra en los intervalos

0 ≤ R ≤ π

4
,

−1

2
≤α≤ 1

2
,

−1

5
≤χκ ≤ 7

20
;
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es decir, cuando se cumple

0 ≤V2 ≤ 1

2
,

−1

2
κ1 ≤ κ′1 ≤

1

2
κ1,

13

27
κ1 ≤ κ2 ≤ 3

2
κ1.

La figura 4.5 muestra las gráficas del coeficiente efectivo κ11, cuando χκ = 7/20, para

Figura 4.5: Comportamiento del coeficiente efectivo κ11 así como la diferencia porcentual
entre MHA y MEF para χκ = 0.35 y α ∈ [−0.5, 0.5] .

distintos valores de α. El valor de χκ graficado es el máximo para el cual la diferencia
porcentual entre MHA y MEF es menor a 10 %.

La figura 4.6 muestra el valor mínimo de χκ para el cual la diferencia porcentual entre
MHA y MEF es menor a 10 %.

Por lo anterior se tiene que, para que la diferencia porcentual entre MHA y MEF sea
menor a 10 %, se debe tener:

13

27
κ1 ≤ κ2 ≤ 3

2
κ1

y
1

2
κ1 ≤ κ′1 ≤

3

2
κ1.

La figura 4.7 muestra el comportamiento del coeficiente efectivo κ22 y la diferencia
porcentual entre MHA y MEF, cerca del valor de percolación; la diferencia porcentual au-
menta. Este comportamiento es atribuible a que el sistema

(
χ−1
κ I+W

)
a = v necesita más

términos para converger. Un comportamiento similar muestran el coeficiente y la dife-
rencia porcentual para χκ =−0.2 (por eso no se ilustra).

En general la aproximación α= 0 es mucho mejor para el coeficiente κ22 pues la per-
turbación se está considerando únicamente en una dirección, sobre la coordenada y1. La
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Figura 4.6: Valor mínimo para el cual la diferencia porcentual de MHA y MEF es menor a
10 %.

Figura 4.7: Coeficiente efectivo κ22 para χκ = 0.35 y varios α.
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figura 4.8 muestra la diferencia porcentual para los diferentes valores de α considerados
y para χκ = 0.35, sin embargo, se tienen buenas aproximaciones (diferencia porcentual

Figura 4.8: Diferencia porcentual entre MHA y MEF para el coeficiente κ22, O
(
α0

)
; χκ =

0.35

menor al 5 %) para cualquier cualquier valor de χκ y α considerados; la diferencia por-
centual para el valor de percolación se dispara hasta el 50 % hecho atribuible a que la
convergencia de MHA para valores de percolación es más lenta.

4.5.3. Resultados numéricos para el modelo PP1

Numéricamente se encontró que paraχκ en el intervalo [−0.2,0.2] yα1,α2 ∈ [−0.5,0.5]
la diferencia porcentual entre MHA y MEF en el cálculo del coeficiente κ11 es de menos
del 10 %, siendo menor del 5 % para valores de α1 y α2 en el intervalo [−0.3,0.3] y para
cualquier tamaño de la fibra. Nuevamente la diferencia porcentual es mayor cerca del
valor de percolación.

La figura 4.9 muestra un cálculo de los coeficientes efectivos κ11 y κ22, en el caso en
que α1 =α2 = 0.5 y χκ = 0.2, i.e.

κ′1 =
1

2
κ1,κ′2 =

1

2
κ2,κ2 = 2

3
κ1. (4.139)

Se puede apreciar que la diferencia porcentual entre los dos métodos es de menos del
10 % en el caso del coeficiente κ11 y menos del 3 % para el coeficiente κ22, como es de
esperarse, la propiedad efectiva decrece monótonamente cuando la fracción volumétrica
incrementa; la diferencia porcentual en el cálculo del coeficiente κ22 es menor siempre
pues la pertubación se considera sobre el eje 1.
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Figura 4.9: Comparación de resultados obtenidos vía MHA y MEF.

La figura 4.10 muestra un cálculo de los coeficientes efectivos κ11 y κ22, en el caso en
que α1 = 0.3, α2 = 0.5 y χκ = 0.1, i.e.

κ′1 =
7

10
κ1,κ′2 =

1

2
κ2,κ2 = 9

11
κ1, (4.140)

la diferencia porcentual mejora al tomar valores menores de α y χκ.

4.6. Conclusiones

Debido a que las componentes no nulas del tensor de conductividad del compuesto
están en la diagonal principal, éste pertenece al sistema cristalográfico trigonal.

Se trabajó con una ecuación diferencial elíptica con coeficientes periódicos que va-
rían rápidamente (ec. (3.28))

Se obtuvieron fórmulas analíticas cerradas, por medio del método de homogeneiza-
ción asintótica y un método de perturbación material, de los coeficientes efectivos de los
problemas locales (3.32).

Se hizo una comparación numérica entre un cálculo por medio del Método de Ele-
mento Finito y de las fórmulas obtenidas para los coeficientes efectivos y se concluye que
para tener una diferencia porcentual menor al 10 % entre los dos métodos la proporción
entre los coeficientes κ1 y κ2 deben estar en el intervalo [2/3,3/2], i.e. κ2 puede ser al
menos 2κ1/3 y a lo más 3κ1/2. La anisotropía en la componente “11” con respecto a la
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Figura 4.10: Comparación de los métodos MHA y MEF para χκ = 0.1

componente en “22” en cualquiera de los dos materiales debe estar en [1/2,3/2], i.e. κ′1(
κ′2

)
puede ser al menos la mitad de κ1 (κ2) y a lo más una y media veces κ1 (κ2).

Para el modelo PP3, un rango adecuado de los parámetros involucrados para tener
una diferencia porcentual menor al 10 % con respecto de MEF es

3

37
κ1 ≤ κ2 ≤ 37

3
κ1,

0 ≤ R < π

4
.

Cuando α1 =α2 = 0 en los problemas locales (4.93), se tiene una ecuación de Laplace
en cada material con condiciones de salto en la interfase y de doble periodicidad, el cual
ya ha sido resuelto con anterioridad (sección 4.1), además como ya se dijo, es un caso
particular del estudio reportado en López-López et al., 2005.

Cuando α1 6= 0, α2 = 0 se tiene el caso en el que el plano de isotropía de la fibra es or-
togonal a la dirección de las fibras y por lo tanto se trata de un caso particular del presente
estudio y su análisis puede ser encontrado en la sección 4.2.

Cuando α2 6= 0, α1 = 0 se trata de un caso análogo al anterior sólo que ahora la direc-
ción normal al plano de isotropía de la fibras es ortogonal a la de la dirección y la dirección
de la normal al plano de isotropía de la matriz es la misma que la de las fibras, otra vez es
un caso particular del presente estudio.

Cuando las direcciones normales al plano de isotropía de los materiales son ortogo-
nales, pero ninguna de ellas paralela a la dirección de las fibras, redefiniendo “α” conve-
nientemente, el presente artículo es adecuado para su análisis, por ejemplo para el caso
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representado en la figura 4.2 se pueden definir

α1 = 1− κ′1
κ1

,α2 = 1− κ2

κ′2
, (4.141)

para seguir considerando a la componente “11” como una perturbación de la componen-
te “22” en el tensor de conductividad dieléctrica entonces el problema puede ser tratado
con el método desarrollado en esta sección.

Los experimentos numéricos sugieren que las fórmulas analíticas, que fueron obteni-
das bajo la suposición de que la anisotropía α fuera pequeña, puede usarse con valores
de alfa tan grandes como en el intervalo −0.5 ≤α≤ 0.5, con un error porcentual menor al
10 %. Son además muy rápidas de calcular comparadas con el MEF y también abarcan el
75 % de las parejas de permitividades de las tablas de Landolt-Börnstein (1979).



Capítulo 5

Modelo Piezoeléctrico

El hueso es una forma sorprendente de materia, es una combinación de materia viva
e inerte, de tejido blando y duro, de sólidos y fluidos. Es flexible pero lo suficientemente
rígido para ser usado como soporte, además es una estructura dinámica que cambia su
forma en función de las cargas recibidas. Más sorprendente aún es el hecho de que en
la década de 1950 se haya descubierto que el hueso exhibe una propiedad hasta enton-
ces pensada como exclusiva de algunos cristales, la piezoelectricidad1 (Fukada y Yasuda,
1957).

Si un esfuerzo es aplicado, se genera una polarización eléctrica cuya magnitud es pro-
porcional al esfuerzo aplicado (efecto directo); cuando un campo eléctrico es aplicado
a través de un material piezoeléctrico, su forma cambia ligeramente en una proporción
directa a la magnitud del campo aplicado (efecto inverso). Además la constante de pro-
porcionalidad que conecta al campo eléctrico aplicado y la deformación tanto en el efecto
directo como en el inverso es la misma (Nye, 1957).

Debido al efecto piezoeléctrico en el hueso se han establecido nuevas teorías en rela-
ción con la regeneración, implantes y andamios de hueso,

A raíz del descubrimiento de la piezoelectricidad en el hueso se han establecido las
propiedades piezoeléctricas del hueso seco (Fukada y Yasuda, 1957, Anderson y Eriksson,
1970). Debido a que la colágena en los tendones es piezoeléctrica y la hidroxiapatita no,
y en vista de las similitudes entre colágena de hueso y de tendón, las propiedades piezo-
léctricas en hueso seco se deben probablemente a su contenido de colágena. En hueso
seco sólo se generan voltajes, como en la colágena, cuando hay un esfuerzo cortante en
la dirección longitudinal del material (la colágena pertenece al grupo cristalográfico he-
xagonal clase 622). Cómo las fibras de colágena en hueso cortical están alineadas con una
cierta dirección, se puede decir que el efecto piezoeléctrico en hueso seco es debido a las
fibras de colágena, razón por la cuál se propone, para el estudio del fenómeno piezoeléc-
trico en hueso, el modelo de un material compuesto reforzado de fibras.

La estructura interna del hueso cortical está lejos de ser periódica, sin embargo, es
bastante regular. Así, como primer paso para su análisis, se supone que el material de es-

1Del griego πιέζειν, comprimir, y electricidad

79
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tudio es un compuesto reforzado de fibras con sección transversal circular distribuidas
en un arreglo periódico cuadrado (aunque el análisis hecho en el presente trabajo pue-
de ser generalizado para cualquier tipo de arreglo) y que los materiales constituyentes
pertenecen a el sistema cristalográfico hexagonal clase 622.

5.1. Modelo PP3

Se considera un compuesto que consiste de un arreglo periódico de fibras cilíndricas
circulares dentro de una matriz homogénea. Se supone que los cilindros son infinitamen-
te largos y que las propiedades electroelásticas de cada una de las fases pertenece al grupo
cristalográfico hexagonal clase 622. Además, los ejes materiales y geométricos son para-
lelos al eje 3 del sistema coordenado local (de aquí la notación PP3).

El presente capítulo contiene una generalización (reportada en López-López et al.,
2005) del estudio realizado en el capítulo anterior. Se supone que las componentes del
compuesto responden al fenómeno clásico de piezoelectricidad lineal, por lo que se cum-
plen relaciones constitutivas (Ikeda, 1990 p10)

σi j =C E
i j kl Skl −eki j Ek , (5.1a)

Di = ei kl Skl +εt
i k Ek , (5.1b)

en las ecuaciones anteriores y en lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, se usa
la notación suma sobre los índices latinos repetidos i , j , k y l , los cuales toman valores
desde 1 hasta 3. Aquí el tensor de esfuerzos σi j y el vector de desplazamiento eléctrico
Di están linealmente relacionados con el tensor de deformación Skl y con el vector de
campo eléctrico Ei . Las propiedades del material están dadas por el tensor de módulos
elásticos de cuarto orden medido en un campo eléctrico constante (indicado por el su-
períndice E , en lo siguiente omitido) C E

i j kl , el tensor piezoeléctrico de tercer orden ei j k ,

además el tensor de permitividad eléctrica de segundo orden εt
i j está medido bajo una

deformación constante (indicado por el superíndice t , omitido en lo sucesivo). En lo que
sigue, el superíndice “(1)” y el superíndice “(2)” serán usados para referirse a la propie-
dad (o función) en el medio S1 (matriz) ó S2 (fibras), respectivamente. La notación usada
en los capítulos anteriores continua siendo vigente, S es la celda periódica unidad, x la
variable lenta, y la variable local (rápida) relacionadas por medio del parámetro pequeño

ε= l

L

donde l y L son las longitudes características de la celda y del compuesto, respectiva-
mente. Se supone además que el desplazamiento, el potencial eléctrico, la tracción y el
desplazamiento eléctrico normal son continuos en la interfase, denotada por Γ.

Las ecuaciones de gobierno para este tipo de materiales son las ecuaciones de mo-
vimiento de Cauchy2 con aceleración igual a cero, suponiendo que no existen fuerzas

2También conocidas como ecuaciones de Navier para elasticidad lineal
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externas:
∂σi j

∂x j
= 0, (5.2)

en términos del esfuerzo σi j y las ecuaciones cuasiestáticas de Maxwell

∂Di

∂xi
= 0, (5.3a)

Ei =− ∂ϕ

∂xi
, (5.3b)

donde ϕ es el potencial eléctrico (Auld, 1973).
Sustituyendo las relaciones constitutivas en las ecuaciones de Navier y cuasiestáticas

de Maxwell, se tiene

∂

∂x j

(
Ci j kl (y)

∂uk
(
x,y

)
∂xl

+eki j (y)
∂ϕ

(
x,y

)
∂xk

)
= 0 enΩrΓ, (5.4a)

∂

∂xi

(
ei kl (y)

∂uk
(
x,y

)
∂xl

−εi k (y)
∂ϕ

(
x,y

)
∂xk

)
= 0 enΩrΓ, (5.4b)

donde Ω ⊂ R3 es la región ocupada por el compuesto y Γ es la interfase que divide la
matriz de la fibras. En base a las suposiciones hechas sobre la tracción, ti , y el potencial
ϕ0, prescritos en la frontera y la continuidad del desplazamiento U = (u1, u2, u3) y del
desplazamiento eléctrico D = (D1, D2, D3) sobre la frontera ∂Ω se establece las siguiente
condiciones de frontera

ui
(
x,y

)= 0 en ∂Ω0, (5.5a)

ϕ
(
x,y

)= ξ0, en ∂Ω1, (5.5b)

σi j
(
x,y

)
n j = ti , en ∂Ω2, (5.5c)

Di
(
x,y

)
ni = 0 en ∂Ω3. (5.5d)

donde n = (n1, n2, n3) es el vector unidad normal a la frontera ∂Ω que está dividida de tal
forma que

∂Ω= ∂Ω0 ∪∂Ω1 = ∂Ω2 ∪∂Ω3

y
∂Ω0 ∩∂Ω1 = ∂Ω2 ∩∂Ω3 =;.

El problema (5.4) es una ecuación elíptica con coeficientes periódicos que varían rá-
pidamente por lo que no es posible resolverla por métodos numéricos, sin embargo, para
solucionar estas ecuaciones, es posible aplicar el Método de Homogeneización Asintótica
(MHA) que fué introducido en la sección 3.2. Dicho problema se desacopla por la forma
que adoptan las relaciones constitutivas (5.1). En una situación bidimensional, como la
geometría que se está considerando. Es bastante conocido el hecho de que las ecuacio-
nes elásticas, i.e. sin considerar el acoplamiento piezoeléctrico, para un sólido isótropo
se desacopla en dos sistemas independientes bajo condiciones de frontera apropiadas
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en estados de deformación planos y antiplanos. Una situación similar aparece cuando
se considera el efecto piezoeléctrico, Benveniste (1995) demostró que bajo ciertas con-
diciones de carga en la frontera de sólidos pertenecientes al grupo cristalográfico clase
2, las ecuaciones electroelásticas también se desacoplan en dos problemas. La misma si-
tuación se presenta para sólidos con simetría hexagonal. La clase 6mm fué estudiada en
Bravo-Castillero et al. (2001) mientras que la clase 622 se estudia aquí.

5.1.1. Método de homogeneización asintótica

Como solución al problema elíptico con coeficientes periódicos que varían rápida-
mente (5.4), con condiciones de interfase (5.5) y doblemente periódico, se propone el
ansatz

u
(
x,y

)= u(0) (x,y
)+εu(1) (x,y

)+O
(
ε2) ,

ϕ
(
x,y

)=ϕ0
(
x,y

)+εϕ1
(
x,y

)+O
(
ε2) ,

para el desplazamiento y el potencial eléctrico, respectivamente.
Siguiendo el MHA, de manera análoga al problema dieléctrico, a orden ε−2, se en-

cuentra que las funciones u(0) y ϕ0 no dependen de la variable rápida y, es decir

u(0) = u(0) (x) ,

ϕ0 =ϕ0 (x) .

A orden
(
ε−1

)
se tiene una solución tipo producto para u(1) y

u(1) (x,y
)= pq M

(
y
) ∂u(0)

p

∂xq
(x)+ p P

(
y
) ∂ϕ(0)

∂xp
(x) ,

ϕ1
(
x,y

)= pq N
(
y
) ∂u(0)

p

∂xq
(x)+ pQ

(
y
) ∂ϕ(0)

∂xp
(x) .

En analogía al caso puramente dieléctrico las funciones con pre-índice “pq” ( pq M
(
y
)

y pq N
(
y
)
) y las funciones con preíndice “p” ( p P

(
y
)

y pQ
(
y
)
) son las únicas soluciones

doblemente periódicas de los problemas locales pq L y p L, definidos sobre la celda unidad
periódica S = S1

⋃
S2 (ver figura 3.4).

Los problemas pq L tienen la forma

pqσ
(γ)
iδ,δ = 0 en Sγ, (5.6a)

pq D(γ)
δ,δ = 0 en Sγ, (5.6b)∥∥

pq Mi
∥∥= 0 sobre Γ, (5.6c)∥∥

pq N
∥∥= 0 sobre Γ, (5.6d)∥∥

pqσiδnδ
∥∥=−∥∥Ciδpq

∥∥nδ sobre Γ, (5.6e)∥∥
pq Dδnδ

∥∥=−∥∥eδpq
∥∥nδ sobre Γ, (5.6f)
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donde las relaciones constitutivas locales se definen, para γ= 1,2 como:

pqσ
(γ)
iδ =C (γ)

iδkλ pq M(γ)
k,λ +e(γ)

λiδ pq N (γ)
,λ , (5.7a)

pq D(γ)
δ

= e(γ)
δkλ pq M(γ)

k,λ −ε
(γ)
δλ pq N (γ)

,λ . (5.7b)

En las ecuaciones (5.6) se ha usado la misma notación que en el capítulo anterior para
denotar contrastes y continua vigente la convención de los índices repetidos, se emplea
la notación suma, los subíndice latinos toman valores desde 1 hasta 3. Sobre los índices
griegos, que toman valores de 1 y 2 solamente, no debe asumirse dicha notación. La no-
tación de coma es usada para denotar la derivada con respecto a yi , e.g. D1,2 = ∂D1/∂y2.
Con el propósito de garantizar unicidad de la solución se supone que

〈
pq Mi

〉= ∫
S

pq Mi dy = 0,
〈

pq N
〉= ∫

S
pq N dy = 0,

donde se ha considerado que la celda es unitaria, es decir: |S| = 1.

Los pqσ
(γ)
iδ y pq D(γ)

δ
son el ideltaésimo y el deltaésimo componente del tensor de es-

fuerzo y del vector de desplazamiento eléctrico, asociados con el desplazamiento pq M(γ)

y el potencial pq N (γ), respectivamente. Por tratarse de un problema bidimensional y por
el tipo de materiales considerados para el compuesto (de simetría hexagonal clase 622)
los otros elementos del tensor de esfuerzo y del vector de desplazamiento eléctrico están
dados por

pqσ
(γ)
33 =C (γ)

3311 pq M(γ)
α,a , (5.8a)

pq D(γ)
3 = e(γ)

311 pq M(γ)
α,α. (5.8b)

Se debe notar que algunos problemas locales pq L pueden ser homogéneos cuando
el lado derecho de las ecuaciones (5.6) es nulo; debido a la forma de los coeficientes de
propiedades materiales (elásticos, piezoeléctricos y dieléctricos) y a la simetría entre p y
q , se reduce nuevamente el número de problemas locales a resolver: pp, 23, 13, 12. Los
problemas pp y 12 son problemas en el plano transversal a la dirección de las fibras y son
análogos a los que fueron resueltos en Guinovart-Díaz et al. (2001) para el caso de una
simetría hexagonal y en Rodríguez-Ramos et al. (2001) para el caso de una simetría cua-
drada. De acuerdo con las observaciones anteriores, para los problemas locales pp L, no
debe considerarse suma sobre el índice p, se tiene que las funciones incógnitas son pp M1

y pp M2, mientras que las funciones idénticamente nulas son pp M3 y pp N , esta informa-
ción se encuentra resumida en la tabla 5.1.
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Problema local Funciones Incógnita Funciones Idénticamente Nulas

pp L pp M1, pp M2 pp M3, pp N

12L 12M1, 12M2 12M3, 12N

13L 13M3, 13N 13M1, 13M2

23L 23M3, 23N 23M1, 23M2

Cuadro 5.1: Funciones incógnita e idénticamente nulas en cada problema local pq L

Los problemas p L tienen el siguiente enunciado:

pσ
(γ)
iδ,δ = 0 en Sγ,

p D(γ)
δ,δ = 0 en Sγ,∥∥∥p P (γ)

i

∥∥∥= 0 sobre Γ,∥∥∥pQ(γ)
∥∥∥= 0 sobre Γ,∥∥∥pσ

(γ)
iδ nδ

∥∥∥=−
∥∥∥e(γ)

piδ

∥∥∥nδ sobre Γ,∥∥∥p D(γ)
δ

nδ
∥∥∥=

∥∥∥ε(γ)
pδ

∥∥∥nδ sobre Γ,

donde las relaciones locales constitutivas están dadas, en términos de los desplazamien-
tos y potenciales en la celda, por

pσ
(γ)
iδ =C (γ)

iδkλ p P (γ)
k,λ +e(γ)

λiδ pQ(γ)
,λ ,

p D(γ)
δ

= e(γ)
δkλ p P (γ)

k,λ −ε
(γ)
δλ pQ(γ)

,λ . (5.9)

Del mismo modo que en (5.8), para los problemas p L, se tiene:

pσ
(γ)
33 =C (γ)

3311 p P (γ)
α,a , (5.10a)

p D(γ)
3 = e(γ)

311 p P (γ)
α,α . (5.10b)

en términos únicamente de las componentes del desplazamiento plano p P(γ)
α , p = 1,2.

Los problemas locales p L son análogos a los problemas locales pq L y debido a las
mismas razones, algunos son homogéneos, la tabla 5.2 muestra información relativa a
estos problemas locales.

El problema homogeneizado asociado con el problema (5.4) y las condiciones de fron-
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Problema local Funciones Incógnita Funciones Idénticamente Nulas

1L 1P3, 1Q 1P1, 1P2

2L 2P3, 2Q 2P1, 2P2

3L 3P1, 3P2 3P3, 3Q

Cuadro 5.2: Funciones incógnita e idénticamente nulas en cada problema local p L

tera homogenizadas (5.5) es

∂σ(0)
i j

∂x j
= 0 enΩ,

∂D
(0)
i

∂xi
= 0 enΩ,

u(0)
i = 0 sobre ∂Ω0,

ϕ(0) = ξ0 sobre ∂Ω1,

σ(0)
i j n j = ti sobre ∂Ω2,

D
(0)
i ni = 0 sobre ∂Ω3.

donde las relaciones constitutivas

σ(0)
iδ =C i j kl

∂u(0)
k

∂xl
+eki j

∂ϕ(0)

∂xk
,

D
(0)
i = e i kl

∂u(0)
k

∂xl
−εi k

∂ϕ(0)

∂xk
, (5.11)

se definen en términos de: el desplazamiento u(0)
k (x), el potencial eléctricoϕ(0) (x) y de los

coeficientes C i j kl , e i kl , εi k , homogeneizados, estos útimos dados por

C i j pq = 〈
Ci j pq +Ci j kl pq Mk,l +eki j pq N,k

〉
, (5.12a)

e i pq = 〈
ei pq +ei kl pq Mk,l −εi k pq N,k

〉
, (5.12b)

epi j =
〈

epi j +Ci j kl p Pk,l +eki j pQ,k
〉

, (5.12c)

εi p = 〈
εi p −ei kl p Pk,l +εi k pQ,k

〉
. (5.12d)

donde el operador 〈·〉 es el promedio de su argumento sobre la celda periódica unidad S,
i.e. 〈

f
〉= ∫

S
f dy.

Los coeficientes de propiedades se pueden escribir en términos de siete parámetros
independientes (Rodríguez-Ramos et al., 2001): k, l , m, p, s′, t , y u. Los cuatro primeros
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corresponden a los coeficientes elásticos en la forma

2k =C1111 +C1122, (5.13a)

l =C1133 =C2233, (5.13b)

n =C3333, (5.13c)

p =C1313 =C2323, (5.13d)

2m = 2C1212 =C1111 −C1122, (5.13e)

el quinto coeficiente piezoeléctrico

s′ = e123 =−e231 (5.13f)

y finalmente el sexto y séptimo, para los dieléctricos

t = ε11 = ε22, (5.13g)

u = ε33. (5.13h)

Los coeficientes k, l , m, n y u corresponden a problemas de deformación plana, los
cuales fueron resueltos en Rodríguez-Ramos et al. (2001) y en Bravo-Castillero et al. (2001).

Los coeficientes p, s′ y t (módulo de rigidez, coeficiente piezoeléctrico de esfuerzo y
permitividad eléctrica transversal) corresponden a problemas de desplazamiento anti-
plano acoplado con potencial, los cuales se resuelven aquí y fueron publicados en López-
López et al. (2005).

Considerando la notación de generalizada de Hill, ecuación(5.13), las fórmulas para
los coeficientes de interés en el presente estudio (ecuaciones (5.12)) toman la forma

p = pv +
〈

p 13M3,1 − s′ 13N,2
〉

(5.14a)

= pv +
〈

p 32M3,2 + s′ 32N,1
〉

, (5.14b)

s′ = s′v +
〈

s′ 32M3,2 − t 32N,1
〉

, (5.14c)

= s′v +
〈

s′ 13M3,1 + t 13N,2
〉

, (5.14d)

= s′v +
〈

p 2P3,1 + s′ 1Q,2
〉

, (5.14e)

= s′v +
〈

p 1P3,2 + s′ 1Q,1
〉

, (5.14f)

t = tv +
〈−s′ 1P3,2 + t 1Q,1

〉
(5.14g)

= tv +
〈

s′ 2P3,1 + t 2Q,2
〉

, (5.14h)

donde el subíndice “v" en el primer término del lado derecho de cada uno de las ecuacio-
nes denota el promedio aritmético de la propiedad, e.g.

pv =V1p1 +V2p2, . . .

donde la fracción volumétrica ocupada por la matriz S1 y la fibra S2 está representada por
V1 y V2, respectivamente.
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Coeficiente efecti-
vo

Problema local a
resolver

Módulo de rigidez p 32L, 13L

Coeficiente piezoeléctrico de esfuerzo s′ 32L, 13L, 1L, 2L
Coeficiente de permitividad transversal t 1L, 2L

Cuadro 5.3: Coeficientes efectivos y problemas locales necesarios a resolver para cono-
cerlos explícitamente

El problema local 32L y 13L tiene por solución a las funciones 32M3, 13M3, 32N , y 13N
que a su vez sirven para calcular los coeficientes efectivos p y s′. La solución de los proble-
mas locales 1L y 2L permite calcular los coeficientes s′ y t ; esta información se encuentra
condensada en la tabla 5.3, que muestra qué propiedades se pueden encontrar al resol-
ver qué problemas. Proporciona un elemento para comprobar nuestros cálculos por vías
alternas.

5.1.2. Solución de los problemas locales

Por la información contenida en la tabla 5.3, se tienen que resolver los problemas
locales 32L, 13L, que para γ= 1,2 tienen la forma:

∆ pq M(γ)
3 = 0 en Sγ, (5.15a)

∆ pq N (γ) = 0 en Sγ, (5.15b)

‖ pq M(γ)
3 ‖ = 0 en Γ, (5.15c)

‖ pq N (γ)‖ = 0 en Γ, (5.15d)∥∥(
p pq M3 − s′ pq N,2

)
n1 +

(
p pq M3,2 + s′ pq N,1

)
n2

∥∥=
{ −∥∥p

∥∥n2 32L
−∥∥p

∥∥n1 13L
en Γ, (5.15e)

∥∥(
s′ pq M3,2 − t pq N,1

)
n1 −

(
s′ pq M3,1 + t pq N,2

)
n2

∥∥=
{ −‖s′‖n1 32L

‖s′‖n2 13L
en Γ, (5.15f)
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para el caso de los problema locales pq L, (pq = 13,32). Mientras que para el caso de los
problemas locales p L (p = 1,2) se tiene

∆ p P (γ)
3 = 0 en Sγ, (5.16a)

∆ pQ(γ) = 0 en Sγ, (5.16b)

‖ p P (γ)
3 ‖ = 0 en Γ, (5.16c)

‖ pQ(γ)‖ = 0 en Γ, (5.16d)∥∥[
p p P3,1 − s′ pQ,2

]
n1 +

[
p p P3,2 + s′ pQ,1

]
n2

∥∥=
{ −∥∥s′

∥∥n2 1L∥∥s′
∥∥n1 2L

en Γ, (5.16e)

∥∥[
s′ p P3,2 − t pQ,1)

]
n1 −

[
s′ p P3,1 + t pQ,2

]
n2

∥∥=
{ ‖t‖n1 1L

‖t‖n2 2L
en Γ. (5.16f)

De las condiciones de interfase (5.15e) y (5.15f), para los problemas locales pq L, y de
las condiciones (5.16e) y (5.16f), para los problemas locales p L, se sigue fácilmente que las

funciones 13M(γ)
3 , 13N (γ), 1P (γ)

3 y 1Q(γ) son funciones pares del ángulo3 ϕ. Mientras que

las funciones 23M(γ)
3 , 23N (γ), 2P (γ)

3 y 2Q(γ) son impares con respecto al mismo.

Haciendo las sustituciones adecuadas en los enunciados (5.15) y (5.16), se puede co-
nocer las ocho funciones incógnita, ya que dichos problemas comparten estructura, por
ello, basta con resolver los problemas locales 13L y 1L ó los problemas 23L y 2L.

Para el problema local 13L se propone la solución

23M (1)
3 (z) = Re

{
23a1πz +

∞∑o

k=1
23ak

ζ(k−1) (z)

(k −1)!

}
, (5.17a)

23N (1) (z) = Im

{
− 23b1πz +

∞∑o

k=1
23bk

ζ(k−1) (z)

(k −1)!

}
, (5.17b)

23M (2)
3 (z) = Re

{ ∞∑o

k=1
23ck zk

}
, (5.17c)

23N (2) (z) = Im

{ ∞∑o

k=1
23dk zk

}
, (5.17d)

3Angulo que parametriza a Γ
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y para el problema local 1L se propone

1P (1)
3 (z) = Im

{
− 1a1πz +

∞∑o

k=1
1ak

ζ(k−1) (z)

(k −1)!

}
, (5.18a)

1Q(1) (z) = Re

{
1b1πz +

∞∑o

k=1
1bk

ζ(k−1) (z)

(k −1)!

}
, (5.18b)

1P (2)
3 (z) = Im

{ ∞∑o

k=1
1ck zk

}
, (5.18c)

1Q(2) (z) = Re

{ ∞∑o

k=1
1dk zk

}
, (5.18d)

donde al , bl , cl y dl (que escribimos sin preíndice) son coeficientes reales e indetermina-
dos que deben satisfacer las condiciones de interfase del respectivo problema local.

Al sustituir las expresiones de las funciones solución y buscar compatibilidad entre
los coeficientes del desarrollo de Laurent de cada función con las condiciones de salto en
la interfase (5.15c) a (5.15f) y (5.16c) a (5.16f), se obtienen los sistemas infinitos, después
de algunas manipulaciones algebraicas[−χ−1

p I+W χ′p
(
I+W′)

−χ′t (I+W) χ−1
t I−W′

][
13a

13b

]
=

[
13c

13d

]
(5.19)

y [
χ−1

p I−W χ′p
(
I−W′)

−χ′t (I−W)
(
χ−1

t I+W′)][
1a

1b

]
=

[
1c

1d

]
(5.20)

para los problemas locales 13L y 1L, respectivamente, donde los escalares:

χp = p1 −p2

p1 +p2
,χ′p =

∥∥s′
∥∥∥∥p
∥∥ ,χt = t1 − t2

t1 + t2
,χ′t =

∥∥s′
∥∥

‖t‖ ,

dependen sólo de las propiedades materiales de las componentes, nuevamente es nece-
sario definir un contraste material específico para el módulo elástico p, y el coeficiente
de permitividad eléctrico t . Las componentes de las matrices W y W′, simétricas e iguales
entre si excepto por la componente “11”, están dadas por

wkl =
p

k
p

lηkl Rk+l = w ′
kl k + l > 3

y

w11 =
{
πR2

13L
−πR2

1L
, w ′

11 =
{ −πR2

13L
πR2

1L
;

los vectores incógnita

13a =
(

1

R
13a1,

p
3

R3 13a3,

p
5

R5 13a5, · · ·
)T

,13 b =
(

1

R
13b1,

p
3

R3 13b3,

p
5

R5 13b5, · · ·
)T

1a =
(

1

R
1a1,

p
3

R3 1a3,

p
5

R5 1a5, · · ·
)T

,1 b =
(

1

R
1b1,

p
3

R3 1b3,

p
5

R5 1b5, · · ·
)T
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y los vectores independientes, con una única componente distinta de cero en la primera
posición, dada por

13c =
{ −Rδ1l 13L

Rχpδ1l 2L
,13 d =

{ −Rχtδ1l 13L
−Rδ1l 2L

,

1c =
{ −Rδ1l 23L

−Rχpδ1l 1L
,1 d =

{ −Rχtδ1l 23L
Rδ1l 1L

.

Debe notarse que en ausencia de acoplamiento piezoeléctrico s′1 = s′2 = 0, (o sea χ′p =
χ′t = 0), el sistema (5.19) para el caso del problema local 13L, se desacopla en dos sistemas(

χ−1
p I−W

)
13a = 13c,

(
χ−1

t I−W′)
13b = 0; (5.21)

este resultado coincide con aquel de la ecuación (7) de McPhedran y McKenzie (1980)
derivado en el contexto de materiales dieléctricos usando el método de Rayleigh. En ese
artículo, la matriz W juega un papel muy importante, de la misma forma que en todos los
sistemas del presente trabajo, además de la matriz W′. En el presente trabajo, la contribu-
ción de π en w11

(
w ′

11

)
se debe a la doble periodicidad de las funciones solución (5.17a)

y (5.17b) ((5.18a) y (5.18b)). El sistema homogéneo en (5.21) tiene por solución 13b = 0,
siempre y cuando χ−1

t no sea un valor propio de la matriz W′, de ser así aparecian solu-
ciones resonantes cuyo análisis está más allá del alcance de este trabajo.

El sistema (5.19) (y en su caso el sistema (5.20)) tiene una estructura particularmente
útil, debido a la periodicidad del arreglo cuadrado. Las componentes wkl de W son nu-
las cuando k + l no es un múltiplo de cuatro. El sistema puede ser reorganizado en tres
sistemas considerando (i) la primera ecuación de cada sistema en (5.19), (ii) el conjun-
to de ecuaciones con índice griego α = 3,7,11, . . . y (iii) el conjunto con índices latinos
i = 5,9,13, . . .(en lo que resta de la sección los índices anteriores tomarán sólo esos valo-
res). El sistema puede ser escrito como sigue(

Φ−1 +Ψ)
A1 +V T D (α) = B , (5.22a)

F−1D (α) +GV +W D (i ) = 0, (5.22b)

F−1D (i ) +W T D (α) = 0, (5.22c)

donde los vectores 2×1 A J , B y las matrices 2×2Ψ, I2 yΦ son

A J =
p

J

R J

(
a J b J

)T
, J = 1,3,5, . . . ,

B = (
R 0

)T
,

Ψ=
(

w11 0
0 w ′

11

)
,

I2 =
(
1 0
0 1

)
,

Φ= 1

∆

[
χt −χ′pχ′t −χ′p

(
1+χt

)
−χ′t

(
1+χp

) −χp +χ′pχ′t

]
,∆=χpχt +χ′pχ′t ;
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los vectores subparticionados en bloques 2×1, D (α) y D (i ); V en bloques 2×2 son:

D (α) = (
A3 A7 A11 · · ·)T

,

D (i ) = (
A5 A9 A13 · · ·)T

,

V = (
w13 I2 w17 I2 w1,11 I2 · · ·) ;

finalmente las matrices subparticionadas en bloques 2×2 W , F y en bloques 1×2 G son

W =

w35I2 w39I2 · · ·
w75I2 w79I2 · · ·

...
...

. . .

 ,F = diag
(
Φ Φ · · ·) ,G = diag

(
A1 A1 · · ·) .

El sistema (5.22) en el cual las incógnitas son A1, D (α) y D (i ) es de tal forma que A1

puede ser encontrado explícitamente por el método de sustitución (ver referencias en
López-López et al., 2005). Así

A1 =
[
I2 +ΦΨ−Φ2V T M−1V

]−1
ΦB , (5.23)

donde

M = I −F 2W W T (5.24)

cuyas componentes son matrices 2×2

mαβ = I2 −Φ2
∞∑

i=5
wαi wiβ.

Cuando s′1 = s′2 = 0, las componentes de A1 en (5.23) se vuelven

a1 =χp R2
[

1+χp w11 −χ2
pV T M 1V

]−1
, (5.25)

donde las componentes de V y M ya son escalares,

vα = w1α,mαβ = δαβ−χ2
p

∞∑
i=5

wαi wiβ.

La expresión en (5.25) corresponde con la ecuación (3.13) de Bravo-Castillero et al.
(2001), derivada para el caso elástico antiplano. Se debe notar que la matriz Φ juega el
mismo papel que el escala χκ en el capítulo anterior, ambos contienen información de
las propiedades materiales de las fases.
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Realizando el mismo procedimiento usado en la sección 4.1.4, de las fórmulas (5.14);
se llega a las fórmulas explícitas para los coeficientes efectivos

p = p1 (1−2π 13a1) (5.26a)

= p1 (1+2π 23a1) , (5.26b)

s′ = s′1 +2πt1 13b1 (5.26c)

= s′1 +2πt1 23b1 (5.26d)

= s′1 +2πp1 1a1 (5.26e)

= s′1 +2πp1 2a1, (5.26f)

t = t1 (1−2π 1b1) (5.26g)

= t1 (1+2π 2b1) , (5.26h)

las cuales son calculables usando la expresion en (5.23). Nuevamente las propiedades
efectivas p, s′ y t dependen explícitamente en las propiedades materiales de las fases del
compuesto, el radio de la fibra cilíndrica y las sumas de retícula asociadas con la geome-
tría de la distribución de las fibras (cuadrada). Nuevamente es de resaltar el caso límite
cuando s′1 = s′2 = 0, en que se recuperan las fórmulas para el coeficiente dieléctrico t de-
ducidas en la sección 4.1.4.

5.1.3. Un ejemplo numérico

Se calculó numericamente los coeficientes efectivos de un material reforzado de fi-
bras como el que se considera en las hipótesis del problema anterior. Las propiedades de
los materiales constituyentes fueron tomadas de Silva et al. (2001) en donde se hace un
estudio de propiedades piezoeléctricas de láminas de biomateriales de la clase 622. Las
constantes usadas son

Material p t/ε0 d
Colágena 1.4 GPa 2.825 0.062 pC/N

Colágena-Hidroxiapatita 2.69 GPa 2.509 0.041 pC/N

Donde ε0 = 8.854×10−12 C2/Nm2 es la permitividad del vacío, d es el coeficiente pie-
zoeléctrico de deformación relacionado con el coeficiente piezoeléctrico cortante por
medio de la ecuación (Ikeda, 1990, p.17)

s′ = d p.

Los vectores y matrices infinitos de (5.23) y (5.24) usados en (5.26) para calcular las
propiedades efectivas a través de los primeros coeficientes del desarrollo de Laurent de
los potenciales complejos solución a los problemas locales correspondientes, se truncan
a un orden finito. Para lograr una convergencia aceptable no se necesita uno muy grande.
Los resultados de esos cálculos se muestran en la figura 5.1. En ella se puede observar el
comportamiento monótono de las propiedades efectivas d , t/ε0 y p como una función de
la fracción volumétrica de la fibra V2 desde cero hasta el límite de percolación, que para el
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Figura 5.1: Coeficientes efectivos de una matriz de Colágena-Hidroxiapatita reforzado de
fibras de Colágena

caso de celda periódica cuadrada es π/4. Como es de esperarse (de las fórmulas (5.26)), se
observa que los coeficientes dependen del tamaño de las fibras, además de que lo hacen
monótonamente, y de las propiedades de los materiales. Debe ser notado que el coefi-
ciente de deformación piezoeléctrico d , siempre es positivo, además de ser monótono.
Debe notarse que el coeficiente elástico, p, es ligeramente cóncavo hacia arriba, mientras
que los coeficientes t y d son casi lineales. El comportamiento de las propiedades es casi
lineal. Como función de V2, p aumenta pero t disminuye; d decrece.

5.1.4. Conclusiones

Las fórmulas obtenidas para las propiedades efectivas p, s′ y t (5.26) y la ecuación
(5.23) son típicas de la metodología usada en este trabajo. Las fórmulas muestran, al igual
que en los resultados del capítulo anterior, una dependencia en las propiedades de las
fases a través de la matrixΦ, el radio de los cilindros R es un número real no mayor a 1/2,

aparece en B = [
R 0

]T
y wkl , en donde es proporcional a Rk+l , es un número muy pe-

queño cuando k+l es grande. Los términos w11 =πR2 =−w ′
11 enΨ son de interés porque

el factor π surge como una compensación a la cuasiperiodicidad de la función ζ y es una
condición necesaria para garantizar la doble periodicidad de los desplazamientos pq M (1)

(p P (1)) y de los potenciales pq N (1) (qQ(1)). La geometría cuadrada de la distribución de
las fibras, proporciona una característica importante en el cálculo de los coeficientes de
Laurent del desplazamiento y del potencial: anular los términos tales que la suma de sus
subíndices no sea cuatro, tal como se mencionó arriba. Las fórmulas obtenidas para las
propiedades efectivas pueden ser útiles como referencia para cálculos hechos vía méto-
dos numéricos o experimentos. Las propiedades exhiben un comportamiento casi lineal,
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como funciones de la fracción volumétrica V2.

5.2. Modelo AP3

El presente análisis se encuentra reportado en López-López et al. (2008).
Se considera un compuesto que comprende una matriz reforzada de fibras cilíndricas

circulares unidireccionales de radio R, periódicamente distribuidas en un arreglo cua-
drado, donde cada celda periódica es un medio piezoeléctrico binario homogéneo con
condiciones de contacto perfecto en Γ (figura 3.4).

Se analizan dos ejemplos cuando las propiedades electroelásticas de cada fase per-
tenece al sistema cristalográfico hexagonal clases 622 y 6mm. En ambos casos, tanto la
fibra como la matriz pertenecen a una clase o otra, y el eje de simetría hexagonal se su-
pone en la misma dirección al eje de simetría de las fibras, sin embargo, fibras y matriz
orientadas una en sentido contrario de la otra. Nuevamente se asume que el periodo del
arreglo, l , es mucho menor que la longitud característica del compuesto L. Como en los
casos anteriores el problema dado se desacopla en dos sistemas independientes debido a
la simetría axial y a las condiciones de la frontera exterior, a saber, uno en donde se debe
determinar el desplazamiento en el plano y el campo eléctrico fuera del plano y otro en
donde se debe determinar el desplazamiento fuera del plano y el campo eléctrico en el
plano; en este último se centrará el análisis presente.

De la sección anterior se dedujo una expresión cerrada para los coeficientes efectivos
correspondientes al módulo elástico cortante longitudinal p, la constante piezoeléctrica
cortante s′ y el coeficiente de permitividad eléctrico t , reescritos a continuación en una
notación un poco diferente para el problema local 13L.

p = p1 (1−2πRα) , (5.27a)

s′ = s′1
(
1+2πRβ

)
, (5.27b)

donde los coeficientes α y β se encuentran de la ecuación[
α

β

]
= (

I2 +ΨΦ−V T F 2 (I +W )−1 V
)−1
ΦU , (5.28)

las seis propiedades materiales de las dos fases están incluidas en sólo cuatro parámetros
adimensionales, a saber,

χz = z1 − z2

z1 + z2
, (z = p, t or s′)

k2
1 = s′21

p1t1
;

tres para los contrastes específicos correspondientes a cada propiedad (elástica, piezo-
eléctrica o dieléctrica) y el cuarto para el factor de acoplamiento electromecánico en el
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medio 1; definiendo además

Λp = χs′

χp

1+χp

1+χs′
,

Λt = χs′

χt

1+χt

1+χs′
,

las propiedades materiales se incluyen en las matrices

Φ=
[−χ−1

p k2
1Λp

Λt χ−1
t

]−1 [ −1 k2
1Λp

−Λt −1

]
,

F = diag
[
Φ Φ · · ·]

y en el vector

U =−R

[
1
Λt

]
;

las matrices infinitas F y W , y el vector también infinito V , definidos abajo, están sub-
particionados nuevamente en bloques de tamaño 2×2

V T = [
w13Φ w15Φ w17Φ . . .

]
,

W =


w33Φ w35Φ w37Φ · · ·
w53Φ w55Φ w57Φ · · ·
w73Φ w75Φ w77Φ · · ·

...
...

...
. . .

 .

De la misma forma que en la sección anterior la matriz W es simétrica y sus elementos
están dados por

wkl =
(k + l −1)!

(k −1)! (l −1)!

Rk+l

p
k
p

l
Sk+l ;

i.e. dependen de las sumas de retícula correspondientes al arreglo cuadrado

Sk = ∑
m,n

′ (m + i n)−k k ≥ 3,

y del radio de la fibra R. Finalmente el vector U depende de R y de las propiedades mate-
riales, tal como se mencionó arriba. También

Ψ=πR2 diag(1,−1) ,

depende de R y el númeroπ surge de la contribución de la cuasiperiodicidad de la función
ζ.

De manera completamente análoga, las relaciones constitutivas para la clase 6mm
son (Sabina et al., 2001)

σ13 = 2pε13 + sE1,

σ23 = 2pε23 + sE2,

D1 = 2sε23 − tE1,

D2 = 2sε13 − tE2,
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donde s denota la constante piezoeléctrica e113. De acuerdo con Sabina et al. (2001) las
propiedades efectivas son

p = p1
(
1−2πR

(
α+k2

1β
))

,

s = s1
(
1+2πR

(
α−β))

,

la ecuación (5.28) para α y β tiene la misma estructura que en la clase 622 excepto que,
para el caso presentado aquí,

Ψ=−πR2 diag(1,1) ,

Φ=
[
χ−1

p k2
1Λpχ

−1
s

Λtχ
−1
s −χ−1

t

]−1 [
1 k2

1Λp

Λt −1

]
,

U = R

[
1
Λt

]
,

k2
1 = s2

1

p1t1
.

El coeficiente efectivo t , además de poder ser calculado mediante la solución de los
problemas locales correspondientes (p L),puede ser obtenido mediante los otros dos usan-
do las relaciones de Milgrom-Shtrikman (Milgron y Shtrikman, 1989).

Las fórmulas dadas se usan para calcular las propiedades efectivas de un compuesto,
cuyas componentes son materiales biocompatibles, por ejemplo Titanato de Bario.

5.2.1. Resultados numéricos

Se consideran dos ejemplos con el propósito de “visualizar” el comportamiento de los
compuestos formados por el mismo material, pero en el caso en que tanto fibras como
matriz tienen diferentes orientación en su eje material. Se muestra en gráficas el com-
portamiento de las propiedades efectivas cuando cambia la concentración volumétrica
V2. Las propiedades se muestran en una sóla gráfica normalizadas con respecto al valor
de esa propiedad en la matriz. El máximo valor que puede alcanzar V2 es π/4, cuando se
tocan las fibras, i.e. R = 0.5. Las propiedades graficadas son el módulo elástico cortante
p, el coeficiente piezoeléctrico de cortante d = s′/p (para la clase 622) ó d = s/p (para la
clase 6mm) y la constante de permitividad eléctrica t . Recientemente Silva et al. (2001)
midieron las propiedades electromecánicas p, d y t de dos biomateriales, los cuales per-
tenecen a la clase 622. Suponiendo que las propiedades de los materiales involucrados
son las mismas que las medidas en bulto, los datos, ligeramente modificados, se mues-
tran en la tabla 5.4

La figura 5.2 muestra el resultado del cálculo realizado cuando las fibras están hechas
de colágena (Co) y la matriz de colágena-hidroxiapatita(CoHa). Primero se supone que
tanto las fibras como la matriz se encuentran polarizados en la misma dirección y, poste-
riormente, se supone que la polarización de ambas partes es opuesta. Para distinguir cada
caso se usa el superíndice “∗”, en cada propiedad, cuando los materiales tienen polariza-
ción paralela (PP) y el superíndice “o” para el caso de polarización antiparalela (AP). En
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Cuadro 5.4: Propiedades Electromecánicas
Material Grupo p t/ε0 d t s

Cristalográfico Gpa pC/N nC/Vm C/m2

Colagena 622 1.4 2.825 6.2
Colagena-Hidroxiapatita 622 2.69 2.509 4.1

BaTiO3 6mm 43.86 12.8 11.4
ε0 = 8.854×10−12 C2/Nm2, permitividad del vacío

Figura 5.2: Coeficientes efectivos del compuesto formado por fibras de colágena y matriz
de colágena con hidroxiapatita con polarización paralela (PP) y polarización opuesta (AP)
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ambos casos las propiedades efectivas elástica y la permitividad dieléctrica son idénticas
entre sí, i.e.

p∗ = po , t∗ = t o ,

Exhiben un comportamiento casi lineal como funciones de V2, lo cual es de esperarse
pues e trata de propiedades del material que son invariantes ante una inversión de ejes,
i.e. no cambian de signo. Esto muestra que no existe ningún cambio en esas dos propie-
dades cuando las polarizaciones de los materiales se encuentran en la misma dirección
y cuando se encuentran en direcciones opuestas. Sin embargo, si muestran el comporta-
miento monótono típico de los compuestos reforzados de fibras. Los coeficientes piezo-
eléctricos d∗ y d o , sin embargo, muestran un comportamiento interesante. Además de ser
monótonos, d∗ es siempre positiva mientras que d o es positiva sólo cuando 0 ≤ V2 < 0.5
y es negativa en el resto del intervalo, i.e. en 0.5 <V2 <π/4. Es decir, para fracciones volu-
métricas pequeñas, la dirección de la polarización es la misma que en la matriz. El com-
puesto se vuelve entonces no piezoeléctrico cuando tanto la fracción volumétrica de la
fibra como la de la matriz tienen el mismo valor, V2 = 0.5. Cuando el valor de la fracción
volumétrica de las fibras es mayor, la dirección de polarización del compuesto pasa a ser
la misma que la de las fibras. Por ello el compuesto tiene tres tipos de polarización como
función de la fracción volumétrica V2.

La figura 5.4 y la 5.3 son muy similares a la figura 5.2, excepto que la matriz en el

Figura 5.3: Propiedades efectivas de una matriz de colágena reforzada por fibras de colá-
gena con hidroxiapatita

primer caso es Co y las fibras son CoHa, es decir, las propiedades mostradas en la tabla
para la figura anterior se intercambian. Nuevamente p∗ = po y t∗ = t o muestran el com-
portamiento monótono esperado; el coeficiente piezoeléctrico cortante d∗ (caso PP) es
siempre positivo mientras que d o (caso AP) muestra el mismo comportamiento de tres
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Figura 5.4: Propiedades efectivas de una matriz de colágena reforzada por fibras de colá-
gena con hidroxiapatita

tipos de polarización mostrado arriba. En el caso anterior d∗ es cercano a −0.5 y en este
caso lo es a −1, sin embargo, debe recalcarse que esas cantidades están normalizadas con
respecto al valor de la matriz. La convexidad de cada curva es opuesta y tienen un punto
en común en V2 = 0.5 cuando se colocan en una gráfica d o , d∗ vs V2 (no mostrada aquí),
además los valores no normalizados de d o para CoHa (fibras) en Co (matriz) son mayores
que cuando se considera Co (fibras) en CoHa (matriz), en todo el intervalo.

En la figura 5.5 se considera el caso en que tanto la matriz como las fibras están consti-
tuidos por el mismo material, Titanato de Bario (BaTiO3). En el caso PP es evidente que las
propiedades electroelásticas permanecen constantes, como debe ser, pues en este caso el
compuesto es homogéneo. Sin embargo, cuando el caso AP es considerado se encuentra
otro comportamiento, los valores de po y t o no son muy distintos de la unidad en el inter-
valo considerado. Sin embargo, d o muestra los tres tipos de polarización (positiva, cero y
negativa) como una función de V2. Nuevamente se consigue un material no piezoeléctrico
cuando se combinan partes iguales del material en el caso AP. Para este ejemplo se consi-
deró otro biomaterial Titanato de Bario, el cual pertenece al grupo hexagonal clase 6mm.
El coeficiente d o presenta nuevamente el comportamiento de tres polarizaciones como
función de la fracción volumétrica, sin embargo, no es necesario hacer más comentarios.
Lo que si es interesante notar es que ambas propiedades po y t o alcanzan un valor má-
ximo en V2 = 0.5 el cual es aproximadamente 20% mayor al de la propiedad de la matriz
y por la misma razón, al de las fibras. Lo anterior significa que el efecto piezoeléctrico en
un compuesto claramente endurece y permite un valor mayor en la permitividad eléctrica
que sólo considerando un único material en todo el intervalo V2 . El factor electromecáni-
co de acoplamiento es una medida útil de la conservación de la energía al convertirse de
mecánica a eléctrica y viceversa (Ikeda, 1990). El valor para Co es k2 = s′2/pt = 2.15×10−7,
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Figura 5.5: Propiedades efectivas de un material (Titanato de Bario) reforzado por fibras
de él mismo, cuyo eje de polarización es antiparalelo al de la matriz

mientras que para el BaTiO3 es k2 = s2/pt = 0.23. Este hecho, que significa que una con-
versión apreciable de energía mecánica a eléctrica es llevada a cabo, puede explicar el
hecho de que las propiedades en el caso AP sean más grandes que incluso los materiales
constituyentes. Este es un resultado interesante y no se da para el caso de la colágena, sin
embargo, ambos casos exhiben el comportamiento de tres tipos de polarizaciones.

5.2.2. Conclusiones

Se ha mostrado mediante métodos analíticos que biomateriales piezoeléctricos en un
arreglo binario periódico cuadrado, de fibras cilíndricas circulares en una matriz homogé-
nea, también, piezoeléctrica exhibe tres distintas polarizaciones (positiva, no piezoeléc-
trica y negativa) la cual depende de la fracción volumétrica, cuando la fibra y la matriz
tienen polarizaciones opuestas. Se consideraron dos tipos de compuestos uno con sime-
tría hexagonal clase 622 como la colágena, y otra clase 6mm como el Titanato de Bario
(BaTiO3). El último muestra que la combinación BaTiO3 en BaTiO3 con polarizaciones
opuestas tienen un efecto de endurecimiento que puede llegar a ser hasta más del 20 %
respecto a la matriz (o a las fibras) cuando la fracción volumétrica de ambos constitu-
yentes es la misma. El efecto piezoeléctrico tiene un papel potenciador en los materiales
examinados. Este efecto puede ser encontrado en otra combinación de biomateriales y
en geometrías altamente relacionadas con microestructuras como las consideradas, por
ejemplo, en hueso y puede ser útil en aplicaciones médicas para andamios o implantes.
Los coeficientes efectivos dependen monótonamente del radio de la fibra y el coeficiente
piezoeléctrico de deformación cambia de signo cuando la fracción volumétrica es casi un
medio de la matriz, lo que significa que el compuesto, para cierto valor de la fracción vo-
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lumétrica, deja de ser piezoeléctrico y se comporta como un material netamente elástico.



Capítulo 6

Conclusiones, discusión y
perspectivas

Durante el presente trabajo se propuso un modelo matemático, basado en una es-
tructura muy sencilla, para el análisis de la interacción de los sistemas de Havers, mi-
croestructura base de la arquitectura del hueso compacto. Dicho modelo, se construye
suponiendo que se trata de un material compuesto reforzado de fibras cilíndricas infi-
nitamente largas dentro de una matriz homogénea. Fibras y matriz, se suponen dentro
del grupo cristalográfico hexagonal clase 622. El análisis realizado consiste de dos etapas.
En la primera, se modela el material compuesto considerando a los constituyentes como
materiales dieléctricos únicamente. En la segunda parte, se les considera materiales pie-
zoeléctricos con la simetría material mencionada. Debido a la configuración geométrica
del compuesto (simetría cilíndrica), sus propiedades efectivas dependen únicamente de
la posición en el plano transversal y no de la coordenada longitudinal; es decir, se trata de
un problema en el plano.

En el modelo, el diámetro de las fibras es considerado muy pequeño (en relación con
el de la matriz) y están dispuestas en un arreglo cuadrado. En estas circunstancias: la
ecuación diferencial que modela el comportamiento electro-elástico del compuesto (en
el caso del modelo dieléctrico ecuación (3.6)), tiene coeficientes periódicos que varían
rápidamente. Esto dificulta su solución analítica y numéricamente. Por ello, se emplea
el Método de Homogeneización Asintótica para obtener una nueva ecuación con coefi-
cientes constantes, los llamados coeficientes efectivos, que se usan para caracterizar al
compuesto.

El resultado principal del estudio realizado, es la obtención de expresiones analíticas
cerradas y además simples y fáciles de programar, para los coeficientes efectivos de los
materiales compuestos, correspondientes a cada uno de los modelos planteados. Dichas
fórmulas, están escritas en términos de la solución de varios problemas locales definidos
en una celda unitaria. Las simetrías de los materiales involucrados; así como la geome-
tría del problema, reducen el número de problemas locales a resolver. Las expresiones
algebraicas obtenidas, como era de esperarse, muestran una dependencia en el contraste
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de propiedades entre los materiales constituyentes, a través del contraste material espe-
cífico, en la “anisotropía” de cada material constituyente, en el tamaño y la forma de las
fibras, así como, en el tipo de arreglo en que se distribuyen en el compuesto, información
contenida en las sumas de retícula y en los residuos de los potenciales complejos que se
usan para construir la solución a cada problema local involucrado. Es de recalcar la no-
table simplicidad de dichas fórmulas; por lo que, se abren nuevas posibilidades para rea-
lizar análisis posteriores en busca de relaciones universales. Lo anterior es posible, al ser
claramente identificables las contribuciones de cada una de las partes y suposiciones del
modelo propuesto (tamaño y distribución de las fibras, materiales involucrados, orienta-
ción relativa de los ejes de simetría material, etc.). Además, dichas fórmulas pueden ser
usadas como cotas de comprobación, para validar casos límite de métodos numéricos
instrumentados para resolver casos más generales o complicados, que los presentados en
este estudio.

En el modelo dieléctrico, se dedujeron expresiones analíticas para los coeficientes
efectivos de los materiales compuestos, correspondientes a cada uno de los cuatro ca-
sos de orientación relativa de los ejes de simetría material de las fibras y la matriz: i) ejes
materiales de las fibras y matriz: paralelos al eje de simetría geométrica del compuesto
(dirección longitudinal del compuesto, modelo PP3), ii) eje material de las fibras paralelo
al eje geométrico del compuesto y eje material de la matriz ortogonal a ambos (modelo
OP2), iii) ejes materiales de las fibras y la matriz paralelos entre sí y ambos, ortogonales
al eje geométrico del compuesto (modelo PP1) y iv) ejes materiales de los componentes
ortogonales mutuamente y al eje geométrico del compuesto (modelo OP3).

Las fórmulas analíticas encontradas, dependen también de los residuos de los poten-
ciales complejos, usados para solucionar los diferentes problemas locales. Dichos resi-
duos, son calculados numéricamente mediante la solución por truncamiento de un siste-
ma infinito de ecuaciones algebraicas lineales, regular y que es escrito en una estructura
mnemónica (sistemas (4.30), (4.35), (4.84), (4.86), (4.110) y (4.116)). En el sistema, las con-
tribuciones de la estructura periódica, de los materiales de las fases y el radio de las fibras
es, nuevamente, fácil de identificar.

En cada uno de los problemas locales de los modelos dieléctricos PP3, OP2 y PP1, se
construyó una función doblemente periódica, que es solución de la ecuación de Laplace.
En el primer caso, definida en toda la celda unitaria. En el segundo caso, de una perturba-
ción de la ecuación de Laplace en uno de los materiales constituyentes de la celda unita-
ria; y en el tercer caso de una ecuación de Laplace perturbada en ambas constituyentes.
En todos los casos, dichas ecuaciones, están acompañadas de condiciones de continui-
dad y/o de condiciones de continuidad perturbadas en la interfase. Como se mencionó
antes, ésos problemas locales son resueltos usando la teoría de potenciales complejos.
Una superposición de funciones de Weierstrass y sus derivadas, para el primer caso, así
como una superposición de funciones de Natanzon, en los dos restantes, son usadas para
construir una base del espacio de soluciones de los problemas. Los primeros coeficien-
tes del desarrollo de Laurent, residuos del potencial, son calculados numéricamente me-
diante el truncamiento de los sistema algebraicos infinitos, todos regulares, que surgen
al satisfacer las condiciones de continuidad en la interfase del problema local correspon-
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diente. Cada función doblemente periódica construida, es usada para demostrar que los
tensores de permitividad de cada material compuesto obtenido, tienen sólo componentes
sobre la diagonal principal y para desarrollar fórmulas que permitan el cálculo numérico
de éstos.

En el caso del modelo dieléctrico PP3, los cálculos numéricos realizados permitieron
confirmar el hecho de que el material compuesto es un material transversalmente isótro-
po y permitieron también establecer cotas, basadas en diferencias porcentuales y compa-
raciones hechas con cálculos via el MEF, para los parámetros involucrados en la construc-
ción del material compuesto. Las fórmulas obtenidas mediante el método propuesto en
esta tesis, muestran un comportamiento bastante noble con respecto a los cálculos rea-
lizados utilizando el MEF, pues difieren de éstos en sólo el 3 % en rango bastante amplio
de materiales. Estas fórmulas, permiten realizar cálculos y predicciones sobre combina-
ciones de materiales en la cual la fibra puede tener desde un radio nulo, hasta un radio
igual al valor de percolación (π/4) y la componente κ11 del tensor de permitividad de la
fibra, puede tener valores desde el 8.1 % hasta más de 12 veces el de la matriz, abarcan-
do con ello la mayor parte del rango de los materiales documentados en las tablas de
Landolt-Börnstein (1979). Las fórmulas obtenidas tienen la gran ventaja, sobre los cálcu-
los via MEF, de que son fácilmente programables, además de las que se hicieron notar en
la sección 4.5.

La estructura de los problemas locales a resolver, del modelo dieléctrico OP2, sugirió
que dicho modelo, debería ser considerado como una perturbación, en las propiedades
transversales de uno de los materiales constituyentes del compuesto, del modelo PP3.
Dicha perturbación, en principio considerada pequeña, fue interpretada como una per-
turbación de un material transversalmente isótropo. Nuevamente se obtuvieron fórmu-
las analíticas cerradas, simples y mnemónicas, fácilmente programables, cuyo comporta-
miento fue contrastado con las predicciones del mismo modelo, pero resuelto utilizando
el MEF. El resultado obtenido de dicho análisis es que las fórmulas obtenidas en el presen-
te trabajo tienen una diferencia porcentual de menos del 10 % si: i) el radio de las fibras
tiene un tamaño desde 0 hasta π/4 (valor de percolación), ii) la componente κ11, del ten-
sor de permitividad de la matriz, es al menos la mitad y a lo mas el doble del valor de
la componente κ22, también de la matriz, y iii) la componente transversal, κ11, de la fi-
bra tiene un valor entre el 48 y el 150 % del valor de la componente transversal, κ22, de la
matriz, tal como se hizo notar en la sección 4.5.2.

Los métodos numéricos sugieren que el valor absoluto del parámetro de perturbación
material, α, puede ser tan grande como 0.5 si se es tolerante a un rango de error de 10 %.
Con ésta consideración, la metodología expuesta en la presente tesis es aplicable a más
del 75 % de los materiales reportados en las tablas de Landolt-Börnstein (1979), como fue
mencionado en la sección 4.5.2. No obstante, se espera que la contribución de la solución
extendida a orden O(α2), sea significativa y se puedan incrementar aún más, los casos que
son susceptible de estudio, mediante la metodología propuesta.

El modelo dieléctrico PP1, tiene también como resultado: fórmulas analíticas cerra-
das, simples y fáciles de programas, además de mnemónicas; que se compararon contra
datos numéricos obtenidos mediante un cálculo basado en el MEF (sec. 4.5.3). Dichas
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comparaciones sugieren que el rango de validez de los parámetros del modelo propuesto,
para un error porcentual no mayor del 10 % es como sigue: i) tamaño del radio de las fi-
bras con valores entre 0 y π/4 (desde “compuesto” sin inclusión y hasta fibras con tamaño
igual al valor de percolación), ii) el valor de la componente κ22 del tensor de permitividad
de la fibra puede tener un valor entre el 66 y el 150 % del valor de la misma componente
del tensor de permitividad de la matriz y iii) el valor de la componente κ11 del tensor de
permitividad de cada material, puede ser: desde la mitad, hasta una y media veces el valor
de la componente κ22 del respectivo tensor (ver sec. 4.5.3). Dichos rangos, cubren nueva-
mente la mayoría de los casos de combinaciones de materiales reportados en la tablas
antes mencionadas.

Redefiniendo adecuadamente los parámetros de perturbación del modelo dieléctrico
PP1, es posible demostrar que el caso OP3 no es más que un caso particular del caso PP1,
incluso, OP2 también lo es, por lo que se concluye que el caso PP1 es la generalización de
todos los demás casos. Este caso, aporta entonces, las fórmulas más generales del estudio
de las posibles orientaciones materiales de los constituyentes del compuesto. Las fórmu-
las analíticas encontradas para los coeficientes efectivos, abarca los casos límite clásicos:
inclusión super conductora e inclusión aislante. Permiten distinguir clara y fácilmente las
contribuciones de la geometría del compuesto, del radio de las fibras y de las propieda-
des de los materiales constituyentes, todos ellos son válidos para un arreglo rectangular
de fibras infinitamente largas. Sin embargo, es posible generalizarlas a cualquier tipo de
arreglo, pues las sumas de retícula son fácilmente expresables en términos de las sumas
S4 y S6, en el caso de las sumas armónicas usadas en el potencial complejo del caso PP3,
y en términos de Tk , con k ∈ {4, 6, 8, . . .}, en el caso de las sumas biarmónicas, usadas en el
potencial complejo de los dos casos restantes.

El modelo piezoeléctrico da como resultado, también, fórmulas analíticas cerradas,
simples, mnemónicas y fácilmente programables, para un material reforzado de fibras
cilíndricas, infinitamente largas, distribuidas en un arreglo cuadrado, fibras y matriz per-
tenecientes al grupo cristalográfico hexagonal clase 622. Nuevamente, las propiedades,
dependen únicamente del tipo de arreglo que se tiene, del radio de las fibras, el cual no
puede ser mayor a 1

2 , y de las propiedades de los materiales constituyentes. Presentan
una estructura tal que pueden identificarse fácilmente las contribuciones de éstas en la
fórmula. Gracias a esta forma simple y organizada, se pueden verificar casos límite, pues
al anular los coeficientes piezoeléctricos se desacopla el sistema de ecuaciones diferen-
ciales y algebraicas asociadas a cada problema local, y se puede analizar por separado los
fenómenos elástico y dieléctrico de cualquier material transversalmente isótropo.

El modelo piezoeléctrico PP3, estudió un material con propiedades piezoeléctricas en
el grupo hexagonal clases 622, reforzado de fibras cilíndricas, con propiedades también
piezoeléctricas en el mismo grupo y clase, distribuidas periódicamente en un arreglo cua-
drado. Permite identificar que el efecto piezoeléctrico de esta clase de materiales es, sin
duda, considerable, ya que la magnitud del coeficiente piezoeléctrico de deformación al-
canza valores significativos a nivel biológico (ver sec. 5.2.1). Lo anterior, aunado a los ex-
perimentos recientemente realizados por Ferreira et al. (2007) y Noris-Suárez et al. (2007),
donde se comprobó que sólo el efecto piezoeléctrico de la colágena es suficiente para pre-
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sentar adhesión de hidroxiapatita a la misma colágena, y con ello inducir la osteogénesis.
El resultado analítico presente, predice esa clase de comportamiento de una forma mu-
cho más económica y sencilla, pues involucra únicamente el cálculo de los coeficientes
efectivos usando una PC estándar, además de servir como un instrumento verificador, en
el caso de cálculos y experimentos numéricos y de laboratorio.

El modelo piezoeléctrico AP3, al igual que el modelo PP3, estudia un material con
propiedades piezoeléctricas en el grupo hexagonal clases 622 y 6mm; reforzado de fibras
cilíndricas, con propiedades piezoeléctricas en el mismo grupo y clases. Se realizó un ex-
perimento numérico en el que se considera un compuesto hecho de un solo material,
pero en el que las fibras son distribuidas periódicamente en un arreglo cuadrado, con
la polarización de las fibras en dirección opuesta a la dirección de la polarización de la
matriz. Los resultados obtenidos son particularmente interesantes, ya que muestra que
las propiedades elásticas cortantes de cada compuesto, se ven incrementadas hasta en
un 20 % es decir, se endurece. La permitividad también se ve incrementada en la mis-
ma proporción. El efecto piezoeléctrico puede ser potenciado o anulado, en esta clase de
biomateriales, dependiendo de la fracción volumétrica de la fibra. Este efecto puede estar
presente en otras combinaciones de biomateriales y en geometrías paralelográmicas, por
ejemplo, en hueso; por lo que este resultado puede encontrar aplicaciones en uso médico
como andamios, implantes o incluso dispositivos electromagnéticos que promuevan la
osteogénesis.

Todos los resultados fueron obtenidos suponiendo que las fibras tienen área trans-
versal circular, sin embargo, es posible generalizar a una fibra con cualquier forma en su
área transversal, siempre y cuando ésta sea lo suficientemente suave como para aplicar el
Teorema de Green. Además, todos los resultados obtenidos, pueden ser fácilmente gene-
ralizados a un arreglo paralelográmico, en la distribución de las fibras; pues, al igual que
en el caso dieléctrico, todas las sumas de retícula se pueden expresar en términos única-
mente de S4 y S6. Todos los resultados pueden ser usados como un método de control
para modelos numéricos o incluso experimentos de estructuras o situaciones más com-
plejas.

El estudio de materiales reforzados de fibras es muy importante, dado que se puede
aplicar ampliamente al desarrollo de sensores y actuadores así como de transductores.
Sin embargo, son pocos los casos de estudio de una configuración tal que los ejes ma-
teriales difieran del eje geométrico del arreglo. En especial el resultado obtenido en el
modelo piezoeléctrico AP3, es importante ya que demuestra que esta clase de arreglos
puede incrementar, dar cabida o anular el efecto piezoeléctrico a materiales compuestos,
con todas las posibles aplicaciones que esto implica.

El cambio de dirección en la polarización del material en el modelo AP3, merece ser
estudiado a nivel biológico ya que se especula si un cambio de dirección en el campo
eléctrico, inhiba, en lugar de estimular, la actividad osteoblástica o la de los osteoclastos,
implicando con ello una nueva área de estudio para encontrar un método de control, o de
cura, de la osteoporosis. A la fecha se desconoce, en gran proporción, la acción del campo
eléctrico sobre las otras dos clases de células presentes en el hueso compacto.

El trabajo reportado, en la presente tesis, abre nuevas posibilidades de estudio en el
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área biomédica, pues el estudio de un material piezoeléctrico, con la polarización de las
fibras en dirección ortogonal a aquella de la matriz, proporcionará información suficien-
te para la construcción y pruebas de control, de compuestos susceptibles a ser utilizados
como material para implantes, en la ingeniería de tejidos. Las ecuaciones que gobier-
nan el fenómeno permiten aumentar la fidelidad en el modelo de la interacción de las
osteonas. Puede ser considerado un material reforzado de fibras multicapa, incluso, con
diferentes direcciones en la polarización de cada capa. No obstante, un trabajo a futuro
más inmediato es el plantear el análisis de un material con fibras tricapa en donde la ca-
pa media tenga las mismas propiedades elásticas que los osteoblastos. Aún se desconoce
si el hecho de que una capa no presente efecto piezoeléctrico inhiba el comportamiento
del material; debido a que se ha comprobado que la simple acción mecánica, realizada
mediante fisioterapias en pacientes que sufrieron fracturas de huesos, es suficiente para
disminuir el tiempo de recuperación, por lo que aún en el caso de inhibir el efecto pie-
zoeléctrico se podrá aportar datos y hechos esclarecedores. Considerar a la uno de los
constituyentes del compuesto como un material piro-piezoeléctrico, abre la posibilidad a
obtener resultados encaminados a la construcción de nuevos dispositivos que permitan
la regeneración del hueso en enfermedades degenerativas o en traumas.

Si bien la metodología desarrollada en el presente estudio fue basada en la distribu-
ción de las fibrillas de colágena de la osteona según Ascenzi y Bonucci (1967), ver figu-
ra 3.1; es factible suponer que puede ser aplicada, sin mayor modificación, a el modelo de
distribución de fibrillas de Girauld-Guille (1988), figura 3.2. Lo anterior, debido a que en
las dos clases de osteonas de Girauld-Guille, las laminillas adyacentes presentan ángulos
similares a los considerados en los modelos PP1 y OP2.

Los resultados de éste estudio, abren una nueva posibilidad para la construcción, y
sobre todo la simulación y control, de materiales que respondan mecánica y biológica-
mente como hueso, para ser utilizados como implantes. No obstante, si se pretende crear
un material compuesto para utilizarlo como andamio de hueso, y de esta forma reem-
plazar o mejorar los materiales actualmente usados para implantes, se debe comprender
mejor la interacción entre las partes involucradas en el proceso de la osteogénesis (ac-
ciones mecánicas, reacciones químicas, estímulos celulares, etc.). Razón por la que las
líneas de continuidad del presente trabajo son muy bastas y ricas en bifurcaciones que,
potencialmente, pueden conducir al diseño y construcción de dispositivos que aumenten
la calidad de vida de las personas que han sufrido traumas óseos severos.
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