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Capitulo 1

Resumen

Un material compuesto es aquel que estd formado por dos o mds materiales, distin-
guibles fisicamente y separables mecdnicamente. Presentan varias fases quimicamente
distintas, completamente insolubles entre si y separadas por una interfase. Combinados,
exhiben propiedades que no se tendrian por separado, por ejemplo, una inclusién duray
pesada en una matriz blanda y ligera, refuerza a esta tltima y el compuesto, en general,
es ligero. Nacen de la necesidad humana de tener un nuevo material, el compuesto, que
combine caracteristicas deseadas. Por ejemplo: el concreto reforzado de varillas surgi6 de
la necesidad de construir edificaciones fuertes y méas baratas. El concreto es barato y rela-
tivamente liviano, pero se rompe facilmente bajo tensién. En contraste, el acero es fuerte
bajo tensiones pero caro y pesado. La combinacién de concreto y varillas de metal da un
compuesto, que es barato, relativamente ligero y resistente a tensiones. Los materiales
compuestos han revolucionado la forma de vivir del humano al proporcionarle nuevos
objetos como satisfactores de vida, por ejemplo aparatos electrénicos, o mejorar la forma
de hacer aquellos que han acompanado al hombre desde el inicio de la civilizacién.

En la naturaleza, dificilmente se puede encontrar un objeto constituido tinicamen-
te por un material, y el hueso no es la excepcién. Es un tejido calcificado con multiples
microestructuras a diferentes escalas, las cuales van desde los nanémetros hasta los cen-
timetros. Posee una resistencia a la tension similar a la del hierro, pero es tres veces mas
ligero y diez veces mds flexible. Sirve como sostén del cuerpo y como proteccién de los
principales 6rganos, alberga la médula 6sea hematopoyética ademds de ser un reservorio
de calcio.

Las principales lesiones del hueso son producidas por enfermedades degenerativas o
por traumas, siendo esta tltima la causa del 90 % de las fracturas en el esqueleto apendi-
cular, que en su mayoria estd formada por hueso compacto.

Recientemente se descubri6 que los osteoblastos, células responsables de la regene-
racion de hueso, se ven estimulados por corrientes eléctricas generadas en el hueso, cuyo
origen estd alin bajo consideracion de la comunidad cientifica mundial. Al respecto, dos
teorias son las méds consideradas en la literatura. La primera, se refiere a los potenciales de
corriente que se generan en el hueso compacto, cuando los fluidos que contienen iones
se desplazan al sufrir éste una deformacién. La segunda se refiere al efecto piezoeléctrico,
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presente en el hueso: concretamente en la coldgena, principal componente organica del
hueso compacto. Es este tltimo fenémeno, el que se considera como motivacién en el
estudio realizado para la elaboracién de esta tesis.

El hueso compacto se localiza principalmente en la diafisis del esqueleto apendicular.
Tiene como estructura principal a la osteona, o sistema de Havers, la cual esta constituida
por un canal de 50 um de didmetro, alrededor del cual se agrupan tipicamente de 4 a
20 laminillas concéntricas de aproximadamente 3 um de grosor, formadas por fibras de
coldgena tipo I de entre 2 y 3 um de grosor y placas finas o estructuras similares a hojas
con tamanos de hasta 150 nm de longitud por 80 nm de ancho y 5 nm de espesor de
cristales de hidroxiapatita; dichas laminillas tienen lagunas que contienen células dseas,
ya sean osteocitos u osteoblastos.

En este trabajo, se establece un modelo de un material compuesto, en el que se ca-
racterizan sus propiedades fisicas, y se establecen las bases para iniciar el estudio de in-
teraccion de ciertas componentes del hueso compacto, que intervienen en el proceso de
regeneraciéon. Dicho modelo toma en cuenta que el hueso compacto presenta multiples
microestructuras a diferentes escalas, mediante la caracterizacién de un material reforza-
do de fibras cilindricas paralelas entre si distribuidas de manera periddica en un arreglo
cuadrado, orientadas longitudinalmente con respecto al eje de simetria geométrico del
compuesto. Las fibras se consideran suficientemente pequefias como para que pueda ser
aplicada la técnica matemadtica conocida como Método de Homogeneizacion Asintética
(MHA). Se consideran materiales pertenecientes al grupo cristalogrédfico hexagonal cla-
se 622 y hexagonal clase 6mm debido a que la principal componente organica del hue-
so, coldgena tipo I, pertenece al primero y el titanato de bario, material piezoeléctrico
biocompatible frecuentemente utilizado como implante, al segundo. La hidroxiapatita,
pertenece al sistema hexagonal. Por lo tanto, cada material constituyente tiene un eje de
simetria en sus propiedades fisicas, que es determinado por las simetrias caracteristicas
del grupo cristalogréafico hexagonal. A dicho eje, se le llamar4 eje material.

En un sistema de Havers, el patrén de alineamiento de las fibras de coldgena que for-
man cada laminilla le confiere una orientacién diferente en cada una, de hecho siguen
una direccién helicoidal tal que en laminillas contiguas los ejes materiales son casi orto-
gonales. Usando luz polarizada Ascenzi y Bonucci encontraron tres tipos de orientaciones
relativas entre las fibras de laminillas contiguas, orientacién longitudinal, transversal y al-
ternante. En el presente trabajo se analiza, como primer caso de estudio, aquel en el que
el acoplamiento piezoeléctrico no esta presente, es decir: se analiza primero el caso die-
léctrico. Posteriormente se continua con el estudio de un material compuesto, en donde
el acoplamiento piezoeléctrico si estd presente.

El estudio se divide en dos etapas, en la primera se caracteriza un material reforzado
de fibra cilindricas circulares distribuidas en un arreglo periédico cuadrado, consideran-
dolo inicamente como un material dieléctrico, en este andlisis se presentan cuatro tipos
distintos de posibles orientaciones del eje material de los materiales constituyentes con
respecto ala direccidn de las fibras: Primera, los ejes materiales de las fibras y matriz estdn
orientados en la misma direccidn que el eje geométrico de las fibras. Este es el caso clasico
de estudio y puede encontrarse en cualquier libro del tema, sin embargo, se presenta aqui



como una referencia para el trabajo que se realiza. Segunda, el eje material de la matriz
estd orientado en direccién ortogonal al eje geométrico de las fibras y el eje material de
las fibras en direccion del eje geométrico de las fibras. Tercera, el eje material de las fibras
y matriz son ortogonales al eje geométrico de las fibras y paralelos entre si. Cuarta, los
ejes materiales de la matriz y las fibras son ortogonales entre si y perpendiculares al eje
geométrico de las fibras.

En cada caso, se caracteriza al material compuesto encontrando férmulas analiticas
cerradas y simples de sus propiedades materiales efectivas, tipicas de la metodologia, me-
diante la solucién a problemas locales en la celda peri6dica comprendida por una fibra
y la matriz que la rodea. Estos problemas locales, en el primer caso, son ecuaciones de
Laplace con condiciones de salto en la interfase y de doble periodicidad, resueltos me-
diante la teoria del potencial complejo. En los otros casos, se trata de ecuaciones diferen-
ciales parciales elipticas, con condiciones de salto en la interfase y de doble periodicidad
en el compuesto, que son resueltas usando teoria asint6tica. Ademas de las funciones de
Weierstrass, se usa la funcién de Natanzon y sus derivadas. Esta tltima, aparece de forma
natural al solucionar la ecuacién biarménica, involucrada en los problemas locales de los
casos dos al cuatro.

En la segunda etapa, se hace un andlisis del mismo material reforzado de fibras, con-
siderdndolo como un material cuyos constituyentes son piezoeléctricos y pertenecen al
grupo cristalografico hexagonal simetria 622. Este estudio se divide en dos partes. En la
primera, se supone que tanto las fibras, como la matriz, tienen sus ejes materiales pa-
ralelos al eje geométrico de las fibras. Se caracteriza al compuesto al obtener férmulas
analiticas cerradas y simples de sus propiedades efectivas. Para llegar a dichas férmu-
las, es necesario solucionar varios problemas locales, con ecuaciones de Laplace comple-
mentadas con condiciones de continuidad de los potenciales, de salto en la traccién y
desplazamiento eléctrico en la interfase y de doble periodicidad en el compuesto. Nueva-
mente, son resueltas mediante la teoria de potencial complejo y el uso de las funciones de
Weierstrass. En la segunda parte, se hace un estudio del caso en el que los ejes materiales
de las fibras y la matriz son antiparalelos, para un material reforzado de fibras tanto con
simetria 622 como con simetria 6mm.

Las férmulas analiticas obtenidas, muestran una dependencia explicita en la fraccién
volumétrica de la fibra, la periodicidad del arreglo a través de las sumas de reticula y las
propiedades fisicas de los constituyentes. El método de andlisis propuesto es susceptible
de generalizacién a cualquier tipo de arreglo paralelogramico. Las férmulas obtenidas
son muy simples, ademads de ser facilmente programables pues se requiere resolver un
sistema de ecuaciones algebraicas infinito regular. Se ha demostrado con anterioridad
que dicho sistema, puede ser truncado a un orden finito muy pequefio para tener una
buena aproximacién a la solucién. Los casos extremos para las inclusiones (vacio o rigido)
se pueden analizar facilmente de las férmulas obtenidas.

En cada caso analizado los resultados son asintéticos y, por tanto, son validos s6lo pa-
ra cierto rango de los pardmetros involucrados. Con la finalidad de determinar un rango
de validez, se realizan calculos numéricos basados en el Método de Elemento Finito. Estos
célculos se comparan con las predicciones que dan las férmulas obtenidas; estableciendo
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asi, de manera empirica, un rango de confianza que permitira el uso de estas férmulas,
para validar estudios posteriores en casos limite de materiales compuestos.

En esta parte de la investigacidn, se observa que hay un reforzamiento en las pro-
piedades eldsticas y dieléctricas del compuesto, cuando éste estd formado por el mismo
material, pero con un reforzamiento de fibras en la direccién material opuesta. El coefi-
ciente piezoeléctrico d;4 del compuesto, depende fuertemente de la fraccién volumétrica
de las fibras, cuando la fraccién volumétrica es menor a 0.5, dy4 es positivo; cuando la
fraccién volumétrica es 0.5, dy4 es igual a cero; finalmente cuando la fraccién volumétri-
ca se encuentra entre 0.5 y el valor de percolacién (r/4), dy4 es negativo.



Capitulo 2

Introduccion

2.1. Antecedentes

Frecuentemente se escuchan referencias a materiales como: adobe, triplay, concre-
to, acero, fibra de vidrio, kevlar, etc. Todos ellos, tienen una caracteristica en comun: son
materiales compuestos. Badsicamente, los materiales compuestos son materiales que pre-
sentan inhomogeneidades a diferentes escalas, las cuales deben ser mucho més grandes
que la escala atébmica (permitiendo de esta forma el uso de ecuaciones de la fisica clasica
para su descripcién); pero que son esencialmente homogéneos a escalas macroscépicas,
o al menos en alguna escala intermedia. Estdn formados por dos o méis componentes
distinguibles fisicamente y separables mecdnicamente. Presentan dos o més fases quimi-
camente distintas, completamente insolubles entre si y separadas por una interfase. Son
importantes para el ser humano porque sus propiedades mecénicas, generalmente, son
superiores a las de los compuestos originales o simplemente porque conservan ciertas
propiedades deseables, de materiales cuya produccién resulta demasiada cara. Por ejem-
plo, el concreto es barato y relativamente liviano pero se rompe facilmente bajo tension;
en contraste, el acero es fuerte bajo tensiones pero caro y pesado, al poner concreto al-
rededor de barras de metal se obtiene un compuesto, concreto reforzado; que es barato,
relativamente ligero y resistente a tensiones. Los materiales compuestos dan solucién a
necesidades, como la de obtener materiales que combinen las propiedades de los cerdmi-
cos, los plésticos y los metales, necesidades comunes en el desarrollo de tecnologia. En la
industria del transporte son necesarios materiales ligeros, rigidos; resistentes a impactos,
ala corrosion y el desgaste; propiedades que rara vez se dan juntas.

No obstante la gran variedad de materiales compuestos, todos presentan una estruc-
tura comun: un agente reforzante, cuya disposicién geométrica es fundamental para las
propiedades fisicas del compuesto; y una matriz, que transmite los esfuerzos al agente
reforzante, ademads de proteger y dar cohesion al material.

Existen tres clasificaciones de materiales compuestos, de acuerdo a la forma en la que
se distribuye el agente reforzante:

Reforzados con particulas. Particulas de un material duro y generalmente fragil, se en-
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(a) Por particulas. El cobre re-
forzado de particulas cerdmicas
puede resistir temperaturas has-
ta de 800 grados Celsius, sin que
se pierda la resistencia del co-
bre en forma notable. Tomado de:
www.explora.cl

(b) Por fibras. Pedal de bicicle-
ta de alto rendimiento hecha
con un material reforzado de
fibras de carbono, su peso es
de 180 gr por par. Tomado de:
wwuw.ekonobike.com

(c) Estructurales. Tablero es-
tructural constituido por varias
capas de hojas finas de ma-
dera colocadas perpendicular-
mente una hoja conrespecto ala
otra, adheridas con resinas. To-
mado de www.dimesa.com

Figura 2.1: Ejemplos de materiales compuestos reforzados

cuentran dispersas de manera discreta y aleatoria (algunas veces uniformemente),
y rodeadas por una matriz més blanda y ddactil (figura2.1(a)) y viceversa en un sen-

tido amplio.

Reforzados con fibras. Fibras duras, habitualmente: fibra de vidrio, cuarzo, kevlar o fibra
de carbono, etc., son empotradas en una matriz mds blanda (frecuentemente suele
ser una resina como epoxi o poliéster). Este tipo de material es usado, generalmen-
te, para construir objetos que soportan grandes cargas, por ejemplo las columnas

de un edificio (figura[2.1(b)).

Estructurales. Estdn formados por un panel tipo sdndwich y un ntcleo en forma de pa-
nal de abeja. Los materiales compuestos estructurales estdn formados, tanto por
compuestos, como por materiales sencillos y sus propiedades dependen funda-
mentalmente de la geometria y de su disefio. Estos materiales son frecuentemen-
te utilizados en la construccioén, en la industria aerondutica y en la fabricacién de
condensadores eléctricos multicapas, ya que tienen como caracteristica principal
la reduccién de peso y aumento de la resistencia ante impactos (figura|2.1(c)).

Los materiales compuestos son objeto de estudio de la comunidad cientifica desde hace
mucho tiempo. Por ejemplo, Poissorﬂ construy6 una teorfa de magnetismo inducido; en

Ipoisson, SD, 1826. Mémoire sur la théorie du magnétisme. Mémories de I’Académie royale des Sciences de

I'Institut de France. 5, 247-338.
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la que supone que el cuerpo estéd constituido por esferas conductoras dentro de un mate-
rial no conductor. Faradayﬁ propuso un modelo de materiales dieléctricos que consisten
en pequenos cuerpos esféricos separados por un material aislante. Rayleigh (Rayleigh,
1892) encontré, mediante una ecuacién diferencial parcial, un sistema de ecuaciones al-
gebraicas lineales que caracteriza las propiedades efectivas de conductividad de un com-
puesto de fibras cilindricas en una matriz en un arreglo cuadrado.

(a) Granito. Es una roca magmatica intrusi- (b) Roca monominerdlica. Las rocas mo-
va, dura y resistente por lo que se usa fre- nominerdlicas como el yeso, estdn for-
cuentemente en la industria de la construc- madas por un sélo material Tomado de:
cioén. Tomado de: www.montes.upm.es www.uam.es

Figura 2.2: Las rocas también son materiales compuestos

Un fenémeno, muy ttil en la actualidad, presente en muchos materiales compuestos
como en los cristales de Zirconato Titanato de Plomo (PZT por la abreviacién, en inglés,
de su férmula quimica), es la piezoelectricidad. Esta propiedad fue descubierta obser-
vando ciertos cristales naturales, como el cuarzo. Consiste en la capacidad que tienen
algunos materiales de generar un potencial eléctrico, como resultado de una fuerza apli-
cada (efecto directo), y viceversa: el cristal en cuestion se deforma cuando se le aplica un
campo eléctrico (efecto inverso). El efecto directo fue descubierto en 1880 por los her-
manos Curie: usando tourmalineﬂ cuarzo, topacio, aztcar de cafia y Sal de Rochelle. El
efecto inverso fue deducido, matemdaticamente, un aflo mas tarde por Gabriel Lippmanrﬂ
a partir de principios fundamentales de termodindmica. En el libro de Woldemar Voigt:
Lehrbuch der Kristallphysik, publicado por primera vez en 1910, se describen, por prime-
ra vez, veinte clases de cristales piezoeléctricos y se proporciona una definicién rigurosa
de las contantes piezoeléctricas usando analisis tensoriaﬂ

En la actualidad la piezoelectricidad tiene un sinfin de aplicaciones: producciény de-
teccion de sonido, generacién de frecuencias electrénicas, microbalances y enfocado ul-

2Faraday, M. 1839. Experimental Researches in Electricity. London: Richard and John Edward Taylor. pars.
1669, 1670.

3piedra preciosa perteneciente al grupo de los silicatos, compuesta principalmente por aluminio, hierro,
magnesio, sodio, litio o potasio, exhibe propiedades piezo y piroeléctricas.

4Lippman G. Principe de la conservation de I'électricité. Annales de chimie et de physique 24, 145. 1881

5En esta obra se usa por primera vez la palabra tensor, con el significado actual, y se demuestra que una
condicién necesaria para que un material sea piezoeléctrico es que no sea centro-simétrico.
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trafino de dispositivos dpticos, microscopia, sonda de barrido, sistemas de ignicion de
encendedores, limpieza megasénica y recientemente se ha popularizado en la fabrica-
cién de controles remotos y ayudantes de estacionamiento instalados en las defensas de
los automa@viles, asi como en dispositivos que cambian el &ngulo de los faros al entrar en
una curva.

Si bien es posible encontrar materiales compuestos hechos por el hombre en précti-
camente todo lugar; también lo es, poniendo un poco de atencién, encontrar materiales
compuestos naturales. Las rocas (figura[2.2), en general, estdn compuestas por una mul-
titud de minerales, como el granito (figura[2.2(a)): compuesto principalmente de cuarzo,
mica y feldespato; no obstante, las hay compuestas por un s6lo mineral, como el yeso o
la piedra caliza (figura[2.2(b)). Incluso las rocas porosas pueden ser consideradas como
materiales compuestos, pues contienen fluidos (algunas veces de valor econémico, como
el petréleo) en sus poros. La madera: son fibras de celulosa en una matriz de lignina. El
ndcar, es un compuesto laminado que consiste de una matriz orgdnica en un agregado
cerdmico. Las hojas de las plantas (figura[2.3(a)) son estructuras laminares complejas en
donde cada una de las capas que las forman tienen una funcién muy bien definida, in-
cluso las hojas aciculares (figura[2.3(b)); por ejemplo abrir o cerrar poros para efectuar la
transpiracion. Las plumas (figurg2.3(c))contienen varios materiales, predominantemen-
te queratina, en una configuracién muy particular, mas compleja que aquella del pelo
o las escamas. La telarana (figura[2.3(d)) es un gel cubierto de una estructura de protei-
nas alineadas de manera muy particular, presenta propiedades fisicas superiores a las de
cualquier material fabricado por el hombre. Se estira sin romperse 31 %, mientras que el
nylon, sélo el 16 %. En comparacién con el acero, es mads resistente por unidad de drea 'y
mas fuerte en relacién a su peso. Ademas es resistente al ataque de hongos y bacterias.

En el cuerpo humano: los musculos, los dientes y los huesos (ﬁgura, son ejem-
plos de materiales compuestos; ademads, dadas las caracteristicas de los materiales cons-
tituyentes, exhiben lo mejor de sus componentes. Por ejemplo, el hueso, constituido por
cristales de hidroxiapatita, fibras de coldgena y otros compuestos organicos en menor
proporcion, si estuviera constituido iinicamente por cristales de hidroxiapatita seria que-
bradizo; y de estar formado tinicamente por coldgena, seria tan maleable como una goma.
Sin embargo, tiene una resistencia a la tensién similar a la del hierro; no obstante, es tres
veces mas ligero y diez veces més flexible (Gonzélez-Macias y Serrano-Figueras, 1995 ).

El hueso es un material muy especial en muchos sentidos: presenta muchas formasy
variedades que, dependiendo de las fuerzas a las que es sometido, se alinea de tal forma
que distribuye mejor las cargas. Este fenémeno es conocido como la Ley de Wolf (Cowin,
1986). El hueso se clasifica en poroso y compacto. El poroso se encuentra principalmen-
te en la zona de la cadera. Forma entramados de tabiques, orientados paralelamente a
las lineas de las fuerzas que resiste. El compacto, localizado principalmente en la zona
apendicular, es caracteristico de los huesos largos. Tiene una estructura primaria llamada
osteona o sistema de Havers, que son cilindros longitudinales de 3 milimetros de longi-
tud, alineados paralelamente al eje longitudinal del hueso. El sistema de Havers lo confor-
man de 4 a 20 laminillas concéntricas, alrededor de un canal, llamado Canal de Havers, a
través del cual se transportan fluidos como sangre y contiene nervios o arterias. Cada la-



2.1. ANTECEDENTES

(a) Hoja de haya. (b) Hoja acicular. Hoja
Las hojas cadu- perene en forma de
cas cambian su aguja, caracteristica de
coloracion ante los pinus. Tomado de:
estimulos externos; wwuw.fotonatura.org

como los cambios
de temperatura o
de luminosidad,
hecho que atn no
se comprende del
todo. Tomado de:
wwuw.fotonatura.org

(c) Las plumas son estructuras queratino-
sas fundamentales en el vuelo aviar, pues
forman la superficie sustentadora del ala.
Tomado de: www.farm3.static.flickr.com

(d) Telarafia. La telarafia es el material com-
puesto por excelencia. Posee propiedades sor-
prendentes, que a la fecha no se han podido
igualar, atin con los materiales compuestos mas
avanzados construidos por el hombre. Tomado
de: www.fotonatura.org

(e) La matriz intercelular 6sea estd formada
por: fibrillas de coldgena tipo I, glicoproteinas,
proteinas ricas en 4cido g-carboxiglutdmico y
queratdn-sulfato; fosfato de calcio amorfo y
cristales de hidréxidos de calcio. Tomado de:
http:/lescuela.med.puc.cl

Figura 2.3: Los materiales compuestos en los seres vivos, resultado de millones de afios
de evolucidn, es el non plus ultra del disefio y la construcciéon. Combinan lo mejor de
las propiedades de cada material constituyente para obtener un nuevo material, del cual

depende la supervivencia de cada especie.
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minilla tiene un grosor aproximado de 5 ym. En cada laminilla, se encuentran alineadas,
paralelamente, fibrillas de coldgena que, segtin Ascenzi y Bonucci (1967), clasifica en tres
tipos principales a las osteonas: tipo T, cuando las fibras de una laminilla estan orientadas
transversalmente con respecto al eje longitudinal de la osteona. Tipo L, cuando las fibri-
llas de todas la laminillas son paralelas al eje longitudinal de la osteona. Finalmente las
tipo A, cuando la distribucién de las fibrillas es alternante entre laminillas contiguas; es
decir, una laminilla es longitudinal y las dos adyacentes son transversales. Cada una con
propiedades eldasticas distintas (Martin et al., pp 148 y 152, 1998). Existen sales minerales
inorgédnicas depositadas en la osteona, las cuales le confieren su dureza y rigidez, ademas
de actuar como reservorio de sales minerales, sensible a estimulos endécrinos. Las mas
abundantes son fosfato de calcio amorfo y cristales de hidréxido de calcio y de fosfato
llamados hidroxiapatita (Ca;o(PO4)g(OH),). Los cristales de hidroxiapatita son aplanados
(30x3 nm) y se adosan a lo largo de las fibrillas de coldgena, a intervalos de aproximada-
mente 67 nm.

Otra caracteristica que hace particular al hueso es su biologia. El tejido 6seo esté for-
mado por la matriz 6sea, que es un material intercelular calcificado y por células, que
pueden corresponder a:

fibroblastos. Célula que sintetiza fibras (de coldgena) y mantiene la matriz extracelular
del tejido de muchos animales. Estas células proporcionan una estructura en forma
de entramado (estroma) a muy diversos tejidos y juegan un papel crucial en la cura-
cién de heridas, siendo las células mas comunes del tejido conectivo. (figuraf2.4(a)),

osteoblastos, los cuales estan encargados de sintetizar y secretar la parte inorgénica de
la matriz 6sea (hidroxiapatita) durante su formacién y que se ubican siempre en la
superficie del tejido 6seo ya que éste s6lo puede crecer por aposicion (figuraf2.4(b)),

osteocitos, se cree que son los responsables de la manutencién de la matriz 6sea, se ubi-
can en cavidades o lagunas rodeadas por el material intercelular calcificado. Son cé-
lulas mecano-sensoras que durante el proceso de normal de crecimiento del hueso
quedan atrapadas en las lagunas de la matriz (ﬁgura,

osteoclastos, son células responsables de la reabsorcion del tejido 6seo, que participan
en los procesos de remodelacion de los huesos y pueden encontrarse en depresio-
nes superficiales de la matriz 6sea, llamadas lagunas de Howship (figura[2.4(d)).

Como el hueso s6lo puede crecer por aposicién y los osteocitos no pueden vivir a mas
de 200 ym de un capilar, la osteona adquiere esa forma cilindrica caracteristica. Como
material compuesto, el hueso deshidratado, tiene otra caracteristica importante: la pie-
zoelectricidad. En la década de 1950, dos cirujanos japoneses (Fukada y Yasuda, 1957 )
observaron, en hueso seco, que se presentaba éste fenémeno. Uno de los resultados més
importantes en el estudio de hueso es la clasificacion de éste dentro del grupo cristalogra-
fico hexagonal (clase 6). Desde el descubrimiento de la piezoelectricidad en el hueso, se
ha postulado que la piezoelectricidad podria estimular el crecimiento del hueso, debido
al potencial eléctrico generado por el esfuerzo aplicado (Marino y Becker, 1970). También,



2.1. ANTECEDENTES

NIH/3T3 Mouse Embryo
Fibroblast

(a) Fibroblasto.E! fibroblasto sintetiza co-
ldgena y glucosaminoglucanos de la sus-
tancia amorfa. Migran y proliferan duran-
te la cicatrizacion de heridas. La restitucién
del tejido conectivo se efectiia mediante el
crecimiento de fibroblastos jévenes. Toma-
do de http://es.wikipedia.org

OSTEOCITO

matriz 6sea calcifi cada

(c) Osteocito. Se ha postulando que el
osteocito es la célula mecano-sensora
del tejido 6seo y por tanto modulan
el comportamiento de los osteoblas-
tos y de los osteoclastos. Tomado de:
http:/lescuela.med.puc.cl

11

O0STEOBLASTO

matriz 6sea calcificada

(b) Osteoblasto.Célula sintetizadora del tejido
6seo, su desarrollo se ve influenciado por dis-
tintos factores que estimulan su formacion co-
mo la hormona paratiroidea y la vitamina D.
Tomado de: http:/lescuela.med.puc.cl

Estimulacién: Sincitio con Inhibicion:
nicleos multiples

Calcitonina
“ Estrégenos

Integrina

Integrina

Zona clara Borde rugoso Zona clara

(d) Osteoclasto. Célula encargada de la reabsorcion
6sea, que realiza su funcién quitando el mineral de la
matriz y rompiendo la fibrillas de coldgena. Tomado de:
http:/lescuela.med.puc.cl

Figura 2.4: Las células que regulan el crecimiento y reabsorcién del hueso. A la fecha no
se conoce con precisiéon el mecanismo que regula el crecimiento y reabsorciéon del hue-
so, debido en parte a que estdn involucrados factores mecénicos, quimicos y biolégicos,

dificultando su modelado.
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se ha postulado otra alternativa para explicar la regeneracién del hueso, los llamados po-
tenciales de corriente, que se producen debido al transporte de iones en los fluidos que
circulan en el hueso por efecto electrocinético (Pollack, 2001). Sin embargo, ambas teorias
no explican a completa satisfaccion lo que se observa en investigaciones clinicas. Desde
el descubrimiento de la piezoelectricidad en el hueso, se han hecho numerosos intentos
por comprender la forma en que interactiian las partes constituyentes de hueso, entre
los més notables se puede contar a Marino y Becker (1970) quienes, experimentando con
hueso humano, demostraron que el efecto piezoeléctrico es atribuible inicamente a la
parte orgénica del hueso; es decir, a la coldgena. La teoria de la piezoelectricidad como
promotora de la osteogénesis se ve reforzada en resultados de estudios como los realiza-
dos por Wiesmann et al. (2001), quienes encontraron que, aplicando estimulacion eléc-
trica a osteoblastos obtenidos a partir del metacarpo de un bovino, hay un aumento en la
formacién mineral, por lo que concluyen que los osteoblastos son sensibles a estimulos
eléctricos. Bajo esta teoria, se ha desarrollado tecnologia para tratar de imitar esta clase
de estimulacién; por ejemplo: Tanaka (1999) desarroll6 un mecanismo estimulador usan-
do un actuador piezoeléctrico para proporcionar a células cultivadas de hueso esfuerzos
mecénicos con magnitudes “maés fisioldgicas”.

A la fecha, se han realizado numerosos esfuerzos por medir las propiedades piezo-
eléctricas del hueso (Aschero et al. 1999; Gées et al. 1999), incluso modelos numéricos y
tedricos referentes a la remodelacién de hueso (Baiotto y Zidi, 2004 a, b ). Por ejemplo,
Yang et al. (1999) aplicaron un método de andlisis de datos para un conjunto de medi-
das de constantes eldsticas de hueso y madera que permite, de una forma mds efectiva, la
determinacion de las simetrias elésticas de esta clase de materiales, pues presentan una
microestructura demasiado compleja. Searby et al. (2001) lograron medir las propiedades
eldsticas de un osteoblasto mediante un experimento aplicando hipergravedad.

En esta vertiente de la investigacién, nuevos aparatos y dispositivos se han disefiado
para estimular la osteogénesis (Charras et al., 2001), por ejemplo la compafiia holandesa
IMD (http://www.imd-eur.com, 2004) reporta que sus aparatos, que usan corriente di-
recta y pulsos electromagnéticos, soldan huesos que no lo hacian durante el enyesado
normal. Nuevos materiales se han utilizado como andamios en la ingenieria de tejidos.
Entre los mds exitosos se encuentran los biovidrios (Blacker et al., 2005; Du et al., 2002 ) ,
sin dejar de lado la construccién de biocompuestos con las dos principales componentes
del hueso, hidroxiapatita y coldgena (Mythili et al., 2000; Ignjatovic¢ et al., 1999, 2001; Itoh
et al., 2002). Este tipo de materiales debe ser de tal forma que permita la adhesién de los
osteoblastos al compuesto, y que, de esta forma puedan reproducirse.

Telega (1991) trata el problema de encontrar propiedades efectivas de cuerpos piezo-
eléctricos heterogéneos, usando homogeneizacion no uniforme, recalca el hecho de que
se puede usar este modelo para tratar la no uniformidad del hueso compacto; sin embar-
go, hace referencia a autores que aseguran la regularidad interna del hueso. Miara et al.
(2005), tomando como suposicién base las propiedades piezoeléctricas del hueso y usan-
do el método de homogeneizacion propone un nuevo biomaterial hecho de una matriz
piezoeléctrica, biocompatible y porosa rellena de osteoblastos, como un nuevo biomate-
rial que ayude en la regeneracién de hueso. Jianqing et al. (1997) encontraron que usar
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implantes de un compuesto de hidroxiapatita con titanato de bario, es mads eficiente para
promover la osteogénesis (el titanato de bario es piezoeléctrico mientras que la hidro-
xiapatita no) que usar implantes de hidroxiapatita solamente, ambos materiales son bio-
compatibles, segtin sus palabras: "Los resultados confirman que los potenciales generados
por esfuerzos promueven la osteogénesis...". Sus resultados muestran, ademés de un au-
mento en la osteogénesis, una dependencia en la direccion de polarizacién del material
piezoeléctrico.

Kar-Gupta y Venkatesh (2005) contribuyen en el estudio y caracterizacién del com-
portamiento electromecénico, de forma numérica, de un piezocompuesto 1-3; al variar
la direccién de la polarizacién en el material usado para la matriz. Comparan sus célcu-
los con resultados de otros modelos, en especial con MHA, y los encuentran eficientes. En
trabajos posteriores continua con esa linea y proponen un modelo para la caracterizaciéon
analitica de esta clase de materiales (2006 y 2007). Dos de los casos de estudio que pro-
ponen pueden analizarse analiticamente de forma inmediata, usando los resultados ob-
tenidos por ejemplo en: Bravo-Castillero et al. (2001), Sabina et al. (2001) 6 Lépez-Lopez
et al. (2005)

En Lépez-Lépez et al. (2005) se estudié un compuesto bifasico reforzado de fibras ci-
lindricas circulares en un estado de deformacién antiplana acoplada con potencial eléc-
trico. Las propiedades electroeldsticas de las fibras se suponen pertenecientes a la clase
cristalografica 622: la misma que la coldgena. Se encuentran férmulas analiticas cerradas
para los coeficientes efectivos usando el MHA y sus problemas locales asociados, los cua-
les se resuelven usando la teoria de potencial de variable compleja. En México se lleva a
cabo una importante investigacién en materiales para implantes. Por ejemplo, se ha des-
cubierto una nueva técnica de esterilizacion, mediante la cual es posible utilizar hueso de
bovinos como implantes en humanos (Pifia et al., 2006). El hecho de que se trate de un
material biocompatible e inerte permite, una vez implantado, que las células encargadas
de la regeneracion, los osteoblastos, colonicen el material, al tiempo que los osteoclas-
tos se encargan de su degradacién; por lo que éste material desaparece del cuerpo del
paciente pero permanece el tiempo necesario como para permitir la regeneracién. Tam-
bién se lleva a cabo investigacion en materia de cementos seos (Quinto y Pifia, 2003)
que son usados en el anclaje de prétesis. La empresa mexicana BIOGRAFT, realiza desde
2007, novedosos procesos biotecnolégicos de esterilizacién y preservacion, para procesar
tejido musculo-esquelético humano para obtener implantes estériles de hueso y tendén,
los cuales pueden utilizarse en el tratamiento de diversas lesiones dseas o rupturas de
ligamentos.

2.2. Planteamiento del problema

Las lesiones més comunes que requieren reconstrucciéon de huesos, se localizan prin-
cipalmente en las zonas craneo-facial y del esqueleto apendicular (brazos y piernas). Es-
tos problemas, en la actualidad, reciben tratamientos diversos. Los mds populares son: la
reconstruccion por medio de implantes de hueso o mediante materiales sintéticos. Am-
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bas alternativas tienen grandes ventajas; no obstante, numerosas desventajas (Pollack,
2001); entre las que destacan el hecho de ir acompafiados de multiples cirugias suma-
mente dolorosas. En afios recientes, ha surgido una tercera alternativa: la ingenieria de
tejidos. Esta se basa en la premisa de que es posible combinar células apropiadas, con un
material que sirva de andamio, de manera que el combinado sea capaz de conducir a la
formacién de tejidos. Hay progresos recientes en la ingenieria de tejido cardiaco (Leor y
Cohen, 2004) y de hueso (Hollister et al., 2001; Cowin, 2001).

Recientemente Noris-Suérez et al., (2007 a, b) y su grupo de trabajo (Ferreira et al.,
2007) descubrieron que la coldgena por si sola es capaz de promover la osteogénesis: rea-
lizaron una simulacién biomimética de una deformacion elastica de hueso cortical y en-
contraron que los dipolos piezoeléctricos producidos por la deformacién de la coldgena
produce la adhesién de hidroxiapatita; incluso sin la presencia de osteoblastos.

Por lo anterior, es facil darse cuenta que la ingenieria de tejidos, tiene como funda-
mento: la aplicacion de los materiales compuestos. En virtud de ello: es de suma impor-
tancia, para todo investigador en dicha érea, conocer las propiedades efectivas de los ma-
teriales que pretende utilizar. Razén por demds importante para estudiar alternativas de
materiales compuestos que sirvan como implantes de hueso.

2.2.1. Objetivos
Objetivo general

Aplicar el método de homogeneizacién asintética a un material compuesto 1-3, pe-
riddico y con variaciones rdpidas en sus propiedades fisicas para obtener férmulas anali-
ticas de sus coeficientes efectivos.

Objetivos especificos

= Estudiar el problema de la caracterizacién de las propiedades efectivas de un mate-
rial compuesto cuyos constituyentes son materiales dieléctricos transversalmente
isotropos.

= Analizar el problema mencionado arriba cuando: al menos un eje de simetria ma-
terial, de los materiales constituyentes, sea perpendicular al eje de simetria geomé-
trico del compuesto.

= Realizar cdlculos numéricos de las férmulas analiticas obtenidas en el modelo die-
léctrico para los coeficientes efectivos, como funcién de la anisotropia del com-
puesto modelado.

= Validar los resultados analiticos al compararlos con célculos numéricos basados en
el método del elemento finito.

= Estudiar un modelo de un andamio piezoeléctrico, hecho con materiales utilizados
en implantes (coldgena y titanato de bario), con fibras cilindricas distribuidas pe-
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ri6dicamente en un arreglo cuadrado, por medio del método de homogeneizacién
asintotica.

= Realizar simulaciones numéricas del comportamiento de los coeficientes efectivos
obtenidos en el modelo piezoeléctrico.

2.2.2. Alcancesy limitaciones

Con base en todo lo anterior, en el presente trabajo de investigacion, se pretende de-
ducir férmulas analiticas que permitan conocer, con cualquier grado de aproximacion,
las propiedades efectivas de un material que pueda utilizarse como posible material para
fabricar implantes de hueso compacto. Limitdndose tinicamente a la parte correspon-
diente al andamio. Se propone un modelo de la interaccién de los sistemas de Havers,
mediante la idealizacién de un material bifasico reforzado de fibras. Matriz y fibras infi-
nitamente largos. Dicho modelo, toma en consideracidon que el hueso compacto presenta
multiples microestructuras a diferentes escalas, mediante la caracterizacién de un ma-
terial reforzado de fibras cilindricas paralelas entre si, distribuidas de manera periédica
en un arreglo cuadrado y orientadas longitudinalmente con respecto al eje de simetria
geométrico. La periodicidad de las fibras, y las fibras mismas, se consideran suficiente-
mente pequenas (ver tabla[3.2), de tal forma que es posible aplicar la técnica matematica
conocida como Método de Homogeneizaciéon Asint6tica (MHA). Para el compuesto se
consideran, en la primera parte (correspondiente al modelo dieléctrico), materiales die-
léctricos transversalmente is6tropos, con la finalidad de obtener la capacidad necesaria
para discernir la naturaleza del problema; para la segunda parte (modelo piezoeléctrico)
se consideran materiales pertenecientes al grupo cristalogréafico hexagonal clase 622 y he-
xagonal clase 6mm debido a que la principal componente orgénica del hueso, coldgena
tipo I, pertenece al primero y el titanato de bario, material piezoeléctrico biocompatible,
al segundo. Se consideran posibles direcciones de polarizacién, como una idealizacion,
no necesariamente paralela al eje de simetria geométrica, situacién presente en la osteo-
na. La metodologia desarrollada en el presente trabajo permite, a corto plazo, incorporar
nuevas hipétesis tales como la existencia de una fibra multicapa, que permitira tener una
modelo mds cercano a la situacién real de las osteonas.



Capitulo 3

Justificacion del modelo propuestoy
herramientas utilizadas

3.1. Huesoy piezoelectricidad

En 1957, Fukaday Yasuda descubrieron que el hueso seco es un material piezoeléctri-
co lineal: un esfuerzo mecdanico aplicado, se convierte en una polarizacion eléctrica (efec-
to directo); mientras que, la aplicaciéon de un campo eléctrico, produce una deformacién
(efecto inverso). En estudios posteriores, el hueso, fue clasificado dentro del grupo crista-
logréfico hexagonal.

Debido a que los osteoblastos reaccionan ante estimulos eléctricos (Wiesmann, et al.
2001), la piezoelectricidad en el hueso ha sido ampliamente estudiada por su hipotéti-
ca intervencion en el proceso de osteogénesis (Currey, 1984; Evans, 1973; Hancox, 1972),
ademds del hecho de que la coldgena seca, presenta valores considerables, si se compa-
ra con otros materiales, en sus coeficientes piezoeléctricos, (ver tabla[3.1). Las investiga-
ciones en las drea de crecimiento, reparacion y regeneracion de hueso (Bassett y Becker,
1962; Becker, 1961, 1972 y 1974), han logrado importantes avances. Por ejemplo, se logré
la regeneracion parcial de miembros de ratas al aplicar una sefial eléctrica débil. Giizelzu
(1978) propuso un modelo para analizar la diédfisis de hueso seco de fémur de un hu-
mano recién nacido, mediante un cilindro hueco, obtuvo resultados que apuntan hacia
la regeneracion de hueso fracturado con la ayuda de una carga superficial negativa y a la
aceleracion de la misma mediante fuerzas de cizalla. Recientemente la compafiia holan-
desa IMD (http://www.imd-eur.com, 2004) reporta que sus aparatos, que usan corriente
directa y pulsos electromagnéticos, soldan huesos que antes no lo hacian por si mismos
durante el enyesado normal.

No obstante que se han observado Valores[] de hasta 0.7 pC/N, en el coeficiente pie-
zoeléctrico de cortante di4, en el hueso in vivo (Bur, 1976), se han realizado estudios en
los que se demuestra que el efecto piezoeléctrico de la coldgena hidratada, es casi nulo.

1E] cuarzo tiene valores de 0.7 a 2.3 pC/N para diferentes direcciones y algunas ceramicas piezoléctricas
presentan valores de hasta 600 pC/N

16
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Por esta razon, se ha postulado que son los potenciales de corriente los que proporcionan
a los osteoblastos el estimulo eléctrico necesario para realizar la regeneracion del hueso.
Los potenciales de corriente, estudiados originalmente por Anderson y Eriksson (1968 y
1970) y recientemente por Pollack (2001), generan esfuerzos a frecuencias relativamente
pequeiias, las cuales dominan en condiciones normales de carga para el hueso, atin en
la presencia de relajacion dieléctrica, pero es un proceso del cual atin se comprende muy
poco.

Cuadro 3.1: Coeficientes piezoeléctricos de algunos materiales biol6gicos y algunos ma-
teriales inorganicos (medidos en 10712 m/V). Tabla tomada de Galassi et al. (2002)
Material dj4 dis ds; dss
Tendén de Aquiles de bovino  —2.7 1.4 0.09 0.07
Fémur de caballo -0.2 0.04 0.003 0.003
Seda -1.1 0.25 0.02 0.023

ZnS -2.8 0 -1.1 3.2
Bij»SiOy 40 0 0 0
Si0, 0.8 dj;=2.2 0 0

El hueso cortical, si bien no presenta una estructura periddica, si tiene una estruc-
tura regular. Se han encontrado multiples subestructuras, las cuales cubren un rango de
tallas desde los nanémetros hasta los centimetros. Estas subestructuras se organizan si-
guiendo la ley de Wolf: “Las deformaciones 6seas se deben a adaptaciones mecdnicas de
los huesos...” Una de esas subestructuras es la osteona, (de aproximadamente 200 um de
didmetro por 2 mm de longitud), que es una organizacién laminada cilindrica (cada la-
minilla de aproximadamente 5 um de grosor) de fibras de coldgena (de entre 3y 5 um)y
cristales de hidroxiapatita, el otro principal constituyente del hueso, agrupados en placas
finas o estructuras similares a hojas con tamafio de hasta 150 nm de longitud, 80 nm de
ancho y 5 nm de grueso, aunque la mayoria mide aproximadamente la mitad (Gray, 2004).

Es precisamente la coldgena, la constituyente a la que se le atribuye el efecto piezo-
eléctrico en el hueso deshidratado (Martin et al., 1998). Ascenzi y Bonucci (1967) descu-
brieron, usando luz polarizada, que las fibras de coldgena en cada laminilla, se organizan
en tres diferentes orientaciones. Las clasificaron en tres tipos: tipo T, Ay L por transversal,
alternante y longitudinal (Fig.|3.1|a, b y ¢, respectivamente).

Gracias ala microscopia por barrido de electrones, en 1988, Girauld-Guille (figura[3.2(a))
introdujo una nueva teoria referente a la distribucién de las fibras de coldgena en las os-
teonas de hueso humano decalcificado. Se dio cuenta que en cierta zonas de la osteona,
las fibrillas que forman las laminas de la osteona siguen una espiral alrededor del Canal
de Havers, de tal forma que se distribuyen formando un dngulo recto con aquellas de las
laminillas adyacentes (figura[3.2(b)).

Las osteonas suelen ser paralelas unas con otras y en los huesos alargados, como los
del esqueleto apendicular, son paralelas también al eje longitudinal del hueso. Ademas
de distribuirse regularmente en un corte transversal. Se ha estimado que en el esqueleto
adulto existen unos 21 millones de osteonas. En los cortes transversales aparecen redon-
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R

Figura 3.1: Tres tipos diferentes de osteonas, clasificables debido a la orientacién de las
fibras de coldgena la cuél puede ser apreciada al mirarlas con luz polarizada. a) Tipo T, b)
Tipo A, ¢) Tipo L. Ilustracién tomada de Martin ef al., 1998

(a) Fotografiatomada mediante
microscopia de barrido de elec-
trones de un corte oblicuo al eje
de la osteona de un fémur hu-
mano de 35 afios de edad. Se
muestra el patréon helicoidal de
las fibras de coldgena. Tomado
de Neville, 1993

th

A,
7))
2N

i I

Orthogonal } Planar Helicoidal | Planar
| I
i i

cylinder orthogonal cylinder helicoid

(b) Representacién de la distribucién de las fibras de coldgena
de las osteonas, seglin las observaciones de Girauld-Guille (1988).
Tomado de Neville, 1993

Figura 3.2: Fotografia y esquemas de la distribucién de fibras de coldgena en hueso hu-

mano (Girauld-Guille, 1988)



3.1. HUESO Y PIEZOELECTRICIDAD 19

das o elipsoidales, con didmetro variable entre 100 y 400 um, ademads de tener una longi-
tud de hasta 3 mm. Cada osteona estd permeada por canaliculos, que forman vias para la
difusién de nutrientes, gases, etc. entre el sistema vascular y las osteonas. En los espacios
entre las osteonas existen restos de osteonas o laminillas circunferenciales de hueso mas
antiguo parcialmente erosionado (Gray, 2004).

Osteona Fibradelmodelo Hueso  Compuesto
Longitud mm 00 cm 00
Ancho pm 4 mm - cm L

Cuadro 3.2: Dimensiones consideradas, en el modelo propuesto, para analizar la interac-
cién entre los sistemas de Havers

Debido a que los sistemas de Havers (osteonas): i) tienen una seccién transversal cir-
cular (casi siempre), ii) se distribuyen uniformemente en la matriz 6sea vy iii) presentan
una variacién considerable en sus dimensiones caracteristicas (ver tabla ; en el pre-
sente trabajo se supondrd que el hueso cortical, puede ser modelado mediante un mate-
rial compuesto, reforzado de fibras cilindricas circulares, distribuidas periédicamente en
un arreglo cuadrado, dentro de una matriz homogénea. Si bien, osteonas y hueso corti-
cal no tienen una longitud infinita, debido a que la longitud es tres 6rdenes de magnitud
mayor que su ancho, en el modelo propuesto: la matriz y las fibras del compuesto se su-
pondrén infinitamente largas. El didmetro de las fibras se supondrd muy pequefio, con
respecto al didmetro del compuesto. Como constituyentes de éste compuesto, se suponen
materiales con propiedades electroeldsticas similares a la coldgena tipo I y a la coldgena
reforzada con hidroxiapatita, es decir, pertenecen al grupo cristalografico hexagonal clase
622. Dichas propiedades han sido reportadas en las tablas de Landolt-Bornstein (1979) y
en el trabajo de Goes et al. (1999), respectivamente. Se consideran también, para el mode-
lo piezoeléctrico de la seccion[5.2} las propiedades electroeldsticas del Titanato de Bario,
reportadas en Kar-Gupta y Venkatesh (2005). Ademds, debido a que se ha estimado que el
esqueleto adulto humano, posee aproximadamente 21 millones de osteonas (Gray, 2004),
se supondra que la cantidad de fibras (inclusiones) en el compuesto es infinita.

Para analizar este compuesto, se elige el Método de Homogeneizaciéon Asint6tica (MHA),
técnica matemadtica frecuentemente usada en la caracterizacién de materiales compues-
tos con inclusiones muy pequeiias, pues se ha comprobado que los resultados tiene un
mejor rango de aproximacién, comparado con otras técnicas estandar (Hollister, 1992).

Cuando se pretende analizar un material heterogéneo, como el propuesto (periédico
y con inclusiones cuya longitud caracteristica es muy pequeiia, en relacién a aquella del
compuesto al que pertenecen), se tiene como modelo matemadtico, generalmente, una
ecuacion diferencial parcial, con coeficientes que cambian rdpidamente de manera pe-
riédica. Por ello, es en extremo complicado encontrar la solucién a dichas ecuaciones. La
teoria de la homogeneizacién, “toma” una ecuacion diferencial con esas caracteristicas
y “devuelve” una ecuacion diferencial homogénea, con coeficientes constantes. Dichos
coeficientes, son conocidos como los coeficientes efectivos del material compuesto. Estos
coeficientes tienen una expresion analitica, resultado de la solucién de problemas loca-
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les, lo que representa una gran ventaja con respecto a los métodos numéricos: pueden ser
usadas como cotas o herramientas de comparacién y verificacion en casos limite.

Los materiales que responden al efecto piezoeléctrico clésico, tienen sus propiedades
eldsticas y dieléctricas acopladas mediante los coeficientes piezoeléctricos. Cuando éstos
dltimos se consideran nulos, se pueden estudiar los fenémenos eldsticos y dieléctricos,
presentes en el material, por separado. Es decir un material dieléctrico puede ser visto
como un caso particular limite de uno piezoeléctrico.

Una vez establecidas las propiedades de los materiales usados para el compuesto pro-
puesto, las ecuaciones que gobiernan el fenémeno piezoeléctrico lineal en cuestién se
desacoplan en dos partes. La primera, involucra Ginicamente las componentes del des-
plazamiento en el plano transversal al eje de las fibras. Este es un problema completa-
mente andlogo al estudiado por Sabina y sus colaboradores (Guinovart-Diaz et al., 2001;
Rodriguez-Ramos et al.,2001), por lo que su solucién se conoce y ha sido estudiada am-
pliamente. La solucién del segundo conjunto de ecuaciones proporciona el desplaza-
miento fuera del plano transversal a las fibras y el potencial eléctrico. La ecuacién equiva-
lente a un medio homogéneo es obtenida en el presente trabajo. Sin embargo, el tema de
interés en el presente estudio es inicamente encontrar férmulas explicitas de los coefi-
cientes efectivos del material heterogéneo equivalente. Con este propoésito, se encuentran
expresiones analiticas cerradas y simples que dependen de los materiales involucrados,
de la geometria del arreglo y del tamafo de las fibras.

Como primer paso del estudio, en el capitulo[4] se caracteriza a un material compues-
to reforzado de fibras cilindricas circulares infinitamente largas, distribuidas periédica-
mente en un arreglo cuadrado en una matriz homogénea, matriz y fibras se consideran
como Unicamente dieléctricos. En dicho andlisis, se toman en cuenta los casos de dife-
rentes orientaciones ortogonales relativas de los ejes materiales de las fibras y la matriz,
simulando las orientaciones relativas de las osteonas. Se obtienen las férmulas analiticas
de los coeficientes de permitividad eléctrica para cada tipo de orientacion.

En el capitulo [5| se estudian tinicamente dos casos de orientaciones relativas de los
ejes materiales de las fibras y de la matriz, considerandolas como materiales piezoeléc-
tricos. Se usa nuevamente el MHA para solucionar las ecuaciones resultantes del modelo.
Se encuentran férmulas analiticas cerradas muy simples, ficilmente programables, para
los coeficientes efectivos que caracterizan al material compuesto.

Finalmente, se hace un anélisis de los resultados obtenidos y algunas perspectivas
para esta linea de investigacion.

3.2. Método de homogeneizacion asintdtica

3.2.1. Generalidades

La teorfa matemadtica de la homogeneizacién es un método estdndar que se usa para
estudiar el comportamiento de materiales compuestos con inclusiones pequefias y, por
tanto, con propiedades que cambian rdpidamente (Bakhvalov y Panasenko, 1989; Berdi-
chevsky et al., 1999; Cioranescu y Donato, 1999; Jikov, 1994; entre otros). Los compuestos
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son materiales que se caracterizan por el hecho de que contienen dos o mds constituyen-
tes finamente mezclados. Son muy usados en la industria pues tienen un mejor compor-
tamiento que el comportamiento promedio de sus constituyentes. Por ejemplo,el pldstico
reforzado con fibra de vidrio combina la alta resistencia de las delgadas fibras de vidrio,
con la ductilidad y la resistencia quimica del pléstico. Sin embargo, la fragilidad que pre-
sentan las fibras de vidrio aisladas, no se manifiesta en el material compuesto.

En general, en un compuesto, las heterogeneidades son pequefias, comparadas con
su dimension global. De esta forma, se tienen presentes dos escalas, que caracterizan al
material: la microscépica, la cual describe la heterogeneidad y la macroscépica, que des-
cribe el comportamiento global del compuesto.

Desde el punto de vista macroscépico, el compuesto luce como un material homo-
géneo. Un prop6sito de la homogeneizacion es precisamente determinar las propiedades
del compuesto tomando en cuenta las propiedades de la estructura microscoépica.

La teoria de homogeneizacion trata de encontrar las ecuaciones “apropiadas” (homo-
geneizadas) que describen los procesos fisicos que ocurren en un material heterogéneo,
cuando la escala de las heterogeneidades tiende a cero. En tales situaciones, se desea que
el efecto de la microestructura se encuentre iinicamente en las propiedades macroscépi-
cas o efectivas, via ciertas promediaciones de la microestructura.

En el caso mas simple, el método considera dos escalas: la escala macroscépica L, la
cual caracteriza a las partes que varian lentamente en el sistema, generalmente impuestas
por los términos fuente, las condiciones de frontera o las condiciones iniciales, y la escala
microscopica ¢, asociada a las heterogeneidades; es decir, a la microestructura del siste-
ma. El limite de interés para los propositos de la teoria de homogeneizacion es cuando

/<L, 3.1
de esta forma, se define un pardmetro
£= d (3.2)
- L) .

que caracteriza las fluctuaciones rdpidas en la microestructura cuando € <« 1. Dichas va-
riaciones en el compuesto son estudiadas hacen necesaria la introduccién de dos escalas.
Dichas escalas se analizan utilizando la variable lenta o global x y la variable rdpida o local
y, las cuales se suponen relacionadas a través de la igualdad

y=2. (3.3)

En la préxima seccién, se presenta un ejemplo, de aplicacién del método, para el caso
de un material dieléctrico reforzado de fibras cilindricas, también dieléctricas, distribui-
das periédicamente en un arreglo cuadrado.

3.2.2. MHA: caso dieléctrico

Supongamos que un compuesto ocupa una la region Q del espacio (R%)y ademads es
una teselacién de una celda periédica, la cual estd formada por dos conjuntos o fases S;
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y S» contenidos en R3, de fracciones volumétricas V; y V,, respectivamente. Ademds, son
tales que
i+ Ve =1, $SIUS2 =9, SiS2=9,

tal como se ilustra en la figura[3.3]

Figura 3.3: Esquema de la seccion transversal un compuesto bifésico, matriz reforzada de
fibras cilindricas distribuidas periédicamente en un arreglo cuadrado

Sea D (x) el campo de desplazamiento eléctrico y supongamos que estd relacionado
linealmente con el campo eléctrico E (x) por medio del tensor de segundo rango de per-
mitividad como sigue:

D;x) =x;j X Ej (X). 3.4)

Enla ecuacion anterior se ha usado la notacion suma de Einstein sobre los indices re-
petidos, los indices latinos toman valores en el conjunto {1, 2, 3}, mientras que los griegos
en el conjunto {1, 2,}. En lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, se supondra
dicha notacién sobre indices repetidos.

Dado que en general los materiales S; y S» son distintos, sus propiedades KE.}) y KE.?}.),
respectivamente, también lo son; no obstante, es posible definir el tensor de permitividad
del compuesto, mediante la funcién indicadora y (x) de la fase S; en la forma

1 2
Kjj (%) :KE.J.)X(X)+KE.].)(I—X(X)), (3.5)
donde

®) 1 sixe§y,
X) =
X 0 six¢S;.

Se debe notar que el tensor de permitividad (3.5) depende de la microestructura del
compuesto: es periddico en dos direcciones y varia rdpidamente. Sin pérdida de genera-
lidad se supondra que el periodo en cada direccion es unitario. Por otro lado, el potencial
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eléctrico, T, también depende de la variable rdpida y de la variable lenta. Dichas depen-
dencias se escribirdn como

K =Kk(X,Y),

=1y~

TV (x,y) enS,
7@ (x,y) enS,.

Suponiendo que no hay términos fuente en el compuesto, las ecuaciones que gobier-
nan al fenémeno son (Cioranescu y Donato, 1999)

0 aT™ (x,y)
"o Kij(xy T =0 en QT (3.6a)
TV 1@ =9 enl (3.6b)
oTM  oT7®@
— = r .
3y 3y 0 en (3.6¢)
T x) = @o en 0Q), (3.6d)

donde I" denota las lineas que separan las fibras de la matriz (interfase), i.e. I' = 0S». Las
diferencias en y (3.6¢) se deben entender en términos de limites. Los superindices
identifican a qué material se refiere. El operador d/9v esta definido como

0 0
3 Kij (%y) a—x]nl
donde n; denota las componentes de la normal unitaria exterior aI', n = (n;, ng, 0). Enla
frontera del compuesto, se ha prescrito un potencial eléctrico ¢g.

En el problema se busca un potencial T'(x,y) que satisface las condiciones de
frontera. Es un problema eliptico que tiene una solucién tnica (Bakhvalov y Panasenko,
1989). Esta afirmacion se sustenta en el Teorema 3.1} que se enuncia unos pérrafos abajo.
Noétese que, se trata de un problema con coeficientes periddicos que varian rdpidamente
muy dificil, sino es que imposible, de resolver numéricamente cuando ¢ es muy pequefio.
En casos como el presente es muy comun utilizar la técnica matemdtica denominada
MHA, para ello supondremos que el potencial puede ser escrito en la forma

T(xy)=To(xy)+eTh(x) +e°T (xy)+.... 3.7

en realidad, para tener un error relativo aceptable en la solucién, basta con proponer una
solucién a orden uno en € (ver conclusiones en este capitulo).
Utilizando la regla de la cadena, el operador diferencial en (3.6a), se descompone en
una suma de los tres operadores diferenciales siguientes
A 0 0 A 0 0
0o=—5—|Xijz— [ A1 =5 |Kij 5
ayl' 6y j ayl' 0x j
62
K ——,
" 0x iax j

62

Ap =
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por lo que
0 0

— K O —
Oxi 1 0x j

Al sustituir (3.7) en (3.6)y tomando en cuenta (3.8), se tiene que la ecuacién (3.6a)
toma la forma

=[e72Ag+e7 AL + Ay (3.8)

[e72 A0+ A1 + Ao (To (% y) +eTh (X y) + €2 T2 (x,y) ++--) =0, (3.9)

de donde, igualando los coeficientes correspondientes de las potencias de ¢, (3.9) se con-
vierte en un sistema recursivo de ecuaciones diferenciales:

AoTo=0 en Q~T, (3.10)
AOT1+A1T0=0 en QN T, (3.11)
Ao+ A1 T1+ATp=0 en QT (3.12)

para Ty, T1, etc. dados en (3.7).
Para continuar, es necesario introducir la siguiente definicién de celda unitaria, asi
como la definicién de una funcién periédica en una celda unitaria.

Definicidn 3.1 Se usard el término celda unitaria, para referirse a un intervalo bidimen-
sional unitario, i.e., dados los niimeros reales ay, ay, by, bs tales que |aqy — by| =1, el con-
junto Y c R? es una celda unitaria si y sélo si

Y = x=(x1,%) € R?|aq < xq < by }

Observacion.

= No es necesario definir la celda unitaria para un espacio de tres dimensiones. Debido a la
simetria material del compuesto, como se verd mas adelante, el problema (3.6) se convierte
en un problema bidimensional.

= En el presente caso de estudio, una celda unitaria, estd conformada por dos subconjuntos
cuya interseccion es nula: una matriz, Sy (con drea |S1| = V1), y una unica fibra circular, Sy
de radio R (con drea|S;| = V), tal como lo ilustra la figura[3.4

= Por definicién se tiene que V1 + V, = 1.

= Lainterfase en la celda unitaria serd denotada porT', que al ser considerada como una curva,
en el espacio bidimensional, se le confiere una orientacion levogira (ver figura[3.4).

Definicién 3.2 Sea Y una celda unitaria y f, una funcion definida en Q € R?. Se dird que
[ es Y-periddica cuando:

fx+kie)=f(x), enQ, VkieZ

dondee; = (1,0), es = (0,1).
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Y2

!

Figura 3.4: Celda unitaria. La matriz es denotada por S; mientras que la fibra, de radio R,
y la interfase son denotadas por S, y I, respectivamente.

El siguiente teorema clésico, garantiza la existencia y unicidad de la solucién del pro-
blema (3.10). Su demostraciéon puede ser encontrada, por ejemplo, en Bakhvalov y Pana-
senko (1989).

Teorema 3.1 Sea F (y) una funcién S-periddica y cuadrado integrable en la celda unitaria
S. Para el problema

Ao (y) = F(y)ensS,
donde el operador Ay estd definido en (3.10), ¢ es también S-periddica, se tiene:

= Existe una solucion ¢ siy sélo si

1 [
— | F dy=0,
donde |S| representa el drea del conjunto S.

» Sital solucion existe, es tinica salvo una constante aditiva.

Debe ser notado, de (3.10), que Ty = Tp (x); y que la ecuacion (3.11) se puede escribir

como
_ 6Kip 0 To

~ dy; 0xp

AoT) (3.13)

De acuerdo al teorema anterior, este problema tiene solucién si y sélo si

1 [ 0xij 0Ty
ISl Js dyi Ox;j

y=0,
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donde S es una celda unitaria y |S|, su drea. Ademads, por la forma de (3.13), la funcién T;
puede ser escrita como una combinacién lineal de tres funciones, es decir

0Ty
T (x,y)= ,0(y) —, 3.14
1 (X Y) p (Y) axp ( )
donde ,0 (y) es solucion del problema
61(1-,,
Ag p0(y) = oy enS, pef{l,2,3} (3.15)
i

y Tp es solucién de
En adelante, junto con restricciones adecuadas, el problema [3.15serd llamado: pro-
blema local , L. Las condiciones de interfase y de frontera se enunciardn mds adelante.
Por otro lado, en virtud del teorema 3.1} el problema tiene solucién tnica si 'y
solo si

1
—f(—Al Tl—AzTo) dy:(), (316)
ISl Js

de donde, después de algunas manipulaciones algebraicas y usando el teorema 3.1, se
tiene la condicién diferencial del problema homogeneizado

0*To(x)

in—— =0, 3.17
Kip 0x;0xp ( )

donde los coeficientes k;;, son constantes y estan dados por el promedio sobre la celda
unitaria de la funcién

9,0(y)
p
Kip +Kix————
ip ik 0yk
es decir,
_ 1 0 ,0(y)
Kip=— | |Kip+%; dy. 3.18
ip |S|L( ip ik v y ( )
Con el fin de tener una notacién compacta, se introducen las siguientes notaciones
IT)=1Y-7® contraste entre propiedades,
1
()= S0 f -dy promedio en la celda unitaria.
S

Para saber qué condiciones se le deben imponer al problema homogeneizado y a los
problemas locales, se sustituye la expresion asintética (3.7) en la condicién de interfase

[B.6b), i.e.,
[ Tox) +eTh (x,y)+£2T2(x,y)+---||:0 enT;

igualando a cero los coeficientes de las potencias de ¢, se tiene

ITo®1=0,|T1(xy)| =0, T2 (x,y)[|=0,...  enT;
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de donde se tiene la condicion de continuidad en el potencial para el problema homoge-

neizado:
Tox)I=0 enI;

(3.19)

usando (3.14), la condicion de continuidad del potencial para el problema local , L es

||p0 || =0, enTl.

(3.20)

Siguiendo el mismo procedimiento (sustituir (3.7) en (3.6b)) y considerando que Ty es
s6lo funcién de x, i.e. Ty = Ty (%), se tiene la condicién de interfase para el problema local

pL
0,0y
Kij ’;yf )n,- =—||Kipni||enF.
Asi que el problema “homogeneizado” es
0 (_ 6T0(x))
— g, =2 =
ox; \'P 0xp
[To )l =0
To (x) = o

con

_ d p0(y
Kip = <Kip +KikgTIE)>,

donde ,0 es solucion del problema local ,L:

0 [ ( )ape(y)‘ _oxip

16 (W) =0
9,0
‘KUSTJ(,Y)W ‘ == [xipni]

en Q,

enl,
en 0Q),

en (2,
enl,

enl.

(3.21)

(3.22)

(3.23a)
(3.23b)

(3.23¢)

Ademés ,,0 debe ser una funcion doblemente periddica a fin de satisfacer la condicion

de doble periodicidad de las inclusiones.

3.2.3. Coeficientes efectivos

Se analizard la féormula (3.18). Como la celda unitaria es la unién de dos conjuntos

cuya interseccion es nula, i.e. S = 51 US>, se tiene que

Kika,ﬁ(y) :f K(.”af’e(l) (y) dy+f K(.z)apg(Z) (v)
0Yk N} ik 0y Sz ik

0y

dy.
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Por otro lado, con y = 1,2, cada integral de arriba se puede escribir como

9.0 9.0 9.00
fK%)p—(Y) dy:f Kg/)p—(Y) dy+f Kg)p—(y)dy. (3.24)
S

Y 0y Sy oy S, 0y2
En la ecuacion anterior no hay contribucién de las propiedades en la direccién y; ya
que, como se dijo anteriormente, se estd suponiendo que el compuesto es una matriz de

un material homogéneo transversalmente isétropo reforzado de fibras cilindricas circu-
lares. Aplicando el Teorema de Green a el lado derecho de (3.24)

9.6 3.0M
fs Kl(.’f) LA ) +f5 Kg) 7 ) :f Kg) pH(Y)dyz—Kg) pH(Y)dYL

Y ayl y aJ/Z 687

como en la celda
s =Cclr, 0S, =T_

donde C se ilustra en la figura Por la condicién de periodicidad de la funcién en la
celda unitaria, la integral de linea sobre C se anula, se puede concluir que

0,0y
(k520 = [ 0y 0Vt [ 0% 0%

— _lxal fr 0D dy, + K fr 0DV dyy;

- . . . o s s . 1 _ 2
la dltima igualdad es debido a la condicién(@.6b), i.e.enT, ,01 = ,0@.
Por lo tanto

Rip = (Kip) + Kzl fr 0D dy, — x| fr 0D dys. (3.25)

Ademads, como los materiales se suponen transversalmente is6tropos, la permitividad
eléctrica tienen la forma

x = diag [K(ﬁ), kD kD] x® = diag [Kﬁ’, @, @], (3.26)

por lo que se llega a las siguientes formulas
Kip=(Kip)— ||1<11||fr L0V dys,, (3.27a)
Kop = (K2p) + K22 IIfF pB(”dyl, (3.27b)

K3p = (K3p)- (3.27¢)



3.2. METODO DE HOMOGENEIZACION ASINTOTICA 29

3.2.4. Resumen

Dadala cantidad de resultados obtenidos en la seccién anterior, es necesario concen-
trarlos para futuras referencias.

1. Se parti6 del problema

_aixi K(y)%:y) =0 en QT (3.28a)
TW_T7@ =9 enT (3.28b)
aTW  HT®@
3 - 5 =0 enl (3.28¢)
Tx) =Tp en 0Q) (3.28d)

donde (3.28) es una ecuacién eliptica con coeficientes periédicos que varian rapi-
damente.

2. Se propone una solucién asintética a doble escala, en potencias del pardmetro geo-
métrico €

T =To(xy)+eTi (xy)+ e Tz (x,y) +. (3.29)

3. Se obtiene un problema homogeneizado, i.e. con coeficientes constantes y en una
sola escala, para Ty (x), el campo promedio

X @:0 en Q (3.30a)
P 0x;0xp ’ ‘
1To x)I=0 enTl. (3.30b)

4. Para el caso de materiales transversalmente is6tropos, los coeficientes efectivos es-
tdn dados por las férmulas

?m:(’ﬂp)—”’ﬁlllfr p0Vdys,, (3.31a)
fz,;=(1<z,g>+||1<2.z||fr L0 dy, (3.31b)
fgp = <K3p>. (3.31¢)

Se debe notar que la tinica propiedad del tensor que se ha usado es el hecho de que
todas sus componentes se encuentran sobre la diagonal principal, es decir, los ejes
principales del material coinciden con los ejes principales del sistema de referencia,
en este caso, el de la celda unitaria.
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5. Las funciones pH(l), son solucion de tres problemas locales

o pt (Y)
ij\y) z——=—=0 S, (3.32a)
xij (y) 3y:0y; en a
[,0(y)] =0 enT, (3.32b)
0,0
tii ZTEY) i|| =~ llxipnil] enT. (3.320)

6. La amplitud de la perturbacién del campo promedio, T; (x,y), estd dada en térmi-
nos de las soluciones de los problemas locales (3.32) y del campo promedio Tj (x),
como una combinacioén lineal de la forma

0T, (x)
Tl (x’ Y) = a(;p

pb (Y)



Capitulo 4

Modelo Dieléctrico

El hueso exhibe propiedades piezoeléctricas que corresponden al grupo cristalogra-
fico hexagonal (Fukada y Yasuda, 1957). A manera de primer modelo para estudiar la in-
teraccion entre las laminillas concéntricas que forman el sistema de Havers (osteona), se
propone un material compuesto (Q2), formado por una matriz piezoeléctrica (S;), homo-
génea cuyas propiedades fisicas corresponden al grupo cristalogréfico hexagonal, clase
622, reforzada por fibras cilindricas circulares (S,) piezoeléctricas o no, con propieda-
des elasticas y dieléctricas transversalmente is6tropas, distribuidas periédicamente en
un arreglo cuadrado.

Como se menciond antes, Ascenzi y Bonucci (1967) identificaron tres diferentes tipos
de osteonas, cuyas diferencias radican en la orientacién de las fibras de coldgena de cada
laminilla constituyente de la osteona, respecto a las laminillas adyacentes y se manifies-
tan en diferentes propiedades eldsticas (Martin et al., 1998 p 148). Por ello, se proponen
tres modelos en la orientacién de los ejes de simetria material de los constituyentes:

PP3 Tanto la orientacion del eje de simetria material de las fibras como el de la matriz
coinciden con el eje de simetria geométrica del compuesto (eje de las fibras), figu-
rafd.]l

OP2 Eje de simetria material de la matriz perpendicular al eje de simetria geométrica y
eje de simetria de las fibras paralelo al eje de simetria geométrica (figural4.2).

PP1 Tanto el eje de simetria material de las fibras como el de la matriz ortogonales al eje
de simetria geométrica y paralelos entre si (figura[4.1).

Los tensores elasticos, piezoeléctricos y dieléctricos, que intervienen en las relaciones
constitutivas de un material piezoeléctrico, son de cuarto, tercer y segundo rango, respec-
tivamente. Los coeficientes piezoeléctricos aportan el acoplamiento entre la parte eldstica
y la parte eléctrica del material, cuando estos son nulos, es posible estudiar por separado
cada fenémeno, por lo que el primer caso de estudio natural es el caso dieléctrico. Debido
a que los materiales constituyentes corresponden a la simetria hexagonal, la parte dieléc-
trica tiene la forma caracteristica de un material con simetria transversalmente is6tropa,

31
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o)l

Figura 4.1: Alineacién paralela de los ejes materiales de los constituyentes del compuesto
reforzado por fibras.

YL/ W/
J J
OP2 OP1 OP3

Figura 4.2: Alineacion ortogonal de los ejes materiales de los constituyentes de un mate-
rial reforzado de fibras
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i.e.
x (y) =diag[ x11 x11 k33 |, (4.1a)
x(y) =diag| x11 xs3 xu |, (4.1b)
x(y) =diag[ x33 k11 11 |, (4.1c)

cuando la orientacién del eje de simetria hexagonal es paralelo a la direccion del eje Y3 (el
de simetria geométrica), paralelo a la direccién del eje Y y paralelo a la direccién del eje
Y1, respectivamente.
Para tener una notacién mads intuitiva en adelante se idenficaran los superindices en-
tre paréntesis de las funciones y los subindices de las propiedades con el material S; o
el material S, segin se trate del “1” o el “2”, asi mismo se usara la notacién generalizada
de Hill (Bravo-Castillero, et al. 2001), i.e. para el material S;, su permitividad dieléctrica
queda denotada como
xW (y) =diag[ x1 x1 «} |, (4.2)

mientras que para el material S

2 .
@ (y)=diag[ x2 x2 3 |.

Se debe notar que el lado izquierdo de las ecuaciones anteriores es la restriccién de
una funcién al dominio Sy, y = 1,2, respectivamente.

4.1. PP3

El modelo presentado en esta seccidon corresponde a un caso particular de Lopez-
Lépez et al. (2005), sin embargo, se reporta nuevamente aqui dada la relevancia de este
caso particular para el desarrollo del estudio del capitulo.

4.1.1. Problemas locales. Formulacion

Sean Q la porcién del espacio ocupada por el compuesto, S; la porcién de Q ocupada
por la matriz, con fraccién volumétrica V1, y Sy la porcién de Q ocupada por las fibras con
fraccion volumétrica V5, tales que V; + V, = 1.

De (3.32), se tiene que los problemas locales , L que hay que resolver para conocer los
coeficientes efectivos (3.31) son

Ap8=0 enSy, y=1,2, (4.3a)

I p0f =0 enT, (4.3b)
0,0

K—— | =—lxllngdpe enTl, (4.3c)
on

donde, de nueva cuenta, se esta haciendo uso de la notacién de Einstein: suma sobre
indices repetidos, es decir suma sobre el subindice “¢”, ademads de condiciones de doble
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periodicidad; donde A es el operador Laplaciano en la variable rédpida y, n es la normal
exterior unitaria a I y el simbolo ||| es usado para denotar el contraste, del argumento,
entre el material S; y el material Sy, i.e.,

| 0] = 6" - 6%, (4.42)
a0 a8 ,0W a ,0?

= - , 4.4b

K on ‘ 1 on K2 on ( )

Ikl =x1 —x2. (4.4¢)

Dadala geometria del problema (fibras circulares infinitamente largas empotradas en una
matriz homogénea transversalmente is6tropa) para p = 3 el problema local correspon-
diente tiene inicamente la solucidn trivial, por lo que s6lo hay que resolver los problemas
localesparap=1yp=2.
En la interfase I', como la seccion transversal de las fibras es un circulo de radio R, se
tiene que
y1=Rcosy,y> = Rseng

donde 0 < ¢ < 27 (ver figura[3.4). Ademds para p = 1 (p = 2), de la condicién de salto en la
interfase (4.3c), es facil demostrar que ,60 es una funcién par (impar) de ¢.Para resolver
los problemas locales es necesario recurrir a la teoria de potencial complejo, por ello, los
resultados obtenidos en la siguiente secciéon son muy importantes para el desarrollo de la
solucién.

4.1.2. Problemas locales. Potenciales complejos

Sea Fj (z) un potencial complejo, definido por

~ X0 (Vg
Fy(z) = 6l()Z+kX::1 dkm

)

donde { (z) es la funcién de Weierstrass, cuasiperiddica, de periodos w; y w», tales que
Im{w;/ws} # 0, (¥ es la derivada de orden k de la funcion ¢, las cuales son doblemente
periddicas, el simbolo “°” sefnala que la suma sélo debe considerarse sobre indices impa-
res. Esto es debido a que por las condiciones del problema se requiere que el potencial
sea una funcién impar de z (Rayleigh, 1892), los coeficientes a; (k=1,3,...) son reales e
indeterminados y el coeficiente ay se usa para compensar la cuasiperiodicidad de { (z),
por lo que se determina aplicando condiciones de periodicidad, i.e. sea wqy, @ = 1,2, un
periodo de { (z), entonces

Fo(z2+wa) = Fo (2) = apwa + a1 ( (2 + we) = {(2))
= ayWwgqg + a16a
donde las constantes 6, y los periodos w, estdn conectados por medio de la relacién de

Legendre
51(,02 —52(1)1 = 271'i,
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de donde
5127[, 62:—i7[,

para el caso de un arreglo periédico cuadrado.
Por lo tanto
Fy(z+wqg) — Fy(2) = aowa+a16a. (4.5)

Tomando «a = 1, y la parte imaginaria de la ecuacién anterior, la condicién de periodi-
cidad se satisface trivialmente, sin embargo, para la parte real, se tiene que

Re{FO (z4+wg) — F() (2)} = agw + 0151 =0
de donde
ap=—apm. (4.6)

Cuando se toma « = 2, la parte real satisface trivialmente la condicién de periodicidad
y de la parte imaginaria surge la condicién

Im{Fy (z+wgq) — Fy(2)} = Im{agws + a162} =0
i.,e.Im{agi —inma,} =0 porlo que
ag=a)7. 4.7)

De yde y del hecho de que 160 (20) es una funcién par (impar) con respecto
a ¢, se define
ag = /11 a) (4-8)

donde

b= { - enel problemalocal | L, (4.9)

n  enel problemalocal , L.
Por definicién, para z € C, la funcién cuasiperiddica, ¢ (z) de Weierstrass, con periodos
w1y w2, tiene la expresion
1 1

<= ﬁmn ,an mn ’

{(2) = —+Z

(4.10)

donde B,,, = mw; + nw», ademads es una funcién meromorfa con polos simples en z =
Bmn, como puede verse de su definicidn, { (z) = —( (—z), i.e. es una funcién impar de z;
ademads su desarrollo de Laurent estda dado por (Ahlfors, 1979)

1 & ,
(@=—=3"Sjnz, (4.11)
j=3

donde

(4.12)

son las llamadas sumas de reticula, que contienen informacién geométrica del problema
al aportar a este la forma de la celda periédica. En el presente trabajo se llamaran sumas
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de reticula armonicas ya que aparecen al buscar el desarrollo de Laurent del potencial
de la ecuacién armoénica. Entonces para k impar y k = 3, el desarrollo de Laurent de la
(k—1)-ésima derivada de la funcién { (z) es

(kD) 1 Xy (+k-1)! p

2 - = . 4.1

TR l; k i Sk+12 (4.13)
Si se define 111

Ukl=(+lj)'sk+l parak+1[#2, (4.14)

debe ser notado que los coeficientes 1;; son simétricos con respecto a k y [, es decir ny; =
7n1%- Entonces el potencial Fy (z), puede ser escrito como

ooo 1 Ooo ! OOo ooo 1
Fo(a)=)_ —k+aoZ—Z anuz =) "axy " knpz
k=1 % 1=3 k=3  I=1

usando la expresion para el coeficiente de compensacién de cuasiperiodicidad ay, i.e.(4.8);
surge la definicién natural del coeficiente

n=-M (4.15)

el cual contiene informacién de la cuasiperiodicidad de la funcién ¢ (z) en la reticula usa-
da, en este caso, un cuadrado de lado uno.
Por todo lo anterior, el desarrollo en serie de Laurent del potencial complejo F (z) es

o0
Fo@=Y"|az"- a2 (4.16)
=1
donde los coeficientes A; estdn relacionados con a; por medio de

o0
A=Y "kagng. 4.17)
k=1

Cuando z €T, z = Re'?, por lo que
o0 o0
Fo=Y" [alR_l - AlRl] coslp+iy "’ [—alR_l — AjR'|senlp,  enT. 4.18)
I=1 I=1

El potencial complejo
Fo (2) = up (2) +ivg (2) (4.19)

es una funcién meromorfa en la celda periédica por lo que se satisfacen las ecuaciones

de Cauchy-Riemann:
611() _ 61)0 6u0 _ 61/0

oyn oy, 9y an’
donde z = y; + iy, ademds en I es analiticay

y1 =Rcosg, Y2 = Rseng,
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por lo que
n:l(% _%)
R\dp’ 0d¢)°

Usando lo anterior

auo v n (duo auo) (11, 12)
_— = Uop - = -— ), — | ,
on 0 0y, 0y» b
_ 1 (al/o al/()) (Oyz 6yl)
R\3y," 0oy1) (09’ 0¢
_ 1 (61/0 6}/2 + 61/0 ayl)
R\dy2 0 0y 09 )’
por lo que, se tiene
GuO 1 61/0
—=———enl. (4.20)
on R g
Del mismo modo
Ovo __10uo .21)
on RO ’ '
4.1.3. Problemas locales. Solucién
Problemalocal | L
Seap =1en ([.3), entonces paray = 1,2
A0 =0 en sy, (4.22a)
161 =0 enT, (4.22b)
0410
Kk— | =—Ilxlln enl. (4.22¢)
on

Como se mencion6 arriba, enT, 10(Y) es una funcién par de ¢, doblemente periddica, por
lo que se propone el ansatz

1 X0 (V2 2 N0,
100 =Re{ ~marz+ Y Ak———— [ 10”) =Re caz (4.23)
& - =

que en I' toma la forma
[e.0] [e.0]
100 =37 [alR_l - AlRl] cosle, 10 =37 ciR! cos e, (4.24)
=1 =1

tomando en consideracién (4.19) y (4.18).
Debido a (4.22b), se tiene que

aR'-AR'=¢R!  Vie€{1,3,5,..}. (4.25)
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Por otro lado, recordando que Fy = uy + ivy, de (4.22¢) y (4.20), después de integrar
con respecto a ¢ y considerar la doble periodicidad del potencial

Ixvoll = =R x|l 1,

es decir,
) (—a,R" —A,R’) _xyc;R = —RkII6y;  VIe(l,3,5,..},

usando (4.25)

K (—alR_l —AlRl) —xp (a,R" —AIRI) - _RxlI&y,; VIe(l,3,5,..),

de donde facilmente se obtiene un sistema infinito de ecuaciones para los coeficientes ay

yla; R+ AR'=R's,, VIe{1,3,5,.}, (4.26)
donde,
K1 —K2
Xx = (4.27)
K1 +K2

es el contraste relativo de propiedades referidas a la suma de propiedades, en corto: con-

traste relativo 6 especifico.
Observacion. Elvalor numérico de yy, por definicion, se encuentra entre—1y1, i.e.

tomando de manera asintética los valores extremos de su intervalo de definicién, estos casos indi-
can los mds altos contrastes entre las propiedades de los materiales constituyentes del compuesto.
Matemdticamente estd permitido que

Xk=0;

fisicamente implica que el compuesto estd constituido por un sélo material, o al menos que los ma-
teriales constituyentes tienen las mismas propiedades en el plano ortogonal al eje de las fibras, por lo
que tomando en cuenta éste pardmetro se incluye el caso particular de cuando no hay inclusion, es-
ta observacion es importante ya que sirve como punto de control para verificar cdlculos numéricos.
|

Usando el reescalamiento
ay=ViR'a; Vle{1,3,5,..], (4.28)
y definiendo la matriz simétrica

W= [wy] = TR? k=1=1 4.29)
= k= \/E\/jnkle” k+1=3 "’ )

en el sistema (4.26), se tiene un sistema mas sencillo, cuya forma es simple y f4cil de re-
cordar
(x<'1+ 1W) 1a =V, (4.30)
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donde
1=diag(1,1,1,...),Vo = [Rléll] qa=(d,dyd,..)". 4.31)

Observacion. Cabe mencionar que el coeficiente ;. porta informacién relativa a las propieda-
des de los materiales involucrados en el andlisis y, ademds, dependiendo de su valor indica altos o
bajos contrastes entre propiedades relativas a la matriz. La matriz unidad 1 es la matriz identidad
de dimension infinita, la matriz W es simétrica y contiene informacion relativa al tamario de las
fibras, asi como a la geometria del compuesto, depende de las sumas de reticula S, definidas en
; estas sumas a su vez pueden ser escritas como una funcion de los invariantes de la funcion { y
estos a su vez como una funcion de las sumas de reticula Sy y Se (en esta geometria S¢ = 0), por lo que
cualquier elemento deW puede, en principio, ser escrito como una funcion de las sumas de reticula
S4 y S¢. Finalmente la informacién relativa a la cuasiperiodicidad de la funcién { en la reticula, i.e.,
informacion del tamaiio de las fibras con radio R, se encuentra también en el vector con una tinica
componente no nulaVy.

También es considerable la simplicidad y orden del sistema (4.30), asi como su mnemonica. m

El sistema es un sistema infinito de ecuaciones lineales en un conjunto infinito
de incognitas, que es regular (Kantorovich y Krylov, 1964 ) y por ello es posible obtener
una solucién por truncamiento, mediante una sucesion de soluciones convergentes, més
aln es un sistema normal y puede resolverse usando teoremas andlogos al de Cramer
para determinantes (Kantorovich y Krylov, 1964, p42).

Este tipo de sistemas fueron tratados recientemente en Rodriguez-Ramos et al., (2001);
Guinovart-Diaz et al., (2001); Bravo-Castillero et al., (2001); Sabina et al., (2001) y Lépez-
Loépez et al., (2005, 2008).

Es notable la simpleza de y la estructura tan ordenada que muestra claramente
la contribucién de las propiedades fisicas de cada material a través del contraste espe-
cifico, yx, del tamario relativo de la fibra (potencias de R?) y de la forma de la reticula
(coeficientes Si;).

La matriz W es una matriz simétrica con iinicamente informacioén relativa a la geome-
tria del problema, ya que la informacioén fisica se encuentra en el contraste especifico.

El vector Vj tiene una tinica componente no nula que depende de la fraccién volumé-
trica, en apariencia es una potencia impar de R, pero hay que recordar que los coeficientes
ay estan reescalados por un potencia impar de R.

Problema local , L

Para p =2, usando (4.3), se tiene

A,00 =0 en sy, (4.32a)
l201=0 enT, (4.32b)
9,0

Kk— | =—Ilxllny enl, (4.32¢)
on
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de modo que en I', como se mencion6 arriba, 26(7’) es una funcién impar de ¢ y es doble-
mente periddica, por lo que se propone el ansatz

6(1) -1 _ = o {(k_l) (2) @ _ = o 1
2 =Im Toa1Z+ Z zdk—k 1 y 0 29 =Im Z 2C1Z° . (4.33)
k=1 (k-D! =1

Utilizando un procedimiento andlogo al caso p = 1, y una modificacién en la matriz
1W,

W= [w ]—{_”Rz k=i=1 (4.34)
S \/%WT]]CIRICH k+1=3 "~ )
se tiene el sistema
(11— 2W) 2a= -V, (4.35)
donde
1=diag(1,1,1,...), 2W = [wy],Vo = [Rl611], (4.36)

y 2a = (24}, 245, zag,...)T son los coeficientes del desarrollo de Laurent de la funcion
20 (y), reescalados por medio de (4:28).

4.1.4. Coeficientes efectivos

Hasta el momento se ha encontrado un sistema de ecuaciones algebraicas infinito,
para los coeficientes del desarrollo de Laurent de las funciones solucién de cada proble-
ma local ,L en (4.3), por tanto, es posible evaluar los coeficientes efectivos del material
homogéneo, mateméaticamente equivalente al compuesto, que se usé originalmente pa-
ra modelar la interaccién de las laminillas adyacentes de la osteona para el caso de las
osteonas tipo T.

Sea p =1 en (3.31), entonces se tiene que el problema local | L s6lo aporta un tinico
coeficiente efectivo al tensor de la permititividad eléctrica efectiva, a saber

i1 = (k1) — I | fr 0V dy,. 4.37)

Al sustituir (4.24) en la integral del lado derecho se tiene

2w [ oo
f 19(1)dy2 :f (Zo [alR_l —AlRl] cosl(p) cosp dy = (alR_1 - AlR) R,
r 0 \i=1

por otro lado, de (4.26)
AlR= -y 'ayR'+R;

por lo anterior

fr 10Vdy, = (1+x:t) ar - Va.

Entonces, recordando que (k1) = k1 V1+k2 V3, y« estd dado por (4.27) yque V1 +V, =1,
se tiene la férmula
?11 =x1(1-2ma;). (4.38)
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Debe ser notado que los coeficientes ay correspondientes a los desarrollos de las fun-
ciones del problema local ; L no tienen preindice y que los coeficientes de los desarrollos
de las funciones del problema local , L tienen el preindice “2”.

De manera completamente andloga, para p = 2 en (3.31), se obtiene

XKoo =xk1(1+2m2a;).
Finalmente
— / /
K33 =K Vi +K2V2,

que es el promedio aritmético de las propiedades de las fases, llamado promedio de Voigt.
Concluye asi el anélisis para el modelo PP3 pues se ha podido calcular las componen-
tes del tensor de permitividad efectiva del compuesto,

k11 =x1(1-2may), (4.39a)
Koo =k1(1+27m2a1), (4.39b)
K33 =K1 V1 +x5 V2, (4.39¢)

demostrando que el tensor de permitividad del material compuesto, tendrd componentes
tinicamente sobre la diagonal principal. Calculos numéricos posteriores (sec.[4.5), permi-
tirdn confirmar el hecho de que se trata de un material transversalmente isétropo. Con
todo lo anterior se tiene caracterizado al material homogéneo equivalente. Es de resal-
tar la simpleza y la estructura de las formulas anteriores, pues es facilmente identificable
la contribucién de las propiedades fisicas de los materiales y las propiedades geométri-
cas del compuesto (incluidas en los tinicos coeficientes de las funciones solucién a cada
problema local involucrados a;, y 2a;), dichas férmulas son facilmente programables.

4.2. OP2

4.2.1. Problemas locales. Formulacion

Como ya se menciono¢ arriba, se estudia el caso de un material compuesto reforzado
de fibras cilindricas circulares cuya longitud caracteristica (), es mucho menor que aque-
lla del material (L), y estan distribuidas en un arreglo periédico cuadrado; ademads, tanto
las fibras (S2) como la matriz (S;) son materiales transversalmente isétropos. Si el eje de
isotropia se encontrara en la misma direccién que las fibras, la cual se toma como la di-
recciéon X3, los tensores de permitividad eléctrica tendrian la forma (3.26), sin embargo,
en esta seccidn se considerara que el eje de simetria material de la matriz se encuentra
en el plano perpendicular al eje de las fibras, en la direccion X (ver figura[4.2) y el eje
de simetria material de las fibras es paralelo al eje geométrico del compuesto (eje de las
fibras); por lo tanto los tensores de permitividad eléctrica para la matriz y las fibras tienen
la forma

x® = diag K%) K(lll) K(lll) , x? = diag 1<(121) K(lzl) ng)], (4.40)
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respectivamente. Estos tensores se obtienen al aplicarles la transformacién adecuada a
los tensores en (3.26). Nuevamente, para tener una notacién més clara, se redefinen los
tensores de permitividad usando la notacién de Hill generalizada

kO =diag[x! x1 x1], «@=diag[ks x» xb].

Se debe notar que, respecto al modelo PP3, si k| estd suficientemente cerca de x;, éste
puede ser considerado como una ligera perturbacién de aquel. En virtud de este hecho se
define el pardmetro perturbativo de anisotropia

,K/
a=1-—. (4.41)
K1

De acuerdo a las tablas de Landolt-Bérnstein (1979), de los 258 materiales dieléctricos
con simetria hexagonal, tetragonal y trigonal, que corresponden a la forma (aunque
los que tienen simetria ctibica también corresponden a esa, no son tomados en cuenta
dentro de los 258 materiales pues para ellos a = 0), 254 tienen la propiedad de que |a| < 1,
y, de esos, 181 cumplen con |a| < 0.5, por lo que es factible suponer a pequefo y escribir,
por consiguiente, K’l =x1(1-ay).

De acuerdo con la ecuacién (3.32), los problemas locales , L tienen la forma

o pH(Y)
xij (y) W = en S,
1,6 ()] =0 enT,
0,0
Kingj(,Y)niH =—||xipnil enT.

Debido a la geometria del problema, estos problemas se reducen a dos problemas en
el plano, por este motivo se introducen los subindices griegos, que tomaran valores en
{1,2}. De esta forma, después de algunas manipulaciones algebraicas, por la forma de «,
los problemas locales , L, p = 1,2 adoptan la forma

& oW
ApoY =a——— en Sy, (4.42a)
oyy

A 0@ =0 en Sy, (4.42b)
|| p9H =0 enTl, (4.42¢)
0,0 a,00

K-~ ' =—|lx|l n[6p4+a(1+ b K11p0O1p, enT, (4.42d)
on N

donde
|| p9|| = pg(l) - pg(z)’

0,0 a0 ,00 0,00 0,0 0 ,0®
K P ’=K P n + P ny | —xo P n + P n |,
on 0y 0y> on 0y>

Ixll =x1 —x2




4.2. OP2 43

yOi; j esla delta de Kronecker, i.e.

1 i=j
1) ij= { 0 i ” ] .

Se debe notar que, respecto a los enunciados de los problemas locales ,, L en para
la configuracion PP, en el lado derecho de (4.42a) y de (4.42d) hay un término adicional
que puede ser considerado como una perturbaciéon cuando el pardmetro material « es
pequeiio. Ademds, se tiene que para a = 0, i.e. cuando x| = k1, se recupera el enunciado
(4.3), tal y como deberia ser. La ecuacién es una ecuacion eliptica y su solucion
debe ser doblemente periddica de periodos w; = 1y w2 = i (debido a la geometria del
problema). Otra cosa que hay que notar es el hecho de que hay un término en que
aparece s6lo en el caso p = 1, esto es de esperar pues la “perturbaciéon” se estd conside-
rando tnicamente en la direccién Y;.

Sean a pequeﬁ(ﬂ se propone el ansatz

,00) = pB(gY) +a pef” +0(a?), y=12 (4.43)

como solucién al problema local {@.42); por simplicidad se considera el caso p =1, y se
omite este preindice en esta seccién.

Sustituyendo en y agrupando en potencias de «, se obtiene una sucesion
recurrente de problemas locales:

O(ao) :
A0 =0 enS,, y=1,2 (4.44a)
101=0 enT, (4.44b)
9.0
Kk—|[ = -kl n enTl, (4.44¢)
on
O(a')
0 0(1)
AOD = —0 en Sy, (4.45)
Oy1
A6 =0 en S, (4.45b)
16:11=0 enT, (4.45¢)
0.0 9.0V
e 0 e 1+ 220 | gy enT. (4.45d)
on 0y1

4.2.2. Problemas locales. Potenciales complejos

El problema (4.44) fue resuelto en la seccién4.1.3] mientras que el problema (4.45) es
un problema de Poisson en una celda doblemente periédica con condiciones de salto en

1En la seccién se aclarard y fundamentard més extensamente esta suposiciéon
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la interfase. Nuevamente, de las condiciones y se deduce facilmente que
las funciones 10y y 10, son funciones pares de ¢.

Se tiene ahora dos potenciales complejos, que generan las soluciones, para el proble-
maa O(a?):

N S G

(1) _
FO (z2) =apz+ kglo akﬂ, (4.46a)
FP ()= Y ° e, (4.46b)

para el material S; y S», respectivamente; donde los coeficientes ay y c son reales y des-
conocidos.

Para construir el potencial del problema a O (a') en el material S;, se sigue el método
de Goursat usado para construir la solucién general a la ecuacién biarménica (Sokolni-
koff, 1956), pues se debe notar que dado que el lado derecho de es armonico, el
lado izquierdo es biarmoénico. De esta forma

F (2) =z (2) + v (2),

con
o _ LdE X (4.472)
¢ 4 dz ' )
(k=1) k-1
W= b @ 1 (2) 4.47b
v (2) = oZ+Z [ *-D! o - |’ (4.47Db)
es decir,

F(D (2) = —aoz +byz + Z
k=1

)

(k) (k-1) (k-1)
ax (z{ (), 2 (z)) .\ bk( (2)
(k-=1)! (k=1 (k-=1)!

donde £ (z) es la funcién de Natanzon. Pese a que Natanzon originalmente uso ) (z)
para denotarla, se prefiere el simbolo 2, para conservar la notacién compacta.2" (z) es
la derivada enésima de la funcién de Natanzon (Guinovart-Diaz et al., 2001; Rodriguez-

Ramos et al., 2001), FéY) y los coeficientes a son conocidos del problema ; L para O ((xo),
los coeficientes by son desconocidos y reales, determinables por medio de las condicio-
nes y (4.45d).

La funcién £ (z) es una funcién meromorfa, impar con respecto a z, cuasiperiédica y
definida por

— 1 2z 1
2(2) = Z/ﬁmn 2 o3 a2 ’
m,n (Z— ﬁmn) mn mn

donde B,,, = mw; + nw,; sin embargo se elige por estar relacionada con las funciones { y
o (= —{') de Weierstrass de tal forma que Fl(l) satisface las condiciones de doble periodi-
cidad. Las dos propiedades usadas son

(4.48)

2((z2+we)—2(2) =wap (2) +Ya, (4.49a)
20 (z2+we)-2W (2) =w0"% (2), k=1, (4.49b)
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donde los periodos w, ylas constantes y, estan relacionadas por medio de las relaciones
de Legendre

51&)2—626{)1 = 27'[i,

01w2 — 6201 = Y201 — Y1W2,

6a :2((%),
Ya =22 (%) _wa@(%)-

En el caso de una reticula cuadrada:

donde

51 =7, 52 = —iT[,
_ 584 _ l.584
Yl - T ) Yz - = .
Para obtener el desarrollo de Laurent bastan unas sencillas operaciones, a saber,
’ ﬁmn l
2(2) = Z ¢+1) Z M , (4.50)
donde .
Tr=Y"' ﬁ;’_’j (4.51)
m,n ﬁ

son las sumas de reticula de la funcién de Natanzon (Natanzon, 1935), convergentes para
j = 3. En el presente trabajo se les nombrard sumas de reticula de biarménicas debido a
que aparecen al obtener el desarrollo de Laurent del potencial de la ecuacién biarménica
Teniendo en cuenta que £ (z) = -2 (—z), se obtiene entonces el desarrollo en serie de
Laurent para la funcién £ (z) de Natanzon
oo
2@=Y"(j+1)Tjnz. (4.52)
j=3
De la expresion anterior es posible obtener la kaésima derivada, para k impary k = 3,
y por tanto su desarrollo de Laurent

1 (I+k)! I

(k=1) () — }0
TR l; O

Definiendo, para /€ {1,3,5,...} yk€{1,3,5,7,...}:

. _{ 0 k+1=2, (453)
ki (ll_;—,f!)! Tes; k+1=3, '

se tiene que

= 1)'Q(k Dz = ZO kn’klzl k impar, k = 3. (4.54)
-1

Observacion.
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= La definicion de 1), dada en (&53), es momentdnea pues mds adelante se redefinird para
ajustarse a las necesidades del potencial complejo Flm (2).

= Debe ser notado, también, quen,, es simétrico con respecto a sus indices.

Entonces

(4.55)

o0
Z k”klz
=1

El coeficiente by, al igual que el coeficiente a,, permite que el potencial complejo pro-
puesto como solucién al problema local (4.45), satisfacer la hipétesis de doble periodici-
dad. Estan relacionados con a; y b; de tal manera que dependen de la suma de reticula
S4 ylos residuos de las funciones F(gl) y . Para encontrar su forma explicita se sigue un
procedimiento andlogo al seguido para encontrar ao, ecuacion (4.8), en la seccién4.1.2]

Como Fj (z) debe ser eliptica con periodos w; = 1y w» = i se toma la diferencia en el
periodo

FV (z+wa) ~FP (2) = G+ 00 @ (2+0a) + ¥ (2+0a) =260 (20) — ¥ (2)

=Wa (2 +wg) + [ (2+wa) —w (2)]. (4.56)
De
_ 1 a
Vo (z+wg) = 4waa0 + Z zl(k—kl)'w“((k) (z+wg) (4.57)
yde
W (z+wa) =V (2) = bowa + b10g + lalya _ fo Y 5,0W (2. (4.58)
4 = atk-1)!
Por lo tanto
1_ 1
Fi(z+wg) — F1 (2) = bowy — (—Zwaao -b164— Zalya) . (4.59)

Observacion. Como F; debe ser una funcion eliptica, el lado izquierdo de (£.59) es idénticamente
cero, i.e.

1 1
0= boa)a—(—Zaado—blﬁa——al}/a). (4.60)

4

Para a = 1, al tomar la parte imaginaria de F; (z) la condiciéon (4.60) se cumple tirivial-
mente. Cuando se toma la parte real y se sustituye el valor de ay encontrado en (4.6), i.e.
ag = —aq 7, es posible calcular el valor de by :

1 5S84

b()= —(715+—) dl—l’)lﬂ (4.61)
4 /4
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De manera anéloga, para a = 2 y la parte imaginaria del potencial F) (z), se determina
by de manera tnica, usando el valor correspondiente al coeficiente ay, i.e. ay = a7 :

1 ( 5S84
4

b():— 71'—7) a1+b1n. (4.62)

Usando y (4.62), es posible definir by como
1
by = Zﬂzdl +A1b1, (4.63)

con A; definido en y

Ag =

{n+5—84 para L (4.64)

54 *
m—=* para,L

Usando las expresiones para ag y by, las ecuaciones y (4.63), los desarrollos de
Laurent de las funciones ¢ ®) (z) y 20 () y redefiniendo

nh = A2, (4.65)

se tiene

1 &0 -1 1
(p(z):—z [lalz +1Az ],
413

(o) (k) (o)
0o, ¢(2) 0 -1 1
by———+Mbiz= b -B ,
1; k(k_l)! 1012 lgi [ 12 lZ]
12, 20D 1 13
—Zoak—(z)+—/12a1z:— OA'lzl,
con A; definido en (4.17), y de forma anéloga:
oo0
By =) "brkng, (4.66)
k=1
OO0
AQ:ICZ aikn'y,. (4.67)
=1

Por lo tanto

o0
1
FV(5)=Y"° [Z (taiz™ !+ 142"+ 42" + b1z - B2 (4.68)
=1

EnT se tiene que z = Re'? por lo que es posible encontrar el desarrollo de Fourier del
potencial complejo Fl(l) (z), que escribimos como

FO = g" |(DiR™! = FiR!)cos 0+ (~D,R™ - FyR!)sent6)], (4.69)
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con
1 2 1 2
D, = _4_1—(1_2) aj—oR _ZAI(SUR + by, (4.70a)

1 1
Fi=20+2) Aj2R* - 241+ B (4.70b)

paral € {1, 3, ...}. Donde los coeficientes a; son conocidos del problemalocal ;L a O (ao),
los coeficientes b; son reales, desconocidos y determinables a partir de las condiciones

de continuidad y salto en la interfase.
Observacion. Con el fin de evitar una notacién complicada, en (4.70), se utiliza el simbolo a_;. A
dicho simbolo se le ha asignado el valor cero, es decir:

a_1=0. (4.71)

Como en la fibra S, se requiere s6lo que la solucién sea armoénica, el potencial com-
plejo tiene la misma forma que en (4.46b), i.e.

(e,0)
FP(2)=Y a2,
=1
donde los coeficientes d;, para l € {1, 3, ...}, son reales e indeterminados.

En resumen

Con el propdsito de facilitar las futuras referencias, en la solucién de los problemas
locales para el modelo OP2, se hace un compendio de los resultados obtenidos en el desa-
rrollo de esta seccidn.

Se tiene que los potenciales complejos que generan las soluciones a los problemas
locales ,L, p = 1,2, y tienen el siguiente desarrollo en serie de Laurent

o0
F (=Y [alz_l — A7, (4.72a)
=1
o0
F? @)=Y a2, (4.72b)
=1
o0
con A; =Y % apkni,
k=1

[e.0]
1
FY@)=Y"° [Z (lalz_l +1A1Z + A'lzl) +biz7 ' - Bz (4.73a)
=1

F? @)=Y "d7 (4.73b)
=1
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(e )

donde los coeficientes a;, [ € {1,3,5,...} sonlos coeficientes del potencial Fy, A; = ZO arkngi,
o0 (e, 0) k:1
A’l = Zo akkn’kl y By = ZO bikng;. Todos los coeficientes son reales y se determinan al
k=1 k=1
imponer las condiciones de salto en la interfase.
Ademas, estos potenciales tienen el siguiente desarrollo trigonométrico
o0 (e.9)
FV=Y%"° [alR_l —AlRl] coslp+iy ° [—alR_l — AR senl, (4.74a)
=1 =1
o0 o0
Féz) = ZO c;R' cos lo+ izo c;R'sen lo, (4.74b)
=1 I=1
y
o0
FV=y° [(DZR_I ~ FiR!)coslgp+i(-DyR™ ~ FR!) sen l(p] , (4.752)
I=1
o0 (e.0)
Fl(z) = ZO d;R cos lo+ izo lelsenl(p, (4.75b)

=1 =1

con D; y F; definidos por
1 1
D=2 (=2 aoR = A6 R + by,
1 2 1 l
Fi=~(+2)Aj;2R*— - A+ By,
4 4
parale{l, 3, ...}..

4.2.3. Problemas locales. Solucion

Se tienen dos problemas para resolver a dos niveles diferentes de aproximacién por
cada problemalocal ,L, p = 1,2, a saber:

A,00 =0 enSy,y=1,2 (4.76a)
I 0] =0 enT, (4.76b)

0 0
K—— || =—lIxll ngbpe enT, (4.76¢)

on

y
d 0"
Ao = L2 en Sy, (4.772)
oyy
A,0% =0 en Sy, (4.77b)
[»61] =0 en', (4.77¢)
a ,01 a ,0"

K n =K1 ( 7, n +npbip enl. (4.77d)
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La solucién del primero estd dada en la secciéon}4.1.3

Para resolver se usa el potencial complejo definido en (4.73), donde los coefi-
cientes ay son reales y conocidos del problema a un orden anterior, i.e. son los coeficien-
tes del desarrollo de Laurent de la solucién al problema (4.76).

Casop=1.

De la condicién y del hecho que ;6 es una funcién par con respecto al &ngulo
¢ (para z€T, z = Re'?) se deduce facilmente que la funcién ;6, debe ser una funcién par
con respecto al dngulo ¢; por ello, se propone, de (£.72), como solucién a

.11
1951) (z) = Re{ ZO [4_1 (lalz_l +1A;Z + A'lzl) +bz - Bzt }, (4.78a)
=1
o0
109 (2) = Re{ °dz’ } : (4.78b)
=1
Para z € I se pueden escribir como
oo
19§1) = Zo (DIR_Z - FIRZ) cosl, (4.79a)
=1
o0
1952) = ZO lel cosl. (4.79b)

=1

Cabe mencionar que no hay ninguna suma implicita en / cuando aparece como po-
tencia y subindice.

Por otro lado, en virtud de que el lado derecho de se puede escribir como
la derivada de la parte imaginaria del potencial F; con respecto al dngulo ¢ (ver ecua-
cion (4.20)), se hace necesario integrar ambos lados de la ecuacién y de forma natural
surge la funcién

costdt. (4.80)

98,00 (1)
E((p):‘/(; —1 0

N
Usando el desarrollo de 19(()1) dado en (4.24), el sistema (4.26) y las propiedades de
ortogonalidad para las funciones involucradas en la integral anterior, se tiene el desarrollo
en serie de Fourier de la funcién E (¢)

o0
E(p)= ZO e;senle, (4.81)
=1

con

1
e = —R_IZ [ (2R’51,) +(U-2) ao R+ (1= (1 +61) 5" layR™!

— e (U +2) ag R

viell,3,...}, (4.82)

donde se ha usado la notacién suma sobre indices repetidos y se ha usado la convencién

adoptada en (4.71), de que
a_1=0.
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De la condicion de interfase (4.77¢) y de las expresiones (4.79):
d;R'=D;,R"'-FR" VIe{1,3,5,..]}.

Del mismo modo, de la condicién (4.77d), una vez integrada con respecto al angulo ¢

(ver ecuacion (4.20)), y de las expresiones (4.79) y (4.82) se tiene
X1 (—D,R‘l - F,R’) ks (DZR_I - FlRl) — K (3151, + e,R) Vie(l,3,5,..]).

De aqui, una vez usada la expresién correspondiente para los coeficientes D; y F; y
algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene el sistema infinito

—x bR =BiR = —v; - No(1-2) ai_,R~"? — Ny la;R™!

~N3(I+2) a,+2R‘”+2)—;1A’,Rl vie{l,3,..}, (4.83)
donde los coeficientes
No= (3 i)
N1=% %%(1—(1+511)X;1)_%X;2511 :
1(1 1
R

junto con el vector
L1
vi= X Rou

contienen la informacién relativa a las propiedades fisicas de los materiales del compues-
to, asi como de la cuasiperiodicidad de la funcién ¢ en la reticula elegida.
Al aplicar el reescalamiento al igual que en la seccién(4.1.3} i.e.

a)=VIR 'a,b;=VIR b, VI€{1,35,..},
el sistema se puede escribir en la forma
(' T- 1 W)b =V + (1U+}1 1W’) a, (4.84)
donde el preindice “1” indica que el objeto es relativo al problemalocal ; L, las matrices Iy

1W, como era de esperarse, son las mismas que en (#:29), las incognitas b = (b}, b}, bL,....) g
son los coeficientes reescalados del desarrollo del Laurent de la funcién 1951), el vector

1 _
Vi= ZXK1R1511
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tiene una tinica componente no nula. La matriz 1 U = [uy;], definida para ¢ = 1 por

1 K1 1 _1] -1
=—-|— -2)—= s 4.85
11 2 ”K” (XK ) ZXK XK ( a)
\/g 1 K1 1
Y2 |- _ -1 4.85b
RPN PRTPTN K 850
u1=0 Vke{579,..1}, (4.85c¢)
mientras que para ¢ > 3 por:
111 _ 1 x
ulkz—[—)(,(1+——1 \/k(k+2)5(l_2)k
212 Ll
11 K1 -1 ]
+—-|-——(1- ko 4.85d
2 | %l (1-xc) Ik ( )
11 1 x5 1
+- |- k—2)kbd ,
3 [2 k2 <l X VI ) KO (1+42) Kk

tiene las propiedades de los materiales constituyentes en sus elementos y al contraste
entre ellos, debe notarse que se trata de una matriz tridiagonal. Por otro lado, la matriz
simétrica ;W’, se encuentra definida por

m+ 234 R2 k=1=1

W =[wy,]=
W=l {\/E\/in’kle” k+123

contiene informacién geométrica de la funcién 2 (z) y sus derivadas, i.e. de las contribu-
ciones de sus sumas de reticula biarménica para la geometria tratada, ademds de infor-
maci6n del tamafio de la inclusion; finalmente los coeficientes a = (a}, a3, a;, ...) " sonlos
coeficientes del desarrollo de Laurent de la funcion solucién del problema (4.76a).

La técnica del reescalamiento permite ver claramente las contribuciones de los distin-
tos factores involucrados en el problema ademads de ayudar a la mnemotecnia de la solu-
cion. Nuevamente es de resaltar la simpleza de la solucién y de que se trata de un sistema
regular al cual se le pueden aplicar las técnicas de solucién mencionadas en Kantorovich
y Krylov (1964) como, por ejemplo, solucién convergente por medio de truncamientos
sucesivos.

Casop=2

Aplicando un procedimiento similar al problema local ;L se llega a los sistemas in-
finitos que permiten poner a los coeficientes »dy en funcién de los 2 by y que permite
calcularlos.

Se propone la solucién

1
201" (2) :Im{ [Z (lzazz"+lezzl+ zA'zZl) +abiz”' = B2

oo
Zo
=1
oo

2052) (2) = Im{ ZO gdlZl } .
=1
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Para z € T se puede escribir como
[e.0]
29%1) =y (— »D;R7 - ZFIRI) cos ¢,
=1

oo
29&2) =Y° »d;R' cosl,
=1

con

1 1
2Dy = “1 (1-2) 2a;_oR* - 1 2A151R* + 2Dy,

1 , 1,
2k = 1 (I+2) 2A10R" — 2 2A;+ 2B.

Los coeficientes , by son reales, desconocidos y determinables por medio de las con-
diciones de interfase y (4.77d); los coeficientes »ay son los coeficientes del desa-
rrollo de Laurent de la funcién solucién del problema a un orden anterior. Las sumas » A,
2A’k v 2By tienen definiciones andlogas a aquellas correspondientes al problema local ; L,

o0 o0 oo
Le.oA; =Y % sackni, 2A =Y % sacknyy 2Bi=Y % 2bckni.
k=1 k=1 =1

Del mismo modo, el desarrollo en serie de Fourier de la funcion

9 0,0W (1)
E =f “20 " ostdt
2E (¢)  on

tiene sus coeficientes definidos como

1 0 . .
2@,:_5[(1—2) s R 4 14+ =61yt L oaR™!

— 1t +2) sar,, "D |RTL

El sistema infinito regular que determina a los coeficientes de 2051) es

1
(X' T- 2W) 2b=-V; + ( ZU_Z 2W/) 24, (4.86)
donde
W= (3] —7TR? k=1=1 ws7a)
=[w = , .o/a
? “ \/E\/jT]kleH k+1=3
584 ) p2 _7_
T—>2|R ==
W=[w,|= ( i ) . (4.87b)
W=l {\/%\fn’kRk” k+123
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Por otro lado, los coeficientes de ,U estdan dados, para ¢ = 1, por

1 1 K1
S e LI 488
o (zx“ Il X) (4.862)
1
3 = V3 (— + £) (4.88b)
2 Il
ur=0 (4.88c¢)
\/_ [ xel, (4.88d)
||1<||
ur=0 Vkei57,9, ..}, (4.88¢)

mientras que para ¢ = 3 por:

]
. VEk+2)8
ik 2 k+2||1<|| (k+2)0u-2
” ” [X,(—l](s,k (4.88f)
1
k—2
+[2 k-2 2|| (k-2k

4.2.4. Coeficientes efectivos

Por la estructura de los tensores de permitividad eléctrica de cada material constitu-
yente, se tiene que el tinico coeficiente no nulo aportado por la solucién al problema local
1L esta dado por (ecs. (3.31))

R11 = (K1) — ||1<u||fr 0D dys.
Al sustituir el desarrollo asintético (4.43) se tiene
= 1
k1 =x1V1+x2Vo—lx1; ||f 108" dys
T

+a +0(a?)

Klfr 1‘9(()1)613/2—||7<||fr 1951)013/2—7<1V1

los primeros tres sumandos del lado derecho corresponden a los términos de orden a®,
por lo que son los mismos que en la férmula del coeficiente efectivo k1, en el caso PP3.
La segunda integral de los términos de orden a! puede ser calculada de la misma manera
que se calcul6 la integral | 10(()1)61 2 enla secci()n i.e. se parametriza la curva T, se
sustituye la serie de Fourier de 19(()1), y se usa la propiedad de ortogonalidad de la base de
Fourier de 19(()1). Entonces

f 10V dy, = (D1R™' ~ FiR) Rn
r

1
[(—ZAIRZ +b Rm.

-1 1 2 1 /
R | 134sR*— A+ By | R
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Ahora, del sistema (4.26) es posible escribir A; y A3 en términos de a; y as, respecti-
vamente, como

AlR=—y'aiR"1 +R,
~3A3R® =3y asR3;

por otro lado, del sistema (4.83) se tiene
-1 -1 -1 3 1,
_B1R=XK blR —vl—NlalR —3N3d3R —ZAIR.

Se sigue que

1 _ 1 _ _
,sz¢1=fr 101V dy, = [—Z(1+XK1)R+(ZXK1—N1)QIR ' (4.89)

_3 (}11;1 + Ng) asR™3+(1+y7Y) blR_l]Rn

Por lo tanto, la expresidn analitica para el coeficiente no nulo aportado por el proble-
malocal {Les

K =k1(1-2ma) +alx; (w(1+y ) ar—1) = lIxll <],

como era de esperar, cuando se tiene a = 0, i.e. el caso isétropo (o al menos PP3) se recu-

pera la férmula (4.38).
El tnico coeficiente no nulo aportado por el problema local » L, de acuerdo a la fér-

mula (3.31b), estd similarmente dado por

— 1 _ _
K=k (1+2moa1) + @ 5K1R+ 2Ny 2a1R 1+ 2Nz 2as3R 3

+2K17T ZblR_l]RTE,
donde

Ny =L +1<)(1 -1, K 1) (4.90)
21 =5 K1 Tke 2)(k ”K”Xk 3k .

3 _
2Ny = —Exklm. (4.91)

Nuevamente es de remarcarse la notoria simplicidad y el hecho de que la férmula
de los coeficientes efectivos sea cerrada, ademds de apreciarse claramente la forma en
que las propiedades de los materiales constituyentes, el contraste entre los materiales,
la geometria y la periodicidad del arreglo y el tamafio relativo de las fibras aparecen en
dichas férmulas.
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4.3. PP1

En esta seccidén se considera el modelo en el cual los ejes de simetria material de los
elementos constituyentes del compuesto son ortogonales al eje de orientacién de las fi-
bras y paralelos entre si PP1 (se verd mds adelante que el caso cuando son ortogonales,
OP3, es un caso particular del presente estudio), tal como lo muestran las figuras[4.1]y[4.2]
Se conserva la notacién usada en este capitulo, por lo que la celda periédica es denotada
por Sy su volumen se sigue considerando igual a “1”, del mismo modo, la matriz es deno-
tada por S; y las fibras por Sy, mientras que la interfase de los materiales constituyentes
porI'. Se contintia suponiendo que las fibras tienen un drea transversal circular, por lo que
cualquier elemento en I puede ser descrito por medio de las coordenadas polares (R, ¢);
se debe notar que R es fijo ya que las fibras se consideran de un tnico radio. Los materia-
les constituyentes corresponden a una simetria transversalmente is6tropa y basta hacer
una sencilla transformacién del tensor de permitividad eléctrica de cada material para
tener los tensores descriptivos del caso de estudio, (4.1), que en la notacién generalizada
de Hill, introducida en (4.2), tienen la forma

K(l)(Y):diag[ K] K1 K1 |, en S,

k@ (y) =diag| ), x2 x2 |, en Ss.

Como se verd en las conclusiones finales, la presente seccién es un generalizacién
de las dos anteriores y, mds aun, del caso (no escrito aqui) en el que los ejes de simetria
material de cada elemento del compuesto y la direccién de las fibras son mutuamente
ortogonales, OP3.

4.3.1. Problemas locales. Formulacion

Definiendo los pardmetros perturbativos materiales

a=1--L, ay=1--2, (4.92)
K

92 pg(Y)
Ao =a,—F— enS,y=12,  (493a)
oyy
I »0] =0 enT, (4.93b)
909 ‘ lIxll g6 900 Il npd r (4.93¢)
= - + + ) ) :
K on K[ g0y Ka ayl n K&l npOip en C
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donde
2
” p9|| = pgm_ ,,6( !
d ,0 0,00 a,0WM 9 ,0@ 0 ,0@®
KOLnH:Kl( ; o\ ;

n + n + nl,
oy oy oy dy, C
0 pH 0 pQ(D 0 pQ(Z)
Kaf—ayl =K101 ayl — Kol ayl ,
Ixll =x1 — %2,

Ixall =x1a1 —x202

y 6;;j esla delta de Kronecker.

Se debe notar que la ecuacién es una ecuacion eliptica, pues los coeficientes
del tensor de permitividad eléctrica son positivos, ademads, debido a la geometria del pro-
blema se requiere que la solucién sea doblemente periédica con periodos w; =1y w, = i.
y, finalmente, que cuando a, es pequefio puede ser tratada por medio de un método de
perturbacioén, tal como se hizo en la seccién anterior. Ademads el problema local 3L, debi-
do a la geometria del problema, se vuelve homogéneo y por lo tanto la tnica solucién es
la trivial, i.e. 38 = 0, pues las soluciones resonantes van mads all4 del alcance del presente
trabajo, sin embargo, son temas de estudio desde hace tiempo de la comunidad cientifica
(Nicorovici y McPhedran, 1994 y Nicorovici et al., 1995; McPhedran, 1980; etc.).

4.3.2. Problemas locales. Método Asintético

Como se menciono en la secci(’)n en las tablas de Landolt-Bornstein (1979) hay
258 materiales dieléctricos con una estructura que corresponde a la supuesta en (sin
contar a los de simetria ctibica pues para ellos @ = 0); 254 tienen la propiedad de que,
para a definido como en (.92), |a| < 1, y de esos 181 cumplen con || < 0.5, por lo que es
factible suponer pequeiios a los pardmetros perturbativos en cada material, y se cumplirad
que son pequefios en una gran cantidad de casos.

Por otro lado, dada la cantidad de cifras significativas de los coeficientes de los ma-
teriales reportados en esas tablas; se puede suponer que «a tiene tres cifras significativas,
por lo que, dado un pardmetro pequefio g, se definen L,; parai=1,2,3yy =1,2 como
los coeficientes del desarrollo de a, en potencias de f, i.e.

ay =Ly f+Lypf° +Lysf,y=1,2. (4.94)

Pese a la redundancia, es conveniente recalcar que el desarrollo (4.94), no es un desa-
rrollo asintético, sino un desarrollo en potencias de ; por ejemplo si @y = —0.170 (que es
el valor para el Titanato de Bario) y si § =0.1, se tiene que un posible conjunto de valores
de Ly; es

Lyl = —I,LYZ = 7,LYg =0.

Por ello, para resolver los problemas locales , L se propone el ansatz

00 = 004 00 g g0 g2 =12 (4.95)
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Sustituyendo (4.95) y (4.94) en (4.93) e igualando potencias de §, para p = 1, se tiene
una recursion de problemas locales, a orden 8° :

A0 =0 enS,y=1.2, (4.962)
160l =0, enT, (4.96b)

016y
K =—l«xll n, enT (4.96¢)

on

y, aorden B! :
52 9(7)
A00) =1, —2 enS,,y=1.2, (4.97a)
oyy
1611 =0, enT, (4.97b)
0 191 0 16(()Y)

on I~ (L3221 B (2% ni, enl, (4.97¢)

Asi mismo, para el problema local ;L se tiene otra sucesion de problemas locales a
resolver, a distintos ordenes de aproximacién, a orden °:

S en S,y =12, (4.98a)
I 260l =0, enl, (4.98b)
0200
K 3 = — x| np, enl; (4.98¢)
n
mientras que a orden S :
62 0(}’)
7,00 =1, 62 0 enSy,y=12, (4.99a)
N4
I 26111 =0, enl, (4.99b)
3,0 3,00
HK 62n1 = KLYl (23)/(; ni, enl. (4.99¢)

Los problemas y son una ecuaciéon de Laplace con condiciones de salto
en la interfase y de doble periodicidad cuya solucién esté incluida en Lopez-Lopez et al.
(2005) como un caso particular. Esto fué explicado con mas detalle en la secciénd.1] Dicha
solucidn se usa aqui como una base para la perturbacién. Las ecuaciones y
son una ecuacién de Poisson con condiciones de salto en la interfase que dependen de
la solucién a un orden anterior, con condiciones de doble periodicidad y se resuelven
en el presente estudio usando la teoria de potenciales complejos a través de la funcién
( (z) de Weierstrass y de sus derivadas que son funciones elipticas con polos simples en
los nodos de la reticula en la que se definen, excepto { que es cuasiperiédica; ademas
se usa la funcién de £ (z) de Natanzon (Rodriguez-Ramos et al., 2001) para contribuir
a compensar la cuasiperiodicidad de ¢ al construir el potencial complejo que genera la
solucion de los problemas locales , L, p = 1,2.
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4.3.3. Problemaslocales ,L, O(f°)

De (4.96) y (4.98) se tiene que los enunciado correspondientes a cada problema local,
para la primera aproximacion tiene la forma, paray =1,2,

I 60 =0 enT,
HK an | = Ixll 7p6 pe enT,

que es claramente la misma estructura de los problemas locales correspondientes para el
modelo PP3, escritos en la ecuacion y resueltos en la seccion[4.1.3] Las observaciones
hechas en esa seccién son aplicables a la presente con el entendido de que se trata de la
primera aproximacion de la solucién al problema (4.93).

Por lo tanto, la solucidn al problema local | L (L) estd dada por la parte real (imagina-
ria) del potencial complejo

o0
F(gl) (2) = ZO [alz_l - AlZl .
=1

donde los coeficientes a son reales, determinables por medio de las condiciones de in-
terfase (4.22¢), y solucién del sistema (4.30), con el debido reescalamiento (ver seccion
4.1).

Observacion. Cabe mencionar que, pese a la notacion usada, la parte imaginaria del potencial
que genera la solucién del problema local 1 L no es necesariamente solucion del problema local » L.
Tienen la misma estructura, sin embargo, las condiciones de interfase hacen tinicos a los coeficientes
ay. en cada caso. m

4.3.4. Problemas locales. Potenciales Complejos O ()

Tanto en (4.97a) como (4.99a) el lado derecho de la ecuacién es una funcién armoénica,
pues es solucién de la ecuacién de Laplace en (4.96a) y en (4.98a). Por ello la funcién

p9§” es una funcién biarmoénica cuya expresion explicita se puede conocer al adaptar
el método de Goursat para construir la solucién general a dicha ecuacién (Sokolnikoff,
1956). Entonces la solucion a los problemas locales ,L para O(p) tienen un potencial
complejo de la forma

FI(Y) (Z) = up/) + ivl(y) :Z(p(Y) (Z) +1T//(Y) (Z) ’Y = 1’2,
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con
1. dFV(2)
@)y — 0
=_r ,
¢ (2) R
1. dF?(2)
(2) _ 0
=_I ,
¢ (2) il
(k-1) ( ) 1 g k-1 (2)
M boz + E ( +-L —_—
v (2) =boz (k T 110 STk

V@)=Y i,
k=1

donde, para y = 1,2, Ly; son los primeros coeficientes del desarrollo en potencias de
de los parametros de anisotropia ay, Fél) y sus coeficientes ay, asi como Féz) y sus coefi-
cientes ¢ (no mostrados explicitamente, ver ec. (4.23)) se encuentran explicitamente en
la solucién de los problemas y [@.99), respectivamente. 2 (z) es la funciéon de Na-
tanzon, introducida en [@.48), 2" (z) es su derivada enésima como funcién de variable
compleja, z; finalmente los coeficientes by y dy son reales y desconocidos, determinables
por medio de las condiciones de interfase y (4.99¢9).

Coeficiente de cuasiperiodicidad

El coeficiente by es una ayuda para satisfacer la hipétesis de doble periodicidad de
la solucién al problema local. Para encontrar una expresién analitica de by se procede
del mismo modo que para encontrar dy, i.e., como Fl(l) debe ser una funcioén eliptica con
periodos w; y w, se tiene que

0=Fi(z+0a)~Fi (2) = 2+ 0@ (2 + 0 + ¥ (2 +0a) ~Z9 (D)~ (2).  (4.100)

Como

p(z)= —L11(610+Z akf (Z))

o1 (k=11
(D) 1 21 (z)
v(z)= bOZ+Z W+ZLllakW
se tiene que
p(z+wq) —p(2) =0, (4.101)

pues ag fué elegido en (4.8) de tal forma que se satisfaga este requerimiento; por otro lado,
usando las propiedades de la funcién de Natanzon £ (z), presentadas en (4.49), se tiene

1 1 x _
V(z+we) -y (2) = bOwa+b15a+ZLllaIYa_ZLIIZO (P (2). (4.102)
=

ag
1 (k=1)!
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Por lo que usando (4.101) y (4.102) en (4.100)

_ 1 1 2 a
Ozw(x(p(z+wa)+b0wa+b16a+—Lllal’}/a——LHZO k wac(k) (Z)

1. _ 1
= ZLua)aaO + bowa + b16a + ZLllaIY(x;
como ayp = A ay, la ecuaciéon anterior se escribe como
1 _
0= bOwa+b16a+ZLll (/hwa +Ya) a. (4.103)

Observacién. Nuevamente es posible demostrar para el problema local 1L (L), a partir de la
condiciones ( ), y usando el hecho de que la funcion 105” (2957) ) es una funcioén par
(impar) con respecto al dngulo (que parametriza a la curval) ¢, que la funcién 10?) (299/) )esuna
funcién par (impar) de ¢, por ello se elige la parte real (imaginaria) del potencial F (z) para generar
la solucion correspondiente. m

Para ; L, 105” =Re {Fl(l) (z)} debe satisfacer la condicién de doble periodicidad; al to-
mar el periodo w» = i, esta hip6tesis se cumple trivialmente. Mientras que, para el periodo
w1 = 1, sustituyendo los valores de 81, y; en la ecuacion (4.103), se llega a una condicién
sobre la forma que debe tener by para poder tener la doble periodicidad:

1 58
bOZZLH (7’[+74) a,—7nb;. (4.104)

Del mismo modo, para el problemalocal » L, 26%” =Im {Fl(l) (z)} se deben satisfacerlas
condiciones de doble periodicidad; al tomar el periodo w; = 1, la hipétesis de doble pe-
riodicidad se satisface trivialmente, sin embargo, para el otro periodo, w» = i, los valores
correspondientes de 83, y2 en la ecuacion [@.103), tienen la forma explicita del coeficiente

1 5§
bo=-L1; (7’[——4) a+7mh;. (4.105)
4 /4

Se concluye que, en general, se puede escribir

1
bo = legal +/11b1

con

/11={ - 1L {(7’[+584/7’[)L11 1L (4.106)

T 2L ’ - (7'[—584/7'[)L11 2L ’

9=
por lo que el coeficiente by depende de la suma de reticula S; y los residuos de las funcio-
nes Fy" yy.

El potencial complejo que generala solucién de los problemas locales del modelo OP2
tiene una f6rma andloga a la requerida aqui, osea que el desarrollo en serie de Fourier del
potencial solucién en el material S; esta dado por

o0
FV = Z_Zi" [(DIR‘I - FlRl) coslO +i (—DIR_I _FlRl) sen 19] )
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donde VI€{1,3,5,...} con

1 1
D= "1 (1-2)a;»R* - ZAl(slle + by,

F;= i ((1+2) Aj1oR* - A)) + By,
ademas, nuevamente se ha usado el simbolo
a-1=0.
En el material S,

F?(2) =29 (2 + ¢y (2)
I k=1, o0 Kk
——L21ZZ kciz +Z diz",
4 i3 k=1

donde los coeficientes c; son reales y se conocen pues la funcién ¢ es generadora de la
solucién al problema local (4.3), los coeficientes dj son reales, desconocidos y determi-
nables a partir de las condiciones de interfase. Cuando z € T, se tiene que z = Re’?, con R
fijoy 0 < ¢ < 2m, porello

(o9}

F{z) =Y %[6;cosl0 +iD;senl0)],
I=1

donde los coeficientes 6; y D; estdn dados por
1
6 = ZLZI (lclRlﬁl +(+2) Cl+2Rl+2) + lel,
1
2= 7 Ln (—lclRl5l +(1+2) cl+2Rl+2) +d;R.

Juntando los resultados anteriores, se tiene que el potencial complejo que genera la
solucion para el problema local , L tiene la siguiente expresion

FP =Y °|(DiR™ = FyR!)cos 10 +i(-DR™' - FiR!)sent6)], (4.107)
=1
Fl(z) =Y °[€6/coslf +iD;senld], (4.108)

I=1
donde VI € {1,3,5,...} se tiene

1 1
D=2 (=2)aoR" = L ASuR + by,

1
Fr=7 ((1+2) Aj42R* - A)) + By,
1
6 = ZLZl (lClRlﬁl +(+2) Cl+2Rl+2) + lel,
1
P1= ;L (—lclRl6l +(1+2) cl+2Rl+2) +dR.

y como siempre, se define
a1 = 0.



4.3. PP1 63

4.3.5. Problemas locales. Solucién O (f)
Problemalocal ; L

El problema local ; L tiene el siguiente enunciado:

" 62 IH(EY)
A0 =L enSy,y=1,2,
1Y, vl ay% Y Y
1611 =0, enT,
€3]
0 101 0 160
HK on = ||1<Ly1 || + |KLy1 n ny, enl.

Como la solucién tiene que ser una funcién par con respecto a ¢ (dngulo que para-
metriza a I'), se propone como solucién al problema local, la funcién 16@ definida por

10" =Re{F"}.

Es posible seguir el mismo procedimiento usado para solucionar el caso O (°) para
conocer los coeficientes by, llegando a que tales coeficientes son solucion del sistema

- (XElblR_l + BlRl) =Vi+Noy(1-2) ag-pnR 72
+ lellalR_l + NS,l (1+2) a(1+2)R_(l+2)
1 I pl
_ZLUAIR , (4.109)

con

1 1 1
Vi=- ZLIIXK ——Kzlzlm RSy,
111, 11
No,lz—g ELHXK +K1L11n7
Ny =- ! x1Li1— ! (—(1+511)X_1)—1L11X_2511]
' 21 x|l X 2 K
1

1 _
-—|x2 21n(1+x,<1)(1+2511)],

N3 = 1[(1L K1 Loy — 1) oL ! 1( ‘1)]
3,1 — 2 2 11 — K1 11” ||l 2 21” ||l .

Usando los reescalamientos
1 I pl 1 I pl
6l1=—6lR,bl=—bR,
N/ N/

el sistema (4.109) se puede reescribir en la forma

(x<'1T+W)b= V1+1

Y U+= LHW) (4.110)
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facilitando su mnemonica, donde el lado izquierdo del sistema (4.110), salvob = (b’l, b, by, ..

es el mismo que el lado izquierdo del sistema (4.30), el vector independiente V; tiene una
Unica componente no nula
(1 K2 1

—|=—=1,——y:'Ly1 | RIS ] 1€{1,3,5,...},
> Tl 21 4X1< 11) 11 { }

las componentes de la matriz U =[u;,], estdn dadas, para [ = 1, por

K 1 _ K
ull:(m(xk_z)__XKI)L11+3”_2”(XK+1)L21» (4.111)
u —[(E_E)L +—= (g +1)L ]\/5 (4.112)
BT ) g e .
u=0, Vk=5 (4.113)
y, para [ = 3, por
1 x 1
= k+2)k||-+— L )
k= VIEES (2+||1<||) k+z"“] -2k
K1
T W~ 1)L +1)Lp |6
x| Coe=1) L+ || I = (n+1) 21] Ik
1 K2 1
(k-2)k [(__ _)L +1) La1 | 8 1+2), k0 4.114)
PV 2 k—20xl ) M T k=2x ||( +1) Lor | O,k

nuevamente, la matriz U es una matriz tridiagonal que contiene las propiedades fisicas
de los materiales constituyentes.
Finalmente la matriz W' = [w},], que contiene las sumas de reticula de la funcién de
Natanzon, estd dada por
wh, = VivVin R (4.115)

De la misma forma que (4.30), el sistema tiene una estructura notablemente
simple pues se puede identificar inmediatamente la forma en que contribuyen las pro-
piedades fisicas de los materiales (contraste relativo y,, matriz U y primeros coeficientes
del desarrollo en potencias de 8, Ly;) y las propiedades geométricas de la celda del com-
puesto (coeficientes ny; y 17’k ; en las matrices Wy w).

El sistema también presenta una caracteristica muy importante y ttil pues pa-
ra analizar los casos en que el eje de simetria material de la fibra es paralelo a la direccién
de estas y el eje de simetria material de la matriz es ortogonal a la direccién de las fibras
a1 #0yay =0,y, viceversa, @) =0y ay # 0. Basta con hacer el pardmetro respectivo igual
a cero, de esta forma se obtienen los mismos resultados que cuando se estudiaron estos
casos por separado. El caso en que las direcciones de los ejes de simetria material son
ortogonales entre si y perpendiculares a la direccién de las fibras también estd incluido
como caso particular de este estudio. Sélo se requiere redefinir los parametros involucra-
dos, por ejemplo, como en (4.141).

Observacion. Se debe notar también que comparte la misma estructura que por lo
que las observaciones hechas para dicho sistema son vdlidas en este también. m

)5
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Problema local , L

De las condiciones de interfase para los dos niveles de aproximacion O(f°) y O(8')
se demuestra que las funciones 26y y 201 son impares con respecto al 4&ngulo ¢ por lo que,
para cada caso, se propone una solucién en la forma

200 =Im{Fo},2 01 = Im{F};
siguiendo un procedimiento andlogo a 1 L se obtienen los sistemas, para O (°),
(X 'T- 2W) 2a= -V, (4.116)

con [wy], Vo dados en [4.36), y para O(f) :

1
(XK I- 2W) zb V1 +

Xe' 2U- —L11 2W)

con el lado izquierdo idéntico al lado izquierdo de (4.116), w}, dados en (4.87b) y

1 ;4 Ko
= WXK 2 A% LU_H( +1) Loy, (4.117)
1 K1
=5~ 7oL +1)L 4.118
s [(2 ||1<||) 1+ g Zl]f (4.118)
ux=0, Vk=5 @119)
yparal =3 por
un =Rk 2) | Lyt X s
lk— 27(1( k+2 x| 110 (1-2),k
K1 K2
b+ — +1)6
Il ikl 21](75" )0
K2
ko2 + o e+ 1) Lar |6 4.120
ﬁ[(z k— 2||1<||) LT (Xx +1) Lot | 8 1+2) k- ( )

Nuevamente la estructura de U es tridiagonal.

4.3.6. Coeficientes efectivos

De acuerdo con la férmula (3.31) de los coeficientes efectivos del tensor de permitivi-
dad eléctrica aportados por el problema local ,, L, estdn dados por

K1p = (K1p) = K11l pTs2, (4.121)
Kop = (Kop) + K22l pTs1, 4.122)
Ksp=(K3p), (4.123)

donde
pr*azﬁ pedya, y*=0,1.
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Al sustituir la solucién (4.95) y el desarrollo (4.94) en (4.121), teniendo en cuenta que
plxa :/ peil)dya :f ( Z pe%) ﬁm) Aya = Z (f pegrlz)d.)’a)ﬁm
T I'\m=o0 m=0 \JI'
= Z prmaﬁm;
m=0

sellega a

®11 = (ky) =[xy || 1T02 = ({xyLy1) = [y Ly1 | 1T02 + [|xcy || 1T12) B- (4.124)

Por otro lado

2n
1To2 =f 10(()1)dy2 :f 16(()1) (R,0) Rcos8 db
T 0

21 1 I
:fo (Z(alR —AlR)coslﬁ

=1

RcosBdo

2w
= f (ayR™' - AR) Rcos*60d0
0
=(a1R™' - A1R) Rr.

Del mismo modo
1T12=(D1R™' -~ FiR) R,

usando el sistema infinito cuya solucién son los coeficientes ay, i.e. (4.26), se tiene que
_ -1, p-1
AlR =R- XK LZIR .

Por lo que
(R~ AR R =-Va+ (1 +x ) arm. (4.125)

Andalogamente, usando el sistema (4.109), se llega a que

1 1 x
DiR'-FR=- ZLH (1+x )R+ — 2 IR+ (1+x)biR7?

2 Il
1] x1 -1 1 -1 -1 K2 -1 -1
- —1L11(1-2 - = 1+ Li1+3—Ly(1+ a1 R
2 [ 720 ) =g () L 3 la (1) o
1[(1 4 1 -1 K2 -1 -3
——||=-=—]|L —=L +—1-5(1+ 3azR . 4.126
2[(2 ||1<||) e~y hure £ pala (x| 3as (120

Por lo tanto,

K11 =x1 (L-27ar) = [(k Ly1) — IxLya |l (Vo + (1 + xx ') au ) + || || (D1R™" = FyR) Rx] B.
(4.127)

En forma similar se obtiene una expresién para el tinico coeficiente efectivo no nulo
aportado por el problema local »L:

Kaz = (icy) + [y || 2Tor + ey || 2T



4.3. PP1 67

donde

2Tor=—((1 +X;1) a7+ Va)
2I'11 = %11 Rm.

El coeficiente 98, estd dado por

K3
fl

1 1 1~ _ _
5+5L11XK1—K2)R—(1+XK1)191R 1

1

+

le_l

. 1 1y -1 A~ _
K1+E(1+L11XK1)XK _K2(1+X1<1)

3asR~3. (4.128)

+
Nl—= NI = -

1 Y ;1 o _
(ELH—Kl)xxl—5L11XK1+7<2(1+XK1)

Por lo anterior
Koo =K1 +2K1a17T + (K1 —K2) %HRT[ﬁ. (4.129)

El altimo coeficiente efectivo no nulo, se calcula de (4.123)

K33 = (K33) = K:()}g,) n+ Kéz:,)) V=1V +x2 Vo = (x), (4.130)

que es, nuevamente, el promedio aritmético entre las propiedades de las fases.

Nuevamente es de resaltar la simpleza y la estructura de las férmulas (£.127),
y pues es facilmente identificable la contribucién de las propiedades fisicas de los
materiales y las propiedades geométricas del compuesto (incluidas en los tinicos coefi-
cientes de las funciones solucién a cada problema local involucrados a;, as y by); ademads
del orden de aproximacién ejecutada, que en este caso s6lo se muestra la aproximacion a
orden B. Cuando se toma en cuenta sélo la parte de aproximacién a orden ° se tiene que
las férmulas y coinciden con las correspondientes al caso particular del es-
tudio en Lopez-Lépez et al. (2005), es decir, al caso en el que el eje de simetria material
de la fibra y el eje de simetria material de la fibra coinciden con la direccién de las fibras,
como era de esperarse.

Se debe notar que los sistemas y ([4.110), a orden cero y uno en 3 respectiva-
mente, tienen la misma matriz en el mismo lado izquierdo del sistema:

(X' T+W),

la matriz W es simétrica y contiene las sumas de reticula armoénicas, correspondientes
a las funciones (. Los vectores Vo y V] en y tienen s6lo una componente
no nula. La matriz U en contiene informaciéon del contraste de propiedades entre
los materiales constituyentes y del desarrollo en potencias de 3, de los pardmetros a; y
a». La matriz W en (£.110) también es simétrica, contiene informacién de las sumas de
reticula biarmonicas, corresponientes a las funciones 2 (z) de Natanzon y sus derivadas
(Rodriguez-Ramos et al., 2001 ). El sistema a orden cero en § fué estudiado en Lépez-
Loépez, et al. (2005)
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Por todo lo anterior los coeficientes ay, as, as, ..., by, bs, bs,..., para cada problema
local, muestran una dependencia sencilla en S; (sumas de reticula), R (radio de la fibra) y
X« (proporcionalidad relativa entre los materiales) y, por lo tanto, también los coeficientes

efectivos (4.127) y (4.129).

4.4. OP3

Este es el caso de un material reforzado de fibras con las mismas caracteristicas de los
tres modelos anteriores, s6lo que la orientacién de los ejes de simetria material de cada
constituyente son mutuamente ortogonales y estos perpendiculares a su vez con el eje de
las fibras (figura[4.2).

Se supone, sin pérdida de generalidad, que la matriz S; tiene su eje de simetria ma-
terial paralelo al eje Y; y las fibras S, tienen su eje de simetria material orientado en la
direccién de Y, los tensores de permitividad eléctrica tienen la forma

xW(y)=diag| x| x1 x1 |,

x@ (y) =diag| x> x, x2 |.

Se definen los pardmetros perturbativos @ como:
¢ K
alz]-__l) a2:]-__27
K1 K2
por lo que el enunciado de los problemas locales , L es similar a (4.93), teniendo asi que
ya no hay necesidad de realizar ningtin calculo.
Por lo tanto: con el modelo planteado en la seccién anterior (PP1), es posible analizar
los casos PP3, OP2 y OP3 simplemente haciendo a;, a, =0, para el primero, as = 0 para

el segundo y redefiniendo los « para el tercero.

4.,5. Resultados numéricos

Hasta el momento se han encontrado férmulas para los coeficientes efectivos de un
problema de permitividad eléctrica, de un material que comprende una matriz transver-
salmente is6tropa reforzada de fibras distribuidas en un arreglo periédico cuadrado, cuya
longitud caracteristica es mucho menor que aquella del compuesto, también transversal-
mente isétropas. En el compuesto el eje de simetria material de cada material constitu-
yente no necesariamente es el mismo que la orientacién de las fibras.

= Para el modelo PP3, en donde la orientacién de los ejes de simetria material coinci-
den con el eje de orientacién de las fibras, se tiene
x11=x1(1-2ma),
K2 =k1(1+27m2a1),

= / /
K33 = K1V1 +K2V2,
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con a; y 2a; elementos del vector solucién de los sistemas y (4.35).
= Para el modelo OP2
K =k1(1-2ma) +a[x; (m(1+ ) a1 —1) - lixll 4],
Ko =K1 (1421 2a1) + a[%K1R+ oNi sa1R™ '+ 5Nz pa3R™3
+2K17T zblR_l]Rﬂ,

— /
K33 =K1 V1 +K2V2,

con &), 2Ny, 2 N3 dados en (4.89), (4.90) y (4.91), respectivamente.

» Finalmente, para el modelo PP1

K =x1(1-27a) — ((kyLy1) =[xy Lyt || 1To2 + ||y | 1T12) B,
?22 =K1 +2K1a17'[ + (K] —Kg) '%HRT[ﬁ,

K33 =K1V + ko V5o;
con 1Tz, 1I'12 y %811 dados en la seccién anterior.

Con el prop6sito de realizar un andlisis de estas férmulas y de evaluar su repercucién
se define el parametro

K2
Zx=—, (4.131)
K1
entonces
—— or tanto s (4.132)
= , L = y .
=1 P N
y por definicién de a; y a»
Ky=x1(l—a1),kp =k2(1—az). (4.133)

Observacion. Para analizar el caso del modelo OP2 el pardmetro a, = 0, las observaciones hechas
aqui son igualmente vdlidas tomando este caso. m

Tomando en cuenta las relaciones (4.131)-(4.133), al normalizar con respecto al coe-

ficiente K(lll), i.e. x1, se tiene que
K1=1, (4.134)
1 —
= A« (4.135)
1+ y«
Ky =01-ay), (4.136)
Ky =Kz (1—a). (4.137)

Con las identidades anteriores se establece una dependencia de los coeficientes efec-
tivos (4.127) y (4.129) en: R (el radio de la fibra), yx (contraste relativo) y @, (tamafio
) )

relativo del coeficiente x,,” con respecto al coeficiente x;;") cony =1,2.
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Paralos 258 materiales reportados en las tablas de Landolt-B6rnstein (1979), se calcu-
laron, numéricamente, todos los “y,” posibles, i.e. se hicieron todas las combinaciones
posibles entre dichos materiales, ademads para cada material se calcul6 el “a” correspon-
diente tal como estéd definido en (4.41). Los resultados en forma de histograma se mues-
tran en la ﬁgura donde debe notarse que los yx estdn distribuidos en todo el intervalo

5000 35
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w
[=]

7000

o
=]
o
=]
=]
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o
=)
=]
[N]
=]

=
o
a
a
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Cantidad de compuestos

3000

=]

2000

[
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]
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0
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1
Rango de valores de Rango de valores de o

Figura 4.3: Se ilustra: a) La distribucién de los valores de y, en su intervalo de definicion,
por cada combinacién de dos materiales (fibra y matriz) se tiene un valor de y. b) La dis-
tribucion de los valores de ay, nétese que s6lo hay 258 valores posibles pues se reportan
s6lo esos, ademds se muestran sélo 254, pues son los que se encuentran en el intervalo
(=1,1).

(—1,1) y que la mayoria de las incidencias de los valores de & se encuentran en el intervalo
(-=0.1,0.5).

Observacion. Para analizar el caso OP3, es decir cuando se analiza el caso en el que las orien-
taciones de los ejes de simetria material de los materiales constituyentes son ortogonales entre si y
perpendiculares a la direccion de las fibras, es necesario redefiniraa dea = 1-x' /x1, aa = 1-x, /x|
por lo que el intervalo en que se encuentran dichos a se convierte en (—0.5,0.1).

En el intervalo (—0.5,0.5) se cubre al 71.24 % de los datos reportados. m

El radio de la fibra puede ser desde cero hasta el valor de percolacion, es decir cuan-
do se tocan las fibras adyacentes; es por ello que los intervalos de importancia para los
estudios son

¥« €(-1,1),a€(-0.5,0.5),Re[0,m/4].

Se hizo un estudio del comportamiento de los coeficientes efectivos obtenidos por
medio del Método de Homogeneizacién Asintética (MHA), de donde se obtuvieron las
férmulas para cada modelo (PP3, OP2 y PP1). Dichos resultados se compararon con un
célculo de dichos coeficientes, pero en donde se resuelve la ecuacién de cada problema
local por medio del Método de Elemento Finito (MEF) usando el software cientifico Femn-
lab™ 3.2, con la finalidad de poner a prueba la efectividad del nuevo método propuesto
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en este trabajo y estimar su rango de validez. Dicho software usa un elemento finito cua-
drético de Lagrange de orden dos, el nimero de elementos para cada célculo varia de 900
a 1400, con grados de libertad desde 1900 hasta 7600, aproximadamente, dependiendo
del tamafio de la fibra.

Las férmulas “exactas” (MHA) fueron programadas en Matlab™ 6.5 tomando yx en
el conjunto {-0.95, —0.85, —0.75,...0.85, 0.95} y moviendo los demds pardmetros involu-
crados (a1, a2 y R) en los intervalos sefialados arriba, en intervalos regulares con saltos
de tamafno 0.1, i.e. a € {-0.5, —0.4, ...,0.5} y R€ {0, 0.1, 0.2, ...,0.7, m/4}.

El célculo en MEF toma en promedio dos horas para cada y, en una computadora
portétil con un procesador intel centrino a 1.60GHz con 768 MB en RAM, mientras que el
mismo calculo via MHA era de apenas tres segundos.

Para realizar el cadlculo numérico correspondiente a MHA se truncaron los sistemas
infinitos (4.30), (4.84) y (@.110) (también los correspondientes al problema local L) a un
sistema de 5 x5 que es mds que suficiente para tener un error relativo en la solucién menor
a1x 107'2, lo anterior debido a la rapida convergencia de las funciones elipticas involu-
cradas.

4.5.1. Resultados numéricos para el modelo PP3

Los resultados de la comparacién MEF vs. MHA difieren menos del 3 % para este mo-
delo, tal como se muestra en la figura[4.4} para cualquier valor de y,, excepto para el valor
de yx = —0.85 cuando R = 0.5 (valor de percolacion i.e. V, = 0.78540) en donde la dife-
rencia porcentual es de 13.5 % pero sélo lo es en apariencia pues basta con aumentar el
tamano del sistema paralograr que la aproximacion mejore, por ejemplo al tamafio
a un sistema de 9 x 9 (no ilustrado).

1l

TR Diferencia porcentual

—|—1K:-O 85
—e—7y =-055
L3

g+ |—8—x, =0

—e—y, =085

0 02 D4 06 0B 0 02 04 06 08
Fraccion Volumetrica

Figura 4.4: Coeficiente efectivo k1) calculado por MHA y MEE se debe notar que la dife-
rencia porcentual es de menos del 3 %.

Como era de esperarse, el material compuesto es transversalmente is6tropo (por ello
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solo se muestra el resultado para x;;). Los valores de y, graficados corresponden, por
ejemplo, a una combinacién de materiales como la siguiente (los valores son tomados de
las tablas de Landolt-Bornstein (1979), pp331-349):

Ax ‘ Fibra ‘ Matriz
-0.85 PZT-6B Te
-0.55 K3Li2Nbs015 PZT-8

0 - -

0.85 | Pb(Tigp.52Zr0.48)03 | KHj 4Dg.60PO4

Elvalor y« = 0 se alcanza cuando tanto fibras como matriz estan formados por el mis-
mo material. Es de resaltar que los resultados numéricos corresponden con los esperados,
ya que al estar constituidos por el mismo material y estar normalizados con respecto a la
matriz, se espera que el coeficiente efectivo tome el valor x;; = 1. Los demas valores de
X« cubre en forma de abanico el drea delimitada por las curvas yx = —0.85y yx =0.85 (no
mostrados).

El hecho de que se tengan esas diferencias porcentuales a tan altos contrastes (yx =
+0.85), confirma que las férmulas analiticas via MHA son tan eficientes como calcularlas
via MEE no obstante, significativamente més rdpidas y faciles de programar; las férmulas
obtenidas son notoriamente simples y estructuralmente sencillas.

De (4.132) y (4.131)
K2 1o g
k1 14y
se tiene )
Ky = — 2. (4.138)
1+ xx

Entonces los limites permisibles para y, se tiene que

3 <K < 37K
37 K1 =K2 = k.

Por lo que el rango de materiales a los cuales se les puede aplicar este método es muy
amplio, siempre y cuando el radio de las fibras no sea el valor de percolacién. En tal caso,

se necesita aumentar el tamano del sistema truncado (4.30) cuando menos al doble.

4.5.2. Resultados numéricos para el modelo OP2

Un andlisis similar al anterior revela que MHA difiere en menos del 10 % cuando los
pardmetros involucrados (y«, @ y R) se encuentra en los intervalos
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es decir, cuando se cumple

1
2

1o ]
2 170175

13 3

—K] =K2 < =K.
271 2 21

La figura[4.5| muestra las gréficas del coeficiente efectivo k11, cuando yx = 7/20, para

x, iV ¢ =035 Diferencia parcentual
PO & i .: a
—— hHA a=-05
1B —4— WEF || 8
7
=05
[
=03
5
4
3
a=-03
2
1
=0

h A i 0 | ; ;
02 04 0B 08 0 02 04 0B 08
Fraccion Yolumétrica

Figura 4.5: Comportamiento del coeficiente efectivo k1, asi como la diferencia porcentual
entre MHA y MEF para y, =0.35y a € [-0.5, 0.5].

distintos valores de a. El valor de y, graficado es el médximo para el cual la diferencia
porcentual entre MHA y MEF es menor a 10 %.

La figura[d.6/muestra el valor minimo de y, para el cual la diferencia porcentual entre
MHA y MEF es menor a 10 %.

Por lo anterior se tiene que, para que la diferencia porcentual entre MHA y MEF sea

menor a 10 %, se debe tener:

13 < <
—K]1=K2 =<K
27 1 2 2 1

1 , 3
EKl =K; = 51(1.

La figura muestra el comportamiento del coeficiente efectivo x», y la diferencia
porcentual entre MHA y MEE cerca del valor de percolacidn; la diferencia porcentual au-
menta. Este comportamiento es atribuible a que el sistema (¥, B +W)a = v necesita mas
términos para converger. Un comportamiento similar muestran el coeficiente y la dife-
rencia porcentual para y, = —0.2 (por eso no se ilustra).

En general la aproximacion @ = 0 es mucho mejor para el coeficiente x», pues la per-
turbacion se estd considerando tinicamente en una direccién, sobre la coordenada y;. La
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X, hc(:: =02 Diferencia porcentual

0
0.z 0.4 0.6 [k} 0 02 0.4 06 08
Fraccion Volumétrica

Figura 4.6: Valor minimo para el cual la diferencia porcentual de MHA y MEF es menor a
10 %.

52! x(111) L5 0.35 Diferencia porcentual

=0

o : 7
1] 0.2 0.4 0B [k:}
Fraccidn Yolumétrica

Figura 4.7: Coeficiente efectivo k2, para yx = 0.35 y varios a.
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figura[4.8)muestra la diferencia porcentual para los diferentes valores de a considerados
y para yx = 0.35, sin embargo, se tienen buenas aproximaciones (diferencia porcentual

e, 0@’
o7 T T T

ne6f

. \ \ . . , .
0 01 02 03 0.4 05 06 07 0a
Fraccidn Volumétrica

Figura 4.8: Diferencia porcentual entre MHA y MEF para el coeficiente K22, O(a°); yx =
0.35

menor al 5%) para cualquier cualquier valor de yx y @ considerados; la diferencia por-
centual para el valor de percolacién se dispara hasta el 50 % hecho atribuible a que la
convergencia de MHA para valores de percolacién es més lenta.

4.5.3. Resultados numéricos para el modelo PP1

Numéricamente se encontré que para yx en el intervalo [—0.2,0.2] y a1, a2 € [-0.5,0.5]
la diferencia porcentual entre MHA y MEF en el cdlculo del coeficiente k1; es de menos
del 10 %, siendo menor del 5% para valores de @; y a2 en el intervalo [-0.3,0.3] y para
cualquier tamafio de la fibra. Nuevamente la diferencia porcentual es mayor cerca del
valor de percolacion.

La ﬁgura muestra un cdlculo de los coeficientes efectivos k11 y k22, en el caso en
quea; =a2 =05y yx=0.2,1i.e.

;1 1 2

KIZEKI’KIZZEKZ’Kzzgkl' (4.139)

Se puede apreciar que la diferencia porcentual entre los dos métodos es de menos del
10% en el caso del coeficiente k1, y menos del 3% para el coeficiente k23, como es de
esperarse, la propiedad efectiva decrece monétonamente cuando la fraccion volumétrica
incrementa; la diferencia porcentual en el cdlculo del coeficiente k,, es menor siempre
pues la pertubacion se considera sobre el eje 1.
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D‘.,1=D.5 D(,2=D.5 1‘{=D.2
1.1 : , : L]
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Figura 4.9: Comparacion de resultados obtenidos via MHA y MEE

La figura muestra un calculo de los coeficientes efectivos k11 y k22, en el caso en
que @1 =0.3, a2 =0.5y yx =0.1, i.e.

K'—7K K’—IKK—QK (4.140)
1_10 1 2_2 2 2_11 1 .

la diferencia porcentual mejora al tomar valores menores de a y yx-

4.6. Conclusiones

Debido a que las componentes no nulas del tensor de conductividad del compuesto
estan en la diagonal principal, éste pertenece al sistema cristalografico trigonal.

Se trabaj6 con una ecuacién diferencial eliptica con coeficientes peri6dicos que va-
rian rdpidamente (ec. (3.28))

Se obtuvieron férmulas analiticas cerradas, por medio del método de homogeneiza-
ci6én asint6tica y un método de perturbacién material, de los coeficientes efectivos de los
problemas locales (3.32).

Se hizo una comparacién numérica entre un cédlculo por medio del Método de Ele-
mento Finito y de las férmulas obtenidas para los coeficientes efectivos y se concluye que
para tener una diferencia porcentual menor al 10 % entre los dos métodos la proporcién
entre los coeficientes x; y k2 deben estar en el intervalo [2/3,3/2], i.e. k2 puede ser al
menos 2x1/3 y a lo mds 3x;/2. La anisotropia en la componente “11” con respecto a la
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Figura 4.10: Comparacién de los métodos MHA y MEF para y, =0.1

componente en “22” en cualquiera de los dos materiales debe estar en [1/2,3/2], i.e. k]
(K'z) puede ser al menos la mitad de x; (k) y alo més una y media veces x (k2).
Para el modelo PP3, un rango adecuado de los pardmetros involucrados para tener
una diferencia porcentual menor al 10 % con respecto de MEF es
3 37

—K] =<K2 < —K1
37 3

T
0<R<-—.
4

Cuando a7 = a, = 0 en los problemas locales (4.93), se tiene una ecuacién de Laplace
en cada material con condiciones de salto en la interfase y de doble periodicidad, el cual
ya ha sido resuelto con anterioridad (secci6n [4.1), ademds como ya se dijo, es un caso
particular del estudio reportado en Lépez-Lopez et al., 2005.

Cuando a; # 0, ay = 0 se tiene el caso en el que el plano de isotropia de la fibra es or-
togonal a la direccion de las fibras y por lo tanto se trata de un caso particular del presente
estudio y su andlisis puede ser encontrado en la seccién4.2

Cuando a2 # 0, a; = 0 se trata de un caso analogo al anterior s6lo que ahora la direc-
cién normal al plano de isotropia de la fibras es ortogonal a la de la direccién y la direccién
de la normal al plano de isotropia de la matriz es la misma que la de las fibras, otra vez es
un caso particular del presente estudio.

Cuando las direcciones normales al plano de isotropia de los materiales son ortogo-
nales, pero ninguna de ellas paralela a la direccién de las fibras, redefiniendo “a” conve-
nientemente, el presente articulo es adecuado para su andlisis, por ejemplo para el caso
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representado en la figura[4.2|se pueden definir

/
a1=1——1,a’2=1—
K

K2
—,
1 K2

(4.141)

para seguir considerando a la componente “11” como una perturbacién de la componen-
te “22” en el tensor de conductividad dieléctrica entonces el problema puede ser tratado
con el método desarrollado en esta seccion.

Los experimentos numéricos sugieren que las férmulas analiticas, que fueron obteni-
das bajo la suposicién de que la anisotropia a fuera pequeiia, puede usarse con valores
de alfa tan grandes como en el intervalo —0.5 < a < 0.5, con un error porcentual menor al
10 %. Son ademads muy rapidas de calcular comparadas con el MEF y también abarcan el
75 % de las parejas de permitividades de las tablas de Landolt-Bérnstein (1979).



Capitulo 5

Modelo Piezoeléctrico

El hueso es una forma sorprendente de materia, es una combinacién de materia viva
e inerte, de tejido blando y duro, de s6lidos y fluidos. Es flexible pero lo suficientemente
rigido para ser usado como soporte, ademads es una estructura dindmica que cambia su
forma en funcién de las cargas recibidas. Mds sorprendente atin es el hecho de que en
la década de 1950 se haya descubierto que el hueso exhibe una propiedad hasta enton-
ces pensada como exclusiva de algunos cristales, la piezoelectricidacﬂ (Fukada y Yasuda,
1957).

Siun esfuerzo es aplicado, se genera una polarizacién eléctrica cuya magnitud es pro-
porcional al esfuerzo aplicado (efecto directo); cuando un campo eléctrico es aplicado
a través de un material piezoeléctrico, su forma cambia ligeramente en una proporcién
directa a la magnitud del campo aplicado (efecto inverso). Ademads la constante de pro-
porcionalidad que conecta al campo eléctrico aplicado y la deformacién tanto en el efecto
directo como en el inverso es la misma (Nye, 1957).

Debido al efecto piezoeléctrico en el hueso se han establecido nuevas teorias en rela-
cién con la regeneracién, implantes y andamios de hueso,

A raiz del descubrimiento de la piezoelectricidad en el hueso se han establecido las
propiedades piezoeléctricas del hueso seco (Fukada y Yasuda, 1957, Anderson y Eriksson,
1970). Debido a que la coldgena en los tendones es piezoeléctrica y la hidroxiapatita no,
y en vista de las similitudes entre coldgena de hueso y de tenddn, las propiedades piezo-
léctricas en hueso seco se deben probablemente a su contenido de coldgena. En hueso
seco s0lo se generan voltajes, como en la coldgena, cuando hay un esfuerzo cortante en
la direcciéon longitudinal del material (la coldgena pertenece al grupo cristalografico he-
xagonal clase 622). Cémo las fibras de coldgena en hueso cortical estdn alineadas con una
cierta direccion, se puede decir que el efecto piezoeléctrico en hueso seco es debido a las
fibras de coldgena, raz6n por la cudl se propone, para el estudio del fenémeno piezoeléc-
trico en hueso, el modelo de un material compuesto reforzado de fibras.

La estructura interna del hueso cortical estd lejos de ser periddica, sin embargo, es
bastante regular. Asi, como primer paso para su andlisis, se supone que el material de es-

1Del griego mié¢etv, comprimir, y electricidad

79
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tudio es un compuesto reforzado de fibras con seccién transversal circular distribuidas
en un arreglo periédico cuadrado (aunque el anélisis hecho en el presente trabajo pue-
de ser generalizado para cualquier tipo de arreglo) y que los materiales constituyentes
pertenecen a el sistema cristalografico hexagonal clase 622.

5.1. Modelo PP3

Se considera un compuesto que consiste de un arreglo periédico de fibras cilindricas
circulares dentro de una matriz homogénea. Se supone que los cilindros son infinitamen-
te largos y que las propiedades electroeldsticas de cada una de las fases pertenece al grupo
cristalografico hexagonal clase 622. Ademas, los ejes materiales y geométricos son para-
lelos al eje 3 del sistema coordenado local (de aqui la notacién PP3).

El presente capitulo contiene una generalizacion (reportada en Lépez-Lépez et al.,
2005) del estudio realizado en el capitulo anterior. Se supone que las componentes del
compuesto responden al fenémeno clasico de piezoelectricidad lineal, por lo que se cum-
plen relaciones constitutivas (Ikeda, 1990 p10)

0ij = Cfi3Ski—exijEr, (5.12)
D; = e;x1Ski + € Ex., (5.1b)

en las ecuaciones anteriores y en lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, se usa
la notacién suma sobre los indices latinos repetidos i, j, ky [, los cuales toman valores
desde 1 hasta 3. Aqui el tensor de esfuerzos o;; y el vector de desplazamiento eléctrico
D; estan linealmente relacionados con el tensor de deformacién Sg; y con el vector de
campo eléctrico E;. Las propiedades del material estdn dadas por el tensor de médulos
elasticos de cuarto orden medido en un campo eléctrico constante (indicado por el su-
perindice E, en lo siguiente omitido) Cf]. . €l tensor piezoeléctrico de tercer orden e; j,
ademss el tensor de permitividad eléctrica de segundo orden ef . estd medido bajo una
deformacién constante (indicado por el superindice ¢, omitido en lo sucesivo). En lo que
sigue, el superindice “(1)” y el superindice “(2)” serdn usados para referirse a la propie-
dad (o funcién) en el medio S; (matriz) 6 S, (fibras), respectivamente. La notacién usada
en los capitulos anteriores continua siendo vigente, S es la celda periédica unidad, x la
variable lenta, y la variable local (rdpida) relacionadas por medio del pardmetro pequefno

£=—
L
donde ! y L son las longitudes caracteristicas de la celda y del compuesto, respectiva-
mente. Se supone ademds que el desplazamiento, el potencial eléctrico, la traccién y el
desplazamiento eléctrico normal son continuos en la interfase, denotada por I'.
Las ecuaciones de gobierno para este tipo de materiales son las ecuaciones de mo-
vimiento de Cauch;ﬂ con aceleracién igual a cero, suponiendo que no existen fuerzas

2También conocidas como ecuaciones de Navier para elasticidad lineal
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externas:
aU,‘j
— =0, (5.2)
ax]-

en términos del esfuerzo o;; y las ecuaciones cuasiestaticas de Maxwell

D.
9D =0, (5.3a)
ax,-
g =% (5.3b)
6xi

donde ¢ es el potencial eléctrico (Auld, 1973).
Sustituyendo las relaciones constitutivas en las ecuaciones de Navier y cuasiestaticas
de Maxwell, se tiene

a dui (xy) 9y (x,y)
G_xj(cijkl(y)a—lerekij(y)W) =0 en QN T, (5.4a)
0 ouy (X, 0 (X,
= (e,-kl(y)M —m(y)M) 0 en QT (5.4b)
0x; 0x; 0x

donde Q c R3 es la region ocupada por el compuesto y I es la interfase que divide la
matriz de la fibras. En base a las suposiciones hechas sobre la traccién, #;, y el potencial
(o, prescritos en la frontera y la continuidad del desplazamiento U = (u;, u, us) y del
desplazamiento eléctrico D = (D, Dy, D3) sobre la frontera 0Q) se establece las siguiente
condiciones de frontera

ui (x,y)=0 en 0Q, (5.5a)

@ (xy) = &o, en 0Q);, (5.5b)
oij(xy)nj=t, en 0Qy, (5.5¢)
Di(x,y)n;=0 en 0Q3. (5.5d)

donde n = (n1, ny, n3) es el vector unidad normal a la frontera 0Q2 que esta dividida de tal
forma que

0Q = GQO U 691 = GQZ U 693

0QyN0Q; =00, N0N3 = @.

El problema es una ecuacion eliptica con coeficientes periddicos que varian ra-
pidamente por lo que no es posible resolverla por métodos numéricos, sin embargo, para
solucionar estas ecuaciones, es posible aplicar el Método de Homogeneizacion Asintética
(MHA) que fué introducido en la secciéon 3.2} Dicho problema se desacopla por la forma
que adoptan las relaciones constitutivas (5.I). En una situacién bidimensional, como la
geometria que se estd considerando. Es bastante conocido el hecho de que las ecuacio-
nes eldsticas, i.e. sin considerar el acoplamiento piezoeléctrico, para un sélido is6tropo
se desacopla en dos sistemas independientes bajo condiciones de frontera apropiadas
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en estados de deformacién planos y antiplanos. Una situacion similar aparece cuando
se considera el efecto piezoeléctrico, Benveniste (1995) demostré que bajo ciertas con-
diciones de carga en la frontera de sélidos pertenecientes al grupo cristalografico clase
2, las ecuaciones electroelasticas también se desacoplan en dos problemas. La misma si-
tuacién se presenta para s6lidos con simetria hexagonal. La clase 6mm fué estudiada en
Bravo-Castillero et al. (2001) mientras que la clase 622 se estudia aqui.

5.1.1. Método de homogeneizacion asintética

Como solucién al problema eliptico con coeficientes periédicos que varian rapida-
mente (5.4), con condiciones de interfase (5.5) y doblemente periddico, se propone el
ansatz

u(xy)=u? (x,y) +eu? (x,y) + O(?),
¢ (xy) =0 (xy) +ep1 (x y) +0(e?),

para el desplazamiento y el potencial eléctrico, respectivamente.
Siguiendo el MHA, de manera anéloga al problema dieléctrico, a orden €72 se en-
cuentra que las funciones u” y ¢, no dependen de la variable rapiday, es decir

u® = q© (x),

®o = o (x).

A orden (¢7!) se tiene una solucion tipo producto parau" y

oul 9o®
3 _ p 17
u (xy) = pgM(y) —6xq ®) + P (y) o, (x),
)
u 90O
¢1(xy) = pgN(y) ﬁ ®) + ,Q(y) (;I;p x) .

En analogia al caso puramente dieléctrico las funciones con pre-indice “pq” ( oM (y)
¥ pgIN (y)) y las funciones con preindice “p” ( ,P(y) y pQ(y)) son las tnicas soluciones
doblemente periddicas de los problemas locales 4Ly L, definidos sobre la celda unidad
periédica S = S;US; (ver figura[3.4).

Los problemas ,,L tienen la forma

pa0 =0 en’s,, (5.6a)
paD{) =0 enS,, (5.6b)
| paMi| =0 sobreT, (5.6¢)
lpaN| =0 sobre T, (5.6d)
||pqal-5n5 H =— || Cispg || ng sobre I, (5.6e)

||qu5n5 H =-— || €spq || ns sobre I, (5.61)
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donde las relaciones constitutivas locales se definen, para y = 1,2 como:

pqag) = Ci(gl)m qu/E,y/% + e/(lyiBs PqN,m, (5.7a)
qust) = egc);t qu}E,y/% - el(syg) qu,(;LY)- (5.7b)

En las ecuaciones se ha usado la misma notacién que en el capitulo anterior para
denotar contrastes y continua vigente la convencion de los indices repetidos, se emplea
la notacién suma, los subindice latinos toman valores desde 1 hasta 3. Sobre los indices
griegos, que toman valores de 1 y 2 solamente, no debe asumirse dicha notacién. La no-
tacion de coma es usada para denotar la derivada con respecto a y;, e.g. D12 =0D1/0ys».
Con el propdsito de garantizar unicidad de la solucion se supone que

<qui>:fS paMi dy=0, <qu>:fS pgN dy=0,

donde se ha considerado que la celda es unitaria, es decir: |S| = 1.

62) 62)
Los pq0;5" ¥ paDs

fuerzo y del vector de desplazamiento eléctrico, asociados con el desplazamiento qu(V)
y el potencial ,4 N m, respectivamente. Por tratarse de un problema bidimensional y por
el tipo de materiales considerados para el compuesto (de simetria hexagonal clase 622)
los otros elementos del tensor de esfuerzo y del vector de desplazamiento eléctrico estdn
dados por

son el ideltaésimo y el deltaésimo componente del tensor de es-

anz(zg) = .?Egl qugz)v (5.8a)
que(,Y) = eg)l quggw (5.8b)

Se debe notar que algunos problemas locales 4L pueden ser homogéneos cuando
el lado derecho de las ecuaciones es nulo; debido a la forma de los coeficientes de
propiedades materiales (elasticos, piezoeléctricos y dieléctricos) y a la simetria entre p y
g, se reduce nuevamente el nimero de problemas locales a resolver: pp, 23, 13, 12. Los
problemas pp y 12 son problemas en el plano transversal a la direccién de las fibras y son
andlogos a los que fueron resueltos en Guinovart-Diaz et al. (2001) para el caso de una
simetria hexagonal y en Rodriguez-Ramos et al. (2001) para el caso de una simetria cua-
drada. De acuerdo con las observaciones anteriores, para los problemas locales ,, L, no
debe considerarse suma sobre el indice p, se tiene que las funciones incégnitas son ;;, M;
Y pp Mz, mientras que las funciones idénticamente nulas son ,, M3y ;, N, esta informa-
cién se encuentra resumida en la tabla[5.1l
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Problemalocal FuncionesIncégnita Funciones Idénticamente Nulas

ppL ppMi, ppMa ppMs, ppN
12L 12M1, 12M> 12M3, 12N
13L 13M3, 13N 13M1, 13M>
23L 23Ms, 23N 23M1, 23 M>

Cuadro 5.1: Funciones incognita e idénticamente nulas en cada problema local ;4L

Los problemas , L tienen el siguiente enunciado:

M _g

r9iss en Sy,
() _
/UD(,;’(s =0 en Sy,
” pPl.(Y) =0 sobre T,
” QM| =0 sobre T,
” pam = | 2725 | ns sobre T,
“ pD((;Y) ns “ (1) sobre T,

donde las relaciones locales constitutivas estdn dadas, en términos de los desplazamien-
tos y potenciales en la celda, por

po-

o _ C(Y) (Y) (7) pQ(Y),

iokA P /115
D(Y) gc)A pP(Y) fsﬁ)me (5.9)

Del mismo modo que en (5.8), para los problemas , L, se tiene:

o) =cQ), Pl (5.10a)
D =€) Pl (5.10b)

en términos Gnicamente de las componentes del desplazamiento plano pPg), p=12.

Los problemas locales ,L son andlogos a los problemas locales ,,L y debido a las
mismas razones, algunos son homogéneos, la tabla muestra informacion relativa a
estos problemas locales.

El problema homogeneizado asociado con el problema ylas condiciones de fron-



5.1. MODELO PP3 85

Problemalocal FuncionesIncégnita Funciones Idénticamente Nulas

1L 1P3, 10Q 1P1, 1P
2L 2P3, 2Q 2Py, 2 P>
3L 3P1, 3P2 3P3» 3Q

Cuadro 5.2: Funciones incognita e idénticamente nulas en cada problema local , L

tera homogenizadas (5.5) es

¥
Y- 0 en (),
ax]'
95"
=0 en Q,
axi
u§0) =0 sobre 0Q),
cp(o) =&y sobre 0Q)1,
Eg.(;.) nj=t sobre 0Q,,
550) n;=0 sobre 0Q3.

donde las relaciones constitutivas

ou 9p©

—0) _~ k > 4
.. =Cjigr] —— +€kii —,

i ijkl axl kij ox

oul” A

—0)  — el
D. =e¢; —€; , (5.11)

i ikl axl ik ka

se definen en términos de: el desplazamiento ug)) (x), el potencial eléctrico (p(o) (x) ydelos
coeficientes C; jkl» €ikl, €ik, homogeneizados, estos utimos dados por

Cijpg ={Cijpg+ Cijkt pgM,i + exij pgNk) (5.12a)
@ipg = ipq + ikl pgMi,1 —€ik pgNi), (5.12b)
epij=(epij+Cijki pPri+erij pQi), (5.12¢)

€ip=(€ip—eiki pPri+€ik pQyi)- (5.12d)

donde el operador (:) es el promedio de su argumento sobre la celda periédica unidad S,
ie.

(1= [ 1 ay.

Los coeficientes de propiedades se pueden escribir en términos de siete pardmetros
independientes (Rodriguez-Ramos er al., 2001): k, I, m, p, §', t, y u. Los cuatro primeros
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corresponden a los coeficientes eldsticos en la forma

2k =Ciin1 + Crize, (5.13a)
I'=Cy133 = Cao33, (5.13b)
n = Cz333, (5.13¢)
p = Ci313 = Ca323, (5.13d)
2m=2Cy212 = Crin — Criz2, (5.13e)

el quinto coeficiente piezoeléctrico
s' = e123=—e31 (5.139)
y finalmente el sexto y séptimo, para los dieléctricos

L =€11 =€2, (5.13g)
U =€33. (5.13h)

Los coeficientes k, I, m, n'y u corresponden a problemas de deformacién plana, los
cuales fueron resueltos en Rodriguez-Ramos et al. (2001) y en Bravo-Castillero et al. (2001).

Los coeficientes p, s’y t (médulo de rigidez, coeficiente piezoeléctrico de esfuerzo y
permitividad eléctrica transversal) corresponden a problemas de desplazamiento anti-
plano acoplado con potencial, los cuales se resuelven aqui y fueron publicados en Lépez-
Loépez et al. (2005).

Considerando la notacion de generalizada de Hill, ecuacién(5.13), las formulas para
los coeficientes de interés en el presente estudio (ecuaciones (5.12)) toman la forma

P=pu+{p13Ms1 —s'13N>) (5.14a)
=pu+(p32Msp+s'32N1), (5.14b)
§'= s, +(s'32Ms2—t32N1), (5.14c)
=s,+(s'13M31 +113N2), (5.14d)
=5, +(p2P31+51Q2), (5.14e)
=5, +(p1P32+51Q1), (5.14f)
t=t,+(=s"1P32+11Q1) (5.14g)
=1, + (s 2P31+12Qp2), (5.14h)

donde el subindice “v" en el primer término del lado derecho de cada uno de las ecuacio-
nes denota el promedio aritmético de la propiedad, e.g.

prv=Vip1+Vapo,...

donde la fraccién volumétrica ocupada por la matriz S; yla fibra S esté representada por
V1 y Vs, respectivamente.



5.1. MODELO PP3 87

Coeficiente efecti- Problema local a

Vo resolver
Médulo de rigidez i 32L, 13L
Coeficiente piezoeléctrico de esfuerzo s 32L, 13L, 1L, oL
Coeficiente de permitividad transversal ¢ 1L, oL

Cuadro 5.3: Coeficientes efectivos y problemas locales necesarios a resolver para cono-
cerlos explicitamente

El problema local 3oL y 13L tiene por solucién a las funciones 3o M3, 13M3, 30N, v 13N
que a su vez sirven para calcular los coeficientes efectivos p y?. La solucién de los proble-
mas locales | Ly ;L permite calcular los coeficientes s’y t; esta informacién se encuentra
condensada en la tabla[5.3} que muestra qué propiedades se pueden encontrar al resol-
ver qué problemas. Proporciona un elemento para comprobar nuestros calculos por vias
alternas.

5.1.2. Solucidn de los problemas locales

Por la informacion contenida en la tabla se tienen que resolver los problemas
locales 32 L, 13L, que paray = 1,2 tienen la forma:

A MY =0 enS,, (5.15a)

A pgNW =0 enS,, (5.15b)

[ qugm =0 enT, (5.15¢)

I qu(Y) =0 enI, (5.15d)
—|plin2 s32L

[(p pgMs =" pgN2)n1 +(p pgMs2+5' pgN1) na| = { B HPH n L D I, (5.15e)
~lIs'llny  32L

I(s" pgMs.2 =t pgN1) 11 = (8" pgMs,1 + t pgN2) || = { ISy sl " I, (5.150)
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para el caso de los problema locales ,4L, (pq = 13,32). Mientras que para el caso de los
problemas locales , L (p = 1,2) se tiene

A ,PI =0 enS,,  (5.16a)

pQ(V) = enSy, (5.16b)
I, = enT,  (5.160)
I ,QM =0 enT,  (5.16d)

|2 L

I[P pPs1=5 pQelni+[p pPs2+s pQi] nof = { s

|s ” n L enl, (5.16€)

Ity 1L

T. 1
lelne oL en (5.161)

115 pPaz=t 5@l m =1’ Pas+ ¢ Qel mo] =

De las condiciones de interfase (5.15€) y (5.151), para los problemas locales 4L, y de
las condiciones (5.16€) y (5.161), para los problemas locales , L, se sigue ficilmente que las

funciones 13M3(Y), 13N (?’), 1P§Y) y 1Q(7) son funciones pares del éngul . Mientras que

) PS(Y)

las funciones »3 Ms(Y), 23N (7), y ZQ(V) son impares con respecto al mismo.

Haciendo las sustituciones adecuadas en los enunciados (5.15) y (5.16), se puede co-
nocer las ocho funciones incégnita, ya que dichos problemas comparten estructura, por
ello, basta con resolver los problemas locales 3L y 1 L 6 los problemas 23 Ly 2 L.

Para el problema local 13L se propone la solucién

1) Ck 1 (2)
23M (z) =Re 23&17’[Z+Z zgakﬂ , (5.17a)

o, (V) }

—a3b + b 5.17b
230172 Z 230k k-1 ( )

k=1

23MP (2) = e{Z" 23CkZ } (5.17¢)

o0
23N? (2) =Im< Y 7 »3dyz } (5.17d)
=1

e

3Angulo que parametrizaal’
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y para el problema local | L se propone

) X (* V(g
1P3 (z2) =Im< — 1a17IZ+kZ::1 1akm s (5.18a)
(k-1)
Q(l) (z) = Re{ 1b17l’Z+Z éﬁ}, (5.18b)
1PP (2) = Im{ Y ekt } (5.18¢)
k=1
1Q% (2) = Re{ Y 1di* } (5.18d)
k=1

donde a;, b;, c; v d; (que escribimos sin preindice) son coeficientes reales e indetermina-
dos que deben satisfacer las condiciones de interfase del respectivo problema local.

Al sustituir las expresiones de las funciones solucién y buscar compatibilidad entre
los coeficientes del desarrollo de Laurent de cada funcién con las condiciones de salto en
la interfase (5.150) a (5.151) y (5.160) a (5.161), se obtienen los sistemas infinitos, después
de algunas manipulaciones algebraicas

-y U+W  y (T+W
1 W11 )]Ba=rw (5.19)
_Xt(I+VV) X: I-W 13b 13d
’ 1 -w)
X, I-W oy, (I-W 1€
4 = (5.20)
—x,d-W)  (x;'1+W)| [1b 1d

para los problemas locales ;3L y 1 L, respectivamente, donde los escalares:
/
WO TP
’ - ) - At )
pi+p2 " | p| h+to Izl
dependen s6lo de las propiedades materiales de las componentes, nuevamente es nece-
sario definir un contraste material especifico para el médulo eléstico p, y el coeficiente

de permitividad eléctrico t. Las componentes de las matrices Wy W/, simétricas e iguales
entre si excepto por la componente “11”, estin dadas por

Wy = \/E\/inkle” = w;clk+ [>3

M:prwz,_ﬂﬂl -1

Wi = JTRZ 13L w, _ —JIRZ 13L .
U= —zRr? L U= zRr2 L’

los vectores incognita
1 V3 V5

T
1sa=(ﬁ 1301, 73 1303, 75 13015,"') nsb=

T
1a (1 v3 v5 ) b=

= E 141, F 143, F 145, """

! b\/gb\/gb '
R 1390 73 1393 35 1305

T
1 V3 V5 )

by, bz, bs, -
R 1PV 73103 5105
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y los vectores independientes, con una iinica componente distinta de cero en la primera
posicién, dada por

—-R6 L —Ry 0 L
130={ 113 ,13d={ X011 13

Rypéu oL -R61; 2L

_{ —Réyy 23L _{ —Ry:61; 23L
1€C= )ld_ .

-Rypbu 1L Réby; 1L

Debe notarse que en ausencia de acoplamiento piezoeléctrico s} = s, =0, (o sea )(’p =
)(’t =0), el sistema (5.19) para el caso del problema local 3L, se desacopla en dos sistemas

(x,;ll—w) sa=13¢c,  (y;'1-W) 13b=0; (5.21)

este resultado coincide con aquel de la ecuacién (7) de McPhedran y McKenzie (1980)
derivado en el contexto de materiales dieléctricos usando el método de Rayleigh. En ese
articulo, la matriz W juega un papel muy importante, de la misma forma que en todos los
sistemas del presente trabajo, ademads de la matriz W'. En el presente trabajo, la contribu-
cién de 7 en wy; (wil) se debe a la doble periodicidad de las funciones solucién
y (5.17b) ((5.18a) y (5.18b)). El sistema homogéneo en tiene por solucién 13b =0,
siempre y cuando y;! no sea un valor propio de la matriz W', de ser asi aparecian solu-
ciones resonantes cuyo andlisis estd mds alld del alcance de este trabajo.

El sistema (v en su caso el sistema (5.20)) tiene una estructura particularmente
util, debido a la periodicidad del arreglo cuadrado. Las componentes wy; de W son nu-
las cuando k + / no es un multiplo de cuatro. El sistema puede ser reorganizado en tres
sistemas considerando (i) la primera ecuacién de cada sistema en (5.19), (ii) el conjun-
to de ecuaciones con indice griego a = 3,7,11,... y (iii) el conjunto con indices latinos
i =5,9,13,...(en lo que resta de la seccion los indices anteriores tomaran sélo esos valo-
res). El sistema puede ser escrito como sigue

(@ '+¥) A +7"D@ =B, (5.22a)
F DWW Gy +wD® =0, (5.22b)
FI1pW 4w Tp@ =, (5.22¢)

donde los vectores 2 x 1 A;, B ylas matrices2x2 ¥, I, y ® son

V7 T
Ar=—7(ay b)), J=135..,
B=(R 0)",
\Ilz(wll 0/ ),
0wy
1 0
=fy )
L[ xe—xoxy  —x,(1+x:)
@:— p p ,A: + / /;
A[_X/t(l-l')(p) —Xp+ XpX: XpXt+ XpX:
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los vectores subparticionados en bloques 2 x 1, D/ y D; 7 en bloques 2 x 2 son:

D(a):(A3 A7 An ...)T,
DD =(4s Ay A ...)T,

V= (wlg L w7 wnb )’
finalmente las matrices subparticionadas en bloques 2 x 2 #', F y en bloques 1 x 2 G son

wsslp wsglp
Ww=|Wisl wil | F=diag(® @ --),G=diag(A; A; -).

El sistema (5.22) en el cual las incégnitas son A;, D@ y D@ es de tal forma que A;
puede ser encontrado explicitamente por el método de sustitucién (ver referencias en
Loépez-Loépez et al., 2005). Asi

A=[L+o¥ -7 .0 '] @B, (5.23)

donde
M=1-FwwT" (5.24)

cuyas componentes son matrices 2 x 2
2 o0
maﬁ = 12 -0 Z waiwiﬁ.
i=5
AN
Cuando s; = s, =0, las componentes de A; en (5.23) se vuelven

-1
ay = xpR? 1+ ypun - 5¥ Y| (5.25)

donde las componentes de 7' y .4 ya son escalares,

(e.0)
2
Vo = Wig, Map=Bap—Xp ), Waillip.
i=5

La expresion en corresponde con la ecuacién (3.13) de Bravo-Castillero et al.
(2001), derivada para el caso eldstico antiplano. Se debe notar que la matriz ® juega el
mismo papel que el escala y, en el capitulo anterior, ambos contienen informacién de
las propiedades materiales de las fases.
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Realizando el mismo procedimiento usado en la seccién4.1.4] de las férmulas (5.14);
se llega a las férmulas explicitas para los coeficientes efectivos

p=p1(1-27m13m) (5.26a)
=p1(1+273a1), (5.26b)
s'=s)+2nt 13 (5.26¢)
=8\ +27t; 23b1 (5.26d)
=si+21p1 1 (5.26€)
=) +27np1 2041, (5.26f)
t=1t(1-2m1by) (5.26g)
=fnh(1+2m2by), (5.26h)

las cuales son calculables usando la expresion en (5.23). Nuevamente las propiedades
efectivas p, s’ y t dependen explicitamente en las propiedades materiales de las fases del
compuesto, el radio de la fibra cilindrica y las sumas de reticula asociadas con la geome-
tria de la distribucién de las fibras (cuadrada). Nuevamente es de resaltar el caso limite
cuando s} = s, = 0, en que se recuperan las formulas para el coeficiente dieléctrico ¢ de-
ducidas en la seccion[4.1.4

5.1.3. Unejemplo numérico

Se calcul6 numericamente los coeficientes efectivos de un material reforzado de fi-
bras como el que se considera en las hipétesis del problema anterior. Las propiedades de
los materiales constituyentes fueron tomadas de Silva et al. (2001) en donde se hace un
estudio de propiedades piezoeléctricas de ldaminas de biomateriales de la clase 622. Las
constantes usadas son

Material p tleg d
Colagena 1.4GPa 2.825 0.062pC/N
Colagena-Hidroxiapatita 2.69 GPa 2.509 0.041 pC/N

Donde € = 8.854 x 1072 C?/Nm? es la permitividad del vacio, d es el coeficiente pie-
zoeléctrico de deformacion relacionado con el coeficiente piezoeléctrico cortante por
medio de la ecuacién (Ikeda, 1990, p.17)

s'=dp.

Los vectores y matrices infinitos de y usados en para calcular las
propiedades efectivas a través de los primeros coeficientes del desarrollo de Laurent de
los potenciales complejos solucién a los problemas locales correspondientes, se truncan
aun orden finito. Para lograr una convergencia aceptable no se necesita uno muy grande.
Los resultados de esos célculos se muestran en la figura[5.1] En ella se puede observar el
comportamiento monétono de las propiedades efectivas d, t/ey y p como una funcién de
la fraccién volumétrica de la fibra V> desde cero hasta el limite de percolacién, que para el
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Colagena - HA en Colagena
1.7 . . . . . . .
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Propiedades Efectivas Mormalizadas
o
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I
)
!

[=]
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o
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o
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01 nz n3 0.4 05 0.6 07 0&
Fraccién Volumétrica

Figura 5.1: Coeficientes efectivos de una matriz de Coldgena-Hidroxiapatita reforzado de
fibras de Coldgena

caso de celda periddica cuadrada es /4. Como es de esperarse (de las formulas (5.26)), se
observa que los coeficientes dependen del tamano de las fibras, ademas de que lo hacen
mondétonamente, vy de las propiedades de los materiales. Debe ser notado que el coefi-
ciente de deformacion piezoeléctrico d, siempre es positivo, ademds de ser monétono.
Debe notarse que el coeficiente eldstico, p, es ligeramente concavo hacia arriba, mientras
que los coeficientes t y d son casi lineales. El comportamiento de las propiedades es casi
lineal. Como funcién de V5, p aumenta pero ¢t disminuye; d decrece.

5.1.4. Conclusiones

Las férmulas obtenidas para las propiedades efectivas p, s’ y ¢ y la ecuacion
son tipicas de la metodologia usada en este trabajo. Las férmulas muestran, al igual
que en los resultados del capitulo anterior, una dependencia en las propiedades de las
fases a través de la matrix @, el radio de los cilindros R es un ntimero real no mayor a 1/2,
aparece en B = [R 0] g v wgj, en donde es proporcional a R**! es un nimero muy pe-
queio cuando k+1 es grande. Los términos w;; = TR? = — wy, en ¥ son de interés porque
el factor 7 surge como una compensacion a la cuasiperiodicidad de la funcién { y es una
condicion necesaria para garantizar la doble periodicidad de los desplazamientos ,, M M
(»PM) y de los potenciales ,, NV (;QV). La geometria cuadrada de la distribucién de
las fibras, proporciona una caracteristica importante en el cédlculo de los coeficientes de
Laurent del desplazamiento y del potencial: anular los términos tales que la suma de sus
subindices no sea cuatro, tal como se mencion6 arriba. Las férmulas obtenidas para las
propiedades efectivas pueden ser ttiles como referencia para calculos hechos via méto-
dos numéricos o experimentos. Las propiedades exhiben un comportamiento casi lineal,
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como funciones de la fraccién volumétrica V5.

5.2. Modelo AP3

El presente andlisis se encuentra reportado en Lopez-Lopez et al. (2008).

Se considera un compuesto que comprende una matriz reforzada de fibras cilindricas
circulares unidireccionales de radio R, peri6dicamente distribuidas en un arreglo cua-
drado, donde cada celda periédica es un medio piezoeléctrico binario homogéneo con
condiciones de contacto perfectoen I’ (ﬁgura.

Se analizan dos ejemplos cuando las propiedades electroelésticas de cada fase per-
tenece al sistema cristalografico hexagonal clases 622 y 6mm. En ambos casos, tanto la
fibra como la matriz pertenecen a una clase o otra, y el eje de simetria hexagonal se su-
pone en la misma direccidn al eje de simetria de las fibras, sin embargo, fibras y matriz
orientadas una en sentido contrario de la otra. Nuevamente se asume que el periodo del
arreglo, /, es mucho menor que la longitud caracteristica del compuesto L. Como en los
casos anteriores el problema dado se desacopla en dos sistemas independientes debido a
la simetria axial y a las condiciones de la frontera exterior, a saber, uno en donde se debe
determinar el desplazamiento en el plano y el campo eléctrico fuera del plano y otro en
donde se debe determinar el desplazamiento fuera del plano y el campo eléctrico en el
plano; en este dltimo se centrard el andlisis presente.

De la seccién anterior se dedujo una expresion cerrada para los coeficientes efectivos
correspondientes al médulo eldstico cortante longitudinal p, la constante piezoeléctrica
cortante s’ y el coeficiente de permitividad eléctrico ¢, reescritos a continuacién en una
notacién un poco diferente para el problema local ;3 L.

p=p1(1-2nRa), (5.27a)
s'=s) (1+2nRp), (5.27b)

donde los coeficientes « y § se encuentran de la ecuacién
[g] = (L+Yo-VTF2U+w)'7) oU, (5.28)

las seis propiedades materiales de las dos fases estan incluidas en sélo cuatro parametros
adimensionales, a saber,

21 — X2
2= ,(z=p, tors)
Z21+ 22
2
kz_ Sl .
1= .
pi1h

tres para los contrastes especificos correspondientes a cada propiedad (eléstica, piezo-
eléctrica o dieléctrica) y el cuarto para el factor de acoplamiento electromecanico en el
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medio 1; definiendo ademas

_Xs 1 +Xp
S
XS 1+,
t— T T
Xe 1+xs
las propiedades materiales se incluyen en las matrices
-1 2 -1 2
o= | p kTAp -1 kA,
At X?l _At -1 ’
F=diag[® @ -]
y en el vector
1
=—R ;
v [A[]

las matrices infinitas F y #/, y el vector también infinito 7, definidos abajo, estdn sub-
particionados nuevamente en bloques de tamafio 2 x 2
7/T= [w13® w15d> LU17(D ],
LU33(D W35q) LU37®
LU53(I) W55q) W57CD
lU73CD LU75(D LU77®

De la misma forma que en la seccién anterior la matriz # es simétrica y sus elementos
estan dados por
_ (k+1-1! R .
Wil = k—D'(-D! ViVl k+1
i.e. dependen de las sumas de reticula correspondientes al arreglo cuadrado
Se=Y "(m+in) *k=3,

m,n

y del radio de la fibra R. Finalmente el vector U depende de Ry de las propiedades mate-
riales, tal como se menciond arriba. También
¥ = 7R? diag(1,-1),

depende de Ry el numero 7 surge de la contribucion de la cuasiperiodicidad de la funcién
C.
De manera completamente andloga, las relaciones constitutivas para la clase 6mm

son (Sabina et al., 2001)

013 =2pe13 + sk,

023 =2pe€3 + SEy,

D =2sex3 — tE;,

Dy =2s€13— tE>,



96 CAPITULO 5. MODELO PIEZOELECTRICO

donde s denota la constante piezoeléctrica e;;3. De acuerdo con Sabina et al. (2001) las
propiedades efectivas son

p=p(1-2R(a+ EF)),
s=s1(1+2nR(a-p)),

la ecuacién (5.28) para a y B tiene la misma estructura que en la clase 622 excepto que,
para el caso presentado aqui,

V¥ = —zR?diag(1,1),
1

q):[ X ka,,X;I]‘ [1 kiAp

S TR Ar -1 ]
1

U_R[At]’
2

2=

! p1h

El coeficiente efectivo t, ademds de poder ser calculado mediante la solucién de los
problemas locales correspondientes (, L),puede ser obtenido mediante los otros dos usan-
do las relaciones de Milgrom-Shtrikman (Milgron y Shtrikman, 1989).

Las férmulas dadas se usan para calcular las propiedades efectivas de un compuesto,
cuyas componentes son materiales biocompatibles, por ejemplo Titanato de Bario.

5.2.1. Resultados numéricos

Se consideran dos ejemplos con el propésito de “visualizar” el comportamiento de los
compuestos formados por el mismo material, pero en el caso en que tanto fibras como
matriz tienen diferentes orientacién en su eje material. Se muestra en gréficas el com-
portamiento de las propiedades efectivas cuando cambia la concentracion volumétrica
V,. Las propiedades se muestran en una soéla grafica normalizadas con respecto al valor
de esa propiedad en la matriz. El méximo valor que puede alcanzar V; es /4, cuando se
tocan las fibras, i.e. R = 0.5. Las propiedades graficadas son el médulo eldstico cortante
p, el coeficiente piezoeléctrico de cortante d = s’/ p (para la clase 622) 6 d = s/p (para la
clase 6mm) y la constante de permitividad eléctrica ¢. Recientemente Silva et al. (2001)
midieron las propiedades electromecénicas p, d y t de dos biomateriales, los cuales per-
tenecen a la clase 622. Suponiendo que las propiedades de los materiales involucrados
son las mismas que las medidas en bulto, los datos, ligeramente modificados, se mues-
tran en la tabla[5.4]

La figura[5.2|muestra el resultado del célculo realizado cuando las fibras estan hechas
de coldgena (Co) y la matriz de coldgena-hidroxiapatita(CoHa). Primero se supone que
tanto las fibras como la matriz se encuentran polarizados en la misma direccién y, poste-
riormente, se supone que la polarizaciéon de ambas partes es opuesta. Para distinguir cada
caso se usa el superindice “+”, en cada propiedad, cuando los materiales tienen polariza-
cion paralela (PP) y el superindice “o0” para el caso de polarizacién antiparalela (AP). En
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Cuadro 5.4: Propiedades Electromecénicas

Material Grupo p t/eg d t s
Cristalografico Gpa pC/N nC/Vm C/m?
Colagena 622 14 2825 6.2
Colagena-Hidroxiapatita 622 269 2509 4.1
BaTiO3 6mm 43.86 12.8 11.4

€p = 8.854 x 10712 C2/Nm?, permitividad del vacio

Colagena en Colagena - HA

Propiedades Efectivas Normalizadas

F* Polarizacion Paralela
 Polarizacién Antiparalela

dD

-1 L L | L L L L
] 01 0z 03 0.4 05 06 o7 08

Fraccién Volumétrica

Figura 5.2: Coeficientes efectivos del compuesto formado por fibras de coldgena y matriz
de coldgena con hidroxiapatita con polarizacion paralela (PP) y polarizacién opuesta (AP)
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ambos casos las propiedades efectivas eldstica y la permitividad dieléctrica son idénticas
entre si, i.e.

p'=p° =t

Exhiben un comportamiento casi lineal como funciones de V>, lo cual es de esperarse
pues e trata de propiedades del material que son invariantes ante una inversion de ejes,
i.e. no cambian de signo. Esto muestra que no existe ninglin cambio en esas dos propie-
dades cuando las polarizaciones de los materiales se encuentran en la misma direccién
y cuando se encuentran en direcciones opuestas. Sin embargo, si muestran el comporta-
miento mondtono tipico de los compuestos reforzados de fibras. Los coeficientes piezo-
eléctricos d* y d°, sin embargo, muestran un comportamiento interesante. Ademads de ser
monétonos, d* es siempre positiva mientras que d° es positiva s6lo cuando 0 < V5 < 0.5
y es negativa en el resto del intervalo, i.e. en 0.5 < V, < /4. Es decir, para fracciones volu-
métricas pequeiias, la direccién de la polarizacién es la misma que en la matriz. El com-
puesto se vuelve entonces no piezoeléctrico cuando tanto la fraccién volumétrica de la
fibra como la de la matriz tienen el mismo valor, V> = 0.5. Cuando el valor de la fraccién
volumétrica de las fibras es mayor, la direccion de polarizacién del compuesto pasa a ser
la misma que la de las fibras. Por ello el compuesto tiene tres tipos de polarizacién como
funcién de la fraccién volumeétrica V5.

La figura y la son muy similares a la figura excepto que la matriz en el

Colagena - HA en Colagena
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Figura 5.3: Propiedades efectivas de una matriz de coldgena reforzada por fibras de cola-
gena con hidroxiapatita

primer caso es Co y las fibras son CoHa, es decir, las propiedades mostradas en la tabla
para la figura anterior se intercambian. Nuevamente p* = p° y t* = t° muestran el com-
portamiento monétono esperado; el coeficiente piezoeléctrico cortante d* (caso PP) es
siempre positivo mientras que d° (caso AP) muestra el mismo comportamiento de tres
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Colagena - HA en Colagena
2 . . . . .
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Figura 5.4: Propiedades efectivas de una matriz de coldgena reforzada por fibras de cola-
gena con hidroxiapatita

tipos de polarizacién mostrado arriba. En el caso anterior d* es cercano a —0.5 y en este
casolo esa —1, sin embargo, debe recalcarse que esas cantidades estdn normalizadas con
respecto al valor de la matriz. La convexidad de cada curva es opuesta y tienen un punto
en comun en V, = 0.5 cuando se colocan en una gréfica d°, d* vs V, (no mostrada aqui),
ademads los valores no normalizados de d° para CoHa (fibras) en Co (matriz) son mayores
que cuando se considera Co (fibras) en CoHa (matriz), en todo el intervalo.

En la figura[5.5|se considera el caso en que tanto la matriz como las fibras estdn consti-
tuidos por el mismo material, Titanato de Bario (BaTiOs). En el caso PP es evidente que las
propiedades electroeldsticas permanecen constantes, como debe ser, pues en este caso el
compuesto es homogéneo. Sin embargo, cuando el caso AP es considerado se encuentra
otro comportamiento, los valores de p°y t° no son muy distintos de la unidad en el inter-
valo considerado. Sin embargo, d° muestra los tres tipos de polarizacién (positiva, ceroy
negativa) como una funcién de V». Nuevamente se consigue un material no piezoeléctrico
cuando se combinan partes iguales del material en el caso AP. Para este ejemplo se consi-
der6 otro biomaterial Titanato de Bario, el cual pertenece al grupo hexagonal clase 6mm.
El coeficiente d° presenta nuevamente el comportamiento de tres polarizaciones como
funcién de la fraccién volumétrica, sin embargo, no es necesario hacer mas comentarios.
Lo que si es interesante notar es que ambas propiedades p° y t° alcanzan un valor mé-
ximo en V;, = 0.5 el cual es aproximadamente 20 % mayor al de la propiedad de la matriz
y por la misma razén, al de las fibras. Lo anterior significa que el efecto piezoeléctrico en
un compuesto claramente endurece y permite un valor mayor en la permitividad eléctrica
que s6lo considerando un tinico material en todo el intervalo V> . El factor electromecéni-
co de acoplamiento es una medida ttil de la conservacién de la energia al convertirse de
mecdnica a eléctrica y viceversa (Ikeda, 1990). El valor para Co es k? = s"2/pt =2.15x 1077,
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EaTiCJ3 enh EaTi(:J3 con Polarizaciones Opuestas
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Propiedades Efectivas Normalizadas

0F ! I I I ! I I
1} 01 0z 03 04 045 0a o7 0s

Fraccion Volumétrica

Figura 5.5: Propiedades efectivas de un material (Titanato de Bario) reforzado por fibras
de él mismo, cuyo eje de polarizacion es antiparalelo al de la matriz

mientras que para el BaTiOs es k? = s?/pt = 0.23. Este hecho, que significa que una con-
version apreciable de energia mecdnica a eléctrica es llevada a cabo, puede explicar el
hecho de que las propiedades en el caso AP sean mds grandes que incluso los materiales
constituyentes. Este es un resultado interesante y no se da para el caso de la coldgena, sin
embargo, ambos casos exhiben el comportamiento de tres tipos de polarizaciones.

5.2.2. Conclusiones

Se ha mostrado mediante métodos analiticos que biomateriales piezoeléctricos en un
arreglo binario periédico cuadrado, de fibras cilindricas circulares en una matriz homogé-
nea, también, piezoeléctrica exhibe tres distintas polarizaciones (positiva, no piezoeléc-
trica y negativa) la cual depende de la fracciéon volumétrica, cuando la fibra y la matriz
tienen polarizaciones opuestas. Se consideraron dos tipos de compuestos uno con sime-
tria hexagonal clase 622 como la coldgena, y otra clase 6mm como el Titanato de Bario
(BaTiOs). El dltimo muestra que la combinacién BaTiOs en BaTiO3 con polarizaciones
opuestas tienen un efecto de endurecimiento que puede llegar a ser hasta més del 20 %
respecto a la matriz (o a las fibras) cuando la fraccién volumétrica de ambos constitu-
yentes es la misma. El efecto piezoeléctrico tiene un papel potenciador en los materiales
examinados. Este efecto puede ser encontrado en otra combinacién de biomateriales y
en geometrias altamente relacionadas con microestructuras como las consideradas, por
ejemplo, en hueso y puede ser ttil en aplicaciones médicas para andamios o implantes.
Los coeficientes efectivos dependen monétonamente del radio de la fibra y el coeficiente
piezoeléctrico de deformacién cambia de signo cuando la fraccién volumétrica es casi un
medio de la matriz, lo que significa que el compuesto, para cierto valor de la fraccién vo-
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lumétrica, deja de ser piezoeléctrico y se comporta como un material netamente eléstico.



Capitulo 6

Conclusiones, discusiony
perspectivas

Durante el presente trabajo se propuso un modelo matematico, basado en una es-
tructura muy sencilla, para el andlisis de la interaccién de los sistemas de Havers, mi-
croestructura base de la arquitectura del hueso compacto. Dicho modelo, se construye
suponiendo que se trata de un material compuesto reforzado de fibras cilindricas infi-
nitamente largas dentro de una matriz homogénea. Fibras y matriz, se suponen dentro
del grupo cristalogréafico hexagonal clase 622. El andlisis realizado consiste de dos etapas.
En la primera, se modela el material compuesto considerando a los constituyentes como
materiales dieléctricos iinicamente. En la segunda parte, se les considera materiales pie-
zoeléctricos con la simetria material mencionada. Debido a la configuracién geométrica
del compuesto (simetria cilindrica), sus propiedades efectivas dependen tinicamente de
la posicién en el plano transversal y no de la coordenada longitudinal; es decir, se trata de
un problema en el plano.

En el modelo, el didmetro de las fibras es considerado muy pequefio (en relacién con
el de la matriz) y estan dispuestas en un arreglo cuadrado. En estas circunstancias: la
ecuacion diferencial que modela el comportamiento electro-eldstico del compuesto (en
el caso del modelo dieléctrico ecuacion (3.6)), tiene coeficientes periédicos que varian
rdpidamente. Esto dificulta su solucién analitica y numéricamente. Por ello, se emplea
el Método de Homogeneizacién Asintética para obtener una nueva ecuacioén con coefi-
cientes constantes, los llamados coeficientes efectivos, que se usan para caracterizar al
compuesto.

El resultado principal del estudio realizado, es la obtencién de expresiones analiticas
cerradas y ademads simples y faciles de programar, para los coeficientes efectivos de los
materiales compuestos, correspondientes a cada uno de los modelos planteados. Dichas
férmulas, estdn escritas en términos de la solucién de varios problemas locales definidos
en una celda unitaria. Las simetrias de los materiales involucrados; asi como la geome-
tria del problema, reducen el niimero de problemas locales a resolver. Las expresiones
algebraicas obtenidas, como era de esperarse, muestran una dependencia en el contraste
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de propiedades entre los materiales constituyentes, a través del contraste material espe-
cifico, en la “anisotropia” de cada material constituyente, en el tamafo y la forma de las
fibras, asi como, en el tipo de arreglo en que se distribuyen en el compuesto, informacién
contenida en las sumas de reticula y en los residuos de los potenciales complejos que se
usan para construir la solucién a cada problema local involucrado. Es de recalcar la no-
table simplicidad de dichas férmulas; por lo que, se abren nuevas posibilidades para rea-
lizar anélisis posteriores en busca de relaciones universales. Lo anterior es posible, al ser
claramente identificables las contribuciones de cada una de las partes y suposiciones del
modelo propuesto (tamafio y distribucién de las fibras, materiales involucrados, orienta-
cion relativa de los ejes de simetria material, etc.). Ademads, dichas férmulas pueden ser
usadas como cotas de comprobacién, para validar casos limite de métodos numéricos
instrumentados para resolver casos mds generales o complicados, que los presentados en
este estudio.

En el modelo dieléctrico, se dedujeron expresiones analiticas para los coeficientes
efectivos de los materiales compuestos, correspondientes a cada uno de los cuatro ca-
sos de orientacion relativa de los ejes de simetria material de las fibras y la matriz: i) ejes
materiales de las fibras y matriz: paralelos al eje de simetria geométrica del compuesto
(direccién longitudinal del compuesto, modelo PP3), ii) eje material de las fibras paralelo
al eje geométrico del compuesto y eje material de la matriz ortogonal a ambos (modelo
0OP2), iii) ejes materiales de las fibras y la matriz paralelos entre si y ambos, ortogonales
al eje geométrico del compuesto (modelo PP1) y iv) ejes materiales de los componentes
ortogonales mutuamente y al eje geométrico del compuesto (modelo OP3).

Las férmulas analiticas encontradas, dependen también de los residuos de los poten-
ciales complejos, usados para solucionar los diferentes problemas locales. Dichos resi-
duos, son calculados numéricamente mediante la solucién por truncamiento de un siste-
ma infinito de ecuaciones algebraicas lineales, regular y que es escrito en una estructura
mnemonica (sistemas (4.30), (4.35), (4.84), (4.86), (4.110) y (4.116)). En el sistema, las con-
tribuciones de la estructura periédica, de los materiales de las fases y el radio de las fibras
es, nuevamente, facil de identificar.

En cada uno de los problemas locales de los modelos dieléctricos PP3, OP2 y PP1, se
construy6 una funcién doblemente periédica, que es solucién de la ecuacién de Laplace.
En el primer caso, definida en toda la celda unitaria. En el segundo caso, de una perturba-
ci6én de la ecuacion de Laplace en uno de los materiales constituyentes de la celda unita-
ria; y en el tercer caso de una ecuacién de Laplace perturbada en ambas constituyentes.
En todos los casos, dichas ecuaciones, estdn acompafadas de condiciones de continui-
dad y/o de condiciones de continuidad perturbadas en la interfase. Como se mencioné
antes, ésos problemas locales son resueltos usando la teoria de potenciales complejos.
Una superposiciéon de funciones de Weierstrass y sus derivadas, para el primer caso, asi
como una superposicion de funciones de Natanzon, en los dos restantes, son usadas para
construir una base del espacio de soluciones de los problemas. Los primeros coeficien-
tes del desarrollo de Laurent, residuos del potencial, son calculados numéricamente me-
diante el truncamiento de los sistema algebraicos infinitos, todos regulares, que surgen
al satisfacer las condiciones de continuidad en la interfase del problema local correspon-
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diente. Cada funcién doblemente periédica construida, es usada para demostrar que los
tensores de permitividad de cada material compuesto obtenido, tienen sé6lo componentes
sobre la diagonal principal y para desarrollar férmulas que permitan el calculo numérico
de éstos.

En el caso del modelo dieléctrico PP3, los célculos numéricos realizados permitieron
confirmar el hecho de que el material compuesto es un material transversalmente is6tro-
poy permitieron también establecer cotas, basadas en diferencias porcentuales y compa-
raciones hechas con cdlculos via el MEE para los pardmetros involucrados en la construc-
cion del material compuesto. Las férmulas obtenidas mediante el método propuesto en
esta tesis, muestran un comportamiento bastante noble con respecto a los célculos rea-
lizados utilizando el MEE pues difieren de éstos en sé6lo el 3 % en rango bastante amplio
de materiales. Estas férmulas, permiten realizar cdlculos y predicciones sobre combina-
ciones de materiales en la cual la fibra puede tener desde un radio nulo, hasta un radio
igual al valor de percolacién (n/4) y la componente x;; del tensor de permitividad de la
fibra, puede tener valores desde el 8.1 % hasta mas de 12 veces el de la matriz, abarcan-
do con ello la mayor parte del rango de los materiales documentados en las tablas de
Landolt-Bornstein (1979). Las férmulas obtenidas tienen la gran ventaja, sobre los célcu-
los via MEE de que son facilmente programables, ademds de las que se hicieron notar en
la seccién 4.5

La estructura de los problemas locales a resolver, del modelo dieléctrico OP2, sugirié
que dicho modelo, deberia ser considerado como una perturbacion, en las propiedades
transversales de uno de los materiales constituyentes del compuesto, del modelo PP3.
Dicha perturbacidn, en principio considerada pequena, fue interpretada como una per-
turbacién de un material transversalmente isétropo. Nuevamente se obtuvieron férmu-
las analiticas cerradas, simples y mneménicas, ficilmente programables, cuyo comporta-
miento fue contrastado con las predicciones del mismo modelo, pero resuelto utilizando
el MEE El resultado obtenido de dicho andlisis es que las férmulas obtenidas en el presen-
te trabajo tienen una diferencia porcentual de menos del 10 % si: i) el radio de las fibras
tiene un tamano desde 0 hasta /4 (valor de percolacion), ii) la componente x1,, del ten-
sor de permitividad de la matriz, es al menos la mitad y a lo mas el doble del valor de
la componente k,, también de la matriz, y iii) la componente transversal, k1, de la fi-
bra tiene un valor entre el 48 y el 150 % del valor de la componente transversal, k2, de la
matriz, tal como se hizo notar en la seccién|4.5.2

Los métodos numéricos sugieren que el valor absoluto del pardmetro de perturbacién
material, @, puede ser tan grande como 0.5 si se es tolerante a un rango de error de 10 %.
Con ésta consideracion, la metodologia expuesta en la presente tesis es aplicable a mds
del 75 % de los materiales reportados en las tablas de Landolt-Bornstein (1979), como fue
mencionado en la seccién[4.5.2] No obstante, se espera que la contribucién de la solucion
extendida a orden O(a?), sea significativa y se puedan incrementar ain més, los casos que
son susceptible de estudio, mediante la metodologia propuesta.

El modelo dieléctrico PP1, tiene también como resultado: fé6rmulas analiticas cerra-
das, simples y faciles de programas, ademds de mnemdonicas; que se compararon contra
datos numeéricos obtenidos mediante un calculo basado en el MEF (sec. [4.5.3). Dichas
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comparaciones sugieren que el rango de validez de los pardmetros del modelo propuesto,
para un error porcentual no mayor del 10 % es como sigue: i) tamafio del radio de las fi-
bras con valores entre 0 y 7/4 (desde “compuesto” sin inclusién y hasta fibras con tamario
igual al valor de percolacién), ii) el valor de la componente k3 del tensor de permitividad
de la fibra puede tener un valor entre el 66 y el 150 % del valor de la misma componente
del tensor de permitividad de la matriz y iii) el valor de la componente «;; del tensor de
permitividad de cada material, puede ser: desde la mitad, hasta una y media veces el valor
de la componente k2, del respectivo tensor (ver sec.. Dichos rangos, cubren nueva-
mente la mayoria de los casos de combinaciones de materiales reportados en la tablas
antes mencionadas.

Redefiniendo adecuadamente los pardmetros de perturbacién del modelo dieléctrico
PP1, es posible demostrar que el caso OP3 no es més que un caso particular del caso PP1,
incluso, OP2 también lo es, por lo que se concluye que el caso PP1 es la generalizacion de
todos los demads casos. Este caso, aporta entonces, las férmulas mds generales del estudio
de las posibles orientaciones materiales de los constituyentes del compuesto. Las f6rmu-
las analiticas encontradas para los coeficientes efectivos, abarca los casos limite cldsicos:
inclusion super conductora e inclusién aislante. Permiten distinguir clara y facilmente las
contribuciones de la geometria del compuesto, del radio de las fibras y de las propieda-
des de los materiales constituyentes, todos ellos son validos para un arreglo rectangular
de fibras infinitamente largas. Sin embargo, es posible generalizarlas a cualquier tipo de
arreglo, pues las sumas de reticula son facilmente expresables en términos de las sumas
S1y Sg, en el caso de las sumas arménicas usadas en el potencial complejo del caso PP3,
yen términos de Ty, con k € {4, 6, 8,...}, en el caso de las sumas biarmoénicas, usadas en el
potencial complejo de los dos casos restantes.

El modelo piezoeléctrico da como resultado, también, férmulas analiticas cerradas,
simples, mnemonicas y facilmente programables, para un material reforzado de fibras
cilindricas, infinitamente largas, distribuidas en un arreglo cuadrado, fibras y matriz per-
tenecientes al grupo cristalografico hexagonal clase 622. Nuevamente, las propiedades,
dependen tinicamente del tipo de arreglo que se tiene, del radio de las fibras, el cual no
puede ser mayor a %, y de las propiedades de los materiales constituyentes. Presentan
una estructura tal que pueden identificarse facilmente las contribuciones de éstas en la
férmula. Gracias a esta forma simple y organizada, se pueden verificar casos limite, pues
al anular los coeficientes piezoeléctricos se desacopla el sistema de ecuaciones diferen-
ciales y algebraicas asociadas a cada problema local, y se puede analizar por separado los
fen6menos elastico y dieléctrico de cualquier material transversalmente isétropo.

El modelo piezoeléctrico PP3, estudié un material con propiedades piezoeléctricas en
el grupo hexagonal clases 622, reforzado de fibras cilindricas, con propiedades también
piezoeléctricas en el mismo grupo y clase, distribuidas periédicamente en un arreglo cua-
drado. Permite identificar que el efecto piezoeléctrico de esta clase de materiales es, sin
duda, considerable, ya que la magnitud del coeficiente piezoeléctrico de deformacién al-
canza valores significativos a nivel biolégico (ver sec. . Lo anterior, aunado a los ex-
perimentos recientemente realizados por Ferreira et al. (2007) y Noris-Sudrez et al. (2007),
donde se comprobé que sélo el efecto piezoeléctrico de la coldgena es suficiente para pre-
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sentar adhesion de hidroxiapatita a la misma coldgena, y con ello inducir la osteogénesis.
El resultado analitico presente, predice esa clase de comportamiento de una forma mu-
cho méas econémica y sencilla, pues involucra iinicamente el cdlculo de los coeficientes
efectivos usando una PC estandar, ademas de servir como un instrumento verificador, en
el caso de célculos y experimentos numéricos y de laboratorio.

El modelo piezoeléctrico AP3, al igual que el modelo PP3, estudia un material con
propiedades piezoeléctricas en el grupo hexagonal clases 622 y 6mm,; reforzado de fibras
cilindricas, con propiedades piezoeléctricas en el mismo grupo y clases. Se realizé un ex-
perimento numérico en el que se considera un compuesto hecho de un solo material,
pero en el que las fibras son distribuidas periédicamente en un arreglo cuadrado, con
la polarizaciéon de las fibras en direccién opuesta a la direccién de la polarizacién de la
matriz. Los resultados obtenidos son particularmente interesantes, ya que muestra que
las propiedades elasticas cortantes de cada compuesto, se ven incrementadas hasta en
un 20 % es decir, se endurece. La permitividad también se ve incrementada en la mis-
ma proporcién. El efecto piezoeléctrico puede ser potenciado o anulado, en esta clase de
biomateriales, dependiendo de la fraccién volumétrica de la fibra. Este efecto puede estar
presente en otras combinaciones de biomateriales y en geometrias paralelogramicas, por
ejemplo, en hueso; por lo que este resultado puede encontrar aplicaciones en uso médico
como andamios, implantes o incluso dispositivos electromagnéticos que promuevan la
osteogénesis.

Todos los resultados fueron obtenidos suponiendo que las fibras tienen drea trans-
versal circular, sin embargo, es posible generalizar a una fibra con cualquier forma en su
drea transversal, siempre y cuando ésta sea lo suficientemente suave como para aplicar el
Teorema de Green. Ademads, todos los resultados obtenidos, pueden ser facilmente gene-
ralizados a un arreglo paralelogrdmico, en la distribucién de las fibras; pues, al igual que
en el caso dieléctrico, todas las sumas de reticula se pueden expresar en términos tinica-
mente de S; y Sg. Todos los resultados pueden ser usados como un método de control
para modelos numéricos o incluso experimentos de estructuras o situaciones més com-
plejas.

El estudio de materiales reforzados de fibras es muy importante, dado que se puede
aplicar ampliamente al desarrollo de sensores y actuadores asi como de transductores.
Sin embargo, son pocos los casos de estudio de una configuracién tal que los ejes ma-
teriales difieran del eje geométrico del arreglo. En especial el resultado obtenido en el
modelo piezoeléctrico AP3, es importante ya que demuestra que esta clase de arreglos
puede incrementar, dar cabida o anular el efecto piezoeléctrico a materiales compuestos,
con todas las posibles aplicaciones que esto implica.

El cambio de direccién en la polarizacién del material en el modelo AP3, merece ser
estudiado a nivel bioldgico ya que se especula si un cambio de direccién en el campo
eléctrico, inhiba, en lugar de estimular, la actividad osteobldstica o la de los osteoclastos,
implicando con ello una nueva drea de estudio para encontrar un método de control, o de
cura, de la osteoporosis. A la fecha se desconoce, en gran proporcion, la accién del campo
eléctrico sobre las otras dos clases de células presentes en el hueso compacto.

El trabajo reportado, en la presente tesis, abre nuevas posibilidades de estudio en el
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drea biomédica, pues el estudio de un material piezoeléctrico, con la polarizacién de las
fibras en direccién ortogonal a aquella de la matriz, proporcionaré informacién suficien-
te para la construccion y pruebas de control, de compuestos susceptibles a ser utilizados
como material para implantes, en la ingenieria de tejidos. Las ecuaciones que gobier-
nan el fenémeno permiten aumentar la fidelidad en el modelo de la interaccién de las
osteonas. Puede ser considerado un material reforzado de fibras multicapa, incluso, con
diferentes direcciones en la polarizacién de cada capa. No obstante, un trabajo a futuro
mads inmediato es el plantear el andlisis de un material con fibras tricapa en donde la ca-
pa media tenga las mismas propiedades eldsticas que los osteoblastos. Atin se desconoce
si el hecho de que una capa no presente efecto piezoeléctrico inhiba el comportamiento
del material; debido a que se ha comprobado que la simple accién mecdnica, realizada
mediante fisioterapias en pacientes que sufrieron fracturas de huesos, es suficiente para
disminuir el tiempo de recuperacion, por lo que atn en el caso de inhibir el efecto pie-
zoeléctrico se podré aportar datos y hechos esclarecedores. Considerar a la uno de los
constituyentes del compuesto como un material piro-piezoeléctrico, abre la posibilidad a
obtener resultados encaminados a la construccién de nuevos dispositivos que permitan
la regeneracion del hueso en enfermedades degenerativas o en traumas.

Si bien la metodologia desarrollada en el presente estudio fue basada en la distribu-
cién de las fibrillas de coldgena de la osteona segtin Ascenzi y Bonucci (1967), ver figu-
ra[3.1} es factible suponer que puede ser aplicada, sin mayor modificacién, a el modelo de
distribucion de fibrillas de Girauld-Guille (1988), ﬁgura Lo anterior, debido a que en
las dos clases de osteonas de Girauld-Guille, las laminillas adyacentes presentan dngulos
similares a los considerados en los modelos PP1 y OP2.

Los resultados de éste estudio, abren una nueva posibilidad para la construccién, y
sobre todo la simulacién y control, de materiales que respondan mecdnica y biolégica-
mente como hueso, para ser utilizados como implantes. No obstante, si se pretende crear
un material compuesto para utilizarlo como andamio de hueso, y de esta forma reem-
plazar o mejorar los materiales actualmente usados para implantes, se debe comprender
mejor la interaccién entre las partes involucradas en el proceso de la osteogénesis (ac-
ciones mecdnicas, reacciones quimicas, estimulos celulares, etc.). Razoén por la que las
lineas de continuidad del presente trabajo son muy bastas y ricas en bifurcaciones que,
potencialmente, pueden conducir al disefio y construccién de dispositivos que aumenten
la calidad de vida de las personas que han sufrido traumas 6seos severos.
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