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Teoria de Ramsey.

Los problemas sin resolver abundan, y

nuevas e interesantes preguntas abiertas aparecen

mas rapido que las soluciones a los problemas existentes.
F. Harary

Matematicos como H. Burkill y L. Mirsky decian que: “Existen numerosos
teoremas en matematicas los cuales, en términos generales podemos decir que,
aseguran que todo sistema de cierta clase posee un subsistema, relativamente
grande, con un altisimo grado de organizacion, comparado con la organizacion del
sistema original.” Uno de los principales ejemplos de este tipo de resultados es la
existencia del Numero de Ramsey.

Fue en el afio de 1930 cuando Frank P. Ramsey, en su articulo titulado “On
a Problem of Formal Logic” (Un problema de Logica Formal), presenta el resultado
que sera luego conocido como el Teorema de Ramsey. El resultado no se hizo
popular hasta que en 1935, en un articulo de los matematicos P. Erdds y G.
Szekeres, se hace referencia al resultado de Ramsey.

En la actualidad se entiende como Teoria de Ramsey a la rama de las
matematicas que, podriamos decir grosso modo, estudia las condiciones
combinatorias bajo las cuales el orden debe aparecer en algin subsistema de un
sistema dado. Los problemas de la Teoria de Ramsey tipicamente plantean
preguntas tales como: ¢cuantos elementos de alguna estructura debe haber para
garantizar que alguna propiedad en particular se cumpla?

En la presente tesis abordaremos tres problemas de tipo Ramsey que
podrian considerarse clasicos, a saber, el Teorema de Ramsey, un Teorema de

Van der Waerden y un Teorema de Schur.



La presente tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presentan las definiciones, resultados y nociones
basicas para entender este trabajo.

En el segundo capitulo daremos la definicibn del Numero de Ramsey,
veremos algun ejemplo y mostraremos una prueba del Teorema de Ramsey.

En el tercer capitulo profundizaremos en una instancia del Teorema de
Ramsey que se enmarca de manera natural en la Teoria de las Gréaficas. Veremos
algunos resultados del Teorema de Ramsey envueltos en ésta teoria, Yy
mostraremos como el Teorema de Schur se desprende de manera
directa desde esta.

En el cuarto capitulo nos abocaremos al estudio del Teorema de Van der
Waerden. Daremos ejemplos, resultados previos y finalmente mostraremos una

prueba del teorema.



Capitulo 1
Definiciones Basicas y Preliminares

Denotaremos como N al conjunto de los naturales positivos. Dado un conjunto X,

denotaremos como |X| a la cardinalidad del conjunto X . Dados m,ne N, con n<m,
[n,m] denotara al conjunto {n,n+1,...,m}. El conjunto {1,2,...,n} también se denotara
como [n].
Dado un conjunto X y un entero positivo K, [X ]k denotard todos los subconjuntos de X
de cardinalidad k, esto es [X]k ={Y:Y = X,|Y|=k}.

Dado un conjunto Q y un conjunto S, una Q -coloraciéon de S es una funcién
I':S — Q donde para cada s€S, F(s) €Q es el “color” asignadoa S. Asuvezal le
corresponde una particion de S en la familia de conjuntos {F’l(b):beQ} llamados

clases cromaticas. Un subconjunto de S que esté totalmente contenido en alguna clase
cromatica sera llamado conjunto monocromatico (con respecto a I').
Un conjunto de enteros P se dice que es una progresion aritmética de longitud K si y
s6lo si existen los enteros a y d >0 tal que

P={a+id:0<i<k-1}.

Al entero d lo llamaremos el periodo de la progresion P .



Lema 1.1 Sea S un conjunto de cardinalidad n y sea Q un conjunto de cardinalidad r .

El nimero de distintas Q -coloraciones de S es r".

Prueba. Probaremos este resultado por induccién sobre la cardinalidad de S .

Dado un conjunto S de un solo elemento, es claro que existen exactamente
|Q|: r=r' distintas Q -coloraciones de S (los distintos “colores” que puede adquirir el
Unico elemento de S). Sea S un conjunto de n elementos y supongamos que el nimero
de distintas Q -coloraciones de un conjunto de n—1 elementos es r"*. Sea X un
elemento de S y paracada yeQ, sea y, el conjunto de Q -coloraciones de S tales que
el elemento X recibe el “color” y Q.

Por un lado, claramente {y/l,wz,...,t//y} es una particion del conjunto de
Q — coloraciones de S. Por otro lado, para cada yeQ el nimero de distintas
Q —coloraciones de S donde el elemento X recibe el color y es exactamente el niUmero
de maneras distintas en que podemos Q -colorear a S —X. Es decir, para cada yeQ, el

cardinal de y, es el numero de distintas Q -coloraciones de un conjunto de n-1

elementos que, por hipétesis de induccién, es iguala r"™.

Asi, el nimero de distintas Q -coloraciones de un conjunto de n elementos

es|Q-r"t=r-r"t=r".n



n
Lema 1.2 Dados n,k e N, con n>k >1, tenemos que (kjﬁ n“.

I e (n= K (n—Kk+i
Prueba. Por definicion | | |=—= =" (n=k+1) =H(n l.(H)-
k) k!(n-k)! k- () i1 [

Como para cada 1<i<k,

entonces




Capitulo 2
Teorema de Ramsey.

En el presente capitulo estudiaremos el Teorema de Ramsey, para lo cual

necesitaremos previamente introducir algunas definiciones.

2.1 El NOmero de Ramsey

Definicién 2.1 Dados n, k, |,1,,...,]. nimeros naturales positivos, con n>1,1,,...,I, >k,

r
escribimos n—(>,l,.., Ir)" Si dada cualquier [r]— coloracion de

[T ={Y:Y <{L..n},|Y| =K}, existe i €[r] y un conjunto T =[n] de cardinalidad I, tal

que todo elemento de [T]k recibe el color i.

Definicion 2.2 Definimos la funcion de Ramsey como
R (l,..,1.)=min{n,:n>n;,n—(l,..., 1)}

Teorema 2.1 (Teorema de Ramsey). Dados k, |,...,I. nimeros naturales positivos,

r
existe n, € N tal que para n=n,,
k
n—(,..1)".

Notese que para r =1, el teorema es trivialmente cierto, por lo que en adelante

supondremos que r>2.



Antes de pasar a la prueba del teorema, haremos un estudio sobre los casos k =1,

k=2 y k =3, para aclarar el procedimiento de demostracion en el caso general.
2.2 El Principio del Palomar.

Teorema 2.2 (Teorema de Ramsey para k=1) Sean |,1,,...,|. nimeros naturales

r
positivos. Entonces para toda n>1+ z (. -1),
i=1

(Il ).
Prueba. Sean n>1+) (I,-1) y I':[n] >[r] una [r] -coloracion de [n]. Para
i=1
cada je[r] seaT;={ue[n]:I'(u)= j}.

Obsérvese que {T,,T,,...,T.} es una particién de [n], por lo que
> [T|=n
i=1

Probaremos este teorema por contradiccion. Supongamos que no se cumple

n—(,1,,...1,), o equivalentemente, que para cada i [r], [T|<I,-1.

Si para cada i [r], [T,|<I, -1 entonces vemos que

r

>0 -n2 Y]

y asi

Zr:(li -1 >n;

r
pero por hipétesis n 21+Z(Ii —1), lo cual es una contradiccion.
i=1



2.3 Teoremade Ramsey para k=2.

Teorema 2.3 Sean |,l,,...,I. nimeros naturales positivos. Sean p=R(l,,...1)+1y

r

-1 i
c= ( j Entonces paratoda n>r°
i=1

n—(,l,..1)%
Prueba. Sea S un conjunto de cardinal n>r° y sea 1“:[8]2 —[r] una

[r]—coloracion de [8]2.

Denotemos a S como S,, escojamos un elemento x, de S, y definimos Q, ={x}.
Ahora hacemos una particion del conjunto Sl\{xl} en clases de equivalencia definidas
de la siguiente manera.

Dados W,yeSI\{xl}, W y Yy pertenecen a la misma clase de equivalencia si y
solosi I'(w,x)=T(y,x).

Observemos que el nimero de clases de equivalencia es r. Sean T,T,,...,T, las
clases de equivalencia.

Sea M, = méx{‘Tj‘: je [r]} y supongamos que [Ty|=M,.

Denotamos S, =T, ; escogemos un elemento X, € S, y definimos Q, =Q, U{x,} .

Ahora definiremos de forma recursiva al conjunto S, ; y al conjunto Q., con i>2

i+1
de la siguiente forma:

I. Hacemos una particion del conjunto Si\{xi} en clases de equivalencia

definidas de la siguiente manera:

10



Dado WeSi\{Xi}, sea TI,:[QI' >[r] la [r]-coloracion de

[{xl,xz,...,xi}}l:[Qi]1 donde para cada {x}e[{xl,xz,...,xi}}l,
r,(x)=T(w,Xx).
Dados W,y €S, \{Xi}, W y Yy pertenecen a la misma clase de equivalencia si

y s6lo si I',=T", . Esto es w=y si y s6lo si para toda {x}e[Qi]l,

I(x,w)=T(x,Y).
Observe que el numero de clases de equivalencia, llamémoslo s, es igual al

namero de distintas [r]-coloraciones de [QT .
Sea T,T,,...,T, las clases de equivalencia. Ahora sea M,,, = méx{‘Tj‘: J e[s]} y
supongamos que [Ty|=M,,,.
IIl. Sea S,,; =T, ; escogemos un elemento X, €S,,; ysea Q,,=Q U{x,} . La

recursion termina cuando para algin t>1, [S|=1y S \{x}=2.
Ahora veremos que:
Afirmacion |Q,|=Hx,...x}} =R (l,...1,) = p-1.
Para probar esta afirmacion, mostraremos que:
Paracada i=1..,(p-1), S, #J. (1)

Notese que al probar (1) tenemos que {Hess X Xioees X4} S Q. probando asi la
afirmacion.

Para probar (l) mostraremos que para cada j=1,..,(p-1) tenemos que,

p-1
‘Sj‘z r¥ >r?* >0 donde q; =) i paracada j=1,..,p-1.

i

11



Para ver esto procedemos por induccién sobre | :

Para j=1 [S|>r°=r" =r%.

Ahora supongamos que para cada 1< j<n, ‘Sj‘ >,
Sea j=n+1.

Por definicion, M, = méx{‘Tj‘: j e[s]}, donde {T,,..,T,} es una particién de S, \{x,} y

S
S es el numero de [r]—coloraciones distintas de [{xl,...,xn}]l. Por el Lema 1.1 vemos
que s=r".
Definamos la coloracion I''= Sn\{Xn}—> [s] como: T'(x) =i siysoélosi xeT,.

Como por hipétesis inductiva, |S,|=M, >r® vemos que

p-1 p-1 -1

=

S \{x}>r*-1= r;I —1=r". rglin ~1]+(r"-1)z rz 141,
=1
p-1 p-1
Note que g,-n=>i-n= > i=q,, entonces
i=n i=n+l

p-1
n

zrz e +1=i(r%1—1)+1

= =

Sn\{xn}

que por el Teorema 2.2 (Principio del Palomar) implica que

S \H = (0 1,),
donde s=r"y I =r% para cada je[s]. Asi pues, existe je[s] y un conjunto
X c Sn\{xn} de cardinalidad al menos |, = r'+ tal que para todo xe X , I''(X)=j, y

como por definicion, I''(x) = j siy solosi xeT,;, vemos que ‘Tj‘ =|X|=rh

12



Asi M, = max {‘Tj ‘: je [S]} > 1%y portanto |S,,,[=M,,, >r*.

Asi pues, para cada i=1..,p-1, [S]|>r%>r"">0, entonces (1) es cierto y la

afirmacion queda probada. 9

Ahora observemos lo siguiente con respecto de la sucesion Xpyoees Xpg - Por

definicion, para cada 1<i< p-1y cada z,weS,,, I'(X,z)=T(X,w). En particular,

i+1?

como {x”l,..., xpfl} c S,

i+1

tenemos que para cada i [p—-2],
L (%, %.0) =T (%, X )=-~-=F(xi,xp_1).

i N+l i Ni+2

A partir de esto, definamos una [r]— coloracion I'" sobre el conjunto
[{xl,xz,...,xml}]l:[Qp&]l de la siguiente manera. Sea F":[Qp&]l—)[r] donde para
cada ie[p—2], I'"(x)=T(X, %) =T(X,X ):---:F(xi,xp_l) y F"(xp_l):r (como se

i? Ni+2

vera mas adelante, el color asignado a x,, por I'" es irrelevante).
Como p-1=R(l,..l.), p-1—>(l,1,,...1.) por lo que existe je[r] y una

[ PR

subsucesion X;, X, ,...,X; detamafio I; tal que paratoda me[l;], I'"(x; )=].
j m
Para terminar con la prueba del teorema veremos que todo elemento de
2
[{xh,sz,...,le_” recibié el color j bajo la coloracién T.
]
2
Sea {X; ,X; }e[{xh,sz,...,le H y supongamos que j. < j,. Observemos que,
m n j

por definicion de I'", T"(x;)=] si y solo si F(ij,xjn):j y como para toda

2
XE{X_ % } , F..(x)zj vemos que todo elemento de [{x X ,lev}} recibié el

R 'R PR

13



color j bajo la coloracién I". Aqui termina la prueba y es donde se observa que el color

asignado a X, , es irrelevante, pues el color que tiene la pareja {xj /X } bajo I' es el

que tiene x; en I'",con j, < j <p-1 estoes,con j, <p-lm

2.4 Teoremade Ramsey para k=3.

Teorema 2.4 Sean |,l,,...,|. nitmeros naturales positivos. Sea p—-1=R,(l,1,,...1,) vy
L/
sea C= . Entonces para toda n>r® +1,
i=2
3
n—(,l,..1)".

Prueba. Sea S un conjunto de cardinal n>r°+1y sea I':[S ] —[r] una
[r]—coloracion de [ST.

Escojamos dos elementos, en este caso X, y X,, de S. Denotemos a S\{Xl}
como S, y definamos Q, ={x,, x,}.

Ahora hacemos una particién del conjunto SZ\{XZ}:S\{xl,XZ} en clases de

equivalencia definidas de la siguiente manera.

Dados w, Yy € SZ\{XZ}, W y Yy pertenecen a la misma clase de equivalencia siy
solo si T'(w, X, X,) =T'(y, %, X,).

Observemos que el nimero de clases de equivalencia es r. Sean T,,T,,...,T, las
clases de equivalencia.

Sea M, = max {‘Tj‘: je [r]} y supongamos que [T,|=M;.

14



Denotemos S, =T, ; escogemos un elemento X, € S, y definamos Q, =Q, U{x,}.

Ahora definiremos de forma recursiva al conjunto S, , y al conjunto Q,,, con i >3 de la
siguiente forma:
I. Hacemos una particion del conjunto Si\{xi} en clases de equivalencia

definidas de la siguiente manera:

Dado weS \{x}, sea FWZ[{Xi,XZ,...,Xi}:lz—)[I’] la [r]-coloracion de

[{xl,xz,...,xi}}2 donde para cada  {X, y}e[{xl,xz,...,xi}]z,
L, y)=T(w,x,y).

Dados W,y €S, \{Xi}, W y y pertenecen a la misma clase de equivalencia si

y sélo si I, =T, . Esto es, w=y si y solo si para toda pareja {x,z} e[Qi]z,
I'(x,z,w)=T(x,2,Yy).

Observe que el numero de clases de equivalencia, llamémoslo S, es igual al

namero de distintas [r]-coloraciones de [X,,%,,...,% ] -

Sean T,T,,...,T

. las clases de equivalencia. Sea Mm:méx”Tj‘:je[s]} y
supongamos que [Ty|=M,,,.

Il. Denotamos S;,, =T, ; escogemos X, €S,,, y definamos Q,,, =Q U{x,} .
La recursion termina cuando para algun t > 2, |St| =ly St\{xt} =.
Ahora veremos que:

Afirmacion [Q|=[{X,-..x}|Z Ry(l,....1,) = p-1.

L
Por definicion, |S|>r° +1, con ¢ :Z(Zj y Q={X,%}c Q-

i=2

15



Para probar esta afirmacion, mostraremos que:
Paracada i=2,..,(p-1), S, #J (1)
Obsérvese que al probar (1) y dado que {x,x,}=Q,, tenemos que
L Xy Koy xpfl}g Q, . con lo cual la afirmacion queda demostrada.
Para probar (1) mostraremos que para cada j=2,..,(p-1) tenemos que,
p-1

‘S.‘>rqj >r[2j>0 donde q.:pz}‘[ij.
1 - J 2

i=j

Para ver esto procedemos por induccién sobre j:

A/
Para j=2, |S,|=|S|-12r° donde C:i(;j:qr

i=2
Ahora supongamos que para cada 2< j<n, ‘Sj ‘ >,
Sea j=n+1.

S

Por definicion M, = méx{‘Tj‘: j e[s]} donde {T,,T,,...,T.} es una particion de S, \{x,}

2
siendo S el nimero de [r]—coloraciones distintas de [{Xl,xz,...,xn}] . Por el Lema 1.1

vemos que S = r[rzlj :
Definamos la coloracion F':Sn\{xn}—>[s] como:
I'(x)=i siysolosi xeT,.
Como por hipétesis inductiva, [S,|=M, >r® vemos que

n (n n r[n] . n
Sn\{xn}{ >t 1= r@(rq” 4 ~1)+ (r(ZJ SN G 4 ~1)+1.

2
=

16



Note que

entonces

) o) [
> (r W -D+l= ) (-1 +1

j=n+1 j=n+1

S, \{x.}

n

que por el Teorema 2.2 implica que Sn\{xn}{—>(ll,lz,...,ls) donde s= r[zj y I =i

para cada j€[s]. Asi pues, existe je[s] y un conjunto X Sn\{xn} de cardinalidad al
menos |, = r' tal que para todo xe X , I''(x) = j, y como por definicion, T''(X) = j siy
s6lo si xeT;, vemos que ‘TJ.‘: |X| = r

> rQn+1 .

n+l =

Asi M, = max {‘TJ.‘: je [s]} >r% y por tanto [S,|=M

p-
2

Asi pues, para cada i=2,...,p-1, |Si| >rf > r[ ] >0 entonces (1) es cierto y la

afirmacion queda probada. 3¢

Ahora observemos lo siguiente con respecto de la sucesion X,,...,X Sea

p-1-

con s=max{i, j},

s+1

2
{Xi,xj}e[{xi,xz,...,xp_l}} . Por definicién toda pareja z,weS
cumple que T'(x;,X;,w) =T(x;,X;,2). En particular, como {x5+1,..., xp_l} c S,,, tenemos que
1777 7)1 s+2 i1 N

(%0 X)X ) = T (%0 X, X0z ) =+ = (%, X, X4 )

A partir de esto definamos una [r]— coloracién I'" sobre el conjunto

[{Xp Xy ey xp_lﬂ2 = [Qp_l]z como sigue:
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Sea F":[Qp_l]2—>[r] donde para cada {xi,xj}e[{xl,xz,...,xp_z}]z,

T, %) = (%X Xy ) =T (%, X}, X, ) =+ =T (X, X;,X,,) donde s=max{i, j}<p-2,

P77 ) s+l P17 Ns+2
y para cada {xi,xpfl} con i e[p—Z] sea F"(xi,xpfl) =T (de igual manera que en el caso

k =2, el color de las parejas que tienen como elemento a Xpa sera irrelevante).

Como por definicion, p-1=R,(l,l,,...,1.), existe je[r] y una subsucesién

2
le,sz,...,lej de tamafo IJ. tal que para toda {xjm,xjn}e[{xh,sz,...,lej}},

r(x;, ,x;)=1].
Para terminar con la prueba del teorema, veremos que toda terna de la

subsucesion recibié el color j bajo T.
3
Sea {xjm,xjn,xjs}e[{xh,sz,...,lej ﬂ , Y supongamos que j,. < j, < j,. Ahora sélo

observe que I'"(x; ,X;)=] si y solo si I'(x; ,X;,X;)=] y como para toda pareja

2
{x. ,x.n}e[{xh,xb,...,lejH , F"(xjm,xjn):j se sigue el resultado.m

Im? )
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2.5 Un ejemplo

Veremos un ejemplo de como se construyen las particiones y la sucesion

Xp,s X, 4 €N UNA [2]-coloracién de las ternas de un conjunto de 18 elementos, y donde

encontraremos un subconjunto de cuatro elementos cuyas ternas todas recibieron el
mismo color. El conjunto en cuestiéon es S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F,G,H, I}y
la coloracion I' esta descrita en el Anexo.

Tomemos dos elementos arbitrarios de S, a, =6 y a,=C . Denotamos a
S\{G} como S, ysea Q, ={6,C}.
Dividimos a Sz\{C}:S\{G,C} en clases de equivalencia de la siguiente

manera.:

Dados X,y e SZ\{C} , X=Yy siysolosi I'(6,C,x)=I'(6,C, ).
Esta relacion de equivalencia define la siguiente particion de Sz\{C} en dos partes (las

posibles [2]—coloraciones de [6,C]2 qgue es un conjunto de 1 elemento), la roja y la negra,

asaber {1,7,8,2,D,A F,3G} y {1,4,59,B,E H}.

16C | 26C | 36C | 46C | 56C | 76C | 86C | 96C

A6C | B6C | D6C | E6C | F6C | G6C | H6C | I16C

Tomaremos el conjunto mas grande de la particion que es {1,7,8,2,D, A, F,3,G} y

lo nombraremos S, .
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Ahora escogemos arbitrariamente un elemento de S, . Sea a,=2, y sea
Q3:Q2U{2}={6,C,2}.
Dividimos a 83\{a3}:{l,7,8,D,A,F,3,G} en clases de equivalencia de la

siguiente manera:

Dados X, Y € 53\{613} , X=Y siy s6lo si ocurre que:
r'(6,C,x)=T(6,C,y),

I(2,6,x)=I(2,6,y)

y

I'(2,C,x)=T(2C,y).
Esto nos define una particion de 83\{a3} en 8 partes (las posibles [2]-coloraciones de
[6,C,2]2 que es un conjunto de 3 elementos), a saber:
1) Los elementos X € 83\{a3} tales que I'(6,C,x) es negro, I'(2,6,x) es negroy
I'(2,C,x) es negro.
2) Los elementos X € 83\{a3} tales que I'(6,C,x) es negro, I'(2,6,X) es negroy
I'(2,C,x) es rojo.
3) Los elementos XESS\{aS} tales que I'(6,C,X) es negro, I'(2,6,x) es rojoy
I'(2,C,x) es negro.
4) Los elementos XES3\{a3} tales que I'(6,C,x) es negro, I'(2,6,x) es rojo y

I'(2,C,x) es rojo.
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5) Los elementos X € 33\{33} tales que I'(6,C,x) es rojo, I'(2,6,x) es negro y
I'(2,C,x) es negro.

6) Los elementos XGS3\{a3} tales que I'(6,C,x) es rojo, I'(2,6,x) es negro y
I'(2,C,x) es rojo.

7) Los elementos XESS\{aS} tales que I'(6,C,x) es rojo, I'(2,6,x) es rojo y
I'(2,C,x) es negro.

8) Los elementos XeS3\{a3} tales que I'(6,C,x) es rojo, I'(2,6,x) es rojo y

I'(2,C,x) es rojo.

Dada la coloracion I' en este ejemplo, 6 de estas partes son vacias y las partes restantes

son:

{1,7,8,D} y {AF,3G}.

16C 76C 86C D6C AC6 F6A 36C G6C
162 762 862 D62 A62 F62 362 G62
IC2 7C2 8C2 DC2 AC2 FC2 3C2 GC2

Tomemos un conjunto de tamafio méaximo {1,7,8, D} y lo nombraremos S, . Ahora

escogemos arbitrariamente un elemento de S,. Sea a,=D vy definimos a

Q,=Q;U{a,}={6,C,2,D}.

Dividimos a 84\{a4} ={1,7,8} en clases de equivalencia de la siguiente manera:
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Dados X,yeS4\{a4}, X=Yy si y sblo si para todo subconjunto T de dos
elementos de Q, ={6,C,2,D} se cumple que F(T U{X}):F(T U{y}). Esto nos define
una particion de S,\{a,} en 64=2° partes (las posibles [2] - coloraciones  de

[6.C.2, D]Z). En este ejemplo 62 son vacias y las partes restantes son {7} y {8,1}.

16C 162 16D IC2 ICD 12D
76C 762 76D 7C2 7CD 72D
86C 862 86D 8C2 8CD 82D

Tomaremos un conjunto de cardinalidad maxima, que en este caso es {8, I}y lo
nombraremos S, .

Ahora  escogemos un elemento de S.. Sea a =1 'y sea
Q,=Q,U{a,} ={6,C,2,D,1} . Dividimos a S;\{a,} en clases de equivalencia de la
siguiente manera:

Dados x,yeSs\{as} , X=Yy si y solo si para todo subconjunto T de dos
elementos de Q; ={6,C,2,D, 1} se cumple que F(T U{x}) = F(T U{y}). Esto nos define
una particién de 55\{a5} en 2% partes. En este ejemplo, 2'° —1 de ellas son vacias y la
no vacia es el {8} . Definimos S; ={8}; escogemos un elemento a; de S;.Sea a; =8 y
definimos Q, =Q; U{a,} ={6,C,2,D,1,8}.

Notemos que hasta aqui llega la definicion recursiva de Q, y S;.
Tenemos entonces que a, =6, a,=C, a,=2, a,=D, a,=1y a,=8. Obsérvese que

por construccion para cada pareja aa; con i< j,tenemos que:
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I'(a,a;,a,)=T(a,a;a),
para cualesquiera S y r tales que j<s,r.

Con ésto podemos definir una coloracion I'" sobre [{6,C,2, D,I,8}~]2 donde para cada
pareja {ai,aj}e[{6,C,2,D,I,8}]2 con i, j<6, F"(ai,aj):l“(ai,aj,as) con i<j<s<6

y I'"(a,,a;)=negro para i=1...5.

r'®,c)=r(,c,2)=r(,C,D)=1(6,C,1)=T(6,C,8) =rojo
r'6,2)=r(6,2,D)=1(6,2,1)=T1(6,2,8) =rojo
re6,D)=r(6,D,1)=I(6,D,8)=negro
r',1)=1(6,1,8) =negro
r'(c,2)=r(C,2,D)=r(C,2,1)=T(C,2,8) = negro
r'c,b)=r(,b,l)=r(C,D,8)=rojo
r“(C,1)=T1(C,7,8) =negro
r'2,b)=r(2,b,1)=1(2,D,8) =negro
r',1)=1r(,1,8) =rojo

r'(p,1)=r(b,1,8) =negro
r"(6,8)=I"(D,8)=T"(C,8)=T"(1,8)=T"(2,8) = negro

Entonces tendremos la siguiente coloracién de [{6,0,2, D, I ,8}}2 (ver Fig. 2.1):

Fig. 2.1
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Dado que las parejas 6D, 61 y DI son de un mismo color, negro, por definicién de
I'" vemos que, las ternas 6DI, 6D8, 618 y DI8 son negras bajo la coloracion T".

Por tanto todas las ternas del conjunto {6,D,1,8} bajo I" son de color negro.

2.6 Teorema de Ramsey

Teorema 2.1 Sean k,l,1,,...,1. naturales positivos. Entonces existe n, tal que si n>n,,

n— (1,1 )

Prueba. Lo probaremos por inducciéon sobre k. Los casos para k <3 ya fueron
probados anteriormente en los Teoremas 2.2, 2.3y 2.4.
Sea k>4 y supongamos que el teorema es cierto para todo k'<k . Sea

Pl
p-1=R _,(,l,,...,1.) yc= z ( j Probaremos el teorema mostrando que para toda
i=k-1 -

n>r®+(k-2) secumple n— (I, 1,,...,1 ).

Sean S un conjunto de cardinalidad n>r®+(k-2) y T:[S]* —>[r] una [r] -
coloracién de [S]". Témese k-1 elementos {x,X,,...X ,} de S , denotemos a
S\{xl,...,xk_z} como S, , y definamos Q, ; ={X,X,,..., X, ,}-

Ahora dividimos el conjunto S\{xl,xz,...,xk_l}:Sk_l\{xk_l} en clases de

equivalencia definidas de la siguiente manera:

Dados W,y e Skfl\{xkfl}, Wy y pertenecen a la misma clase de equivalencia si

y s6lo si I'(W, X,,..., X, 1) =T(Y, X,y X ) -
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Observe que el nimero de clases de equivalenciaes r. Sea T,,T,,...,T, las clases
de equivalencia. Sea M, = max {‘Tj‘: je [r]} y supongamos que [T,|=M,.
Denotemos S, =T, ; escogemos un elemento X, € S, y definamos Q, =Q_, U{x,}.

Ahora definamos de forma recursiva al conjunto S,,; y Q,,, de la siguiente manera:

i+l
I. Partiremos el conjunto Si\{xi} en clases de equivalencia definidas de la

siguiente manera:

Dado weS \{x}, sea T,:[Q]*—>[r] la [r]-coloracin de

[{x1 Xi}:|k7l = [Qi]k_l donde para cada M e[Q]“",
I,(M)=T(w,M).
Dados W,yeSi\{Xi}, W y y pertenecen a la misma clase de equivalencia

si ysolosiI,=I,.Esto es, w=y si y solo si para todo M e[Qi]kfl
L(w,M)=T(y,M).
Obsérvese que el numero de clases de equivalencia, llamémoslo S , es

exactamente igual al nimero de distintas [r] —coloraciones de [Q.]*.

Sean T,T,,..,T, las clases de equivalencia. Sea Miﬂ:méx{‘Tj‘:je[s]} y

supongamos que [Ty|=M,,,.

Il. Denotemos S,,, =T, ; escogemos un elemento X, €S, y definamos

Qi+1 = Qi U {Xi+1} :

La recursion termina cuando para alguna t>k-1, [S,|=1y S \{x}=9.

Ahora veremos que:
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Afirmacion |Qt| >R, ,(l,...1.)=p-1.

p-1

Por definicion, |S|>r°+(k-2), con c= )’ (k I_J y Q. ={X, X Q.

i=k-1
Para probar la afirmacion mostraremos que:
Paracada i =(k-1),...,(p-1), S, #D. (1)
Obsérvese que al probar (1) y dado que Q.,={x,...%_,} tenemos
L Xy Xy xpfl}g Q, ., con lo cual queda probada la afirmacion.
Para probar (1) mostraremos que para cada j=(k-1),...,(p—1) tenemos que,

p’]- p71

‘Sj‘qui Zr[k_lj >0 donde q, :Z[ ! j

—\k-1
Para ver esto procedemos por induccién sobre j:
Para j=k-1, |S,|=|S|-(k-2)>r%:.
Ahora supongamos que para cada k—1< j<n, ‘SJ.‘Z ro .
Sea j=n+1.

Por definicion Mn+1:méx{‘Tj‘:je[s]} donde {T,,T,,...,T,} es una particion de

S, \{x,}, siendo s el nimero de [r]-coloraciones distintas de [{xl,xz,...,xn}]k_l. Por el

Lema 1.1 sabemos que S = r(k’J.
Definamos la coloracion F':Sn\{xn}—>[s] como I'(x)=i si y sélo si xeT, . Por

hiptesis inductiva |S | =M, >r* entonces
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}{> ro 1= r[krllj(rq"_[kn‘ll —1)+(r(kn‘lj DY {rqn(knlj —1J+1.

Nétese que

=]
LN

B

por lo que

)
> 3 (rie—1)+1

j=n+1

que por el Teorema 2.2 implica que —(l,1,,...,1.) donde s:r["‘1j y

|, =r** para cada je[s]. Asi pues, existe je[s] y un conjunto X gSn\{Xn} de
cardinalidad al menos |, = r* tal que para todo xe X, I''(Xx) = j y como, por definicion
I'(x)=j siysolosi xeT,, vemos que ‘Tj‘ =|X|=r%,

Asi M_, = méx{‘Tj‘: j e[s]} > 1%y por tanto |S,,,|=M,,>r%. Asi pues, para

p-1
cada k-1<i<p-1,|[§|>r% > r["‘1j >0 con lo que (1) es cierto y la afirmacion queda
probada. 3

Ahora observemos lo siguiente con respecto de la sucesion X,..,X,, . Dado

k-1
M e[{xl,xz,...,xp_l}} , para toda pareja z,weS_, con s=max{i:x € M}, tenemos

s+1
que TI'(M,w)=TI'(M,z). En particular, como {xs+1,...,xp_1}gss+1 vemos que

[(M,x,)=T(M,x,,)=" F(Mx)

1 s+l 1 542 ' p-1
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A partir de ésto definamos una [r]-coloracion TI'" sobre el conjunto

[{Xl’ Xyrens Xp—l}i|kil =[Q, ,]”" como sigue:

k-1

Sea F"=[Qp_1] —[r] donde para cada M E[{Xl,...,xp_z}}kfl’
r'(M)=C(M,x,,)=T(M,X,,)=--=[(M,x,,) donde s=max{i:x, eM}<p-2;y si
X, 1 €M entonces r'(M)=r.

Como por definicion p-1=R, ,(l,,1,,....1,) , existe je[r] y una subsucesion

k-1
Xj1s Xjz0een X de tamario IJ. tal que paratoda M e[{xh,xh,...,lej” C (M) =

Para terminar con la prueba del teorema veremos que todo elemento de

k
[{xh,sz,...,le }} recibié el color j bajo la coloracién IT".
i

k
Sea {xj Xy X }e[{xj,x. peeny X }} y supongamos que
m. my mk 'l I

Jw, > Jn > > J, > I, - Observe que por definicion T"(x; ,...X; )=] si y sOlo si

e X,
k-1
F(an---'xmk,llxmk)zl y como para todo {xjm,...,xjmk_l}e[{xh,sz,...,lejﬂ

1““(xj s X ): J se sigue el resultado.
m M1
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Capitulo 3
Ramsey en la Teoria de Gréficas.

En este capitulo profundizaremos nuestro estudio de los nimeros de Ramsey para
el caso k =2, esto es, coloraciones de conjuntos de tamario 2, siendo uno de los lugares
mas naturales para hacer esto las graficas. El estudio de tales nimeros en el contexto de
la Teoria de las Graficas permite, ademas de dar otras pruebas de la existencia de estos
nameros, dar mejores cotas de los valores de los mismos que los que se obtienen de las
pruebas del capitulo anterior. Asi mismo, presentaremos un resultado de Schur que se
deriva directamente del Teorema de Ramsey en este contexto.

Para esto, antes presentaremos algunas definiciones.

3.1 Definiciones

Una gréfica G es un par ordenado (V(G),E(G)) donde V(G) es un conjunto
finito no vacio de elementos llamados vértices y E(G) es un conjunto finito de pares no
ordenados de elementos de V(G) llamados aristas. Una arista {X,y} de G sera
denotada como Xy .

Una gréafica es simple si en E(G) todos los pares no ordenados son distintos y
cada par esta formado por dos elementos distintos de V (G) . Aqui sélo nos enfocaremos
en gréficas simples.

Dada una grafica G, una subgrafica de G es una grafica H tal que

V(H)cV(G) yE(H)c E(G).
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Dada una gréafica G, un par de vértices X, y de G se dice que son adyacentes, o
vecinos, en G si la arista Xy pertenece a E(G), y se dird que la arista Xy es incidente a
los vértices X y V.

Una gréfica completa es aquella en la que cada uno de los vértices es adyacente a

todos los demas. Denotaremos como K, a la grafica completa de n vértices.

Un subconjunto S de V(G) es llamado conjunto independiente en G si ningin
par de vértices en S son adyacentesen G.

Una gréfica G es bipartita si existe una particién de V(G) en dos conjuntos de

vértices independientes.

Una grafica H es una subgrafica inducida de G si V(H)<V(G) y dados
x,yeV(H), xyeE(H) si y solo si xyeE(G). Dado ScV(G), G(S) denota la
subgréfica inducida H de G tal que S =V (H). Observe que si G es la grafica completa

K, , toda subgréfica inducida de G por un conjunto S cV (G) es una grafica completa de
|S| vertices.

Dados r,ne N , una [r]—coloraci()n de las aristas de K, es una funcion
I':E(K,)—[r]. Dada I' una [r]—coloracion de las aristas de K, y T<V(K,), la
subgréfica de K, inducida por T sera llamada monocromatica de color ie[r] si todas

las aristas de K (T) recibieron el color i.
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3.2 Ramsey en gréficas

El Teorema de Ramsey nos dice que dados |,,...,I. nUmeros naturales positivos

r

existe Ny (l,,...I,)e N tal que para n>ny(l,...,1,),
N (1.l

Esto es, dados |,...,I, naturales positivos existe un no(ll,...,lr) tal que para toda [r]

r

coloracion de las parejas de [n]’, con n>ny(l,...I,), existe T c[n] de cardinalidad |
para algin 1<i<r, en donde todo elemento de [T]2 recibié el color 1.

Si denotamos a los vértices de K, como {12,..,n}=[n], entonces toda
[r]- coloracion de las aristas de K, es una [r]- coloracion de [n]2 , y dado

T gV(Kn) = [n] , [T]2 es el conjunto de aristas de la subgréfica de K inducida por T .
En este contexto el Teorema de Ramsey nos dice que:

Teorema 3.2.1 Dados |,,...,I, nimeros naturales positivos, existe un entero no(ll,...,lr)

r

tal que para toda [r]—coloracién de las aristas de K

n?

con n=ny(l,...,1.), existe
T cV(K,), de cardinalidad |, para algin 1<i<r, en donde toda arista de la subgréafica

completa de K, inducida por T, recibi6 el color i.
O equivalentemente:

Teorema 3.2.1 Dados |,...,1

r

nameros naturales positivos, existe un entero no(ll,...,lr)
tal que para toda [r]—coloracién de las aristas de K, con n> nO(Il,...,Ir), tenemos que

para algin i e [r] existe una copia de K, que es monocromatica de color i.
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Claramente dados l,,...,|, ndmeros positivos, R,(l,,...,I,) es el minimo entero

r

No(l,,....1,) tal que para toda [r]—coloracién de las aristas de K, con n>ny(l,...,1,),

para alguna i € [r] existe una copia de K, que es monocromatica de color i.

A continuacion presentaremos un estudio mas detallado de estos numeros de
Ramsey asociados a las graficas, y presentaremos pruebas de existencia de estos

numeros en términos puramente de graficas.

Dado que en este capitulo s6lo nos interesan los numeros de Ramsey Rz(ll,...,lr),

omitiremos el subindice y escribiremos R(l,,...,I,) en lugar de R,(L,...,I,).

3.3 Elcaso =2

Aqui nos concentraremos en las 2-coloraciones de las aristas de la grafica K.

Analicemos primero los casos pequefios.

Teorema 3.3.1 Paratoda n>2,
R(2,n)=n.
Prueba. Para realizar esta prueba, debemos mostrar por un lado, que existe una
coloracion de K, _; sin ninguna arista de color 1y sin copias de K, con todas sus aristas

de color 2.

Por otro lado debemos de probar que en toda coloracion de K, con colores 1y 2

existe una arista de color 1 o existe una copia de K, con todas sus aristas de color 2.
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Dada una coloracion de K, donde todas sus aristas reciben el color 2 no se produce
ninguna arista de color 1 ni una copia de K, con todas sus aristas de color 2, por lo que
R(2,n) >n-1. Ahora sea una 2-coloracion de K, . Si no existe ninguna arista de color 1

entonces toda arista de K, tiene color 2. Por tanto R(2,n)<n. m

Ahora veremos que:
Teorema 3.3.2 R(3,3)=6.

Prueba. Primero veremos que R(3,3)26 dando una 2-coloracion de K, sin
triangulos monocromaticos. Pintemos K, con la siguiente coloracion: las aristas
{vV,,v,v,, Vv, v, Ve, Vv, } forman un ciclo, digamos de color azul, y el complemento
{V,V,, V5V, Ve, VLV, v,V } de color rojo (ver Fig. 3.1). Esta coloracion no contiene a K,

como una subgréfica, por lo tanto R(3,3)>6.

Fig. 3.1

Ahora consideremos cualquier 2-coloracion de las aristas de K; y sea VeV(KG). Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que al menos 3 aristas incidentes a v son del

33



mismo color, digamos rojo. Sean vv,, Vv, y vv, de color rojo (ver Fig. 3.2). Entonces si
cualquiera de las aristas v,v,, V,V, y V,V, fueran de color rojo, se tendria un triangulo de

color rojo como subgrafica; de otra forma las aristas V,v,, V,V, y V,v, deben tener el otro

color (azul). Esto nos produce un triangulo azul.

Fig. 3.2

Por tanto R(3,3) <6,y entonces R(3,3)=6.m

Corolario 3.3.1 En cualquier reunién de 6 o mas personas, hay tres personas que se
dieron las manos o hay tres que no se las dieron.

Ahora pasaremos a probar que:
Teorema 3.3.3 Para todo par de enteros p,q>2, existe un entero no( p,q) tal que para
todo nZnO(p,q), cualquier 2-coloracion de las aristas de la grafica K, contiene una
copia de K, monocromatica de color 1 o contiene una copia de K, monocromatica de

color 2.

Prueba. La prueba seré por induccién sobre p+(.

Sean p y q tales que p+q<6.
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Aqui se contemplan los casos R(2,4), y R(3,3) que previamente han sido

analizados (Teoremas 3.3.1y 3.3.2).

Ahora supongamos que existe m>6 tal que para toda pareja p'y (', con
p'+q'<m, el nimero R(p',q') existe. Ahora sean p y ( tales que p+q=m+1. Por
hipétesis sabemos que existen R(p-1,9) y R(p,q-1) . Veremos que para toda
n>R(p,q-1)+R(p—-1q) se tiene que cualquier 2-coloracion de las aristas de K,
contiene una copia de K, monocromatica de color 1 o una copia de K, monocromatica

de color 2.

Sea n=R(p,q-1)+R(p-1Lq), I' una 2-coloracion de las aristas de K, (digamos

1=rojo y 2=azul), y sea veV(K,). De las n—1 aristas incidentes a v hay cierto nimero

de ellas rojas y otras azules (ver Fig. 3.3).

R(p-1,q)+R(p,a-1)-1

Fig. 3.3

Sea r(v) el conjunto de vértices X de K tales que la arista VX es rojay sea a(v)

el conjunto de vértices X de K, tal que la arista VX es azul.
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Claramente n-1= |r(v)| + |a(v)| y ademas, por definicion
n-1=R(p-1q)+R(p,q-1)-1.

Si |r(v)|>R(p-10) entonces la subgrafica de K, inducida por r(v) es una
completa de ‘r(v)‘ >R(p-14q) vértices en la cual I' induce una 2-coloracion. Por tanto,
en Kn<r(v)> existe un conjunto T de ( vértices tales que la subgrafica inducida por T

en Kn<r(v)> es un K, monocromatico azul (que esta en K,), o existe un conjunto T de

p—-1 vértices tales que la subgrafica inducida por T en Kn<r(v)> es un K ,

monocromatico rojo, y entonces la subgréfica inducida por T U{v}en K, es un K,

monocromatico rojo.

Si |r(v)| < R(p-1,q)—1 entonces, como
|r(v)]+[a(v)| =R(p-10)+R(p,q-1) -1,

tenemos que [a(v)| > R(p,q-1).

Entonces la subgrafica de K, inducida por a(v) es una grafica completa de
‘a(v)‘ >R(p,q—1) vértices en la cual I" induce una 2-coloracién. Por tanto, en K, <a(v)>
existe un conjunto T de p vértices tales que la subgrafica inducida por T en Kn<a(v)>
es un K, monocromatico rojo (que esta en K ), o existe un conjunto T de g-1 vertices
tales que la subgrafica inducida por T en Kn<a(v)> es un K, , monocromatico azul, y

entonces la subgréfica inducida por T U{v} en K_ esun K, monocromatico azul.

Entonces R(p,q) existe, y lo que es mas R(p,q)<R(p-1,9)+R(p,q-1) . Asi

gqueda demostrado el teorema.m
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Corolario 3.3.2 Una grafica G con nZR(p,q) vértices contiene un conjunto

independiente de q vértices o una subgréfica completa de p vértices.

3.4 Algunas cotas

En el Capitulo 2 de esta Tesis se present6 una cota superior de R, (m, n) dada por 2°+1

-1 m-+n
con c=pZ:i :(gj siendo p=R;(m,n)+1=m+n.Estoes Rz(m,n)SZ[ 2 ]+l.

i=1

A continuacidn se presenta una cota mejor que la presentada en el Capitulo 2.
Teorema 3.4.1 Para todo par de enteros positivos my n,

m+n-2
m-1 |

R(m,n)s(

Prueba. La prueba es por induccion sobre k =m+n. Como se vio anteriormente

R(2 __n+2—2_n R33_3+3—2_4_6
(’n)_n_[ 2_1 j_[ljy ® )_[ 3-1 j‘(z}‘

Ahora supongamos que para todo par m' y n' de enteros positivos con

m'+n'-2
m-1 |

6<n'+m'<k, se cumple que R(m',n')S(

Sean N y m enteros positivos, tales que n+m=Kk+1. Recuérdese que en la
prueba del Teorema 3.3.3 se mostro que:

R(m,n)<R(m-1n)+R(m,n-1),

que por hipétesis de induccién implica que:
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R(m,n)g(m—un—2]+(m+n—1—2j.

m-2 m-1

Ahora observe que:

[m+n—3j+[m+n—3j (m+n-3)! (m+n-3)!

m-2 m-1 )~ (m-2)((m+n-3)—(m-2))" (m-1)}((m+n—3)—(m—1))

(m+n-3)! (m+n-3)!  (m+n-3)/(m-1)+(m+n-3)!(n-1)

(m—2)i(n-1)!" (m-1)i(n-2)! (m-1)!(n-1)!

_ (m+n-3){(m-1+n-1) _ (m+n-3){(m+n-2) _ (m+n-2)!
(m-1)I(n-1)! (m-1)I(n-1)! (m-1)I(n-1)!

B m+n-2

| om=1 )

m+n-2
m-1

Por tanto R(m,n) < ( ) y asi probamos este resultado.m

A continuacién veamos una cota inferior de los nimeros de Ramsey de la forma

R, (k,k), también llamados nimeros diagonales de Ramsey.

Teorema 3.4.2 Para todo entero positivo K,

R(k,k) > 2(%}(%) .
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Prueba. Sean X, X,,...,X, los vértices de K. Sea G la gréfica bipartita con partes

(X,Y) donde X es el conjunto de todos los subconjuntos de k vértices de K, y Y es

el conjunto de todas las coloraciones de E(K| ) que, por el Lema 1.1, son 2@ .

Dado se X y 'eY, sT e E(G) siy solo si la completa inducida por s en K es
monocromatica bajo I".

Dado s e X, obsérvese que el nimero de coloraciones bajo las cuales Kn<s> es

monocromatico es el nimero de formas en que K, <s> puede ser monocromatica (de dos

formas, de color 1 o color 2), multiplicado por el numero de formas en que las [2]7[2]

k

2

n
aristas restantes pueden ser 2-coloreadas (2[Zj ( ] formas, de acuerdo al Lema 1.1). Asi

k
entonces, cada s € X es adyacente a 2[2]7[2}1 vértices (coloraciones) en Y y por tanto el
n) (k n) (k
numero de aristas de G es |X|- Z(ZH2J+l = [n] : 2(2)_[2J+1.

ny (k

Si (:]2[2}[2}1<|Y|:2(g), entonces existe un vértice I'eY tal que no es

adyacente a ningun vértice de X , o lo que es lo mismo, I' no produce una completa

monocromatica de orden K, por lo tanto existe una coloracion de K, sin copias
monocromaticas de K, de color 1 0 2y entonces
n<R(k,k).

Asi, si n>R(k,k), entonces
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n Kl
Sabemos, por el Lema 1.2, que (kJSnk, lo cual implica que n* 22(2) de donde se

sigue que:

3.5 Teoremade Ramsey para I>2

Ahora extenderemos estos resultados para mas de 2 colores. Veremos que dados

l,,...,I, nimeros naturales positivos existe Ny(l,,...,I,) tal que, para toda n>ny(l,,....I,),

r

en toda [r]—coloracion de K, existe un conjunto T =V(K,), donde |T|:Ii para algin

1<i<r,talque K (T}, esun K, monocromatico de color i.

Antes de pasar a la prueba del Teorema, requerimos el siguiente resultado.

Lema 3.5.1 Dados Il,...,lr nameros naturales positivos, si R(Il,...,lr) existe, entonces
R(I,,15,...1,,2) existe y
RA,L,,....1.,2) <R(,L,...1.).
Prueba. Sea n=R(l,,1,,...,I,) y consideremos una [r +1]—coloracion I' de K, .

Si no existe una arista de color r+1 entonces I" sélo usa r colores (esto es, I es

una [r] -coloracion de K, ) y como n=R(l,l,,..,I,) entonces existe un conjunto
T =V(K,), donde [T|=1, con 1<i<r, tal que K, (T) es un K, monocromatico de color
i

Asi R(I,1,,....1.,2) <R, 1,,...,1.) .
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Ahora probaremos que:

Teorema 3.5.2 Para toda r >2 y todo conjunto l,...,I. de ndmeros naturales positivos

existe Ny(l,,...,1,) tal que en cada [r]-coloracion de K, con n>ng(l,...I,), existe un

conjunto T <V (K,), donde |T| =|. para algin 1<i<r, tal que la subgréfica inducida por

T esun K, monocromatico de color i.

Prueba. La prueba la realizaremos por induccién sobre r .

1) El caso en que r =2 se sigue del Teorema 3.3.3.

2) Supongamos que paratodo 2<m<r ytodo ... 1, R(L,...I,) existe.

TR ]

3) Sean |,,...,1.,l ., nimeros naturales positivos.

r+l
Ahora probaremos que R(l,,...,1 .1 ;) existe. La prueba de esto la haremos por induccion
r+1

sobre Y I,
i=1

i) Como ya se vio previamente, Lema 3.5.1, para toda |I,...1. >2 |,

R({,,...1.,2) <R(,,...,I.) y por tanto R(l,,...,l.,2) existe.

r+l

i) Supongamos que para toda |,,...,1,1 ., tal que Zli <m, R(,...1.,1.,) existe.
i=1
r+1
iii) Sea I,,...,I,,1,,, talque Y I, =m+1y sea
i=1
r+1
n=> R ..=L...1,)-(r+1)+2.
i=1
Para cada 1<i<r sea N,=R(l,..,l,-1..,1,). Sea I' cualquier [r+1]- coloracion

de las aristas de K, . Sea xeV(K,) y paracada 1<i<r, definimos
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Vi ={yeV(K,):T'(xy)=i}.

r+1

Asi, por un lado »'|V;|=n-1y por otro:
i=1

r+l r+l r+l

n-1= Z R(, ..., |, =1,...,1) = (r +1) +1:Z[R(I1,..., l—1,..,1)-1]+1= Z(Ni -D+1

Entonces para algin 1<i<r, existe |Vi|2 N, ya que de lo contrario, si para cada

i<r+1, V;|<N; -1 ocurriria lo siguiente:

n—lz(iNi—leziMhl:n,
i=1 i=1
lo cual es imposible.

Sea 1<s<r tal que |VS|2 N,. La coloraciéon I'" induce una [r +1] -coloracion en
K,(V;) y como se escogié6 N, =R(l,,...I,-1..,1,), por hipétesis de induccién hay un
conjunto T <V, de |, vértices, con je[lr+1]\{s}, tal que la subgréfica inducida por T
en Kn<VS> es una copia de K|,. monocromatica de color j (la cual esta en K ) o hay un
conjunto W cV, de |, -1 vértices tal que la subgrafica inducida por W en K esun K, ,
monocromatico de color S. Asi la subgréfica inducida por W U{x} es un K,

monocromatico de color S .m
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3.6 Teoremade Schur

A continuacion veremos un resultado inmediato del Teorema 3.5.2

Teorema 3.6 Sea r>2. Entonces existe un numero natural positivo S(r), tal que si
n>S(r) y los primeros N nimeros naturales positivos son coloreados con r colores,
entonces en una clase cromatica existen enteros X, Yy, z(no necesariamente distintos)
que satisfacen la ecuacion:

X+y=2.

Prueba. Sea r>2, n>R(3,..,3)-1y I':[n]—[r] una [r]-coloracién de [n].

S —
r veces

Sean {v,,Vv,,...,V,,} los vértices de la gréafica completa K, , y una coloraciéon

n+l

C:E(K,,,) —[r] de las aristas de K, definida como sigue:

n+1l

Para cada v,v; € E(K,,,) la coloracion se define como C(vv;)=T'(i - j).

Como n>R(3,...,3)-1, entonces n+1>R(3,...,3) por lo que existe un triangulo en K,

rveces rveces
con vertices v;,v;,v,, tal que las aristas v,v;, Vv, y v,v, recibieron el mismo color.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que i< j<K.
Entonces C(v,v;) =C(v,v;) =C(v,v;) que por definicion implica que
r(j-i=rk-j)=rk-i).
Sea x=(j—i), y=(k—j), y z=(k—i). Obsérvese que X, y, y zson distintos de
cero pues i < j<k.Asi entonces vemos que X, Yy, Z es un conjunto monocromatico bajo

I" de nUmeros naturales positivos y

x+y=(j-i)+(k-j)=(k-i)=z.m
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CAPITULO 4
Teorema Van der Waerden

En este capitulo, presentaremos la prueba del siguiente teorema.

4.1 Teoremade Van der Waerden

Teorema 4.1 Sean k,r >2 dos enteros positivos. Entonces existe un entero positivo
W (k,r) tal que para toda [r] -coloraciéon del conjunto de enteros {1,2,...,W(k,r)}, al

menos una clase cromatica contiene una progresion aritmética de longitud K .

Al entero W (k,r) se le llama Numero de Van der Waerden.

Antes de pasar a la prueba de este teorema, analizaremos algunos casos
pequefios.

Por supuesto, para k=2 y r>1, W(2,r)=r+1 ya que en cualquier [r] -
coloracién de [1,r+1] hay 2 enteros del mismo color (Principio del Palomar) y siempre

dos enteros forman una progresion aritmética de 2 elementos.

4.2 Una cota exacta

Teorema 4.2 W (3,2)=9.
Prueba. Primero mostraremos que W (3,2) >8, para lo cual exhibiremos una 2-
coloracion de [1,8] con ninguna progresion aritmética de 3 términos monocromatica. Si

los enteros 1,4,5,8 son coloreados con el color rojo y los enteros 2,3,6,7 con el color azul,
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obtenemos una 2-coloracion de [1,8] gue no contiene ninguna progresion aritmética de

longitud 3.

Ahora mostraremos que W (3,2) <9.

Supongamos que existe una 2-coloracién de [1,9] donde no hay ninguna

progresion aritmética de tamafio 3 monocromatica. Usemos dos colores, rojo y azul, y

consideremos las posibles coloraciones de los enteros X y X+2, (con 3<X<7):

X X+2
rojo | rojo
azul | azul
rojo | azul
azul | rojo

Si X y X+2 fueran rojos, como (X—2,X,X+2) no puede ser monocromatico,

X—2 es azul. Con el mismo razonamiento, como (X,X+1,x+2) y (X,x+2,X+4) no

pueden ser monocromaticos rojas, X+1 y X+4 son azules; pero entonces la terna

(Xx=2,X+1,x+4) es azul, lo cual no puede suceder por hipétesis. Con ésto concluimos

que Xy x+2, con 3<x<5, no pueden ser del mismo color (es analogo el caso con el

color azul).

Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad, que 3 es rojo. Por lo visto

anteriormente, 5 es azul y 7 es rojo. Ademas 4 y 6 son de distinto color. Asi, las posibles

coloraciones de (3, 4,5, 6,7) son:
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I''=(3,4,5,6]7)

y

I',=(3,4,5,6,7).

Caso 1 (3, 4,5, 6,7).

Dado que la progresion (2,3,4) no es monocromatica vemos que 2 es azul y por la
progresion (2,5,8) se sigue que 8 es rojo. Por la terna (1,4,7) se ve que 1 es azul y
entonces dada la progresion (1,5,9) se sigue que el 9 es rojo. Asi la terna (7,8,9) es roja lo
cual no es posible.

Caso 2 (3,4, 5, 6,7).

Dada la terna (6,7,8) vemos que 8 es azul y entonces por la terna (2,5,8), el 2 es

rojo. Asi mismo la progresion (3,6,9) nos dice que 9 es azul y la terna (1,5,9) que el 1 es

rojo. Por lo tanto (1,2,3) es roja, lo cual no es posible.w
En los casos pequefios, como el de W(3,2), haciendo un analisis de todos los

casos posibles se puede encontrar el valor exacto del nimero de Van der Waerden.

En el caso general éste tipo de andlisis es imposible. De hecho, la prueba de la
existencia de los nimeros de Van der Waerden que presentamos aqui es mostrando que
los valores de tales nUmeros estan acotados, y por ende existen.

En este sentido, la técnica que utilizaremos en la prueba del teorema arroja cotas
superiores de los nimeros de Van der Waerden que posiblemente son enormes en
comparacion con el valor real de tales numeros.

Dado que dicha técnica puede ser un poco complicada, en busca de una mayor

comprension de la misma, antes de pasar a la prueba del Teorema, presentamos primero

un esbozo de como es que con esta técnica se probaria que W(3,2) existe (mostrando
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que W(3,2)£325 ), ¥ luego, utilizando esta técnica presentamos una prueba de la

existencia de W (3,3) mostrando que W (3,3) < 7(2-37 +1)(2~37(2'37+1) +1j T

4.3 Un esbozo

A continuacién presentamos el esbozo de wuna prueba de que
W (3,2)<325=5(2-2° +1).

Supongamos que los enteros {L,2,...,325} estan bicoloreados. Dividamos a éstos
en 65 bloques de longitud 5, esto es,

[1,325]=[1,5]U[6,101U---U[321,325],
lo cual se escribira de la siguiente forma: B, UB, U---UBy,, donde B; =[5(i—1)+1,...,5i |
para cada 1<i<65.

Dado que los enteros son divididos en 2 clases, es decir, la clase del color rojo y
la clase del color azul, por el Lema 1.1 vemos que existen justamente 2° =32 posibles
maneras de 2-colorear un bloque B,. Por lo tanto en los primeros 33 bloques, algun par
de bloques deben ser 2-coloreados en exactamente la misma forma (por el Principio del
Palomar). Digamos que B, y B,, estan coloreados en exactamente la misma forma.

Ademas suponga que la coloracion es la que se muestra en la figura 4.1:

Fig. 4.1
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Ahora consideremos todas las posibles progresiones de 3 elementos, con el

primer elemento en B, , el segundo B,,, y siendo ambos del mismo color. Estas

progresiones son:
51-129-207, 51-126-201, 51-128-205, 53-126-199, 53-128-203, 53-129-205, 54-126-198,
54-128-202, 54-129-204, 52-127-202, 52-130-208, 55-127-199, 55-130-205.

Si el entero 205 es azul entonces 55, 130, 205 es una progresion aritmética de
color azul, y si 205 es rojo entonces 51, 128, 205 es una progresion aritmética de color

rojo. Lo mismo ocurre para los enteros 199 y 202.1v

4.4 Construyendo Van der Waerden

Ahora veremos que W (3,3) existe.
Teorema 4.4 W (3,3) <7(2-3" +1)(2-37/®¥ ™ 41),

Prueba. Sea n=7(2-3" +1)(2-3’®¥*Y +1)=m-t . Partimos el intervalo [n] en el
conjunto de bloques B,,..,B, con t=2.37®"M 11  donde para cada 1<i<t,
B =(7(2:8"+1)(i-1)+1..,7(2:3" +1):i); esto es partimos [n] en t=2.3¢¥ 41

bloques cada uno de longitud m=7(2-3" +1) . Por el Lema 1.1 vemos que el nimero de

37(2-37 +1)

distintas formas de 3-colorear un bloque es . Por tanto, por el Principio del

. 7(2:3'+1) . .
Palomar, en los primeros 3 +1 bloques, hay dos, digamos Bi1 y Bi1+dl gue estan
coloreados de la misma manera.

Ahora dividamos el bloque B, en t'=2-3"+1 bloques B, ., con j=1,..,t', cada

i

uno de éstos de 7 =m" enteros consecutivos (ver fig. 4.2).
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De manera analoga se divide el bloque B, ., en bloques B con j=1..t".

i+dp,j
Por el Lema 1.1, hay 3’ formas distintas de colorear a los bloques de 7 elementos. Por lo

tanto en Bi1, en los primeros 3’ +1 bloques Bi1 hay al menos dos que estan coloreados

exactamente de la misma forma. Digamos B, ; y B

iyip+dy *
Ahora analicemos como esta coloreado el bloque B, ; .

B

1
BH riz B'as i2+dz Bi"i2+2d“
9 000000 00600000 0000000
d
d
Bi1+d1
Bi1+c|1,i2 Bi1+d1‘i2+.;j2 Bi;+d1,i2+262
©0 00000 06000006000 00000 |
Pi2q,
B2 j, Bis2d, i, Bis2d,i+2d,
® ® 0 00 0 06 00 0 0000 00 0 00 00

Fig. 4.2
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En los primero cuatro lugares alguno de los colores debe de repetirse, ya que se

colorea con tres colores (Fig. 4.3).

Bi..,
I3 is+ds
NN
ds
Fig. 4.3

Sin pérdida de generalidad digamos que i, y i, +d, son azules. Observe que el
elemento i, +2d, no puede ser azul (Fig. 4.4), ya que completaria la progresion aritmética

que estamos buscando.

Bi,...
I3 i3+d3 i3+2d3
® o009 - © o
ds
Fig. 4.4

Digamos entonces que i, + 2d, es de color rojo.

Sabemos que este patrén de colores se repite en el bloque B (ver Fig. 4.5).

ip,ip+d,
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4
Bi1!i2+d2 Bi1-i2+2d2

B

iy

Fig. 4.5

Ahora consideremos la terna formada por los siguientes enteros
I,+2d,, i,+2d,+m'd, y i,+2d,+m'2d,,
(n6tese que esta terna es una progresion aritmética de periodo m'd,). Observe que
I, +2d,+m'2d, no puede ser rojo ya que i, +2d, y i,+2d,+m"d, son rojos (Fig. 4.6).
Ahora observe la terna i, i;+d,+m'd, y i;+2d,+m'2d,. Los dos primeros
elementos son azules, por lo tanto el entero i, +2d, + m'2d, no puede ser ni azul ni rojo.

Entonces i, +2d,+m'2d, es de otro color, digamos negro.

Por lo anterior tenemos que:

Los enteros |, i;+d;eB,; =B, son de color azul, y el entero
i;+2d, €B,; =B, es de color rojo. Los enteros i;+m'd,, i;+d,+m'd,eB,; , =B,
son de color azul, y el entero i, +2d,+m'd, B, ., < B, es de color rojo. El entero
i;+2d,+m'2d, € B, ; .,;, = B, es de color negro.

Ahora bien, recordemos que B, y B, , estan coloreados exactamente de la
misma manera, por tanto el patron de colores antes descrito se repite en Bi1+d1. Asi

entonces, los enteros i, +md,, i,+d,+md, € B < B, .4, son de color azul, y el entero

i +dy iy
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I;+2d,+md; € B, 4
i,b+d;+m'd,+md, B

l,+2d,+m'd,+md, € B

l,b+2d,+m'2d,+md, € B

iy+dy iy +dy

ip+dy iy +d,

cB,.g es

cB

i +dy,ip+2d,

de

i+d;

cB

c B

h+d ?

i +d;

color

son

es de

Esto se puede apreciar en la figura 4.6.

Fig. 4.6

rojo.

de

color

Los

enteros

color azul,

rojo.

es de color negro.

I,b+m'd, + md,,

el entero

Finalmente el entero
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Observe gue de todas las posibles progresiones de tres elementos, con el primer

elemento en Bil , el segundo en Bi1+dl y siendo éstos del mismo color, hay al menos 3 que
concurren en i, +2d, +m'2d, + m2d,, las cuales son:

o I, ,+d;+m'd,+md, y i, +2d,+m'2d, + m2d,

e i,+2d,, i,+2d;+m'd,+md, y i, +2d,+m'2d, + m2d,

e i,+2d,+m'2d,, i;+2d,+m'2d,+md, y i, +2d,+m'2d, + m2d,.

Por lo que no importa de qué color sea el elemento i, +2d, +m'2d, + m2d, se forma

una progresion monocromatica de longitud 3 (ver Fig. 4.7).

Fig. 4.7

Por lo tanto W (3,3) < 7(2-3" +1)(2-37% +1) .
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45 Pruebadel Teorema de Van der Waerden

Antes de pasar a la prueba del Teorema de Van der Waerden, haremos unas
observaciones y daremos algunas definiciones que ayudaran en la comprension de la

misma.

Dados p,n,me N vy el intervalo de nm enteros | :[p, p+1,...,(p—1)+nm], es
claro que podemos hacer una particion de | en m intervalos B,,...,B, cada uno de n
enteros donde para cada i €[1,m]

B, ={p+(@{-n+j:j=0,.,n-1}(Ver Fig. 4.8).
Definicién 4.5.1 Dado ne N, por un n-bloque entenderemos un intervalo de n enteros.
Definicion 4.5.2 Dados p,m,ne N y el intervalo | =[p,(p—1)+n-m], por la particion de
I en n—bloques entenderemos la sucesion B,...,B,, de n-bloques, tal que para cada
1<i<m,
B ={p+(i-)n+j:j=0,.,n-1.

Dados 1<i<m y 0<j<n-1 diremos que el entero p+(i—-1)n+j es el j -ésimo

elemento, o estd en la j -ésima posicion, del bloque B, .

Fig. 4.8
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Definicion 4.5 3 Dados p,n,me N y la particién del intervalo |:p,...,(p—1)+n~m:| en

n-bloques By,B,,...,B,, a una subsucesion de bloques B, ,B, ,...,B;

, 1a llamaremos una

progresion aritmética de bloques siy sélo si i, i,,...,i, €s una progresién aritmética. Si d
es la diferencia de la progresion i,i,,...,i, , diremos que d es la diferencia de la

progresion de bloques.

Obsérvese que si B, B, ,...,B, es una progresion aritmetica de n-bloques con
periodod , entonces paracada j=0,...,n-1,
p+(0,-)n+j,p+(@,-Dn+j,....,p+ (1, -n+j,
es una progresion aritmética con periodo nd ; esto es, tomando el j-ésimo elemento de

cada bloque de la progresibn obtenemos una progresion aritmética de enteros con

diferencia nd .

Definicion 4.54 Dados r,pmneN sea I' una [r]-coloracion del intervalo
| :[p,...,(p—1)+mn:| y sea Q el conjunto de n-adas ordenadas de elementos de [r]

Sea I'' la Q -coloraciéon del conjunto de los n-bloques B,,...,B,, de la particion |

definida de la siguiente manera:

Paracada 1<i<m

T'[Bl=(C(p+@(-Dn),T(p+(i-Dn+1),..T(p+(i-Yn+(n-1))).
Esto es, I'' le asigna a cada bloque B, la n-ada ordenada de “colores” definida por I" en
el intervalo definido por el bloque B,. A T'' la llamaremos la coloracion inducida por I' en
los blogues. Dados dos bloques B;, B, decimos que B,y B, tienen el mismo patrén de

colores bajo I" si
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r'[B;]=r[B],
esto es, sien B; y B, la n-ada ordenada de colores es la misma.

Lema 4.5 Suponga que para alguna terna k,r,ne N el nimero W(k,r")=m existe.
Entonces para cualquier [r]—coloracién I' de un intervalo | de nm enteros, en la

particion de | en n-bloques B,,...,B, existe una progresion aritmética de bloques de

longitud k donde todos los bloques de la progresion tienen el mismo patrén de colores

bajo I'".

Prueba. Sean p,nmeN, e | :[p,....,(p—l)+nm] un intervalo de nm enteros.
Sea I':1 —[r] una [r] -coloracion, sea B,,...,B, la particion de | en n -blogues y
F':[{ B, ..., Bm}] — Q la coloracién inducida por I' en los bloques, siendo Q el conjunto
de n-—adas ordenadas de elementos de [r] . Obsérvese que el cardinal de Q es r".

Sea f:r"—Q una biyeccion entre r" y Q, y sea I'" una [r”]—coloracién de
[Lm] definida como sigue:

Paracada 1<i<m, T'"(i)=j e[r”} siysélosi I''(B,)=f(j)eQ.

Dado que m=W(k,r"), [1,m]contiene una progresion aritmética de tamario k,
{a,a+d,...,a+ (k —l)d}, la cual es monocromatica bajo I'", esto es, hay alguna j e [r“]
tal que para cada 0<i<k-1, I'"(a+di)= j, lo cual implica que para cada 0<i<k-1
I'(B,.q)=f(i)eQ, lo que, en términos de la coloracion I', quiere decir que los

bloques B,,B, 4., B, s forman una progresion aritmetica de bloques de longitud k y

56



diferencia d , donde todos los bloques tienen el mismo patrén de colores bajo T’
(Definicion 4.5.4), a saber, f (]) que es una n-ada ordenada de elementos de [r] .

Ahora si pasamos a la prueba del Teorema de Van der Waerden.

Teorema 4.1 (Teorema de Van der Waerden) Sean k,r >2 dos enteros positivos.
Entonces existe un entero positivo W (k, r), tal que para toda [r]—coloracién del conjunto

de enteros {1,2,...,W(k,r)} existe al menos una clase cromatica que contiene una

progresion aritmética de longitud K.

Prueba. La prueba la realizaremos por induccién sobre k.
Paso (1): Para k=2 y cualquier r>2, W(2,r) =r+1 ya que en cualquier [r] -coloracion
de [1,r+1] hay 2 enteros del mismo color (Principio del Palomar) y siempre dos enteros

forman una progresion aritmética de dos elementos.

Paso (2): Sea k > 2 y suponga que para todo r > 2 el numero W (k,r) existe.
Ahora demostraremos que para cualquier r>2, W (k +1,r) existe. Para ésto sea

g, =1 yparacada 1<s<r definimos:

n., =W(k,r*),
y
qs = 2r']s—lqs—l'

Paso (3): Por demostrar que W(k+1r)<gq, .
Sea una coloracion I":[q,]—>[r].

Puesto que [qr] es un intervalo de 2n_,q, , enteros consecutivos, podemos definir la

particion de [q, ] en (q,,) -blogues B, B,,...,B,

. Notese que la mitad de esta sucesion,

Ny

B,,B,,...,B, , es una particion en (qrfl) -bloques del intervalo [1, anH] y dado que
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n,, =W(k,r*+), por el Lema 45, en B,B,,...,B ) existe una progresion aritmética de

n,_
bloques de longitud k B, B, ..., B, todos ellos con el mismo patrén de colores bajo I'.
Sea d, la diferencia de dicha progresion. Como los bloques B ,B,,..,B, estan

contenidos en la primera mitad del intervalo [1,...,qr = 2nr_1qr_1], el bloque B, ,, existe y

entonces B.,B. B

i? [P i !

Bik+dl es una progresion aritmética de bloques de longitud k +1
contenida en el intervalo [1,...,q,].

Para cada 1<J <k, a cada bloque BiJ de la progresion lo denotaremos como
B(J) y al bloque B, ., lo denotaremos como B(k+1) . Notese que entonces

B(@),B(2),...,B(k),B(k+1) es una progresiéon aritmética de bloques, donde los primeros

k blogues tienen el mismo patrén de colores (obsérvese que no sabemos nada acerca

de la coloracion de B(k +1)).

Ya que B(1) es un intervalo de q,, =2n,_,q,_, enteros, el bloque B(l) puede ser
partido en (qrfz)-bloques B(),,B(@),,....B(),, ,. Una vez mas nétese que, la primera
mitad de dichos bloques B(1);, B(1),,..., B(1), . es una particion en (qr_z)—bloques de un
intervalo de n,_,q, , enteros, y dado que n, , =W (k,r%2), otra vez por el Lema 4.5, en la
primera mitad de B(l) hay una progresion aritmética de bloques de longitud k
B(1),.B(),,...,B(1), todos ellos con el mismo patron de colores. Sea d, la diferencia de
dicha progresion. Como los bloques B(1),,B(1), ,...,B(1);, estan contenidos en la primera
mitad del intervalo B(l), el blogue B(1)

esta en B(l) y asi

i +d,
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B(l)il,B(l)iz,...,B(l)ik,B(l)i es una progresion aritmética de bloques de longitud k +1

+d,
contenida en B(1).

Para cada 1<J <k, a cada bloque B(1), de la progresion lo denotaremos

como B(1,J) vy al bloque B() lo denotaremos como B(Lk+1) (otra vez,

i +d,
obsérvese que no sabemos nada acerca de la coloracion de B(1,k +1)).
Ahora observemos lo siguiente:

De igual forma que B(1), para cada 2<J <k+1, el bloque B(J) puede ser

particionado en B(J),B(J),,...B(J) (g,_,)—bloques. De igual manera que

2n,_,

B(l)il,B(l)iZ ,...,B(l)ik+dz es una progresion aritmética de bloques de diferencia d, en

B(J)..B(J), ,...,B(J)ik+d2 es una progresion aritmética de bloques en B(J) de
diferencia d,. A los bloques de esta progresion los denotaremos como
B(J,1),B(J,2),...B(3,k),B(J,k+1).

Ahora bien, dado que B(1),...,B(k) tienen el mismo patron de colores bajo T', y

que los blogues B(11),B(12),...,B(1k) también tienen el mismo patrén bajo I', se
sigue que:
a) Para cada 1<1,J <k todos los bloques B(I,J) tienen el mismo patrén de
color bajo T".

b) Todos los bloques de la forma B( I,k +1) con 1< | <k tienen el mismo patrén

de colores bajo I', el cual no necesariamente es el mismo que B(l,l).
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Dado que B(L1) es un intervalo de g, , =2n,_,0,; enteros consecutivos, el bloque
B(L1) puede ser particionado en (g, ;) —bloques B(L1),,B(11),,...,B(L1),, ..

Continuando con la prueba, dado que n,_, =W (k,r%=), en la primera mitad de
B(1,1) hay una progresion aritmética de longitud k de bloques B1),,B11),,...BLI),
(que denotaremos como B(1,1,1),B(1,1, 2),...,B(1,1,k) ) todos ellos con el mismo patrén de
colores. Sea B(L1k+1) el bloque B(11), , donde d, es la diferencia de dicha
progresion.

De manera andloga a lo visto anteriormente definimos, paracada 1<1,J,S <k +1,
a los bloques B(l,J,S) y vemos que:

a) Para cada 1<1,J,S <k todos los bloques B(l,J,S) tienen el mismo patrén

de color.

b) Todos los bloques de la forma B(l,J,k+1) con 1<1,J <k tienen el mismo

patrén de color, el cual no necesariamente es el mismo que el de B(1,1,1).

En general, para s<r el bloque B(l..,1) sera un intervalo de q,_., =2n,_(,_
s—1

enteros consecutivos, y si  B(l,..,1) es particionado en (qr_s)— bloques

—
s-1

B®%...,1),,B{%...,.2),,...,B®...,1),, , comon, . =W(k,r*=) la primera mitad de B(1,...,1)
s-1 s-1 s-1 ~ s-1

contendra una progresion aritmética  de bloques de longitud K,

B(l,...,l)il, B(l,...,l)iz,..., B(l,...,l)ik, la cual denotaremos como
s-1 s-1 s-1

B(L...1,1),B(L...1,2),...B{....1K),
s-1 s-1 s-1
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con todos sus bloques con el mismo patron de colores bajo I'. De manera analoga

denotamos como B(l ,1,k+1) al bloque B(J,... )I+ds (el cual esta contenido en el

bloque

s—l s—l

B@,....1) donde d es la diferencia de la  progresion
—

S
s-1

B LD, B(LL,2), Bl LK)

s-1

s-1 s-1

Asi mismo, definimos para cada i,i,,...,i; €[1,k +1] a los bloques B(i,...,i,) .

Observacion 4.5.1

a)

b)

d)

Si iy,.ig jpieens s €[L K], entonces los blogues B(i,,...,i;) ¥ B(j,,..., j;) tienen
el mismo patrén de colores bajo T".

Después del paso r en la recursion, los blogues tendran un tamafio 0, =1,

esto es, los bloques son enteros del intervalo original [qr] .

Sean 1<i,l,,...,1

1 s+l

i <k+1 enteros. Entonces el entero

s+210 i =

i
B(i,i,,...,i,i ,;,....i,) se encuentra en los bloques B(i,...,i;) para cada

s? s+l

1<s<r.Dado 1< j<k+1, el entero B(i,...,I,lI I.) aparece en la misma

" 51 s+l

“posicion” en el bloque B(i,,...,i;)) que el entero B(j,,..., Js,i,3,--n1,) €N el
bloque B(j,,..., ) -

Si 1<i,.ig, Jiyo Jg <k, como B(i,...,i;) y B(}],,..., J;) tienen el mismo
patron de colores, los enteros B(i, ..., I, 0g,qs00,) Y B(Jjye Jgilgiysee01,) tiEnen

el mismo color bajo IT".

Para 1<s<r , ya que  B(i,...,i; 5,1, +1) =B(iy,...,0s 1); s = B, iisy)ia
donde B(i,,...i;,); =B(i,,...,i;), y dado que los blogues (ahora enteros)

B(iyy iy iy g
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y
B(iy, .oyl godg + L0, 0,.000,)
aparecen en la misma posicién dentro de sus respectivos bloques, y cada bloque

tiene longitud g,_; entonces

B(iy, oo dy godg + 100,051, ) = By, oy i, g, 1) =0, @

Consideremos ahora los siguientes r +1 enteros. Para cada I [0, r] sea

b = B(l 1 k+1,..,k+1).
\_ﬁ,_—/

i r—i
Ya que I" es una [r]—coloracién, por el Principio del Palomar existen U y Vv, con

O<u<v<r talesque I'(b,)=T'(b,) .

Por cada i<[1,k+1] definimos

a_B(l ,|,k+l k+1).
%,—/

B r-v
De esta forma
a=bya,=b,.
Si 1<i<k-1, por la Observacion 4.5.1 (d) vemos que los bloques

B@...1,0,...,i,k+1..,k+1) vy B(l A0+1..,0+1,k+1,...,k+1) tienen el mismo patrén
—_—— ——J | - _/

u v-u r-v U v—u r-v

de color. Ademas también por la observacion 4.5.1 (c), note que
a, =B@,...1,1, ,|,k+1 Kk+1) y a, _B(l A0+1,..,0+1,k+1,...,k+1) estan en la

u V—U r-v U v-u r-v

misma posicion en sus respectivos blogques. Por tanto a; y a,,, tienen el mismo color.

i+1

Asi, como I'(a,) =T'(a,,) el conjunto {&,,...,a,,,} es monocromatico bajo I".
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Para terminar con la prueba solo resta mostrar que {a,,...,8, ,} €s una progresion

aritmética de longitud k +1. Para ésto, dado i e[1,k] y paracada me [O,V - u] definimos

a,,=B{...Li+L..i+Li..,i,k+1.. k+1).
' u m v—Uu-m r—v

Vemos que a,,=2a; ¥ &, , =&, -

También obsérvese que para cada i €[Lk] y me[0,v—u], como

a.,=B&..Li+1. ., i+Li+1i,..,i,k+1..,k+1)
:

v-u-m r—v

y

=B@,...Li+L...,i+Li,0,...,0,k+1..,k+1),
et S ) N N —

u m-1 v—-u-m+1 r-v

a‘i,m—l

entonces

a,, estaen el bloque B(L,...,.1i+1...,i+1)
! e et S —

u m

y

a, ., estaen elbloque B(1....1i+1...,i+1,i),
' U
u m-1

y ambos estan en la misma posicion en cada uno de sus bloques.

Asi entonces, por (1) vemos que para cada ie[Lk] y me[0,v—u],

a'i,m - ai,m—l = qr—(u+m)du+m'

Dado que paracada i€[LK], a,=a y &, , =a,,, vemos que

y por lo tanto, para cada i €[1,K],

v-u
&, —8 = Z qr—(u+m)du+m :
m=1
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{aliaZ""’ak’akﬂ}
v-u
es una progresion aritmética con diferencia qu_(u+m)du+m, y con ésto se concluye la

m=1

prueba.m
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Anexo

123 1AF 28G 3DG 567 69F 8AB
124 1AG 28H 3DH 568 69G 8AC
125 1AH 28I 3DI 569 69H 8AD
126 1Al 29A 3EF 56A 691 8AE
127 1BC 29B 3EG 56B 6AB 8AF
128 1BD 29C 3EH 56C 6AC 8AG
129 1BE 29D 3El 56D 6AD 8AH
12A 1BF 29E 3FG 56E 6AE 8Al

12B 1BG 29F 3FH 56F 6AF 8BC
12C 1BH 29G 3FI 56G 6AG 8BD
12D 1BI 29H 3GH 56H 6AH 8BE
12E 1CD 291 3Gl 56l 6Al 8BF
12F 1CE 345 3HI 578 6BC 8BG
12G 1CF 346 456 579 6BD 8BH
12H 1CG 347 457 57A 6BE 8Bl

121 1CH 348 458 57B 6BF 8CD
134 1CI 349 459 57C 6BG 8CE
135 1DE 34A 45A 57D 6BH 8CF
136 1DF 34B 45B 57E 6BI 8CG
137 1DG 34C 45C 57F 6CD 8CH
138 1DH 34D 45D 57G 6CE 8ClI

139 1DI 34E A5E 57H 6CF 8DE
13A 1EF 34F A5F 571 6CG 8DF
13B 1EG 34G 45G 589 6CH 8DG
13C 1EH 34H 45H 58A 6ClI 8DH
13D 1El 341 45I 58B 6DE 8Dl

13E 1FG 356 467 58C 6DF 8EF
13F 1FH 357 468 58D 6DG 8EG
13G 1FI 358 469 58E 6DH 8EH
13H 1GH 359 46A 58F 6DI 8EI

13l 1Gl 35A 46B 58G 6EF 8FG
145 1HI 35B 46C 58H 6EG 8FH
146 234 35C 46D 58I 6EH 8FI

147 235 35D 46E 59A GEI 8GH
148 236 35E 46F 59B 6FG 8GlI

149 237 35F 46G 59C 6FH 8HI

14A 238 35G 46H 59D 6FI 9AB
14B 239 35H 461 59E 6GH 9AC
14C 23A 351 478 59F 6GlI 9AD
14D 23B 367 479 59G 6HI 9AE
14E 23C 368 47A 59H 789 9AF
14F 23D 369 47B 591 78A 9AG
14G 23E 36A 47C 5AB 78B 9AH
14H 23F 36B 47D 5AC 78C 9Al
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141 23G 36C A7E 5AD 78D 9BC
156 23H 36D A7F 5AE 78E 9BD
157 23l 36E 47G 5AF 78F 9BE
158 245 36F 47H 5AG 78G 9BF
159 246 36G 471 5AH 78H 9BG
15A 247 36H 489 5Al 78l 9BH
15B 248 36l 48A 5BC 79A 9BI

15C 249 378 48B 5BD 79B 9CD
15D 24A 379 48C 5BE 79C 9CE
15E 24B 37A 48D 5BF 79D 9CF
15F 24C 37B 48E 5BG 79E 9CH
15G 24D 37C 48F 5BH 79F 9Cl

15H 24E 37D 48G 5BI 79G 9DE
151 24F 37E 48H 5CD 79H 9DF
167 24G 37F 48| 5CE 791 9DG
168 24H 37G 49A 5CF 7AB 9DH
169 241 37H 49B 5CG 7AC 9DI

16A 256 371 49C 5CH 7AD 9EF
16B 257 389 49D 5CI 7AE 9EG
16C 258 38A 49E 5DE 7AF 9EH
16D 259 38B 49F 5DF 7AG 9EI

16E 25A 38C 49G 5DG 7AH 9FG
16F 25B 38D 49H 5DH 7Al 9FH
16G 25C 38E 491 5DI 7BC 9FI

16H 25D 38F 4AB 5EF 7BD 9GH
16l 25E 38G 4AC 5EG 7BE 9Gl

178 25F 38H 4AD 5EH 7BF 9HI

179 25G 38l 4AE S5EI 7BG ABC
17A 25H 39A 4AF 5FG 7BH ABD
17B 251 39B 4AG 5FH 7Bl ABE
17C 267 39C 4AH S5FI 7CD ABF
17D 268 39D 4Al 5GH 7CE ABG
17E 269 39E 4BC 5GlI 7CF ABH
17F 26A 39F 4BD SHI 7CG ABI

17G 26B 39G 4BE 678 7CH ACD
17H 26C 39H 4BF 679 7ClI ACE
171 26D 391 4BG 67A 7DE ACF
189 26E 3AB 4BH 67B 7DF ACG
18A 26F 3AC 4Bl 67C 7DG ACH
18B 26G 3AD 4CD 67D 7DH ACI

18C 26H 3AE ACE 67E 7DI ADE
18D 26l 3AF ACF 67F 7EF ADF
18E 278 3AG 4CG 67G 7EG ADG
18F 279 3AH 4CH 67H 7EH ADH
18G 27A 3Al 4Cl 671 7EI ADI

18H 27B 3BC ADE 689 7FG AEF
18I 27C 3BD ADF 68A 7FH AEG
19A 27D 3BE 4DG 68B 7FI AEH
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19B 27E 3BF 4DH 68C 7GH AE

19C 27F 3BG 4Dl 68D 7Gl AFG
19D 27G 3BH AEF 68E 7HI AFH
19E 27H 3BI 4EG 68F 89A AFI

19F 271 3CD 4EH 68G 89B AGH
19G 289 3CE AE| 68H 89C AGI
19H 28A 3CF AFG 68l 89D AHI
191 28B 3CG 4FH 69A 89E BCD
1AB 28C 3CH 4F| 69B 89F BCE
1AC 28D 3ClI 4GH 69C 89G BCF
1AD 28E 3DE 4Gl 69D 89H BCG
1AE 28F 3DF 4HI 69E 891 BCH
BCI CEH 2AB 2DE

BDE CEl 2AC 2DF

BDF CFG 2AD 2DG

BDG CFH 2AE 2DH

BDH CFlI 2AF 2DI

BDI CGH 2AG 2EF

BEF CGl 2AH 2EG

BEG CHI 2Al 2EH

BEH DEF 2BC 2E

BEI DEG 2BD 2FG

BFG DEH 2BE 2FH

BFH DEI 2BF 2FI

BFI DFG 2BG 2GH

BGH DFH 2BH 2GlI

BGI DFI 2Bl 2HI

BHI DGH 2CD EGI

CDE DGI 2CE EHI

CDF DHI 2CF FGH

CDG EFG 2CG FGI

CDH EFH 2CH FHI

CDI EFI 2CI GHI

EF CEG EGH 9CG
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