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Introduccion

La estructura temporal de tipos de interés, ETTI, o estructura de plazos de tasas de
interés es la disposicion de la tasa cero o rendimiento de los bonos cupon cero en un
lapso de tiempo determinado, para diferentes plazos de inversién o financiaciéon en un
determinado mercado. Las dindmicas de una ETTI no solamente deben ser realistas sino
gue también deben impedir condiciones bajo las cuales los participantes del mercado
puedan obtener beneficios libres de riesgo adicional. La ETTI es la referencia
imprescindible para la inclusion del componente de mercado en un analisis econémico-
financiero y tiene importantes aplicaciones: Determinacion de precios de activos que
dependen de las tasas de interés, analisis de estrategias de financiamiento para
gobiernos o empresas, calculo del valor en riesgo de un portafolio de instrumentos de
renta fija, calculo de primas y reservas de seguros, estudios de la formacion de precios y
estudios de la politica monetaria.

Modelar una ETTI requiere especificar un proceso estocastico para cada uno de los
factores o variables de estado que conducen sus dinamicas. Las variables de estado o
vectores de estado son variables escalares o vectoriales que pueden no ser observables
directamente. La mayoria de los modelos de ETTI explican la variabilidad en los
rendimientos de los bonos usando como factor o variable de estado Unica la tasa de
interés instantanea o de corto plazo. Tal es el caso del modelo de Vasicek (1977). Su
factor unico depende de cuatro parametros constantes en el tiempo: La media, la
desviacidn estandar, la velocidad de ajuste y el precio de riesgo de mercado.

Un proceso representado por una ecuacion diferencial estocastica estd definido en
tiempo continuo pero los datos observados son muestreados en intervalos de tiempo
discreto. Tipicamente el método de estimacion de parametros elegido es la méxima
verosimilitud, que requiere conocer la funcion de densidad del vector de estado. En el
modelo de Vasicek la tasa de interés de corto plazo es un proceso estocastico con
funcién de densidad gaussiana, lo cual es muy favorable analiticamente.

Un espacio de estados es una representacion algebraica de una serie de tiempo que
consiste basicamente en un sistema de dos ecuaciones recursivas: El vector de
observaciones y el vector de estados. El vector de observaciones esta en funcion del
vector de estado. Los valores que toma el vector de estado son desconocidos pero
conocemos las salidas del vector de observaciones. El filtro de Kalman es un conjunto
de ecuaciones recursivas que, en palabras burdas, sirven para calcular los valores del
vector de estado a partir de las salidas, conocidas, del vector de observaciones.

Las ecuaciones de un espacio de estados estan en funcién de las matrices del sistema.
Las matrices del sistema estan en funcion de un conjunto de parametros Ilamados
hiperparametros. En cada punto de la serie de tiempo, el filtro de Kalman,
paralelamente a que proporciona los valores del vector de estado adelantado y el vector
de estado actualizado y sus respectivas matrices de covarianzas, arroja los valores del
error de pronostico o vector de innovacion y su matriz de covarianzas.

Los vectores de innovacion y sus matrices de covarianzas sirven para construir una
funcién de verosimilitud del vector de observaciones en forma de descomposicion del
error de pronodstico. Tal funcion de verosimilitud puede resolverse aplicando algln



meétodo de optimizacion preferido. Solucionar esa funcion de verosimilitud significa
hallar el valor de los hiperparametros.

Esta tesis presenta un espacio de estados especifico. Resolviendo la ecuacién diferencial
estocastica del proceso de la tasa de interés de corto plazo del modelo de Vasicek se
llega a una expresion que se usa como vector de estado. Por su parte, aplicando la
técnica de valuacion de bonos cupon cero neutral al riesgo o bien la ecuacién diferencial
parcial fundamental para el precio de los bonos cupdén cero es posible obtener una
expresion en la cual se aprecia la curva de tasas cero como una funcion lineal de la tasa
de interés instantdnea de Vasicek, es decir, se utiliza la ecuacion de rendimientos de los
bonos cupdn cero como vector de observaciones. Los hiperpardmetros del espacio de
estados antedicho son los cuatro parametros del modelo de ETTI de Vasicek. Se aplica
el filtro de Kalman para obtener la funcion de verosimilitud que posteriormente se
resuelve aplicando cualquier método de optimizacion para funciones diferenciables no
lineales de varias variables en problemas no restringidos. A continuacion explicamos la
forma en que esta estructurado este estudio.

El capitulo 1 expone lo referente a las ETTIs y el modelo de Vasicek. El tema 1.1
presenta la férmula de Feynman y Kac y otros conceptos basicos Utiles para después. El
tema 1.2 habla de las ETTIs. En 1.3 se presenta el modelo de Vasicek antedicho.
Partiendo de dicho modelo, en 1.4 se deducen las ecuaciones para el precio de cualquier
bono, permitiendo asi encontrar toda la ETTI. En 1.5 se obtiene por dos caminos
distintos pero complementarios, la ecuacion diferencial parcial fundamental para el
precio de los bonos cupon cero y en 1.6 la resolvemos, llegando a los mismos resultados
que se lograron en 1.4.

El capitulo 2 toca lo referente a espacio de estados y filtro de Kalman. En 2.1
definiremos e ilustraremos los espacios de estados. Sefialaremos cémo calcular las
condiciones iniciales para un espacio de estados invariante en el tiempo y vector de
estado estacionario. En 2.2 deduciremos las ecuaciones recursivas del filtro de Kalman
y construiremos la funcion de verosimilitud del vector de observaciones en forma de
descomposicion del error de pronoéstico. En 2.3 calcularemos el vector de puntaje y la
matriz hessiana, dos elementos basicos para aplicar varios métodos numéricos de
optimizacion posibles. Para obtener el vector de puntaje y la matriz hessiana se vuelve
necesario disponer de las primeras y segundas derivadas del vector de innovacion y su
matriz de covarianzas, respecto cada hiperparametro. Las derivadas anteriores requieren
conocer las primeras y segundas derivadas del vector de estado y su matriz de
covarianzas, adelantados y actualizados, respecto cada hiperparametro. Todas estas
derivadas se calculan analiticamente en esta misma seccion. Se incluyen las derivadas
del vector de estado actualizado inicial y su matriz de covarianzas, o sea, las derivadas
de las condiciones iniciales.

En el capitulo 3 aplicamos todo lo del capitulo 2 en lo del capitulo 1, de la siguiente
manera. En 3.1 mostramos una representacion de espacio de estados invariante en el
tiempo para el modelo de ETTI de Vasicek. Definiremos cada una de las matrices del
sistema en funcion de cuatro hiperparametros, que vienen siendo los cuatro parametros
de la tasa de interés de corto plazo o factor Unico del modelo de Vasicek mencionados
anteriormente. Los datos que usaremos como salidas conocidas del vector de



observaciones seran 1377 rendimientos de CETES' capturados directamente de los
registros del mercado de valores mexicano del 16/05/2003 al 21/10/2008 para cuatro
diferentes tiempos al vencimiento: 28, 91, 182 y 364 dias. Se usardn solamente cuatro
diferentes tiempos al vencimiento porque esos son los datos de que se dispone, pero no
tiene relacién con el hecho de tener que calcular cuatro hiperparametros. En 3.2
calculamos las condiciones iniciales del espacio de estados que tenemos, tal como se
sefial6 en 2.1. En lo que resta del capitulo 3 presentamos las primeras y segundas
derivadas respecto cada hiperparametro, para las matrices del sistema que tenemos, asi
como para los vectores de estado y sus matrices de covarianzas, adelantados y
actualizados, el error de prondstico y su matriz de covarianzas. Se incluyen las
derivadas de las condiciones iniciales.

En el capitulo 4 presentamos como resultado la construccion de la estructura de
temporalidad de los tipos de interés o curva de tasas de rendimiento de bonos cupdn
cero con tiempos al vencimiento entre 28 y 364 dias, de México, del 16/05/2003 al
21/10/2008 y se concluye. Al final el lector encontrara valiosos apéndices que
complementan algunos puntos pero puede omitirlos si no los considera necesarios.

! Los Certificados de la Tesoreria de la Federacion o CETES son bonos de corto plazo emitidos por el
gobierno federal mexicano.



Capitulo 1: Estructura temporal de tipos de
interés de Vasicek (1977) de un factor

1.1 Tasas instantaneas, precio y rendimiento de
bonos cupdn cero bajo la medida de probabilidad
neutral al riesgo

Veamos las relaciones existentes entre el precio de un bono de descuento puro libre de
riesgo de incumplimiento® o bono cupén cero, su tasa de rendimiento o tasa cero y la
tasa de interés de corto plazo o tasa de interés instantanea.

Sea P(t,T) el precio de un bono que en el tiempo t promete entregar una unidad
monetaria en el tiempo futuro T, igual al valor esperado del flujo descontado. La
esperanza estara condicionada al valor actual de la tasa de interés de corto plazo o tasa
de interés instantanea, r,, dado que dicha tasa es aleatoria y desconocemos sus valores

futuros.
.
P(t,T )= E{exp(—jrvdv]}
t

Cuanto mayor es la tasa de corto plazo menor es el precio del bono. Consecuentemente,
si un bono ofrece una tasa de corto plazo, r*, mas grande que la tasa libre de riesgo, r,
su tenedor puede cometer arbitraje® si vende un instrumento igual pero ofrece solamente
la tasa libre de riesgo,® obteniendo asi el beneficio extra P(t,T )-P*(t,T), sin

haberse expuesto a riesgo adicional.

Una forma de modelar la ausencia de oportunidades de arbitraje* es que el precio de un
bono que en el tiempo t promete entregar una unidad monetaria en el tiempo futuro T,
sea igual al valor esperado del flujo descontado, menos el premio por riesgo que exige
el mercado:®

! También suele decirse solamente libre de riesgo.

2 Entendamos por arbitraje la operacion de compra o venta de valores negociables, haciendo
simultdneamente la operacion contraria en otro mercado de valores, con la finalidad de aprovechar la
diferencia entre los precios de ese mismo activo. Las discrepancias de precios son fruto de la volatilidad
de los activos, demora en las comunicaciones o0 en la respuesta de cada mercado a la misma informacion.
Se diferencia de la especulacion en que en ésta, la compraventa esté separada por el tiempo.

® David Jamieson B., Affine Term Structure Models: Theory and Implementation (Canadé: Bank of
Canada, 2001), p. 12.

* Augusto Castillo R. y Alejandro Valenzuela D., “Un modelo de valoracién de bonos con rescate
anticipado,” Estudios de Administracion, vol. 12, num. 1, 2005, p. 32.

® Riesgo de mercado: Riesgo de una cartera de valores de renta fija relacionado con la variacién de los
tipos de interés del mercado. También se le dice riesgo sistematico pues es el riesgo inherente e
irrefutable del mercado; no puede ser eliminado mediante la diversificacion. En contraste, el riesgo no
sistematico es el riesgo especifico de una empresa o sector; este riesgo se puede eliminar de una cartera si
ésta se diversifica.



P(t,T)=E, (exp(—jrvdVB—ﬂ(tTvr)

Por otra parte, también existe el método de valuacion neutral al riesgo. Pese al nombre
que tiene, no supone neutralidad al riesgo en beneficio de los agentes econémicos.
Calcula el precio del bono como la esperanza del flujo descontado empleando la medida
de distribucion de probabilidad correspondiente al proceso estocastico de la tasa de
interés de corto plazo ajustado por riesgo. A la medida de distribucion de probabilidad
ajustada por riesgo, Q, se le llama neutral al riesgo. Bajo la medida neutral al riesgo Q,
el precio de un bono cupdn cero emitido en t y que paga una unidad monetaria en T,
dado que disponemos de informacién relevante hasta el tiempo t es:

P(t,T)=EQ [exp[— j r, de (1.1.2)

La ecuacion de valuacién neutral al riesgo, (1.1.1) también es conocida como la
formula de Feynman y Kac.

Ahora observemos esta otra formula para calcular en el momento t el precio de los
bonos cupdn cero:

P(t,T )=exp(-R(t,T,r)(T -t))

El término R(t,T,r ) es el rendimiento del bono cupén cero durante su periodo de vida
restante y podemos verlo como la tasa de interés promedio del tiempo t al T.!
R(t,T,r ) también se llama tasa cero; despejandola de la ecuacion anterior obtenemos

en el momento t la estructura de las tasas cero o curva de rendimientos del bono cup6n
cero:

R(t,T,r):-Lln P(t,T) (1.1.2)

(T-1)

Por (1.1.1) y (1.1.2) vemos que el desarrollo de la tasa cero depende de la marcha de la
tasa de interés de corto plazo:

R(t,T,r)= —(Tl_t )In EtQ[exp(—:[rv de

De esto podemos afirmar que toda la estructura de tasas cero podra determinarse por el
proceso de tasas de interés de corto plazo ajustado por riesgo.?

! Dervis Bayazit, “Yield curve estimation and prediction with Vasicek model” (Tesis de licenciatura,
Middle East Technical University, Estados Unidos, 2004), p. 33.
2 Castillo R., “Un modelo de valoracién de bonos con rescate anticipado,” p. 33.



1.2 Modelado de la estructura temporal de tipos
de interés

Modelar la estructura temporal de tipos de interés consiste en construir la relacion
funcional que informa, para un periodo de tiempo y mercado dados, cuales son las tasas
de rendimiento de bonos cupon cero para diversos plazos. Esto se traduce en que, dado
un conjunto de observaciones que generalmente son precios de bonos cupdn cero o
rendimientos de los mismos, podamos construir una grafica tridimensional en la cual:

» Eleje Z indica la tasa cero o rendimiento de los bonos cupon cero.

» Eleje X muestra diferentes plazos = de inversion.

> El eje Y sefala los dias de negociacion entre dos fechas dadas en un
determinado mercado.

Las construcciones de los planos X Z y Y Z son dos tareas distintas pero relacionadas.
El plano X Z muestra una curva de rendimientos de los bonos cup6n cero para

diferentes vencimientos, en un momento t especifico. Es generalmente Ilamada curva
temporal de tipos de interés, curva de tasas cero, curva cupdn cero 0 incuso estructura
temporal de tipos de interés, pero es mas bien como una fotografia de la ETTI
completa, en un instante dado. El plano Y Z especifica las dinamicas intertemporales de

la ETTI: Determina la evolucion de los rendimientos de los bonos cupon cero al paso
del tiempo. El plano XY es una cuadricula que muestra diversos plazos al vencimiento

en cada fecha con actividad bursatil.

En contraste con el modelado de otras variables aleatorias econdémicas-financieras como
por ejemplo, tipos de cambio, precios de activos, tasas de crecimiento econdmico,
inflacion, Etc. que son procesos estocasticos escalares que exhiben caracteristicas como
media, volatilidad, reversién a la media, Etc., modelar las tasas de interés es mas
complicado pues se afiade la dimensién del tiempo.*

Las dinamicas de una ETTI no solamente deben ser razonables desde un punto de vista
empirico sino que también deben impedir las condiciones bajo las cuales los
participantes del mercado produzcan beneficios libres de riesgo adicional. Esto es,
ademas de ser realista, un modelo de ETTI debe ser libre de arbitraje.

Algunas caracteristicas que puede tener la curva cupon cero

> Creciente: Mayor a medida que el plazo al que se refiere se va ampliando. Es
normal, ya que a mayor plazo el riesgo también es mayor.

> Decreciente: Los tipos de interés a corto plazo son méas elevados que los de
largo plazo. Es una situacién especial cuando el mercado apuesta en el corto y
mediano plazo por un descenso de los tipos de interés. Es mas comdn mientras
mayores son los tipos de interés que se negocian en el mercado.

> Plana: Los tipos de interés tienen muy pocas diferencias; es una situacion
anomala e inestable.

! Jamieson B., Affine Term Structure Models: Theory and Implementation, p. 2.
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» Oscilante o con jorobas: Se presentan continuas variaciones cuando en el
mercado hay inestabilidad e incertidumbre.

Aplicaciones del modelado de la estructura temporal de tipos
de interés

La ETTI representa en cada momento las alternativas basicas de inversion-financiacion
que existen para diferentes plazos en un determinado mercado y es por lo tanto la
referencia a la cual obligatoriamente hay que recurrir cada vez que se quiere introducir
el componente de mercado en un determinado analisis. Algunas de las principales
aplicaciones son en:

1. Determinacion de precios de derechos que dependen de las tasas de interés:
Techos, pisos, opciones de swaps y bonos reclamables.

2. Analisis de estrategias de financiamiento; por ejemplo, si conviene a un
gobierno o a una empresa emitir deuda de corto o de largo plazo.

3. Administracion del riesgo: Célculo del valor en riesgo’ de un portafolio de
instrumentos de renta fija.

4. Calculo de primas y reservas de seguros.

5. Estudios del nexo pronosticador entre la ETTI y la inflacion o la actividad
econdmica real —formacion de precios-.

6. Estudios de la relacion entre la ETTI y la politica monetaria.

Numero y tipo de factores del modelo

Construir un modelo de estructura de plazos de tipos de interés requiere especificar un
proceso estocastico para cada uno de los factores o variables de estado que conducen
sus dindmicas. Las variables de estado o vectores de estado son variables escalares o
vectoriales que pueden no ser observables directamente. La mayoria de los modelos de
ETTI utilizan un solo factor o variable de estado para explicar la variabilidad en los
rendimientos de los bonos. Dicha variable unica es ordinariamente la tasa de interés
instantanea. La Tabla 1.2.1 muestra numerosos ejemplos de ello.> Un caso de dos
factores es el modelo de Longstaff y Schwartz (1992), que sugiere como primer factor
la misma tasa de interés de corto plazo de CIR (1985) y como segundo factor la
varianza de los cambios en dicha tasa. La Tabla 1.2.2, muestra ejemplos de modelos de
dos o tres factores.® Litterman y Scheinkman (1991) propusieron como factores el nivel,
la pendiente y la curvatura de dicha tasa pero encontraron que casi 90 por ciento de la
variacion en las tasas del Tesoro de Estados Unidos corresponde al primer factor.” La
literatura sugiere que tres factores son adecuados para explicar entre el 90 y 99% de la
variabilidad en los rendimientos de los bonos. El factor mas importante es el nivel de la
tasa de interes de corto plazo debido a que representa a menudo entre el 80 y 90% de la
varianza total.

1 El valor en riesgo se define como la pérdida méaxima esperada en el valor de un portafolio con una
probabilidad definida sobre un horizonte de tiempo predeterminado.

? Bayazit, “Yield curve estimation and prediction with Vasicek model,” p. 2.

¥ Mercedes Galisteo R., “Dinémica de la estructura temporal de tipos de interés: Modelo de tres factores”
(Tesis doctoral, Universidad de Barcelona, Espaiia, 2002), pp. 92-93.

* Somnath Chatterjee, Application of the Kalman filter for estimating continuous time term structure
models: The case of UK and Germany (Reino Unido: University of Glasgow, 2005), p. 4.
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Tabla 1.2.1: Modelos de la estructura temporal de tipos de interés que
usan como factor Unico la tasa de interés de corto plazo

Modelo:

Proceso estocastico del factor tasa de interés

instantanea:
Merton (1973) dr, =a dt+o dW,
Vasicek (1977) dr, =(B+ar, )dt+odWw,
Dothan (1978) dr,=o r,dW,

Brennan / Schwartz (1980)

dr, =(B+ar )dt+or dW,

Movimiento Browniano Geomeétrico

dr,=ar, dt+or, dW,

Marsh / Rosenfeld (1983)

dr = (A7) s o, )dt+o r2dw,

Constatinides / Ingersoll (1984)

dr,=c rt% dw,

Cox / Ingersoll / Ross (CIR) (1985)

dr, =(B+ar, )dt+o [, dW,

Ho / Lee (1986)

dr, =6, dt+o dw,

Vasicek Exponencial

dr, =1, (n, —alnr, )dt + o r, dW,

Hull / White / Vasicek Extendido
(1990)

dr, =(8, + e, r,)dt+ o, dW,

Hull / White CIR Extendido (1990)

dr, = (B, +e 1, )dt+o, \[r, dW,

Black / Derman / Toy (1990)

d(Inr, ):£¢9t +%tn rtjdt+crt dw,

O

Black / Karazinsky (1991)

d(Inr, )=g,(Ing —Inr, )dt + o, dW,

Tabla 1.2.2: Modelos de la estructura temporal de tipos de interés de
dos o tres factores

Modelo:

Procesos estocasticos de los factores:

Richard (1978)

dR =-a(R-R*)dt + o, R? dz,

d7Z'=—C(7Z'—7T*)dt+Jﬂ7Z% dz,

Brennan / Schwartz (1979)

dr = r(aln(l}r[l}ﬁ} dt + o, rdz,
pr 2

dl=1(1-r+o?+ 40, )dt+10, dz,

Boyle (1980)

dR = a, (7, —R)dt + o, dz,
dj =aj(}/j —j)dt+0j dZj

Schaefer / Schwartz (1984)

ds=m(u—s)dt+ydz
dl =, (s,1,t)dt+ol?dz,

Longstaff / Schwartz (1992)

dX =(a-b X )dt+c X *dz,
dY =(d —eY)dt+ f Yidz,
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ds =K, (4 —s)dt+o,dz,

Moreno (1997) dl =k, (ﬂz —1)dt+o,dz,

dr=pdt+odz,
Kraus / Smith (1993) d x=mdt+sdz,
da=dm-do, =bdt+vdz,

dr=k(6-r)dt+/oridz
Chen (1995) do=v(0-0)dt+&0%dz,
d0=,u(5—a)dt+77a%dz3

Existe abundante literatura sobre qué modelo explica mejor el comportamiento de los
tipos de interés. Sin embargo los resultados varian dependiendo del periodo de
observacion y del pais seleccionado. Es decir, actualmente no existe un consenso en la
Iiteraturla sobre cudl es el mas adecuado para explicar el comportamiento de los tipos de
interés.

Precio de riesgo de mercado de cada factor de un modelo

La estimacion de la estructura temporal de tipos de interés esta basada en la premisa de
que bonos con diferentes fechas de vencimiento son comerciados en el mismo
momento. Bonos con fecha de vencimiento alejada son mas riesgosos cuando
emplazamos sobre periodos cortos de tiempo y los inversionistas con aversién al riesgo
demandan cierta compensacién por abordar tal riesgo.? Para anular las oportunidades de
que los participantes del mercado puedan obtener ganancias libres de riesgo que existen
en estos mercados hay que ajustar las esperanzas de los rendimientos de los bonos de
largo plazo por el riesgo de las tasas de interés de corto plazo futuras promedio: Se
imponen restricciones sobre el comportamiento de la tasa de interés intertemporal
buscando modelar la ausencia de arbitraje.

Con base en el supuesto de ausencia de arbitraje, cada modelo de estructura de plazos de
tipos de interés acompafia cada factor propuesto con un determinado precio de riesgo de
mercado; la Tabla 1.2.3 nos muestra varios ejemplos.>

Tabla 1.2.3: Precio de riesgo de mercado de algunos modelos de
estructura temporal de tipos de interés

Modelo. Precio de riesgo de mercado.

Merton (1973) Para el factor unico: A
Vasicek (1977) Para el factor unico: A

Dothan (1978) Para el factor unico: A
Constatinides / Ingersoll (1984) Para el factor unico: A

! Maria de L. Gémez del V., “Nuevos planteamientos en modelos unifactoriales de la estructura temporal
de los tipos de interés” (Tesis de doctorado, Universidad de Valladolid, Espafia, 2004), p. 210.

2 Chatterjee, Application of the Kalman filter for estimating continuous time term structure models:
The case of UK and Germany, p. 2.

¥ Galisteo R., “Dinamica de la estructura temporal de tipos de interés: Modelo de tres factores,” p. 94.
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Cox / Ingersoll / Ross (CIR) AT
(1985) Para el factor unico: o
Para el primer factor: 1 R?
Richard (1978) , "
Para el segundo factor: A Tt
Brennan / Schwartz (1979) Para el primer factor: A
Para el segundo factor: Eliminado
Boyle (1980) Para el primer factor: A
Para el segundo factor: A
Schaefer / Schwartz (1984) Para el primer factor: A
Para el segundo factor: Eliminado
Longstaff / Schwartz (1992) Para el primer factor: 0
Para el segundo factor: A
Moreno (1997) Para el primer factor: a+b s(t )
Para el segundo factor: c+dl (t )
Para el primer factor: A
Kraus / Smith (1993) Para el segundo factor: A
Para el tercer factor: A
Para el primer factor: A
Chen (1995) Para el segundo factor: A
Para el tercer factor: A

Como vemos, A puede depender de r o t pero en ningin caso del periodo de
vencimiento de los bonos utilizados para su estimacién. Esto se debe a que de otro
modo se introducirian oportunidades de arbitraje en el modelo.*

El precio de riesgo de mercado no es un precio en el sentido estricto de la palabra.
Determina el exceso de rendimiento que exige un inversor por aceptar una unidad
adicional de riesgo asociado a variaciones no anticipadas de la(s) variable(s) de estado
del modelo, en términos relativos.> El proceso que describe el comportamiento del
precio de los bonos en un mercado depende de las relaciones entre la oferta y la
demanda de ese mercado, determinadas por las preferencias de los inversores. Agentes
adversos al riesgo dan lugar a precios del riesgo de mercado negativos, inversores
propensos al riesgo dan lugar a precios del riesgo de mercado positivos e inversores
neutrales al riesgo dan lugar a precios del riesgo de mercado nulos. El precio de riesgo
de mercado no es observable y debe ser determinado a partir de la informacion
disponible en el mercado.

Supuestos para los modelos de un factor

Los supuestos habituales para la forma matematica comun de los modelos de estructura
temporal de tipos de interés de un factor son:

! Gomez del V., “Nuevos planteamientos en modelos unifactoriales de la estructura temporal de los tipos
de interés,” p. 79.
2 Ibid., p. 111.
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i.  Son validos los supuestos econdémicos estdndar para un modelo continuo: Es
posible el comercio continuo en los mercados de bonos, no hay impuestos ni
costos de transaccion, no hay restricciones para las ventas en corto ni problemas
de divisibilidad y los inversionistas prefieren mejorar su utilidad marginal en
todos los niveles.

ii.  La dinamica de un proceso de tasa de interés instantanea r, puede describirse

por la ecuacion diferencial estocastica de primer orden:
dr, = u(r, )dt+ o (r, )dw,

donde x(r, )dt es un componente deterministico y o (r, JdW aleatorio. La

propiedad de poder dividir en estas dos partes los cambios en la tasa en cuestion,
dr, en nuestro caso, es muy comun en los modelos de tasas de interés. El factor

u(r, ) describe la tendencia del proceso, o (1, ) su desviacion estandar y W, es

un movimiento browniano® estandar?® que sirve para simular ruido.
iii.  El precio de riesgo de mercado, /1() solo depende de la tasa de interés

instantanea r,.

iv.  Como consecuencia de los dos supuestos anteriores, VT >t, los precios de los
bonos P(t,T ) son funciones de t, T y la variable de estado Unica, la tasa de
interés instantanea r,. Esto implica que los cambios en la curva de rendimientos

del bono cupdn cero a diferentes fechas de vencimiento estdn perfectamente
correlacionados. En los modelos multifactoriales esto tiene varias restricciones.

Modelos dinamicos y modelos binomiales

La Tabla 1.2.1 maneja una notacion un poquito mas completa que la de la Tabla 1.2.2;
particularmente podemos ver en ella que algunas variables y parametros del factor unico
tienen un subindice t, lo cual indica dependencia del tiempo. Especificamente, observe
que ninguno de los pardmetros de los primeros ocho ejemplos de proceso estocastico
para la tasa de interés instantanea en la Tabla 1.2.1 dependen del tiempo; de tal forma,
corresponden a los llamados modelos dinamicos de estructura temporal de tipos de
interés. En contraste, los Gltimos seis ejemplos de la Tabla 1.2.1 son factores de
modelos binomiales. En otras palabras, en los modelos dindmicos los parametros de los
procesos estocasticos que describen a cada factor son constantes; en los modelos
binomiales uno o varios de los parametros de los factores se actualizan con el tiempo.
Actualmente también se les dice modelos de equilibrio o modelos clasicos a los
modelos dindmicos y modelos libres de arbitraje a los modelos binomiales.

Modelos afines

Existe una clase general de modelos de estructura temporal de tipos de interés
multifactoriales llamados afines® debido a que se basan en la suposicién de que los

! Puede consultar el apéndice B.

2 Algunos sugieren el movimiento browniano fraccional.

* Se le debe a Darrell Duffie y Rui Kan, “A yield factor model of interest rates,” Mathematical Finance,
vol. 6, num. 4, 1996, pp. 379 - 406.
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rendimientos de los bonos son una funcion lineal de las variables de estado subyacentes
que proveen incertidumbre al modelo.! Ejemplos de modelos afines son Vasicek
(1977), CIR (1985) y Longstaff y Schwartz (1992), entre muchos otros.

La formula del precio de un bono de descuento puro, P(t,T), en un modelo de
estructura temporal de tipos de interés afin puede tomar la forma:

P(t,T)=exp(F(z)X +G(z))

X es el vector de estado o arreglo vectorial conformado por todos los factores. F( r) y
G(r) son funciones del tiempo 7 =T —t que falta para el vencimiento del contrato, los
parametros de los factores y el precio de riesgo de mercado del modelo. El conjunto de

precios de bonos cupon cero como una funcién del tiempo que falta para el vencimiento
del contrato, 7 =T —t, definira la curva de rendimientos de los bonos cupén cero:

R(t,T )=—i|n P(LT )= F(T)X;G(r)

La propiedad de los rendimientos de la clase afin puede verse claramente en la ecuacion
anterior: Los rendimientos de los bonos cupdn cero son funciones afines de los factores
subyacentes.

Para modelos donde tanto la tendencia como la volatilidad son afines en r, es posible
obtener expresiones concretas para F(r) y G(r). Tanto el modelo Vasicek (1977)

como el CIR (1985) cumplen dicho criterio resultando en soluciones con una forma
especifica para los precios de los bonos de descuento puro.?

Célculo de los parametros de los factores de un modelo

Un proceso representado por una ecuacion diferencial estocastica esta definido en
tiempo continuo pero los datos observados son muestreados en intervalos de tiempo
discreto. Tipicamente el método de estimacion de parametros elegido es la maxima
verosimilitud, pese a tener la desventaja de que la funcion de densidad del vector de
estado es generalmente desconocida y debe aproximarse.

1.3 Tasa de interés de corto plazo del modelo de
Vasicek (1977)

En el modelo de Vasicek se asume que el proceso de la tasa de interés de corto plazo r,
satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

Una funcion f :R" — R esafinsitienelaforma f(x)=a'x+b cona’ e R", beR y

xeR".
? Chatterjee, Application of the Kalman filter for estimating continuous time term structure models:
The case of UK and Germany, p. 7.
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dr, =(B+ar)dt+odw,

0 bien:

dr, =—a(—'B— I’tjdt-l—Jth

(24

donde a <0,0 >0, #>0 y W, es un movimiento browniano.

B

Haciendo en la expresion previa k =—a y u=—"-, obtenemos la ecuacion diferencial
(04

estocastica:

dr, =x(u—r )dt+o dw, (1.3.2)

donde x, u y o son constantes reales no negativas, r, es el nivel vigente de la tasa de
interées y W, un movimiento browniano.

La ecuacion anterior es un proceso gaussiano con reversion a la media u, a la velocidad
de ajuste x. El parametro « es la tasa de interés normal de largo plazo. EI modelo
exhibe “reversion a la media” porque si la tasa de interés esta sobre la media de largo
plazo, r, > u, entonces la tendencia se vuelve negativa para que la tasa sea acercada a la
4 promedio. Analogamente, si la tasa es menor que la media de largo plazo, r, <z,
entonces la tendencia permanece positiva para que la tasa sea acercada al nivel de u. El

coeficiente x>0 determina la velocidad con que la tasa de interés se acerca a su nivel
normal de largo plazo.*

Segun la literatura de las ecuaciones diferenciales estocasticas, la ecuacion (1.3.1) es un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck y es el equivalente en tiempo continuo de un proceso
autorregresivo de primer orden o modelo AR(1).

Para encontrar la r, que satisface (1.3.1) hacemos las siguientes manipulaciones
algebraicas sucesivas:

drt Gth
—t = - )+
LU +O-dWt
at AT T g

1 El supuesto de reversién a la media concuerda con el fenémeno econémico de que la tasa de interés
parece ser atraida hacia algin valor promedio de largo plazo: Cuando la tasa de interés crece, la economia
decrece y hay menor demanda para los préstamos y una tendencia natural de las tasa a caer; el caso
opuesto puede explicarse analogamente. Bayazit, “Yield curve estimation and prediction with Vasicek
model,” p. 8.
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o dw,
dt

%+Kl’t:/(,u+ (1.3.2)

Recordemos que se le llama ecuacion lineal a una ecuacion diferencial de la forma:

d
al(X)(b{+ao(X)y=g(X) (1.3.3)
Si en (1.3.3) hacemos y=r, x=t, a(x)=1 a,(x)=«y g(x):Kﬂ+Gj:Nt,
podemos ver que la ecuacion (1.3.2), es una ecuacion lineal. Ademas es no homogénea
odw

dado que g(x)=0, o mejor dicho, /c,u+T¢0.

Por ser equivalente con (1.3.2), la ecuacién (1.3.1) es una ecuacién lineal no homogénea
y por ello aplicaremos el méetodo de variacion de las constantes.

Haciendo en (1.3.2) que el término analogo con el g( x) de (1.3.3) sea igual con cero
obtenemos la ecuacion homogénea:

—+xrI, =0

Obtengamos la solucion de la ecuacién anterior:

dr,
—L=—xr,
dt
dr, = —«r, dt
%=—Kdt
I
1
—dr, =—x| dt
[ ar ]
In(r,)= —xt+C,

eln(rt) — e(fKtJrCl)

r = e—KtJrCl
=
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién homogénea, o solucion homogénea, es:

r,=Ce ™
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donde C =e“ es una constante arbitraria.

Busguemos la solucion particular reemplazando en la solucion homogeénea la constante
C por una funcion desconocida z//(t ) como sigue:

r,=w(t)e™ (1.3.4)

Luego, debe cumplirse que la derivada de la ecuacion anterior con respecto a t, sea
igual con el término de (1.3.2) que es analogo con el g( x ) de (1.3.3), esto es:

dy(t)e™ o dw,

KU+
dt ST
De lo anterior sigue:
dy (t)e ™ =k udt+odw,
dy (t)=xue*'dt+oe " dw,
J.dl//(t )= IKﬂetht+erthWt
[dy (t)=u[xedt+o [e'dw,
w(t)=ue +0Jte”VdW
0 \
Sustituyendo el resultado anterior en (1.3.4) obtenemos la solucion particular:
—-K t \")
r,=u+e ta_“oea dw,
Solucién general es la suma de la solucién homogénea mas la solucion particular:
-kt -kt t KV
rr=Ce ™  +u+oe J'Oe dw,

Al sustituir en la expresion anterior la condicion inicial r, =r,, obtenemos C=r, -y y
por lo tanto la solucién de (1.3.1), es:

ro=(r,—pu)e ) +y+o£e”‘“’v)dw

\

\Y

—r e () yerlis) gy a're"“(“v)dw

-, e_x(t_s)+ﬂ(1_e_K(t_s) )+GJ':e_K(t_v)dWV (13.5)
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Finalmente, la solucion de la ecuacion diferencial estocéstica (1.3.1) es (1.3.5).

Debido a que en el modelo de Vasicek la tasa de interés de corto plazo {r, } es un

proceso gaussiano, tiene la ventaja ser muy maleable analiticamente, pero la desventaja
de que para cada t hay una probabilidad positiva de que r sea negativa,’ pese a que la
reversion a la media contrarresta dicho problema.

1.4 Curva de rendimientos de Vasicek (1977)
aplicando la técnica de valuacion neutral al riesgo

La ecuacion (1.3.1) no evita las oportunidades de arbitraje en la valuacion de bonos.
Aplicaremos el teorema de Girsanov? para cambiar su medida de distribucién de
probabilidad por una llamada neutral al riesgo, bajo la cual los precios de los bonos
tendran la propiedad de martingala® y satisfaran la condicién de ausencia de arbitraje.”

Del teorema de Girsanov sabemos que
t
W =W, + [ Ads =W, + 1t
0

es un movimiento browniano bajo la medida de distribucion de probabilidad neutral al
riesgo, Q. De la ecuacidon anterior obtenemos:

dW, =d W2 — Adt

Sustituyendo el resultado anterior en (1.3.1) obtenemos la dindmica ajustada por riesgo
de la tasa de interés instantanea:

c(u—r)dt+o (dWe - adt)
(k(u—-r)-2c)dt+o dw;
(kp—xr —Ac)dt+o dW?2

=K[ﬂ—ﬁ—l’t jdt+a dw,? (1.4.2)
K
Definimos la media de largo plazo ajustada por riesgo:

u® = - (1.4.2)
K

L Ello es ilégico desde el punto de vista econémico: Debido a que la tasa nominal de interés no puede caer
bajo cero siempre y cuando las personas puedan poseer dinero en efectivo, ésta puede estancarse en cero
por largos periodos, no obstante que los precios caigan persistentemente y substancialmente. Bayazit,
“Yield curve estimation and prediction with Vasicek model,” p. 10.
2 Puede consultar el apéndice B.
3 .

Ibid.
* Bayazit, op. cit., p. 27.
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Sustituyendo la expresion anterior en (1.4.1) obtenemos la forma mas comun del
proceso estocastico neutral al riesgo para la tasa de interés de corto plazo:

dr, = K( 1l - )dt +o dW .0 (1.4.3)

Observe que la ecuacion anterior es la misma ecuacion que (1.3.1), pero con medida de
distribucion de probabilidad neutral al riesgo. De la misma manera en que obtuvimos la
solucion de (1.3.1), que es (1.3.5), se logra la solucién de (1.4.3):!

t
ro=e*(=)p +yQ(1—e‘”(t‘s))+ aJ‘e"f“‘V) dw 2 (1.4.4)

S
con s<t.

Puesto que la distribucion de dw,° es normal con media cero y varianza uno, la integral

del extremo derecho de la ecuacion anterior también es gaussiana. El Unico elemento
estocastico del cual depende r, es dicha integral y lo demas es deterministico. Por lo

tanto la distribucion de r, condicionada en r,, bajo la medida de distribucion de

probabilidad neutral al riesgo también es gaussiana, pero con media y varianza dadas
2
por:

EX(

r)=e~()p +ﬂQ(1_e—r«(t—s) ) (1.4.5)
t
vard(r, )=o? V[jek(tv)deQ]
t 2
—o? EQ Ue"‘(“v)dWVQj

Por la propiedad de isometria® lo anterior se vuelve:
t

var? (1, )= [ dv

S

Es decir:

2
var®(r, )= %(1—5““‘”) (1.4.6)

Por su parte:

! Bayazit, “Yield curve estimation and prediction with Vasicek model,” p. 44.

2 Ibid. y Jesper Lund, “Dynamic models of the term structure of interest rates” (Tesis de maestria, Aarhus
University, Dinamarca, 1993), pp. 33-34.

% Puede consultar el apéndice B.
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m=min(t,u)

COVS(rt,ru )= O_Z Je—rc(t—v )e—x(u—v)dv
° (1.4.7)

okl O (1 ae(mos)
=e 21((1 e )

La distribucion condicional de r, definida por (1.4.5), (1.4.6) y (1.4.7) es equivalente a

un proceso AR(l)1 en tiempo discreto y como veremos en la seccién 3.1.2 se requiere
que x >0 para que el proceso sea estacionario.’

.
La integral Irvdv también es normalmente distribuida. La funcion generadora de
t

momentos de una variable aleatoria gaussiana X es:
uX 1 2
M, (u)=E(e ):exp[u E(X )+Eu var ( X )j
Para u =-1 tenemos:
E (e ):exp[— E(X )+;var(x )j

Aplicando la férmula anterior en la ecuacion (1.1.1) obtenemos:

P(t,T )=EQ (exp [— j rVdVD = exp [— =N [1‘ rvdvj + ;vartQ @ rvde (1.4.8)

Calculemos E_ :

EQ U rvva = ]. EQ(r, )dv
t t
eV +,uQ(1—e”‘(V’t) )dv

= u®(T=t)+(r, - p° )(1_e_K(T_t)]

K

-

Calculemos var :

' Un proceso AR(l) para la serie {YI }: Y,=C+@Y, ,+& donde Y, =1, , Y, =T

s
t

g=e~) o= (10 ())y g = aJ'e‘”“‘V) dw.e .
S

2 puede consultar el apéndice A.
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m=min(u, w)

vartQU rvdVJ=H(02 '[e"“(”‘v)e"“(w‘”vadu dw
t tt :
)

t
]'(e"“(“‘v)e‘”(w‘v))dw du)dv

Sustituyendo los dos resultados anteriores en (1.4.8) se obtiene la expresion para el
precio del bono:

F>(t,T):ex'c’(_”Q(T_t)_(n_ﬂQ )(H(Tt)j

K

2
+

3

. (4e (770 _g2v(T-0 4 25 (T -t )—3)]
K

Reacomodando términos obtenemos:

_ -x(T-t) 2
P(t,T )=exp(— r, (1 © j— 9 _([l—exT0f
K

453

=g r-(=))

En otros términos, la expresion para el precio de cualquier bono de descuento puro que
en el periodo t ofrece entregar una unidad monetaria en el tiempo T es:

P(t,T )=exp(F(t,T )r, +G(t,T)) (1.4.9)
donde
1_e—K(T—t)
F(t,T)= _[j (1.4.10)
K
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K

G(t,T):——(yQ—;zz J(T—t+ F(t,T)) (1.4.11)

La media de largo plazo ajustada por riesgo x° esta dada por (1.4.2).

Las ecuaciones (1.1.2), (1.4.9), (1.4.10) y (1.4.11), puestas en funcion del tiempo
=T —t de los plazos para el vencimiento del contrato, en vez de t que mide las
fechas del calendario, nos permiten encontrar toda la curva de tasas cero segun el
modelo de estructura temporal de tipos de interés de un factor de Vasicek (1977).
También nos permiten valorar cualquier bono libre de riesgo de incumplimiento, si
consideramos que éste puede verse como un portafolio de bonos cupén cero.!

En resumen: La técnica de valuacion de bonos cupdn cero neutral al riesgo sugiere
como solucidn la ecuacion de valuacién neutral al riesgo o formula de Feynman y Kac
(1.1.1), calculando su esperanza bajo la medida de distribucién de probabilidad
correspondiente al proceso estocastico ajustado por riesgo (1.4.3). Empleando el modelo
de estructura temporal de tipos de interés de un factor de Vasicek (1977), la curva de
tasas cero dada por la ecuacion (1.1.2) esta dada por las ecuaciones (1.4.9), (1.4.10) y
(1.4.11). Como ya dijimos, las cuatro ecuaciones anteriormente mencionadas deberan
ponerse en funcidn de los plazos al vencimiento.

En el siguiente subcapitulo deduciremos la ecuacion diferencial parcial fundamental
para el precio de los bonos cup6n cero basandonos en los supuestos para la forma
matematica comin de los modelos de estructura temporal de tipos de interés de un
factor expuestos anteriormente, dado que es posible obtener una solucion analitica libre
de arbitraje de dicha ecuacién para muchos modelos de un factor, entre ellos Vasicek
(1977). Esto dltimo lo haremos en el tema 1.6, donde obtendremos las mismas formulas
para la curva de rendimientos con las que concluyo este subcapitulo.

1.5 Ecuacion diferencial parcial fundamental
para el precio de los bonos cupdn cero

La curva de rendimientos de equilibrio es representada a través de los precios de
equilibrio de los bonos, P(t,T), que son la solucion de la ecuacion diferencial parcial

fundamental para el precio de los bonos cupon cero. A continuacion deduciremos la
ecuacion fundamental de dos modos distintos pero complementarios.” El primer
procedimiento hace suposiciones directas respecto el factor estocastico de descuento y
el segundo usa el argumento clasico de ausencia de arbitraje de Black y Scholes (1973)
para construir un portafolio libre de riesgo.

! Castillo R., “Un modelo de valoracién de bonos con rescate anticipado,” p. 35.
2 Jesper Lund, Review of Continuous Time Term Structure Models. Part I: equilibrium models
(Dinamarca: Nykredit Markets, 1997), pp. 1 - 11.
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1.5.1 Obtencion por medio del factor de descuento
estocastico

Ademas de los supuestos (i) al (iv), asumiremos que el factor de descuento estocastico,
A,, sigue la ecuacion diferencial estocastica:

dA, = -1, A, dt— A A(r, )dW, (1.5.1)
donde A(r, ) es el precio de riesgo de mercado y W, un movimiento browniano.

Dado que un bono cupdn cero da una unidad monetaria en la fecha de vencimiento T,
su precio de equilibrio en el tiempo actual t es:

P(t,T)= E{%}

t

El subindice t en el operador de la esperanza significa que ésta esta condicionada en la
informacidn disponible hasta el tiempo presente. De la expresion anterior obtenemos:

E (d(P(tT)A;))=0

Se ve que el producto P(t,T )A; es una martingala porque la pendiente, o sea la
tendencia, de su ecuacioén diferencial estocastica es cero. Calculemos la tendencia de la
ecuacion diferencial estocastica de P(t,T )A;.

El proceso estocastico de A; es (1.5.1). Para obtener el de P(t,T) se retoma el
supuesto (iv), se aplica el lema de Ito* y resulta la siguiente ecuacion diferencial
estocastica:

dP(t,T )= 1o (t,T )P(£,T )dt+ o, (¢, T )P(t, T )dW, (1.5.2)

donde

P ou(r)+ P 2TP o)

ue (6T )P(t,T)za,u M)t it a2 ® (1.5.3)
oo (LT P(LT )= T o(r) (15.4)

./ 1.2 . .
tseasume que P(t, r, T ) esunafuncion C"? de sus argumentos, es decir, es continuamente

diferenciable una vez respecto su primer argumento y doblemente respecto el segundo. Esto es un
requerimiento técnico para aplicar el teorema de Ito. Puede consultar el apéndice B.
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1#,(t,T) es el rendimiento instantaneo esperado de equilibrio del bono con
vencimiento T y o, (t,T) su desviacion estandar. Ambas dependen de la tasa de
interés instantanea pero lo hemos omitido por sencillez. Se aplica nuevamente el lema
de Ito para obtener una expresion para la tendencia de P(t,T )AT; resulta:

Et(d(P(t,T)AT)j

dt
=E, (dP(t,T )A; )+ E,(dA,P(t,T ))+E,(d A, dP(t,T))
= 1o (L, T)P(t, T )A; —r AL P(t,T )= A A(r, )oo (6, T )P(1,T)

El tercer término de la Gltima linea es el término de segundo orden en el lema de Ito,
adicional en comparacion con una expansion en series de Taylor de primer orden.

Se iguala con cero la dltima linea para tener una restriccién econdémica de los precios de
los bonos:

o (LT)P(LT)A; =1 AL P(t,T )= A; A(r, )op (£, T )P(1,T )=0

Se divide la ecuacion anterior por A; >0 y se sustituyen (1.5.3) y (1.5.4); finalmente

obtenemos la ecuacion diferencial parcial fundamental para el precio de los bonos
cupdn cero:

10°P oP oP
520 (N2 (u(r)=a(r)o(r))+ - -rP=0 (155)

cuya condicion limite es:

P(T,T)=1 (1.5.6)

1.5.2 Obtencion por el argumento de ausencia de
arbitraje

Sin hacer suposiciones sobre el factor de descuento estocéstico, se asume que P(t,T )
sigue la dindmica (1.5.2). Desconocemos P(t,T ) porque no conocemos el rendimiento
esperado, u, (t,T ) A continuacion, usando el principio de ausencia de arbitraje se
consigue un modelo de equilibrio para yp(t,T) VvV T, que depende del precio de
riesgo de mercado A(r, ) peronode T.

De manera muy parecida a como Black y Scholes hicieron para obtener su método de
valuacion de opciones accionarias, Vasicek (1977) supone un portafolio de w, bonos

con fecha de vencimiento T, y w, bonos con fecha de vencimiento T, #T,, cuyo valor
en el tiempo t es:
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I, =w, P(t,T, )+w, P(t,T,)
y satisface la ecuacion diferencial estocastica:

dIT, :(Wl Hp (t’Tl )P(t’Tl )"’Wz Hp (t'Tz )P(t1T2 ) dt
+(W1 Op (t’Tl )P(t’Tl )+W2 Op (thz )P(I’Tz ))th

N—"

(1.5.7)

Supongamos, dado que (i) lo hace posible, que ajustamos continuamente las cantidades
w, y W, de tal forma que:

w, o, (t,T, )P(t,T, )+ w, o, (1, T, )P(t,T,)=0 (1.5.8)

Consecuentemente, el portafolio de (1.5.7) se reduce a un portafolio localmente
deterministico y libre de riesgo, que sigue la ecuacion diferencial estocéastica:

dIT, :(W1 Hp (t’Tl )P(thl )+W2 Hp (t'Tz )P(thz ))dt

Para evitar oportunidades de arbitraje, debe cumplirse que el exceso de rendimiento
sobre r, sea cero, es decir:

Wl(/uP (t’Tl )_rt )P(t’Tl )+W2 (:UP (t’Tz )_rt )P(t’Tz ):0 (1.5.9)

Sea (1.5.8) en forma matricial:

(00 (LT, )P(LT,) apm>P<t,Tz>>[W1]=le:o

W2
Sea el sistema de ecuaciones homogéneo de (1.5.8) y (1.5.9) en forma matricial:

( oo (T, )P(L,T,) oo (T, )P(1,T,) J[Wl

(/uP(t,Tl )—I’t )P(t,Tl) (,up('[,T2 )—rt )P(t,T2 ) szz M,w=0

Si M, tiene rango dos, la solucion de la ecuacion anterior es la solucion trivial, la cual
no nos interesa. S6lo queda suponer que M, es de rango uno. Siendo asi, es posible
escribir la segunda fila de M, como una combinacion lineal de las demas. Dado que la

unica fila que hay ademas de la segunda, es la primera, la combinacién lineal susodicha
sera simplemente una multiplicacién escalar del factor elegido por cada componente de
la primera fila. Sea ﬂ( rt) el factor designado. Igualado cada uno de los productos

obtenidos con su elemento homélogo de la segunda fila obtenemos el resultado:
ﬂ(rt ) (JP(t'TJ )P(t’Tj ))= (/UP (thj )_ i )P(LT] ), j=1,2
es decir,

Hp (t’Tj )=rt+/1(rt)~ap(t,Tj )’ =12 (1.5.10)
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donde A(r, ) es el precio de riesgo de mercado.*

Podemos darnos cuenta de que son irrelevantes valores especificos que demos a T, y
T, , lo cual significa que (1.5.10) es valida para cualquier T. Entonces el problema de
determinar 4, (t,T) V T se reduce a especificar el parametro escalar A(r ), el cual
es cuando mucho una funcion de la tasa de corto plazo r. Esto dltimo requiere

suposiciones adicionales sobre las preferencias del mercado y como vimos, cada modelo
de ETTI especifica diferente A(r ).

Si sustituimos en (1.5.10) la o, (t,T) de (15.4) y la . (t,T) de (1.53) y

reacomodamos términos, obtenemos un resultado idéntico al sefialado en la ecuacion
(1.5.5), con la misma condicion limite. Esta equivalencia sefiala que el proceso del
factor de descuento estocastico debe tener la forma (1.5.1) para desechar oportunidades
de arbitraje.

1.6 Solucion de la ecuacion diferencial parcial
fundamental para el precio de los bonos cupon
cero

Reescribimos la ecuacion diferencial parcial fundamental para el precio de los bonos
cupdn cero (1.5.5) aplicando un precio de riesgo de mercado constante /1( r )= A ylos
términos correspondientes con (1.3.1):

10°P , oP
S 20- _+_7
20r or

(K(,u—l’)—lO')—f-(ZFt)—l’P:O (1.6.1)

con condicién limite (1.5.6).

Conjeturamos que su solucidn tiene la forma exponencial afin:
P(t,T )=exp(F(z)r, +G(7)) con =T -t (1.6.2)

Diferenciamos respecto r, r’ y t:

oP

E—F(T)P(t,T)

): ,Up(t’Tj )_ f

L Escrito en la forma A (T,
oplt, T

el precio de riesgo de mercado representa claramente el
j
exceso estandarizado de rendimiento sobre la tasa libre de riesgo.
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or?
o __oP
ot or

=—(F'(z)r+G(z))-P(t,T)

:_(dF(r)HdG(r))P(t’T)

dr dr

Sustituimos las derivadas anteriores en (1.6.1) y obtenemos:

(F(2))PP(t,T )o? +F(z P(t,T N x(u—r)-40)

—(dF(T)I‘-l- dG(T)J-P(t,T )-rP(t,T)=0

dr dr

1
2

Dividimos por P(t,T) y reunimos los términos que tienen el factor r :

2 dr

—(KF(T)+l+dF(T)]I‘=0

T

(R ot B () wa-aa)- 2L

La ecuacion diferencial parcial anterior debe satisfacerse V r, lo cual es posible si cada

uno de sus dos términos mas grandes es cero. Igualamos con cero dichos términos y
obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

d(j(:):;o-z(F(r))2+(Ky—/10')F(r) (1.6.3)
Ple) R (o)1 (16.0)

Si podemos resolver (1.6.3) y (1.6.4), se podré aceptar (1.6.2) como solucién de (1.6.1).

La condicion limite de (1.6.1) es (1.5.6), 0 sea lim P(t,T )=1. Ademas, la solucion de
(1.6.1) debe tener la forma (1.6.2). Entonces:

limexp (F(z)r, +G(z))=1

t>T

Dado que t >T =7 — 0 las condiciones limite iniciales del sistema de ecuaciones
formado por (1.6.3) y (1.6.4) son:
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F(0)=0y G(0)=0

Primero resolveremos (1.6.4) por tener una sola incognita. La reescribimos de la
siguiente forma:

dZ(T)+KF(Z')=—1

T

Multiplicamos por e** y nos queda:

dF(7)
dr

e +xF(r)e" =—e*

Por la regla para derivar productos, el lado derecho de la igualdad anterior también
puede escribirse:

L (eF(r)=-e

T

Por la relacion entre diferenciacion e integracion, de lo anterior se tiene:

j)';v(e”F(v))dv :—j;e’” dv

Desarrollamos el lado izquierdo de la ecuacion anterior y queda:
T i KV _ AKT x0 _ AKT
[—-(e™F(v))dv=e"F(r)-eF(0)=e"F(r)
s dv

Igualando los dos resultados previos obtenemos:

eK’F(r):—je”V dv
0

Despejamos F( 7 ) de la expresion anterior:

K

F(z)= —e‘“je’“V dv = —e"”[le”j
0

V=t _KT[GKT _1}
=-e

v=0 K

y queda:

F(r)= (1.6.5)

Por la relacion entre diferenciacion e integracion, de (1.6.3) se tiene:
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o= (2P (e 20 () o 166)

Sustituyendo (1.6.5) en el lado derecho de (1.6.6) obtenemos:

idG(V)dv _ 102I(e_w _1Tdv+(/cy—lo- )j(e_K;_lev

K 0

o A )

Desarrollamos el lado izquierdo de (1.6.6):

dG(v)
dv

dv=G(7)-G(0)=G(r)

O Ly

Igualando los dos resultados anteriores queda:

o)~ w2242 o2

Sustituyendo (1.6.5) en la igualdad anterior, obtenemos:

6(r)=-2 (F(r))z_(ﬂ_“_l("n(ﬂp(f)) (16.7)

Finalmente, la solucion de (1.6.1) es (1.6.2) junto con (1.6.5) y (1.6.7). Este resultado es
el mismo de las ecuaciones (1.4.9), (1.4.10) y (1.4.11) puestas en funcién de r, como

se concluyo en el tema 1.4.

31



Capitulo 2: Modelos y técnicas por aplicar

2.1 La representacion de espacio de estados

2.1.1 Vector de observaciones y vector de estado

La representacion de espacio de estados es una poderosa herramienta que ayuda a
manipular una gran variedad de modelos de series de tiempo.! Pueden construirse varias
formas distintas para describir la dinamica de una misma serie de tiempo. Basicamente,
un modelo de espacio de estados en tiempo discreto esta dado por dos ecuaciones:?
1. Ecuacién de estado o de transicion:®
X, = AX,4 +Bu, + v, (2.1.1)
2. Ecuacion de medidas u observaciones:

Y. =CX +Du, +w, (2.1.2)

Para las dos ecuaciones anteriores tenemos:

> t=12,...,N.

> A, tiene dimensiones mxm. Es llamada matriz de transicion.

> B, tiene dimensiones mxn.

» C, tiene dimensiones nxm.

» D, tiene dimensiones nxn.

> u, es el vector de entradas o variables de control. Tiene dimensiones nx1.

> X, es el vector de estado o variable de estado en el tiempo t. Tiene dimensiones
mx1. En general sus elementos no son observables.

> 'y, es el vector de observaciones, medidas o salidas en el tiempo t. Tiene

dimensiones nx1. Se llama asi porque sus elementos son observables.
> V, Yy W, son vectores de ruido, de dimensiones respectivas mx1 y nx1.

Los vectores v, y w, tienen media cero y matrices de covarianza V, y W,, estan

incorrelacionados el uno con el otro! e incorrelacionados con el vector de estado inicial
X, parat=12,...,N, es decir:

! Andrew C. Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter (Estados Unidos:
Cambridge University Press, 1989), p. 100.

2 Mariano J. Valderrama B., et. al., Filtrado de Kalman, Aplicaciones en Economia e Ingenieria
(Espafia: EUB, 1996), pp. 21 — 23y 25.

¥ Esta ecuacion es un proceso de Markov de primer orden. Harvey, op. cit., p. 101 y Valderrama B., op.
cit., p. 21. Puede consultar el apéndice B.
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V, tiene dimensiones mxm y W, esde nxn.

La especificacion mas simple para un ruido o componente irregular es el ruido blanco,
gue es una secuencia de variables aleatorias serialmente incorrelacionadas, con media y
varianza constantes.? Por lo tanto, si V, y W, son constantes los ruidos v, y w, seran

ruidos blancos.

El espacio de estados se termina de especificar suponiendo conocidas la media
E(x, )=%, y la matriz de covarianzas var(x, )= P, del vector de estado inicial X, .

A, B,,C,D,,V, y W, son llamadas matrices del sistema. Son generalmente
deterministicas pero pueden ser estocasticas. Aqui las supondremos deterministicas.

Los subindices t en las matrices del sistema indican que tenemos un modelo variante
en el tiempo. Si por el contrario no cambian con el tiempo, omitimos sus subindices t y
decimos que tenemos un modelo invariante en el tiempo u homogéneo en el tiempo.

Las matrices del sistema pueden depender de un conjunto de parametros
Y= {yxl,t//z,...,l//p } Ilamados hiperparametros.

El sistema de ecuaciones de (2.1.1) y (2.1.2) es lineal porque para cualquier valor de t,
Y, puede expresarse como una combinacion lineal de los v, y w, actuales y previos,

asi como del vector de estado inicial x,.>

Si N =1 entonces u,,y, Yy w, son escalares y tenemos un modelo univariante o

sistema de una entrada y una salida; en inglés se llama SISO: Single Input Single
Output. En un modelo multivariante hay multiples entradas y mudltiples salidas; en
inglés se llama MIMO: Multiple Input Multiple Output. Andlogamente existen sistemas
SIMO y MISO.

! Este supuesto puede relajarse. Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman
filter, p. 101.
? Ibid., p. 18.

3 Si Y no es una funcion lineal de los V, y W, actuales y previos, no se aplica el filtro de Kalman que

se muestra mas adelante en la seccion 2.2.1, sino el filtro de Kalman extendido. No lo ensefiaremos en
esta tesis, pero si el lector tiene curiosidad lo puede conocer en Harvey, op. cit., pp. 160-162.
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En esta tesis no manejaremos variables de control. Supondremos que u, es un vector de
unos y haremos un ligero cambio de notacion al sistema (2.1.1) y (2.1.2). Usaremos b,
en vez de B,u, y d, en vez de D,u,. Nuestro espacio de estados para t=1,...,N
queda:

1. Ecuacion de estado o de transicion:
X, =AX,_;+b, +V, (2.1.3)
2. Ecuacion de medidas u observaciones:
Yy, =CXx, +d, +w, (2.1.4)
donde:

» b, tiene dimensiones mx1.
» d, tiene dimensiones nx1.
» El resto de las variables son como anteriormente se definio.

Observemos algunos ejemplos de como una serie de tiempo es representada en forma de
espacio de estados.

Ejemplo 2.1.1:
Tenemos un modelo AR(2):!

Yo =CHAY, 1 +hY_,+&
Sean &, v.aiid.? ~N(0,6%).

Definimos el vector de estado:

o A KRR

Las matrices del sistema de la ecuacion de estado son:

woft Bl
1 0 0 0

Definimos el vector de medidas:

! AR: Siglas de Auto Regressive o Autorregresivo. Un proceso AR( p ) para la serie {Yt } se define

por: (¢0 +@B+ @B+ +¢,B° )Yt = g, donde B es el operador de retardo, es decir BY, =Y, ;.
2 Variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
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Yo=Y =(1 0)x,
Las matrices del sistema de la ecuacion de medidas son:
C=(10),d=0, w,=0y W=0
Ejemplo 2.1.2:

Otra representacion de espacio de estados del modelo AR( 2) del ejemplo 2.1.1 puede
ser con el vector de estado:

Pl P P R 6
X, = = + +
$Yea) & ON\BY.,) \0) \0

Las matrices del sistema de la ecuacion de transicion son:

fs Yol oo
4, 0 0 0

Ejemplo 2.1.3:

Tenemos un modelo MA(1):!
Ye=ute+0s,

Definimos el vector de estado:

X = Ye —H _ 01 Yia— M n &
Y e 0 0\ fs, O¢,

Las matrices del sistema de la ecuacion de transicion son:

01
A= b=0yv, =|
00 Oc,

Definimos el vector de observaciones:
Yi =Y :(1 O)Xt +u

Las matrices del sistema de la ecuacién de observaciones son:

1 MA: Siglas de Moving Average o Promedios Méviles. Un proceso MA( q) para la serie {Yt } se
define por: Y, = &, (90 +6,B+6,B* +---+6,B° )
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C=(10),d=uyW=0.
El primer elemento de x, es f¢, , +¢&,, que es de hecho y, — u.
Ejemplo 2.1.4:
Tenemos un modelo ARMA(Z,1):*

Vo=t d( Yo —u)+e +0s,

Definimos el vector de estado:

X, :(yt _ILlJ:[¢ 1J(yt—1_ﬂ]+( & J
O¢, 0 O\ f¢g O¢,

Las matrices del sistema de la ecuacion de estado son:

A:(qﬁ 1}, b=0yv=(‘gt J
0 O O ¢,

Definimos el vector de observaciones:
Yo=Y =(1 0)x +u
Donde las matrices del sistema de la ecuacion de observaciones son:
C=(10), d=pyW=0.

El primer elemento de x, es ¢(y, ,—u )+8s,,, que es de hecho y, — .
Ejemplo 2.1.5:
Tenemos el modelo ARMA( p,q ) general:

Vi =AYty ot Py, tE O E O, 6 ,+ 10,6
Definimos m = max( p,q+1) y reescribimos la ecuacién anterior como

Y = ¢1yt—l +¢2yt—2 +"'+¢p Yim T & +91 ) +92 ) +”'+9m—1 Etomi1

! ARMA: Siglas de Auto Regressive Moving Average o Promedios Mdviles Autorregresivos. Un proceso
ARMA( p, q ) para laserie {Y, } se define por:

(4 +#B+@B>+--+4,B" )V, =5,(6,+6,B+6,B*+.--+6,B% ).
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Este cambio de variable en los subindices hard que haya la misma cantidad de términos
autorregresivos ¢, que de promedios moviles @; pese a que algunos valdran cero a no

serque p=q-+1.
Definimos el vector de estado:

Yi

Yt Y O E O, 6
t .

G Y10, &,

La ecuacion de transicion es:
¢ 1 0 .- 0 &
¢, 01 .- 0 6, &,
X, =| * i r Tt IX,
Gy 0 0 - 1 Oz &
¢, 0 O 0 0, &

La ecuacion de observaciones es:
Ye =Y = (1 0:*n—1 )Xt

Cabe mencionar que, aungue no vimos ejemplos mas complicados, es posible hacer una
representacion de espacio de estados con varios vectores o variables de estado. Una
representacion de varias variables de estado, puede tener su equivalente en otro espacio
de estados de un solo vector o variable de estado.

2.1.2 Condiciones iniciales para espacio de estados
invariante en el tiempo y vector de estado estacionario

Supongamos el espacio de estados de (2.1.3) y (2.1.4) pero invariante en el tiempo. El

vector de estado sera estacionario si ademas de ser invariante en el tiempo, cumple que

las raices caracteristicas’ de la matriz de transicién A tienen médulo? menor que uno,
.3

es decir:

A (A)]<1 i=1,...,m. (2.1.5)

! Recuerde que las raices caracteristicas o valores propios de una matriz cuadrada M son las raices de su
polinomio caracteristico: p ( A ) = det( M-41 ) No confundamos esta lambda con la que utilizamos

para el precio de riesgo de mercado.
2 El valor numérico del determinante de una matriz también es conocido como médulo de la matriz.
% Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 121.
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Si ademas de ser estacionario, el vector de estado anterior tiene matriz de transicion A
no singular’, la media y la matriz de covarianzas del vector de estado inicial X, estan

dados por:?
%, =E(%,)=(1,-A)"b (2.1.6)
vec(Py )=(1 , ~A®A ) vec(V) (2.1.7)

El operador vec(‘) indica que las columnas de la matriz argumento son colocadas una
sobre otra, por ejemplo para una matriz A = {a,, | de mxn:

al 1

vec(A )=

El simbolo ® indica el producto de Kronecker. El producto de Kronecker de A® B
donde A=1{a, esde mxny B=1{b,, | de | p esunamatriz de tamafio mIxnp:

a11B a’lZB a’lnB
A®B = az.lB aZ:ZB aZ?B

mZB amnB

a,B a

Ejemplo 2.1.6:

Retomemos el modelo y espacio de estados del ejemplo 2.1.1. El vector de estado x, es
invariante en el tiempo.

El polinomio caracteristico de la matriz de transicion A es:

p(A)=det( A-1l ):det(¢ll_/1 ¢2j=/12—¢1/1—¢2 .

Los valores propios de A son:

! Una matriz singular es una matriz que es cuadrada pero tiene determinante cero y por lo tanto no es
invertible. Sinénimos de matriz no singular son: Regular, invertible o inversible.

2 Eric Zivot, State Space Models and the Kalman Filter (Estados Unidos: University of Washington,
2006), p. 2 o Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 121.
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1= ¢1i‘\/¢12+4'¢2

2

Supongamos que ¢, y ¢, son tales que:

¢1i\/¢12+4'¢2 <1
2
Consecuentemente X, es estacionario.
El vector de estado inicial es x, ~ N(%,,P, )
Aplicamos (2.1.6):
. . c
4 (=4 =) (c) |1-¢,—¢
_ _ _ 1 — 1 2 — 1 )
o =Elx)=(,-A) =" A (014
1_¢1 _¢2

Aplicamos (2.1.7):

vec(P, )=(1,-A®A ) vec(V)

1-¢; —¢o, —bo, -8 (0
_¢1 1 _¢2 0 0
_¢1 _¢2 1 0 0
-1 0 0 1 0

2.2 Filtro de Kalman

A un espacio de estados definido cuyo vector de estado inicial x, y vectores de ruido
VvV, Y W, son gaussianos podemos aplicarle el filtro de Kalman. El filtro de Kalman es

un procedimiento recursivo para calcular el estimador 6ptimo del vector de estado en el
tiempo t y la matriz de covarianzas del error de dicha estimacién, dado que tenemos
informacion hasta el tiempo t. La seccion 2.2.1 presenta las ecuaciones del filtro de
Kalman y 2.2.2 dice cdmo fueron obtenidas.

2.2.1 Las ecuaciones del filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un conjunto de ecuaciones recursivas para determinar un
estimador Optimo de los vectores de estado subsecuentes haciendo uso de las
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observaciones de entrada-salida, las matrices del sistema disponibles y las matrices de
covarianza conocidas. A la estimacion de x, dado que tenemos informacion hasta el

tiempo t—1 la denotaremos Xt‘H, pero si ya tenemos datos hasta t la representaremos

X, It Otros autores consideran esto una notacion exagerada y prefieren sélo escribir X, .

Junto con cada vector de estado estimado se calculard la matriz de covarianzas de
dimensiones mxm de los errores en su estimacion:

Py = E( (Xt —Xt\tfl)(xt ‘Xttl)')
P = E( (Xt _Xt\t)<xt _Xtt))

Algunos prefieren la notacion P, en vez de P, .

Las ecuaciones recursivas para implementar el filtro de Kalmanen t=1,...,N son:'
1. Estimador adelantado una etapa:
Rl = Atxt—l\t—l +b, (2.2.1)

Por lo que vimos en la seccion 2.1 es claro que R es de dimensiones mx1.

t]t-1
2. Covarianza del error de estimacion adelantada una etapa:

P

t]t-1

=AP LAY, (2.2.2)

Sabemos que P, es de dimensiones mxm.

t]t-1
3. Innovacion:
V=Y. —C&, ., —d (2.2.3)
Se tiene que v, es de dimensiones nx1.
4. Matriz de ganancia:

K, =P, CiF* (2.2.4)

Donde K, es de dimensiones mxn Yy se tiene que:

! Puede consultar el apéndice C.
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F =CP, ,Ci+W, (2.2.5)

thtt-1
Se tiene que F, es de dimensiones nxn.
5. Estimador filtrado:
Reje =Ry T K (2.2.6)
Tenemos que X, es de dimensiones mx1.

6. Covarianza del error de estimacion:
Pt‘t=(|_KtCt)Pt‘t—l (2.2.7)
Obviamente P, , es de dimensiones mxm.

A las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) se les llama ecuaciones de prondstico y a (2.2.6) y
(2.2.7) junto con (2.2.3) y (2.2.4) de por medio se les llama ecuaciones de
actualizacion, dado que se calculan una vez que ya se dispone de la nueva observacion,
correspondiente al tiempo t vigente.

La ecuacion recursiva resultante de sustituir (2.2.2) en (2.2.7) es conocida como
ecuacion de Riccati.*

Para un espacio de estados en el cual las matrices del sistema son constantes conocidas,
se cumple con exactitud que v, ~ N(O, F, ) Por otra parte, en general eso no se

sostiene cuando las matrices del sistema dependen de hiperparametros desconocidos que
deben estimarse.

La ecuaciéon (2.2.4) requiere calcular la inversa de una matriz, lo cual puede ser
exhaustivo. Veamos el siguiente lema de inversién matricial.

Lema 2.2.1. Sean A, B y C matrices de dimensiones nxn, mxm y mxn
respectivamente. Si existe la inversa de A y C entonces

(A+BCB')*=A"-A'B(B'A'B+C* |'B'A"

Aplicando el lema anterior en (2.2.5) obtenemos una igualdad que puede ser de utilidad
para agilizar la implementacién del filtro:
Ft_l = (Ctpt \t—lC; +W, )l = \Nt_l - \Nt_lct ( C; VVt_l Ct +P; )10; \Nt_1

t]t-1

! Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 106.
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Una modalidad del filtro del Kalman exige que P, _, P%‘ ) t‘t _, donde Ptz‘t _, €S matriz
triangular superior de Cholesky' o raiz cuadrada de P,|._.- Esto garantiza que P, es
definida positiva y existe su inversa. Lo mismo se exige para las matrices Pt‘t, V,y

W,

te

2.2.2 Deduccion de las ecuaciones del filtro de Kalman

Dijimos que definir un espacio de estados requiere sugerir la media X, , y la matriz de

0|0
covarianzas P, o]0 del vector de estado inicial x, y suponer que para t=1,2,...,N los
ruidos v, y w, son independientes uno del otro, asi como de X, .

Si adicionalmente suponemos que X, Yy los vectores de ruido v, y w, tienen cada uno
distribucion normal multivariante, el vector de estado en t =1 dado por:

X, =AX,+b; +v,
también tiene distribucion normal multivariante con media:
=A XO‘ o+,
y matriz de covarianzas:

P o = APy AL+
Para obtener la distribucion de X, condicional en y, escribimos:
xlle‘0+(xl—xl‘o) (2.2.8)

y,=CR,,+d +C(

=Ry ]+ W, (2.2.9)

%10

La ultima es la ecuacién de medida (2.1.4) mas un cero.

. X
Asi puede verse que el vector ( !

Y:
X1\0
1‘0+d

J tiene distribucién normal multivariante con media

! Puede consultar el apéndice D.
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cov(x,,x, )=E (Xl_xlo)(xl_xlo)'j: Pijo
)

(

cov(x,,y, )= E( (Xl_xl‘o)(yl_yl\o),
(

cov(yl,xl )= E( (yl_Y10)(Xl_XlO)')

cov(y,.,y,)=E

=E Cl(xl_xl\o )(Xl_xl\o ),C1 )+E(C1(X1_X10 )Wi )
+E( W, (Xl_xl\o )'C'j-"E(WlWi)

=C,P

1/0

(le“' n| [ Rl Pijo PG
Y1 C1X1\0+dl , CiPijo C1P1\0C1+W1

Usaremos el siguiente lema.*

Ci+W,

Es decir:

! LLa demostracion de dicho lema puede consultarse en Harvey, Forecasting, structural time series
models and the Kalman filter, pp. 165-166.
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Lema 2.2.2: Sean x y y un par de vectores con funcién de distribucién normal

. . X) .. . ‘ . .
multivariante conjunta tal que ( ) tiene media p=[u ] y matriz de covarianzas
y By

XX Xy

X
X :[2 ] Entonces la distribucion de x condicional en y es también normal

yXx yy
- . . —1 . -
multivariante con media p, y =B HEG T y(y - lly) y matriz de covarianzas
ZX‘ y
puede ser reemplazada por una seudo inversa.

_ _ -1 ; : -1
=z,-Z,,X X, Lasmatrices X y X  seasumen no singulares pero X

Aplicando el lema 2.2.2 resulta que la funcion de distribucion de x, condicional en un
valor particular de y, es normal multivariante con media:

Xl\l = 521\0 + Pl\ociFl_l(yl _Clxl\o _dl ) (2.2.10)

y matriz de covarianzas:

P

11~

o~ P .CIFCP (2.2.11)
donde:

F= C1P1‘0C1 +W, (2.2.12)

Repitiendo del paso (2.2.8) al (2.2.12) para t=2,...,N se obtiene un conjunto de
ecuaciones con la misma forma que las recursiones del filtro de Kalman (2.2.1) a
(2.2.7). Esta deduccion nos permite interpretar >“<t‘t y Pt‘t como la media y matriz de

covarianzas de la distribucion condicional de x,.! Puede argumentarse’ que X, es el

t|t

estimador de minimo error cuadréatico medio de X, . Es por eso que X, , es un estimador

t]t

6ptimo® de x, y P, la matriz de covarianzas del error de la estimacion, usando la

informacion disponible en el tiempo t.

Cuando los ruidos del modelo de espacio de estados no son normalmente distribuidos,
en general no sigue siendo cierto que el filtro de Kalman proporcione la media
condicional del vector de estado.* El espacio de estados especifico que presentaremos
en el capitulo 3 si tiene ruidos gaussianos y por lo tanto no expondremos aqui la forma

! Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 110.
2B. D. O. Anderson y J. B. Moore, Optimal filtering (Estados Unidos: Prentice-Hall, 1979), pp. 29 — 32.

3 Recordemos que el error cuadratico medio de un estimador 0 del parametro € esta definido como:
~ ~ 2 ~ ~ 2 A 2 A 2
ECM (6 )=E(0-0)°=E(H-E(8))*+E(60-E())* =var(8 )+(sesgo )*.
Recordemos ademas que un estimador 0 que tiene un error cuadratico medio menor o igual que el error
cuadratico medio de cualquier otro estimador, para todos los valores del parametro &, recibe el nombre

de estimador 6ptimo de & .
* Harvey, op. cit., p. 111.
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de calcular la media condicional en los casos en que los ruidos no son gaussianos.! No
obstante, cabe mencionar que el estimador del vector de estado que proporciona el filtro
de Kalman, bajo las modificaciones respectivas, sigue siendo un estimador Optimo
porgue genera el estimador que minimiza el error cuadratico medio dentro de la clase de
todos los estimadores que son combinaciones lineales de las observaciones.

2.2.3 Funcion de verosimilitud del vector de
observaciones en forma de descomposicion del error de
pronostico

Ya dijimos que las matrices del sistema de un espacio de estados adquieren su valor en
funcion de un conjunto de parametros w,,y,,...,y, llamados hiperparametros. A

continuacion deduciremos la funcion de méxima verosimilitud de y,, pues serd

¥V

. . , . L ¥,
necesaria para encontrar el estimador maximo verosimil de y =| .

Yo

Cuando se tienen N conjuntos de observaciones y,, Y,,...,Y, que son independientes e

idénticamente distribuidos, la funcion de densidad conjunta o funcién de verosimilitud
estd dada por:

L, (Y. Yooy ) =] p(y.)

La principal caracteristica de un modelo de series de tiempo es que las observaciones no
son independientes.? Por lo tanto, la férmula anterior no es aplicable. En vez de la
funcion de densidad de probabilidad marginal p(yt ) utilizamos la funcién de

densidad de probabilidad condicional p(yt\YH) y obtenemos la funcion de
verosimilitud:

N
L, (Y Yaor ¥ ) =TT P(ve| Yot )

t=1

Suponiendo que las observaciones han sido tomadas del modelo de espacio de estados
(2.1.3) y (2.1.4) con ruidos perturbadores y vector de estado inicial gaussianos, la
funcion de distribucion de y, condicionada en Y, , también tiene funcion de densidad

normal multivariante. Reescribimos (2.1.4) de siguiente manera:

1 Si el lector tiene curiosidad por conocer las modificaciones requeridas en el filtro de Kalman para
cuando los espacios de estados tienen ruidos no gaussianos, puede consultar Ibid., pp. 162-165.
2 Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 125.
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Yt =Ctxt\t—l +d, +Ct(xt _Xt\t—l)—'_wt

Se vuelve evidente que la media de y, condicionadaen Y, , es:
E(yt ‘Yt—l): Vijia= C&, [t-1 +d,
y la matriz de covarianzas es:
E( (yt -9 \t—1)(yt -9 \t—l) j =CP, \t—lC; +W, =F,

Dado que el vector y, tiene dimension n su funcion de densidad de probabilidad
condicionadaen Y, , es:

p(yt‘Yt—l): [\/%J ‘ Ft _% exp(_;(yt _Yt \t—l), Ft_l(yt _Yt | tl)j

Dado que v, =y, -, tenemos:

1Y -1 1.,
p(ythl):(@j ‘Ft 2exp(—zvtFtlvtj (2.2.13)

La funcion de verosimilitud de vy, es:

Lw(yl, Yoreen Y ): H[ (J;?j \ F, ‘_% exp(—;v{Ftlvth (2.2.14)

t=1

La funcion de log-verosimilitud de y, es:

1 18,
=—7In(2ﬁ)—5§|n\ Ft\—Et;vtFt v, (2.2.15)

Dado que 9, ,_, es un estimador de y, que minimiza el error cuadratico medio, el

vector de innovacion v, puede ser interpretado como un vector de errores de
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prondstico; consecuentemente, (2.2.14) es conocida como la funcion de verosimilitud de
las observaciones en forma de descomposicién del error de pronéstico.t

La igualdad siguiente? puede ayudarnos en evaluar la Gltima expresion:
‘Ft ‘ :‘Wt ‘ Pt\t—l

1
t]t-1

JCIW'C, +P;

Hemos visto como el algoritmo recursivo de Kalman proporciona los valores v, y F,,
necesarios para evaluar la funcién de méaxima verosimilitud.

2.3 Maximizacion de la funcion de verosimilitud
para estimar los hiperparametros de las matrices
del sistema

Condiciones de optimalidad

La condicion de optimalidad necesaria para que Lw(yl,yz,...,yN) sea maxima
(minima) en y =y * es:

VL (Y YooYy )=0 (2.3.1)
Esto significaque parai=1,...,p

oL, (Y1 YarenYn)
oy,

Las dos ecuaciones anteriores equivalen a que | VL,.(y;, y,....,yy )| <& donde & es un

pequefio escalar positivo. Los puntos w* que satisfacen esta condicién se llaman
puntos estacionarios.

Una vez cumplido lo anterior, la condicion suficiente de optimalidad para que y* sea
un maximo local estricto de L, (y,,V,,....yy) € que V>L,.(y; ¥,.....yy) sea
definida negativa. Analogamente, si queremos que > sea un minimo local estricto de
Lw(yl, y2,...,yN) debera cumplirse que V2 L\I,*(yl, yz,...,yN) sea definida positiva.

De ahora en adelante cuando digamos punto Optimo nos referiremos al maximo o
minimo local estricto que se busca segun sea el caso.

! Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 126.
2 Ibid., p. 108.
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Hacemos una pausa para recordar que una matriz definida positiva es el analogo de un
escalar real positivo y una matriz definida negativa es el anadlogo de un escalar real
negativo.’

A la funcion de verosimilitud L, (y,,y,.....y,) a partir de ahora la denotaremos
abreviadamente L .

Si una matriz es definida positiva, también lo es su inversa. Andlogamente se tiene para
una matriz definida negativa. Por ende, si V2L es definida positiva se cumplira que

~vLU(V2L)'VL<0 y si V?L es definida negativa se satisfara
—vi(viL)'vLso.

Cuando y no es escalar no es facil resolver la ecuacion de verosimilitud (2.3.1),
haciéndose necesario aplicar métodos recursivos de optimizacion.” El vector de puntaje
S(y) y la matriz de Hess o hessiana H (), son dos elementos utilizados en la

implementacion de dichos métodos. Cabe sefialar que los mas eficientes metodos
modernos evitan el uso de la matriz hessiana por requerir en exceso memoria de
coémputo.

Propiedades asintoticas del estimador maximo verosimil

La matriz de informacion 1 (y)=E(~H (y)) desempefia un papel esencial en la
teoria de estimacion de maxima verosimilitud. Sea y* el estimador maximo verosimil
del vector y de px1, obtenido tras maximizar (2.2.15) con algun método y suponga
que la matriz de informacion, 1 (y ), converge a una matriz definida positiva 1A ()
tal que

'A(w)=gigllt-l(\v)

Sujeto a ciertas condiciones de regularidad,® W(\y*—\y) tiende a tener una
distribucion normal multivariante con media vector de ceros y matriz de covarianzas
(1A () ). Este resultado significa que y* tiene una distribucion normal asintotica
con media y Yy matriz de covarianzas:

1

Avar (y*)=—-(1A (w) )"

A la inversa de la matriz de informacién también se le llama informacion limite a la
varianza o limite inferior de Cramer-Rao para la varianza del estimador maximo
verosimil. La desigualdad de Cramer-Rao esta dada por:

! Puede consultar la primera parte del apéndice D.

2 Puede consultar el apéndice E.

® Puede consultarlas en Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p.
128.
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var (w*)217 (v)

Usando términos mas estrictos, si y * es el verdadero valor del vector de pardmetros
y > es el estimador maximo verosimil de y dada una muestra de tamafio N, las
propiedades asintdticas de dicho estimador son:*
a) Consistencia: Lim yr=y*
—0
b) Insesgadez asintdtica: lim E(g*)=y*
—o©

¢) Normalidad asintotica: §* ~ N (w*. 17 (v*))
camente

d) Eficiencia asintética: lim cov(¢*)=17(y*)

En las secciones siguientes deduciremos el vector de puntaje, la matriz hessiana y la
matriz de informacion de (2.2.15).

2.3.1 El vector de puntaje
Sea S(\pk ) el vector de primeras derivadas de InL con respecto a los elementos de w,

tomados en el estimador iterado mas reciente y* de v . Es decir, es el vector gradiente
VinL, (Y, Y5,...,Y, ) Pero transpuesto, evaluado en *. Llamaremos a S(\p" )vector

de puntaje en \*.

Sea |, el logaritmo de la funcion de densidad de probabilidad condicional p(yt \YH).
De (2.2.13) tenemos:

n 1 1,
L =Inp(y,|Y, )= -5 n (27 )—Eln\ R = ViEY, (2.3.2)
La funcion de log-verosimilitud de y, puede escribirse:
N
InL=>"l,
t=1

El i —ésimo elemento del vector S(y ) es:

Si(w)—alnl'—a[ilt}ialt (2.3.3)

B oy _al//i o OV,

! Sonia Sotoca L., “Aplicaciones Econométricas del filtro de Kalman y algunas variaciones numéricas: El
Filtro de Chandrasekhar” (Tesis de doctorado, Universidad Complutense de Madrid, Espafia, 1992),
pp. 73-74.
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De (2.3.2) tenemos:

ol, 8

n 1 1.,
6(//i :al//l (—2|n(272')—2|n Ft ‘—EVtFt 1th:

2.3.4)
L O|F ' - (
:_E'M:t‘ 1'u_£ oV, Folv, + v ax v+ ViR oV,

2 dy; 2|\ 0y, 7 7

Para cualquier matriz simétrica A, las derivadas del determinante y la inversa respecto
la variable x son:

GIFN oA
=|Al-traza| A" —— 2.35
o = A ( 6Xj (2.35)
oA™ 4 OA ), 4
o0X (axj (23.6)
Aplicando (2.3.5) y (2.3.6) en (2.3.4) obtenemos:
N _ 1 raza F;lal:t
oy, 2 oy
A Flv, —viF™* o Flv, +vIF* ovy
2\ oy, oy oy,

Los términos dentro del segundo paréntesis son escalares y por ende si les aplicamos la
funcion traza siguen valiendo lo mismo. Reescribiendo tenemos:

ol; — L traza F o, + L traza viF? oK Fl'v,
oy, 2 oy, ) 2 0

~ L trazal OV F v, L traza s Al
2 oy, 2 oy,

Dada la propiedad de la funcién traza que dice que traza( AB )= traza(BA ) siempre
que A y B sean multiplicables aunque AB = B A modificamos el segundo término de

la expresion anterior. Por su parte, el cuarto término también puede verse diferente
puesto que traza( A )=traza( A").

O _ 1 raza F{lﬁF‘ +Ltraza F{laFt F v,V
oy, 2 oy, ) 2 0

L vraza o Flv, L traza v{F{lavt
2 oy, 2 oy,
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Dado que traza(A )+traza(B)=traza(A+B) podemos unir los dos primeros
términos, asi como también los dos Gltimos.

o _ 1 raza F oF, -F* oF, Fovy
oy, 2 oy, oy,

_ L traza ovy Flv, +| viF* A
2 0 0

! !

Tenemos (V{Ftlgvtj :(Ftl avtj v, = oV, (F{l) v,. Como la matriz de
Vi

oy B oy,
covarianzas F, es simétrica, también lo es su inversa F* y por ende (F[l) =F".

!

Luego [V;Ftl ath _ow F* v, y obtenemos:

oy, oy

o ‘1'”323[5_1 o5 -F ok, FflvtV'J—trazaLGV‘ Fflvtj
2 8

al//i al//| ay/| i
Simplificando:
ol 1 oF ov,
61//t. = _Ztraza(Ft_l awt_ (I —Fv )J_ a"t_ Fv, (2.3.7)

Sustituyendo el resultado anterior en (2.3.3) obtenemos el i —ésimo elemento del vector
de puntaje:

N ’
S; (\|1 ): —;Z[traza(ﬁ—l SFt (l - F[l\’tv' )] +2 Sw Ft—lth

t=1 Vi i (2.3.8)

i=1,...,p.

2.3.2 La matriz hessiana y la matriz de informacion

La matriz hessiana

Sea H (\pk ) la matriz de derivadas segundas de InL con respecto a los elementos de

v, tomados en el estimador iterado maés reciente {* de w. Es decir, tenemos

VZInL, (Y, Y,.....Yy) evaluada en §*. Llamaremos a H (\le ) matriz hessiana en

P

51



El (i, j )—ésimo elemento de la matriz H (y ) es:

_#*nL [N ] N o7
() oy oy, awaw 2! ;81//81//,
i,j=1,...,p.

Diferenciaremos (2.3.7) respecto el j—ésimo elemento de w recordando que por
oOF " _ 1R

oy ' oy,
podemos introducir el operador de diferencias dentro de la funcion traza.

2
ailtz_l.traza a[Ft—l aF (| _F tv,)] _ a (avt F—l ]
oy oy; 2 oy, oy, oy \ Oy,

2
— -1 raza ~-F* oK F ok, +F ! o'k (' ~Fvov; )
2 oy oy oy 0y

crr R Ry o Ve pay OV
oy, oy ; oy ; oy,

2 1
_ 6 VI I:t—lvt a t F,l 6 FI F71 6 t thl av
al/lialﬂj al//l 6‘”] alﬂ, (91//J

(2.3.6) se tiene F*. Dado que estamos derivando respecto escalares

Reacomodando términos:

2 2
ol :—1-traza( Fr R g1 0k FtlaFt](l—Ftlvtv{)]
2

Gl7AI78 owoy; ' oy, ' oy,
L traza F oK F oK Flv,vi
2 oy, oy
+ L traza Ft‘léFt F ov, v+, ovy
2 oy oy | oy
o°v, _,  ov, _,0F 1, ov, _4 0v,
- Ft A\ t t Ve t
oy0y oy; Oy, oy, Oy

Finalmente

N = F F
q;):—EZtraza F* 0" —F;18 thlat (I—F{lvtv[)
23 Oy,0y oy ; oy
(2.3.9)

N
—EZtraza F oK Fr—t oK Folv,v,
2 oy, oy

I i
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(]

_ia i t Ffl I Ffl iav; F(lai
o 00

i V/J w1 O s = oY, oy

Tanto el i—ésimo elemento del vector de puntaje, dado por (2.3.8), como el
(i, ] )—ésimo elemento de la matriz hessiana, presentado por (2.3.9), estan en funcién

2
de los vectores de primeras y segundas derivadas oV, y oV, de nx1 y de las
oy; =~ Oy0y;
. . . F o*F .
matrices de primeras y segundas derivadas y p 8t de nxn parai,j=1,...,p
i Yoy

La matriz de informacion

~ Kk

Sea I( ) la informacion de Fisher sobre {y* en la muestra o mas cominmente

matriz de informacion, dada por:

(9" )=E(-H(v")

El (i, j )—ésimo elemento de la matriz de informacion es:

|i,j(w)=E(—Hi,j(w))=E(—i aZIt] iE[ i J

1 OW,0Y; T |\ OWi0y (2.3.10)

Sustituyendo (2.3.9) en (2.3.10) obtenemos el (i, j)—ésimo elemento de la matriz de

informacién. Para poder simplificar de antemano dicha expresion primero tengamos en
cuenta que:*

E(It ): E(E(It ‘Yt—l))

2
Si tomamos la esperanza de ol condicionada en Y, , las unicas variables
oy 0y,
aleatorias son los elementos del vector de innovacion y sus derivadas primera y
segunda. Sin embargo las derivadas son fijas respecto el operador esperanza en el
instante t —1 ya que:

ov, 0
al//i an

vt:yt_E(yt‘Yt—l) (yt‘Ytl)

! Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, p. 141.
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La esperanza condicionada de v, es ceroy por tanto:

ov, ov,
E([al/‘:jvt Yt—lJ=[a;;:jE(vt ‘Yt_1)=0

De forma similar se puede obtener un resultado anadlogo para los términos que contienen
a v, y a su derivada segunda. Por tanto los términos tercero, cuarto y quinto de (2.3.9)

se anulan. El primer término desaparece ya que la esperanza condicionada de v,v; es
F, y por la misma razon el segundo se simplifica. Entonces (2.3.10) queda:

N N ’
=12traza 2 OF pa OR | g zavt oV
245 o J

v, oy, Oy 0y

Si se elimina el operador esperanza del segundo término se obtiene una expresion que es
asintéticamente equivalente con la anterior.

zlitraza F’lal:t ’16F ZN: Vi g OV
23 t oy t

o 0y, oy

L j=1...,p.

Vemos que también la matriz de informacion esta en funcion de los vectores de

oy, 8‘//i P

2.3.3 Primeras derivadas del vector de innovacion y su
matriz de covarianzas respecto cada hiperparametro

Como definimos en (2.2.3), el vector de innovaciones es:

=Y, _yt =Y, _Ctxt\t—l_dt
Por lo tanto:
0 0%, (o0C od
it bl ML (2311)
oy oy, oy, oy,

Como definimos en (2.2.5), la matriz de covarianzas del vector de innovaciones es:

F=CP  .C+W,

tht]t-1
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Por lo tanto:

oF, (ocC P oC, OW,
e A R o e o N AR (2.3.12)
oy, oy oy, oy, oy,
.z . Xt\t -1 Pt\t -1
La ecuacion (2.3.11) requiere y (2.3.12) necesita p
l//| l//i

Como definimos en (2.2.1) y (2.2.2), las ecuaciones de prondstico son:

t\t -1 AXt -1t= a4t b
Pt\t 1 AtPt -1t- 1A; +Vt
Por lo tanto:
OX. . oA 0X. i1 Ob
att ! :[ tjxt_“_ﬁAt v, % (2.3.13)
Vi oy, oy oy,

oP oP 4
Uet (Ol A A | St A ap 0ROV 2.3.14

t-1]t-1 tht-1]t-1 ( )
oy, oy oy, oy Oy,

. : axt—l\t—l . aPt—l\t—l
La ecuacion (2.3.13) requiere S y (2.3.14) necesita —————.

Vi oy,
Como definimos en (2.2.6) y (2.2.7) con (2.2.4), las ecuaciones de actualizacion son:

+P,, C'Flv,

t]t-1

X=X

t[t t|t- 1t

C/F'C.P

t|t-1 tht)t-1

P, =P

t|t-1

—P

t)t

Por lo tanto, aplicando la férmula de (2.3.6) para la derivada de una matriz inversa
tenemos:

ox o0X oP '
g t]t _ at\tfl " t]t-1 C{F{lvt N Pttl[act thth

Vi Vi oy, oy (2.3.15)

|: 0.
-P,.,C Fl[a JFt vi+P 1(:F18
oy, oy,
oP,, 0OP oP
[t tt-1 tt-1 1
= - CiF,CpP 231

6!,//i 6l/li { al//i J tht|t-1 ( 3 6)
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_F)tt_l[aC:I ]FlCtPtt 1+Pt‘t 1C Fl[aF JFth P
oy, oy,

thot]t-1

-1

aC, P,
Pt\t 1C F_l Pt\t—l Pt\t 1C F_lC
oy, oy,

Calculando (2.3.13), (2.3.14), (2.3.15) y (2.3.16) para t =1,...,N obtenemos (2.3.11) y
(2.3.12) en t=1,...,N . Los valores de partida dependen de los valores iniciales para el
filtro de Kalman, pero si X, , y P, son independientes de y entonces:

0%

0/o

oP
0y —2%=0
oy, oy,

2.3.4 Segundas derivadas del vector de innovacion y su
matriz de covarianzas

De la seccion anterior se siguen:

0% v, :_6Ct axt\t—l_c azxt\t—l
oy oy, Oy, By, ' Owdy,

(2.3.17)
_o°C _0C, %y 8%,
oy 0y | e oy, Oy, oy 0y |
*F,  9°C, o, G P4 o, 9C,  oC
- t\t -1 t t]t-1
Oy 0y Oy,0y, oy, Oy, oy, oy |
oP 8% P, oP '
OCTme c C e o T 0C (2.3.18)
oy Oy, L oy0w, oy, Oy,
’ oP ’ 2 ~1 2
+8Ct Pt‘t_lﬁct +C, t|t-1 0C} CtPt‘t 1 0°C; 0°W,
oy | oy, oy, Oy, Oy, 0y 81//.81//,
O°Rja  OPA, LOA R
vy, ooy, M oy oy,
: : : (2.3.19)
oA, 8Xt—l\t—l o° R 0% b,
+ + A, +
oy, Oy, Oyi0y; Oy 0y,
%P 2 oP '
-1 _ o0 A, Pt_l‘t_lA;‘l‘aAt t-1]t-1 A;_l_aAt Pt_l‘t_laAt (2.3.20)
oy 0y, Oy0y, oy, Oy, oy, oy ;
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o°P
AL +A,

aAt 6Pt—l\t—l t-1[t-1
_|_
oy, Oy,
LOA L OA

al//j t-1[t-1 51//

Al
oy 0y

A oP, t-1)t-1 O A

i ' t 6‘//1 al//|

2
azxt\t t]t-1 0 Pt\t—l

0% R
owidy; Owidy,
oP
_8P il C F oF, Flv, + -t
oy, oy oy,

o°C; oC! -

P
t|t- 18(//,6 P

-P

oP, oF, _._
_ ‘ CF—l t Ftlvt t‘t 18
al//] al//l V/]

CIF oF, _, OF,
oy

oy 0y

F'v,-P

t\tla

0C;

+P

t]t-1

-P

F!
j i
L OF, = oF,

oy, Oy,
ov,
oy,
0% v,

oy0y

Fl'v,

t]t-1

Pt [t— 1C F Ftil -P

t|t-1
ac; F_la

Pt\t 1 _
oy; Oy

P .
+ CF
oy |

C/F*

t\tl

o°P
oy, 0y
LFC,P

0° Pt\t 1
8V/iaV/J
oF

t|t

C/F’C,P

theft-1

Pt\t 1

+A,

+ AP,

tt-1t-1

-1
CiF v, +

oP
C/F* oV, +

oF,

i i

tF—l
C/F*
0

C/F*

6Pt\t 1 0C;
oy

8PH‘H(37A;
oy, Oy,
O* A,
oy 0y

o’V
Y0y

oP t|t-1 0C;
oy, Oy,
t|t-1 0Cy
oy

Fl

t

tFl
oy,
oc! _ |
t\tla tFt

oy |
a ’[

F v, "
J

+P

oF, Ft_lvt

‘ (2.3.21)
2

a Ft Ftilvt

vioy

oF, = ov,

oy, oy

oF, = ov,

oy; — Oy,

-P,, CIF*

tt-1

FilCtPt\t 1

oy

oc, ,,

oP, L OR
"oy, oy, ' Ut gy,

aPt oP aPt\tl@C

t]t-1
oy ;

‘t_l C!F—lc
tht t 61//1

oy,

oy,

e oC;
-P &F*lctpt‘t .
t)t-1 8;//-8;//,-

oC; 1 0C,

oy,
tt- C F—l aFt
oy oy,

Pt\t 18!//

_Pt\t 181//

oP,
+

—-P

tt-1 tt-1

oy,

F'C,P

tt|t-1

Pt\tla

aI:t F—l
oy,

oF,
oy

Flc,P

tt\tl

-P, CIFtL

t|t-1

LFC,P
tF—l
0

0
I F—lC
oC!
v oy,
P

t)t-1

CFl tt-1
0 j

thot]t-1

oK F'C,P

thtt-1
i

(2.3.22)

P\t 1
oy |
ok F'C.P

tht|t-1

t F—l

0% F,
oy 0y

C/F* Flc,P

tht]t-1
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oF, _, OF 6F, ., 0C

PR R SRRt P CRT G ERT S R
i i i j
+P  CF* OF pag P 0Py cF29Cp
t]t-1 aWi t al//j al//j tt 61/4 t)t-1
: F
_Pt\tlaCtFlaC Pt\tl Pt\t1CFla tFilaCt Pt\t—l
alﬂl al//l alf//j al//|
2 oP
—PaC F_laégtptt—l PejiaCo F th att_l
yioy, Vi oV
A LCIFC, P _p oG FlC, alls
oy, oy, oy, ' T ey,
oP oP
+Pt‘t—1C;Ft_1 oh, F'C, — Pt\t CR 0C T
78 oy oy Oy,
82
P, ,CIFC, e
al//ial//j
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Capitulo 3: Un espacio de estados para el
modelo de Vasicek (1977) de un factor y
estimacion de sus hiperparametros

3.1 Matrices del sistema

A continuacién presentamos un espacio de estados para el modelo de estructura
temporal de tipos de interés de Vasicek (1977) de un factor. Como veremos, las
matrices de la ecuacién de transicion, asi como las de la ecuacion de medidas son
invariantes en el tiempo y por lo tanto se omite el subindice t en su notacion.

El vector de medidas u observaciones es:

yl,t

y
y, = 2‘ =Cx, +d+w, (3.1.1)

yn,t

donde cada observacion y; , con t=1,...,N e i=1,...,n es el rendimiento que el bono

cupon cero con plazo al vencimiento z; ofrece el dia t. En total tendremos N =1377

observaciones tomadas directamente de los registros del mercado de valores mexicano

del 16/05/2003 al 21/10/2008 para n =4 diferentes tiempos al vencimiento: 7, = 28 :

364
91 182 364 . i
T,=——, 13=—— Y 7,=__.Los valores de z; son asi porque contamos el tiempo
364 364 364
en afos y los bonos de un afo tienen 364 dias de vigencia.

El vector de estado o variable desconocida es el escalar tasa de interés de corto plazo r,:
X, =r=AX,_,+b+v, (3.1.2)

Sustituimos la formula (1.6.2) del precio de un bono cupdn cero en la férmula (1.1.2)
del rendimiento de un bono cupdn cero en términos del tiempo z; que falta para el

vencimiento del instrumento y lo adaptamos para ser el i-ésimo elemento de (3.1.1), de
forma que obtenemos:

yi,tz_F(Ti )"tJrG(Ti)JrWLt (3.1.3)

[

Por (3.1.1), (3.1.3) y sabiendo que la dimension de nuestro vector de observaciones es
de 4x1 tenemos:
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_F(a)n+6(n), ; _F(z) _G6(r,)
F(e )i olm),, | | Fm)| | eln)
o R(ake(n),, |7 RG] eln) |
_F(TA)rfie(TA)Wi]t EIREES
. . .

Dado que X, es r,, es inmediato pensar en las siguientes matrices del vector de
observaciones:

F(Tl)

Flz,)

C= F2
F(T3)

Note que las dos expresiones anteriores son invariantes en el tiempo porque dependen
de cada 7, fijaen vez de t. Los valores F(z, ) y G(z, ) son como se defini6 en (1.6.5)

y (1.6.7). Luego:

(3.1.4)
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o’ (1-exp(-«x7,) 2+ Ao o’ 1+exp(—/<rl)—1

4k 1, K a Kk 2K° KT,

o’ (1-exp(-x7,) ? N Ao o’ 14 exp(-x7,)—1
4k 7, K a Kk 2K° KT,

d= ) , (3.15)

o? (1-exp(-x7;) N Ao o 1+ exp(-xzy)-1
4k 7, K # Kk 2K° K T,

o’ (1-exp(-x7,) 2+ Ao o’ 14 exp(-xz,)-1
4k 7, K a Kk 2K° KT,

Supondremos que el ruido w,, debido a errores en la captura de informacion, es un
valor gaussiano con media cero y covarianzas pequefias y constantes, por ejemplo:

000 0 0 O
W 0 001 0 O 216
1o 0 001 O (3.16)

0 0 0 0.01

Basandonos en las ecuaciones (1.4.4) a (1.4.6) tenemos las siguientes matrices de la
ecuacion de transicion invariantes en el tiempo:

A =e*(ts) (3.1.7)
A s
b:(ﬂ_:j(l—e'f“ ) (3.1.8)
7 (1)
Vo (gl 3.1.9
e (3.1.9)

Por lo que vimos en el subcapitulo 1.4 la perturbacion v, de nuestro vector de estados
es gaussiana y tiene media cero.

Note que tanto v, como w, son ruidos blancos.
Tenemos t —s = 55 pues existen aproximadamente 250 dias de negociacion en un afio.

Dadas las dimensiones de las matrices del sistema, tendremos que X,_,, P, _,, X Y
Py, son de dimension escalar, v, esde 4x1, K, esde 1x4 y F, esde 4x4.

La matriz W propuesta es claramente definida positiva. Por su parte, V , Pt‘t_l y Pt‘t

son escalares y su inversa claramente existe, evitdndonos tener que revisar que sean
matrices triangulares superiores de Cholesky.
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3.2 Condiciones iniciales del espacio de estados

Veamos si nuestro vector de estado cumple (2.1.5) siendo por ende estacionario. Dado
que A es escalar solo hay una raiz caracteristica 1( A ) cuyo polinomio caracteristico
por resolver también es escalar:
p(2)=|A-2]
Sustituyendo (3.1.7) en lo anterior queda:
p(2)=|e) -2
Para resolverlo se hace:

eI 21=0

Recordemos que V a e R se tiene

Anélogamente:

o erts) g si erlto) 5
e K(t S) _/1‘ —
A—e ) g gx(ts) < g

Puede ser que e (=) 5 1>1 o bien e*("*) <1 <1. Para asegurar la estacionariedad
de r, debe cumplirse este ultimo caso, que viene siendo:

e <1 = 1<e'™) = Inl<xk(t-s)
= 0<x(t-s) = O0<x

Por lo tanto para que r, sea estacionario se requiere x positivo. En el subcapitulo 1.3

expusimos que el parametro x del modelo de Vasicek se define positivo. De tal forma
(3.1.2) es estacionario.

Dado que ademas A tiene inversa pues es escalar podemos aplicar (2.1.6) y (2.1.7) para
obtener la media y la matriz de covarianzas del vector de estado inicial X; :

_Ao
K

Xo\o:/u

(3.2.1)
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2

vee(P, , ):‘2’K (322)

Estimacion de los hiperparametros

Recapitulando, tenemos el espacio de estados descrito por las ecuaciones (3.1.2) y
(3.1.1), con condiciones iniciales (3.2.1) y (3.2.2). Dicho espacio de estados es
invariante en el tiempo porgue tanto las matrices (3.1.7), (3.1.8) y (3.1.9) de su ecuacion
de transicién, como las matrices (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6) del vector de observaciones
permanecen invariantes en el tiempo. Como pudimos ver, tanto las condiciones iniciales
como las matrices del sistema adquieren su valor en funcién del conjunto de cuatro

Y7,

hiperparametros y, , que escritos dentro un vector son y =

>~ A Q

Sabemos que las ecuaciones del filtro de Kalman proporcionaran en cada t los valores
necesarios para evaluar al final' una funcion de verosimilitud del vector de
observaciones en forma de descomposicion del error de pronostico. Podremos resolver
nuestra funcién de verosimilitud aplicando algin método numeérico recursivo de
optimizacion no lineal sin restricciones, es decir, podremos encontrar el valor de los
hiperparametros. El vector de puntaje y la matriz hessiana son dos elementos basicos
para aplicar varios métodos posibles.?

Dado que tenemos cuatro hiperparametros, el vector de puntaje serd de dimensiones
4x1 y la matriz de Hess de 4x 4. Hemos dicho que para obtener el vector de puntaje y

la matriz hessiana se vuelve necesario disponer de las primeras y segundas derivadas del
vector de innovacion y su matriz de covarianzas, respecto cada hiperparametro. Las
derivadas anteriores requieren conocer las primeras y segundas derivadas del vector de
estado y su matriz de covarianzas, adelantados y actualizados, respecto cada
hiperpardmetro. También se necesitan de las primeras y segundas derivadas de nuestras
matrices del sistema respecto cada hiperparametro. A continuacion calcularemos las
derivadas de las matrices del sistema que tenemos respecto cada hiperparametro. En lo
que resta del capitulo 3 utilizaremos tanto esos resultados como los provenientes de las
secciones 2.3.3 y 2.3.4 del capitulo anterior para presentar las primeras y segundas
derivadas respecto cada hiperpardmetro de nuestros vectores de estado y sus matrices de
covarianza, adelantados y actualizados, el error de prondstico y su matriz de
covarianzas. Se incluyen las derivadas de las condiciones iniciales.

! Después de procesarse el N —ésimo dato.

2 Puede consultar el apéndice E. Contiene cuatro métodos de optimizacion para funciones diferenciables
no lineales de varias variables en problemas no restringidos: EI Método de Newton, el DFP, el Fletcher-
Reeves y el BFGS.
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3.3 Primeras derivadas de las matrices del
sistema respecto el i-ésimo hiperparametro

0A ob oV o0C ad oW
, ' y v paray, =u, y,=0, Y;=K

Derivaremos:

oy, Jdy; Oy, Oy
Yw,=4.

2
7 ((2x(t-s)+1)e ) 1)
K K

El i —ésimo elemento de cada uno de los vectores ﬁ, % 0 @ de 4x1 es:

ou oo

6Ci_6Ci_6Ci_0
ou oo O0A

El i —ésimo elemento del vector ZC de 4x1 es:
K
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0C, (xz+1)exp(-x7)-1
oK r, K°

El i —ésimo elemento del vector Zd de 4x1 es:
MU

odi _,, exp(-x7;)-1
ou KT,

El i —ésimo elemento del vector Sd de 4x1 es:
o

od, o (1—exp(—/<fi)j2+[i+Uj[kex'o("”i)-q

oo 2k, K K K° KT

El i —ésimo elemento del vector 2d de 4x1 es:
K

od, _/16_0'2 1-(xz,+1)exp(~«7,)
6K_'u Kk 2K° 7, K7

2

(1-exp(-x7,)) (2«7, exp(-x7,)+3exp(-x7,)-3)

+
4rt T;
2 e )
+(ﬂ,<27+0'3j[1+exp( KT,) 1]
K° K KT,

El i —ésimo elemento del vector 22 de 4x1 es:

od, _0(1‘8""("““)_1}

04 « KT,

oW oW oW o

El i —ésimo elemento de cada una de las matrices , , 0 w de 4x4 es:
ou 0o 0Ok oA

oW, oW, ow, oW,
ou oo Ok 04

=0
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3.4 Primeras derivadas del vector de estado y
covarianzas, adelantados y actualizados respecto
el i-ésimo hiperparametro
Algunas de las derivadas de la seccion 3.3 valen cero. Si sustituimos estos casos en

(2.3.13), (2.3.14), (2.3.15) y (2.3.16) para y,=u, w,=0, WY,=K Y y,=41
obtenemos:

axt\t—l _ Aaxt—l\t—l +@
ou o U ou

axt\t—l B Aﬁxt—l\t—l N ob

oo oo oo

ORi1 OA 0% 111 0b
a‘ :7Xt_l‘t_l+A | +

K 0K oK oK

axt\t—l _ axt—l\t—l +@

oA oA oA

8Pt\t—l — A 8Pt—1\t—l A/

ou ou

apt\t—l _A apt—l\t—l A'+8V
oo oo oo

oP oP
t]t-1 :%Pt_l\t_lA'+A et | A
oK oK oK

o0A'" oV
t—l\t—lg E

aF)t\t—l ZA[aPt_“_l]A'

+AP

oA oA

axt\t _ axt\t—l + aF)t\t—l C’Ft‘lvt
ou ou ol

_ |:>t t_lCrFt—l[(aaFt ]Ft—lvt _ ZVt J
JZ 7
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Pt [t-1

ou

aPt\t—l
0

O

|

0K

0% 0%
. t|t _ t\t -1 [ t|t 1]C,Ft 1Vt
o)
-P,,C Fl[[ ‘]Ft v, - ]
aXt\t zaxt\tl t\tl C'+ t Fly
0 Kk 0k \tl to Tt
- Pt\t C' Ft_l[( JF'[ A J
axt\t axt\t 1 t\t -1
oA
t\t 1CF_{( J J
oP,, 0P
\t t\tl t]t-1 i
0 1 [ ] 1CPt\tl
t\t 1C' t_l((alu] _1CPt\t1 C
aPt\t aPt\tl aPt\tl C’ _1CP
oo oo oo tt
vl [ OF |-
+PC Ftluao_]F '‘C Py —C
apt t apt t-1 8F)t t-1 |~/ oC' ~
6/(‘ B alc B alc C Pl 5 )P
- oF |- 0C
t\t e tl[(@l(] lCPt\tl (OKJPttl_C
oP oP, oP,
t\t= t\t—l t|t-1 CF&CP )
oA 04 04 He

+P,CF oF e
o4

CP

tt-1

-C
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Aplicamos (3.2.1) y (3.2.2) y obtenemos las condiciones iniciales de las recursiones de
esta seccion:

GXNO:1
ou
820‘0_ &
oo K
820‘0 _,170-
oK K’
oo __o
oA K
8PW°:8PN°:O
ou oA
al:)o\o o
oo K
apmo___ o’
oK 2x?

3.5 Primeras derivadas del error de prondstico y
su matriz de covarianzas respecto el i-esimo
hiperparametro

Algunas de las derivadas de la seccion 3.3 valen cero. Si sustituimos estos casos en
(23.11)y (2.3.12) paray,=u, y,=0, y,=k Yy v, =A obtenemos:

ov, __C OR |14 _od

ou o u ou

ov, _Caxt\t—l _od

oo oo oo
a\’t :—CaXt‘t_l— @ Xt tfl_@
oK oK ox )t oK
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ov, __C aXt\t—l _ad

oA o4 04
ﬁzc 8Pt\t-l C’
ou ou

R _ C(a Pt o
oo

oP :
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3.6 Segundas derivadas de las matrices del
sistema
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3.7 Segundas derivadas del vector de estado y
covarianzas, adelantados y actualizados
Algunas de las derivadas de la seccion 3.6 valen cero. Si sustituimos estos casos en

(2.3.19), (2.3.20), (2.3.21) y (2.3.22) para y,=pu, Y,=0, WY,=K Y w,=41
obtenemos:
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3.8 Segundas derivadas del error de prongstico y
su matriz de covarianzas

Algunas de las derivadas de la seccion 3.6 valen cero. Si sustituimos estos casos en
(2.3.17)y (2.3.18) paray, =u, v, =0, Wy, =k Yy v, = A obtenemos:
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Capitulo 4: Resultados

Tras aplicar el filtro de Kalman en el espacio de estados que presentamos en el capitulo
3 y resolver la funcién de verosimilitud correspondiente utilizando algin método
recursivo de optimizacion para funciones no lineales, de varias variables, en problemas
no restringidos, el valor de los hiperparametros al que se llega es:

u=1.84435911
o =1.68771177
kx =0.56696227
A =-0.99535321

(4.1.1)

Los calculos requeridos los hicimos con Excel 2003. La funcién de log-verosimilitud,
evaluada en estos resultados, es de -1070.14727.

Ahora bien, de (3.1.1) tenemos:
yt :Cxt‘ t +d (412)

La expresion anterior nos servird para graficar la ETTI. Recordemos que el vector de
estado representa la tasa de interés de corto plazo. Antes de graficar la ETTI,
sustituyamos (4.1.1) en las matrices C y d dadas por (3.1.4) y (3.1.5), y a su vez esos
resultados en (4.1.2). También apliquemos en (4.1.2) los valores R . Que el filtro de

Kalman arrojé como vector de estado actualizado en t, de manera que obtengamos el
vector de rendimientos estimados en t para las cuatro diferentes temporalidades al
vencimiento utilizadas:

YZS dias, t

ygldias t
V.=

y182 dias, t

y364 dias, t

Los gréficos 4.1 al 4.4 muestran por separado cada uno de los elementos del vector
anterior. Las lineas de color rosa corresponden con los registros reales del mercado
mexicano de valores y las azules con las estimaciones. Estos graficos los hicimos con
Excel 2003.

! Puede consultar el apéndice E.
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Tasas cero de CETES de 28 di
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Grafico 4.3: Tasas cero de CETES de 182 dias
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Grafico 4.4: Tasas cero de CETES de 364 dias
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Recordemos que en el capitulo 3 obtuvimos (3.1.4) y (3.1.5) partiendo de (3.1.1) y
(3.1.3) con n=4 temporalidades al vencimiento, z,,i=12,...,n. Para graficar la

ETTI tendremos que hacer lo mismo pero usando n =364 valores para z;, estos son:
1 2 364

364364364
dados por (1.6.5) y (1.6.7), y luego esos resultados en (3.1.3). Ademas, en la r, de

(3.1.3) sustituiremos los valores X, , que el filtro de Kalman arrojo como vector de

. Primero hay que sustituir (4.1.1) en los valores F(z, ) y G(z,)

estado actualizado en t. Finalmente, usando Matlab 7.0 obtenemos la estructura de
temporalidad de tipos de interés de nuestro mercado, del 16 de mayo del 2003 al 21 de
octubre de 2008, en los siguientes cuatro gréficos. Los graficos 4.5A, 4.5B, 4.5Cy 4.5D
son en realidad el mismo, visto desde cuatro angulos distintos.

Grafico 4.5A

86



Grafico 4.5B

Grafico 4.5C
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Grafico 4.5D

Por ultimo, en el grafico 4.6 presentamos algunas curvas de tasas cero. Es claro que
tanto los graficos 4.1 al 4.4 como el gréfico 4.6 estan implicitos en el 4.5.
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Gréfico 4.6: Curvas de tasas cero
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Podemos notar que en los graficos 4.5A a 4.5D y en el 4.6, los plazos al vencimiento se
expusieron en dias y no en afos. Esto lo hicimos por factibilidad para presentar nuestra
informacion, pues los plazos que nos conciernen no superan un afio. Para los calculos
sin embargo, el tiempo al vencimiento se midio en afios, tal como se explicé al inicio
del capitulo 3. Los dias registrados por su parte, en los graficos 4.1 a 4.4 se presentaron
como fechas y en los graficos 4.5A a 4.5D se sefialaron segun el lugar que ocupan;
ambas formas son frecuentes.

Conclusiones y futuras investigaciones

Hemos construido una representacion de espacio de estados para el modelo de
estructura de temporalidad de tipos de interés de Vasicek (1977), cuyo unico factor es la
tasa de interés de corto plazo. Como vimos, las matrices del sistema del espacio de
estados estan en funcién de los llamados hiperparametros, que en nuestro caso vienen
siendo los parametros del factor Unico del modelo, que como sabemos es la tasa de
interés instantanea.

El espacio de estados en cuestion es un sistema de dos ecuaciones: 1) El vector de
estado y 2) el vector de observaciones. El vector de estado representa los valores de las
tasas de interés de corto plazo de Vasicek. Sus valores son desconocidos. El vector de
observaciones estd en funcion del vector de estado. Las salidas del vector de
observaciones son las tasas de rendimiento de los bonos cupdn cero o tasas cupon cero y
son conocidas dado que fueron tomadas directamente de los registros del mercado
mexicano de valores.
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Presentamos las ecuaciones recursivas del filtro de Kalman, las cuales sirvieron para
encontrar, a partir de las salidas conocidas del vector de observaciones, en cada punto
de la serie de tiempo, los valores previamente desconocidos del vector de estado
adelantado y su matriz de covarianza, los del vector de estado actualizado y su matriz de
covarianza y los del error de prondstico o vector de innovacion y su matriz de
covarianzas. Tales resultados sirvieron para construir una funcion de méxima
verosimilitud en forma de descomposicion del error de pronostico del filtro.

Tras aplicar cualquier método numérico recursivo de optimizacién no lineal sin
restricciones que nos ayudase a resolver la funcién de verosimilitud, encontramos el
valor de los hiperpardmetros del espacio de estados presentado, que son los parametros
de la tasa corta de Vasicek. Como resultado pudimos estimar las tasas cupon cero, de
México, del 16/05/2003 al 21/10/2008 para cualquier tiempo al vencimiento entre 28 y
364 dias, como una funcidn de la tasa de interés instantanea estimada, cumpliendo asi el
objetivo general de esta tesis.

Algunas ideas para investigaciones futuras relacionadas con esta tesis son:

e Analizar las propiedades de controlabilidad, observabilidad, estabilidad y
detectabilidad del espacio de estados propuesto en esta tesis.

e Proponer un espacio de estados para el modelo de ETTI de Vasicek, al cual
puedan aplicarse las ecuaciones recursivas de Kalman en la modalidad de
pronostico o bien en la modalidad de suavizacion, en vez de la modalidad de
filtrado, que fue el caso de esta tesis. La diferencia radica en la forma de
procesar el conjunto de datos disponible.

e Construir un espacio de estados para otro modelo de ETTI como por ejemplo el
CIR (1985) o Vasicek extendido (1990), que pueda resolverse aplicando el filtro
de Kalman.

e Mostrar un espacio de estados para cualquier modelo de ETTI, como el Vasicek
por ejemplo, utilizando un movimiento browniano fraccional para simular el
ruido del proceso de tasa de interés instantanea y aplicar Kalman.

e Encontrar el valor de los hiperpardmetros del espacio de estados propuesto en
esta tesis o de cualquier otro mencionado anteriormente, a traves de la
estimacion sobre el dominio de frecuencias. Lo que aplicamos en esta tesis fue
estimacion sobre el dominio del tiempo. Manejar el dominio de frecuencias
requiere conocer temas como transformada Z, transformada de Laplace, de
Fourier, de Fourier inversa o Wavelets. Dependiendo del problema puede ser
mas conveniente usar un dominio u otro.

e Proponer nuevos modelos estructurales a partir de los antedichos.

Recordemos que la ETTI es la referencia obligatoria para introducir el componente de

mercado en un determinado andlisis y tiene las importantes aplicaciones econémico-
financieras que hemos mencionado anteriormente.
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Apeéendices

Apeéndice A: Procesos estocasticos estacionarios

Este apéndice define los procesos estocasticos estacionarios.*

Un proceso estocastico es un mecanismo que genera observaciones y, sobre un periodo
de tiempo t=1,2,...,T. Un proceso estocastico puede generar un conjunto infinito de

series de tiempo sobre dicho periodo de tiempo. Cada uno de los conjuntos individuales
de observaciones se conoce como una realizacion. Para que un proceso estocastico sea
estacionario o débilmente estacionario debe satisfacerse V't las condiciones:

E(yt ):/J
E((y,—u)? )=var(y,)=7(0)
E((ye -2 )y —u))=r(k) k=1,23,...

La esperanza es tomada sobre todas las posibles realizaciones del proceso.

La caracteristica esencial de un proceso estacionario es que sus caracteristicas no
cambian a los largo del tiempo. La media permanece en un nivel constante u Vt.
Igualmente, la varianza »(0) y las autocovarianzas (k) tampoco dependen del

tiempo. Consecuentemente la media, varianza y autocovarianza pueden estimarse a
partir de una realizacion particular llamada respectivamente media muestral, varianza

muestral y autocovarianza muestral:

u=y=T1;yt
(0)=c(0)= 13 (v (A1)
A)=clk)=1 L (3-y)y-y) k=123 (n2)

Las propiedades dindmicas de un proceso estacionario pueden resumirse graficando
7(k) contra k. EI conjunto entero de las (k) es conocido como funcion de
autocovarianza. Dado que y(k )=y (—k ) para series reales, es innecesario extender la

grafica sobre valores negativos de k. Las autocovarianzas pueden estandarizarse
dividiendo por el proceso de varianza. Esto genera las autocorrelaciones:

! Harvey, Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, pp. 49-50.
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p(k)=}/2) k=123,...

Una grafica de p(k ) contra k muestra la funcion de autocorrelacion. Note que p(0)
siempre valdra 1.

Las autocorrelaciones muestrales se definen:

_c(k) k=012, ...

Una gréafica de r(k ) contra k es conocida como correlograma. Las autocorrelaciones

muestrales estan sujetas a la variabilidad de la muestra y aunque el correlograma
tendera a reflejar las propiedades de la funcion de autocorrelacion tedrica, no las
reproducird exactamente. Note que si sabemos que la media del proceso es #=0 no es

necesario calcular la media muestral para sustituirla en ¢(0) y c(k )de (A.1) y (A.2).

Un proceso es estrictamente estacionario si la distribucién de probabilidad conjunta de
un conjunto de observaciones r(t, ), r(t,),...,r(t, ) es idéntica a la distribucion de
probabilidad conjunta de las observaciones r(t, +k ), r(t, +k),...,r(t, +k) Vk. Si

el proceso es estrictamente estacionario entonces es débilmente estacionario. Lo opuesto
generalmente no es cierto. No obstante una serie débilmente estacionaria con
distribucién gaussiana si es estacionaria en el sentido estricto.

Apéndice B: Otros conceptos de procesos
estocasticos

En este apéndice encontraremos las definiciones de proceso de Markov, movimiento
browniano, movimiento browniano estandar, martingala, la propiedad de isometria y el
lema de Ito y el teorema de Girsanov.®

Suposicién: Todas las variables aleatorias y procesos estocasticos se definen en un
espacio de probabilidad completo dado ( Q,AP ).

Concepto B.1. Proceso de Markov: Conforme pasa el tiempo observamos la evolucién
del objeto descrito por el proceso estocastico. En cualquier t’ los valores previos

{ X, }te[o ¢ donde x, €S seran conocidos. Constituyen la historia del proceso hasta el

momento t’. Los valores futuros son estocasticos.

Conforme pasa el tiempo podemos revisar la distribucion de probabilidad que
atribuimos al proceso V t,ueR™ en cualquier punto futuro del tiempo. Dado el

! Constantin Tudor, Procesos Estocasticos, 32 ed. (México: Sociedad Matemética Mexicana, 2002), pp.
178 'y 355 - 356.
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tiempo presente t y algun punto futuro u >t. La distribucion del valor de x, esta
caracterizada por las probabilidades P ( X, €A ) para subconjuntos A—medibles del

espacio de estados S.Si V t,ueR  cont<uy V AcS setiene que

P[XUEAHXS }se[o,t]J:P(XUEA‘Xt)

entonces {x |,., se denomina un proceso de Markov. Esta condicion implica que en

t>0

este tipo de proceso Unicamente su estado actual es relevante para predecir el estado
futuro; la historia pasada del proceso y la forma en que el presente ha emergido del
pasado son irrelevantes.

Definicion B.2: Una filtracion F :(St )0<t<T es una sucesion de subsigma algebras de

A talesque I, c 3, para s<t.

F es usada para modelar un flujo de informacion. Conforme pasa el tiempo, un
observador dispone de mas y mejor informacion. En otros términos, conforme t crece,
J, como particion de Q se vuelve mejor.

Definicion B.3: Un movimiento browniano (Wt )t>0 €s un proceso estocastico continuo

valuado en los numeros reales, con las siguientes propiedades definitorias:

1. Incrementos independientes: vV s<t, W, -W, es independiente de la
sub — o algebra generada por {Ws , S <t } denotada por 3, =o (Wu ,u<s )
2. Incrementos estacionarios: vV s<t, W, -W_, y W, . —W, tienen la misma

ley de probabilidad.
3. Continuidad del trayecto: W, (@ ) es una funcion continua de t.

A partir de que N. Wiener en 1931 establecié los fundamentos matematicos del
movimiento browniano como un proceso estocastico, a este proceso también se le
conoce como proceso de Wiener.

Teorema B.4: Si (Wt )t>0 es un movimiento browniano, entonces W, —-W, es una

variable aleatoria normal con media ct y varianza o*t, donde ¢ y o son nimeros
reales constantes.

Un proceso de Wiener es estandar si:

> W, =0
> E(w, )=0
> E(w? )=t

Generalmente cuando se dice movimiento browniano se refiere uno al movimiento
browniano estandar.
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Definicién B.5: La coleccion F:{St,te[O,T ]} con I, =o {W,,s<t,N | donde

N es el conjunto de todos los conjuntos P—insignificantes de @, llamado la filtracion
natural de W o la filtracién generada por W .

Definicién B.6: Un proceso estocastico continuo valuado en los nimeros reales es un
movimiento J, —browniano si satisface:

> V t>0, W, es 3, —medible.
» V s<t, W, -W, esindependiente de la o —algebra 3
> VvV s<t, W,-W, yW,_  -W, tienen la ley de probabilidad.

Un movimiento J, —browniano es un movimiento browniano respecto su filtracion
natural.

Definicion B.7: Un proceso estocastico (Mt)t>0 adaptado a (St)t>0 es una
martingala si para cualquier t es integrable, es decir, E (‘ M, ‘ )< +00 Yy para cualquier

s<t E ( Mt‘i‘ss ): M, casi seguramente.
La definicién C.6 implica que E (M, )= E ( M, ) para cualquier t.

Lema B.8. Lema de Ito:!
Si una variable S sigue el proceso de Wiener

dS =uSdt+oSdw,

y F= F(S ,t) es suave entonces

oF oF oF 1 282 it
ot 0S 2 05?

dF=0ST dw +| Z+uso 4=
oS

Concepto B.9. Propiedad de isometria: Supongamos un proceso de Wiener W, .
Como W, -W, ,....W -W son independientes 'y con distribucion

ty
N(O,tz—tl) N(0.t,,,—t,) respectivamente, resulta que [f(t)dw, tiene

T

t, +1

distribucion normal con media cero y varianza:

E!lf

L Es considerada una version estocastica del teorema fundamental del calculo.

2

Za(l+1 ) _Hf(t)‘zdt

T
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Definicion B.10: Supongamos que el proceso Z' es martingala y fijemos T >0.
Definimos la probabilidad P, sobre 3. por:

B,(A)=E[1,Z ] vV Ae3, (B.1)
Como Z ' es martingala se sigue:

E(A):R(A) vV Ae3,, 0<t<T

Teorema B.11. Teorema de Girsanov: Sea feP™® tal que el procesoZ' es

martingala. Entonces el proceso {Wt }mg definido por
- t

W, =W, —[f(s)ds, 0<t<T
0

es un movimiento 3, —browniano d —dimensional con respecto a la probabilidad P,
definida en (B.1).

Apendice C: Correspondencia del filtro de
Kalman con el método de minimos cuadrados
recursivos

A continuacion explicaremos como la estimacién por el algoritmo de minimos
cuadrados recursivos es un caso particular especial del filtro de Kalman.

Supdngase que existen p-—1 regresores, variables independientes o variables de
regresion x,,X,,...,X,; y n observaciones o mediciones (xil, Xigs s Xi(po1)s Vi ) para
i=12,...,n, n>p yaque el modelo que relaciona esos regresores con la respuesta o
variable independiente y es:

Yi = Bo + BiXiy + BoXiy o+ BiXi(p1) H &
donde ¢, es un término de error aleatorio en el modelo de prondstico.

Este modelo es un sistema de n ecuaciones y puede expresarse en notacién matricial
como:

y=XB+e¢

El estimador de minimo error cuadratico medio de  usando n observaciones es:
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B(n)=(X'X)" Xy
La matriz de covarianzas de f(n) es:

cov(p(n))=c?(XX)™

2

Los supuestos del método son: E (e, )=0, var(e )=0?, cov(e,e; )=0 parai= j

y E(xigj ):O.

La ley recursiva del método de minimos cuadrados permite actualizar (n) cada vez
que afadimos una observacion adicional y consta de las ecuaciones:

B(n+1)=B(n)+cov(B(n+1))x,. (Vo =x;.. B(n))

B cov(f}(n ))xmx'n+1 cov(f}(n ))

1+ X

n+1 COV(ﬁ( n ))Xn+l

cov(p(n+1))=cov(f(n))

Otro enfoque muy comun para el método de minimos cuadrados recursivos consiste en
que la estimacién en cada instante es actualizada con un incremento proporcional al
error residual obtenido en el instante anterior. Se utiliza el vector de ganancia® k

como factor de ponderacion del error residual preliminar.

_cov(B(n))x,,
" Lexacov(B(n))x, . D
ﬁ(n+1):B(n)+kn+l(yn+l_x;1+lﬁ(n)) (C2)
cov(B(n+1))=cov(B(n))-k,..x;.,cov(B(n)) (C.3)

con las condiciones iniciales:
cov(p(0))=Cl
B(0)=p’
donde C es una constante grande, por ejemplo C ~10°.

Ahora considérese el siguiente caso especial de espacio de estados invariante en el
tiempo:

! La notacion K., proviene de que a este término suelen llamarle ganancia de Kalman debido a la

relacion que, como veremos, el método de minimos cuadrados recursivos guarda con el llamado filtro de
Kalman.
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B, =1, ,+0+0 (C.4)
Y, =X, B, +0+¢, (C.5)
Vemos que (C.4) y (C.5)* son un caso especial de (2.1.1) y (2.1.2) en el cual:

= u, esnulo

= v, esnuloy porende también su matriz de covarianzas V,
= X, sellama B,

= vy, esun escalar denotado vy,

= W, esun escalar nombrado ¢, tal que E(gk2 ):1

= A =1

= C, esun vector fila llamado X,

Ahora observe que:
W, =cov(s, )= E[(gk “E(g ))& ~E(s,)) ):
_ E((ek _0)(¢, _o)'j= E(s, ¢ )=E(s7)=1

Considerando las peculiaridades mencionadas, las ecuaciones del filtro de Kalman son:

ﬁk\k—l :ﬁk—l\k—l
Py = Pty
K, =1PX (C6)
+kak‘k_1xk
ﬁk\k:ﬁk\k—l_'_Kk(yk_XLﬁk‘k_l) (C.7)
F’k‘k :F’k‘kfl—KKXLF’Mkf1 (C.8)

En las tres ecuaciones anteriores ya podemos reconocer el algoritmo de minimos

cuadrados recursivos. Para o> =1 las ecuaciones (C.1), (C.2) y (C.3) son (C.6), (C.7) y
(C.8).

! LLa ecuacion (C.5) podria no ser vista con la estructura del llamado filtrado adaptativo pues X[( esel

vector de entradas al filtro, tomando el lugar de la matriz C, del sistema en vez de la entrada U, al
sistema.

97



Apéndice D: Inversion de matrices mediante la
descomposicion de Cholesky

Matrices definidas no negativas y matrices definidas positivas

Una matriz definida no negativa, denotada por S >0, es una matriz simétrica

S=A"A
——

p il onimir (D.1)

que cumple que dado cualquier vector columna x no nulo de dimension n puede
construirse otro vector

y = AX

tal que el escalar

X'Sx = x'( A'A x = (XA’ )(Ax):(xA)’(Ax):y'y:Zm:yi2 >0

i=1

Cuando una matriz S, _, cumple que para cualquier vector columna X no nulo de
dimension n siempre se tiene

X'Sx >0
se dice entonces que esa matriz S es definida positiva y se denota S > 0.
También podemos caracterizar a una matriz definida no negativa como aquélla cuyos
valores propios nunca son negativos." Analogamente, una matriz es definida positiva si
sus valores propios siempre son positivos.? Recuerde que los valores propios o raices
caracteristicas de una matriz cuadrada M son las raices de su polinomio caracteristico:

p(2)=det(M-211)

Cabe mencionar el siguiente cuadro, que sugiere unas formulas sencillas para saber el
signo de una forma cuadratica.

Tabla D.1: Formulas para determinar el signo de matrices cuadraticas

Menores principales conducentes de una matriz A cuadrada:

Determinante de orden 1: Hasta primera A =
. : L=y
filay primera columna.

! Esto es, son cero o positivos.
2 Esto es, Son mayores que Cero.
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Determinante de orden 2: Hasta segunda A ay &y
filay segunda columna. 2 lay 8y,
all a12 a13
Determinante de orden 3: Hasta tercera A= a. a. a
filay tercera columna. 3 2 Tz T2
a3l a32 a33
Etcétera.
Condicidn necesaria y suficiente para A
- o >0,A,>0,A,>0,A,>0,...
A definida positiva: ! 2 8 4
Condicidn necesaria y suficiente para A
- . <0,A,>0,A,<0,A,>0,...
A definida negativa: ! 2 8 N
Condicidén necesaria para A ‘ A ‘ -0
semidefinida:

.. .. A1>01A2>O,A3>0,...,Ar>0
Condicion suficiente para A A =0, A =0

semidefinida positiva:
Donde: r = rango( A )

A <0,A,>0,A;<0,A,>0,...

Condicion suficiente para A hasta A,

semidefinida negativa: A.,=0,..,A,=0
Donde: r = rango( A )

Para A nula: Puros ceros en A

Descomposicion de matrices definidas positivas en matrices
triangulares o descomposicion de Cholesky

Para toda S >0 simétrica siempre existe una matriz triangular superior o inferior T
—— ——
nxn nxn

tal que
S=TT

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante de la expresion anterior se encuentra
que los elementos de T son:

0 Si 1> ]
i-1 5
t =<+.]s; - Dt Sii=j
k=1
i-1
Sij _Ztkitkj
e si i<j
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Habra que calcular dichos elementos por filas, de izquierda a derecha y de arriba a
abajo.

No se puede aplicar con éxito la descomposicion de Cholesky en matrices que
solamente son definidas no negativas, pues surgen problemas como raices cuadradas de
nameros negativos. Un proceso exitoso de descomposicion de Cholesky nos indica que
la matriz simétrica que estamos tratando es definida positiva. No obstante, existen
situaciones limite como cuando tratamos de obtener raices cuadradas de numeros
negativos muy proximos a cero y dependemos de la precisién de nuestra computadora.

Inversion de una matriz triangular
La inversa de una matriz triangular superior T también es triangular superior. Sea:
TT =1

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante de la ecuacion anterior se encuentra que
los elementos de T~* son:

0
t(*l) — i
tii

i
ot
—e sii<j
- j

Tendremos que calcular dichos elementos por columnas de izquierda a derecha y de
abajo hacia arriba: Se empieza con el elemento ubicado en la diagonal principal.

La condicion necesaria y suficiente para que T exista es que T no tenga ningdn
elemento diagonal nulo. Esto esta en acuerdo con la condicion de que el determinante
de T no sea cero.

Inversion de una matriz A
Suponga que queremos invertir la matriz regular A . Dado que S=A'A >0 existird su
descomposicion de Cholesky, S=T'T y su inversa:

St=(TT)' =THT)" (D.2)

Por (D.1) y (D.2) obtenemos
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St=(AA) =AY A)T
De (D.2) y la igualdad anterior se puede ver que:
A (A =TT

Multiplicando A’ en cada miembro de la ecuacion anterior por la derecha finalmente
obtenemos:

Afl _ -I—fl(-l—l )—1Ar

Por una propiedad de la inversa de una matriz, la expresion previa es:

2

Afl — Tfl(Tfl ) A!
Resumen del algoritmo

Recapitulando, el algoritmo basado en la descomposicion de Cholesky, para invertir una
matriz A de determinante no nulo, es el siguiente:

——
nxn

1. Especificar la matriz A que queremos invertir.

Construir la matriz S = A'A

3. Obtener la matriz T de la descomposicion de Cholesky de S y pasar al paso 4.
Si no podemos obtener T es porque S tiene cuando menos un valor propio
nulo: La matriz S cumple lo necesario para ser no negativa pero no para ser
definida positivay A no es invertible.

4. Computar la matriz T

!

5. Calcular A*=T*(T*)A’

o

Apéndice E: Métodos de optimizacion para
funciones diferenciables no lineales de varias
variables en problemas no restringidos

Aplicabilidad de los métodos para funciones cuadraticas, en
funciones diferenciables de tipo general

Recordemos que una funcion f (x ) es cuadrética si se puede representar como
f(x)=a+b x+x Ax

donde a es un escalar, b un vectory A una matriz simétrica.
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Dada una funcion diferenciable de varias variables, la serie de expansion de Taylor en
torno al éptimo y * dice que:

! !

f(w)=f(w*)+(w-w*)S(w*)+i(w-y*)H(y*)(w-v*)
Dado que  * satisface la condicion necesaria de optimalidad, S(w*): 0, setiene:

!

f(w)=f(w*)+i(w-y*)H(y*)(y-y*) (E.1)

Dado que también se cumple la condicion suficiente de optimalidad de que H (\Il*) sea
definida positiva o definida negativa, f (\Il) se comporta como una funcion cuadréatica
en el entorno del punto y*. De aqui se infiere, que cualquier método que se comporte

eficientemente con una forma cuadratica, lo hard también con una funcion de tipo
general diferenciable, ya que por la serie de expansién de Taylor cualquier funcion
diferenciable de tipo general puede aproximarse por la forma cuadratica (E.1).!

Método de Newton

La primera version de este método data de 1669. Aqui presentamos un algoritmo con
diversas mejorias.

Sea y es un vector de dimensiones px1.

1. Sugerir un y° inicial y fijar escalares & y &, pequefios y positivos, como

1x107.

2. Para minimizar f se requiere que H(\T;k) sea definida positiva. Para
maximizar f se requiere que H(\Tyk ) sea definida negativa. Una forma de
volver definida positiva a una matriz es sumarle c¢-1, donde | es la matriz

identidad y ¢ es un escalar positivo. El escalar mas pequefio que hay que afiadir
ha de ser ligeramente mayor que el menor autovalor de la matriz que queremos
hacer definida positiva. Similarmente, para volver definida negativa a una matriz
selesuma —c-1.

3. Calcular la direccién de busqueda:
r=—H"(¢" )s(9")

4. Escoger la longitud de blsqueda O<a* <1 que ayude a maximizar
f(¢* +a*r*) si queremos una direccién ascendente, o bien a minimizar

f(p* +a* r ) si queremos una direccion descendente.

! Juan Prawda W., Métodos y modelos de investigacion de operaciones (México : Limusa-Noriega
Editores, 2000), vol. 1, p. 661.
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5. Actualizar:

‘fl\’kJrl :lfl\’k +ak rk

~

6. Si|y*t -y~ H< 5(1+H A H ) ir al paso 7. Si no, volver al paso 2.

7. Si H S(\p"+1 )H < 5(1+H S(\p"+1 )H ) finalizar el algoritmo y reportar éxito. Si no,
reportar convergencia a un punto no optimo.

En funciones cuadréaticas el método de Newton converge en una sola iteracion.

Los siguientes tres métodos que veremos en este apéndice evitan el laborioso calculo de
la matriz hessiana y eso los hace muy practicos. Los algoritmos de DFP y BFGS son
considerados los mas eficientes para calcular puntos Optimos en funciones
diferenciables de varias variables. El de Fletcher-Reeves no es tan eficiente como esos
dos pero requiere aun menos memoria de cémputo.*

Método de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) o de direcciones
conjugadas (1963)

Sea y es un vector de dimensiones px1. Este método ofrece una estimacién simétrica
D(y) de la inversa del hessiano. La estimacion se conserva definida negativa o

definida positiva a lo largo de las iteraciones segin propongamos al comienzo del
algoritmo. Esto garantiza que con cada iteracion nos iremos acercando cada vez mas a
nuestro propésito® de maximizar, o bien de minimizar, por lo cual obtendremos
convergencia hacia algin punto, 6ptimo o no.

1. Sugerir un §° inicial y fijar escalares 5 y ¢, pequefios y positivos.

2. Sugerir una D(\Tto ) definida negativa si queremos una direccion ascendente o
definida positiva si queremos una direccion descendente. Si no hay informacion
disponible, seleccionar D(\T;O )z—l para una definida negativa o D(\TJO ):I
para una definida positiva. Entiéndase por | la matriz identidad.

3. Calcular la direccion de blsqueda r* = —D(\T]k )S(\T;k )

4. Escoger la longitud de busqueda O<a* <1 que ayude a maximizar
f(\ilk +a rk) si queremos una direccion ascendente, o bien a minimizar

f(\i;" +akr" ) si queremos una direccion descendente.

k+1 _ ~k k .k

5. Actualizar § gy tra'rt.

6. Actualizar la estimacion de la inversa del hessiano con:

! Prawda W., Métodos y modelos de investigacién de operaciones, vol. 1, p. 675.
2 Ibid., p. 669.
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(¢ )=D(* )+ uet (g ) ) D9 s+ (s ) p(¢*)
(uk+l ) gkl (Sk+1 ) D(\T’k )Sk+l

A~ k+l

7. Si |y

Tk H < 5(1+H h H ) ir al paso 8. Si no, volver al paso 3.

8. Si H S(\T;k” )H<5(1+H S(\T/“l )H ) finalizar el algoritmo y reportar éxito. Si no,
reportar convergencia a un punto no optimo.

En una funcién cuadratica este método converge al 6ptimo cuando mucho en p
iteraciones y la estimacion D(\Tfk+l ) es idéntica que H*l(\pk+l ) desde k = p-1.

Método de Fletcher-Reeves o del gradiente conjugado (1964)

Sea y un vector de dimensiones px1.

1. Sugerir un §° inicial y fijar escalares § y &, pequefios y positivos. Ademas
calcular la primera direccion de busqueda:

r*=-s(9°)

2. Escoger la longitud de busqueda O<ea* <1 que ayude a maximizar
f(\ilk +a rk) si queremos una direccion ascendente, o bien a minimizar

f(p* +a* r ) si queremos una direccion descendente.

3. Actualizar:

Ak+1_

4. Si | ¢

AR 5(1+H ¥ | ) ir al paso 5. Si no, ir al paso 6.

5. Si H S(\T:k“ )H < 5(1+H S(\T:k“ )H ) finalizar el algoritmo y reportar éxito. Si no,
reportar convergencia a un punto no 6ptimo.

6. Calcular el factor de desviacion:

ﬂk _ S, (\le+l )S(\fl\,k+1 )
s'(w*)s(w
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7. Actualizar la direccién de bdsqueda:

S —S(\le+1 )+IBk r

8. Volver al paso 2.

Para una funcion cuadratica, con este algoritmo es posible encontrar el 6ptimo en p
iteraciones.

El método de Polak-Ribiere es muy parecido a éste pero usa el factor de desviacion:

Método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) o de
secante con actualizacion (1970)

Sea y es un vector de dimensiones px1. Este método ofrece una estimacion simétrica
H (\Il) del hessiano. La estimacidn se conserva definida negativa o definida positiva a
lo largo de las iteraciones segun propongamos al comienzo del algoritmo. Esto garantiza
gue con cada iteracion nos iremos acercando cada vez mas a nuestro propoésito de
maximizar, o bien de minimizar, por lo cual obtendremos convergencia hacia algun
punto, 6ptimo o no.

1.

Sugerir un §° inicial y fijar escalares § y &, pequefios y positivos.

Sugerir una FI(\ilo ) definida negativa si queremos una direccién ascendente o
definida positiva si queremos una direccion descendente. Si no hay informacion
disponible, seleccionar F|(\i1° ): —| para una definida negativa o H(\TJO ): |
para una definida positiva. Entiéndase por | la matriz identidad.

Calcular la direccion de busqueda r* = —Fl‘l(\p" )S(\pk )

Escoger la longitud de busqueda O<a* <1 que ayude a maximizar
f(p* +a*r) si queremos una direccion ascendente, o bien a minimizar

f(\pk +akrk ) si queremos una direccion descendente.

Actualizar ¢*** = ¢~ +a*rk.

Actualizar la estimacion del hessiano con:

k+1 k+1 k
U =yt -y



Ak+1 Ak

7. Si ) ir al paso 8. Si no, volver al paso 3.

8. Si H S(\TJ"” )H < 5(1+H S(\TJ"” )H ) finalizar el algoritmo y reportar éxito. Si no,
reportar convergencia a un punto no optimo.

En una funcién cuadratica este método converge al 6ptimo cuando mucho en p

iteraciones y la estimacion H(\Itk” ) es idéntica que H( ket ) desde k = p—1.
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