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Muy breve introducciéon

El espacio de Bargmann HL?*(C), es el espacio de Hilbert de funciones
analiticas que son de cuadrado integrable, con respecto de una medida gaus-
siana du sobre C, donde su producto interno esta definido como

(F, sy = / F@a(2)du(2)

con du(z) = (hm)te l?*/"dady v h la constante de Planck.

La transformada de Bargmann Bg [2] toma un elemento v(z) de L*(R) y
lo lleva de forma unitaria a un elemento del espacio HL?*(C). Esta transfor-
mada estd dada como

Bri(z) = (xh) /4 / e a2y (1) de (1)

R

Este operador integral esta bien definido y es unitario [2]. En la parte de
la exponencial bajo la integral en la ecuacién (1) tenemos una funcién que
depende de h, z y x a la cual designaremos como A(z, z, h)

A(z,z, h) = e~ an (P Ha*~2v2z0)
si hacemos A = 1 tenemos
A(Z,J?) _ 67%(z2+1272\/§zm). (2)

La expresién A(z, z) en la ecuacién (2) nos provee de un conjunto de funciones
Y, (z) del siguiente modo

Y. (x) = Az, ).
Las funciones ¢, (z) € L*(R) — donde z es una etiqueta — son llamadas
estados coherentes; fueron establecidos por Schrodinger [20] para el oscilador

v
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armonico.
Los estados coherentes tienen la particularidad de ser combinaciones li-

neales de funciones propias del operador Hamiltoniano H que va de un sub-
conjunto denso de L*(R) a L?(R).

ek

2m dx? + 2

donde m es la masa, x es el desplazamiento y k es una constante. El dominio
de H es un conjunto D que es denso en L?(R). Los elementos de D poseen
segunda derivada en el sentido de distribuciones [18].

La imagen de la funcién 1, bajo la transformada de Bargmann By es el
niicleo reproductor K (z,w) del espacio de Bargmann HL?(C). Este tltimo
tiene la propiedad de recuperar cada funcién en HL?*(C).

Resulta natural preguntarse si esta misma propiedad de recuperacién se
preserva en L*(R) (la imagen inversa del espacio de Bargmann) de algiin
modo, tal recuperacion se da en la resolucion de la identidad

fa)=tim [ (@) (@)dn(:)

77zl
con f € L*(R). Decimos entonces que el conjunto {1, }.cc es sobrecompleto,
en el sentido de que la extraccién de una cantidad finita de 1,’s nos sigue
dando una resolucion de la identidad.

Resulta muy interesante tanto desde el punto de vista fisico como ma-
temaético, el preguntarnos sobre la existencia de subconjuntos discretos {1, }
con {1, } C {¥.}.ec que nos den un conjunto completo en L?(R). Es decir,
que el conjunto de combinaciones lineales finitas de {1,/ } nos de un conjunto
denso en L*(R).

El objetivo de esta tesis es describir el trabajo de Bargmann, Butera, Gi-
rardello, Klauder [3],Daubechies y Grossman [8], acerca de criterios geométri-
cos bajo los cuales un subconjunto de {%,}.cc — etiquetado por puntos 2’
en los vértices de un reticulo en el plano complejo —, es completo.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1 se dan
las notaciones y resultados basicos del Analisis que usaremos a lo largo de
todo este trabajo.

En el capitulo 2 mostraremos algunos aspectos basicos del espacio de
funciones analiticas de cuadrado integrable, en especifico el espacio de Barg-
mann. Aqui cabe la aclaracion que el espacio de Bargmann es también co-
nocido como el espacio de Segal-Bargmann por el trabajo de 1. Segal. Este
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capitulo estd basado principalmente en el trabajo de B.Hall [9].

En el capitulo 3 se enuncian algunos conceptos elementales de la Mecéani-
ca Cuantica. Ademads se verifica que la transformada de Bargmann nos lle-
va a una representacion coordenada de una particula, a través de funciones
analiticas definidas en el espacio fase (con una estructura compleja). La trans-
formada de Bargmann puede ser también escrita como una transformada de
estados coherentes. Dichos estados son las funciones v, € L*(R) y estn eti-
quetados por un punto en C = R?,

Ademas se mencionan por primera vez los operadores de Weyl actuando
sobre un estado base.

En el capitulo 4 se obtienen las férmulas para el ntcleo de integracion
A, (z,7) vy la medida gaussiana p,,. Estos dos elementos son los que permiten

pasar de L*(R) a HL?*(C) [2].

En el capitulo 5 se analizan condiciones de completez de los reticulos,
para ello, se enuncian teoremas de crecimiento y de ceros de funciones ente-
ras con el propédsito de encontrar las areas de los elementos del reticulo que
nos den la completez. Ademds, se da una funciéon que depende de la funcion
o de Weiestrass [3] en la que se demuestra que para un reticulo que no es
suficientemente denso, esta no genera un conjunto completo. Finalmente se
enuncia el criterio de von-Neumman donde atin la completez es preservada [3].

En el capitulo 6 se desarrolla el trabajo de Daubechies y Grossmann [8] en
el sentido de recuperar las funciones en L?(R) y los criterios de completez a
través de marcos de funciones usados en la teoria de Wavelets. Estos marcos
provienen de una aplicacién directa del Teorema espectral de operadores y
de ciertas conexiones entre la transformada de Zak, los operadores de Weyl
y las funciones theta de Jacobi.

Algunas de las demostraciones presentadas en este trabajo son originales,
como a continuacion se indica.

En el capitulo 5 damos una demostracion alternativa de la férmula de
Poisson utilizando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. En
ese mismo capitulo hemos tenido que dar una demostracién alternativa del
Lema 5.1 a la encontrada en [12] , para ello utilizamos métodos discretos,
debido a la dificultad tedrica encontrada en [12] que usa integracién por par-
tes en los vértices de una funcion escalén, donde esta tltima es obviamente
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no diferenciable. Hacemos la demostracién del Teorema 5.8 puesto que en [3]
solo se menciona el resultado, més no se prueba.

Este trabajo no hubiera podido ser posible sin la ayuda del Dr. C. Ville-
gas, el Dr.Villegas ha tenido ademas la paciencia y el empeno para explicarme
cuestiones de Fisica, Andlisis y Teoria de grupos que se plantean en este tra-
bajo. De todo ello estoy profundamente agradecido.

Asimismo agradezco el apoyo que se me ha otorgado para terminar esta
tesis por parte de la instutucion en la que trabajo, la Facultad de Matematicas
en Acapulco dependiente de la Universidad Auténoma de Guerrero (UAG),
en especifico al coordinador de esta, al M.en C. Efrén Marmolejo por su com-
prension en las dificultades en que me he encontrado.

Agradezco las observaciones que me han hecho los Drs. E. Marmolejo,
S.Perez-Esteva y O. Tchevotareva; pero en especial a las observaciones del
Dr. J. H. Toloza tanto en la parte de Matematicas y Fisica como en la redac-
cion y respeto por el idioma espanol que han servido para pulir este trabajo.

Por supuesto que los errores que sean encontrados son de mi entera res-
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Resumen

Los estados coherentes son funciones del tipo ¥, (x) = e 3le e —2v2za]

con z € C, estos poseen la propiedad de que al aplicarles la transformada de
Bargmann se obtiene el nicleo reproductor del espacio de Bargmann.

Como elementos del espacio vectorial L?(R) generan al resto de estados,
dado que nos proveen de una resolucion de la identidad. Como conjuntos son
sobrecompletos y podemos escoger subconjuntos numerables de ellos.

En particular, como subconjuntos numerables especificos escogemos reticu-
los en el plano complejo C, donde cada punto z € C en el reticulo actiia como
etiqueta en 1),, estudiamos las condiciones de densidad del reticulo de puntos
con el proposito de asegurar la completez de estos subconjuntos.

Estas condiciones estan dadas en términos de las areas de las celdas basi-
cas del reticulo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo intentamos uniformar la notacién y los resultados mas
generales que daremos a lo largo de todo este trabajo; no se daran aqui prue-
bas en detalle, pero si las respectivas referencias que en su mayor parte son

[17] y [19].

1.1. Los Espacios de Hilbert

Definicién 1.1. Un espacio lineal L sobre C es llamado un espacio pre-
Hilbert si existe una funcion numérica escalar, definida como producto esca-
lar (o producto interno); el cudl asigna a cada par de vectores f,g € L un
numero (f,g) € C.

El producto escalar satisface las siguientes condiciones

f)y>0; (f,f)=0 si y sélo si f=0.

9) =19, /)

g) =¢(f,g) donde ¢ es un nimero complejo arbitrario.
+

(f,
(f,
<Cf
(fit+ fo,9)=(f1,9) + (fo, 9)

donde (g, f) denota el complejo conjugado de (g, f).
Se sigue que

(frg1+92) = (f,91) + ([, 92)

(ficg) =c(f,9).
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Definicién 1.2. Un espacio lineal E sobre C se dice que es normado, si para
cada f € E existe un nimero real asociado || f||, que es la norma del vector
f tal que

(@) [[fl =0, y [fl=0siysélosi  f=0.
(b) lefll = lelllf]l  donde ¢ es un ntimero complejo arbitrario.

@ NF+gl <A1+ Ngll

Esta tltima condicién ¢) implica que

I/ =gl = [ILFIl = lgll]

Esto se sigue del hecho |[f|| = If +9—gll = lf =g+ gl < [If =gl + llgll ¥
también [|g|| = [lg+ f = fI} < llg = fIl + [l F]l- Por tanto | f] —llgll < |[f =gl

v gl = [1£1 < llg = £II; de donde ||| f]| = llgll| < [If = gl-
Podemos definir la distancia d(f, g) entre dos elementos f,g € E

d(f,g9) = Ilf =gl

Si se nos da un producto escalar, entonces podemos introducir una norma.
La norma de f esta definida por

L= vA{Fs f)-
Un vector f € L se dice que esta normalizado si || f]| = 1.

Definicién 1.3. Dos elementos f,g € L son ortogonales si

(f9)=0.

Definicién 1.4. Una sucesion {f,}(n € N) de elementos en un espacio
normado E es llamada una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe un
numero M, tal que || f, — f,|l < € para todo p,q > M..

Definicién 1.5. Un espacio normado E se dice que es completo si cada
sucesion de Cauchy de elementos en E, converge a un elemento en E.

Definicién 1.6. Un espacio pre-Hilbert completo es llamado un espacio de
Hilbert.
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Definicién 1.7. Un espacio normado completo es llamado un espacio de
Banach.

En esta seccion denotaremos a un espacio de Hilbert como H y a un
espacio de Banach como B.

Teorema 1.1. Cada espacio pre-Hilbert L admite una complecion 'H, el cudl
es un espacio de Hilbert [19].

Definicién 1.8. Una sucesion {f,} de vectores en un espacio de Hilbert H
se dice que converge fuertemente a f si

[fo =Sl =0

cuando n — oo. Escribimos s — limy, oo fn — f-

Definicién 1.9. Una sucesion { f,} de vectores en un espacio de Hilbert H
se dice que converge débilmente a f si

(fus9) — (f,9)

cuando n — oo, para todo vector g en H. Escribimos w — lim,, .o frn — f.
Se puede mostrar que la convergencia fuerte implica la convergencia débil.
La proposiciéon reciproca no es en general cierta, como a continuacion se
indica.

Ejemplo 1.1. Consideremos la sucesion

fn=sen(nz), n=12...

En el espacio de Hilbert L?[0, 7]. La sucesién no tiende a un limite en el
sentido de convergencia fuerte, pues || f, — me%Q[Oﬂ = 7 cuando m,n son
ambos pares o ambos impares. Sin embargo la sucesién {f,,} tiende a 0 en el
sentido de convergencia débil por el Teorema de Riemman-Lebesgue [19].

Nuestros ejemplos inmediatos de espacios de Hilbert son los siguientes.

Ejemplo 1.2. Cada espacio vectorial de dimension finita con un producto
interno es un espacio de Hilbert. En especifico tomamos C™, el conjunto de
n-adas con entradas complejas con el producto escalar
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(u,v) =uv’ E 05

donde u = (uy,ug,...u,), v = (vl,UQ,...vn), u;,v; € C para cada i con
1 <i<n, vl denota la transpuesta del vector fila v.

Ejemplo 1.3. Denotamos por I1*(N) el conjunto de todos los vectores de
dimensidn infinita (sucesiones), u = (uy,ug,...)" de nimeros complejos u;
tales que

o
Z |u ]? < oo.
=1

Aqui I>(N) es un espacio lineal con las siguientes operaciones, para a € C
au = (auy,auy, ...)"
u+v = (u + v, u+vs,...)"
con v = (vy,ve,...) 0y > ey |v]? < oo. Asf tenemos
o
Z |uj + Uj|2 Z ‘UJ|2 + |UJ‘2 + 2Juyv;] < 22 |u]|2 + ‘U]‘ ) <
j=1 j=1

El producto escalar esta definido como:
(u,v) =uv’ Z T, v;

donde vT denota la transpuesta del vector fila v = (vq, vy, .. .).

Ejemplo 1.4. Ly(M) es el espacio de funciones de cuadrado integrable segin
Lebesgue, donde M es un subconjunto Lebesque medible de R™ y n € N.

Si f € Lo(M), entonces

/ |fI?dm < oc.
M
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La integracion se realiza en el sentido de Lebesgue. El producto escalar en
Ly(M) esta definido como

(f.g) = /M F@)g(x)dm

donde f denota la conjugacién compleja de f.

Definicién 1.10. Un subespacio K de un espacio de Hilbert H es un sub-
conjunto de vectores el cual en si mismo es un espacio vectorial.

Definicién 1.11. Una sucesion {¢;},j € I y ¢; € H es llamada una suce-
sion ortonormal st

(D5, D) = Ok
donde I es un conjunto indizado numerable y donde §;;, denota la delta de
Kronecker

Ok =
7" 0 paraj #k.

Definicién 1.12. Una sucesion ortonormal {¢;} en H es una base , si cada
f € H puede ser expresada como

f=2 ab;=lim > a6

Jel ljl<n

{1 para j =k

donde I es un conjunto de indices y las a; son constantes en C. Los coeficientes
de expansion a; estdn dados por

aj = <¢]7f>

Ejemplo 1.5. Considere el espacio de Hilbert H = C2. El producto escalar
esta definido por

(u,v) =uav’.
Una base ortonormal en H estd dado por
1
e = —(1 Z), €y =

V2

donde (ej,e2) =0y [[e]| =1, |leg]| = 1.
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Ejemplo 1.6. Sea H = Lo(—m, 7). Entonces una base ortonormal esta dada
por

{(bk(:c) = \/%_We“m}, ke Z.

Si f € Lo(—m, ), entonces los coeficientes de la expansién son ay, = (¢, f) =

\/%7 J7_f(x)e *dx. En particular, a la expansion f = Y, (dx, f) ¢y le lla-
mamos la serie de Fourier de f.
Desigualdad de Schwarz. Sean f, g € H. Entonces

[(Fo )l < [ £IHlgll-
Desigualdad del triangulo. Sean f, g € H. Entonces

If+gll < A1+ 1lgll-

Sea B = {¢,, : n € I} una base ortonormal en un espacio de Hilbert H,
donde I es un conjunto numerable de indices. Entonces ocurre que

(1) {Pn, Pm) = Snim-
(2) Paratoda f € H f =2 0erlfs bn)bn.

(3) Paratoda f,ge ™ (f,9) = Xner (fs On)(9: On)-

(4) Para toda ¢, € B (fion) =0 = f=0.

(5) Para toda f € 'H IAI? = 2ner [ dm)]?.

Observacion. La ecuacién (5) es llamada la relacidn de Parseval.

Siempre vamos a asumir que cada espacio de Hilbert H del que hablemos
es separable en el sentido de la topologia heredada de la norma, esto es, existe
un conjunto numerable denso en H — o en forma equivalente— tal H posee
una base ortonormal numerable.

Si M < 'H es un subespacio cerrado, su complemento ortogonal

M+ ={yecH:(y,x)=0, paratodo =& H}

es un subespacio cerrado con M+ N M = {0}. Ademds H = M & M=, donde
el lado derecho es la “ suma directa de espacios de Hilbert ”; esto es, cada
vector en H se escribe de manera tinica como z +y, con v € M y y € M+,
y donde ademds se cumple ||z + y||* = ||z||* + ||y]|*.
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1.2. Teoria de operadores.

Definicién 1.13. Un operador lineal T' : 'H — H es acotado si hay un
M > 0 tal que |Tz|| < M||z| para todo x € H. El menor M posible es la
norma del operador T', denotado por

[T} := inf{M > 0 [[Te| < Mllzl[, Ve € H} = sup{|[T]| - ||=[| < 1}. (6)

La condicién ||T|| < oo equivale a la continuidad del operador lineal T
denotamos como L(H) al espacio normado de operadores acotados; con la
norma asociada 7" — |[|T'||. £(H) es en si mismo un espacio de Banach,
es decir, es completo en la norma (6) y es cerrado bajo la composicién de
aplicaciones lineales con

1ST| < IS|IIIT|| para todo S,T € L(H).

Definicién 1.14. Sea T' € L(H) y A € C. Diremos que X\ es un valor propio
de T si existe v € H con x # 0, tal que Tx = \x. En este caso el vector x se
llama vector propio asociado a A.

Es claro que si A es un valor propio de T, con I el operador identidad,
entonces T'— Al no es un operador invertible.

Definicién 1.15. Sea T' € L(H). El espectro de T', que denotamos por o(T),
se define como el conjunto {\ € C:T — X no es invertible}.

Definicién 1.16. Llamaremos al operador T* como el adjunto al operador
T, que cumple con

(T*y,x) = (y, Tx)

asimismo se cumplen las siguientes propiedades: (T + 35)* = aT* + 3S* si
a,feC, (T7) =T, (TS) = 5T y [T = T

La existencia de T™ esta garantizada por el Teorema de representacion de
Riesz [17]. De aqui tenemos otra férmula para la norma de T

IT[| = sup{[{y, Tw)| - [lz]l < 1, [lyll < 1} (7)
Como consecuencia inmediata de (7) tenemos ||T*T| = ||T|>.

Definicién 1.17. Operadores unitarios. A los operadores U en L(H) que
cumplen U*U = UU* = I les llamaremos unitarios.
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Los operadores unitarios tienen la virtud de ser isométricos, es decir, si
U es unitario se tiene (Uy, Ux) = (y, x), preservan el producto interno y por
tanto la norma, ademéas U~! = U*. Al subespacio de operadores unitarios en
H lo denotaremos como U(H).

Definicién 1.18. Nicleo reproductor. Si’H es un espacio de Hilbert, con H <
L*(X,du),y si ademds H posee una base ortonormal de funciones {ey}rer,
definimos la serie formal

K(n,y) =3 ex(@)exy). 8)
keJ
donde K (z,y) le denominamos el nicleo reproductor.
Se puede mostrar que el lado derecho no depende de la base ortonormal
elegida [4], ademds tenemos para f € H:

/X K ) f)duty) = 3 en@)len, f) = F(a). (9)

keJ

Se debe tener cuidado con las férmulas (8) y (9), dado que la convergencia
de la serie de Parseval en (9) debe entenderse como convergencia en media
cuadratica; mientras que la convergencia indicada en (8) es puntual ( o casi
en todas partes ) .

Sin embargo, hay varios casos en donde estos dos tipos de convergencia
son compatibles; por ejemplo, cuando H es de dimensién finita o cuando se
compone de funciones holomorfas. Este tltimo caso es el que desarrollaremos
a lo largo de todo este trabajo.

Definicién 1.19. Un grupo de Lie es un grupo G que es a su vez una variedad
diferencial real [10], de modo que el producto (g,h) — gh: G X G — G y la
inversion g — g~ : G — G son aplicaciones suaves, es decir, infinitamente
diferenciables.

Definicién 1.20. Para un grupo G de Lie dado una representacion unitaria
de G es un homomorfismo m : G — U(H) donde H es algin espacio de
Hilbert.

Sim G — U(Hy), m : G — U(H3) son dos representaciones de G, se
dice que un operador lineal y continuo A : H; — Hs entrelaza a m y a 7y si

Ami(g) = ma(g)A, paratodo g€ G.
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Se dice que 7y y 73 son equivalentes, y se escribe m; ~ 7y si existe un operador
invertible que los entrelaza, y que son unitariamente equivalentes si hay un
operador unitario que los entrelaza.

Definicién 1.21. Sea G un grupo de Lie ;7 : G — U(H) una representacion
unitaria. Un subespacio invariante para w es un subespacio cerrado K de 'H
tal que m(g)K C K para todo g € G. Como cada w(g) es unitario, tenemos
(g7t = 7(g)™t = w(g)*, la restriccion g — w(g) restringido a K es una
representacion de G sobre IC, es decir, una representacion de w. También

(n(g)ylz) = (ylr(9)"x) = (yln(g™")z) =0 si zeK,yeks
asi que 7(g)K+ C K*, tenemos
7= (7 restringido a K) @ (7 restringido a K1).

Si {0} # K # 'H decimos que 7 es reducible. Por el contrario, si los tnicos
subespacios invariantes de m son los subespacios triviales {0} y H, decimos
que 7 es irreducible.

1.3. Funciones analiticas en varias variables.

Definicién 1.22. Sea U un conjunto abierto en C* 2 R*" y sea g: U — C
conz=1(z1...,2,) €C"

9((21---,Zn)) =h, z,heC, 1<i<n.

Decimos que g es analitica en Usi para cada z; con 1 < i < n se tiene

of , \
oz, (z) = 0.

Definicién 1.23. Funciones holomorfas. Para un conjunto U no vacio sub-
conjunto de C™ y abierto en la topologia de C™ =2 R?" definimos como H(U)
al conjunto de funciones holomorfas f que van de U C C* — C".

Para z € U C C", 2 = (21, 292,...,2n), [(2) = (f1(2), fo(2),..., fu(2)) €
C", tenemos entonces que f es continua (holomorfa), en cada z € U si y solo
si cada f;(z) es continua (holomorfa) en C para 1 <i < n.

La integral en C" queda, para f: U C C" — C", como

Cnf(w)dw:[C~-~/Cf(w1,...,wn)dw1~-~dwn
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donde w = (wy,...,w,), w; € C para 1l <i < n.
Si bien para los abiertos U de C" = R?" usamos la topologia conocida de
las bolas abiertas B, (zg)

B, (2) ={2z € C": ||z — 2| <}
también usaremos la topologia de los polidiscos P, (z)
Pz) ={z€C": |z —ws| <r,s=1,--- ,n}

con z = (z1,-+,2,) y 20 = (wy, -+ ,w,), cada uno de los abiertos de la
topologia de los polidiscos puede ser insertado en un abierto de la topologia
producto en R?" y también de manera inversa; a su vez la topologia producto
es equivalente a la la topologia usual de las bolas abiertas heredada por la
métrica euclidea en R?",

Toda funcién entera f : C* — C" puede ser expresada en una serie de
potencias tinica

f(z) = ZO&,,WQ...,,nzlyl 252
14

con z € C", z = (21,...,2,), v € N*, v = (1y...1,), por conveniencia en
la notacién, denotamos a los coeficientes ..., como aygy), y al producto
21257 2% como 2, tenemos entonces que

flz) = Z oz[l,}z[”],

y esta serie converge uniformemente en cada subconjunto compacto de C".
Ademads también denotaremos como [v!] al producto v4lvy!---1,! y con
|v]? ala suma |17 + (o + -+ - + |vn ]’



Capitulo

Los espacios de Bergman y de
Segal-Bargmann

En este capitulo se da la descripcién de las principales propiedades de
las funciones holomorfas de cuadrado integrable, a este espacio de funciones
dotado de una medida especifica se le denomina espacio de Segal-Bargmann.
Este material estd tomado en su mayoria de [9], en algunos casos se dan mas
detalles de las definiciones y teoremas de estos espacios.

Sea U un conjunto no vacio en C". Sea H(U) el espacio de la funciones
holomorfas (o analiticas complejas) en U. Recordemos que una funcién de
varias variables complejas f: U C C" — C", con

F((z1,020) = (A1 oz0)s oo fa((21, 0000 20)), i €C
se dice que es holomorfa si es continua y holomorfa en cada una de sus
componentes f;, 1 <1 < n.
Sea U un conjunto abierto no vacio en C", con la topologia usual heredada

de C" = R?" y sea « una funcién continua y estrictamente positiva sobre U.

Definicién 2.1. Sea HL*(U, o) denota el espacio L* de funciones holomorfas
con respecto al peso «, esto es

HL*(U, ) = f e H(U / |f(2)]Pa(z)dz < oo}
donde dz denota la medida de Lebesgue 2n-dimensional sobre C".

11
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Teorema 2.1. (1)Para todo z € U eziste una constante c, tal que

F(2)? < el f @
para toda f en HL*(U, ).

(2) HL*(U,«) es un subespacio cerrado de L*(U, ) y de aqui un espacio de
Hilbert.

Demostracion. (1) Sea Ps(z) el polidisco de radio s centrado en z, esto es
Pi(z)={veC":|vy,—z| <s,k=1,...,n}.
Aqui z = (21,...,20), v = (v1,...,0,) con cada zx, v € C. Si z € U es-

cogemos s suficientemente pequeno tal que Py(z) C U. Entonces afirmamos
que

f(z) = (ms®)™ f(v)dv. (2.1)

Ps(z)

Para verificar esto consideramos primero el caso n = 1. Podemos expandir a
f en serie de Taylor centrada en v = z.

f0) = f(2)+ar(v—2)+ay(v—2)>+....

Esta serie converge uniformemente a f en el conjunto compacto Py(z) C U.
Asi que cuando evaluamos la integral en el lado derecho de la ecuacién (2.1)

podemos intercambiar la integral con la suma y obtener

e [ (s > aulu—2))ao

)f(z)varkf;/

Para este caso, el polidisco es sélo el disco unitario en C. Si usamos coordena-

das polares con origen en z, (v—2)* = r*e* v como veremos a continuacién,

= (ms?) . o= o3
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la segunda integral es cero para cada k.

(ms®) ™ f(v)dv

Ps(z)

s 2 o s 2
= (7?52)_1{]‘(2) / / rdfdr + Z ay / / Tkeikerdﬁdr}
o Jo 1 o Jo

= (WSQ)_l{f(Z)(ﬂSQ) + iak /OS rktl /OQF eikededr}
= f(2).

Para el caso n > 1 tenemos entonces

(ms®) ™" fv)dv

Ps(z)
= (752)n/ (f(z) + Z C[y]/ (v— z)[”]>
Ps(z) [v]eNT S(Z)
[v]#0
= f(2) + (7s®)™ Ciy] / / ...
[%ﬂ D(Z1;S) D(ZQ;S)
[v]#0

n

(v; — 2j)"dvy, - - - dvadvy

=1
= f(2) + (7s*)™" Z CM/ (v1 — 21)"
[v]enn D(z1;s)
()0

. / (U — zp)""dvy, + - - dvy
D(Zn;s)

nuevamente, utilizando coordenadas polares como en el caso unidimensional,
todas las integrales se hacen cero, con lo que tenemos la igualdad. Una vez
teniendo verificada la ecuacion (2.1) podemos escribirla como

f(2) =(ms?) / X (0)—— f(v)a(v)dv

. 1
:(7T52) <XPS(Z)Eaf> .
L2(U,)
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Aplicando la desigualdad de Schwarz

1

PP < @) | xn

1 fl2v.0)-
L2(U,a)

Dado que « es positiva sobre Py(z) € U, entonces + es acotada sobre P;(z)

por lo que la primera norma es finita y solo depende de z.
(2). Sea z € U, V = P,(z),r > 0, tal que V esté totalmente contenido en U
haciendo a r suficientemente pequeno. Sea s = r/2.

Ademds tenemos que para todo punto v € Py(z), su correspondiente
polidisco Ps(v) esté contenido en V' C U ya que para w = (wy,...,w,) €
Py(v)

|wk — Zk| :|wk — UV + UV — Zk|
< |wg — vg| + |ox — 2,
=2s5s=r.
Entonces, para v € Ps(z) C U se tiene

2

Con 1
| f(0)]? <(78%) 72" XPuz)— 11 2200
(e}
L2(U,a)
2
57\ ~2n 2\ —2n 1
< (%) o= I lews
L2(U,)

= 27" fll 2.
S Cz||f||L2(U,a)

para todo v € V' y toda f € HL*(U, «).

Sea { f} una sucesién de Cauchy en HL?*(U, «), entonces, como L?(U, «)
es un espacio de Hilbert, existe f € L*(U, a) tal que fr — f en la norma de
L*(U, «). Ahora tenemos que demostrar que f se encuentra en HL*(U, a).
En particular se cumple que {fi} es una sucesién de Cauchy en L*(U, ) y
ademas

sup | fe(v) = filv)] < Ve fr = fill i2wey — 0 cudndo k1 — oo.

veV
Esto demuestra que la sucesién { fi.} converge uniformemente en un compacto
de forma local, a un limite que es una funcion, a dicho limite lo denotaremos
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por f(v). Si el limite en Ly y el limite puntual existen, ambos deben ser
iguales casi en todas partes. Pero un teorema estandar muestra que el limite
uniforme local de funciones holomorfas es siempre holomorfo.

(Usamos el teorema de Morera para demostrar que el limite continua sien-
do holomorfo en cada una de las variables). Esta f tiene que ser holomorfa,
asf la funcién limite f estd en HL?*(U, «). Por tanto HL?*(U, «) es cerrado. O

Observacion 1. El punto (1) del Teorema 2.1 nos dice que el funcional
de evaluacion A, para cada z € U dado por

f— f(z), con A,:HL*(U,a)— C

es continuo.
. 2 9 2
Observacion 2. También para 8—%]” con f € HL*(U, «) se puede obtener
una cota semejante a (1), lo que a continuacién demostraremos.

Teorema 2.2. Para f € HL*(U,«)

ot || < ISP+ e

Demostracion.

24 < ( S fapl|

[v]eNn [ ']

Vi — 1 V.
TRk ”Znn

) 2
aplicando la desigualdad de Schwarz, con la notacién, para [v] € N*, [v,°] =

—

(V1o Uk — S,y Us) , SEN

iz ez ]

[v]eNn™ [u}eN"

(=)
=P 3 vt T

[v]eNn

k_ 22) ']
:walz = "1, ]

[v]eNn™

=[l/17 (=" + 1)e”
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Teorema 2.3. (El nicleo reproductor). Sea HL?(U,«), entonces existe
una funcion K(z,w),z,w € U con las siguientes propiedades:

1. K(z,w) es holomorfa en z y w, satisface
K(w, z) = K(z,w).

2. Para cada z € U fijo, K(z,w) € L*(U, o). Para toda F' € HL*(U, «)

/sz Yo(w)dw.

3.Si F € L*(U,a), y PF denota la proyeccién ortogonal de F' en el
subespacio cerrado HL*(U, «). Entonces

/sz Yo(w)dw.

4. Para todo z,u € U

/UK(z,w)K(w,u)a(w)dw = K(z,u).

5. Para todo z € U
|F(2)]P < K(2,2)[|F|]”

y la constante K(z, z) es la éptima en el sentido de que para cada z € U
existe una F, € HL?*(U, «) distinta de cero para la cual la igualdad se
cumple.

6. Dado cualquier z € U, si ¢.(.) € HL*(U, «) satisface

para toda F' € HL*(U, a), entonces ¢, (w) = K(z,w).

Demostracion. Sea z € U y sea A, como en la observacién 1 por el teorema
de Riesz, este funcional lineal puede ser representado de forma tnica como
el producto interno de algtin ¢, € HL?(U, ) con F tal que

AL(F) = (6 F) pagreg = / 8- (w) F(w)a(w)dw. (2.2)
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Por lo que definimos K (z,w) = ¢, (w). Asi, por construccién K (z, w) satisface
el punto (2) y dado que ¢,(+) es analitica, entonces K(z,w) es analitica en

w.
Para el punto (1), aplicamos A, a ¢, obteniendo

Aw(gbz) = ¢Z(w) = <¢1U7 ¢Z>L2(U,a)

= <¢za ¢w>L2(U,a) = ¢w(z)

De donde K(z,w) = K(w, z) y por tanto K(z,w) es analitica en z, por lo
que tenemos el punto (1) de este Teorema.

Para el punto (3) consideramos dos casos, si F' € HL*(U, «) el punto (3)
dice lo mismo que el punto (2), por otro lado si F' € HL?(U,a)* entonces,
el lado derecho de la ecuacién del punto (3) es precisamente (¢., F'), el cual
es cero dado que ¢, € HL*(U,«). Asi el lado derecho del punto (3) es la
identidad en HL?*(U, ) y cero en el complemento ortogonal de HL?*(U, ),
asi, debe coincidir con P.

El punto (4) es solamente el punto (2) aplicado a las funciones holomorfas
de cuadrado integrable K(z,u), viendo z como variable y u como pardmetro
tenemos que

K(z,u):/K(z,w)K(w,u)a(w)dw.
U

Para el punto (5) notamos que la evaluacién en z es precisamente el
producto interno con un elemento ¢, de nuestro espacio de Hilbert. Asi,

la norma de este funcional lineal es precisamente la norma de ¢., como a
continuaciéon vemos

1Az 2,0y = Nl6:11
(G 0 g = B:(2) = K (2, 2)
luego de (2.2)
|F(2)]* =|A(F)?
< e-IPIFN1* = K (= 2)|| FI*.

Si tomamos F, = ¢, |¢.(2)|* = K(z,2)* = ||¢.|* - ||¢-||?, asi, encontramos
la funcién F, para la cual se da la igualdad en el punto (5).
Para el punto (6), notemos que ¢,(-) estd en HL*(U, «) y satisface

F(2) = (¢.,F) paratodo F € HL*(U a),
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entonces

ZaF oz:<K 7'7F> <K ) T 27F> =
(02, F) 2 (2,°) L2(U.0) y () — ¢ L2(U) 0

para todo F € HL*(U, a). Dado que K(z,-) y ¢ estan ambos en HL*(U, o)
podemos tomar F' = K(z,-) — ¢,(+), lo cual muestra que K(z,-) — ¢,(-) = 0,
esto es ¢, (w) = K(z,w). O

Este teorema es en realidad, la continuidad de la evaluacién puntual junto
con el teorema de Riesz. El ntucleo reproductor es un instrumento 1util para
codificar informacién acerca del espacio de funciones holomorfas. El proximo
resultado nos da un modo de calcular el nicleo reproductor.

Teorema 2.4. Sea {e;} una base ortonormal de HL*(U, ). Entonces para
todo z,w € U

Demostracion. La parte técnica de la demostracion es la cuestion de la con-
vergencia, una vez solventada, es relativamente sencillo obtener la formula
para K.

Para cualquier f € HL*(U, «), la relacién de Parseval nos dice que

ZI(f,eﬁl2 = I/11%

Entonces para cualquier f,g € HL*(U, ), consideremos la desigualdad de
Schwarz en el espacio [? de sucesiones de cuadrado sumable, aplicada a las
sucesiones |(f,e;)| v |(g,¢€;)|. Esto nos da

Sl e esolf < (Z| (e 1) (D2 Hesad 1) = 171 gl

Tomando f = ¢, y g = ¢, tenemos

> Jei(2)es@)| < lo-llul < oc.

J
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Asi, la suma es absolutamente convergente para cada z y w.
Ahora, pensemos las sumas parciales de ), e;(2)e;(w) como funciones de
w con z fijo. Entonces la serie es ortogonal y

2
2 oy = 2 s =
S s eesl? =3 16 e = Il < co.

¢j(2)e;(w)

Hasta ahora la serie es L2-convergente vista como una funcién de w con z
fija. Argumentando de manera similar intercambiamos los papeles de z y w
para mostrar que la suma es holomorfa como una funciéon de z para w fija.
De aqui que la suma satisface el punto 1 del Teorema 2.3.

Ahora que hemos mostrado la parte técnica de la convergencia, proba-
remos la formula para K. Sea F € HL*(U,«a), luego F es la suma de las
proyecciones tomadas sobre los elementos de la base ortonormal {e;}. De
aqui que

F(2) = (¢ F) = Y (¢ e5)(es, F) =
j
> eit2) [ GwiFw)a(wyde =
; U
| [Z et
U

J

} F(w)a(w)dw.

En la primera linea hemos usado la propiedad basica de los ¢.’s y la relacion
de Parseval, en la segunda linea hemos usado la propiedad bésica de los ¢,
al evaluar (¢,,e;) y escrito a (e;, F') como una integral. En la tercera linea
hemos intercambiado la suma y la integral, justificado por la convergencia
en L? de la suma. Finalmente entonces por el punto (6) del Teorema 2.3
concluimos que la cantidad entre paréntesis cuadrados debe ser K(z,w). O

NOTA: Lamayor parte del tiempo, esta férmula para el nticleo reproduc-
tor no es especialmente 1til dado que; (1) no podemos encontrar explicita-
mente una base ortonormal y, (2) ain si pudieramos encontrar tal base, pro-
bablemente no pudiéramos calcular explicitamente la suma. Pero nos daran
formulas explicitas para el nucleo reproductor en casos de suma importancia.



20CAPITULO 2. LOS ESPACIOS DE BERGMAN Y DE SEGAL-BARGMANN

2.1. Ejemplos de espacios de funciones holo-
morfas.

2.1.1. Los espacios de Bergman con peso.

Definicién 2.2. Los espacios de Bergman con peso son los espacios

HEAD)((1 = [2)7),  a>—1,
donde I es el disco unitario,
D= {z € Cl|¢| < 1}.

Aqui la restriccion a > —1 es necesaria para no tener un espacio nulo, vamos
a calcular el nicleo reproductor para los espacios de Bergman con peso solo
en el caso a = 0. En este caso tal espacio es el espacio de Bergman estandar,
denotemos a este espacio como HL?*(ID).

Paso 1. Mostremos que {2"}°, es una base ortogonal para HL*(D).
Primero verificamos la ortogonalidad, calculando la integral en coorde-

nadas polares.
2w 1 ) )
( 2k, 21) :/ / rke= 0yl drdh
o Jo

1 2m
— / Tk+l+1 / ei(k*l)ededr
0 0

0 (k#£I).

Necesitamos mostrar que el espacio generado por los z¥’s es un subes-
pacio denso en HL?(ID). Para ello usaremos el hecho de que HL?*(D) =
span{z} + span{z;}* . Sera suficiente mostrar que si F' € HL*(D) =
y {2k, F') = 0 para todo k, entonces I’ = 0.

Ahora supongamos F' € HL?*(D). Expandimos a F en una serie de
potencias

F(z) =) a2 (2.3)
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Paso 2.

Esta serie converge uniformemente en un subconjunto compacto de D.
Ahora calculamos

(zm, F / / r™e=™0 F(re')rdrdf
= lin}/ / e ™0 F(re')rdrdf

donde la tdltima igualdad es por el criterio de la Convergencia Domina-
da. Por ahora la serie en (2.3) converge uniformemente en el conjunto
r < a. Asi podemos intercambiar la integral y la suma para obtener.

im0, .k ik
(zm, F —(IIEEZ/ / e rdrdd

=1lm Y ¢ rkerH e’l(k’m)edﬁdr
a—1 0 0
k=0

pero la integral en 6 nos da cero excepto en el caso cuando k = m.
Asi que solo un término en la suma sobrevive, y podemos hacer que a
tienda hacia 1 para obtener.

1
(zm, Fy = 27Tcm/ r2mt dy
0

1 T
om+2 m+1’

Asi si (2™, F) = 0 para todo m, entonces ¢, = 0 para todo m, en este
caso F es idénticamente cero. Asf {2%}2° es una base.

Normalizamos

szHQ / / r2krdrd

2k:+2 k:+1

rr1)
v
k=0
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es una base ortonormal para HL?*(D).

Paso 3. Calculamos el ntcleo reproductor. De acuerdo a nuestro teorema, po-
demos calcular el niicleo reproductor como

K () Z \/k+1 k\/k:+1
100

== (k+1)(zw

k=0

Asi, si consideramos la funcion

(2.4)

>]

F€) =) (k+1)&"

=iZ£"““=di(§+§2+£3+---)-
=0

Adicionamos 1 dentro de la derivada (lo cudl no produce ningin efecto
en la igualdad puesto que la derivada de 1 es cero) obtenemos

d 1 1
ds1-¢ (18

f(&) =

Ahora por (2.4), K(z,w) = f(2w)/m tenemos la siguiente conclusion.
Conclusion. El nicleo reproductor para el espacio estandar de Bergman
es

1 1
K =
(2, w) 7 (1—2w)?
En particular tenemos
2 1 2
FR)IF < ——|IF|
m(1—|z]?)

para todo F' € HL?*(D) y todo z € D.
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2.1.2. El espacio de Segal-Bargmann.

Definicién 2.3. Los espacios de Segal-Bargmann son los espacios de fun-
ciones holomorfas

HL*(C, 1)
donde
—n_—|z|?
pe(2) = (wt) e P, (2.5)
Aqui |2]? = |z1)* + |22+ ... + |z0)? , 2 = (21,...,2,) ¥y T es un ntimero
positivo.

Ahora calculamos el niicleo reproductor para el espacio de Segal-Bargmann.
Consideramos sélo el caso n = 1.

Paso 1. Mostramos que {2*}2° ; es una base para el espacio de Segal-Bargmann,
conn =1

<Z Z / / k—l—l ZG(]C l) —r /QTdeT‘
27T

k+l+1677‘ /2/ z@(k ld@dr
T o 0

—0 (k;él).

Paso 2. Normalizamos. Calculamos ||2*||? por induccién en k. Para k = 0 ob-

servamos que (con n = 1).

[zt = / / <ty drdd

= ( ) lim e_r%
7t 2/) Ao 0
— _ 1im [e—A2/2 . 1} = 1.

A—oo

Ahora calculamos para k > 0

I125]1* = /Iz’“l% )dz = — // e/t drdg
2 oo
:¥/ 7 (e”’ /tr)d'r’.
0



24CAPITULO 2. LOS ESPACIOS DE BERGMAN Y DE SEGAL-BARGMANN

Integrando por partes tenemos

2 [ t
1252 = == [ @kr® ) (= 2/ )dr
t Jo 2
= %(kt) / T e A gy
0
= kt||2" 712

Asi tenemos
127 = ki*

y por tanto
k

{\/2!7}:)0

es una base ortonormal para HL?*(C, ;). Mas aun, el conjunto de fun-
ciones

v v,
2t
!y,

nos provee una base para HL*(C", y;).

Paso 3. Calculamos el nicleo reproductor

— ezﬁ/t.

I
NE
T =
/\N N
~| 8
N—

ol

Asi hemos calculado el niicleo reproductor explicitamente para el cason = 1,
para un n general se puede demostrar de manera similar el siguiente resulta-

do.
Teorema 2.5. Para todon > 1 el niicleo reproductor para el espacio HL?(C™, i)

estd dado por

K(z,w) = e/t (2.6)
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donde z - w = z;w; + 20wy + ... + 2,W,. En particular tenemos la acotacion

puntual
|F(2)]* < e |2

para todo F' € HL*(C", i;) y todo z € C™.
Cabe hacer notar que en los diversos articulos de la literatura, a los es-
pacios de Segal-Bargmann se les llama simplemente espacios de Bargmann.
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Capitulo 3

Mecanica cuantica

El propésito de este capitulo es establecer la accién del operador D(«) de
Weyl, en p € L*(R).

D(a)p(z) = e 3 % P2 p(z — Q).

Donde o € C" = R?" es un punto en el espacio fase, a = (P + iQ)/v/2 con
P Qe R"

En el capitulo 6 de este trabajo, utilizaremos estos mismos operadores
con la notaciéon W(p,q), h =1

W (p,q)f](x) = e 2P f(x —q) con fe L*(R)

donde, p, q € R™ y cada estado coherente ¢ puede ser visto como una érbita
de la familia de operadores de Weyl actuando sobre el estado base ¢°

1/4 _—1a2

" =W (p,q)p"? con "0 =gz

Es por esta razon que trabajamos de manera muy somera algunos concep-
tos de la mecanica cuantica, y vemos como un estado coherente tiene como
representacion la transformada de Bargmann actuando en un elemento de

I2(R).

3.1. Las expresiones de la energia.

Consideremos una particula moviéndose en una linea. En la mecdanica
clasica cada estado de un sistema fisico estd especificado por dos variables,

27
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su posicién r y su momento p, (p = mv=masaxvelocidad).

Al plano cartesiano conformado por el eje horizontal r y el eje vertical
p, le llamamos plano fase. Si la particula tiene masa m, entonces la energia
cinética de esa particula esta dada por ﬁpz.

Decimos que la particula se mueve bajo la influencia de una fuerza con-
servativa I, si existe una funcién U : R — R tales que F' = —%. La funcién
U recibe el nombre de energia potencial.

La funcién que nos da el total de la energia — es decir, la energia total
vista como suma de la energia cinética y potencial — se conoce como funcion

Hamiltoniana. Es decir .
H=—p*+U(r).
5Pt (r)

Esta funcién del total de energia H es importante no solo porque se con-
serva, esto es %H = (0 para cualquier movimiento especifico de la particula,
sino que también de manera fundamental podemos derivar las ecuaciones del
movimiento de la particula a partir de la funcién H de la siguiente manera:

dr O0H dp OH

—=—y —=—-—— (3.1)

dt dp dt or
Estas son conocidas como las ecuaciones de Hamilton para la funcién de
energia H. A las soluciones de dichas ecuaciones, les llamaremos las 6rbitas
del Hamiltoniano H en el espacio fase. La conservacion de la energia es facil

de verificar usando la regla de la cadena para calcular %
dH_dr8H+dp8H_dr( dp) dpdr
dt —dt or dt Op dt‘ dt’  dtdt

Consideremos una funcién f definida en el espacio fase (puede ser la energia
cinética, la energia total, etc.). Podemos calcular la razén de cambio con res-
pecto al tiempo de f a lo largo de una 6rbita del Hamiltoniano H. Pensemos
a ry p como funciones del tiempo ¢ a través de una érbita particular. Usando
la regla de la cadena y utilizando las ecuaciones de Hamilton para H (3.1)
tenemos

a4 _ oo oHof o)
dt  Op Or Or Op '

El lado derecho de la ecuacién anterior se define como el paréntesis de Poisson

{H, f} de las funciones H y f. Este paréntesis es de gran importancia para

la Mecanica cléasica, pues le da estructura de Algebra de Lie al conjunto de
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funciones suaves definidas en el espacio fase. Asi pues, de la ecuacion (3.2)
tenemos que la evolucion temporal de una funcion f a lo largo de una érbita
del Hamiltoniano H es igual al paréntesis de Poisson {H, f}, evaluado en tal
orbita.

Todo esto lo podemos generalizar al caso de una particula moviéndose
en R”. En este caso el espacio fase es R?" formado por los vectores que por
comodidad designaremos por posicién r = (ry,,---,r,) y momento p =
(p1,- - ,pn)- La funcién Hamiltoniana queda como

noo2
P
Hr,p) =3 2 4 U
k=1

y la condicién de que la fuerza F' sea conservativa consiste en requerir la
existencia de una funcién U : R* — R”

ou

F=-VU, donde VU= <8’f’1’ W)

Las ecuaciones de Hamilton quedan como

dr, OH % _ 0OH

dat opy Y dt o

y el paréntesis de Poisson de dos funciones f, g en el espacio fase R?" se define

N0/ 99 Of 99
{f’g} n Z apk a’f‘k a’f‘k apk.

3.2. Algunas cuestiones de la Mecanica cuanti-
ca.

En Mecanica cuantica los observables como la energia cinética, la energia
total, el momento angular, etc; son representados por operadores que actian
en un espacio de Hilbert H. Un elemento v en H es llamado un estado del
sistema en cuestion. En el caso de una particula moviéndose en R"™, una de
las posibilidades para el espacio de Hilbert H es L?(R").

Asi pues, la descripcion del movimiento de la particula consiste en tomar
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una funcién ¢ = (z,t) tales que para cada tiempo ¢, ¥(x,t) € L*(R"). La

funcién 5 )‘2
x,t
o(z,t) = ’
[(z, )72 @n

se interpreta como la densidad de probabilidad, asociada a la posicién de la
particula para cada tiempo t.

Es decir, dado 2 C R™ medible Lebesgue y un tiempo ¢, la probabilidad
de que la particula se encuentre en €2 al tiempo ¢ esta dada por

/Q o(x, t)dz

donde dz es la medida de Lebesgue en R™.

Mas atn, la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo establece la
evolucién temporal de la funcién ¢ (z,t), dado un operador Hamiltoniano H
de la siguiente manera

in?”

ot

En general asumiremos que el operador H es autoadjunto, con el propdsito de
garantizar que la ecuacién (H1) tiene una tnica solucién, dada la condicién
inicial 9 (z,0) = p(z).

De hecho, el Teorema espectral [17] y el cdlculo funcional, nos permiten
escribir la solucién de la ecuacién (H1) como

— Hy. (H1)

b(t) = e~y (0).

Mas atin, si H es acotado, tiene sentido escribir e = > L(H)". En
diversas ocasiones es importante considerar estados estacionarios, es decir,

estados donde
Y(x,t) = F(2)7(1).

En tal caso, F' es una funcién propia de H que satisface la siguiente ecuacién
de valores propios

H(F)=X-F, Fel*R"), AeR (H2)

y T(t) = e7™/" La ecuacién de valores propios (H2) es conocida como la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo.
Debido a que se pide que H sea a autoadjunto, los valores propios de H
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deben ser reales. La interpretacion fisica de los valores propios de H, consiste
en considerarlos como el resultado de medir a H experimentalmente.

Hacemos notar que en la Mecanica cuantica, surge la necesidad en muchas
ocasiones, de introducir operadores autoadjuntos no acotados cuyo dominio
sea un subespacio denso de H. En el presente trabajo no consideraremos as-
pectos explicitos de los dominios que se usen, para no hacer esta tesis innece-
sariamente complicada. Ademas, esto no afecta en ningin modo el propédsito
de este trabajo.

3.3. El grupo de Heisenberg-Weyl.

Para un sistema de una particula moviéndose en la recta real R, las relacio-
nes mas basicas de conmutacién, son las asi llamadas relaciones canonicas de
conmutacion (RCC) entre los operadores de posiciéon ¢ dado por multiplica-
cién por la coordenada ¢ y el operador de momento p = iha%. Explicitamente,

dichas (RCC) estan dadas por
4.0 =ihl, [q.1]=[p, 1] =0. (3.3)

Aqui Tesel operador identidad, h es la constante de Planck, y los paréntesis
cuadrados significan el conmutador [A, B] = AB — BA.

NOTA: Aqui solo estamos considerando el aspecto algebraico, sin consi-
derar cuestiones de dominios de operadores.

La escritura de las relaciones candnicas de conmutacién de la ecuacion
(3.3) es descrita por un grupo, el asi llamado grupo de Heisenberg-Weyl W.
La ecuacién (3.3) para los operadores ¢, p, I significa que estos son generado-
res de un algebra de Lie, la cual la denotaremos por to y de aqui en adelante
la llamaremos el algebra de Heisenberg-Weyl.

Dicha algebra consiste en tomar las combinaciones lineales con coeficientes
en los reales de los operadores p, ¢, I y dotando a este espacio de un parénte-
sis que satisface la identidad de Jacobi y esta dado por el conmutador arriba
definido.

Es comin que las (RCC) también se presenten en términos del asi llama-
do operador a~ de aniquilacién y su conjugado, el operador a' de creacién,
definidos (con h = 1) como

ki i

V2’ V2
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De la definicién de af y a= obtenemos las relaciones de conmutacién
a,all=1 y [a,1]=[af,]]=0. (3.4)
Si introducimos las cantidades
ep =1p, ey =1q, e3=1l

y las vemos como los elementos de un dlgebra de Lie abstracta, no solo como
operadores en un espacio de Hilbert, tendremos la siguiente definicion.

Definicién 3.1. El algebra de Heisenberg-Weyl vo es un dalgebra de Lie real
de tres dimensiones, cuyos conmutadores estan determinados por estas tres
ecuaclones.

le1,e2) = e3, [e1,e3] = [ea, €3] = 0.

En general los elementos del algebra de Lie tv los escribiremos como

x = (8;21,T9) = x1€1 + XToes + S€3

x = isl +i(P§— Qp) = isl + (aa’ — aa™) (3.5)

donde s,x; y x5 son niimeros reales

T =—Q

Las cantidades () y P son la posicion y el momento clasicos, respectivamente,
el conmutador de los elementos z = (s;z1,22) y y = (t;y1,y2) estan dados
por

[z,y] = B(x,y)es, donde B(x,y) = x1ys — T2Y.

Notemos que B(z,y) es la forma simpléctica estandar en el plano (x1, z3).
La construccién del grupo de Lie correspondiente al algebra de Lie es
hecha como es usual por la exponenciacién de la ecuacién (3.5)

. 7 T77 -
e:v — ezsleaa aa”
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NOTA: El significado del operador e’ =09~ o5 dado por el cdlculo funcio-
nal de operadores autoadjuntos no acotados, al escribir dicho operador como
e~iilaa’ —aa™) potamos que el operador i(aa’ —aa™) es autoadjunto. Mas atin,
el célculo funcional nos garantiza que e =G0 og yp operador unitario, en
particular acotado y definido en todo el espacio de Hilbert H.

Llamamos a D(a) = e~ Necesitamos encontrar la ley de multipli-

cacién para los operadores D(«) y para ello usamos la férmula de Baker—
Hausdorff-Campbell [10]

eeP = ealABleAtB (3.6)

la cual es védlida si [A,[A,B]] = 0y [B,[A,B]] = 0. De donde AP =

e~31ABlA B y por tanto

D(a) =" —a”
—iPi—iQp
_ e~ 3()(-)PQliP iPd,~iQp

:e’%PQeque’iQﬁ.
El operador D(«) aplicada a una ¢ € L*(R) nos da
D(a)p(r) = e p(z - Q). (3.7)
La ecuacién (3.7) es conocida como la familia de operadores D(a) de Weyl
en L*(R).

Si sustituimos A = aat — @a y B = Ba — fa en la ecuacién anterior
obtenemos la ley de multiplicacion

Dla)D(B) = ™9 Do+ ). 55
la féormula correspondiente para el producto de varios operadores D(«) es
D(a)D(an_1) - D(ay) = €°D(an + cp_y + - 1)
donde § =Im )

>k ¥ k-

Una consecuencia de (3.8) es

D(a)D(B) = ™ D(6) D(«). (3.9)
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Una ventaja de la forma (3.9) comparada con (3.3) es que a diferencia de los
operadores p y ¢ que son operadores no acotados en el espacio de Hilbert H,
los operadores D(a) son acotados y definidos en todo el espacio H.

Otra consecuencia de (3.8) es que los operadores e" D(a) forman una re-
presentacion del grupo con elementos fijados por tres ntmeros reales, g =
(t;,x1,x2), 0 por un nimero real ¢ y un nimero complejo «, g = (t; «). Este
grupo lo llamaremos el grupo de Heisenberg- Weyl, denotado por W. No es
dificil ver que la ley de multiplicacién en W es

(8321, 2)(t; 91, ¥2) = (s +t+ B(x,y); 21 + 41, T2 + y2)

con B(x,y) = x1ys — y172.

Notemos que el grupo W pertenece a la clase de los asi llamados grupos
nilpotentes, es decir aquellos en los que para cada elemento ¢ del grupo ¢~ =
Identidad para algin & ; un ejemplo de este tipo es el grupo de las matrices
triangulares superiores (inferiores) con unidades en la diagonal principal bajo
la operacién multiplicacién. Asi en este caso W = {g} donde

g= a,b,ce R

i
O =
_ o0

estas matrices nos dan la representacion no unitaria mas simple de dimen-
sion finita del grupo W. Los generadores correspondientes del algebra de Lie
€1, o, e3 estan representados por

010 000 0 01

€1 = 000 s €y = 0 01 s y €3 = 000

0 00 000 000
respectivamente.

Para el presente trabajo es importante el estudio del grupo de Heisenberg
- Weyl, puesto que dos representaciones unitarias e irreducibles de (3.9) de-
ben estar relacionadas por una transformacion unitaria. Esto lo establece el
siguiente teorema [9)].

Teorema 3.1. Teorema de Stone-von Neumann. Para un valor fijo X, (A #
0) cualesquiera, dos representaciones unitarias irreducibles del grupo W son
unitartamente equivalentes.
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En otras palabras, para cualesquiera dos sistemas de operadores {D(«)}
y {D(«a)} que satisfagan (3.8), existe un operador unitario U tal que

D(a) =UD(a)U™".

El Teorema de Stone-von Neumann lo utilizaremos para establecer tedrica-
mente la existencia de la transformada de Bargmann.

3.3.1. El oscilador armoénico y los estados coherentes.

En esta secion discutiremos el oscilador armoénico y el conjunto canénico
de estados coherentes asociados a este. Todo lo dicho en esta seccién es
valido para una dimension arbitraria pero hemos preferido detallar solo el
caso unidimensional para mantener la discusion lo més simple posible.

Los operadores ¢, p,a” y a' acttian en el espacio de Hilbert L?(R). V.Fock
hizo la observacién clave de que es posible otra representacién de las RCC
escritas como en (3.3). Esta representacién esta dadas por los operadores

d

bT:—
dz’

b~ = multiplicacién por la variable z. (3.10)
V. Bargmann introdujo la existencia de los ahora llamados espacios de Barg-
mannn B que consiste en funciones holomorfas en C que son de cuadrado
integrable con respecto a una medida gaussiana. En dicho espacio los opera-
dores en (3.10) son el adjunto uno del otro.

El teorema de Stone Von Neumann establece la existencia de una trans-
formacién unitaria B : L*(R) — B tales que

Ba'B'=b", Ba B l'=b".

Es conocido que un vector ¢, llamado estado base existe en H, este es un
vector normalizado aniquilado por el operador a™

_ _ _1
a Yo = 07 <S007¢0> - 17 SOO(C]) =T 1/46 2q2'

La accién del operador creacién a' genera un conjunto de vectores ¢,, nor-
malizados a partir del estado base

1
@n—ﬁ-
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Los vectores {¢, } forman una base en H. Ademds, son estados propios
del oscilador arménico. La accién de los operadores a~ y a' en esta base
estda dada por

a Pp = \/ﬁwnm CLTSOn =vn+ lpn, aTCLiSOn = NPn.
Cada ¢,, puede ser vista como
onlq) = 742 )TV H, (q)e 02, (3.11)

Donde H, es el polinomio de Hermite de grado n. En la representacion coor-
denada, (3.11) se convierte en una relacion de recurrencia para los polinomios
de Hermite

d

d_q .
(2 - d%)Hn@) — Honlg).

De donde obtenemos las relaciones

H,(q) = 2nH,_1(q),

Hy(q) = (2 — d%)nHo(Q), Ho(q) =1
q2£
qn

Asi como también la ecuacién diferencial para los polinomios de Hermite

Ho(q) = (=1)"e” —e™

)

1"

H

n

2qH, + 2nH, = 0.

Por otro lado, el oscilador arménico en una dimension H es un operador
que va de cierto subconjunto D de L*(R) a L*(R), D es de hecho el espacio
de Sobolev de orden 2 [18]

h? d? N ka?
2m da? 2
La afirmacion de que las funciones ¢,, son funciones propias del oscilador
armonico H se concreta como

Hp, = \upn, n=0,1,...
donde
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Para el presente trabajo resultard de gran importancia el concepto de
estado coherente.

Dichos estados son elementos del espacio de Hilbert H etiquetados por
puntos del espacio fase del sistema clasico correspondiente.

Hablando someramente, la idea basica de los estados coherentes es con-
siderar estados cuyo centro sigue aproximadamente una orbita clasica. De
hecho, fué Schrédinger quien introdujo esta idea inicialmente para el caso del
oscilador armonico. En dicho caso, un estado coherente es una funcion gau-
ssiana, cuyo centro sigue de manera exacta la trayectoria clasica correspon-
diente. Mas aun, los estados coherentes en este caso satisfacen la relacion de
incertidumbre de Heisenberg AxAp > h/2 de manera 6ptima : AzAp = h/2.
También dan una resolucién de la identidad en L?(R"), es decir, que toda
funcién en L*(R") es la “suma continua” de sus proyecciones en los estados
coherentes, lo cual se precisard mas adelante. Adicionalmente, son funciones
propias del operador de aniquilacion.

En particular, pensamos al estado coherente v, como una funcién en
L*(R) etiquetada por o € C, donde al estado base g le aplicamos el opera-
dor D(a) = e~ —aa”

[eS) \n
1 gz(aa)
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Es decir
Vo(z) =€ 2'“‘25 —n(x aeC, xeR.
\/_

Ademas, 1, es un estado propio del operador de aniquilacion pues

oo
_ a2 Z a™
n=0 ”n'
oo

PNEYPS e
=e a Ppn
Z I

|
n=1 n.

= athq.

El conjunto de estados coherentes {1, }acc etiquetados por los complejos
a = P +iQ) es sobrecompleto, en el sentido que nos da una resolucion de la
identidad, para toda f € L*(R) [16]. Es decir

f(x) = [c (F(2), tha)tba(@)dpa(e) (3.12)

0 mas bien

f(z) = lim (f(2), Ya)a(x)dpn(a).

g—00 |Oé‘§0'

Donde puy es la medida gaussiana definida en la ecuacién (2.5) del espacio de
Bargmann HL?*(C",dy;) con t = h.

Otra propiedad importante de los estados coherentes es que su imagen
bajo la transformada de Bargmann L*(R™) — HL?*(C") est4 dada por

Bipo(z) = e*%/h,

La transformada de Bargmann del estado coherente 1, esta dada por

B, = /RA(z,x)lpada:, e € L*(R™).
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Donde A(z,x) lo denominamos un nicleo de integracién, en el sentido de que
nos permite pasar de L*(IR") al espacio de funciones analiticas HL?*(C") que
son de cuadradado integrable.

En el capitulo siguiente daremos las condiciones que deben ser cumplidas
por A(z,x) y la funcién de la medida p(z) en la ecuacién (3.12), mientras
que el estudio de la ecuacién misma (3.12) serd hecho a lo largo de todo este
trabajo.
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Capitulo 4

Sobre la transformada de
Bargmann y la funcién de peso

(4

En este capitulo obtenemos las formulas para el nucleo de integracion
An(z,7) y la medida p,, estos dos elementos definen la transformada de
Bargmann y nos permitirdn pasar del espacio L*(R™) al espacio HL?*(C")
de forma unitaria, como se demuestra en el articulo de Bargmann [2]. Con
estos elementos dotaremos al espacio de Bargmann HL?*(C") de un producto
interno.

Vamos a demostrar que para el caso n = 1, la transformada de Bargmann
esta dada por

Biy(x) = /RA(Z,x)@/)(x)dx, Y € LA(R)

con A(z,z) = m V1 exp{—1(2? + 2?) + V2zz}.
Mientras que para f € HL?*(C), la transformada inversa de Bargmann
B! est4d dada como

B'f = lim A(z, ) f(2)du(z) con p(z) =nrte P12,

g—00 |Z|§O’

En el capitulo 2 vimos como HL?*(U,«a) es un espacio de Hilbert, U es
un abierto en C" y a es una funciéon no decreciente. Un caso especifico de
estos espacios es el espacio de Segal-Bargmann HL?(C", ﬂ_”e_‘z‘2/2), que por

41
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comodidad designaremos simplemente como HL?*(C™).
Encontramos como un hecho por demas interesante que al aplicar la trans-
formada de Bargmann a los ¢, € L*(R) se tiene

zn

Vn!

y estas ultimas funciones, por lo visto en el capitulo 2, forman una base en
HL?(C"). Es decir, bases van a dar a bases.

El espacio estandar de Segal-Bargmann queda asi definido como el con-
junto de funciones analiticas f que son de cuadrado integrable con respecto
a la medida d(p,) = 7" FPRdandy”, 2 € C", z =2 +iyy z,y € R?

B‘Pn(z) =

HIL?(CY) ={f:C" - C": / £ (2)Pe” P R2dady < 00}

n

con |z|? = |21+ + |2,|%, HL*(C") es un espacio de Hilbert con producto
interno

(fr.fa) = | fi(2)fo(2)du(z).
(Cn
Tal como lo hicimos en la seccién 3.3 para un sistema cuantico de n grados
de libertad, definimos los operadores posicion p; y momento ¢, como

pr = th— v ¢ = multiplicacién por la coordenada ¢

con 1 < k < n. Del mismo modo, a partir de estos operadores def inimos los
operadores a, de aniquilacién y a;rg de creacién (h = 1)

Qe tWe Qe — Dk

ag, \/ﬁ ’ ag, \/ﬁ

conl<k<n, a,y a;rg el adjunto uno del otro.

Por otro lado, bajo las observaciones de Fock [15] que expresan la ecua-
cién (3.10), los operadores a, y aL tienen sus equivalentes en el espacio de
Bargmann HL?(C") en los operadores que a continuacién se indican

0
by =5— ¥y b:,rg = multiplicacién por z (4.1)
azk
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b, v b/,TC son adjuntos uno del otro en dicho espacio.

De aqui que para una funcién ¢ € L?*(R"™) cuya imagen bajo la trans-
formada de Bargmann sea f € HL?*(C"), se deben cumplir las siguientes
asignaciones bajo operadores

0
ag P — 8—2{;’ aL@/} — 2 f. (4.2)

Cabe aclarar que los calculos que a continuacion escribiremos son de
propésitos puramente heuristicos, el dominio de A, (z, ) es ampliamente dis-
cutido en [2].

4.1. La obtencion de .

Consideremos el espacio vectorial de funciones analiticas en C", queremos
dotar a dicho espacio con un producto interno

(f, 9)mr2cny = : f(2)g(z)u(2)d" (2).
Con d"(z) = dxy,- -+ ,dx,, dyy, - - , dy, la medida de Lebesgue en C" = R?",
2k = Tk + 1Yk, con 1 < k < n. Por la ecuacién (4.1) requerimos que zj y
0/0z, sean adjuntos uno del otro con respecto a este producto escalar. En
consecuencia la ecuacién que determina a p queda como

99

< kf7 g)'HLQ((C ) <f7 aZk>HL2(C")’ =N = ( )
Suponemos que (4.3) se cumple para todas las funciones f y g en HL?*(C")
que no crecen demasiado rapido al infinito. De la definicién de producto

interno

99 09
— = ——ud"(2).
< ’8zk>HL2(<c”) cn f@zk'u (2)
Primero veamos que, aplicando la regla de la derivaciéon parcial para un
producto

0 _0g ol
%(gﬂ)—aZk ntg oo

multiplicando por f

9 9 _
fa—%(gu)—fa% p+fg -
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Despejando f%

;0 ~ Ou
f@zk u—fa—zk(gu)—fy%

k

De donde el producto interno anteriormente mencionado queda como

dg 99
<f’8—zk>HL2(<Cn) B f@zk pd'(z)
_ a n r 8:“ n
- [ igmtawae) - [ o)

en la primera derivada parcial podemos meter a f, puesto que f es anélitica,
0f/0zZ = 0. Por tanto
0

(1.2 = gamare) — [ 1g- L),

0z, >HL2(<C") cn 02k cn 0z,

Suponemos que fgu decae suficientemente rapido al infinito, de donde
la primera parcial en la ecuacion anterior se anula. Ademéas a esta ultima
expresién para (f,dg/0z)nr2cny la comparamos con (2xf, g)xr2cny dado
que son iguales por la ecuacién (4.3), por tanto tenemos

(2 f, 9 mrecny = / Zefopd™(z) = fg- 8 d"(z).
n Cn Zk
Esto nos sugiere que
o
2 — 5. A
D2 234 ( )

Con z = xp + iyk. Aplicando la regla de la cadena tenemos

ol op Oz  Op 0z, _ Op | Op
— = . . — B
83% 8Zk 6:ck + 8§k 6:ck 8Zk * o 8Zk ( )

Op _ Op Oz | Op Oz _Op op (©)
Oy Oz Oye 0z Oyk azk "oz Zk

Multiplicando a la ecuacién (C) por —i y sumandola a (B) se tiene

On _on _ 01
&rk 8yk N azk



4.2. LA OBTENCION DEL NUCLEO DE INTEGRACION. 45

Asi que, comparando esta tltima expresién con (A)

1fow o = —(wp — iyp)
2\ Dy Dur = k Yk ) b

Por tanto

En consecuencia
p=cexp{—z-z}
donde z -z =>"7_ Zrzpy = Y, (21 + y3) ¥ ¢ es una constante positiva.
Se toma la constante ¢ = 77" de tal modo que la norma en el espacio de
Bargmann de la funcién f(z) = 1 sea uno.
En la literatura es comun introducir la constante de Planck A y hacer ver
a i dependiente de la n reeescribiéndola como

pin(2) = (wh) e N,

4.2. La obtencién del ntucleo de integracién
Az, ).

Si reescribimos los operadores py = i10/0xy y ¢, = multiplicacién por zy
los operadores de aniquilaciéon a, y de creacion a/,TC quedan como

o 9 oo 9
ak:ﬁ .ﬁl}k—a—xk, ak:ﬁ I‘k—l-a—xk .

La idea bésica de Bargmann para encontrar el nicleo integral A,(z,x)
que defina la transformada B es como se menciona en las ecuaciones (4.2), el
requerir que los operadores a, y a;rg sean intercambiados con los operadores
b, v bL respectivamente los cuales fueron definidos en la ecuacion (4.1). Con
lo cual se debe tener

Ba;B'=b; y BalB™'=b]

Esta idea de Bargmann es la implementacién del Teorema de Stone-von-
Neumann a la pareja de representaciones {ay,al} en L2(R") y {b;,bL} en
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HL?*(C") de las Relaciones Canénicas de Conmutacién (RCC).
Entonces, dada ¢ € L*(R") suficientemente suave (por ejemplo ¢ € C§°)
tenemos que para z € C" y z € R

/ An(z,2) (a7 0)d" ()
:/Aﬁ%@@www

=zif = . 2k An (2, 2)0d" ()
y
| Aol @)
- [ @A
_of 0A,(z,x) .
= 8—% = - 70% Yd" (x)
de donde
2 An(2, 1) = al A, (2, 2)
A
_ % (:ckAn(z, 7)+ _aAgZa x)) (A)
y
LAEZ’ 7) =a, A,(z,1)
(B)
= % (xkAn(z,:p) - %ﬁ)
Sumando (A) y (B), y despejando A, (z,x)/0z se tiene
%jﬁ) = (V2x;, — 2) Au(2, ). (C)

Restando (B) de (A), despejando A, (z,z)/0x) y sustituyendo el valor de
An(z,x)/0z; obtenido en (C)

0A,(z, )

5 = (\/ﬁzk — x)An(z, ). (D)
Tk
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De (C) y (D), la solucién para A, (z,z) es
1
Ap(z,2)=( exp{—5(22 +22) 4+ V2z - x}

donde 22 = |21)> + |2+ + |zt 22 =2? + 23+ 22, 20 = 211 +
20Ty + ++ + 2y Ty, 2= (21,...,2,) EC"y x = (21,...,2,) € R". Escogemos
¢ como w4,

El caso general para el valor permitido A es el que a continuacion se indica

1 2 2 2.
An(z,l‘):W_n/4eXp{—§(Z —|—SL’)h+\/_Z :L’}

4.3. La resolucion de la identidad.

Cuando aplicamos la transformada de Bargmann a las funciones etique-
tadas 1, tenemos lo siguiente (cambiamos un poco nuestra notacién a ¥ sin
perdida de generalidad)

Biw(2)
_ Bfe-dmr o T
_B<e nz:zo\/_'gon(z))
_ —§|w\2 S w"
e gmlg(s@n(@)
haciendo uso de B(p,(2)) = 2"/v/n!
_ —%\w|2 > wr 2"
S D
= (wz)"

L7

1

n!
n=0

— 67%\w|2€wz

salvo el factor e~2lvl, Big(z) es igual a K(z,w), el cual es el nicleo repro-
ductor de el espacio de Bargmann visto en el capitulo 2.
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Supongamos una funcién cualquiera ® con ® € HL*(R), {¢n}n = {2"/V !},
una base de este, y ¢, = (P, ¢,) entonces

O = ch¢n y Z |Cn|2 = ||(I)||2
n=0 n=0

Tenemos

De donde

/ (@46, (0, D) dedy

m

o o n—
7|z|2— zZ°Z
= E E e CnCm\/—

Im)
n—0 m=0 n:m:

=) EmenlZ™

n=0 m=0

oo 00 oo
=22 Tlmbum = )_leal’
n=0

n=0 m=0

dxdy

= Hq)H%cL?(R)-

Es aqui donde nace la idea de definir un producto interno continuo como

(6.0) = / (6,00.) (s, 0V 2 ddy.

Llamamos al operador identidad I en L*(R) a I = [(-,1,) (1., ).
La resolucién de la identidad para una funcién f € L*(R) queda como

fx) = /ec@/fz,fwz(x)du(@ con  du(z) = e dady

donde para solventar algunas cuestiones de invertibildad de operadores [16]
escribimos

f(z) = lim (e, F)v=(z)du(z).

g—00 IZISU
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¢

La resolucion de la identidad es una versién “ continua” de expresar a f
como f =3 (., f)1)., donde la integral sustituye a la suma.

Estos estados coherentes 1, no sélo generan el espacio de Hilbert, sino que
son sobrecompletos, en el sentido que nos dan la resolucién de la identidad
sobre un conjunto que tiene una cardinalidad méas grande que los naturales
como lo es el plano complejo C.
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Capitulo 5

Condiciones de completez de
los estados coherentes

En este capitulo estudiamos las condiciones de completez de subfamilias
de estados coherentes, con etiqueta un punto z en los complejos. Tales con-
diciones se traducen en el area de los cuadrados basicos del reticulo en C. Si
el area resulta ser menor que 7 la subfamilia es completa, y para demostrar
esto usamos teoremas de comportamiento asintético de ceros de funciones
enteras [6] y [12]; si el drea es mayor que 7 entonces la subfamilia no es com-
pleta, y vemos que la funcién o de Weierstrass [11] es la que nos es 1til para
demostrar este hecho; si el area es igual a m, que es el caso del reticulo de
vonn-Neumann la completez aun se preserva [3].

El material aqui expuesto se ha obtenido de [3], sin embargo hemos tra-
bajado con mucho mas detalle cada una de las afirmaciones expuestas.

5.1. Funciones enteras.

Sea f una funcion de variable compleja f = u + ‘v donde u y v son las
partes reales e imaginaria de la funcién. Decimos que si f es diferenciable
en un entorno de zyg = x( + iy entonces f es analitica en tal entorno y son
validas las ecuaciones de Cauchy-Riemmann.

ou ov ov ou
%($7y)_ 8_y(x7y)v %(xay)__a_y(xvy)

o1
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donde
ou ov

f(20) = %(900,?/0) + i%(xo,yo)-
De hecho tanto u como v son diferenciables un niimero infinito de veces, es
decir de tipo C*(£2) donde (2 es el entorno abierto y cumplen A(u) = A(v) =
0 en Q donde A es el operador diferencial de Laplace en R?*- o laplaciano —

0? 0?
“ o2 op

al hecho que u y v se anulen al aplicarles el laplaciano le llamamos que
sean armoénicas. Asi hemos comprobado que las partes real e imaginaria de
una funcién analitica en {2 deben ser armonicas en ). También tenemos un
reciproco de este hecho. A saber que toda funcién armonica es localmente la
parte real de alguna funcién andlitica [7]. Por consiguiente, el analisis local
de las funciones anéliticas es equivalente al de las funciones arménicas.

Definicién 5.1. Una funcion f(z) que sea andlitica en el plano complejo
total, es llamada una funcion entera.

Se puede probar (véase [7] pag.77) que f(z) tiene una representacién en
serie de potencias.

f(z) = chz", lim {/|c,| = 0.
n=0

Este es el caso mas simple de funciones analiticas que contienen a todos
los polinomios. Los polinomios se clasifican de acuerdo a su grado, esto es de
acuerdo a su crecimiento cuando |z| — co. Una funcién entera puede crecer
en varios modos a través de diferentes direcciones.

Para una caracterizacion general del crecimiento damos la funcién

M¢(r) = max|f(z)].
|2|=r

Se sigue del Principio del maximo que esta funcién se incrementa
mondétonamente. Recordemos que tal principio nos dice que una funciéon
analitica en un abierto alcanza su maximo en la frontera. Entre mas raices
tenga un polinomio, mas rapido crece. Esta propiedad se extiende a funcio-
nes enteras pero de manera mas compleja. La relacién entre el crecimiento
de una funcién entera y la distribucién de sus raices es el objeto de estudio
de la teoria de funciones enteras.
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Definicién 5.2. Las afirmaciones f(x) = O{g(z)}, f(z) = o{g(x)}, f(x) ~
g(z) significa como es usual que f(x)/g(x) estd acotado, se aproxima a cero, o
se aproxima a 1,cuando respectivamente; y f(z) < O{g(x)},f(z) < o{g(x)}
significa que f(x)/g(x) esta acotado por arriba, por una constante, o por
o(1), todo esto por supuesto cuando x — oo.

Definicién 5.3 (Numero de ceros). Denotamos por n(t), a el nimero de
puntos a,,, con f(ay) =0 que satisfacen la desigualdad |a,| < t (incluyen-
do multiplicidades). Si queremos enfatizar que se trata de el conjunto {a,,}
escribimos n,(t).

Con n(t) obtenemos una funcién continua a la derecha, mondtona, con
valores en los enteros y constante a pedazos.

5.2. La Férmula de Poisson
Teorema 5.1 (La Férmula de Poisson). Si u estd definida y es continua en

el disco cerrado {z : |z| < R} y es armonica en el disco abierto {z : |z| < R}
entonces para r < R

] 2 _ .2 2m ) ]
u(re”?) = R v / u(fe™) di z=re?  (5.1)
0

2 R? —2Rrcos(y — 6) + r?
? 2
1 T ) RQ _ |Z‘2 )
- Wy 171l _g = Re™. 2
u(z) 5 /0 u(Re )|Rei¢ L Y ¢ = Re (5.2)

Demostracion. Puesto que u es arménica en B(0, R) existe una funcién andli-
tica f tal que u = Ref.

Sea 0 < s < Ry seay, ={z:|z| = s} el circulo con centro en el origen
y radio s. Entonces, por la formula integral de Cauchy, tenemos

1) =50 [ 2ac

¢

para todo |z| < s. Podemos manipular esta expresién de una forma conve-
niente para tomar las partes reales.
Sea Z = s?/7 la cudl es llamada la reflezidn de z en el circulo 7. Asi, si 2
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v

Figura 5.1: La inversiéon de un complejo en la circunferencia -,
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estd dentro del circulo (véase la figura 5.1), entonces Z estd fuera del circulo,

y en ConsecuenCia ( )
Lo
%ﬁléﬂc—zﬂg‘o

para |z| < s. Podemos sustraer esta férmula integral de
1
=g | £
A/S
1 1 1
= — - dacg.
2mi /YSf(C)(Q—z Q—Z) ¢

Observando que |(| = s, podemos simplificar como

1 1 1 1 1 z

(—z (-2 (-2 (¢(-LE (-2 ((z-0
B i ol e o St W S el 1
Cl¢ — =2 Cl¢ ==

/f OUCP = 121*)
CIC—ZP

1 g ' §2 — p2 '
F(re®) = ZA Flse )t = = e

27 |set?

para obtener

Por lo tanto, tenemos

esto es,

noétese que esta ultima expresion es la ecuacion 5.2 excepto que en lugar
de R tenemos a s donde r < s < R. Asi pues, tomamos un proceso de
limite cuando s — R para demostrar 5.2. Si observamos que |se®¥ —rei?|? =
52 + 12 — 2srcos(yp — @) y tomamos las partes reales en ambos lados de la
ecuacion, obtenemos

; 1 [ u(se™)(s* —r?)
0\
ulre”) = 27 / s? + 12 — 2sr cos(¢ — H)dw'

Fijemos 0 y r y sea M = méx|.,<g|f(2)| por la desigualdad del tridangulo

se tiene
6 |

|se’ — re| > }|sew| —|re”|| =s—.
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Asi
§2 _ 2 §2 _ 2

4 4 = < 2R.
|set — ret|2 = (s —1r)? SHT

Entonces podemos aplicarle el teorema de la Convergencia Dominada de
Lebesgue [13] a las funciones g5 = f(sew)w puesto que |gs| < 2RM.

De donde lim,_,p fozﬂ gs = fozﬂ lim,_. R g5 v es asi como obtenemos las formulas
5.1y 5.2. 0

5.3. La Formula de Jensen.

Para una funciéon armonica u(z) en el disco {z : |z| < R} y continua en
su cerradura

o 2 _ .2
u(z) = i/ u(Re™) R dip z = re?
27 J, R? —2Rrcos(¢ — 0) + 12

esta misma formula puede ser escrita en la forma

1 2 2 1 2T
wazég/ﬁu@ﬂﬂ ‘ﬁdwzgié ulQ)Rez

donde ¢ = Re™.

(5.3)

Como ya hemos mencionado anteriormente para la funcién v podemos
encontrar una funcién f = u + v en en el disco abierto B(O, R) de radio R
andlitica y continua en B(O, R) que cumple con las condiciones de Cauchy-
Riemmann en tal region

ou Ov ov ou

dr  dy  dr  dy

Proposicién 5.2 (Formula de Schwarz). Sea f andlitica entonces

2m (—=z

Demostracion. Como u es arménica cumple con la ecuacion 5.2. Hagamos

f@:iA (O 1 i (0).

2m
g(z) = %/0 u(C)g i zdz/} donde ¢ = Re™ (5.4)
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Por construccion Re ¢ = u y denotemos ¢ = u + 1w con w = Im g.
Mas adelante veremos que g es también andlitica en B(O, R) y continua en

B(O. R).

Verificamos las ecuaciones de Cauchy-Riemman para u y w

ou Ow ow ou

or Oy’ ox oy
Lo siguiente que vamos a ver es que v y w solo difieren en una constante
en B(O,R). Para v y w vistas como funciones de R?* — R ocurre lo que a
continuaciéon se indica con sus respectivos gradientes

v w _Ou
_ ox _ _ oz _ dy
Oy dy Or

Como el gradiente es lineal V(v — w) = 0 es decir v — w = ¢ donde ¢ es una
constante, en particular

v(0) — w(0) = c. (5.5)
Por otro lado g(0) = u(0) 4+ i (0) y por ( 5.4)
1 [ C+0 1

21
(0) Q) gt = 5 [ u(Re)as e ®
donde ¢ = Re™.

:ﬁo

esta dltima integral es igual a u(0), el cudl es un nimero real, por tanto w(0)
solo puede ser 0. Asi que por 5.5 ¢ = v(0). Es decir f(z) = u(z) +iv(z) =
u(z) +iw(z) + ic = g(z) + i (0) por tanto

1 27
10 =5 [ 0w i .
donde ¢ = Re™.

Ahora vamos a enfocarnos en demostrar que g es anélitica. En esencia
queremos probar que el limite

g(20 +h) —g(h)

lim
h—0
existe.
Para esto escogemos un punto z; en el disco abierto centrado en el origen y ra-
dio R, B(0, R); y un punto h tal que B(zy,h) C B(0, R) (véase la figura 5.2).
Asi
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A

A/

Figura 5.2: z5 en B(O, R).

h,mg(zo +h) —g(h)

h—0 h
1 C+ (20 +h) C+ %
_;lfi%%{/o U G ™ / C— 2 w}
I Y [€ + (20 + M)](C — 20) — (€ + 20)[C — (20 + )]
=5l [ v €= oo + MIC = 20) w
1 1 2 u(¢)2hzo
_27”1112%}1/0 (C—(ZO‘Fh))(C—Zo)dw
L [T u(Re'?)2Re .

2 Jy (Re = (20 + ) (R — )

(5.7)

Notemos que en la ultima integral de la ecuacién 5.7 el médulo de los factores

del denominador se pueden acotar por abajo, es decir podemos encontrar un

0 > 0 suficientemente pequenio tal que, existe una constante C' > 0 tal que,

si tomamos 0 < |h| < § entonces |Re™ — zp| > C'y |Re™ — (20 + h)| > C'y
esto implica que

1 1 - 1
}Re“ﬂ — (Zo+h)‘ |R€”’b —Zo‘ C?
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Sea

u(Re™)2Re™
Re® — (2o + h)) (Re — z)

gh:(

notemos que

1
< 2R .
|9n| méx |u(2)| 7

Aplicamos el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue para g, por
tanto podemos aplicar el limj,_o dentro del integrando en ( 5.7) es decir
, 2T 27 1, ’ .

limp o [y gn =y lmp_ogn con lo que g'(z) existe. O

5.3.1. Estimacion de los ceros.

Ahora, sean a,aq, ... ,a, los ceros de f(z) en {z : |z| < R} enumerados
de acuerdo al incremento de su médulo. Vamos a hacer la convencion perma-
nente de escribir cada cero tantas veces como su multiplicidad. Sea f(z) # 0
para |z| = R y hagamos

L R2—G,,z
W];[l R o (5.8)

Es evidente que |p(Re™)| = |f(Re™)| pues el término general en el producto
de la ecuacién 5.8 nos da (evaluado en z = Re™)

R’ —a,z _‘RQ—CL Rew‘_‘ R —a,e" B
R(z — ay,) l2=Rew R(Re™ — ayy,) Re — q, eibei|
R — a,,e"

eV (R — aye~™) ‘ =1
Pues R — Gpe™’ = (R — a,e™™).

Notemos que ¢(z) es anélitica en el abierto |z| < Ry ¢(z) # 0 para
|z| < R puesto que los ceros de f(z) se cancelan con el producto en la
formula 5.8, por tanto podemos aplicar la férmula de Schwarz 5.6 para
log p(2). Asi

1 [ v REY + 2 ,
log ¢(2) =5 /0 log |¢(Re w)‘mdd} +iC

con Re logp(Re™) = log |¢(Re™)|.

(5.9)
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Por tanto, al tomar la parte real de esta ultima ecuacion y recordando que
[o(Re™)| = [ f(Re™)]

1 [ ; Re™ + z
lgll)] = 5 [ log | F(Re) e ot
Evaluando log |p(2)] en 2 =10

loglp0) = 5- [ log (e av.

Igualando esta tltima expresién con ¢(0) en ( 5.8)
n R2 1 2 y
oz (1O ] | s | ) = 55 [ toslsrelaw =

m=1
n R 1 2T ;
log | £(0) +mzllog)jam) - ﬂ/o log | (Re™)|du.

Es decir

2m
1og|f(0)|:i/0 log | f(Re™)|dy+ > log }’;' (5.10)

2T
lam|<R

A la suma E|am‘<Rlog ‘ R se le puede ver como una integral de Stieltjes

igual a fOR log &dn(t) = log R’() f n(t) log R}f se anula, pues
n(t) se anula en un cierto intervalo ablerto con Centro en 0, (véase la figura
5.4). De donde R "(t dt y Ela |<Rlog laml g0l difieren en el signo, esto se
demuestra rlgurosamente en el siguiente Lema.

Lema 5.1. Como se ha definido anteriormente, se tiene
|am] / ()
log — = — —=dt.
D log =
lam|<R

Demostracion. Sean So, s1, 2,83, . .., S, 10s respectivos radios de los circulos
donde se encuentran los ceros de f(z) que son menores que Ry sy es el radio
mas grande menor que R (véase la figura 5.3).
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‘40

Figura 5.3: Las circunferencias con radios s, donde se encuentran las raices.

y
——0
TO
O §1 Sz Ss Sk R > X

Figura 5.4: La funcién n(t).
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Por otro lado n(t) es una funcién creciente y continua a la derecha (véase
la figura 5.4).

Asi
| @
log !
2 log
lam|<R
= n(s1) log 2 + [n(s2) — n(s1)] log 2 + [n(ss) — n(ss)] log =2
R R R
s
+ ...+ [n(sg) — n(sk_1)] log Ek
k
s S;
= n(s1)log 7 + Z [n(s7) = n(sj-1)] log
k k
= n(sy) log s + Z n(s;)logs; — Z n(s;—1)logs; —n(sy)logR.
=2 =2
Ademés

/R@dt
t
0
S1 t S9 t S3 t
[ [T [
0 s s
o), [Tl
+/ —dt+/ —=dt
Sk—1 t Sk t
:/SQ@dt+/83@dt+
. / . ”
Sk t R t
[ [
- t t

_ Sk
=n(s1)(log so — log s1) + n(sz)(log sz — logss) + ...+
n(sg—1)(log s — log sk—1) + n(sk)(log R — log sy,)
=n(s1)log sy — n(s1)log s + n(sz)logss —n(sz)logss + ...+
n(si)log R — n(si) log(sk)
k k
=—n(sy)logs; — Z n(s;)logs; + Z n(s;—1)logs; +n(sx)log R

Jj=2 Jj=2

y una es el inverso aditivo de la otra. O
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Es asi como habiendo probado el anterior Lema junto con 5.10 hemos
probado el siguiente Teorema

Teorema 5.3 (Teorema de Jensen).

/o "8y = o / "log £ (Re)|di> — log | £(0)].

Corolario 1. Si se supone |f(0)| =1 claramente se tiene que

R, 2 :
| < o [ el sre e < 1og My ()

Definicién 5.4. Denotaremos como

5.4. Orden (p) y tipo (7) de funciones enteras.

Introduzcamos la notacién siguiente. Si una desigualdad h(r) < ¥(r) se
cumple para valores sufiecientemente grandes de r, vamos a llamarla una
desigualdad asintética y escribimos h(r) < 9 (r).

Si la misma desigualdad se cumple para alguna sucesién de valores r,, —

00, entonces escribimos h(r) < p(r).
Una funcién entera f(z) es llamada una funcién de orden finito si

Mg (r) < exp(r¥) para algtin k > 0. El orden o el orden de crecimiento
de una funcién entera f es la maxima cota inferior de estos valores de k para
los cuales la desigualdad asintotica se cumple. Denotaremos usualmente el
orden de una funcién entera f por p = py.

Se sigue de la definicién de orden que

as  pte

¢S My(r) < e
al tomar el logaritmo dos veces obtenemos

n log log My (r) as
po e wloglogMy(r) o (5.11)
log r
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de aqui
log log M
» = limsup 28108 Mr (1)
r—00 log r

Sea p el orden de una funcién entera f. La funcién se dice que tiene un
tipo finito si para algin A > 0 la desigualdad

My (r) < et

se cumple.

La méaxima cota inferior de estos valores de A para los cuales la desigual-
dad anterior se cumple se llama el tipo 7 = 7 (con respecto al orden p) de
la funcién f. Se sigue de la definicién del tipo que

T & My(r) < elmro”
Tomamos el logaritmo y dividimos por 7°, obtenemos

n IOng<7’) as
o

T—e< <T+e¢
r
y de aqui
log M,(r
7'f:h'ms.up7g f<)
r—00 TP

Si para un p > 0 dado el tipo de una funcién es infinito, entonces la
funcién es de tipo maximal; para 0 < 7 < oo decimos que el tipo es
normal o medio; para 7 = 0 el tipo es minimal. En este ultimo caso, para
algin € > 0 la siguiente desigualdad asintética se cumple

as

M;(r) < e

De las definiciones de orden p y tipo 7 de una funcién entera f(z) tenemos
que para cada € > 0

Mi(r)=0("")  r—o0 (5.12)

M (r) = O r— 00. (5.13)

Funciones enteras de orden p = 1 y tipo normal 7 son llamadas funciones
enteras de tipo exponencial 7.
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Ejemplo 5.1. Para las siguientes funciones enteras.
i) sen Az es de orden p =1 y tipo T = | A|.

ii) sen \/(2)//(2) es de orden p = 1/2 y tipo T = 1.
iii) exp{agz” + ...+ an}, ag # 0 es de orden p =n y tipo T = |ay|.

Cada una definida en sus respectivos dominios.

5.5. El exponente de convergencia o.

Definicién 5.5. Sean ay,aq, ... las raices de f(z) ordenadas de acuerdo a
su mddulo y escritas tantas veces como su multiplicidad y sean |aq], |as| . ..
sus modulos. El exponente de convergencia de los ceros de f(z) (llamado por
conveniencia el exponente de convergencia de f(z)) es el infimo de los
numeros positivos a para el cudl la serie

[e.9]

1
Z |an|a

n=1

converge, y lo denotaremos por .

Lema 5.2. La serie y la integral

e}

1 (o]
> — / o In(t)dt
[ 0

n=1
convergen o divergen ambas si o > 0.

Primero vamos a mostrar que

> ! — =T"n(T) + a/Tt_o‘_ln(t)dt. (5.14)

lan|<T ||

1 . : e 9] 1
De hecho >, <7 @, €8 asu vez una suma parcial de la serie >l e

a esta suma parcial podemos verla de manera general como una integral
de Stieltjes [; t~%dn(t) = T-*n(T) + oszT t~*"In(t)dt. Sin embargo a la
ecuacién 5.14 la mostraremos de la siguiente manera:

Consideremos nuevamente Sq, Sa, ..., S, los radios de los circulos donde
se encuentran las raices ai, ao, ..., ax, aqui s < s9 < -+ < s < T como en
las figuras 5.3 y 5.4, solo que esta vez T ocupa el lugar de Ry s, < T,
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aunque esto tltimo como veremos méas adelante, no afectara en nada nuestros
calculos.
Por un lado tenemos

lan|<T T ! 2
et (nln) = n(si2)) -+ (n(T) = n(si1))
k—1
Mientras

T
oY / t=* In(t)dt
0

=

Ss1 S92 Sk—1 T
/ +/ +~-~+/ +/ t= In(t)dt
0 S1 Sk—2 Sk—1
S92 53
=« n(sl)/ +n(52)/ +--

Sk—1 T
+n(sk_2)/ +n(sk_1)/ t~ 1 dt
Sk—2 Sk—1

= n(sl)é + (n(s2) — n(sl))é + -
1 1
+ (n(sg-1) — n(sk,Q))E — n(sk,l)ﬁ.

Si agregamos a esta ultima expresion T'~*n(7T") obtenemos Z|an| <7 m y con
ello tenemos probado ( 5.14). Es asi como hacemos la demostracion del Lema
anterior que nos habla de la dependencia de la convergencia entre la integral
y la suma.

Demostracion. Supongamos que Z|an|<T ﬁ < 00, por la ecuacién ( 5.14)

a/OTt_O‘_ln(t)dt <>

lan|<T

T
PRE < 00 por tanto/ t~*!n(t)dt converge.
n 0
Reciprocamente, supongamos que fooo t=>"In(t)dt < oo, dado que n(t) se
incrementa tenemos en particular que n(7") < n(t) para todo t € [T, 2T, por
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tanto es facil ver que

2T 2T 2T
n(T) / t~ tdt = / = In(T)dt < / t=* In(t)dt
0

T T
y ademas
2T -
12T 7)1 /1
[ AL
T a lr T* a\2>
por tanto
T)1/1 =
m—(——I)S/ t~*!n(t)dt y para cuando hacemos T — oo
T o \2¢ 0

T~*n(T) queda acotado, es decir n(T") = O(T*), por tanto en ( 5.14) el lado

derecho de la igualdad queda acotado. As{ Y >, ﬁ converge. O
Una definicién alternativa de A esta dado por el siguiente Teorema.

Teorema 5.4. Si f(2) tiene al menos un cero (con f(0) #0) y si

log n(r)

o = lim sup ]
00 ogr

entonces o coincide con \.

Donde

1
)\:{ infa:z‘a |a<oo}.

Demostracion. De la definiciéon de o, tenemos
n

7 < n(r) < pote,

as . ,
Tomemos la parte n(r) < r7t<. Es necesario que o > o + ¢ pues asi asegura-
mos

< oo con r— OQ.

La convergencia de n(r)/r® implica la convergencia de [~ t~* 'n(t)dt y por
el Lema 5.2 la convergencia de > 1/]a,|*.
El hecho a > 0 + ¢ implica ¢ < a de donde ¢ es una cota inferior de los
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a’s, que es menor que la maxima de las cotas inferiores de las a’s, que es .
Por lo tanto o < \.

n
Por otro lado, con r?~¢ < n(r) y ¢ > 0 se tiene una sucesion |ag| = 7
creciente tal que r; ° < n(ry), dado que n(r) se incrementa hagamos s >
21/ entonces

s> 2%, de donde

s < 2*17“,;0‘

—x -« —x
s~ —r, <—zr,  por tanto

2

/ ton(t)dt ng_e/ t717dt dado n(ry) > 17 ®
Tk Tk

s s = s
/t_l_o‘n(t)dtZ'rg_E/ R e e

- - — O lry,

o— 1 —Q —Q o— 1 1 —Q
Tk 6(—5)(5 — ") >y 8(—5)(—5)"%

L o—o—

=50 1rk €

el lado extremo izquierdo de esta desigualdad es arbitrariamente grande si
o < 0 —¢g; esto significa que [;°t™* 'n(t)dt debe divergir para o < o —
e, v asi por el Lema 5.2, la inica manera de asegurar la convergencia de
Jo ot n(t)dt y por ende de Y, 1/]a,|* es que o > o — ¢ para cada € >
0, es decir que siempre exista un « en (0 — €,0) esto hace a ¢ un punto
de acumulacién de las a’s mayor o igual que el menor de los puntos de
acumulacién de los a’s que es A = inf . Por tanto o > A O

De esto se deduce el Teorema de Hadamard, que nos serd de mucha uti-
lidad mas adelante.

Teorema 5.5 (Teorema de Hadamard). El exponente de convergencia de
una funcion entera no excede su orden de crecimiento.

Demostracion. Si se supone |f(0)| =1 el Teorema de Jensen nos dice que

R n(t) 1 2m ‘

|20 < o [T roglsrelaw < 1og byt
o t 2m J,

por tanto

log My(er) > /Oer @dt > /er @dt > n(r)
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de donde
n(r) < log My (er).
Si |f(0)] # 1 entonces
n(r) < log My(er) + constante

o equivalentemente
n(r) < log Ms(er)+ O(1).

Se sigue que

1 log log M log log M
lim sup ogn(r) < lim sup M = lim sup w
rooo 1087 r—o0 logr r—00 log r
esto es 0 < p. ]

Aqui andlizaremos el comportamiento asintético de funciones enteras y
la relacion entre estas y su cantidad de ceros.

Teorema 5.6. Si f(z) es de orden p positivo y tipo finito T entonces

L =limsupr "n(r) < epr (5.15)
[ =lminfr *n(r) < pr. (5.16)

Con e la base de las exponenciales.

Demostracion. Por la ecuacién 5.11 tenemos
logM(r) < (t+¢e)r”  e>0,r>r(e)

y por el Teorema de Jensen
T t 1 27 )
N(r) = / Malt < —/ log | f(re?)|do < log M(r) (5.17)
g ¢ 2m Jo
y de las dos ecuaciones anteriores

Nr)yr?<7t+e¢ r>r(e). (5.18)

Si 3 > 1 tenemos como en 5.18

57’,” ,Brn
n(r)logﬁﬁ/ %dtg/o 9 = N(Br) < B°(1 +&)r” =
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(T4¢)5P
log3

El lado derecho es él mas pequefio cuando 3 = e'/? y entonces

n(r)r° <

L =limsupr ’n(r) < epr

rT—00

donde e es la base de los logarimos naturales.
Por otro lado si n(t) > ot? = ot’~! < n(t)/t para t > t, tenemos por
(5.18)

to r
t
r° / n(t) )dt+arﬂ/ trde <
0 t to

es decir :
ar”/ P ldt < T +¢

to

y (T+¢) es una cota asintética, recordamos que n(t) es una funcion creciente,
por como la hemos escogido tenemos

or /t tr~tdt < %rﬂ / trtdt = % : % (1 — (t?o)ﬂ) S nit).

0 to

de aqui es facil ver que

1
i inf ) L
t—00 tP p

(1)

<(t+¢) :>h’gninfnt—p < p(T+¢)

haciendo el respectivo cambio de variable

[ =lminfr *"n(r) < pr.

r—00

O

La relacién entre estas dos ecuaciones con L y [ no puede ser aproximada
tanto como se quiera. Es decir, no es posible tener una igualdad simultanea
siT>0.
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Teorema 5.7. Sea f(z) es una funcion entera de crecimiento (p,7), st {a,}
es un conjunto de numeros complejos para los cuales ya sea

7 < p tHminf r~Png(r)

r—00

7 < (ep) tlimsup r " ng(r)

r—00

y si f(a,) =0 para cada n , entonces f(z) = 0.

Demostracion. Aqui n,(r) cuenta la cantidad de elementos de la sucecién
total {a,} que cumplen |a,| < r.

Por otro lado, recordemos que el término n(r) denota la cantidad de raices
contando multiplicidades de f, tales que se encuentran dentro del circulo de
radio r, |z| < r. Para una r fija se tiene que n(r) y n,(r) coinciden, pues cada
elemento a, es una raiz de f. Hagamoslo por contradiccion y supongamos
que f # 0y que alguna de las dos desigualdades se cumple. Con n,(r) = n(r)
supongamos que se cumple la primera desigualdad, entonces

p tliminfrPn,(r) = p~t liminf r ?n(r) > 7

esto implica
liminf r~"n(r) > pr.

r—00

Lo cual contradice a la segunda desigualdad del Teorema (5.6). Del mismo
modo supongamos que se cumple

7 < (ep) M limsupr P ng(r) = 7 < (ep)  limsup r~"n(r)
lo que nos da
limsupr~"n(r) > epr

que contradice a la primera desigualdad del Teorema (5.6). De donde f(z) =
0. O

5.6. Reticulos de estados coherentes.

Definicién 5.6. Llamamos un reticulo de puntos en el plano complejo C
al arreglo de puntos z,, € C con m,n € Z formado por un cuadriculado
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uniforme donde la abscisa son los puntos {..., =2k, —k,0,k,2k...} ; k>0
y la ordenada {...,—2l,—1,0,1,2l...}, conl > 0.

En ocasiones el reticulo de puntos puede estar formado por paralelogramos
en donde el espaciado en la abscisa es el mismo y el espaciado en la ordenada
se da de manera uniforme con respecto a un dngulo o, con 0 < a < 7.

Para cualquier estado coherente ¢, este tiene la forma

b, = e~ 31’ - 2"
P = e 2 Z Spn
“— Vn!

donde z € C es una etiqueta para cada funcién v, (vease la Figura 5.6).
Apliquemos las propiedades de analiticidad e integrabilidad cuadratica

A
g —
: Y < I’R)
Y(1+)
2v
0 "

Figura 5.5: Los estados coherentes etiquetados por z

para obtener algunas propiedades bésicas. Para cualquier estado (f,.) tene-

110S
00

() = e AP S Bl < ol

n=0

donde

Fz)=Y" <‘]i’/%L>z".

Asf que F(z) = ez’ (f,1).) v, aplicando la desigualdad de Schwarz
|F(2) = e2 V[, 0:)| <2V fll oy |9l 2wy
= eg\Z\QHfHLQ(R) 1

n=0
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esto es, la funcién entera F(z) es de orden p que no excede 2 y si es de orden
2 su tipo 7 no excede 1/2 es decir es de crecimiento (2, 3).

Asi que podemos considerar el espacio de Hilbert de las funciones enteras
de crecimiento (p, 7) = (2,1) y de cuadrado integrable, lo que planteamos es
lo siguiente: saber si este espacio es completo en el sentido de que nos genere
todo HL?*(C) y que condiciones de densidad tienen que cumplir los puntos z

de la latiz del plano complejo para que el conjunto v, sea completo.

5.6.1. Reticulos finos.

Siun vector f € L*(R) es ortogonal a un estado dado 1), se tiene (f,1.) =
0 entonces |f(z)] = e **2|(f,4.)| = 0, de donde f(z) = 0, para ese z
especifico.

Un conjunto de vectores dados es total si dado un vector f, ortogonal a
todos sus elementos trae como consecuencia que f sea idénticamente nula.

De aqui que un conjunto de estados coherentes, {1./} C {t.}.ec es total
si y solo si para cualquier funcion entera de cuadrado integrable con respecto
a la medida pu(t) = e~ **/2 de crecimiento (p, 7) = (2, 5) que se anula en cada
uno de los puntos {z'}, resulta ser idénticamente nula.

Si aplicamos el Teorema (5.7) a esta ultima afirmacién, esta se cumple si
resultan ciertas cualquiera de las dos condiciones siguientes

e na(7) 1
lim inf >Tp=—"-2
il = > =
0
) N (1) 1
limsup ——= > erp=e - 2.
rooo T 2

Donde n./(r) denota el conjunto de puntos z’ € C donde f(2') =0y
ademas |Z/| <1y e es la base de los logaritmos naturales.

De estas dos ultimas desigualdades solo nos interesa la primera, ya que
la segunda desigualdad

limsup n/(r)/r* > e > 2
r—00
nos conduce a una funciéon cuyo orden p es mayor que 2, lo que queda fuera
de nuestro interés, ya que solo consideramos p s menores que 2. Esto lo
aclaramos con el siguiente Teorema.
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Teorema 5.8. Si se tiene una funcion entera f para la cual se cumple

lim sup n/ (1) /r* > e > 2

r—00
entonces el orden p es mayor que 2.

Demostracion. Consideremos dos circunferencias en el plano complejo con
centros en origen y radios Ry y R; respectivamente, y sean Ry y Ry lo sufi-
cientemente grandes como para que en el interior del circulo que tiene radio
Ry, y en el interior del circulo que tiene radio R; existan por lo menos eR3
y eR% raices respectivamente.

Asi que en la banda formada por los circulos Ry y R; habra por lo menos
eR? — eR? raices.

Por otro lado sean k y k' positivos tales que R2* = eR2 y R*™* = ¢R?
evidentemente se tiene que

0< k' <k,

Pues e, la base de los logaritmos naturales es estrictamente mayor que 0,
y como R; es mas grande que Ry cuesta menos encontrar &' tal que R¥ = e.

Sea {zs}ses €l conjunto de ceros de la funcién f en el plano complejo
contando multiplicidades que se encuentran en la banda formada por los
circulos de radios Ry y Ry, de donde para cada s € S

Ry < |z| < Ry.

Asi
1 - 1 - 1
Rl ‘ Zs ‘ RO

tomamos la primera desigualdad y tomemos un £” tal que 0 < k" < k' < k

1 S 1 N 1 S 1
‘zs‘ Rl |zs|2+k// R%J’,k// .

Asi que

’
Z 1 > R%+k - R(%Jrk Rklik// <R0>kk”
" 21 k! - 1 - e .
‘zs‘QJrk R1+ Rl

seS

En esta ultima desigualdad, fijemos Ry y movamos R, esto significa dejar
fija a k y mover k' y k” pero conservando k' — k” > 0, en el lado derecho
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de la desigualdad R'f/’k” se puede hacer tan cercano a uno como se quiera,
haciendo R; suficientemente grande, mientras que (Ry/R;)* ~*" tan pequefio
como se quiera, de donde, podemos hacer esta suma mayor que 1/2 para
luego fijar R;. Pero este proceso lo podemos continuar para radios R;_; y Ry,
con [ entero mayor que uno, de donde la suma, para los puntos {z}, con un
£>0,e=¢(k)

=1
Z |ZS|72+5 diverge.
s=0

Esta sucesion {z;} ademads de ser infinita, no posee puntos de acumulacién,
pues de tener alguno entonces la funcién f, por el Teorema de Morera, deberia
ser idénticamente nula.

De donde A > 2 con A = inf {> # < 00} del Teorema de Hadamard
y del hecho que o coincide con A (vedse el Teorema 5.4 ), tenemos p > o =
A > 2. O

Volviendo de nuevo a la primera condicion

tming 2200 5
r—00 T
Tratemos de encontrar las condiciones de densidad de los z’. Para ello con-
sideremos el circulo de radio 7 en la reticula de cuadros de lado 7 (vedse la
figura 5.6).

Donde cada cuadro de la reticula tiene lado v y area 72, a cada cua-
dro le asignaremos el punto inferior izquierdo, de donde habra cuadros que
se salgan de la circunferencia mientras que quedan porciones del circulo sin
recubrir.

Sean n(r) el nimero de puntos de la reticula que estan dentro del circulo
de radio r, el ntiimero n(r) es igual al drea de la regién F' conformada por los
cuadros que semicubren al circulo, ademés n(r) = vy(m + in) con m,n € Z
tal que \/72(m? +n?) < r. Tracemos dos circulos C; y Cy centrados en el
origen y de radios r — (v/2/2)y y 7 4+ (v/2/2)7 con lo que tenemos

ClCFCCQ

por lo tanto

r V2 \2 r V2 2
(5 5) =m0 <x(g5+5)
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Ya

Figura 5.6: Puntos en el interior del circulo de radio r.

de donde

Si hacemos # > 1 nos aseguramos que liminf, "27:2(7") > 1y esto ocu-

rre para el reticulo 2,,, = y(m +in) con 0 < v/2y < /7 este conjunto es
sobrecompleto y es lo suficientemente denso como para generar un subcon-
junto de estados coherentes, donde el borrado de un nimero finito de estos

nz/(r)

no invalida la condicién liminf, ., =5= > 1.

Lo siguiente que vamos a probar es que la desigualdad v < /7/ V2 puede
ser extendida a 7 < /7 y en vez de reticulos cuadrados podemos trabajar
con reticulos generadas por las combinaciones lineales de dos niimeros com-
plejos. Esta vez, en lugar de utilizar el lado 7, usaremos el elemento de area
a = *, demostraremos por tanto que con a < T se preserva la completez.

Consideremos en el plano complejo el arreglo de puntos.

Znyme = 2(Maw1 + Naws)

donde 2w; y 2ws no son colineales y ny,ny € Z, (vedse la figura 5.7).
Asumimos que Im (ws/w;) > 0 pues con

Znyme = 2(Mw1 +Nows) Y Znyny = 2(n11 + Noloz)
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Figura 5.7: Los puntos del tipo 2z, n, = 2(niw; + naws).

tenemos la siguiente ecuacién de matrices con entradas en C

Zny,no _ 2(,()1 2(,()2 nq
gnl no 2@1 2@2 N9
entonces
ny _ ]. 2@2 —2&)2 ) an n2
o 4((.01@2 — wl(UQ) =201 2wy Zni,na

por tanto

4((4}1@2 — wlbUQ) = 4((4}1@2 — wlwg) =4.2¢- Im(wlwg)
=42 |wy|? - Im (w3 /|ws]?)
=4-2i|wo|? - Im(wi/wy) = Im (wa/wp) # 0.

Dado que deseamos una orientacién positiva para los puntos del parale-
logramo adoptamos Im (wy/wy) > 0.

El drea de la celda bésica (esto es, el paralelogramo con lados 2wy, 2wy )
esta dado por
| 2Re (w1) 2Im (wn)

“= ] 2Re (wo) 2Im (wo)
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por tanto
a=4(Re (w1) - Im (w2) — Re (ws) - Im (w;))
=4 -Im (@1&)2) = 4(1/22) (wlbUQ — wlbUQ)
:4(—1/21) (wl(.UQ — wle)
:2i(wlwz — u)zwl).
Utilizamos los mismos argumentos que para el reticulo de cuadros, es
decir, a cada paralelogramo le asociamos el punto izquierdo inferior, por

tanto el nimero de puntos en el arreglo de paralelogramos depende del area
del circulo que cubre a tales paralelogramos, por lo tanto

de aqui si a < 7 se cumple la condicién liminf, n(r)/r? > 1, el conjunto de
estados coherentes es total. En particular el reticulo cuadrado

Zmn =7y(Mm+1in), con 0<y<m

es por tanto completo.

5.7. La funcion ¢ de Welierstrass.

Consideremos ahora el caso a > 7. Deseamos demostrar que este conjunto
no es lo suficientemente denso en el sentido que el conjunto de las funciones
{1, }. no es completo, dicho de otro modo, podemos encontrar una funcién f
entera no trivial, que se anula en cada uno de los puntos del reticulo y que es
de cuadrado integrable con respecto a u, tal funcién la generaremos a partir
de la funcién o(z) de Weierstrass definida como

2 \2
“3(5)]

o(z) ==z ﬂ (1 - ) exp [z - —

ni,ne ni,n2

Zn1n2

donde la comilla (") excluye la posibilidad de que n; y ny sean simultdnea-
mente cero. Es evidente que o(2,, ,,) = 0 para todos los puntos del reticulo.
Lo que no es tan claro —y veremos a continuacion—es que la funcién o esta
bien definida en todo el plano complejo. Veamos las siguientes definiciones
y algunos teoremas que aqui solo enunciaremos pero cuya demostracion se
encuentra en [11].
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Definicién 5.7. El producto infinito

[
ul.u2...uy...: | |uu
v=1

en la cual los factores son numeros complejos arbitrarios, decimos que es
convergente (en el sentido estricto) si y solo si para un cierto indice en él,
digamos m, se cumple que para todo v > m, ningun factor es nulo y ademds

Hm (Upr1 - U - -+ Up)

n—oo

existe y tiene un valor distinto de cero. Si llamamos U, = lim, (tm11 -
U2 -+ Uy) entonces el nimero

U:ul'UQ”'um-i-l'Um

el cual es evidentemente independiente de m, a este numero U le llamamos
el valor del producto infinito ], w,.

Teorema 5.9. Un producto convergente tiene el valor cero si y solo si uno
de los factores se anula.

Teorema 5.10. El producto infinito [[, w, es convergente si, y solo si ha-
biendo escogido € > 0, podemos encontrar un indice ng tal que se cumpla

|un+1 *Un4+2 - Upgr — 1| <¢€
para todo n > ng y todo r > 1.

En particular podemos empezar en v = n + 1 y dejar fijo a r = 1 de
donde |u, — 1] < € para v = n + 1 > ng de donde lim, ., u, = 1, asi que en
vez de trabajar con factores de la forma wu, podemos trabajar con factores
de la forma 1 + ¢, de donde para el producto

o0

[Ta+e)

v=1

la condicién ¢, — 0 es necesaria (mds no suficiente).
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Definicién 5.8. Se dice que [~ (14 ¢,) es absolutamente convergente si

o0

[T +leD

v=1

converge.

Teorema 5.11. Si [[(1+|c,|) converge, entonces [[(1+¢,), converge, es de-
cir, la convergencia absoluta es una condicion suficiente para la convergencia
ordinaria.

El siguiente teorema es uno de los méas importantes en esta seccién, ya
que relaciona la convergencia de la suma y el producto.

Teorema 5.12. El producto [[(1 + 7,) con v, > 0 es convergente si y solo
s1Yy 7, converge.

Teorema 5.13. Para que [[(1+ ¢,) converja absolutamente, es necesario y
suficiente que Y ¢, converja absolutamente.

Estamos interesados en las condiciones de convergencia para productos

de la forma .

[T+ 1)
v=1
Designamos como M la regién de convergencia de [[02,(1 + f,(2)) que
es el conjunto de todos los puntos z para los cuales se tiene:

a) Pertenecen al dominio de definicién para cada f,(z).
b) El producto [[,(1 + f,(2)) converge.

De acuerdo a a) y a b) la aplicacién z — [[,(1 + f,(z)) para todo z € M es
univaluada. Nos es de mucho interés conocer cuando el producto [ [, (14 f.(z))
representa una funciéon analitica para cada z € M. El siguiente teorema es
el adecuado

Teorema 5.14. Sean f1(z), f2(2),..., fu(2),... una sucesion infinita de fun-
ciones, y supongamos que para una region G cada una de estas funciones es
regular en cada punto de G. Sea Y " | | f,(2)| uniformemente convergente en
cada subregion cerrada G' C G. Entonces el producto [~ (1 + f.(2)) es
convergente en toda la region G y representa una funcion reqular en G.
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Més aun, como hemos visto [~ (1 + f.(z)) es cero para un z particular
si y solo si uno de sus factores 1+ f,(z) es cero para ese z y el orden de cada
cero en el producto es la suma de cada uno de los ordenes de esa raiz en cada
uno de sus factores.

Para el producto

F(z)=g1(2) - g2(2), ..., -gr(2)

si suponemos que cada uno de los factores g;(z) conl < i < k es diferenciable
y distinto de cero en zy entonces

Flao) _ i) | ghlzo) |, gilzo)

F(z)  g1(20)  g2(20) 9x(20)

Al cociente F'(zy)/F(zo) le llamamos la derivada logaritmica de F en zy ya
que se tiene la siguiente relacion

d 1
F0s(F) = Fr5 - F ()

La derivada logaritmica puede ser extendida al producto infinito

oo

Fiz) =+ £(2)

v=1

Zl+fy

con

Para ver que la derivada logaritmica de esta F'(z) estd bien definida te-
nemos el siguiente Teorema.

Teorema 5.15. Bajo las mismas condiciones del Teorema 5.1/

Z
LT

con F(z) =T, (1+ f,(2)), para cada z € G con F(z) # 0, esto es, la serie

> li”f(z()z) es convergente para cada z y ademds determina la derivada

logaritmica de F(z).
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Si un polinomio tiene raices finitas z1, za, . . ., 2 con ordenes a1, ao, . . .,
entonces el producto

(Z — 21)041 (z — 22)042 . (Z _ Zk)a’“_

posee las mismas raices con sus respectivos ordenes y solo se diferencia del
polinomio por una constante o una funcion entera sin ceros.
Por otro lado el producto

(-2)" (-2 (-2)°
21 z9 2k

cumple estas mismas condiciones de ceros y ordenes de estos ceros . Tratemos
de extender esto a un producto infinito con una cantidad infinita de ceros
21,722y -+« 2y, ... de la forma

2\ a1 2\ @2 2\ @k
(1 N _) (1 N _> o (1 N _) o
z1 22 2k

con sus respectivos ordenes aq, i, ..., Q. . ..
Estas raices z, son todas distintas de cero y no poseen puntos limites, pues
de otro modo la funciéon que define debe ser idénticamente nula, por tanto

z, — 0o en el sentido de  |z,| — +00.

En consecuencia podemos encontrar un conjunto de puntos ki, ks, ..., Ky, ...

tal que la serie
0o 2\ kv
> ()
2y

v=1
es absolutamente convergente para cada z. De hecho es suficiente con to-
mar k, = v + «,. Con un z fijo y como 2z, — oo podemos encontrar un v
suficientemente grande tal que |z/z,| < 1/2 y de aqui

z ky 2\ Vtaw
Ay | — < |y, | —
Zy Zy

1\ v+aw
< oyl =
“ (2)

~(5) () =)

de donde
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Si hacemos que estos numeros k, conserven la condicién k, = o + v
entonces podemos afirmar que el producto

GQ(Z)

e T 2) {245 (2) 4 25 (2) )
- T 1 z, P z,  2\z, k,—1\z,

v=

representa una funcién entera con las propiedades requeridas, la exponencial
en Go(z) con los corchetes nos asegura la convergencia del producto que de
otro modo, en general, diverge, a este teorema se le conoce como el Teorema
de factores de Weierstrass.

Teorema 5.16. (factores de Weierstrass). Go(z) estd bien definida, es
entera y sus unicas raices son {z,}, .

Demostracion. Para Gy(z) la parte del producto estd representada como
[[,(1+ f.(2)) por tanto nos queda demostrar que la serie

immwiym—g)

z 1y z\2 1 2\ kv—1y v
z, 2\z, k,—1\z,
converge uniformemente en cada regién acotada, la convergencia uniforme de
esta serie en el circulo con centro en el origen y radio R > 0 lo establecemos a
. ., . o0 z k; .,
continuacién. Dado que la serie 3 7| a,(£)™ converge también para z con

|z| = R, como z, — oo podemos escoger m entero positivo tal que

P rR 1 R
si = < — implica ay,|—
2] =] 2

ky 1\v 1
< (§> < 5 para todo v > m.

v

Entonces para v > m el v-ésimo termino de la suma tiene la forma

LE=[(-2)
ew{Z+3(2) () T

Para w € C con —1 < |w| <1 tenemos

w2 oWt Wt

In(1 oYY
n(l+w)=w 2+3 Tt
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de donde
(1 — —V> =exp (ln (1 — z_y)>
—en{ - 210 -3 -0 -

e K g Y
de donde
1 2.k 1 2 kil o
o] - - )
lew o (- 5D - 1O - -l

Para w € C se tiene en general que
e — 1| < |w| + |w|?/21 + - =€l — 1.

Ademas, como tenemos |z/z,| < 1/2 entonces

L P =1 O P )
:1—0—1_izi _1+%-2:2
De donde V
(2] < exp( ay(zi)’“”(—kiy-ﬁ(;j) —)p-
< expl ay\z—i k"(1+\§y\+\zﬁy\2+.-.)‘)—1
< exp( au}z—ik”ﬂ’)—l-
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Ademas, para x > 0 tenemos

e - —l‘+§+"'—l‘( +i+§+”')—xe
entonces . . .
) < 200 S exp20,| 2 ) < 20| 2 [
“v 2y Zy
< 2.3%’ﬁ ko :604,,]i k.
v Zy

en esta tltima desigualdad hemos usado el hecho ya visto que |a, (2/2, )| <

1/2 y que la funcién exponencial preserva para ntimeros positivos el sentido
de la desigualdad. Asi

Z;|fy(z)| < 62%% he o 62%12—}3

De aqui, por el criterio-M de Weierstrass la serie Y |f,(z)| es uniformemente
convergente en el circulo de radio R y centro en el origen, y de esta forma
completamos la demostracién de el teorema de factores de Weierstrass. [

kv
< 0Q.

Retomemos la funcién o(z) de Weierstrass con el reticulo de puntos de la
forma
Zy = Znymy = 2(Niwy +nowy) con ny,ng € Z

y con o(z) definida como

vamos a enumerar de manera adecuada los puntos z, = z,, », de la siguiente
forma, (vease la figura 5.8).

Para el paralelogramos BDF'H comenzaremos en A = 2(w;) luego B =
2(wy + wy), recorridos en sentido positivo, C' = 2(ws), D = 2(—w; + ws),
E=2(-w), F=2(—w; —w2) , G =2(—ws), H=2(w; — wa).

Para el siguiente paralelogramo, en este caso el W KOS comenzamos en
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Figura 5.8: Puntos 2z, = 2,, », del reticulo de paralelogramos.

I = 2(2wy), luego con J = 2(2w; +ws),ete, hasta llegar a X = 2(2w; —ws). El
primer paralelogramo, el BDF H contiene 8 puntos z, del reticulo; el segundo
paralelogramo, el W KOS contiene 16 = 2 - 8 puntos z, del reticulo, no es
dificil ver— bajo un argumento inductivo— que en el p-ésimo paralelogramo
existiran exactamente 8-p puntos z, del reticulo , ya que por cada dos puntos
del paralelogramo en el p — 1-ésimo nivel habra otro punto mas en el medio
de ellos en el nivel p-ésimo.

Por otro lado, si denotamos como h a la menor de las alturas del para-
lelogramo basico que tiene como vertices el origen y los puntos A, B y C
entonces cada punto z, del p-ésimo paralelogramo tiene un médulo mayor
que ph.

Lo siguiente que vamos a demostrar es que para estos puntos z, del reticu-
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lo, la serie
o0
> (2)
z
v=1 v
es absolutamente convergente para cada z. Si logramos demostrar esto, en-
tonces tendremos Y a,(z/z,)" < oo con k, =3 y a, = 1, recordemos que
a,, denota el orden de las z,, y cada z, es raiz de la funcién o de Weierstrass,
y con ello podremos aplicar el teorema de los factores de Weierstrass, como
mas adelante veremos. Por lo pronto consideremos la serie parcial hasta el
(p — 1)-ésimo paralelogramo
-1
8(p—1) ( - ) 3
g — )
v=1 v

Los puntos z, del p-ésimo paralelogramo cumplen |z,| > ph y contribuyen al
siguiente nivel de la suma en a lo mas

879(@) _8lP 1

ph h3 p*

De donde
z

(e 9]
ZZV

v=1 p=1

3812 1
SW‘ZEQ”

Aplicando el teorema de factores de Wierstrass tenemos entonces asegu-
rada la convergencia absoluta con a, =1y k, = 3 de

5 [0-2) w23
— 2y z, 2‘z,
lo cual a su vez nos asegura la convergencia uniforme de

(- 2)en2+3(2)]

y por tanto la convergencia uniforme de o(z).
Definimos la funcién zeta de Weierstrass como
a'(2)
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Dado que la funcién sigma de Weierstrass converge absolutamente, trae
como consecuencia la convergencia absoluta y casi uniforme de la serie

!

log@:ZOog(l— - )+ : +2z§2 )

z Z. Z
n1,M2 n1,n
ni,n 1, 1,12 ni,n2

donde la prima () denota la exclusién del caso simultaneo ny, ny = 0.

Asi
£t
z z
_ 2 [zod)—ot)
~o(2) 2?
oz) 1 1
=8 -1 =co-;
d ’ 5 P 22
dZ [7112712 < Og( zm,nz) * zn17n2 " 2’272117n2
B z < —1/Zn1,n2 _'_ 1 _'_ <
ni,n2 1 - z/znl,nz Znymg zr%lvn2
De donde

C(z):%—i_z(z—i +zl +222 )
ni,ne ni,n2 ni,n2 ni,ng
Esta igualdad es valida en un entorno de cero y por el principio de prolon-
gacién analitica se cumple en todo el plano complejo. Veamos que la serie
que estd contenida en ((z) converge uniformemente en todo compacto que
no contenga a los puntos z,, ,, del reticulo. Se tiene entonces para z # 0 fijo
Y Znine €l término general de la serie

!

1 1 z
St
ni,me £ = Zpnine  Anine an,ng
!
Sl
ni,ne Z%l,nQ(Z—Znth)
!
9 1
= 2> ) < o0.
n1,n2

ni,n2
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a+2m1+2m,

a+2m

Figura 5.9: z,, », es un polo de ¢ y cero de o.

Ademas por su expresion como serie de Laurent ( tiene residuo 1 en cada
uno de sus polos, que son precisamente los puntos z,, »,. Sea a € C un punto
que no esta en el reticulo y sea R la trayectoria que estd definida por el
paralelogramo que tiene como vértices los puntos a, a 4+ 2wy, a + 2wy + 2wy y
a + 2w, nombrados en el sentido positivo, pasa por uno y exactamente uno
de los puntos del reticulo z,, ,, (vedse la figura 5.9).

De donde por el teorema del residuo

%/Rg“(z)dz = 1. (5.19)

Resultado que usaremos mas adelante .
Derivando a (

R D (e

n1,n2 ni,n2

Definimos la funcion o de Weierstrass como

p<z>:—g'<z>:j—2+§'j((z ).

— )2
ni,n2 ni,n2 ni,ng
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Tenemos que g es meromorfa en el plano complejo, y los puntos z,, ,, del
reticulo son polos dobles de g, la serie que define a o converge uniformemente
en todo compacto que no contenga puntos del reticulo, lo mismo sucede con
la serie que queda determinada por g’ al derivar término a término.

aqui hemos omitido la coma (') de la suma puesto que el termino —1/z3
ya incluye el caso simultaneo ny,ny = 0. Es evidente que p(—z) = p(2) y
op(—2) = —p(2) por los exponentes 2 y 3 de los denominadores en sus series
respectivas, es decir p es par, mientras que @' es impar.
Veamos que
¢'(z + 2w1) = ¢'(2).
Pues

1
g (2 4+ 2w1 + Zny iy )?
1
i (z + 2w1 + 2njwy + 2nows)?

1
-2 — J/(2).
(z + 2(ny + Dwy + 2nswo)? ¢'(2)

ni,n2

O (2 +2w) =—2

ni,n

=2

ni,n

Del mismo modo ¢'(z + 2ws) = ©/(2) de donde
9 (24 2w1) — ¢(2) = 0

y de aqui

P(z +2w1) — p(2) = ¢
donde ¢ denota una constante. Vamos a mostrar que esta constante debe ser
igual a cero, como p(z) es par, en particular para z = —w; tenemos

P(—w1 +2w1) — p(—w1) = ¢ = p(w1) — P(w) =0

por tanto
p(z +2w1) = p(2)
(2 + 2wz) = p(2).
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Como p(z) = —('(z) entonces ((z + 2w;) y ((z) solo se diferencian por
una constante 27;, de donde

C(z + 2w1) = ¢(2) + 2m
C(2 + 2wa) = ((2) + 21

Para encontrar la relacién entre 7; y 1o calculemos la integral de ((z) a
lo largo de la trayectoria R que hemos mencionado anteriormente.

/Rg“(z)dz
ARECET FRRECRS NWECEY S

:/2“14 /ngwl / C(2+2w)) — /Mcm

/ C(2) = C(z + 2ws) + / C(z + 2wi) — ((2)

2wo
:—2772/ dz+2'rh/ dz
0 0

= — 4wine + 4dwan

=2m1.
De donde obtenemos la identidad de Legendre

1
hwa — MW = Qm'

Retomando
(24 2wq)) =((2) + 29, con a=1,2

recordamos que ((z) = o'(z)/0(2)

2wq !
Gy w)) J<z)+2na con a=12=

o(z 4 2w, o(z)
dii [log (o(z+ Qwa))} = dii [log 0(2’)] + 200 =

log (0(z + 2w,)) = logo(2) 4 2naz + Cy =
o(2 + 2wy) = coo(2)e?™*  con ¢, > 0.
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Para poder determinar el valor de ¢, > 0 hagamos la siguiente observa-
cién; la funcién o de Wierstrass es impar, para ver esto veamos que en la
parte del producto que corresponden a los elementos del tipo 1 — 2/2,, », Do
se alteran cuando intercambiamos z por —z ya que los ny y ns recorren todos
los enteros; lo mismo sucede con la parte exp{z/zn,.n, + (1/2)(2/2n,.n,)*}-

Sin embargo, la parte que si queda alterada por un signo menos es la z an-

terior al comienzo del producto; de donde o(—z) = —o(z). Asi, sustituyendo
para z = —w,
O(—Wa + 2wa) =Ca0(—wgy e 2awe
0(Wa) = — Cqo(wy e~ 2w
Co = — 2o
De donde
0(2 + 2we) = —o(2)e?Etee) con o =1,2.

Con el objeto de encontrar como evoluciona o(z + 2, n,) COn respecto a
o(z) enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 5.17. Para la funcion o de Weierstrass y para m,n enteros se
tiene

o(z + 2mw; + 2nwy) =

(=)t Cexp{(mny + nne) (22 + 2mw; + 2nws ) - o (2)
Demostracion. Es facil ver que

o(z + 2mw;) = (—=1)™ - exp{2n1 (mz + m*w;)} - 0(2)
bajo un argumento de induccién, si suponemos para k entero, cierta la afir-
macién

o(z42(k — Dwy) =

(—1)F - expf2n (k= 1)z + (k = 1)%1)} - 0 (2)
entonces
a(z+2kw1)

=o(z42(k — Dw; + 2w1)

= (—1) -exp{2m (2 + 2(k — Vw1 +wi1)} - (2 + 2(k — 1)w1)

= (=1 (=) " exp{2ni (2 + 2(k — Dw;s +wi) }-

= exp{2mi ((k — 1)z + (k — 1)%w1)} - 0(2)

= (=1D)F - exp{2n1(kz + kH)w; }
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de donde
o(z+ 2mwy) = (—1)™ - exp{2n1 (mz + m*wy)} - 0(2) v
o(z+ 2nwy) = (—1)" - exp{2m(nz + nwy)} - o (2).
Por un lado con v = z + 2mw; se tiene
o(z + 2mw; + 2nwy)
= o(v + 2nw,)
(=)™ - exp{2na(nv + nwy)} - o (v)
(=)™ - exp{2m2(n(z + 2mw;) + n’ws) } - o (2 + 2mwy)
(—1)"exp{2nonz + dmnwing + 2n*naws } - (—1)™ exp{2mmz + 2m*nwi } - 0(2)
(_

D)™™ exp{2nmz + 2nonz + 2m2niwy + 20 naws + dmnwin,} - o(2).

Aplicando la identidad de Legendre nyws —mow; = %m’ a dmnwine tenemos

Amnwine = 2mnwine + 2mnwin;
= 2mn(mwy — %m) + 2mnw 1.
= 2mnwan — mimn + 2mnwins
de donde
exp(dmnwiny) = exp(—mimn) - exp{2mnwiny + 2mnwsn; }
= (=1)"™" - exp{2mnwins + 2mnwon; }

sustituyendo este factor exp(4dmnwing) en o(z + 2mw; + 2nws) tenemos

o(z 4 2mw+2nws) =
(=1)" T expd (mmy + nng)22 + (nn)2mew,;
+ (mny1)2nws + (n12)2nws + (mmny )2mwy }
finalmente

o(z4+2mwy + 2nwsy) =

(—1)m+n+mn -exp{(mmn1 + nna)(2z + 2mw; + 2nws)}.

O

Corolario 2. Para un punto z, », = 2njw; + 2news del reticulo se tiene

U(Z + an,nz) = (_1)n1+n2+mn2 ’ eXp{(nlnl + n2772)(22 + zm,m)}'
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Podemos en general hacer
0V + Znyng) = (1) M0 (v) expt)

donde
Y = (i + n2m2) (20 + 2y ny)

Ahora es facil obtener una estimacién precisa de |o(z)|. Para cualquier
complejo z existe un vector z,, »,en el reticulo tal que el vector v = z — 2, n,
pertenece a la que llamaremos celda basica B, es decir, al conjunto de puntos
de puntos de la forma v = & wq + &wse donde —1 < &1, & < 1. Con la ayuda
de las dos ecuaciones

Z— U = 2njwy + 2nowy

zZ—0U= 27’1,1@1 —+ 2712@2

Recordemos que

st _ 1 2@2 —2(,()2 ) an’nZ
Mo 4((4}1@2 — wlwg) 201 2wy Zny,na
donde ademds a = 2i(wils — Wiws) es el drea del paralelogramo con vertices

0, 2wy, 2w + 2w, 2Wa, ¥ Zny n, = Z — v, podemos expresar a ni, ny en funcién
de z —v y Z — 7, por tanto tenemos.

ny __i 20 2wy \ [ z—w
ne ) 2ai \ —2w0; 2w zZ—v )

Asi
205(z — v) — 2wq(Z — )
ny = ;
—21a
—2w1(z —v) 4+ 2w (Z — D)
n g
2 —2ia
entonces
_2@2?71 (Z — U) — 2(,()2?71 (2 — @)
= —2ia
o —2@1?72(2 — U) + 2(,(.)1?72(2 — @)
Nt = .

—2ia
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Sumando ambas igualdades y aplicando la identidad de Legendre.

N1 + Nato
_ 2@ — W) (2 = v) = 2(wam — wip)(Z — )
—21a
B 2(mwg — nowy)(z — v) — 2(%7?2’)(5 — )
B —2ia
_ (W2 =y Ly
=1 - )(z—v) + 2a(z ).
De donde

Y = (i + 1212) (20 + 2y ny )
= (num + nam2) (V + U+ 2ny ny)
= (nm + name) (v + 2)

= (i =) + (2 = o) + 5 (20 — 27)

_ 1\z|2 X {Z-<771W2 — 772w1)}22 _ (1\v|2 4 {Z.('fhwz - 772W1)}U2)
a a

2a 2%
+ 1(?2} — 27)
2a
= o(2) — Yo(v) + 1 (2, v).
Con - _
_ T2 9 T )
Vol2) = o 1o + 027, wo(v) = - [ul” + bo?,
T M0y — Moo
wl(zav) - %(g’l}—ZE) y b:@(%)
Por tanto

o(2) = o(v+ 2y ns)
— (_1)n1+n2+n1n20(v) eXp?/J

= (=1)mFmetmnzg () exp {wo(z) — Po(v) + 1 (2, v)}

La funcién f definida por

tiene las propiedades requeridas. (1) Se anula en cada uno de los puntos del
reticulo. (2) Es una funcién entera de crecimiento (p, 7) = (2, 7/2a), esto por
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que 1 es imaginaria y exp(—y(v)) estd acotada porque v se encuentra en la
celda bésica B que define una funcién entera; la parte de exp(bz?) en vg(2)
queda anulada por exp(—bz?) de f(z); por lo que en f(z) el crecimiento que
importa estd determinado por exp(3=|z[?).

Se sigue que

)] < eep {5l con c=suplo(v) - exp(~vo(v)]

Si a = m la funcién ya no es de p cuadrado integrable, pues f(z) se vuelve
asintéticamente equivalente a ezlz? y esta tltima funcién no estd en L*(R)
con la medida p.

En el caso de un reticulo cuadrado (we = iwy), la constante b = 0. Para
nuestro reticulo basico z,, = y(m +in) con v = y/a > /7, lo que hemos
argumentado anteriormente nos da una funcién no nula que es de cuadrado
integrable con respecto a la medida p y que se anula en cada uno de los puntos
del reticulo. Asi, tal reticulo de estados coherentes no es lo suficientemente
denso.

5.8. El reticulo de von-Neumann, v = /7.

En el caso del reticulo de von-Neumann (y = 4/7) los argumentos de
analiticidad no son suficientes y tendremos que hacer uso de la integrabilidad
cuadratica de las funciones involucradas para establecer la completez. La
representacion de la configuraciéon de Schrodinger [16] nos permite escribir

e}

Bu(z) = By, — e~ / @z + q)dz
donde @y es la funcion inicial de la representaciéon de Schrodinger, por con-
veniencia adoptamos
(27?)%q+i(27r)’%p 1
z= x)=22e ™
/2 Y o)
El porque escogemos ¢o(z) = 23~ op particular, se debe a lo siguiente.
Para la transformada de Bargmann B que va de L*(R™) a HL*(C") se
define con ¢ € L?(R"), como

1 — 12442 Z-T
Bu(z) = W/R e VDY (1)

2

—TX
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en especifico para n = 1
]_ 1,2 2
= — (22422 —2v/221)
By(z) = i Re 2 Y(x)dx
y con el z particular z = ((2r)2q + i(27) " 2p)/v/2

1 , 2
BU(2) = =iz - exp (= S(ma* + ipg — 1))

) /ReXp ( _ %xQ + (V2rg + \;—g_ﬂ)x)w(x)dx

El argumento de la exponencial bajo la integral, lo podemos ver como

L, ip 1 2 2 ip
——2" +V2mqr + —x = —=(r — V27q)" + 7q¢" + —==x
54+ V2mg o 5 (@ = V2ma) +mq” 4+ o=

de donde Bi(z) queda como

1 ) 5
By(z) = 71 OXP ( — Y(mg® +ipq — ff—w))

[ e (= 5o = Vare? + v+ ZEr)uto.

Hacemos el cambio de variable
r—V2rq=V2rx' dedonde x=+V2m(q+2) y dr=+v2nd.

Asi que Bi)(z) con z fija queda como

1 L
B (2) = =77 - exp (= 3(mg® +ipg — ) exp(rq?) - V2m

[ exp=re®) exp (5 VERla-+ ) JulvER( + )

Simplificamos la integral, desarrollamos el factor que queda fuera de ella,
y renombramos z’ como  tenemos

2 .
it =2y (5 -1 1)

- / exp(—ma?) explip(g + 2))o(V2r (g + @) da.
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Como hemos adoptado z = ((2m)2q + i(27)"2p) /v/2 tenemos que
|22 g

2 _ 2 p2 _ p2 ;
|2|* = mq® + - y por tanto —5- = — " — F-. Asf

2|2 3 .
By(z) = o1/2 /(15— / e~ Pt (V2 (q + z))d.
R

Si especificamos (g, p) = (m, 2mn) con m,n € Z entonces z se convierte en

_@2m)rg+i2m)Ep  (2m)Emo+i(2m) 2 2mn .
z = 7 = 7 = /m(m + in)

% — eiwmn — (_1)mn

entonces el = ei2mmn i

Por tanto

=lye”

2
]

P [emte ey (ViR + a))da,

. e . 122 ,
Como z esta fijo, lo mismo pasa con e~ 2, es asi como escogemos

¢o(x) = 2/2e7™" y definimos la funcién y con m,n € Z y con un factor
(—1)™" omitido

By (z) = 22 x e

Xmn = /Oo meiﬂwnmw(\/%(x + Q))da:

—0oQ
Afirmamos que By = 0 implica x,,, = 0, lo cual demostraremos en el
siguiente teorema. Queda pendiente la proposicion reciproca, que si X, = 0
para cada m,n € Z, entonces By debe ser cero, lo cual demostraremos un
poco mas adelante.

Teorema 5.18. Sea f € B en el espacio de Bargmann tal que f(zun) =0

donde z =z, = Z(m% + m%) =vy(m+in) y vy=+/7. Afirmamos

entonces que f tiene que ser nula.

Demostracién. Sea 1) € L*(R) tal que para la transformada de Bargmann B

se tiene f = B, es decir ¢ es la preimagen de f bajo la transformada de

Bargmann. Entonces probar que f = 0 es equivalente a probar que ¥ = 0.
Sea Xmn como lo hemos definido anteriormente

Xm,n
- / T @ (VIR (e + q))da

[e.e]

- / " po(@)e (VIR (e + q))de

[e.e]
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con @g(z) = 212~
Como f(zmn) = BY(2m,) = 0 implica que X, = 0 para todo m,n € Z.
Ahora supongamos Y., = 0 y hagamos la siguiente observacion

/Z\wx+r2d:c—/ (@)

r=—00

esto porque si aplicamos el Teorema de Convergencia Mondtona a

1
/ lim Gy(z)dx con Gy(x Z |(x + 1)
0

N—oo

tendremos el intercambio de la suma y la integral

/ Z [U(z +7)Pde = Z / |(z + r)2de.

r=—00 r=—00

Si hacemos el cambio de variable y = x + r,dy = dz como z € [0,1]
entonces y = (x + 1) € [r,r + 1], de donde

/ Z [Y(z +7)Pde =

Z/warrde/ Y)|Pdy =

/ |(z)]Pdr < oo dado que 1 € L*(R).

Vemos como Y - |(x +r)|* < oo a partir del hecho que ¢ € L*(R)
para casi todo x € [0, 1], esta misma suma con una m € Z fija es equivalente

ay o |¢Y(xz+r+m)|* < oo. En particular > °° _|(V2r-(z+r4+m))|? <
oo. Aplicando el mismo criterio, si pg € L*(R) entonces Y oo |po(z+7)]? <
00.

Esto quiere decir que los elementos {po(x +7)}rez v {v(V27 - (x + 7+
m))},ez expresados como

{volx+7)}rez = (- pole = 1), o(x +0), o +1),...)

{0(Vor(z +r+m))}es
=( (V2 (= 1+ m)), (V2r(z + 0+ m)), »(V2r(z + 1 +m)),...)
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con m € Z fija. Son elementos de el espacio de Hilbert ¢%(Z) para los cuales
es valida la desigualdad de Schwarz.

[({po(a+n) ez - {w(V2r(z +7+m)) ez )
{eo(a + ezl - IHY(V2m(@ + 7 +m) ezl o).

Esta desigualdad, por los mismos criterios mencionados, sigue siendo va-
lida para los elementos de ¢*(Z)

{leo(@+7)hez vy {[0(V2r(z +7+m))|}ez

<

por tanto

[({lpo(a+r) bz - {9 (Vam(@ + 7+ m)) ez )| <
{eo(z + ) }rezlleq - I{v(Ver(z + 1+ m)) hezlleg < oo

esto queda como

> leolz+r) - o(Ver(z +r+m))| =

3l + 1)l (V2R + 7+ m)| <
(3 ele+nB) (3 wvart+r+m)R) < oc.

Para casi todo x € [0, 1], podemos ser més especificos con respecto a las
x en que se da la convergencia al afirmar la existencia de un conjunto E,
con z € E tal que E es un subconjunto de [0, 1] y el complemento de E con
respecto a [0, 1] tiene medida cero.

Volviendo a la funcién x,,, definida como

X = [l (R + @)
con () = 2/2¢7™* recordemos que (¢, p) = (m, 2wn), en especifico ¢ = m,
por lo tanto

o = / " po(@)e P (VR (1 m))de

—00
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dividamos el intervalo [—o00, o] en intervalos de longitud uno etiquetados por
la variable r

Z / x)e (V2 (v + m))da

hagamos el cambio de variable y = x — r dentro de la integral, como = €
[r,r+ 1], se tiene y = (x — r) € [0, 1]

Z/%yw SR (V21 (y + 7+ m))dy.

r=—00

Para n,r € Z, e 2™+ = =™y renombrando y como x

Z / ©o(z 4+ r)e 2™ (N 2m(z + 7 +m))dx

r=—00

intercambiando la suma y la integral

[e.9]

Xomn = /01 (3 wole +re(v2n(e + 1 +m)))e > d

r=—00

esto lo hacemos porque podemos probar que |x.m..| < 0o para m,n € Z fijos
y r € Z corriendo en todos los enteros, como a continuacion se indica

[ Xmn| = ’ /01 (Z wo(x +7)(V2m(z + 7 + m))) e*i2wnmd:c’

(V2 (x + 1+ m)))e’m”m‘“ dx

> ol + 1)e(v2r(e + r+m))|de
< [ Slel+ novaR(e -+ m)lds

- / Sl + )| (Ve 4+ )

/(mew )" (Zw (e v+ m))?)
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a | x| en L?(R)

X < /Z|9005E+7“ /Zw e+ bm)P)

= [lpollL2) - 19l L2w) < o0

Bien pudimos haber aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz directa-
mente de la definicién de integral de .., sin embargo lo hicimos de esta
otra manera para hacer hincapie en la dependencia de x,,, con elementos de
(*(Z) que veremos como coeficientes de Fourier mas adelante.

Lo que tenemos hasta ahora es que Y., esta definido como

Xmn = /01 { i wo(z +r)Y(V2r(z +7+ m))}e’m”mdz.

r=—00

Consideremos ahora el espacio de Hilbert L?([0, 1]) generado por la base
{e~2ke |\ /27 } ez, donde una funcién que pertenezca a ese espacio tendrd una
expansion candnica

7127rk:1:

Z <ak " on >eil e

kEZ

donde para un [ fijo el I-ésimo coeficiente de Fourier esta definido como

2rkx

€ @efiQmBldx

1
<al(x)’ V2 >keZ T Vr /[0,1] "

para [ = k y 0 para cualquier otro caso.
Si vemos a X,un, como el n-ésimo coeficiente de Fourier para la funcién
Yool +r)Y(vV2r(z + r+ m)), entonces la afirmacién

Xmn =0 paratodo m,n € Z

implicaria que

[e o]

> oz +r)p(Ver(z +r+m)) =0

r=—00

para todo m y para todo x € E’ donde E’ es un conjunto que tiene un
comportamiento semejante con el conjunto F, es decir, es también un sub-
conjunto de [0, 1] y su complemento con respecto a [0, 1] tiene medida cero.
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Si tomamos una € E = EN E’, este E nos asegura la convergencia de
las series etiquetadas con ¢y y ¥, la nulidad de la funciéon de la cual x,,
representa sus coeficientes de Fourier, y de que E tenga como complemento
con respecto a [0, 1] un conjunto de medida cero.

Paraz € E=FENE yy € [0,1] definimos

M, (y) = Z wo(x + 1)e 2™y
Pu(y) = > ¥(V2r(x +5))e”™

y ambas convergen puesto que Y |po(z+7)> < ooy D [¢(vV2r(x+5))[* <
oo para todo x € E. Con esto hacemos

Z <Po($ + T)6—27ri7"y Z 'QZ)(\/%(ZL' + S))627risy> 6—27rimydy

> U(Var(a + s))e ) dy

> (Vam(a - m o+ 1)e ) dy

l=—00

> w2 +m o+ D)e ) dy

r=—oo =
= \/%< Z QOO(x + 7‘)@27ri7"y7 Z w(@(w iy . m))e—Qm‘ly>
- \/%< Z 900(37 + T)ezmry, Z q/;(\/%@ Ny m))e*27rily>
r=—oco P
= Var Z 900(x+r)w(\/%(x+r+m)) =0

de esto deducimos que
Mo (y)Po(y) = 0
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para z € E v para casi todo y con y € 0, 1].

Si suponemos que M, (y) es cero en a lo mas un nimero finito de puntos
en el intervalo [0, 1], y si ademds suponemos que P,(y) = 0 para casi toda
y € [0,1] y para toda 2 € E tendremos.

1
(r+5§) = / efz’ris/ypm(y)dy —
0

1
/ 6727ris’y Zw(x + 8)627risydy -0
0 s

para todo ' y para todo = € E y de aqui

o0

2 — N2 _
/RW(@‘ dx = S/Z /EC[OJ} [Y(z + §')|°dz = 0.

=—00

Solo queda convencernos de que M, (y) debe ser cero en a lo mas un
nimero finito de puntos en [0,1]. De la forma que tiene @g(z) = 214~
encontramos que

Mm<y) _ 21/4 Z e*ﬂ(x+r)2727riry

r=—00

o0
:21/4e7r(7y2+2imy) E : €f7r(1+iy+r)2_

r=—00

De donde M, (y) es un miltiplo no nulo de la funcién entera ) | e~ mlatiy+r)®
que a su vez depende de la variable compleja Z = x+iy. Por tanto M, (y) solo
puede tener a lo mas un nimero finito de ceros en el intervalo z,y € [0, 1].

En consecuencia, la suposicién que habiamos hecho de M, (y) nula en a
lo mas un nuimero finito de puntos es cierta. De donde la afirmacién acerca
de

By(z) =0 con z=+/7(m+in)

Para todo m,n € Z implica que ¥ = 0 y por tanto f = 0, queda demos-
trada. 0



Capitulo 6

Marcos en los espacios de
Bargmann

El propésito de este capitulo es usar técnicas de la Teoria de Operadores
para no solo enunciar las condiciones de completez para estados coherentes
que hemos visto a lo largo de este trabajo, sino ademas dar la recuperaciéon
de una funcién ¢ € L*(R) de manera explicita a través de los asi llamados
marcos de funciones. Los marcos de funciones segiin Daubechies y Grossman
8], es un conjunto de funciones {e,,,, : m,n € Z} en HL*(C) junto con las
constantes m > 0 y M < oo que acotan a ||f||712LQ(C) > mnez | (€mns ez
del siguiente modo

m < [|f7* Y Hewn /)P <M

m,neZ

donde e,,, son funciones que dependen del nicleo reproductor del espacio de
Bargmman .

Bajo la transformada inversa de Bargmann Uy, Len = Ymn donde los
{¢@mn} son al mismo tiempo estados coherentes candnicos y wavelets de
Gabor. La recuperacién buscada es entonces ¢ = > Cpn@mn, donde los
subindices m,n dependen de m y M.

Los niimeros m y M nos permiten establecer criterios de completez de los
estados coherentes ¢,,, en base a la conexiéon que existen entre estas cotas
y la transformada de Zak de cierta subfamilia de operadores de Weyl, que
nos resultardn en combinaciones de funciones theta de Jacobi. Es el teorema
espectral de operadores [17] el que nos permite predecir la existencia de esas
cotas, traducidas en una operacion de multiplicacion.

105
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Este apartado estd basado en el articulo de Daubechies,Groosssman [§],
sin embargo se ha desarrollado de manera minuciosa las afirmaciones que se
dan en tal articulo.

Reajustamos nuestro nicleo reproductor conocido K (z,w) por un factor
e~1v*/4 ¢ a este nuevo niicleo lo llamamos e,,(2)

€w(2) — 67‘w|2/4K(Z, w) — 67\w|2/4 . ezm/2.

Aqui tenemos que e, € H(C), recordemos que w es solo una etiqueta, y
la variable con la que se trabaja es z por lo que e,(z) = e~ lwl?/4 . o7 W/2 g
una funcién entera , ademas ||e,|[#z2(c) = 1 pues de la ecuacién anterior con
z=x+1iy, y w=u+ 1w fijo

HewH%(L?((C)

:—e 2w|2//exp —2w + zw)e 3l dxdy
:—e 2w|2//exp ux+vy)e 2#I? dxdy

- / / exp{—5(r — u)’} - exp{—5(y — v)?}drdy

2
:i//e_xQ/z-e_y2/2dxdy
TJRJIR

1
=—2mV2r = 1.
2w
Para cada f € HL*(C) se tiene, por las propiedades del nticleo reproduc-
tor K (z,w)
(), Frzac = <e""2/4K(z, .),f>

HL?(C)

Los vectores de la familia {e,;w € C} no son ortogonales mutuamente,
pues estos satisfacen

(€w, ew')HL?(C)
e TP P/ (2 w),
— e*\w|2/4€f|w’|2/4<m7
- e*\w|2/4€f|w’|2/4;(<w7 w')
oWl /4 p—|w'? /4 gww /2.

K(Z, U}I»HLQ((C)
K(Z, U}I»HLQ((C)
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Ademas ,
|<ewaew’>HL2((C)| = elvw /4,
A lo largo de este trabajo hemos estado trabajando con la transformada
de Bargmannn que va de L?(R) a HL*(C) como

(Bet)(2) =11 [ A By

R

con 1 € L*(R). Para ajustar conforme a Daubechies la transformada de
Bargmann con la que trabajaremos sera

22

(Ush)(z) = 7T_1/4/e%(7

R

T2y (1) d. (6.1)

Por tanto el nicleo integral, es decir, la expresién que nos permite trans-
portar una funcién en L*(R) a HL?*(C) es

1

2 A
Az, z) = 7~ Viez (G 2" —2) (6.2)
Lema 6.1. Para z fijo, A(z,x) € L*(R).
Demostracion.
/A(z,x)A(w,x)dw
R
/ -1/2 % i—xQ—Qizx) l(E—Q—a:2-i-2iwac)
= | r ezl - e2\2 dx
R
— / 7T71/2€%zﬁefm2fim(zfﬁ)+i(zfﬁ)2dx
R
_ / 71_—1/26%2:@6—{90—(%(z—ﬁ))}de
R

_ 1. = 2 _ 9 1.5
B 1/2€2zw/e “du =7 1/2.71_1/ 370
R

Por tanto la transformada de Bargmann

Us : L*(R) — HL*(C)
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dada por
Uat)(:) = [ Alzaypade o e LR)

R
es un operador bien definido. Esto lo podemos afirmar por el lema anterior, y
por el hecho de que ¢ € L*(R), aplicando entonces la desigualdad de Hélder,
tendremos que A(z,z)y € L'(R).

El mapeo dado por la ecuacién (6.1) es unitario y ademéds tenemos una
expresion explicita para su inversa, lo cual veremos en el siguiente teorema.

Teorema 6.1. El mapeo dado por

Us : L*(R) — HL*(C)

(UB’QZ))(Z) _ 7T—1/4/6;(§z2_$2_2izx)w(l,)dx

R
es unitario y tiene un inverso, dado para f € HL*(C)

Uz f)(z) = w-4/4l/ie%<%22-$2+*f$>f<z>dy(z> (6.3)

donde la medida du(z) esta dada por
1
du(z) = o exp{—13|2|*}d(Re z)d(Im 2).
T

Demostracion. La prueba la realizaremos en cuatro pasos. El primero es com-
probar que para cada ¢ € L*(R) su transformada Up, serd analitica. El se-
gundo paso es probar que Ugt) estard en L2(C, p(2)) con p(z) = (1/2n)e12*/2.
El tercer paso es probar que Up es una isometria y por ultimo que es unitario.
Paso 1. Sea ¢ € L*(R) y sea v una curva cerrada en C. Veamos que
A(z,z)1(x) debe de estar en L'(R x 7) esto es

[ [ 146 2ot da:

v JR
< A,-Q 2md,
_AH@NM®WM®Z

P
= ||¢||L2(R) /e4| |2dZ < 0
Y

Con esto podemos utilizar el teorema de Fubini para el intercambio de
integrales.
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Para verificar que la transformada de Bargmann de 1 es analitica, usare-
mos el teorema de Morera, por lo que primero verificamos que es continua.
Sean {z,,} y 2o en C tales que z,, — z, tenemos entonces que demostrar

Ut (zm) — Upth(2o) . Asi
U (2m) — Upt(20)|
_‘/ (2 7) — Alz0, )]w(x)da:‘
/ Az, 7) — Az, 2)] - [ ()] de

_1/4/|62 1;;2 —x —2@zma:) 62(220 T —szox)| | ( )|dl‘

%) \

_ 71_1/4/ |1/1 |€§ (122, —2izpmz) e%(%z872izox)|dx.

Como deseamos tomar el limite cuando m — oo necesitamos acotar a

22 —2izmz) —2izox) ‘

1/1
‘65(5 62(2

Para esto consideremos la funcion analitica
g(h) := e2(@oth)?=2i(zo+h)z),

Asi por la formula integral de Cauchy, tenemos que para cualquier curva

cerrada vy

1 [ g(n)

h)=— ¢ —=d

g(h) 2W£n_hn
’ L [g(n)
gn

0)=— ¢ —=d

9(0) 2wé Pl

entonces, como {z,,} es de Cauchy, tomamos N € N tal que |h| < 1/2 con
h =z, — 2

|6% %zfn—Qizmx) _ 6%(%28—2i30x)|
(h) = g(0)]
1 7{ 1 1
<= gn‘—————hn
5w o[ L

1% |7
= — ¢ |lg(n)|——7—=d|n|
7/, |n —hl-[n|
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si en particular 7y es la circunferencia centrada en el origen de radio 1, entonces
In—hl>1/2y n| =1

1 1
< — < —ma .
< 5 Platmldin < Smixio(n)

Por tanto
6_%$2 6%(%2,2,1—222:7”@‘) . 6%(%Z(2)_2ZZO$)
-5 1 1
<ot mix(g(n) € L)
n

con esto, como la funcién exponencial es continua, entonces
tim_ |0 () — Usto(z0)

M—00
_1/4/ |w 1 hm |62 22, —2izm) _6%(%z3—2izom)|

Tenemos entonces

/Ugw dz—// z, ) (x)dxdz

esta expresion tiene sentido pues A(z, )y (z) € L*(R x v)

L Usy(z)dz
_ i /R / 35222200 (1) 1o

7T_1/4/6_%x2w( )/ 2(37°~2i2) g oy
R 8l

, L 1l o ”
ademds la funcién ez(2¥"~22%) eg analitica en z, y por el teorema de Cauchy

/6%(%22—2izx)dz =0
v

LUBMZ)CZZ = 0.

por tanto
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Aplicando el teorema de Morera, tenemos que Ugt es analitica.
Paso 2.Para 0 < A < 1 verificamos que las siguientes integrales sean finitas

// ‘A (Az, 2)(x) ANz, ) (y) ‘d:cdy

< 1A= lam Wl [ [AGznvlds )
< A, 16 e

_ 3L

HQ/JH%%R) <0

ANz, )b ANz, )b () | dadydp(2)

).

_1)2],2
< /c 1ol me = du(2) (B)
= ) [l [ P < o

pues 0 < A < 1.
Asi, como Uy € H(C). Sea

(Upp)a(z) = Ugtp(Az) con 0< A<

Esta costruccion la hacemos con el proposito de usar el teorema de Fubini
y para que el nicleo integral A(A\z,z) esté en L?(C,pu) con 0 < A < 1.
Entonces trataremos de usar una cota uniforme para ||(Ust)al|2(c,dp)-

/C (Us)s(2) TaD) @) du(2)

:[C </RA()\z,x)w(x)dx> <AA(Az,y)w(y)¢(y)dy>dﬂ(z)

por (A) aplicando Fubini, se tiene

/// (Az, 2)9(2) Az, )¢ (y)dadydp(z)

por (B) aplicando Fubini se tiene

[ 0@ [ Az @) Az dady
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Ahora supongamos por el momento que v es una funciéon continua de
soporte compacto, esto es, 1 = 0 fuera de la esfera B, centrada en el origen
y de radio r.

En analogia a la ecuacién (A) es facil ver que si se realiza la integracién
en x e y en B,, entonces, la integral anterior es absolutamente convergente.

Aplicando técnicas estdndares de los espacios de Bargmann [2] tenemos

finy [ (U (:) Tt (2) = /B () s = ol

A—1

Se sigue de aqui que las normas || (Ugy) || L2(c ) Para 0 < A < 1 estan uni-
formemente acotadas. Ademds, como Ugt) es analitica se sigue que (Upt))y €
HL?(C) y lo que es més, Ugy) € HL?*(C). Por tanto

10BNz, = W | (Ust)alZ2 ey = 19172y

Asi Up es una isometria sobre las funciones continuas en R de soporte
compacto.
Paso 3. Sea ¢ € L*(R). Como el conjunto de funciones continuas de soporte
compacto es denso en L?(R), existe una sucesién {1),} de estas funciones tales
que convergen a v en norma. Sean fo = Upt)y y f; = Upy;. La sucesién {f;}
es de Cauchy en HL?(C) puesto que

1f; = fellezcany = 1UsY; — Usnll 2wy = 195 — Yl 2.

Entonces existe g € HL*(C) tal que f; — ¢ en norma. Nétese que en el
espacio de Bargmann la convergencia en norma implica convergencia puntual
en todas partes, esto es, por la existencia del nicleo reproductor se tiene que

[i(2) = (K, 5) = (K(2,),9) = g() VzeC.
Asf g(z) = lim;_ f;(2) para cada z. Como A(z,z) € L*(R) tenemos que
[Fol2) = £ < 10 — 4l
lo cual implica que fy = g. Por lo tanto

1Usto |l 2(c.ap) = Jim 1Us%; || L2(c.ap)

= jlinolo ||77Z)j||L2(R) = ||¢o||L2(R)-
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establece que Ug es una isometria sobre L?(R).
Paso 4. Debido a que Ug es una isometria, implica que es inyectiva, por lo
que solo queda por probar que es sobre, pero basta con mostrar que Ran Up
es denso en HL?(C). Como HL?*(C) es un espacio de Hilbert podemos verlo
como
HL*(C) = (Ran Ug) @ (Ran Up)™*.

Entonces nos queda por demostrar que (Ran Ug)* = {0}. Para esto, sea
F € (Ran Ug)t y eu(2) = e 27 el nticleo reproductor de este espacio de
Bargmann, observemos que e,(2) esta en el rango de U por tanto

(UgA(w,-))(z) :/RA(z,x)A(w, x)dx
= ew(2)

por tanto

<6w<2)’ F>HL2(<C) B <K(z’ ) F>HL2(<C)
= /((;K(Z, w)F(w)du(w) = F(z2).

Por estar I en el complemento ortogonal del nicleo, F'(z) = 0 para toda
z. Por tanto el Ran Uy es denso y asi, Up es unitario.

Por la teoria estandar de los espacios de Bargmann, la inversa de Up
estd dada como

(U5'7)@) = [ G )t
:ﬂ_1/4/6%(%22mQJer?m)f(z)dlu(z)
C

que es la ecuacién (6.3) pero de manera similar a lo escrito por Bargmann al
final de la seccién uno de su articulo A(-,x) ¢ L?(C, p) por lo que debemos
definir a Uz " de otro modo. Para ello, dada [2] f € Uy consideremos la familia

{/»} definida como
(z) = f(Az2).
Tenemos f\ € HL*(C) pues f € HL*(C) utilizando la ecuacién (2.2)

709 < KOz A2 Al
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de donde, para « una constante

1f1(2)] < - edVEP (6.4)

(U,glf)( ) = hm (UB ) (x) = hm/ f(Az)du(z)

otra version de la inversa estd dada como

Us'f=lim [ A(z/(z)du(2)

o—00 ‘Z‘SU

O

Un hecho por demés interesante es que la imagen de ey, bajo la trans-
formacion Uy ! va a parar a una funcién gaussiana, como lo veremos en el
siguente teorema

Teorema 6.2. la imagen de e, bajo Ug' es la funcién P9, definida como
PP = T aePe 2Pl (007 oo p,q € R (6.5)

Demostracion. Convenimos en que si

—Hw|? Lwz

102, .2y Ll s
entonces e,y (w) = e~ 1P T 2P0

=
@
L=

ew(z) =€
de donde

Ug ! eprig(T)

1 1,1 _ 1 1 .
= lim 7T_Z65(5w2_$2+2“”)e_Z(p2+q2)65(p_zq)wdu(w)

770 Jw|<o

en particular con

w=u+iv y du(w)= "|w‘22 d(Re w)d(Im w)
T
se tiene

1,2 1
=7 427?) lem3%% e — (P +0%).

_ 1,2 3,2 1
// U — 30 2zuv+zum+vx€ pu+lpv zqu+qv dUdU
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por tanto

Ulglep—l—iq(x)
7Ti(gw)16%x2€i(p2+q2)//ei[u+(iv2i:vp+iq)]2du
R JR

1s . SN2 3.2 1, 1
ez(zv—sz—p—l—zq) e 1Y +Ux+§zpv+5qu,v

i (27T)_16_%x26_%(p

= 7 1(2m) 12w (wF)e 7 e 3 e i

1 . 1. 1 2
-1 izp —Lipg —L1(z—q) .
]

De hecho "7 estd en L*(R), y ademds ¢ || ;2) = 1, como a continua-
cién se muestra

HWP’QH%%R)

:/|7T_iei$pe_%ipqe_%(x_Q)2|2dx

R

= 71_—1/2/ 1.1 @0 — p=1/2 12 _
R

El valor absoluto de ¢”? es una curva gaussiana con pico en z = q; el
valor absoluto de la transformada de Fourier de "¢ es también una curva
gaussiana con pico en p, como a continuacion se indica

@ (E)

1 1 1. . 2 .
= — [ 7 ie 2330 e g
vV 2 R
_1

mT 4 1 1 N2 .
_ e 24 [ o—3(@—q) +izp—ifz 1.

2T R

la expresion que representa al exponente de la exponencial que se esta inte-
grando puede ser reescrita como

_%@—qf+mm—%$=—%@—qf+ﬂp—®x
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haciendo y =z — ¢

— _1y2 +i(p— &y +ilp—&)q

2
= =il OF +ilp— O~ 5~

si hacemos el cambio de variable u =y — i(§ 4 p), du = dy = dx tendremos

1
T 4 s 1; . 1 2
D, q _ D o—5ipg i(p—€)g ,—5(P—¢)
2 (g) \/ﬁ \/g e e e

es decir
1
|pP9(€)| = const - o 3(—6)?*

La funcién (6.5) es conocida en Fisica como estados coherentes candénicos y
en Procesamiento de senales como wavelets de Gabor.

La motivacion principal para el capitulo actual es el estudio de la des-
composicién de una ¢ € L*(R) cualquiera, en la familia discreta de estados
coherentes

Omn :goma’”b m,n € 7
@m,n(x) :7_(_7i67%irrmabeirrwtme*%(mfnb)2 )

Donde a y b son estrictamente positivas para diversos valores de a y
b, vamos a analizar el tipo de expansiones que nos producen las familias
(@mn)mnez. Notemos que la familia (@i )mnez corresponde a un reticulo
doblemente peridédico de puntos en el plano complejo generados por los nu-
meros a e tb. .

U]_; Cmn = €z s

Zmn = ma + inb.

Como ya hemos visto en el capitulo anterior, la familia (@ )m.nez POSee
las siguientes caracteristicas

= Siab > 27 entonces la familia (¢mn)mnez no es completa en L*(R).

» Siab < 27 entonces los vectores (@ )m nez pueden darnos una férmula
para la expansién de una 1 cualquiera en L*(R).

Es importante remarcar que para ab < 2w los vectores ,,, no son “w-
independientes”. Segun la siguiente definicién.
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Definicién 6.1. w-independencia. Decimos que un conjunto {¢m, tmea €S w-
independiente si para todo ¢’ € {Gm tmea se tiene

¢" & span({@m}mea — {9'}).

En caso contrario llamaremos a la familia { ¢y, }mea w-dependiente

Es decir

» Si ab < 27 entonces existe al menos un vector ¢’ con ¢ € {@mntmn
tal que

" € span({omn bmn — {¢'}).

= Siab = 2w, ocurre que al remover uno de los vectores de la familia ¢,,,
convierte al conjunto restante en un conjunto w-independiente.

» Siab < 27, ocurre que la familia (@, )m.nez permanecerd w-dependiente,
atin cuando se remueva cualquier cantidad finita de ¢,,,’s.

Estamos interesados en expansiones de la forma

m,neZ

para cualquier ¢ € L*(R).

A continuacién enunciaremos las condiciones fundamentales para esta
descomposicion.

La familia de vectores (@mn)m,nez define un mapeo T que va de los
vectores en L*(R) a las sucesiones (m,n) de nimeros complejos, por medio
de la ecuacion

(TY)mn = (Pmns ) ¥ € L*(R). (D)

Se sigue de argumentos que daremos mas adelante, que este mapeo que
va de L*(R) a I*(Z x Z) es acotado para todo a,b > 0. Esto es, para todo

b € L*(R).
> Homn )] < M(a,0) ¥ 12m)- (1I)

m,n€”

El adjunto de T es el mapeo que va de I* a L?(R) definido por

Tc= Y ConPrn- (I11)

m,neEZ
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Para todo ¢ = (Cpn)m.nez € I2(Z X Z). Se tiene entonces que para todo
v € LA(R)

m,n€Z

Si T*T esta acotado por la izquierda con cota mayor que cero, esto es, si
existe una constante m(a, b) > 0 tal que para todo 1 € L?(R)

> Hpmns )P > m(a, b) 972z (V)

m,n€Z

entonces el rango de T*T es todo L?(R) y T*T tiene inversa acotada. Para
todo g € L*(R), g = T*T1), obtenemos de (IV) que

g = Z Spmn<§0mnv(T*T)_1w>- (VI)

m,n€Z

Esto nos da una expresién de g en terminos de ¢,,,. Notemos que (V)
no es solo una condicién suficiente, sino también necesaria para la existencia
de una expansién del tipo (6.6) con coeficientes ¢, que son de cuadrado
sumable para una 1) € L*(R) arbitraria.

Una vez que tengamos que (V) se cumpla, nuestro andlisis y procedimien-
to de reconstruccién es como sigue. Para cada ¢ € L*(R) le asociamos un
conjunto de coeficientes bien definidos ¢, (%) dados por

Cmn (V) = (Prmn, (T*T)_lg> (VII)

La sucesion ¢(1)) = (Cnn(¥))mnez estd en 12 la funcién ¢ puede ser re-
construida desde esta sucesion por

Y= ConPrn (VIII)

mneZ

En general la sucesion (¢, (%))mnez no es la tnica sucesiéon que satisface
(6.6) para una ¢ € L*(R). Esto es porque el rango de T' muy bien pudiera ser
un subespacio cerrado propio de [*. De entre todas las sucesiones (Cpn)mnez
que satisfacen (6.6), con ¢ fija, la sucesién (¢pn(¥))mnez €s la que tiene
norma minima. Vamos a probar més adelante que (V) se cumple con m > 0,
para ab = 27 /N, N entero N > 2 y daremos una férmula explicita en este
caso.
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Las ecuaciones (VII) y (VIII) para el caso ab = 27 nos conducirédn a
que (V) no se cumpla, dado que tenemos la funcién generada a partir de la
funciéon o de Weierstrass — vista en el capitulo anterior — que nos ayudara a
probar esta afirmacion.

Con esto, tenemos las herramientas necesarias para enunciar el siguiente
teorema

Teorema 6.3. Definamos z,,,, = ma + inb donde a,b > 0

Emn = €z

esto es
_1 2 Ll
emn<z) —e 4|Zmn‘ .e 3% 2mn.

Para N un entero N > 1 yt,s € [—%, %] sea

2

b < b2 ib?
S(b,N;t,s):—ﬂe_Sb 2’03(1‘:—%—@.%8 ;—ﬂ)
0

b N-1 B ) 9
_ 2mil(t— ) — b2 (s—1)2
= — e N’e 2

VT 2 ’ 2

r=0 [€Z
donde 03 es una de las funciones theta de Jacobi con la notacion de Bateman
B )
O3(z|T) =1+2 Z cos 2mlz - €7

=1
; .12
— § 622l7rz X ez7rTl ]

ez
Entonces

(C) para todo a,b > 0 y para toda f € HL?*C

> Wemn 1P < Ma(a,b) - | £]° (IX)

mne”

o equivalentemente

_1
> 1 () e 2 <

M) [ [ 15y petier A0 0 )

(X)
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con

Mi(a,b) = 0 (0\%)'93 (O‘g)

= (1e2Xie i) (1230 )
=1 =1
(D) Para ab = 2w /N, con N un entero, N > 1, la desigualdad anterior es

susceptible de ser afinada. Esto es (IX) y (X) se siguen cumpliendo si
reemplazamos My (2w /Nb,b) por la constante mas pequena

(XT)

2
M, <—7r,b) = sup S(b,N;t,s). (XII)
Nb t,se[—1,1]

Para el caso ab = 2w /N, (XII) es la mejor constante posible, pues to-

mando (IX)

s (I3 Hemns A7) =Mo(520)  (x1I)

FEHL2(CT),f#0 el
(E) Para ab=2w/N con N un entero, N > 2 tenemos mas aun que

S Hewn NP =m (20 0) - 7] (XIV)

m,ne’l

o equivalentemente

1
3" 1 () [P 3 >

mne”
’ (XV)
27 2 ]2 d(Re z)d(Im z)
m(550) [ [ 1rGe 2
- m(% b) inf  S(b,N;t,s) >0 (XVI)
AT = m ) 30, S .
Nb t,sE[—%,%}

De nuevo, esta es la mejor constante posible en las desigualdades (XIV) y

(XV), esto es

it (1717 S e ) =m( 57 0) (xvi)

2
FEHL?(C),f#0 el
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(F) En el caso ab > 2w, no hay una constante m(a,b) > 0 para la cual
(XIV) se cumpla para toda f € HL*(C). Es decir, hay al menos una

f # 0 tal que

nf (||f||—2 3 |<emn,f)|2> —0 si ab>2r  (XVII)

fEHL?(C),f#0 el

Por el momento dejamos pendiente las demostraciones de las afirmaciones
anteriores, pues necesitamos ciertas interconexiones entre la transformada de
Zak y los operadores de Weyl, lo cual veremos en la siguiente seccién.

6.1. La transformada de Zak y los operadores
de Weyl.

Definicién 6.2. La transformada de Zak [1]. Para o > 0 la transformada
de Zak con Vz o : L*(R) — L*([—3, 3] X [—3,3])
Voaf(t,s) =vad_ e fla(s —1)).

leZ

Estrictamente hablando, la serie en el lado derecho de la definicion de la
transformada de Zak no necesariamente converge para cualquier f € L?(R).
Para f € C§° es decir el conjunto C'*° de las funciones infinito diferenciables
con soporte compacto, la transformada de Zak estd bien definida y se tiene
que |[Voofllo = IIfllr2@® con Q = [—3,3] X [—3,3] como a continuacién
verificamos en el siguiente teorema.

Teorema 6.4. La transformada de Zak es unitaria y va de L*(R) a
L2([=3, 5] x [=5:3])-

272 272

Demostracion.

2
Ve fllG
/[—%élx[—%v—
/2 1/

=a)_ / 2miHI=h) gt Flals = D) fla(s — k))ds

1€7 kez V —1/2 -1/2

| « Z ™ f (s — 1)) Z e2 itk f(a(s — k))dsdt

I€Z keZ
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la integral de e?™(~%) se anula excepto cuando k y [ coinciden

1/2 1/2
—a X [ irtats—)Pas= Y [ |fas - abPdfas)

ez 7 —1/2 ez’ —1/2

aplicando la relacion de Parseval

= | fllz2m)-

Se verifica la tltima igualdad pues |f(as — al)|? se anula fuera de un
compacto.
Dado que C§° es denso en L?(R), podemos extender V. , a todo L*([—1, 1] x

[—%, %]) De aqui V, , es unitaria. O

La inversa de la transformada de Zak [1] se escribe como
1/2 iz g 1 1

(Vilo) () = Vb / ertitilo(t2 - |2+ 2| )t
’ 71/2 b b 2

donde la notacién |y]| denota el més grande entero que no excede a y.
Ahora definamos los operadores de Weyl.

Definicién 6.3. Los operadores de Weyl son una familia de operadores uni-
tarios W (p,q) en L*(R), con

(W(p,q)f)(x) = e 3PP f(z —q) con [ e L*R)

Los operadores de Weyl, como vimos en el capitulo 3 son de importancia
fundamental en la Mecanica cuantica, puesto que cada estado coherente (P4
puede ser visto como una 6rbita de la familia de operadores de Weyl actuando
en el estado base ¢"°

P =W (q,p)e®® con @0 =g M4ema,

Para cualquier & € R—{0} la subfamilia de operadores de Weyl W (m2mr /a, na)
con m,n € Z es abeliana, como a continuacion verificamos

w2 )
:e’immeim%ﬂmf(az — na)
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por tanto
2 2
[W (m'—ﬂ, n'a) W(m—ﬂ, na) f] (x)
@ o
:(_1)m’n’<_1)mnezm’2—”x . eim%(m—n’a} . f(ﬂf — o — na).
Mientras que si invertimos los factores
2 2
[W (m—ﬁ, noz)W(m el N oz) f} (x)
e} o
2w

:<_1)m/n/<_1)mn€zm—m . eim/%’(xfna) . f(.l’ —na— na)

. o im 2% (—mn/
ambas expresiones solo difieren por los factores e (7@ y ¢im = (ne) que
son exactamente igual a 1, por tanto la subfamilia es abeliana.

La siguiente relaciéon nos vincula la subfamilia abeliana con la transfor-

mada de Zak
2
VzaW (m= na) £(t,5)
_ (_1)mn\/az e2m’tleim27r(sfl) . f(OéS —al — 7’1,0[)

leZ
— (_1>mn€f2mtne2mms . [‘/z,af] (t, 8).

Esto implica que para todo f g € L*(R) con Q = [—%, %] X [—%, %]
Z ’( m— no
m,neL ( )
2
= Z ‘ (Vz,aW <m— na)f Vz.09)Q
m,ne”
— Z / / 27rltn 727rzms<vzaf)(t 3)(VZag><t 8) det
m,ne” -1/2J-1/2

:/ / |(Vzaf)(t, )| (Vz.a9)(t, 5)|dsdt.
-1/2J-1/2

Apliquemos esto al problema que tenemos a la mano. Supongamos que
ab =27 /N con N un entero, N > 1, tomemos a = b. Para m = Nk + r con
kireZ,0<r<N

27

2T
Omn = W(ma,nb)py = W(kj + rm, nb) 000
21

= em%W<k = nb)W<]2Vbr O)gpoo
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Ademas, por otro lado

[VZ bW<Nb7“ 0)9000]( )
_ \[ﬂ 1/4 Z627ritl6i27r%(sfl)ef%bQ(sfl)Q

lEZ

_ \/5W71/462m'r% } : e2m’l(t7%)67%b2(571)2.

LEZ

De aqui

=

2

v (B )] 9

\/’ Z ’ Z 2millt— ) o= Sb3(s—1)?

r=0 [€Z

= S(b, N;t,s).

Il
o

T

Verificadas estas relaciones, podemos demostrar el siguiente teorema que
es de lo més importante en este capitulo.

Teorema 6.5. VZ7bT*TV£§ visto como operador, es la multiplicacion por
S(b, N;t,s).

Demostracion.
(LTTE) =) 1 mn f

m,ne”
N—

ze: Z ( ,nb)W(%r,O)gpoo,ﬂ

r=0

N-1 r1/2 p1/2 o 9
= / / [Vz,bw(m'f’a O) @00] (t,s)
/1212

aplicando la identidad de Parseval

2

(VZ,bf> (t, 8) ‘stdt

12 r1/2
= / / S(b, N;t,8)|(Vzuf)(t, s)Pdsdt.
—1/2J-1/2
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Una consecuencia inmediata de este teorema es que podemos recuperar de
forma explicita ¢» € L*(R) en términos de los estados coherentes,,,, como
n (VII) y (VIII). Esto lo hacemos en el siguiente teorema.

Teorema 6.6. Sean a,b > 0 tal que 27/ab es un entero N > 2. Sea @y, la
familia de estados coherentes asociados

1
@mn( )_7'(' 46 7er€27rszb€ 2 (z—nb)?

entonces ¢ € L*(R) puede ser escrita como

@Z): Z Cmn(@z))gpmn

m,ne”

conm=Nk+r, mk,reZ, 0<r<N.

Demostracion.

Cmn(i/f) = CNk+r,n(¢) = <90Nk+r,n, (T * T)71¢>L2(]R)
1
= <Vz,b<PNk+r,n, mvz,b¢>Q

haciendo uso de que Y1y, se puede escribir en términos de la subfamilia
conmutativa de los operadores de Weyl y del estado base g

_ <Vz,b(e””’_W(k7 nb) (22 . o)woo),mvzvb@z%

bﬂ'ii (_1)kn imn gy

1/2
/ / —27rzs(k+ 27rztn —= b2 2
—1/2J-1/2

03( r_ b Zb2>wdsdt.

VR R bl
N 227'('8 2/ S(b, N;t,s)



126 CAPITULO 6. MARCOS EN LOS ESPACIOS DE BARGMANN

Esto es facil de ver pues

inr 3 2m
Vas(e (k2T = )W (57 0) 00
:<_ 1)knez7rr e 27rztn€27rzk:s (VZ bW ( ]2\;;) O) 9000) (t, S)

:<_1>knez7rrﬁ e 2mitn 27rzk:s\/5ﬂ, i eZmr

) } : €2ml(t7%)€f%b2(s4)

€7
bﬂ_—%(_l)kneiﬂnﬁewﬂs(k-{—%) —2mitn ,—5b%s>
. Z p2mil(t—5) o= 3% (= 2s1+1%)
leZ
b’]‘l’ii (_1>kn€z7rnN e2m’s(k+%)e 27r225n€77b2 52

@(t_L_i ﬁ)
N

A lo largo de esta seccion es como hemos construido herramientas muy
poderosas para el estudio de los reticulos. Con estas herramientas nos pre-
paramos para demostrar los incisos (I) al (XVIII) que quedaron pendientes.

6.2. Demostraciones de (I) al (XVIII).

Para dos estados coherentes cualesquiera ¢y, , ¥ @m/ n/ tenemos

‘<90m,n790m n’ >L2(R)‘
|<UB ezmn7UB €z, /, />L2(R)|
|

(€zmms €2 i IHI2(O)]

efi(m m’)2a? i(n n’)2p?
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De hecho para todo m/,n’ € Z aplicando Schwarz

Z ‘ <90m,n790m/,n’>L2(R) |
m/,n' €L
T lE

mEZ nez
= (0l )n(ol)
= M:Ml(a, b)

Una condiciéon suficiente para que la matriz hermitiana infinita
({(Lmns @ms ) Jmnm e defina un operador acotado en [2(Z x Z) estd dada de
la siguiente manera

> Umm ) <M

m/ n'€Z

y esta es precisamente la desigualdad que ya tenemos verificada con M =
M; (a, b). Por otro lado, T es el operador que va de L*(R) a [? definido por
(T f)mn = (P, f); mientras que para ¢ = (Cun)mnez € 12, TT*c estd dada
por

(TT*C)mn = Z <90m,n7 Spm’,n’>cm’,n’

m/ n' €L

que es equivalente a

T*T:Ugl( Z 6mn<6mm'>)UB: Z ‘Pm,n«)@m,m')

m,ne”z m,ne”z

asi, tenemos
ITT*|| <Mi(a,b) 6 T <Mi(a,0)"*.

Con lo cual probamos las cotas de (IX) y (XI); (X) es equivalente a
(IX). Del teorema espectral de operadores [17] tenemos que un operador
acotado es equivalente a un operador de multiplicaciéon. Para el caso de
T*T € Bound L?(R) hemos visto a lo largo de la seccién anterior que es
unitariamente equivalente a la multiplicacién por S(b, N;t, s).

Hemos probado que para ab = 27/N, N entero, N > 1

VZJ,T*TVZT; = multiplicacién por  S(b, N;t,s).
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En consecuencia

inf  S(b,N;t,s) <T*T < sup S(b,N;t,s)
ts€l-3,3 tse[-1.1]

lo cual prueba (XII),(XIII) y (XIV),(XV). La continuidad de la funcién
S(b, N;-, ) implica, més aun, que estas son las mejores cotas inferior y supe-
rior respectivamente.

Para ab = 27, (N = 1),T7*T es unitariamente equivalente a la multiplica-
cién por S(b, 1;t,s), dado que

0y (_ i Z—) =0 tenemos que S(b,1; > 5) = 0.

Esto implica que el espectro de T*T es de la forma [0, T']. De aqui se sigue
(XVIII).

Si de forma afortunada ab = 27/N con N un entero, N > 2, entonces
(v/7/b)S(b, N;t, s) es la suma de al menos dos cuadrados de valores absolutos
de funciones 03, esto implica

21
mf  S(b,N:t,s) >0 & m(—,b)>o.
meﬁ%,% ( S) © Nb

A continuacién, damos dos tablas que nos dan los valores niimericos para
las constantes My, My, para ab = 27; y de My, My, m | para ab = 27
Tabla 1.

(b [ M,(27/b,b) | My(27/b,D) |

5 7.090 7.090
1.0 3.545 3.545
1.5 2.422 2.365
2.0 2.073 1.824
2.5 2.015 1.669
3.0 2.050 1.769
3.5 2.159 1.992
4.0 2.339 2.260




6.2. DEMOSTRACIONES DE (I) AL (XVIII).

Tabla II.

[0 [Mu(r/0.0) [ My(2n/b.) [m(x/b.0)

D
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0

7.091
4.146
4.001
4.000
4.014
4.100
4.319
4.679

7.090
3.546
2.482
2.425
2.843
3.387
3.949
4.514

.0007
.601
1.540
1.600
1.178
713
.369
165
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6.3. Conclusiones.

En el presente trabajo se ha realizado un anélisis detallado de las condi-
ciones de completez para los reticulos de estados coherentes. Dado un reticulo
fijo, las condiciones para poder recuperar una funcién en L?(R) se obtienen
bajo dos esquemas teéricos; uno (Bargmann et al., [2]) haciendo uso del com-
portamiento asintético de las funciones enteras, el otro ( Daubechies et al.,
[8]) hace uso de los métodos de la teoria de operadores.

Daubechies y Grossman [8] hacen uso de la transformada de Bargmann
para establecer el problema de la completez de la siguiente manera: Dada
una funcién que se anula en los puntos de una reticula encontrar el escenario
en que se anula en todo el espacio de Bargmann. La recuperaciéon de una fun-
cién ¢ € L*(R) se da entonces de forma explicita usando el teorema espectral
de operadores. Toman en cuenta que si a una cierta subfamilia conmutativa
de operadores de Weyl aplicada sobre una funcion f, le aplican la transfor-
mada de Zak, lo que obtienen sera la transformada de Zak de la funcién f
multiplicada por un factor del tipo (—1)™"e?"". Luego para 1 € L*(R),
V= Em,nEZ Conn'Pmmn> ¥ 108 ¢y dependen de la transformada de Zak y de las
funciones 65 de Jacobi.

Es precisamente este tltimo método el que nos interesa en un futuro
inmediato pues queremos realizar este mismo estudio de condiciones de com-
pletez para los estados coherentes sobre la esfera S?, siguiendo el trabajo de
Villegas-Blas [21], [22], [23], es decir, analizar las condiciones de recupera-
cién del espacio L*(S?) teniendo una transformada semejante a la de Zak
que preserve simetrias y alguna periodicidad.

También como proyecto futuro queremos trabajar la teoria de Wavelets
relacionada a este tipo de problemas, ya que, como vimos en este trabajo
aparecen cuando a un estado coherente le aplicamos la transformada inversa
de Bargmann, ademds, participan en la recuperacién de la 1) € L?(R).
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