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Introduccion

La historia del calculo de variaciones comienza en el siglo XVIII con los tra-
bajos de Euler (1707-1783) y Lagrange (1736-1813). En 1744 Euler publicé el
primer libro sobre célculo de variaciones que se conoce en la historia con el
titulo: “Método de biusqueda de lineas curvas con propiedades de mdximo y
minimo, o la resolucion del problema isoperimétrico tomado en su sentido
mds amplio”.

Las primeras aplicaciones del calculo de variaciones tuvieron lugar en la
fisica, sobre todo en mecanica. La teoria de control empezé a desarrollarse
sistematicamente alrededor de los anos treinta en Estados Unidos, en el cam-
po de las ingenierias eléctrica y mecdanica, pero no es hasta los anos cin-
cuenta y sesenta cuando algunas aportaciones importantes comenzaron a
utilizar la teorfa de control, como fueron las aportaciones de R. Bellman[1] y
L. Pontryagin[11], las cuales fueron importantes para la fuerza aérea de los
Estados Unidos en los anos cincuenta y los viajes espaciales.

A partir de 1970 surge un gran interés por la teoria de control en distintas
ramas de la economia, en donde ha sido un instrumento importante para
estudiar el comportamiento de individuos y empresas en el desarrollo de la
actividad econémica a través del tiempo. Por ejemplo, en la economia de la
empresa se han utilizado estas técnicas para el estudio de problemas tales
como el control de inventarios, la selecciéon de inversiones o la planificacion
de la produccién, que son sélo algunas aplicaciones de la teoria de control en
este ramol4].

En particular, el Dr. Emilio Cerdd[4], catedrético de anélisis econémico de
la Universidad Complutense de Madrid, comenta que la teoria de control es
un instrumento fundamental en el andlisis macroeconémico actualmente.

Debido a que la teoria de control es relativamente nueva, actualmente e-
xiste cierto interés por su aplicacion en modelos y politicas econémicas que
permitan explotar determinados recursos de manera éptima. Algunos mode-
los de este tipo han sido estudiados por C. Clark [5], Mesterton [8] y mds
recientemente por X. Song [14], P. Chandra y B. Dubey [6].

En el siguiente trabajo utilizaremos algunas herramientas del calculo de
variaciones y la teoria de control 6ptimo en la aplicacion de la administracion
optima de recursos. Particularmente, estaremos interesados en el negocio de
la pesqueria, en donde mostraremos mediante algunos ejemplos la manera en
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cémo se pueden aplicar el calculo de variaciones, la teoria de control éptimo
y la teoria de la estabilidad para ecuaciones diferenciales ordinarias en la
modelacién y explotacion 6ptima de recursos renovables.

En el capitulo 1 estudiaremos los conceptos basicos que utilizaremos poste-
riormente, como la ecuacién logistica y el porqué de su practicidad, y revisa-
remos algunos modelos muy simples a modo de ejemplos.

En el capitulo 2 se estudian algunos conceptos clasicos del calculo de varia-
ciones, como son la ecuacién de Euler y la ecuacién de Legendre. Al final
del capitulo, en un negocio de explotacion pesquera, se resuelve el problema
de establecer una politica de pesca que optimice las ganancias a largo plazo,
donde el habitat de dichos peces crece mediante el modelo logistico. Para ello
se utilizara una aplicacion del teorema de Green.

En el capitulo 3 se introduce el concepto de variacién de Gateux y se presenta
el teorema de los multiplicadores de Lagrange, el cual se utilizard en algunas
aplicaciones a la administracion 6ptima de recursos. También se le da una
interpretacién econdémica a este teorema, y al final de este capitulo, basado
en un articulo de J. Keller [7] se plantea y resuelve un problema en donde
un corredor debe administrar su energia de manera éptima en una prueba
deportiva.

Finalmente, en el capitulo 4 mencionamos el Principio del Méximo de Pon-
tryagin y damos una prueba de éste utilizando hipdtesis adicionales. Esta
prueba sera 1til para dar una interpretacién econémica de este principio, lo
cual ayudara a su mejor comprension. También, a modo de ejemplo, se re-
visa el problema de consumo 6ptimo dado en el capitulo 3 y se comparan
resultados. Al final de este capitulo, se estudia el problema de optimizar las
ganancias en un negocio de explotacion pesquera en donde el integrando de
nuestra funcional objetivo, que representara las ganancias totales, no es una
funcién lineal.
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Capitulo 1

Modelos Simples

Antes de aplicar herramientas del célculo de variaciones al problema de es-
tablecer modelos matematicos para una politica pesquera estudiaremos los
conceptos basicos que utilizaremos posteriormente y revisaremos algunos
modelos muy simples a modo de ejemplos.

1.1. La Ecuacion Logistica

Supongamos que el tamano de cierta poblaciéon de peces es proporcional a
su natalidad y mortalidad, sean n y m sus respectivas tasas. Si R =n — m,
el crecimiento de la poblacién podria modelarse mediante la ecuacion:

= Rx con x(0)=x. (1.1)

Donde R es una constante real positiva y & una funcién real. Observamos
que la solucién a esta ecuacion

x(t) = x(0)ef (1.2)

crece exponencialmente a infinito si la tasa de natalidad es mayor a la de
mortalidad y decrece a cero si es menor. Bajo ciertas condiciones 6ptimas,
algunas poblaciones pueden tener inicialmente un crecimiento descrito como
en la ecuacion (1.2), sin embargo, el crecimiento de una poblacién no puede
tender a infinito debido a las limitaciones fisicas y bioldgicas del medio natu-
ral, como podrian ser por ejemplo, las limitaciones en el espacio de un lago



o el alimento disponible en el mismo. Debido a esto, el modelo descrito por
la ecuacion (1.1) conviene ser modificado mediante la ecuacién

= S(x)r con z(0)=mx (1.3)

en donde S(z) es una funcién decreciente de z, para todo « € R, de tal forma
que el crecimiento de la poblacion se estabilice cuando x crece.

Un ejemplo muy simple y utilizado es el modelo propuesto por P.F. Verhulst
en 1938 conocido como la ecuaciéon logistica:
, x
& = Rx (1 - ?) donde z(0) = zy (1.4)
en donde:
» R: Tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién.
= z: Tamano de la poblacion al tiempo t.
» K: Tamano maximo o nivel de saturacién de la poblacién.

= 1. Tamano inicial de la poblacion.

Ahora haremos algunas observaciones elementales sobre el modelo represen-
tado por la ecuacién (1.4).

d=fdt

KR/4

Figura 1.1: Comportamiento del crecimiento de la poblacién en funcién de
x.



1. Tenemos dos puntos de equilibrio, x =0y x = K.

2. = Si z < K entonces, x es creciente respecto at y si x > K, decre-
ciente.

= Como podemos ver en la figura 1.1, conforme x se aproxima a K
su derivada se va anulando, es decir, x tiende a ser constante.

3. Se tiene un punto de inflexién en z = K/2

4. No es dificil resolver la ecuacién (1.4), en efecto, de ésta se tiene

%/Ot J:(KL'_@ds:/Otds (1.5)

y utilizando el método de fracciones parciales en el lado izquierdo de

(1.5)

In . fK = R(t+C) con C constante
y por ultimo, despejando z y tomando en cuenta que z(0) = ¢, tene-
mos % %

l‘(t) = m donde B = o . (16)

De aqui es claro que si R > 0, z(t) — K cuando t — 0.

.

Figura 1.2: o < K.

Concluimos que el modelo dado por la ecuacién logistica (1.4) nos muestra
que cuando la poblacién inicial tiene tamano inferior a K, ésta crece hasta



K y tiende a estabilizarse, como lo muestra la figura 1.2. Si la poblaciéon
inicial estd saturada, es decir o > K, el tamano de la poblacién tiende a
decrecer con el tiempo hasta K y alli se estabiliza, como lo muestra la figura
1.3. Ademas vemos que si la poblacién inicial es muy pequena, ésta crece con
cierta rapidez hasta alcanzar cierto tamano K /2 y después su crecimiento es
mas lento. Asi tenemos en (1.4) un modelo mas realista que el dado por (1.1)
y también bastante préctico.

X

Figura 1.3: o > K.

1.2. Equilibrio Bionémico

En general, en el negocio de la pesca, modelaremos el crecimiento de nuestra
poblacién de peces mediante una ecuacion de la forma,

i = F(z) — h(z) (1.7)

en donde:

1. x(t) representa el tamano de la poblacién al tiempo t.
2. h(x) mide la extraccién de peces respeto al tamano de la poblacién x.

3. F(z) mide el incremento natural de la poblacién en funcién del tamano
de la poblacién x.



Cuando el tamano de una poblacién se mantiene constante diremos que e-
xiste un equilibrio bioldgico. Si las ganancias en un negocio se mantien
nulas diremos que existe un equilibrio econémico. Veamos ahora un ejem-
plo aplicado al negocio de la pesqueria, donde el crecimiento natural de la
poblacién de peces cumple con la ecuacion logistica, el esfuerzo pesquero es
directamente proporcional al tamano de la poblacion, y éste permite man-
tener un equilibrio biolégico y econémico, es decir, lo que definiremos como
un equilibrio bionémico.

Siguiendo el modelo de la ecuacién (1.7) hagamos que

h(z) = quz(t) con 0<g<l1 (1.8)

donde u > 0 representa la tasa de esfuerzo pesquero y ¢ un coeficiente de
eficiencia, es decir, ¢ mide la capacidad de extracciéon pesquera de acuerdo a
los recursos que se tienen para pescar. En este sentido, se entiende que para
métodos sofisticados y modernos de pesca, ¢ serd cercana a 1, y en caso de
que éstos sean rudimentarios ¢ sera cercana a 0.

Siguiendo el modelo logistico de crecimiento en nuestra poblacion de peces,
de las ecuaciones (1.7) y (1.8) tenemos la siguiente ecuacion:

% =R (1 — %) —ugq con z(0) = xg (1.9)

donde z(t) > 0 para toda ¢ real no negativo, R es la tasa de crecimiento de
la poblacién y K su nivel de saturacion, es decir, el tamano maximo que ésta
puede alcanzar en ausencia de la pesca.

Si se logra mantener una tasa de esfuerzo pesquero constante u que cumpla
con

0<ug<R (1.10)

el tamano de la poblacién tiende a equilibrarse a largo plazo. En efecto, la
ecuacion (1.9) se puede ver como:

=m0 (- )



y al igual que la ecuacion (1.4), la ecuacién (1.9) se resuelve facilmente obte-
niendo

t) = 1.11
z(t) 1+ Be—t ( )
en donde

K Cy —

a =R —ugq, C, = —a«a y B=-—1"%

R i)

De aqui se confirma que la poblacién tiende al equilibrio, es decir,
K
lim z(t) = — (R — uq) . (1.12)

t—o0 R

En efecto, de manera andloga a como se analizé el modelo presentado por la
ecuacion logistica en la secciéon anterior, si

K
0<zp< 7 (R — uq) (1.13)

entonces, como se muestra en la figura 1.4, x crece y tiende a equilibrarse en

%(R—uq). (1.14)

Mientras que decrece y se estabiliza en el mismo valor si

xo > %(R—uq) (1.15)

conforme t — 0o, como se muestra en la figura 1.5.

También de (1.11) vemos que de no cumplirse (1.10), la poblacién tiende a
la extincién debido a una sobreexplotacion.

Por otro lado, ahora estudiaremos las condiciones para un equilibrio econémi-
co. Las ganancias generadas al tiempo t estan dadas por:

G = pqux(t) — cu (1.16)

en donde:



KRR

KR-ug)/R /’7

Figura 1.4: Comportamiento del tamano de la poblacién si se cumple (1.13).

p > 0 es el precio por unidad de pesca.

u > 0 es la tasa de esfuerzo pesquero.

¢ > 0 es el costo de operacién por unidad de trabajo ( aqui se incluye
el costo de oportunidad !).

0 < g < 1 coeficiente de eficiencia pesquera.

x es el tamano de la poblacién al tiempo t.

Si G =0 en (1.16), entonces hablamos de un equilibrio econémico para

c

r=— 1.17
p (1.17)

Igualando & = 0 en la ecuacién (1.9) el valor de x en (1.17) tendremos un
equilibrio bionémico para

w="2 (1—L). (1.18)

q paks

'Definimos el costo de oportunidad como la utilidad méxima que pudo ser obtenida
por haber destinado nuestros recursos a una inversion alternativa.



Figura 1.5: Comportamiento del tamano de la poblacién si se cumple (1.15).

Suponiendo que

c
0<—<1 1.19
ik (1.19)
como 0 < ¢ < 1, de (1.18) y (1.19) se deduce que u cumple con la condicién
(1.10), y por lo tanto, si aplicamos una tasa de esfuerzo pesquero constante
como lo indica la ecuacién (1.18), de acuerdo a (1.12), la poblacién tenderd a
estabilizarse en

c
lim z(t) = — (1.20)
t—o0 pq
lo que nos muestra que al aplicar una tasa de esfuerzo pesquero como en

(1.18) tendremos un equilibrio bionémico a largo plazo.

1.3. Esfuerzo Pesquero Constante ()ptimo

En la seccién anterior encontramos la tasa de esfuerzo pesquero constante
que nos brinda un equilibrio bionémico a largo plazo, ahora nos interesa
encontrar la tasa que nos brinde la mayor ganancia promedio posible. La
ganancia promedio estd dado por



u [T
2 [ paett) - cpa.
0
Trataremos de encontrar u que optimice

J(u) = Jim % /0 {pqa(t) — chdt (1.21)

donde z cumple con la ecuacién(1.9), y asi de acuerdo a (1.11) tenemos

J(u) = lim E/O{pqaz:(t)—c}dt

T—o0 1’

T at
_opou pgChre™
- i p{ [ g )

i uqull e’ + B
= lim — n —cu
T—oo T « 1+ B

upqC lim d (ln (efJBB>>

T T4 1o dT -
, 1
= wrC i () -
= uqpCi — cu
K
= {%(R—u)—c} (1.22)
Por dltimo, resolviendo la ecuacion
J'(u) =0 (1.23)
vemos de (1.22) que la solucion a (1.23) es
R
w=(1--2). (1.24)
2 pq KK
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No es dificil verificar que en u* se tiene un méaximo local. Ademads, como
0 < ¢ < 1, por la condicién (1.19), se cumple (1.10) y asi existe un equilibrio
biolégico en la poblacién.

Finalmente, como podemos observar de (1.18) y (1.24), el esfuerzo pesquero
que optimiza nuestras ganancias es justo la mitad por ¢ de aquel que nos
brinda un equilibrio bionémico.

1.4. Control del Tipo de Relevo o Bang Bang

Supongamos que una poblacién de peces es pequena y queremos implan-
tar una politica de pesca, donde en un principio la actividad pesquera es-
tard completamente vedada, que permita a la poblacién crecer y recuperarse
en tamano, para después explotar el recurso mediante una tasa de esfuerzo
pesquero constante de una manera éptima. Nuestra tasa de esfuerzo pesquero
sera entonces de la forma:

0 0<t<s
u(t) = con U  constante. (1.25)
U s<t<oo

A una funcién de control como en (1.25) se le suele llamar del tipo de relevo
o bang-bang.

Por otro lado, si r es la tasa de interés bancaria y los intereses se acumulan
de manera continua, por cada unidad monetaria que invirtamos en un ano
tendremos e” unidades monetarias, de esta manera, una unidad monetaria
recibida dentro de un ano representa e™" unidades monetarias en tiempo
presente. Con la finalidad de actualizar nuestras ganancias en un flujo futuro
diremos que el valor presente de X unidades monetarias totales en el tiempo ¢
es de e " X. Por lo tanto, de acuerdo a la ecuacién (1.16), nuestras ganancias
al tiempo T estan dadas por

/o e "u(t){pgz(t) — c}dt.

Suponiendo que nuestra poblacién presenta un crecimiento logistico como
en la ecuacién (1.9), nuestro problema consiste en encontrar una funcién

10



u: [0,00) = R, como en (1.25) que maximice

J(u) = / e u(t) {pge(t) — eyt (1.26)
0
sujeto a la condicién
- 4, _ K
T = Rx {1 u } con  z(0)= N (1.27)

donde N es un real positivo muy grande.

Dado que la poblacién es pequena y u es como en (1.25) queremos determinar
s y U de tal manera que J sea maximo, y la poblacién alcance un equilibrio
biolégico en el tiempo s. En este ejemplo, en el intervalo 0 < ¢t < s no
ejerceremos esfuerzo pesquero alguno, es decir, u(t) = 0 y de (1.27) se tiene

K
&= Rx (1 — %) con  z(0) = N
Como en (1.6), esta ecuacién se resuelve
K
= 0<t<s. 1.28
W= m—penm @ 0sfss (1:28)

Para s < t < oo, el tamano de la poblaciéon se mantiene en equilibrio y se
aplica una tasa de esfuerzo pesquero constante, asi nuevamente por (1.27)

x‘:Rx{1—iU—£}. (1.29)
Por (1.28) y (1.29) resolvemos

K/[1+(N—-1)e ] si 0<t<s
o(t) = (1.30)
K [1-4U] sios<t<oo

y como la poblacion crece de manera continua

1+(Nil)eRS - [1 B %U] ‘

11



De aqui encontramos s en términos de U

s(U) = %log ((N —1) (q% - 1)) (1.31)

entonces, de (1.26) y (1.30)

1 U
J(U) = —pgKUe V) (1 — —q- b) (1.32)
r R
en donde .
b= : 1.33
K (1.33)
Derivando J en (1.32) respecto a U e igualando a cero concluimos que
R r r\2 8br
t= sty (0= D)+ 1.34
U 4q{S + 5 \/ +o- % +»R} (1.34)

es la eleccion optima para U, mientras que el tiempo de recuperaciéon de la
poblacién es

st =s(U"). (1.35)

Para que el negocio de la pesca sea atractivo necesariamente J(U*) debe ser
no negativo, es decir, no debemos obtener ganancias negativas. En caso de
que J(U*) = 0 se presenta un caso de equilibrio econémico.

De (1.32) concluimos que una condicién para permanecer en el negocio de la
pesca es

*

U
b<1-— —q. 1.36
< 74 (1.36)

12



Capitulo 2

Calculo de Variaciones

2.1. El Problema de la Braquistécrona

Consideremos el problema de la braquistécrona, el cual fue propuesto por el
matematico suizo Johann Bernoulli(1667-1748).

“Sean dos puntos P y () situados en un plano vertical, no en la misma recta
vertical y a diferentes alturas. Se trata de encontrar la curva que los una de
tal manera que si una particula, influenciada tnicamente por la gravedad,
que se desliza a través de ella, lo haga en un tiempo minimo desde P hasta

Q'”

Sean nuestro plano vertical el plano cartesiano y h € C?[a,b] la curva que
une Py @, es decir, tal que (a,h(a)) = Py (b,h(b)) = Q, como lo muestra
la figura 2.1.

Sea {xg, 1, ..., T, } una particién finita y regular del intervalo [a, b]. La lon-
gitud de arco de la curva h esta dada aproximadamente por

[~ i ASi
i=1

donde

As; = \/Az? + Ah? (2.1)

13



h{a)

BOBY | N

Figura 2.1: Trayectoria admisible.

con

Por la ley de la preservacion de la energia sabemos que la energia cinética
ganada en la particula debe ser igual a su energia potencial gastada, es decir,
se cumple la ecuacién

donde m es la masa de la particula, v(z) su rapidez en la posicién = y g la
constante gravitacional. De aqui deducimos

v(z) = v/2g(h(a) — h(z)). (2.2)

Por otro lado, el tiempo en el que nuestra particula recorre el segmento As;
esta dado aproximadamente por el cociente de la longitud de arco y la rapidez
de la particula en él, asi por (2.1) y (2.2)

ASZ‘ \/W
_ (2.3)
v(z:)  \/2g(h(a) — h(z))

14




entonces, el tiempo 7" en el que la particula recorre la curva h es aproximada-
mente

= \/1+Ah2/Ax2 .
Z NI ))sz (2.4)

tomando el limite en (2.4) cuando n — oo nos queda

b1+ N (x)?

— / UG (2.5)
V29 — h(z))

Definiendo y = h(a) — h y sustituyendolo en (2.5) nos queda

1+ y’2
/ 29y (26)

De esta manera podemos concluir que el problema de la braquistocrona se
reduce en minimizar la funcional 7" en (2.6) bajo el dominio

D={yeC?abl: (a,y(a))=P y (by(b))=@Q}. (2.7)

Retomaremos después este problema. En general, para una funcién de tres
variables I de clase C?, queremos aprender a resolver el problema de maxi-
mizar o minimizar la funcional J,

J(y) = /F(x,y,y’)dw (2.8)

en el dominio D. Para abordar este problema nos seran tutiles los resultados
que veremos en este capitulo.
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2.2. La Ecuacion de Euler

Proposicién 2.2.1 Sean u y v funciones reales con dominio en un intervalo
la,b], con primera derivada continua, tales que existenr > 0 y €y € (a,b), de
tal forma que se cumple u < v en

U={e: e—-r<e<e+r}.
Sean f y Of/0e funciones continuas en

U ={ule) <t<wv(e): €€}

Entonces, se verificat

v(e)
[% ( f(e,t)dt)] (e0) = fleo,v(€0))v (€0) — f (€0, uleg))u (€o)

u(e)
TS (e,t)
+/u(60) |: 86 :| (Go)dt

Demostracién. Definamos
H(e,u,v):/ f(e, t)dt,

donde u y v son funciones de €, como en la hipdtesis. Sea
Gle,x) = / Fle t)dt
0
entonces,

H(e,u,v) = G(e,v) — G(e,u).

Aplicando la regla de la cadena tenemos

IEsta expresién es conocida como la férmula de Leibniz.
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aH _OHOu  0Hou 0K
de  Ov Oe ou Oe Oe

Por la continuidad de f y 0f/0e en U se tiene

OH [V [0f(e.t)
e [ De }dt

para un valor fijo de u y v, en los valores permitidos por la hipétesis.

Finalmente, se concluye

dH dv du
E(GO,U(GO),U(GO)) = f(€oav(€o))a(€o)—f(ﬁoyu(ﬁo))a(%)

L

€0)

Lema 2.2.1 (Lagrange) Sea f una funcién continua definida en [to,t1].
Sea 1 una funcion diferenciable definida en [to,t1] con n(ty) = n(t;) = 0. Si

/t F@n(t)dt =0,

para toda n que cumpla las condiciones dadas entonces, f(t) = 0 para cada

to <t <t.

Demostraciéon. Hagamoslo por reducion al absurdo. Supongamos que existe
£ € (to,t1) tal que f(&) > 0. Por la continuidad de f existe € > 0 tal que

f(t) >0 parat € (£ — € + €). Definamos

0 tlo<t<§—ce¢
nt) =9 ==t —(+€) {—e<t<+e
0 E+e<t<t

entonces,
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£+e

| stomtee= [ stomteyar >0

ya que el integrando toma valores estrictamente positivos en (§ —€,£ +¢€), y
tenemos una contradiccion.

Ahora enunciaremos la ecuacién de Euler, la cual es una condicién necesaria
en la solucion del problema planteado en la ecuacién (2.8).

Teorema 2.2.1 (Condicién de Euler) Sea J(y) como en (2.8) y D el do-
minio en (2.7). Siy € D es tal que

J(y) =inf{J(z): z¢€ D} 0 J(y) =sup{J(z): z¢€ D}
entonces,
()
oy dx \ 0y
Por practicidad escribiremos esta ecuacion como®

dF,

Demostracién. Sea n € C?[a, b] tal que n(a) =n(b) =0y sea € > 0 tal que
h(z) =y + en(z). (2.10)

Definamos

H(e) = I(h) = /bF(x,h, W)da. (2.11)

2A esta ecuacién se le conoce como la ecuacién de Euler.
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Luego para e = 0, H alcanza un valor minimo o maximo y se cumple

H'(0) = 0. (2.12)

Aplicando la férmula de Leibniz a (2.11)

b b
% i F(x,h, H)dz . = /a %{F(m,y +en,y +en')}dx B
b
- / (Fy(a) + Furf (2)}de. (2.13)
Debido a que n(a) = n(b) = 0, integrando por partes
b b
F
/a F.n(z)dz = —/a Cii;n(x)dx
y de (2.13) nos queda
, b dF,
H'(0) = ’ F, - o n(x)dx = 0.
Por el lema 2.2.1 se sigue
dF,
F,——=0. 2.14

A las soluciones de la ecuacién (2.14) se le llaman extremales. Ahora dare-
mos otra condicién necesaria que nos permita identificar si un extremal es
candidato a ser un maximo o un minimo.
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2.3. Condicion de Segundo Orden

Lema 2.3.1 Sean f y g funciones continuas tales que

b
[ @0 @) + gla)pe)de <0
para cada funcion n € C'a,b]. Entonces f(x) < 0 para cada x € [a,b].

Demostracion. Procedamos por contradiccion. Supongamos sin pérdida de
generalidad, que 0 € (a,b) y f(0) > 2. Por continuidad de f, sea § > 0 tal
que f(x) > 1 siempre que |z| < §. Sea n : [a,b] — R la funcién definida como

[ 0=/ sims<a<s
n(x) —{ 0 si @ € [a,0] \ (=0,9)

por la hipétesis tenemos

v

- [ owrwar > [ @i

- [ f@ P

v

/_ (e
256
1055

Como el miembro izquierdo de esta desigualdad es acotado, esto es una con-
tradiccion.

Teorema 2.3.1 (Condicién de Legendre) Si la funcional J definida en
la ecuacion (2.8) tiene un mdzimo en y entonces,

F..(x,y,y') <0  para cada  x € [a,b].
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Demostracidén. Sea 7 : [a, b] — R una funcién diferenciable de clase C?[a, ]
tal que

n(a) =0 =n(b). (2.15)

Definamos

b
H(e)z/ F(z,y+eny +en)da. (2.16)

De esta manera H(€) alcanza un méximo para € = 0. Entonces,

H"(0) < 0. (2.17)

De la ecuacién (2.16)
b
H'(Q) = [ {Fwi? + 2B + P} da (2.18)

luego integrando por partes y de (2.15)

b b b dF
2 / F,.m'de = n°F,.| — / ngd—yzdw
a a a T

b dF,
- _ 2 yzd
/a77 dr

y de (2.18) nos queda

H"(0) = /ab {772 <Fyy = %) + (77’)2Fzz} dz

y de (2.17) y del lema 2.3.1, se concluye el teorema.
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2.4. Ejemplos y Aplicaciones de la Condicién
de Euler

A continuacién veremos algunos ejemplos de la aplicacion de la condicion de
Euler cuando F' tiene una forma especial.

Puesto que

dF, dy d*y
= sz Fz - Fzz_
dx s dx * dx?

la ecuacién de Euler puede ser escrita también como

d*y dy
F.-Z4+F, -2
* Ydx

g P + (P = F) =0

de donde se deduce la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.1 Si F' no depende de x ni de y, la ecuacion de Fuler se
reduce a

d?y

Fzz_
dx?

=0. (2.19)
Ejemplo 2.4.1

Dados dos puntos en el plano P = (a,A) y @ = (b, B), queremos encon-
trar, entre las curvas y € C?[a,b] la curva de longitud minima que los una.
Consideremos entonces, el problema de minimizar

I(y) = / V1+(y)*de (2.20)

con  y € C?a,b] donde yla)=A 'y  yl) =8B.

Aqui F(x,y,y’) no depende ni de = ni de y.

Tenemos
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F. = {%W}m >0 (2.21)

de donde concluimos que d*y/dz* = 0y asi y = C; + Coz, con C; y Cy
constantes que se pueden calcular de la condicién de frontera. Por el teorema
2.3.1y (2.21), y es un extremal que de ser un extremo, éste debe minimizar
(2.20). En este caso, sabemos que la trayectoria admisible éptima es la recta
que une los puntos Py Q.

Proposicién 2.4.2 Si F' no depende de x entonces, existe una constante K
tal que la ecuacion de Euler se reduce a

de—y—F:K.
dx

Demostracién. En efecto, se tiene

dx dx dx “dr?  dx
2 2
= sz@Jery—(FﬁF@Jer@)

2
L(rls_p) - Ay pdy i
X

dx dx “dx? Ydx dz?
dF, dy
= - F, | -=-F,.
( dx y> dz

De la ecuacién de Euler se sigue el resultado.

Ejemplo 2.4.2

Con la proposicion 2.4.2 estamos listos para darle soluciéon al problema de
la braquistocrona expuesto al principio de este capitulo. En efecto, se desea
minimizar
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J(y) = %/a —”1;_y(y/)2dx (2.22)

con y € C*[a,b], sujeto a yla) = A y y(b) = B.

De la proposicién 2.4.2 y (2.22) se sigue

(y')? 1+ (y)?

- K (2.23)
VIVI+ () VY
donde K es una constante.
Luego (2.23) se puede escribir como
y(1+((y)) = 2¢ (2.24)

donde ¢ es una constante positiva. De esta forma la solucién al problema
de la braquistécrona debe satisfacer la ecuacién (2.24). Para resolver (2.24),
despejamos 1’ y tenemos

y de aqui se sigue

/,/QCy_ydy - :I:/da;. (2.25)

Por otro lado, siu =y — ¢

/ | Y 4y — / _oydy
2c —y VYV2c—y
B / udu +c/ du
N VZ — 2 V2 — 2
= —(—u*)Y? +csen? g (2.26)
c
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Luego haciendo

y(t) = c(1 +sen(t+46)), con @ un valor fijo. (2.27)

de (2.25) y (2.26)

z(t) = R+ c[t — cos(t + 0)] (2.28)

donde R es una constante, teniendo asi una parametrizacién de la solucion.

Sustituyendo 6 = ¢ — /2 en (2.27) y (2.28)
x = K+c[t—sen(t+ D)
= [l — cos(t + D)]
de donde concluimos que la trayectoria obtenida es una cicloide que pasa por

los puntos (a, A) y (b, B), lo que coincide con la solucién dada al problema
de la braquistécrona dada por Johann Bernoulli®.

Ejemplo 2.4.3

Consideremos el problema de minimizar J donde
1

J(y) = / wy(l+y')dw
0

y(0) =1, y(1) = 3, y  yeC?o,1]. (2.29)

En este caso, F(z,y) = zy(1 + '), y de la ecuacién de Euler tenemos

dF,
dx

(z+2y) — Yz +y)
= x—y.

0 = F,—
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En este caso, la Ecuacién de Euler no representa una ecuacion diferencial
y el problema sélo tiene solucién para y(0) = 0y y(1) = 1. Este problema
no tiene solucién para y que satisfaga (2.29). En este ejemplo, F' tiene una
forma particular, esto es un caso especial que trataremos a continuacién en
la proxima seccion.

2.5. Una Aplicacion del Teorema de Green al
Calculo de Variaciones

Sean M y N funciones definidas en R? de clase C2. Consideremos el problema
de maximizar

J(y) = / (M(z,y) + N(z,y)y Yz (2.30)

con

ye{ze€C?%a,b: zla)=a y z0b) =p (2.31)

Si y maximiza J necesariamente se cumple la ecuacion de Euler y asi

dF,
R
0 Y da
— a_M_I_a_N’_ a_N+a_N’
Oy 8yy or Oyy
oM  ON
= — - —. 2.32
oy ox (2.32)

Notamos que la solucién de (2.32) no tiene por qué cumplir con las condi-
ciones iniciales dadas en (2.31) y no necesariamente es una funcién admisible
para resolver (2.30).

A continuacién enunciaremos y demostraremos un teorema en el cual dare-
mos otras condiciones al conjunto de funciones admisibles (2.31) para maxi-
mizar J en (2.30).
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Teorema 2.5.1 Sean A : [0,K] — R y B : [0,K] — R funciones con
primera derivada continua tales que

Ay) <0< B(y) para toda y €10, K]. (2.33)

Considere el problema de mazimizar

J(y) = / (M(z,y) + N(z,y)y Yz (2.34)

donde M y N son de clase C? ey es continua y C? salvo a lo mds un nimero

finito de puntos, cumple con las condiciones de frontera dadas en (2.31) y
con la desigualdad

Aly) <y < B(y), (2.35)

en todos los valores donde y es diferenciable.

Supongamos que ys es la unica solucion de

OM _ ON

8_y — %. (2-36)

Entonces ezisten ay,by € |a,b] tales que si definimos

y1 st a<zx< a4
Y=< 1y si ay <x<b (2.37)
ys st by <ax <D

;L A si a>y2(a) ;o B si ﬂ>y2(b)
donde yl_{B si o< yla) Yy ¥3=93 4 si B <ya(b)

de tal manera que para cualquier otra funcion y # y* que cumpla

ON  OM

>y implica —_— > —
y>y p 9z oy

y (2.38)
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ON OM

<y* implica —_—< =,
y <y p 5 < oy

necesariamente J alcanza un mdzrimo en y*.

Si las desigualdades en (2.38) son intercambiadas J alcanzard un minimo en
y* en lugar de un mdximo.

Demostracion. La demostracion es basada en una aplicacién simple del
teorema de Green” en el plano, de donde escribiremos nuestra funcional
objetivo (2.34) como una integral de linea

/ {M(z,y) + N(z,y)y }dx = /0de + Ndy (2.39)

donde C' es la curva admisible y(t) con a <t < b.

Supongamos que la situacién es mostrada como en la figura 2.2, asi que la
curva y(t) denotada por PRSUV es la trayectoria éptima. Consideremos
una curva admisible alternativa z de (a, ) a (b, §), mostrada como la curva
punteada PQRTV .

De esta manera tenemos

z(t) <y(t) para  a<az<r

donde z(r) = y(r).

Entonces, por el teorema de Green tenemos

// {a—M—ﬁ—N}dxdy = / Mdx + Ndy
apsrop | 0y Ox PSRQP

= Mdx + Ndy — Mdx + Ndy
PSR PQR

= [ () + Ny s

_ /T{M(x, 2)+ N(x,2)2'}dz.  (2.40)

*[15]
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Figura 2.2: La trayectoria 6ptima PSRUV .

Luego por (2.38),

oM  ON
_— = 2.41
dy Oz >0 (241)

de donde la diferencia de las integrales en (2.40) es positiva.

Un célculo similar aplicado al intervalo » < x < b, donde z(t) > y(t), la
desigualdad en (2.41) es invertida y la orientacién de la frontera de la curva
RUVTR es también alrevezada nos muestra que

b b
/{M+Ny’}dx>/{M+Nz'}dx,

lo cual nos permite concluir que nuestra funcional objetivo (2.34) alcanza un
maximo en y.

Este argumento puede ser extendido a todas las posibles configuraciones geo-
métricas de la curva y(t) y otras curvas admisibles z(t), siendo su verificacion
andloga.
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2.6. Aplicacion de la Ecuacién de Euler en
una Politica Pesquera

Retomando el problema presentado en la ultima seccion del capitulo 1, se
quiere encontrar una funcién u : [0, 00) — R, como en (1.25) y que representa
la tasa de esfuerzo pesquero por aplicar, que maximice la integral

J(u) = /0 T et {paa(t) — et (2.42)

sujeto a la condicién
:i;:Rx{1—2u—£}. (2.43)

Para ¢ = 1 de la ecuacién (2.43) se sigue

R T
u=R-— T Y z(0) = . (2.44)
Supondremos que
0<hy<u<S (2.45)

donde hg y S representan las tasas de esfuerzo pesquero minimo y maximo
respectivamente.

En el capitulo 1, buscamos la funcién u, constante por pedazos e inicialmente
con valor hy = 0, tal que u optimizara (2.42), ahora buscamos u en un do-
minio mas extenso, el conjunto de las funciones continuamente diferenciables
por pedazos. Para ello utilizaremos el teorema 2.5.1.

Si asumimos que p = 1 de (2.42) y (2.44) tenemos

J()—/T -t R——R —é {z(t) — c}dt (2.46)
) = ; e Kx - x c .
y por (2.45)
R T
< —_— - =<
ho R Kflf .I'_S



entonces, el problema consiste en maximizar J en (2.46) con x sujeto a

20 =z v Alr)<i<B) (2.47)

con

i - (nos ).

Blz) — (R  ho— %x) . (2.48)

La ecuacién (2.46) puede ser escrita como

J(z) = /0 (M(t,7) + N(¢,z)i}dt

con

M(t,z) = e <R — —x) (x(t) —¢)
N(t,z) = e (
Ahora resolvamos la ecuacién

ON OM
—_—— — T 2-4
ot ox 0, (2:49)

en donde
ON . c oM c 2R
IV et (1= € o (R1+2) - =2).
aert(n) oy = (R0 ) - )
De la ecuacién (2.49) tenemos
w(r) = 2Rz* — (KR + Rc —rK)x —rcK =0 (2.50)
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y resolviendo (2.50) respecto a x obtenemos

(KR4 Rc—rK) £ \/(KR+ Rc—rK)?+8RrcK

v (2.51)

T =

Vamos a tomar la solucién positiva para (2.50), ya que no tiene sentido que x
tome valores negativos. De esta manera la solucién para (2.49) es constante

zo(t) =2  paratoda  t€0,T]. (2.52)

Por otro lado, como es facil de verificar, el miembro derecho de la ecuacién
(2.50) toma valores negativos en el intervalo (0, Z) y positivos en (z, 00). Ver
figura 2.3.

Figura 2.3: ON/0t — OM /0x = w.

Luego si x > Z, entonces se cumple que

oN _ oM
ot ox

Andlogamente si T < =z,

oON _ oM
ot or

Dado que
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7 \xAx = K v

Figura 2.4: Gréafica de A.

Figura 2.5: Grafica de B.
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K

rpa = E(R—S)
K
rp = E(R—ho)

son expresiones para las raices no nulas para A y B respectivamente, para
valores relativamente grandes para S y pequenos para hg se cumple

B(z)>0 para € [xo,T]
A(x) <0 para =€ [T,

como lo muestran las figuras 2.4 y 2.5, y de esta manera puede ser aplicado
el teorema 2.5.1 y podemos definir la solucién x* al problema planteado en
(2.46) como:

ot = - (2.53)

con
A XTo > X

B xy<=Zx

donde a; existe por el teorema 2.5.1 y estd determinado por las ecuacién
x(ay) = z. Puesto que x(T') no estd fijado, podemos suponer z(7) = z. Lo
que nos dice que la politica pesquera éptima consiste en aplicar una tasa
de esfuerzo pesquero constante hg o S hasta que la poblacion alcance cierto
tamano Z. Una vez esto, se aplicara una tasa de esfuerzo pesquero constante
u, el cual segin (2.44) y (2.52)
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u = R—%f
R (KR+ Rc—rK+ /(KR + Rc—rK)? +8RrcK
= R——
K AR
_ p_ R(KR+Rc—rK\ R |(KR+Rc—rK > 8RrcK
B 4 RK 4 RK K2R?

R 3_c_r_\/<1+c_r>2+8cr
4 K R K R KR
En conclusion, la tasa de esfuerzo pesquero estara dada por la siguiente
expresion:
ho si xy>2Z para te€|[0,a]
uw=4¢ S si xy<z para te0,a (2.54)

u te [Cll,T].

Debido a que z* y u* en (2.53) y (2.54) optimizan (2.42) para todo 7', y estos
se mantienen constantes después de cierto tiempo, ciertamente optimizan

/0 T et () [t (1) — .

Concluimos, que la tasa de esfuerzo pesquero propuesta en el capitulo 1, es
la mas viable de entre todas las funciones continuamente diferenciables por
pedazos, no solo entre aquellas que son constantes por pedazos.

2.7. Restricciéon de Desigualdad

Teorema 2.7.1 Sea ¢ : [a,b] — R una funcién continua. Consideremos el
problema de mazimizar

I(y):/ F(x,y,y )dx (2.55)



sujeto a las condiciones

y€C?ab], yla) =y, y)=wp y o)<y (2.56)
para cada x € [a,b]. Donde F es de clase C* como en (2.8).

Entonces, la solucion al problema planteado en (2.55) y (2.56) consiste en
arcos de curvas que satisfacen

dF,

= 0.
dx

y(x) = p(x) o bien F, —

Demostracién. Podemos escribir

y(@) = p(x) +u(z)

donde u : [a,b] — R es una funcién continua, la cual suele llamarse una fun-
cién de holgura. Entonces la la funcional I en (2.55) puede ser transformada
en

donde

G(z,u,w) = F(x, 0 +u* ¢ + 2uw).

Para que v maximice J, es necesario que se cumpla la condicion de Euler

Por otro lado tenemos,

G, = 2uF,+2uF,

dG, d
= 20F, +2u dF
dx
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y de la ecuacion de Euler se tiene

u(Fy—

Por lo tanto,

dF,
dzx
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Capitulo 3

Multiplicadores de Lagrange

3.1. El Teorema de Lagrange

Definicién 3.1.1 Sea F' : X — R una funcional sobre un espacio vectorial
normado X. Si para toda n € X existe el limite

lim F(x +en) — F(x)

e—0 €

(3.1)

entonces, a este limite lo llamaremos la vartacion de Gateaux en x res-
pecto a1 y lo denotaremos por G[Fy

Observamos que la variacion de Gateaux evaluada en x respecto a n también
se define como:

GF|; = %[F(m + en)] (3.2)

e=0

y en particular cuando X = R"™ para n € Z* ésta coincide con la derivada
direccional de F' respecto a x en direccién del vector 7.

Esta definicién nos permite dar una condicién necesaria para los puntos
criticos de una funcional sobre un espacio vectorial normado.

Si x es un punto critico de F', el cociente del limite en (3.1) cambia de signo
si € lo hace, por lo tanto, si el limite existe debe ser cero, de donde se concluye
el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.1 Sea F' : X :— R wuna funcional sobre un espacio vectorial
normado X.5% x* € X es un extremo local de F' entonces

G[F]* =0 (3.3)

para cada n € X.

Ejemplo 3.1.1 Consideremos la funcional F : C[0,1] — R donde al espacio
vectorial de funciones continuas sobre los reales C[0,1] lo dotamos con la
norma uniforme:

1]l = mazaepy | F ().

Sea el funcional definido por

ﬂwzl{wm%x

Entonces,

GIFly = P+ en| =2 [ yome)is

e=0

De (8.3) notamos que y* = 0 es un punto critico, el cual claramente es un
minimo local.

Teorema 3.1.2 (Teorema de la Funcién Inversa) Sea F' : R" — R”
una funcion de la forma

F(z) = (fi(z), fo(x),..., fu(x)) en donde x=(x1,29,...,2,)

Suponga que las derivadas parciales 0f;/Ox; existen y son continuas en una
vecindad abierta de xy. Supongamos que el jacobiano de F' no se anula en

xo, es decir, det(@fi/axj)‘ # 0.

Entonces existen vecindades abiertas U de xog y V de yo = F(x0)
tales que
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F:U—=V es biyectiva.

Ademds la funcién inversa G = F~! tiene derivada continua’.

Definicién 3.1.2 Sea F una funcional con variacion de Gateaux definida
sobre un conjunto abierto D de un espacio vectorial normado X. Diremos
que la variacion de Gateaux es débilmente continua en x si para todan € X
se cumple

lim G[F]? = G[F]’ (3.4)

Yy—T N

Definicién 3.1.3 Sea R : X — R una funcional sobre un espacio vectorial
normado X. Denotaremos

DIR=r]:={ze€eX: R(x)=r} (3.5)

Ahora enunciaremos y probaremos el teorema de los Multiplicadores
de Lagrange.

Teorema 3.1.3 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange) Sean
F y R funcionales definidas en un conjunto abierto D de un espacio vectorial
normado X. Sea ro € R tal que D[R = 1] # (). Sea x* un vector extremo
local de F' en el dominio D[R = ro| de modo que

F(z*) =sup{F(x): = € D[R =r¢|}

Supongamos que las variaciones de Gateauzr de F' y R son débilmente contin-
uas en una vecindad 3 de x*. Entonces, se cumple una de las dos posibilidades
stguientes:

1. G[R]Z* =0 para toda y € X
2. Existe una constante \ tal que

G[F]Y" = A\G[R]Y"  para cada y € X

H[15]
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Demostracién.

Supongamos que no se cumple el primer caso, entonces existe w € X tal que

G[R]Z #0 (3.6)

Probaremos que si y y 2z son elementos de X entonces

det ( i G[F]g ) =0 (3.7)

De (3.6) y (3.7) tenemos

G[F]”y: = )\G[R]Z
en donde
G[F]s
A — w
G[R]y

Por lo tanto, sélo debemos probar (3.7). Para ello podemos suponer que y y
z son no nulos, ya que de lo contrario se sigue inmediatamente (3.7).

Sean x,y elementos de X fijos y no nulos.
Sean las funciones

FT:BCR >R y R:BCR*-R

que se definen como

donde

B={(a,8) €R*: o*+p*<p?}

y p es un numero real tal que
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r+ay+pBze DN

Definamos @ : B — R? como

(e, ) = (§(e, B), R(a, B))

Veremos que ¢ cumple con las hipdtesis del teorema 3.1.2 en (0,0) si y sélo
si no se cumple (3.7). De este modo al no cumplirse (3.7) existe una vecindad
U de (0,0) y una vecindad V' de ®(0,0) = (F(z*),70) de tal manera que

. U—-V

es biyectiva. Sea (f*,r) € V con
fr>F(a7)
y de esta manera existe (a*, %) € U tal que

®(a”, 57) = (/" 7o)

pero entonces

F(x*+a’y+ 8"2) > F(z")

contradiciendo el hecho de que z* es un extremo local en D[R = r¢). ?

Pero ® cumple con las hipdtesis del teorema 3.1.2 si y sélo si

1. Las derivadas parciales de § y 2R son continuas en (0, 0).

2. El Jacobiano de ® no se anula en (0, 0).

Esto se cumple ya que

2El caso f* < F(x*) es anélogo.
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9% /0a(a, f) = lim Sla+e f) — 8o, )

e—0 €
— lim F(z* 4+ ay+ Bz +ey) — F(z* + ay + B2)
€ €

= Gl e

Como la variacion de Gateaux es débilmente continua en 4, entonces
0% /0a es continua en (0,0) y

0% /0a(0,0) = G[F]*".

Y

Andlogamente se demuestra que 9§ /03, OR/da y OR /I3 son continuas
y estan dadas por

¥

9%/0p8(0,0) = G[FI
OR/0a(0,0) = G[R]*
ON/9B(0,0) = G[R]Y

[i—

2. Finalmente (3.7) no se cumple si y sélo si

0%/0a  OF/0p
det #0
OR/0a  OR/OS

(0,0)

3.2. El Problema Isoperimétrico

En general, un problema isoperimétrico consiste en determinar una figura
geométrica de maxima superficie respetando un perimetro dado. Considere-
mos ahora las funcionales



definidas en el R-espacio vectorial:

X={neC'a,b]: nla)=0=n(b)}

con la norma uniforme

0]l = méx [n(z)].
z€[a,b]

En cédlculo de variaciones, un problema con restricciones isoperimétricas con-
siste en maximizar J(y) sujeto a R(y) = B, donde B es una constante.

Calculemos las variaciones de Gateaux de J y R.
En efecto,
d b

- d_ F({L’, Y + ne, y, + En/)dx
€ Ja

b
= / {F,n+ F.n'}dx

G,
e=0

- / {F,n(z) + %(an(x)) - %(Fz)n(l‘)}dx
b

— [ n@E, - R

a

y analogamente

GIRly = [ n(){G, - 56}

Por el teorema de Lagrange, existe A € R tal que para toda n € X se tiene
b d d
) n(@)[(Fy = ——F2) = NGy — ——G2)|de = 0.

Por lo tanto, se cumple

d d
(Fy__Fz)_A(Gy_%

- G.) = 0. (3.9)

44



A continuacién veremos un teorema que nos dara una interpretacion econémi-
ca del multiplicador de Lagrange A, el cual nos dice que A\ representa la

ganancia contribuida por unidad marginal del recurso.

Teorema 3.2.1 Sea y* la solucion al problema isoperimétrico (3.8). En-

tonces, st
b b
V= / F(x,y,y )dx y / G(x,y,y )rdz = B

se tiene

av

— =

dB|, .
Demostracion.

Por practicidad escribiremos y en lugar de y*. Tenemos

b
= / {F(z,y,y") — A\G(x,y,y)}dz + A\B

de donde
Tn /a {(Fy - /\Gy)G_B + (Fz — /\Gz)a_B}d:L‘ + A

Ademads, suponiendo

Py 0%y
JrO0B  0BOx

se tiene

b d dy dy
/a%{(FZ—)\GZ)a—B]dx _/ L p - AG)aBd

d
dx
/ d:):.
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Como y(a) = 0 = y(b) para toda B entonces, dy/0B(a) = 0 = dy/0B(b) y
el primer miembro de la ecuacién (3.11) es cero, de donde deducimos

b 8y/ b d ay
/a (Fz - AGZ)a_de = —/a @(Fz - AGZ)a—BdLU (312)
Luego de (3.10) y (3.12)

dv b d dy

5= /a {(Fy = AGy) = —(F2 = AG: )} g pdr + A

y por (3.9)

3.3. Politica de Consumo 6ptimo

Con la finalidad de ejemplificar una aplicaciéon del teorema de Lagrange,
consideremos el caso de una persona o negocio con un ingreso conocido.
Queremos establecer una politica de consumo que optimice la utilidad total.

Supongamos que se satisface la ecuacion diferencial escalar

S=I+aS-C (3.13)
donde:
1. S son los ahorros al tiempo t.
2. I > 0 representa los ingresos al tiempo ¢

3. C > 0 representa el consumo al tiempo t

4. « es la tasa de interés bancario.
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Definamos nuestras utilidades en funcién del consumo al tiempo final 7" me-
diante

UC) = /O ' F(t,C(t))dt (3.14)

Debido a que a mayor consumo mayor utilidad, supondremos que F' es cre-
ciente respecto a C'y, como las utilidades obtenidas crecen de manera cada
vez mas lenta conforme se incrementa el consumo, F' sera concava.

Tomemos en este ejemplo

F(t,C(t)) = e Pt log(1 + C(t))

donde C'(t) > 0, § es la tasa de inflacién y la supondremos inferior a la tasa
de interés bancario, es decir, 0 < § < a.

Asi la utilidad total al tiempo T queda definida como

U(C) = /O g log(1 + C(t))dt (3.15)

at

Por otro lado, multiplicando por el factor integrante e~*" ambos miembros

de la ecuacion (3.13) resolvemos

S(t) =e* /Ot e (I(t) — C(t))dt + ™Sy (3.16)

donde Sy = S(0) son los ahorros iniciales.

Por otro lado, sea S; = S(T") nuestros ahorros finales deseados al tiempo 7.
Evaluando la ecuacién (3.16) en 7', agrupando y reduciendo términos tenemos

R(C) =rg (3.17)

con

R(C) = /0 " o)t (3.18)



T
o = So — €_aTST + / e_"‘tl(t)dt (319)
0

El problema consiste en buscar C' que optimize (3.15) y cumpla con la res-
triccién (3.17).

Con la finalidad de aplicar el teorema de los multiplicadores de Lagrange
tomemos como dominio de las funcionales U y R de las ecuaciones (3.15) y
(3.18)

x={C(t)>0:CeClo1]}

donde al R-espacio vectorial C[0, 1] lo dotamos con la norma uniforme

IC]] = max [[C(#)]].

0<t<T

Calculando las variaciones de Gateaux de estas funcionales para toda n € X
tenemos

GIUlY = %/OTe5tlog{1+C(t)+en(t)}dt

[T e
N /0 1+C’(t)+en(t)dt6:0

T e Pin(t)
/0 o (3.20)

e=0

De manera similar obtenemos

T
G[R] = / e~ “n(t)dt. (3.21)
0
Veamos que estas variaciones son débilmente continuas. Debemos suponer

que C' > 0 ya que una funciéon de consumo que toma valores negativos no
tiene sentido.
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Sea (7 € X relativamente cercana a C, si suponemos ||C' — C}|| < 1 entonces

T+l = I+l = =Gl
> [t +Cl = [lC =l
>

11+ Cff — 1.
Como [0, T] es compacto en R, por la continuidad de C existe M > 0 tal que

1
< <
1+ Cll+Cl -1

M

1
’u+0xL+Q)

Cumpliéndose la desigualdad

T T ey
— n(t)dt — — p)dt| < ——— 3 M
/OHC(t)n() /01+cl<t>"” \_ Al g o)

Esto prueba que G[U]} es débilmente continua en C. Se procede de manera
analoga para calcular G[R]S.

Para n =1 se cumple

T
QMf:/}eM&>O
0

y por el teorema de los multiplicadores de Lagrange existe A € R tal que si
C* maximiza U(C) en D[R = 1|, se cumple que para toda n € X

G[UIS" = A\G[R]S"

n n

Por lo tanto,

AT{Tiggﬁj_Aem}WQMtzo

y haciendo
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notamos que el integrando es cero y concluimos

1
C*(t) = -1+ Xe““‘W. (3.22)

Luego de la condicién (3.17) se obtiene

1 B 1—eof
N 1—efT {TO + o) ] (3.23)
y de (3.22) y (3.23) tenemos
1 — —aT
C*(t) = -1 + 1% |:T0 + L:| G(a_ﬁ)t (324)
—e a

lo que nos da la expresién del consumo éptimo.

3.4. Politica de Consumo Optimo Restringi-
da a un Consumo Minimo

Supongamos que las personas a las que sometemos nuestro estudio anterior
tienen que respetar un consumo minimo Cy > 0 para subsistir y satisfacer
sus necesidades basicas. Supondremos que nuestras funciones admisibles para
nuestra politica de consumo 6ptimo satisfacen

Ct)>Coy>0 con0<t<T (3.25)
De (3.17),(3.18)y (3.25) se sigue

ro > %(1 — e T (3.26)

También suponemos
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[r0+ ! _SQT} < (COE 1) (1— e 07) (3.27)

Nétese que de no cumplirse (3.27), (3.24) implica C*(¢) > Cj y el problema
estd resuelto en la seccidén anterior.

Retomando el problema, queremos encontrar una funcién de consumo C' para
maximizar

J(C) = /OT e Plog(1 + C(t))dt (3.28)

sujeto a

S=aS+1-C (3.29)
donde
S(0)=25Sy, S(T)=Sr y C(t)>Cy paratoda te][0,T].

Por el teorema 2.7.1 sabemos que la solucién debe ser de la forma

Co

<<
<T

t
t
donde

£e|0,T] y  fecCho,T].

Como en la seccion anterior 3.16 resuelve 3.29 y al evaluar S en T tenemos
nuevamente

/T e “C(t)dt = rg (3.31)

donde

T
ro =S80 —e *TSr+ / e “I(t)dt
0
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Sea X el R-espacio vectorial

X={&/f): €€R fel'0.T]}

con la norma

(€, /) = l€] + max | f(z)].

z€[0,T]

Tomando C' como en (3.30) y sustituyendo en el lado izquierdo de (3.31),
definimos la funcional p sobre X como

C T
pef) = 20—+ [ et (3:32)
3
Haciendo lo mismo con (3.28) definimos la funcional ¢ sobre X como
log(1 r
o€, f) = wu s +/ e Plog(1+ f(1))dt.  (3.33)
3

Entonces de esta manera, el problema consiste en maximizar o sujeto a p = ry
en X.

Con la finalidad de aplicar el teorema de Lagrange para encontrar f y &
calculemos las variaciones de Gateaux de p y o respectivamente®:

d
Gloligyy = o o€ +en. [ +eg)]

= LG a ey [ s + oo

de | @ E+en

e=0

= S @)+ [ g (334

Analogamente tenemos

3Para ello conviene aplicar la proposicién 2.2.1, la férmula de Leibniz.
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9) = e S T f(g) 1+ f(?)

Veamos que estas variaciones son débilmente continuas en una vecindad de
(& 1)

Sea € un real positivo entonces,

1 T —pBt t
G[J](&f) _n log +—CO _|_/ ﬂdt (3.35)
3

1. Como g(t) 15 f(t) es continua en [0, 77, es acotada entonces, existe d; > 0

tal que si |€ — (| < 07 se cumple,

T bty t T e Ptg(t) €
‘/ 1+ft —/< 1+f(t)dt‘<§. (3.36)

2. Sea &5 > 0 de tal manera que si [ € C*[0,7T] y cumple

gren[ggs]ﬂ( §) — f(6)] < 6o

entonces,

n 1+ 1(§) €

4
3. Sea d3 > 0 tal que si |£ — (| < 03 se tiene

€
—. 3.38
<3 (339)

P BT I) T BB T

’i 14+ Cy i 1+ Cy

Ahora tomemos 0 = min{dy,ds,d3}. Entonces, si [|((,1) — (&, f)|| < § por
(3.36), (3.37) v (3.38)
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4 Jog — 0 T

e 8Ty f(f) e BT (O

T ﬂt Te—ﬁtg(t> ’
‘/ 1+f /<1+f(t)dt

0 1+_l<€>) N e 2T C0

. T+ @] e P T IE)
U 1+Co TeBtg TePg(t)
PCE ‘/1+f /<1+f(t)dt‘

Por lo tanto,

1’ G (C,l) — G (gvf)
(C’l)gI(lgjf) [U] (n,9) [U] (1,9)

De manera analoga

&f
= Glelg)

Iim G
(CH—(ES) H ’9)

y vemos que nuestras variaciones son débilmente continuas en (&, f).

Observamos que

Luego si (&, f) es un méximo local para o en D[p = o] entonces, por el
teorema 3.1.3, existe A € R tal que

Gloliny = ACleliny ~ peratoda  (n.g) €%

De esta manera se cumple que
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o LTG0y ] T{i
n e log1+f<€> Ae {Cy+ f(&)} +/g T+ 70
Deduciendo
1y L1 C0 —at
e 1 1+f(£)_)\ {Co+ f()}
e_ﬂt —at
1+f(t):/\€ para E<t<T.
Haciendo ¢ = £ en la ecuacién (3.40) tenemos,
e*77)e
P
1+ f(¢)

y sustituyendo (3.41) en (3.39) tenemos

1%O+fo@)_%—ﬂ®

L+ /(&) ) 1+

de donde obtenemos

f(&) = Co.
Finalmente, de (3.40), (3.41) y (3.42)

f(t) = el P91 4 Cp) — 1.

Sélo resta determinar £. De la restriccion

p(§7f> =To

tenemos

95

— )\eo‘t} g(t)dt = 0.

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)



1—e % el —em¢ 14+ Cy [e P —e T
0% o 6(0*5)5

Co + 5 :| —To = 0. (344)

De la ecuacién (3.27) para £ = 0 la parte izquierda de la ecuacién (3.44) es
positiva y para & = T es no positiva por (3.26).

Como el miembro izquierdo de la ecuacién (3.44) es una funcién continua y
decreciente de &, concluimos que (3.44) tiene una tnica solucién & en [0, 7.
En la practica £ puede ser encontrada mediante métodos numéricos.

3.5. Velocidad ()ptima

Consideremos el problema de optimizar la velocidad v(t) de un corredor con
la finalidad de cubrir la mayor distancia posible D en un tiempo fijo 7.

La distancia recorrida es

D(v) = /OT v(t)dt. (3.45)

La fuerza que ejerce el corredor es igual a la aceleracién por su masa mas
una fuerza de resistencia al movimiento. De esta manera v(t) satisface la
ecuacion,

dv v

en donde 7 es una constante tal que v/7 es la fuerza de resistencia al
movimiento por unidad de masa y f(t) es la fuerza de propulsién por unidad
de masa. Esta fuerza no puede exceder de un valor maximo

ft) < F (3.47)

y la velocidad inicial es nula
v(0) = 0. (3.48)

Supongamos que el consumo de energia esta dado por fr en el instante de
tiempo ¢, y el suministro de energi, en este caso, la entrada de oxigeno, es una
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constante o de tal manera que la energia total al tiempo ¢ varia de acuerdo
a la ecuaciéon

dE
i fu. (3.49)
Finalmente, se cumple
E(t) > 0. (3.50)

Para resolver nuestro problema de maximizar D sujeto a (3.46) hasta (3.50)
conviene expresar las condiciones del problema en términos de v(t). De (3.46)
y (3.47) tenemos

dv v
—+ - < F. 3.01
dt N T (3:51)
Podemos usar (3.46) en (3.49) para eliminar f
dE dv v

Integrando esta ecuaciéon resulta

B(t) = Eo + ot — %VQ(t) 21 /Ot V2 (z)de (3.53)

-
y de la ecuacién (3.50) tenemos

1 1 /[t
Ey + ot — 51/2(15) - —/ V¥ (x)dx > 0. (3.54)
T Jo

Como v(0) = 0, y el consumo de energia en el instante de tiempo t esta dado
por fv, vemos que al inicio de la carrera no se consume energia, y de esta
manera observamos de la ecuacién (3.49), que al principio f debe ser tan
grande como sea posible, esto es

J(0) = F.

Supongamos que f permanece igual en 0 < ¢ < ¢;, en donde t; se determi-
nard mas adelante.
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De aqui tenemos

d
S4-=F pawa  0<t<h (3.55)
a7

ahora resolviendo (3.55) con v(0) = 0 obtenemos

v(t) = Fr(l—e ') para toda 0<t<ty (3.56)

y de (3.54) se sigue

t
Eo+ ot — %72 (— +e T — 1) >0 para toda 0<t<ty. (3.57)
T

Si 0 > F?r entonces, (3.57) se cumple para toda t € [0,7] y (3.56) es la
solucion 6ptima, ya que se aplica el maximo esfuerzo todo el trayecto. En el

caso contrario, (3.57) se cumple para t € [0, T¢|, en donde T es la tinica raiz
positiva de (3.57).

Ahora si T' < T podemos tomar ¢ = Ty (3.56) es la velocidad éptima a lo
largo de la carrera. En el caso T' > T debe cumplirse t; < T < T', ya que
si t; > T¢, la desigualdad (3.57) implicarfa que la energia que se consume
toma valores negativos antes del tiempo ¢, es decir, antes de T'.

Como podemos ver en el caso en que T' > T no se puede aplicar todo el es-
fuerzo durante toda la carrera hasta el tiempo 7. Ahora como es conveniente
aprovechar al maximo la energia restante después de que se aplica el méaximo
esfuerzo hasta el tiempo t;, se debe cumplir que

E(T) = 0. (3.58)

Por la cuntinuidad de F podemos suponer que existe to € [t;,T] tal que
E(t) =0, para t € [t, T).
De (3.52) se concluye que para todo t € [to, T

c—-————=0. (3.59)
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2/7t

Tomando el factor integrante e y resolviendo la ecuaciéon para un valor

fijo de v(t2) tenemos
V2(t) = o1 + {13 (ty) — or}e?/ 7127 para toda  t € [ty,T]. (3.60)

Por lo tanto,

t1 t2
D = / FT(l—et/T)dt+/ v(t)dt
0 t1

T
—I—/ (o7 + {12(ty) — o7} ™t27D]H2q¢ (3.61)
to

y asi debemos maximizar D con respecto a v en (3.61) sujeto a

Por otro lado, tomemos el R-espacio vectorial normado

X =CY0,T] con I f]l = méax |f(x)].

z€[0,7T

Consideremos de (3.53) y (3.61) a E(t2) y D como funcionales en X:

1

1 " 1 [
Em) = Botots— i)~ 1 [ (Pr- 2T [
2 T Jo T Ju

D[n] = /Ot1 Fr(l1—e 'M)dt + /tt2 n(t)dt

T
+ / [o7 + {n*(ts) — OT}ez/T(tQ_t)]l/th.

t2

Supongamos que v maximiza D en D[ = (]. Calculemos las variaciones de
Gateaux de estas funcionales en v,

d
G[S];; = i(‘)(u + en)

SN
kA
[ V)

N {yn(@) + my(t)dt} . (3.62)

t1
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Andlogamente

T
G[D]T”] = ny(tg)/ [o7 + {1V (ts) — JT}ez/T(trt)]’1/262/T(t2’t)dt

to

+ / ” n(t)dt (3.63)

t1
para toda n € X.

La continuidad de v y n implican que estas variaciones son débilmente con-
tinuas en v.

Por otra parte, para n = v se tiene G[E]; # 0 y por el teorema de los
multiplicadores de Lagrange existe A € R tal que para n € X se tiene

G[D]; = —=\G[E]y. (3.64)
De aqui, junto con (3.62) y (3.63) se sigue que

T
77V(t2)/ loT + {y2(t2) — 07-}62/r(t27t)]71/262/T(t2,t)dt

to

+ /t2 n(t)dt — X |:V’I7(t2) + % /t2 Vn(t)dt} = 0.

t1 t1

y reagrupando tenemos

/: n(t) {1 —~ %u(t)} dt — n(ta)v(ts) UtT M(t)dt — )\} =0  (3.65)

para toda n € X y en donde

M(t) = [o7 + {1V (t2) — UT}62/T(t2’t)]*1/2e2/7(t2*t).

De esta manera, para cualquier n € X con 7(t3) # 0

n(;) /: n(t) {1 — ?u(t)} dt = L (3.66)
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en donde L es la constante

L= u(ty) UT M(t)dt — A] |
Tomando 7/(t) = n(t) + (t2 — t)* {1 — 2u(t)} se tiene

1 (t2) = n(t2) #0

y sustituyendo 7’ en (3.66) se cumple

/:(t2 —t)? {1 - ?u(t)rdt =0.

De aqui que 1 — %V(t) = 0 para t € [ty, 5], y aplicando este resultado en la
ecuacion (3.65) se deduce

v(t) = % para toda ¢ € [t1, 1] (3.67)
T

A= / M(#)dt. (3.68)
to

De esta manera v(t) debe ser constante en el intervalo [¢, 5] v en resumen,
por (3.56), (3.60) y (3.67), v queda definida como

Fr(l—e /) para t € [0,1]
v(t) =1 = para t € [ty 1] (3.69)
[o7 + {V2(ts) — or}e?/7(t271)] 1/2 para t € [ta, T1.

De esta manera la velocidad quedard determinada si se conocen los valores
de t1, to v A, los cuales pueden ser determinados por las siguientes ecuaciones:

1. Haciendo t = t; en (3.56) y (3.67) tenemos

l: — o —t/T
o v(ty) =Fr(l—e )
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y de esta manera

1
3 =2F7(1- e /), (3.70)

. Si ponemos 55 en lugar de v(t) en la condicién (3.68) nos queda

T 1! 72 9 1/2 T
T K ety | T
A {0 4)\2} ({07—1— {4>\2 07'}6 } o |- (3.71)

. La condicién (3.53) junto con (3.69) implican

Lrmy2 1 t122 —t/7\2 2T N?

1

y junto con la condicién E(ty) = 0 tenemos

172 9 ’ T 3
_ - 71/7'__ 72t1/‘l' =
Ey, = 0t2+8)\2—|—F7<t1—|—276 26 +27'>
T
+—(ta — t1). (3.72)

4\?

Entonces, (3.70) nos da A en términos de t;, de (3.71) podemos obtener
ty en términos de ¢; y sustituyendo estos valores en (3.72) nos queda una
ecuacion en términos de t; que puede ser resuelta mediante métodos
numéricos.
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Capitulo 4

El Principio del Maximo de
Pontryagin

4.1. Preliminares

Supongamos que el comportamiento de determinado objeto al tiempo ¢ se
caracteriza por n numeros reales, digamos 1, o, . . ., x,. El espacio vectorial
R™ serd el espacio fase de nuestro objeto a consideracién. El comportamiento
de dicho objeto consiste en el hecho de que las variables z1, ..., x, cambian
con el tiempo y puede ser controlado bajo ciertos controles que seran
definidos por ciertos elementos de un conjunto U C R* al cual le llamaremos
la region de control U, es decir, la posicién de estos controles estard dada por
un sistema de parametros numéricos uq, uo, ..., u, € U.

En problemas de aplicacion se tiene cierto interés cuando la regién de con-
trol es un conjunto compacto debido a que los conjuntos cerrados y acotados
tienen un significado fisico mas practico, esto es, por lo general en la practi-
ca se suele tener valores limitados, asi por ejemplo, estos controles pueden
significar voltaje, temperatura, dinero, cantidad de peces, etc.

En particular, una regién de control interesante puede ser un cubo en R¥,
| <1 j=1,2,...r

También la region de control U puede ser algo mas compleja, como por
ejemplo, un circulo de radio 1:
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U = {(ug,us) : u% ~|—u§ =1},

en donde nuestros controles estén definidos como u(t) = (sent,cost) para
t €10,2n].

Para nosotros un control sera cualquier funcién definida en un intervalo real
I C R cuyo rango esté dentro de la regién U C R*:

u:lI CR—U.

De acuerdo al problema en cuestién, los controles pueden ser funciones con-
tinuas a trozos, diferenciables a trozos, medibles, etc. En este capitulo y para
las aplicaciones aqui presentadas, nuestros controles seran funciones conti-
nuas a trozos, es decir, que a lo mas presentan un ntimero finito de discon-
tinuidades y éstas son del primer tipo. A este tipo de controles les llamaremos
controles admisibles.

Para aclarar un poco la naturaleza de estas discontinuidades, si dado un
control u definido en un intervalo real I, decimos que 7 es una discontinuidad
del primer tipo en wu si existen los limites finitos:

u(tr —0) = tEIIlTu(t)
) = i)

(4.1)

En cada punto de discontinuidad 7 tomaremos u(7) = u(7 — 0) y asumire-
mos que u es continua en los valores de frontera. También en lo restante
supondremos que el conjunto de control U tiene interior no vacio.

Por otro lado, el problema fundamental en la teoria de control é6ptimo consiste
en maximizar la funcional

T
I = [ gla(o)t.utn)de (1.2
0
sujeta a las condiciones
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T = f(x(t),t,u(t)) con z(0) =x9 paratoda 0<t<T, (4.3)

donde f(z,t,u) es continuamente diferenciable en ¢, x y u, y g(x,t,u) es
continuamente diferenciable en x y ¢, y tan sélo continua en u!. La variable
x = z(t) se llama la variable de estado, la cual describe la evolucién del
sistema desde su estado inicial zy al aplicar un control admisible u. A la
solucién de la ecuacion (4.3) se le suele llamar la respuesta correspondiente
al control wu.

Mediante U denotamos la clase de controles admisibles, que por definicion
serdn todas las funciones reales continuas por pedazos u(t) definidas para
0 <t < Ty que satisfacen

U(t) € Ut,

donde U, C RF tiene interior no vacio. El tiempo terminal 7" es llamado
horizonte temporal, y en algunos casos puede ser infinito.

Ejemplo 4.1.1

Sea x la altura de una planta cuyo crecimiento puede ser acelerado mediante
la aplicacién de una luz artificial y sea u = u(t) el exceso de la tasa de
crecimiento debido a ésta.

Supongamos que se cumple

— =1l+u 4.4
o =1+u (4.4)

en donde

z(0) =0 y que z(1) = 2. (4.5)

y que la funcional

!'Nosotros asumiremos que g es también continuamente diferenciables en u, lo que
hara valida nuestra demostraciéon bajo hipdtesis adicionales del Principio del Méximo de
Pontryagin.
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iy
J(u)= [ =Zu-dt
0 2

representa el costo total debido a la luz artificial.

Queremos minimizar J sujeto a (4.4) y (4.5). Integrando ambos miembros
en (4.4) y respetando la primera condicién de (4.5) tenemos

w(t) = /0 (1 + u(t))dt.

De la segunda condicién de (4.5) se sigue

/0 1 u(t)dt = 1

de donde tenemos

J(u) = /0 %[(u S 1) 4 20— 1]dt

1 ! 1
= Z(u—=1)? _Z

/02(u )dt+/0 u(t)dt 5

1y 1

/02(u ) t3

Asi vemos que la funcional J toma como minimo a 1/2 cuando u(t) = 1 para
toda t € [0,1].

Teorema 4.1.1 Retomemos el problema de mazimizar (4.2) sujeto a (4.3),
y supongamos que también se cumple la condicion

z(T) = zr

para un horizonte temporal finito T

El Hamiltoniano asociado a este problema estd dado por la expresion
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H(x(t), t,u(t)) = g(x(t),t, u(t)) + A@)f(2(t),t, ult)).

Aqui \N(t) es una funcion adicional desconocida llamada la variable ad-
junta.

St el control admisible u* resuelve el problema, entonces existe la variable
adjunta X\ tal que las siguientes ecuaciones son satisfechas:

_OH
Ox

H(u*(t)) = méaxH(u(t))

ueU

para toda t € [0,T].

Ast las ecuaciones (4.6) y (4.7) son condiciones necesarias para el control
optimo u*. A la ecuacion (4.6) se le suele llamar la ecuacion adjunta. En
el caso en que x(T) no esté restringida, N(T') = 0. Ademds H es constante
a lo largo de la trayectoria optima y st T estd libre, dicha constante es cero.
La condicion \(T') = 0 se llama condicion de transversalidad. Si u(t)
yace en el interior de U para toda t € [0,T], entonces u hace mdzimo H si
y solo st

OH
— =0. 4.8
50 (4.8)
La demostracién del teorema 4.1.1 no es trivial? y es muy compleja, por lo que
en este capitulo sélo daremos una demostracion bajo hipétesis adicionales y
una interpretacion econémica que nos permitiran comprenderlo mejor. Pero
antes daremos algunos ejemplos.

2Para una demostracién formal ver [11] pp. 66.

67



Ejemplo 4.1.2
Retomando el ejemplo 4.1.1 queremos maximizar la funcional

1,
J(u) =— §udt
0

sujeto a

En este caso

U = (—o0,00) para toda 0<t<1.

El Hamiltoniano asociado al problema es

1
H = —§u2 + A1+ u).
Aplicando el principio del maximo de Pontryagin tenemos

_OH _
or

con A constante, y como

A= 0 lo que implica At)=A

o iy

= — A <0
9 U+ y

2
ou? |,y

el Hamiltoniano alcanza un méximo en

Luego resolviendo

t=1+A 2z(00=0 'y z(l)=2



concluimos que A = 1, como el ejemplo 4.1.1, y por lo tanto, la trayectoria
y el control 6ptimo estan dados por:

(t)=2t 'y u(t)=1 para  t€[0,1].
Ejemplo 4.1.3

La ecuaciéon de Euler se puede deducir también del principio del maximo de
Pontryagin. Tomemos el problema de maximizar la funcional

J(x) = /bF(t,x,m')dt

sujeto a las restricciones

z(a) = x; y z(b) = xo.

En este caso, tomamos & = u y U(t) = (—00, 00) para toda t € [a, b].

El Hamiltoniano correspondiente a esta expresion es

H=F + d\u.

La variable adjunta satisface

oM

En este caso, ya que U; = (—o0,00) para toda t € [a, b], necesariamente la
condicién de que u maximiza H implica que

OH
F - - = 4.1
LA =S =0 (4.10)

y derivando ambos miembros en (4.10), de (4.9) se sigue

d
Fy—aFZ:O.
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4.2. Una Politica de Consumo Optimo

Retomando el problema de encontrar una politica de consumo 6ptimo visto
en el capitulo anterior, consideremos el problema de maximizar

ue) = /OT e Ptlog(1+ C)dt (4.11)

sujeto a

S=aS{t)+1I(t)—C() con S0)=S, y S(T)=Sr. (4.12)

Aqui U representa nuestras utilidades totales respecto al consumo C', S el
capital acumulado al tiempo t, I los ingresos y a y [ la tasa de interés
bancario y la tasa de inflacién respectivamente.

La expresién para el Hamiltoniano correspondiente al problema es
H = e Plog(1 + C(t)) + Mt)(aS(t) + I(t) — CO(1)).
De acuerdo al principio del maximo de Pontryagin se cumple

oMH

)\:—%——Oé)\

de donde

At) = Ae™ con A constante.

Con la finalidad de encontrar el consumo que maximiza H resolvemos

—Bt
G 7y
aC ~ 1+C()

Y ya que

0*H
aocz <Y



tenemos para H un maximo en

* e(afﬁ)t
C'(t) = —— - L (4.13)

Por otro lado, resolviendo la ecuacién (4.12) se deduce

/T e O (t)dt = rg (4.14)

donde

T
ro =Sy —e “"Sr + / e ' I(t)dt.
0

Luego de (4.13) y (4.14) se tiene

[ A e
rg = —e @ t
0 ; P

y de aqui

AZE( 1™ ) (4.15)

arg+1—eoT

Finalmente, de (4.13) y (4.15) tenemos

* 1—e o B (a—B)t
C’(t)—[r0+ - ][1_6_&,]6 —1

que nos da la expresion del consumo 6ptimo, que es la misma expresion que
obtuvimos en (3.24).
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4.3. Prueba del Principio del Maximo

En esta seccion presentamos una prueba del principio del maximo de Pon-
tryagin donde las variables de estado y los controles admisibles estan definidas
en R. Este argumento es correcto si se anaden hipdtesis adicionales sobre la
diferenciabilidad de las funciones implicadas, las cuales en la practica no sue-
len satisfacerse, sin embargo, nos presenta una verificacion intuitiva. También
consideramos la regién de control U como R.

Supongamos que u* maximiza la funcional

J(u) = / Cg(@(t), £ u(t))dt (4.16)

sujeto a

&= f(z,t,u), x(to) =0, x(ti)=z1 y u€l.

Donde U representa el conjunto de controles admisibles. Por ahora tomemos
al punto terminal (¢1,27) como fijo y consideremos al punto inicial (o, xo)
como variable, entonces definamos la funcion

t1
w(xo,to):/ g(a™ t,u")dt (4.17)

to

donde u* es el control 6ptimo que maximiza (4.16) y z* es la correspondiente
respuesta a este control.

Debido a que la trayectoria 6ptima desde x(t) hasta x(t1) estd contenida en
la trayectoria éptima desde x(ty) hasta z(¢;) para toda t € (to,t1) se cumple
que

wlanty) = [ gla &g + e, (4.18)

to

en donde z*(t) es la trayectoria 6ptima que lleva el sistema desde x(ty) = xg
hasta x(t;) = x1.

Derivando ambos miembros de la ecuacién (4.18) tenemos
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dw(z*,t)

dt = _g($*(t)7t7u*(t))'

Aplicando la regla de la cadena al miembro izquierdo de esta ecuacién nos
queda

ow, . o Ow, o .

Sea v € U, consideremos el control
. v si to <t< to +h
u(t) _{ Wt osi tg+h<t<t,.

v

donde u* denota el control éptimo que lleva el sistema desde x,,(to + h) hasta
x(t1) y x,(t) denota la respuesta de v.

Entonces, como u no es éptimo se cumple

w(zy(to), to) = J(u) = /t0+ 9(wu(8), & 0(€))dE + w(wy(to + h), 1o + h)

to
luego reacomodando esta expresion

to+h

w(@y(to + h), to + h) — w(wy(to), o) < —/ 9(4(€), & v(8))dg

to

y dividiendo entre h ambos miembros de la desigualdad, al tomar el limite
cuando h — 0 tenemos

d

—w(xv (t)’ t)

— < —g(zy(to), to, v(to)).

t=to

Escribiendo (x,t) en lugar de (xg,to) y aplicando la regla de la cadena obte-
nemos

g_o;(%t)f(% t,v) + aa—c:(x, t) < —g(z,t,v). (4.20)
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Ahora definamos

G 1,0) = gl t,0) + 92,0 f ., 0) + o

5 (x,t).

De (4.19) y (4.20) queda claro que

1. G(x,t,v) <0, para v € U, para toda = y para toda t € [to,t1].

2. G(x*,t,u*) =0, si u* es el control 6ptimo y x* la trayectoria 6ptima.

De aqui si fijamos © = z*, vemos que v* maximiza el Hamiltoniano
)

H=g+\f

con

ow ,
A= S0 (@t), (4.21)

Por otra parte, como (z*, ¢, u*) maximiza G, suponiendo diferenciabilidad se
cumple

Oor  0x? Oxot Oor  0x2 Ox Oxr  OxOt

%

ox

— 0. (4.22)

Finalmente de (4.21) y (4.22) deducimos

i (92w( . t)ﬁac* N 0w
92" T ozt
OH

or

(27, 1)
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4.4. Interpretacién Econdémica

De la ecuacién (4.16) nos queda claro que g(x(t),t, u(t))dt representa una
contribucion directa a la funcién objetivo J dado por la diferencial de tiempo
dt.

Por otro lado de (4.17) y (4.21) vemos que
s oy
- Or  Ox

por lo que A representa el incremento que sufre J cuando la respuesta z* al
control 6ptimo u* se incrementa en una unidad. Por lo tanto,

(x* t,u"),

Afdt = Azdt = Adz
representa el incremento indirecto que sufre J cuando se incrementa el nivel
de existencias (stock) en dz unidades.

Asi la expresion

Hdt = gdt + Afdt

se puede interpretar como la contribucién total a la funcional objetivo J
producida en un intervalo de tiempo de duracion dt, de donde es claro que
el control 6ptimo u* y la trayectoria 6ptima x* deben maximizar el Hamilto-
niano H en todo tiempo t.

4.5. El Principio del Maximo de Pontryagin

Enunciemos ahora una version completa del Principio del Méximo de Pon-
tryagin?.

Aqui el conjunto de controles admisibles U es el conjunto de funciones con-
tinuas por pedazos que cumplen con la condicién

u(t) € Ut) C R™,

3Una demostracién completa se desarrolla en [11] en el capitulo 2.
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para toda u € U y para toda t € [to,1]. El conjunto Uit) C R™ representa
ciertas restricciones fisicas al valor de las variables del control en el tiempo .

Se llama ecuacién de estado al sistema de ecuaciones diferenciales:
ZE(t) = f(l'(t), u(t)v t)? para le [th t1]7 y I(tO) = Ty,
en donde el vector de variable de estado z(t) = (x1(t), ..., x,(t)) pertenece a

R™, f es una funcién cuyo dominio esta contenido en R™ x R™ x R, que toma
valores en R™ y posee todas sus primeras derivadas parciales continuas.

Sean F': D CR"XR" xR —-R"y S: D CR"— R dos funciones que
tienen todas sus primeras derivadas parciales continuas.

Teorema 4.5.1 (Principio del Maximo de Pontryagin) Considérese

t1
J:/ F(zy,...,xn,u, ..oy Uy, t)dt + S[z1(t1), . .., 2,(t1)]. (4.23)
to

Queremos mazimizar (4.23) sujeto a

T = fi(x1, . Ty Ury e ooy U, T) para i=1,...,n

con

xl(to) :l’lo,...?l'n(to) = Xno Yy uEU.

El Hamiltoniano queda definido como

H(CL’,U, >‘7t) = F(m,u,t) +Z)‘zfz<x7uut)
i=1
= F(z,u,t)+ X f(z,u,t)
en donde A(t) = (A(t),..., \(t)) es el vector de variables de coestado o

adjuntas. Entonces, si u*(t) es el control que optimiza (4.23), una funcion
continua a trozos, y x*(t) la trayectoria de estado asociada a u*, se tiene:
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1. La funcion vectorial de variables adjuntas cumple con las siguientes

ecuaciones,
‘ 0
>‘:<t) = _a_Z(x*7U*7)‘*7t)
OS[z*(t1)]
A(t) = ———=
'L( 1) axz
para i =1,...,n y para todos los puntos de continuidad de u*.

2. Se verifica

Hz™(£),w”(£), A*(¢), 1] = H[z™(t), u(t), A"(t), 1]
para cada w € U y para toda t € [tg, t1].

3. Y también se debe cumplir

B = filet o ahd g, t) para i=1,.n

o 7 'mo?

y para todos los puntos de continuidad de u* con

ZET(to) = T10, - - - ,(L’;:(tg> = Tno-

Ejemplo 4.5.1

Consideremos el problema de encontrar el control u* que maximiza la fun-
cional

1
1
J— / St + 32(1) + (1)
0

sujeto a

(4.24)
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con z(0) =1y y(0) =0.

En este caso U = R? y tenemos

1
F(z,y,u,t) = §u2
Slz,y] = 3x+y,

el Hamiltoniano asociado es

1
H = 5’&2 + )\1’LL+ )\2.73

y de acuerdo al teorema 4.5.1, se debe cumplir

. oH oS
M=y = ¥ Al =g =3,
as{ como también
oH oS
= It =—22-1

y de esta manera tenemos

Por otro lado, como U = R?

OH
a—:U+/\1:O O U,*:—Al
u
y como 6;—3{ =1>0, u" =t—4 debe maximizar H y ser candidato a control

optimo.
Finalmente, del sistema de ecuaciones (4.24) y sus condiciones iniciales nos
queda

1

x(t) = 5t2—4t+1
1

y(t) = 6—2t2+t.
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4.6. Modelo No Lineal para el Negocio de la
Pesqueria

En los capitulos 2 y 3 utilizamos algunas herramientas del cdlculo de varia-
ciones para encontrar el esfuerzo pesquero que optimizara las utilidades to-
tales dadas por las ganancias en el negocio de la pesca a largo plazo, en donde
las ganancias al tiempo ¢ estaban dadas por una expresion lineal. Sin em-
bargo, en esa expresién no se consideré la alta o baja del precio del pescado,
que puede ocurrir por un bajo o alto esfuerzo pesquero, la competencia en
el mercado u otros factores. Este serd el fenémeno que introduciremos en el
modelo no lineal que veremos a continuacién. Supongamos que la poblacion
de peces presenta un crecimiento logistico

# = Ra (1 - %) “h(t) con 2(0) =z v o(T)=zr  (4.25)

donde R es la tasa natural de crecimiento de la poblacién, K es el tamano
maximo que puede alcanzar la poblacion en su habitat y h el esfuerzo pes-
quero al tiempo ¢. Por comodidad tomaremos F(z) = Rz (1 — £).

Supongamos que las utilidades por pescar son dadas por una funcién no lineal
R(h), que es suave, estrictamente creciente, céncava y no negativa para h > 0.
La funcional objetivo es entonces

J(h) = / e R(h)dt con 0 < h < hyge (4.26)
0
y el Hamiltoniano en este problema estd dado por

H = e "R(h) + \(F(x) — h).

Consideremos por el momento la funcional objetivo a maximizar
T
Jr(h) = / e R(h)dt (4.27)
0

con z(0)=xzy y z(T)=uzar (4.28)
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para un horizonte temporal finito 7. Supongamos que el control éptimo no
toma los valores extremos considerados en (4.26) y existe para la ecuacion
(4.27) con las condiciones (4.28), entonces por el Principio del Maximo de
Pontryagin se tiene

oM

= e R(W)—A=0 o A=e"R'(h) (4.29)
por lo tanto,
dA _ —0t / 7 dh
7 =€ dR'(h) + R"(h) |- (4.30)

Por otra parte, la ecuacién adjunta es

an__on
dt  Ox

e igualando (4.30) y (4.31) obtenemos

= “AF'(z) = — "R (h)F'(2) (431)

dh  R'(h)
dt — R"(h)

6 — F'(z)]. (4.32)

Retomando la ecuacién de estado (4.25), junto con (4.32) tenemos

T = F(x)—h
. R/(h> !
h = R(h) [0 — F'(z)] . (4.33)

El sistema de ecuaciones (4.33) representa por tanto una condicién necesaria
para el control éptimo A(t) y su correspondiente respuesta z(t) en el problema
dado en (4.27). Este sistema constituye un sistema auténomo de ecuaciones
diferenciales ordinarias, es decir, al lado derecho de estas ecuaciones aparecen
funciones que no dependen explicitamente del tiempo ¢.

Por el teorema fundamental de existencia para la solucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias®, el sistema de ecuaciones representado en (4.33) tiene

*([12)).
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una tunica solucién (z(t), h(t)) que pasa a través de cualquier punto inicial
(20, ho) en el (z, h)-plano y a esta coleccién de trayectorias es referida como
el diagrama del plano fase para el sistema de ecuaciones (4.33). Para facilitar
el andlisis geométrico de estas soluciones, consideremos las isoclinas, que son
las curvas para las cuales se cumple © =0 y h = 0. Como R es estrictamente
creciente, R'(h) > 0 para toda h y por (4.33), h = 0 implica que la h-isoclina
es la vertical x = z*, donde z* cumple

F'(z*) =94
es decir,
K )
= — 1 - = 4.34
T 5 ( R> (4.34)
y la z-isoclina es la curva
x
th(x)sz(l—E>.

La interseccién de estas isoclinas sera el unico punto de equilibrio (z*, h*)
para el sistema de ecuaciones (4.33). Como se muestra en la figura 4.1.

Para determinar la solucién 6ptima (x(t), h(t)) correspondiente a las condi-
ciones inicial y terminal de la variable de estado dadas en (4.28) procederemos
de la siguiente manera:

Primero observamos que el punto de equilibrio (z*, h*) es un punto silla para
el sistema de ecuaciones diferenciales dado en (4.33). En efecto, el plano se di-
vide en 4 regiones llamadas isosectores que son determinadas por las isoclinas
como lo muestra la figura 4.1. Observamos que a la derecha de la h-isoclina
se tiene h < 0 y a la izquierda h>0 y dentro de la pardbola que representa
la x-isoclina se cumple & > 0, mientras que fuera de ella £ < 0. Podemos
estudiar la estabilidad local del punto de equilibrio mediante la aplicacion
del teorema de Hartman-Grobman® el cual enunciamos a continuacién junto
con la siguiente definicion.

°Para una demostracién ver [10].
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Figura 4.1: Plano dividido por los isosectores.

Definicién 4.6.1 Para x,y € R" sea
t = f(z) (4.35)
y = gy (4.36)

y sean x1 y To dos puntos de equilibrio de los sistemas autonomos de las
ecuaciones diferenciales (4.35) y (4.36) respectivamente. Se dice que estos
sistemas son topologicamente equivalentes en las vecindades abiertas U de
x1 y V de xo, si existe un homeomorfismo® H de U sobre V que mapea las
trayectorias que resuelven (4.35) en U sobre las trayectorias que resuelven
(4.36) en'V y preserva sus orientaciones.

El teorema de Hartman-Grobman demuestra que cerca de un punto de equi-
librio zy de un sistema no lineal

= f(x) (4.37)

las soluciones del plano fase tienen la misma estructura cualitativa’ que las
del sistema lineal

6Una funcién continua y biyectiva con inversa continua.
"Es decir, los sistemas son topolégicamente equivalentes cerca del punto de equilibrio.
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= A(x) con A= Df(x). (4.38)

Teorema 4.6.1 (Hartman-Grobman) Sea E un subconjunto abierto de R"
que contiene al origen, sea f € CY(E), y sea ¢y el flujo del sistema no lineal
(4.37). Supongamos que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene
valores propios con parte real nula. Entonces, existe un homeomorfismo H
de un abierto U sobre un abierto V', donde U y V contienen al origen, de tal
forma que para cada xo € U, existe un intervalo abierto Iy C R que contiene
al cero y para todo xg €U yt € Iy

Hay(xo) = e H (o).

Es decir, H mapea las trayectorias de (4.37) cerca del origen sobre las tra-
yectorias de (4.38) cerca del origen y preserva la parametrizacion.

Por otra parte podemos estudiar la estabilidad del punto de equilibrio en el
sistema lineal (4.38) mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.6.2 Consideremos el sistema lineal
r = ar+by
= cr+dy (4.39)

donde ad — be # 0, de modo que (0,0) es el dnico punto critico del sistema
(4.39), entonces si las raices de la ecuacion caracteristica

N — (a+d)\+ (ad —be) =0 (4.40)

son reales, no nulas y de signo contrario, el punto de equilibrio (0,0) del
sistema (4.39) tiene naturaleza punto silla y es inestable®.

Podemos considerar al punto de equilibrio del sistema (z*, h*) del sistema de
ecuaciones diferenciales (4.33) como el origen con el fin de poder aplicar los
teoremas 4.6.1 y 4.6.2. Sean entonces

8Para una demostracién de este teorema ver [12].
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Figura 4.2: Plano fase del sistema de ecuaciones diferenciales (4.33).

K (h)

P(z,h)=F(x)—h y Q(z,h)= R(h)

(F'(x) = 9).

Calculemos el determinante de la matriz Jacobiana como se indica en el
teorema 4.6.2

0P (x* h*) 2 (x* h¥) F'(x¥) -1

* * * * Rl h* *
R ) Ra )| | asFre) o

y consideremos la ecuacion caracteristica

R'(h*)

)\2 +F/(Zl§'*)/\ o R//(h*) ”(ZU*)

=0 (4.41)
en donde el discriminante de (4.41)

/ *\12 R/(h*) U *
[P + d gy (@) 2 0
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garantiza que los valores propios de la matriz Jacobiana son reales y con
signo opuesto. Entonces, de acuerdo al teorema 4.6.1 el punto de equilibrio
(x*,y*) presenta estabilidad punto silla localmente y por la orientacién de
las derivadas de = y h en los isosectores, como lo muestran las flechas en la
figura 4.1, podemos concluir que el punto de equilibrio (z*,y*) en el sistema
de ecuaciones diferenciales (4.33) es un punto silla. Ver figura 4.2.

Asociado a un punto silla existen unas trayectorias particulares llamadas
separatrices que convergen o divergen al punto silla cuando t — oco. En las
figuras 4.3 y 4.4 aparecen dos configuraciones posibles para los niveles inicial
y terminal de la variable de estado zy y xp, donde las curvas punteadas son
las separatrices.

Figura 4.3: xp < 2% < xp.

Nosotros debemos escoger alguna trayectoria [z(t), h(t)] que empiece en t = 0
en la linea x = z( y termine en x = x7 al tiempo 7. Debido a que (z*, h*)
es el punto de equilibrio del sistema, la “velocidad” de la trayectoria cerca
del punto de equilibrio es pequena, por tanto, si T es grande, la trayectoria
pasa cerca del punto de equilbrio y ésta se mantiene lejos de este punto en
la medida que T es pequena.

Ahora consideremos el caso cuando T = oco. En este caso aplicaremos una
condicién necesaria para problemas con descuento temporal en el integrando
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Figura 4.4: 2* < xg = 7.

de la funcional objetivo®. Esta condicién es la condicién de transversalidad
para un horizonte temporal infinito:

lim A(¢) = 0. (4.42)

t—o0
Si g = x*, el control 6ptimo es h = h* para toda t > 0 ya que claramente se
satisface (4.33) y (4.42). En el caso de que zg # 2* para cumplir con (4.33)
escogeremos la trayectoria en el diagrama fase que cumpla con o = 0 y sa-
tisfaga (4.42). Sabemos que las trayectorias en el diagrama fase que resuelven
(4.27) y (4.28) convergen, por lo menos localmente, a las separatrices con-
vergentes al punto de equilibrio (z*,h*) conforme T" — oo. Por otra parte,
dado que los valores de z( estan acotados por K podemos acotar los valores
de h en las separatrices convergentes al punto de equilibrio en el intervalo de
tiempo [0, 00), asi ciertamente existe

/ N e R(hoo )dt (4.43)
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donde h., representa el control asociado a la Unica separatriz que converge
al punto de equilibrio conforme t — 0o y se corta con la vertical x = .
Como los valores de h,, estan acotados también se cumple

’ I 2 —ot _
tlggo A(t) = tlg?oe R(hoo(t)) =0

y como para este caso z(7') es irrelevante deducimos que para el caso en que
xo # x* el control 6ptimo debe ser hs. Aqui el nivel de stock = = z(t) se
acerca asintéticamente a la trayectoria de equilibrio z = z*.
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Conclusion

En este trabajo se utilizaron herramientas del cédlculo de variaciones y la
teoria de control en la aplicacion de la administracion éptima de recursos.

En un principio, en el capitulo 1 se presentaron los conceptos bésicos que
se utilizaron en todo el proyecto. En el capitulo 2 resolvimos el problema de
optimizar la explotacion de una poblacion de peces cuyo crecimiento fué mo-
delado con la ecuacion logistica. La solucion de dicho problema fué del tipo
de relevo, por lo que los métodos clasicos del calculo de variaciones no nos
fueron ttiles y se utilizé una aplicacién del teorema de Green.

Como se nos muestra en el capitulo 4, una de las ventajas que nos brinda
el Principio del Maximo consiste en la posibilidad de tomar controles que
sean funciones continuas a trozos, lo que nos puede brindar una herramienta
util para resolver y plantear problemas practicos que muchas veces no son
tan sencillos de resolver con los métodos clasicos que nos presenta el calculo
de variaciones, tal como lo pudimos ver en los problemas expuestos en los
capitulos 2 y 3 en las secciones 2.6 y 3.5.

Finalmente, en el capitulo 4 seccién 4.6, se ejemplifica la manera en como
puede ser utilizada la teoria de la estabilidad y la teoria de control éptimo
en la explotacion de un recurso renovable.
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