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Introduccion

El Teorema original de Ramsey [6] dice: si n y k son nimeros naturales
y {Xo, ..., Xn} es una particion de los subconjuntos de N de cardinalidad k,
entonces existe un conjunto infinito H C N tal que todos los subconjuntos
de H de tamano k estin contenidos en X; para algin 0 < i < n. Equiva-
lentemente, para cada funcién f con rango finito definida en la familia de
todos los subconjuntos de N de cardinalidad k, existe H C N infinito tal que
f es constante restringida al conjunto de todos los subconjuntos de H de
tamano k. Existen muchas generalizaciones del Teorema de Ramsey, bésica-
mente un teorema del tipo Ramsey es un enunciado de la forma: dado un
conjunto con cierta estructura y una particion finita de tal estructura siem-
pre podemos encontrar una subestructura lo suficientemente grande que se
preserve bajo la particién, es decir, una subestructura totalmente contenida
en un sélo elemento de la particion. Los conjuntos con esta cualidad se dice
que cumplen una propiedad del tipo Ramsey. En esta tesina presentamos
una de estas generalizaciones, el Teorema de Nash-Williams (1965), el cual
afirma que toda familia de subconjuntos finitos de niimeros naturales que es
una anticadena respecto al orden parcial dado por ser un segmento inicial
satisface una propiedad de Ramsey. Veremos algunas aplicaciones de este
teorema en la Teoria de Frentes y Barreras de Nash-Williams y en funcio-
nes que cumplen una propiedad de Lipschitz, en concreto veremos que toda
funcién de una barrera en el espacio de sucesiones ¢g C RN que satisface
una propiedad semi-Lipschitz tiene una restricciéon en donde la funcién es de
Lipschitz. Todo el documento esté basado en [1] y [2], los cuales ademas el
lector puede consultar si desea profundizar en los temas aqui tratados. Los
conceptos topoldgicos que no se definen se pueden encontrar en [3], igual-
mente en [4] y [5] se pueden hallar definiciones no enunciadas en la tesina
acerca de ntmeros ordinales.



Capitulo 1

Frentes y Barreras.

1.1. Frentes y Barreras.

A lo largo del texto siempre que consideremos conjuntos de ntmeros
naturales, finitos o infinitos, los estaremos pensando enumerados de manera
creciente.

Notacion 1.1. Dado un conjunto infinito M C N denotamos
[M]*® ={N C M : N esinfinito} y [M]<*° ={sC M :s es finito}

respectivamente. En particular cuando M = N escribimos FIN en lugar de
[N}<oo

Notacién 1.2. Sean s,t € FIN y A € [N]*°. Usaremos las notaciones

s<t < mix(s) < min(t),
s<A & max(s) <minA

y por conveniencia ) < s y s < () para todo s € FIN. Ademds

sCt & sgtys<t\s,1
SCA & sCAys<A\s

y decimos que s es un segmento inicial de t (también decimos que t extiende
a s) o s esun segmento inicial de A respectivamente.

!Si X y Y son conjuntos recordemos que X \Y ={z € X : 2 ¢ Y}.



Las relaciones C y C definen érdenes parciales en FIN, por ello diremos
que F C FIN es una C-anticadena si F es una anticadena como subconjunto
de (FIN,C), es decir, si para cada par s,t de elementos distintos de F se
tiene que s L t y t IZ s. Cuando F sea una anticadena respecto del orden
parcial dado por C lo distinguiremos diciendo que F es una C-anticadena.

Dado un conjunto arbitrario X de nimeros naturales podemos definir
una funcién en el conjunto de Cantor 2V, a saber, la funcién caracteristica
del conjunto X. Inversamente toda funcién f € 2N define el subconjun-
to f~1{1} C N. Por este motivo FIN es un espacio topolégico visto co-
mo subespacio del espacio producto 2 y esta es la topologfa con la que
trabajaremos. Definiendo los conjuntos [n,1] = {s € FIN : n € s} y
[n,0] = {s € FIN : n ¢ s}, un abierto basico de la topologia en FIN es

de la forma
U=ln1n()no,

ner net

donde r,t € FIN. Més aun, cada s € FIN define un abierto basico dado por

[s]=(\ln.1n [ [n0].

nes n<méx(s)
nés
Notemos que [s] es simplemente el conjunto {¢ € FIN : s C t}. Por otro
lado, una métrica que genera la topologia producto de 2V es la siguiente:
dados f,g € 2V se define d(f,g) = 2% donde k = min{n € N : f(n) # g(n)}
si f#gyd(f,g) =0si f=g. Restringiendo esta métrica a FIN podemos
reescribirla como

1

d(S, t) - omin(sAt)’

para cada par s,t € FIN y donde sAt denota la diferencia simétrica de los
conjuntos s y t.

Definicién 1.3. Decimos que una sucesion (s;);en C FIN es una sucesion
bloque si s; < s; siempre que i < j.

Definicién 1.4. Una sucesion (s;)ien € FIN se llama una A-sucesion si
existe s € FIN tal que

(1) (VieN)(sCs;)y
(2) (8;\ 8)ien es una sucesion bloque.

Llamamos al conjunto s la raiz de (8;)ieN.



Ejemplo 1.5. Dado s € FIN la sucesion (s U {n})nsmax(s) €5 un ejemplo
sencillo de una A-sucesion que tiene a 8§ como raiz.

Lema 1.6. Si (s;)ien es una A-sucesion en FIN con raiz s entonces s;
converge a S.

Demostracion: Sea ¢ > 0. Escojamos j = min{i € N : m < e}, el
cual existe por ser (s; \ $);en una sucesién bloque. Por lo tanto, teniendo en
cuenta que syAs = si \ s, para cada k > j tenemos

1

d(Sk,S) < m <e€.

Lema 1.7. Supongamos que (s;)ieny C FIN es una sucesion convergente con
limite s. Entonces, s € FIN si y solo si (s;)ien contiene una A-subsucesion
con raiz s.

Demostracion: Necesidad. Construimos por induccién una A-subsucesién
(si, )ken como sigue. Consideremos el abierto [s] y tomemos s;, € [s]. Para
el paso inductivo supongamos que hemos definido s;, , escogemos iy11 > i
tal que s;,,, € [s U {mdx(s;,) + 1}]. De este modo (s;; )ren resulta ser una
A-sucesion con raiz s.

Suficiencia. Se sigue del Lema 1.6 que (s;);cn converge a la raiz s de una
A-subsucesién y por definicién s €FIN. |

Definicién 1.8. Una familia F C FIN se llama precompacta si clon(F) C
FIN.

Sea (si)ien € FIN una sucesién estrictamente creciente respecto de la
inclusion C, es decir s; C s; siempre que ¢ < j. Entonces s; converge a
Uien si € [N]*® y claramente esta sucesién no puede contener ninguna A-
subsucesién. Si hacemos F = {s; : i € N}, la familia F es también un ejemplo
de una familia que no es precompacta. Esta observacion la enunciamos en
el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Una familia F C FIN es precompacta si y sélo si toda suce-

sion (si)ien € F contiene una A-subsucesion.

Demostracion: Necesidad. Sea (s;);en una sucesiéon en F. Como clyn(F)
es un espacio métrico compacto, podemos suponer que existe s € clyn(F)



tal que la sucesion s; converge a s. Por hipotesis s € FIN y por el Lema 1.7
(8i)ien contiene una A-subsucesién con raiz s.

Suficiencia. Sea s € clon(F). Tomemos (s;);eny € F tal que s; converge
al conjunto s. Por hipétesis (s;);en contiene una A-subsucesién con raiz t.
Por lo tanto, s =t € FIN. [ |

Ahora definiremos el concepto de frentes y barreras que son las familias
que estudiamos en este capitulo.

Definicién 1.10. [Nash- Williams]. Sean B C FIN y M € [N]*. Decimos
que B es un frente en M si

(1) BCP(M),
(2) B es una C-anticadena, y
(3) cada B € [M]> tiene un segmento inicial en B.

Si en lugar de (2), B satisface la propiedad de ser una C-anticadena entonces
B se llama una barrera en M.

Claramente toda barrera es un frente. Mds atn, si B es un frente o una
barrera en M y B € [M]*, entonces B tiene un tnico segmento inicial en
B. La familia B = {()} es obviamente un frente (barrera), el frente (barrera)
trivial. Si B # {0} es un frente (barrera) en M entonces B es infinito ya
que en caso contrario el conjunto M \ |JB no tiene un segmento inicial en
B. Antes de ver algunos ejemplos probamos el siguiente lema el cual nos
asegura que, en general, sélo basta considerar frentes y barreras en N.

Lema 1.11. Sean M,N € [N]* y f : M — N wuna funcion estrictamente
creciente y suprayectiva. Si B es una barrera (frente) en M entonces la
familia C = {f[s] : s € B} es una barrera (frente) en N.

Demostracion: Probaremos el lema sdlo para el caso de una barrera, si B
es un frente la demostracion es andloga. Claramente C C [N]<*°. Si ademds
fls] € f[t] el hecho de que f sea biyeccién implica que s C ¢ y por lo
cual s = t, por lo tanto f[s] = f[t]. Por ultimo sea B € [N]*®, como A =
f7YB] € [M]>® existe s € B tal que s = A. Obviamente f[s] C B, y
como méx(s) < min(A \ s) y f es creciente y suprayectiva tenemos que
718 < fIA\ 8] = fIA]\ fls] = B\ fls). Es decir, f[s] C B. .



Notacién 1.12. Dados M € [N]*°, t € FIN y k un nimero natural defini-
mos los siguientes conjuntos

(MJF = {sC M |s| =k},
M/t = {meM:m>méix(t)}

y sit = {n} para algin n € N escribiremos simplemente M/n en lugar de
M /{n}. Por otro lado si F C FIN denotaremos

FIM={seF:sCM}
Ejemplo 1.13. Para cada k € N. La familia [N]* es una barrera (frente).

Lema 1.14. (1) Si B es un frente (barrera), entonces para cada conjunto
N € [N]*® la familia B | N es un frente (barrera) en N.

(2) Dados dos frentes (barreras) B y C, si B C C entonces B=_C.

Demostracion: (1) Se sigue inmediatamente de la definicién.

(2) Sea s € C. Entonces s U (N/s) tiene un segmento inicial t € B C C y
asi sCtotC s. Como C es C-anticadena se sigue que s =t € B. [ |

Notacion 1.15. §i F C FIN y t € FIN denotamos

Fi = {se€FIN:t<sytUseF} y

F= o= {r e FIN :r C s para algin s € F}.

o s . ’ . —=0C .
Notemos que la familia F; es no vacia si y sélo sit € F—, por lo cual siempre
. . . .. —C
que consideremos al conjunto F; entenderemos implicitamente que t € F~.

Lema 1.16. Si B es una barrera y t € FIN, entonces B; es una barrera en

N/t.

Demostracion: Supongamos que s, € By y que s C r, entonces tUs C tUr
y como B es una C-anticadena se sigue que t U s = ¢t U r. Mas atn, como
tNs=tNr = 0 debemos tener que s = r y asi B; es una C-anticadena.
Ahora tomemos B € [N/t]*°. Como t U B € [N]* por hipétesis existe s € B
con s C tU B. Tenemos dos posibles casos, s Tt 6t C s. Si s C ¢t por
definicién existe » € B con t C r lo cual implica que s C r y por lo tanto
s =r. Por esta razén t € By B; = {0} la cual es trivialmente una barrera.
Si el caso que se cumple es t C s, entonces s\t € By y s\t C B como se
deseaba. |



Notacién 1.17. Dadas dos familias no vacias B,C C FIN, definimos

BeC={sUt:seC,teBys<t}.

Por ejemplo, si i,j € N entonces [N]* @ [N}/ = [N]**J. A continuacién
veamos c6mo la operacion @ nos ayuda a formar nuevos frentes y barreras.

Lema 1.18. Si B,C C FIN son C-anticadenas, entonces B @ C es también
una C-anticadena.

Demostracion: Sean sgUtg, s1Ut; € BAC y supongamos que soUty C s1Uty.
Como sy < tg tenemos que sg C s1Uty. También, s; < t1 implica que sy C s1
6 s1 C sg. Por lo cual sg = s1 y entonces ty C t;. Nuevamente esto implica
que tg =t y por lo tanto so Uty = s1 Ut |

Lema 1.19. Si B,C C FIN son C-anticadenas, entonces B @ C es también
una C-anticadena.

Demostracion: Sean sqg U tg,s1 Uty € B@ C tales que so Uty C s1 U ty.
Como sg C sy Uty hay dos posibles casos: sg C 51 6 soNty # O. SisgNty 0
tenemos que tg C t1 y por lo cual tg = ¢; pero esto implica que sg C s1 lo
cual no es posible ya que s; Nty = 0. Por lo tanto sélo el primer caso es
posible y asi sy C s1 implica que sg = s1 v tg = t7. |

Lema 1.20. Si B,C C FIN son frentes (barreras), entonces B & C es un
frente (barrera).

Demostracion: Sean B,C dos frentes. La condicién de C-anticadena se
sigue del Lema 1.18. Para verificar que todo conjunto tiene un segmento
inicial en B&C tomemos B € [N]*°, por hipédtesis existe s € C con s C B. Es
claro que B\ s € [N]* y como B es un frente, existe t € B tal que t M \ s.
Por lo tanto, sUt € B&C y sUt C B. Teniendo en mente el Lema 1.19 un
argumento similar funciona si By C son barreras. |

Enseguida veremos la relacién entre los frentes y barreras con las familias
precompactas definidas anteriormente.

Teorema 1.21. Todo frente es una familia precompacta.

Demostraciéon: Sean B un frente y s € clyn(B). Por definicién existe (s;) en
en B tal que s; — s. Supogamos que s € [N]*. Sea ¢ € B un segmento



inicial de s. El conjunto [t], visto en el espacio de Cantor 2V, es un abierto
que contiene a s y por lo cual existe £ € N tal que para todo j > k, s; € [t].
En otras palabras t C s; y como B es C-anticadena se sigue que t = s; para
todo j > k. Por lo tanto, t = s € FIN. Contradiccién. |

Evidentemente el inverso de este teorema es falso, sélo basta pensar en
una familia F = {s; : i € N} C FIN donde la sucesién (s;)ieny €s una
A-sucesién. Por el Teorema 1.9, F es precompacta y claramente no es un
frente.

Veamos ahora que se puede ordenar lexicograficamente al conjunto FIN.

Definicién 1.22. Dados s,t € FIN definimos
s <t < min(sAt) € s.

Escribimos s <pt st y solo si s <yt o s=t.

Notemos que (FIN, </) es un conjunto linealmente ordenado.

Lema 1.23. Si (s;)ieny € FIN es una A-sucesion entonces (8;)ieN es cre-
ciente respecto al orden lexicogrdfico <j.

Demostracion: Por definicién tenemos que s;As; = (s;\s)U(s;\ s), donde
s es la raiz de (s;)ien. Si ademds ¢ < j se tiene que (s; \ s) < (s; \ ) y por
lo tanto min(s;As;) € s;. [

Lema 1.24. Sea F C FIN una familia precompacta, entonces (F,<y) es un
conjunto bien ordenado.

Demostracién: Supongamos que (s;);ey C F es una sucesion estrictamente
decreciente respecto al orden <. Por el Teorema 1.9 la sucesién (s;)ien
contiene una A-subsucesion, la cual por el Lema 1.23 es creciente, pero esto
es imposible. |

Como una consecuencia del Teorema 1.21 y el Lema 1.24 tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 1.25. Todo frente, y por lo tanto toda barrera, es un conjunto
lezicograficamente bien ordenado. |



El tipo de orden de una barrera o frente (B, </) es un ordinal numerable
llamado el rango lexicografico de B y denotado por ran(B). Esta propie-
dad es de mucha utilidad ya que permite utilizar argumentos inductivos en
demostraciones involucrando resultados concernientes a barreras y frentes.

Supongamos que B es una barrera. Para cada n € N definamos el con-
junto B, = {s € B: {n} C s}. Es claro que

B= | B..

neN

M3és aun para cada par m,n de nimeros naturales distintos tenemos que
B, NB, =0y si ademds m < n se tiene que s <; t para todo s € By, y
cada t € B, . Por lo tanto,

ran(B) = Sup{z ran(B;) :n € N} = Z ran(B;).

i=1 1€EN

Es facil ver que B; es isomorfo, en el orden lexicogréfico, a la barrera By, y
asi podemos reescribir la ecuacién anterior como

ran(B) = sup{z ran(By) :n € N} = Z ran(By;y ).
i=1

€N
Notemos también que para todo n

UBZ = {8 eB:s<y ml'anH} C B.
i=1

n
Se sigue que By, es isomorfo a un subconjunto del segmento inicial (J B;
i=1
de la barrera B. Como consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.26. Sean B una barrera y n € N entonces tenemos que
ran(By,y) < ran(B).
|

Corolario 1.27. Si una barrera B tiene rango lexicogrdfico w entonces B =

[N



Demostracién: Para cada n € N, ran(By,;) < ran(B) = w y por ello
ran(By,y) = 1. Esto implica que By, = {0} y por lo tanto [N]' C B. La
igualdad la da el Lema 1.14. |

Lema 1.28. Si B y C son frentes, entonces

ran(B & C) = ran(B) - ran(C).

Demostracién: Sean o = ran(B) y = ran(C). Como C esta bien ordenado
ponemos C = {s¢ : £ < 3}. Notemos que para cada & < f3,

{tEB:t>S§}: U B;

i>max(sg)
el cual es un segmento final de B y por ello tenemos que {t € B:t > s¢} =
{seUt:t € By se <t} = a. Ahora notemos que s¢ Ut <, sgr U t' siy sélo

sisg <gsg O bien s¢ = Ser ¥yt <y t'. Es decir, B® C es isomorfo a 3 x a con
el orden lexicografico vertical. Por lo tanto, ran(B®C) = a - . [ |

Como una aplicacion del lema anterior calculamos el rango lexicografico

de la barrera [N]*.
Ejemplo 1.29. Por induccion en k probamos que ran([N]¥) = w¥.
Es claro que ran(|N]') = w. Para el paso inductivo aplicando el Lema 2.5

tenemos que
ran([NJ*™) = ran([NJ* @ [N]') = wF - w = WF L
Ejemplo 1.30. Si (B;)ien es una sucesion de frentes, entonces la familia
B=|JBioBia@- o8B o{{i},
€N

es también un frente. En particular si hacemos B; = [N]l para cada i € N,
tenemos

B=JIN' @ {{i}},
€N
que resulta ser una barrera conocida como la barrera de Schreier y su rango
lezicografico es igual a w®.

Como vimos antes si B es un frente o barrera no trivial, ran(B) > w. De
hecho el rango lexicografico de un frente o barrera no trivial es un ordinal
limite.

10



Lema 1.31. Si B es un frente o una barrera, entonces ran(B) # a + i,
donde w < a<w; yi€N.

Demostracién: Supongamos que B es un frente o una barrera con ran(B) =
a + i. Entonces, existe s € B tal que para cada t € B\ {s} tenemos que
t <¢ s. El conjunto N/s tiene un segmento inicial ¢y en B, pero ésto implica
que s <y tg, lo cual no puede ser. |

Definicién 1.32. Un ordinal v se llama indescomponible si no existen or-
dinales o, 3 < v tales que o + 3 = 7.

Lema 1.33. [5] Un ordinal numerable v es indescomponible si y sdlo si
v =w* con a numerable.

Teorema 1.34. Para cada v < wy indescomponible existe un frente con
rango lexicografico .

Demostracion: Por el Lema 1.33 sabemos que « tiene la forma w®. La
prueba se hace por induccién sobre a. Si @ = 1, sabemos que ran([N]}) = w.
Si a = 8+ 1, por hipétesis de induccién existe un frente B con ran(B) = (.
Consideremos el frente B @ [N]!, entonces ran(B @ [N]!) = wf*1. Si a es

limite, entonces w® = 7 w*, donde aq < ag < - - -y o = sup v, Para

cada n € N| sea B, un frente con ran(B,) = w®*. De este modo

B=|JBioB o - @B, a{{n}},

neN

n
es un frente tal que ran(B) = sup{>_ ran(B;) : n € N} = w®. [
i=1

1.2. Familias Uniformes.

Primero definimos por induccion el concepto de familia a-uniforme.

Definicién 1.35. Sean B C FIN, M € [N|* y a < wy un nimero ordinal.
Decimos que B es a-uniforme en M, si B C P(M) y ademds se cumple:

(1) Si a =0, entonces B={0}.

(2) Si o = B+ 1, entonces O ¢ B y para cada n € M la familia By, es
B-uniforme en M /n.

11



(3) Sia >0 es limite, entonces eviste una sucesion oy, /" « tal que By es
ap~uniforme en M/n para todo n € M.

Diremos que B es uniforme en M si es a-uniforme para algin o < wi.

Ejemplo 1.36. [N)* es una familia k-uniforme en N.

De manera andloga al caso de frentes y barreras el siguiente lema nos
dice que sera suficiente considerar familias uniformes en N.

Lema 1.37. Sean M,N € [N|* y f : M — N una funcién estrictamente
creciente y suprayectiva. Si B es a-uniforme en M entonces la familia C =
{fls] : s € B} es a-uniforme en N.

Demostracion: Por induccién en «. Si o = 0 el resultado es inmediato. Si
a = 3+ 1 basta notar que sin € N y m € M es tal que f(m) = n, entonces

Ciny ={f[s] : s € By}

la cual por hipétesis inductiva es [-uniforme en N/n. El caso limite se de-
muestra de manera similar. |

Lema 1.38. Toda familia a-uniforme es un frente.

Demostracion: Sea B una familia a-uniforme. Probamos el resultado por
induccién sobre . Si a = 0, B = {(}} y no hay nada que probar. Supongamos
que o = 4+ 1y que s,t € B son tales que s C t. Si sp = min(s) = min(t)
entonces s \ {so},% \ {s0} € Bysy v 5\ {s0} C t\ {so}. Por hipdtesis de
induccién tenemos que s\ {so} = ¢\ {so} lo que implica que s = ¢. Es decir,
B es una C-anticadena. Ahora sea A € [N]*°. Si a = min A, por hipdtesis,
A/{a} tiene un segmento inicial ¢t € B,y y por lo tanto {a} Ut € B es un
segmento inicial de A. Si « es limite la demostracién es andloga. |

Ejemplo 1.39. Por un argumento inductivo podemos ver que [N]¥ es la
unica familia k-uniforme para cada k € N. Sea k = 1 y B una familia 1-
uniforme. Para cada n € N tenemos que B,y = {0} y por ello [N]' C B.
La igualdad se obtiene como consecuencia de los Lemas 1.14 y 1.38. Para
el paso inductivo, sea B una familia k-uniforme. Por definicidn, para cada
conjunto finito de la forma {ni,...,nx} tal que ny < --- < ny tenemos que
Bi,...ny = 10} y por lo cual INJ¥ C B. Nuevamente los lemas citados
anteriormente nos dan la igualdad deseada.
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Lema 1.40. Si B es una familia a-uniforme y N € [N]|* entonces B | N
es a-uniforme en N.

Demostracion: La prueba del Lema se hace por induccién en «, teniendo
en cuenta que para cada n € N se cumple (B [ N),y = By [ N. |

Lema 1.41. Sean a < wy un ordinal limite y {a; }ien una sucesion estric-
tamente creciente o constante de ordinales con o = sup{ey; + 1 :i € N}. Si
(Bi)ien es una sucesion de familias a;-uniformes, entonces

B=]JB o {i}}
ieN

es a-uniforme.

Demostracion: Notemos que para cada n € N,
la cual por hipétesis y el Lema 1.40 es ay,-uniforme en N/n. |
Ejemplo 1.42. La barrera de Schreier
B=JIN'e {{i}},
€N
es una familia w-uniforme.

Lema 1.43. Si B es una barrera a-uniforme, entonces ran(B) = w®.

Demostracion: Procedemos por induccién en «. Si o = 0, por definicién
B = {0} y el resultado es inmediato. Si @ = 3+ 1 por hipétesis cada B,
tiene rango lexicografico w? lo cual implica que

ran(B) = Zwﬂ =Wl w=w"
neN

Para el caso limite, sea (ay)pen una sucesién creciente convergente a « tal
que ran(By,;) = w". Entonces,

Tan(B) = Zwa" — wsuP{an} — wa.

neN
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Por el lema anterior y las observaciones recientes, en el caso en que una
barrera sea a-uniforme la sucesién (ran(By,}))nen es una sucesién constante
en el caso « sucesor, o bien es estrictamente creciente en el caso limite. Por
ejemplo, consideremos la barrera B = {{1}} U [N/1]2. En este caso,

B\ — {0} sin=1,
= U IN/n) sin> 1.

Por lo tanto esta barrera no es a-uniforme para ningin o < wp. Sin em-
bargo, podemos darnos cuenta que BB es una barrera uniforme restringida al
conjunto N/1. En realidad siempre podemos encontrar un conjunto infinito
tal que la restriccién sea uniforme, ver Lema 1.45. Antes de enunciar este
resultado probamos un lema que nos serd muy 1til en la demostracion y
otros resultados posteriores.

Lema 1.44. Sean M € [N]*® y C CFIN tal que [M]' C C. Si P(-,-) es una
propiedad que cumple:

(1) Vs € CVX € [M]=3Y € [X]®P(s,Y) y
(2) Vs € CVX € [M]®VY € [X]®(P(s, X) = P(s,Y)).

Entonces, existe N € [M]|> tal que P(s,N/s) para todo s € CNP(N).

Demostracién: Por induccién vamos a construir sucesiones M O M; D
e DM D ymp <mg < - < mg < --- de subconjuntos infinitos
de M y ntmeros naturales respectivamente, donde my = min My, tal que si
s € CNP({mi,...,mi}) se campla P(s, My 1). Tomando N = {my, : k € N},
afirmamos que N es el conjunto que buscamos. Para ver esto tomemos s €
CNP(N) y sea my, = méx(s), por construcciéon tendremos que P(s, My, +1)
y como N/s C My,11 la condicién (2) de la hipdtesis nos da P(s, N/s).
Comenzamos tomando M; = M y m; = min M;. Por la condicién (1) existe
My € [M;]> tal que P({m}, M>) y hagamos mg = min M>. Notemos que
por (2) podemos suponer que m; < mz. En el paso inductivo supongamos
que tenemos definidos M1 2 My D --- D Mpymy < mg < --- < my. Obser-
vemos que serd suficiente considerar conjuntos s € CNP({my,...,my}) tales
que mi € s ya que si s € CNP({mi,...,mi_1}) por hipdtesis inductiva
P(s, My) y por (2) tenemos P(s,Y) para cada Y € [My]*°, en particular
si My, 1 € My tendremos P(s, Myi1). Sea {s; : 1 < i < 271} una enu-
meracién de la familia de los elementos de CNP({my, ..., m }) que contienen
a my. Por (1) existe Y7 C M, tal que P(s1,Y7). En el paso 1 < j < 2k~1
nuevamente (1) nos permite encontrar Y; C Y;_; tal que P(s;,Y;). Poniendo
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M1 = Yar-1 la parte (2) nos da P(s;, My41) para cada 1 < i < 281 1o
cual termina la induccion. [ |

Lema 1.45. Para toda barrera B existe N € [N]* tal que B | N es una
barrera uniforme.

Demostracién: Por induccién en ran(B). Si ran(B) = w sabemos por el
Lema 1.27 que B = [N]!, la cual es una barrera uniforme. Para probar el
paso inductivo aplicamos el Lema 1.44 a M = N, C = [M]! y a la propiedad
P(n,X) dada por By, [ X es uniforme. Notemos que la parte (2) es una
consecuencia del Lema 1.40. Para probar (1) sea X € [N]*°. Como By, es
una barrera en N/n y X/n C N/n, B,y [ (X/n) es una barrera en X/n y
por hipétesis inductiva existe Y € [X/n]> tal que By, [ Y es uniforme. Por
lo tanto dicho lema nos dice que existe N € [N]* tal que

By [ (N/n) =By | N = (BT N)ny,

es ay-uniforme para cada n € N. Sin perdida de generalidad podemos supo-
ner que la sucesién (o, ),en €s constante o bien es estrictamente creciente,
esto porque en un conjunto bien ordenado toda sucesiéon contiene una sub-
sucesion que es constante o bien estrictamente creciente. Pero esto simple-
mente nos dice que B [ N es a-uniforme donde o = sup{a,, +1: n € N}.
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Capitulo 2

Teorema de Ramsey.

En este capitulo presentamos la demostracién original del Teorema de
Nash-Williams.

Definicién 2.1. Decimos que una familia F C FIN es de Ramsey, o que
tiene la propiedad de Ramsey, si para cada particion finita

F=FU---UF,
existe M € [N]* tal que a lo mds una de las restricciones
]:0 rM77~7:7’L TM

es no vacia. De manera equivalente, para toda funcién f con rango finito
definida en F existe un conjunto infinito M tal que f es constante restringida
al conjunto F | M.

De aqui en adelante si no especificamos lo contrario las letras mayuscu-
las A, B, M, N, P denotardn subconjuntos infinitos de N, asimismo letras
minusculas r, s, ¢ denotardn subconjuntos finitos de N.

Definicién 2.2. Sea D C [N]*°. Diremos que D es abierto si N C M € D
implica que N € D. Decimos que D es denso por debajo de M si para cada
N C M existe P C N con P € D. Finalmente, una asignacion densa-abierta
en M es una familia {Ds : s € [M]<*°} tal que para todo s € [M]<*°, Dy es
abierto y denso por debajo de M/s.

Lema 2.3. Para cada asignacion densa-abierta {Ds : s € [M]<*} en M
existe N C M tal que N/s € Dy siempre que s € [N]<>.
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Demostracién: Apliquemos el Lema 1.44 a la familia C = [M]<*® y a la
propiedad P(s,X) := X € D,. Como cada D; es denso por debajo de M/s,
P(-,-) satisface (1) del Lema 1.44. Ademds P(-,-) satisface (2) del mismo
Lema por ser Dy abierto para todo s € [M]<*. Por lo tanto existe N € [M]>
tal que P(s, N/s) para todo s € [N]<*° como querfamos. |

Definicién 2.4. Una funcién f : FIN — P(FIN) se llama extensor si dados
s € FIN yt € f(s) tenemos que s C t.

Para la siguiente definicién es necesario recordar la notacién: [s, M] =
{NeN|*:sCNCsUM}.

Definicién 2.5. [Forcing Combinatorio]. Fijemos un extensor f. De-
cimos que s es inextensible en M si f(s) N P(M) = () y contrariamente
s se dice extensible en M si f(s) N P(M) # (. Decimos que s es fuerte-
mente extensible en M si f(s) N'P(N) # 0 siempre que N € [s, M]. Si s es
inextensible o bien fuertemente extensible en M diremos que M decide a s.

Notemos que si f es un extensor y s € f(s) entonces s es fuertemente
extensible en M para todo M. Ademads, si s Q M se tiene que s es inexten-
sible en M. Las primeras propiedades de la Definicién 2.5 se presentan en
los siguientes dos lemas.

Lema 2.6. Sea f : FIN — P(FIN) un extensor.

(1) Si s es inextensible (fuertemente extensible) en M y N C M entonces s
es inextensible (fuertemente extensible) en N.

(2) Dados s y M arbitrarios existe N C M tal que N decide a s.

(3) Para cada M existe N C M tal que N decide a cada uno de sus subcon-
juntos finitos.

Demostracion: (1) Que s es inextensible en N se sigue de la contencién
f(s)NP(N) C f(s)NP(M). Por otro lado, supongamos que s no es fuerte-
mente extensible en N. Como [s, N| C [s, M] se tiene que s no es fuertemente
extensible en M.

(2) Por la observacion siguiente a la definicién 2.5 podemos suponer que
s ¢ f(s) y s C M. Sis es fuertemente extensible en M hemos terminado,
en caso contrario existe N € [s, M] tal que f(s) NP(N) =0y asi N decide
a s, porque s es inextensible en N y N C M.
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(3) Vamos a aplicar el Lema 1.44 a la familia C = [M]<*> y a la propiedad
P(s,X) dada por XUs decide a s. Sean s € [M]|<* y X € [M]*. Por el inciso
(2) de este lema aplicado a s y X Us existe Y C X Us tal que Y decide a s,
por ello Y/s también decide a s y como Y/s C X se tiene que P(-, ) satisface
la primera condicién del Lema 1.44. La segunda cldusula se satisface ya que
si X € [M]*y XUs decide a s entonces para cada Y € [X]>*, Y Us C X Us.
Tomando N como en el Lema 1.44 tenemos que (N/s) U s decide a s para
cada s € [N]<*°. Veamos ahora que esto implica que N decide a s. Tenemos
dos casos. Si s es fuertemente extensible en (N/s) U s también resulta ser
fuertemente extensible en N ya que [s, (N/s)Us] = [s, N]. Para el otro caso,
si s no es inextensible en N es porque existe t € f(s)NP(N) yasit/s C N/s
y por lo cual ¢t C (N/s) U s, es decir s no es inextensible en (N/s)Us. N

Lema 2.7. Sean F una C-anticadena en FIN y f : FIN — P(FIN) un
extensor definido para cada s € FIN por

te f(s)<tds y t tiene un segmento inicial en F.

Sean M C N y s C M, entonces s es extensible en M si y solo si existe
n € M/s tal que s U{n} es extensible en M.

Demostracién: Necesidad. Sea t C M tal que ¢t J s y t tiene un segmento
inicial en F. Consideremos los casos ¢ 0 s y t = s. Si t 1 s tomamos
n = min(t/s) entonces t J sU {n} y asi s U {n} es extensible en M. Si
t = s, entonces s Umin(M/s) tiene un segmento inicial en F y por lo cual
sUmin(M/s) es extensible en M.

Suficiencia. Si s U {n} es extensible en M para algin n € M /s entonces
cualquier conjunto ¢t C M que extiende a s U {n} también extiende a s. W

Con lo desarrollado hasta ahora en el capitulo podemos demostrar el
siguiente teorema el cual es fundamental en la prueba del Teorema de Nash-
Williams.

Teorema 2.8. Sean F C FIN wuna C-anticadena, Fg € F y M C N. En-
tonces, existe N C M tal que

FolN=0 obien F|NCF. (2.1)

Demostracion: Tomemos Fyg C F y M como en las hipdtesis. Definamos
un extensor f : FIN — P(FIN) como sigue

te f(s)<tds y t tiene un segmento inicial en Fy,
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para cada s € FIN. Por (3) del Lema 2.6 podemos suponer que M decide a
cada uno de sus subconjuntos finitos. Para cada s € [M]<* consideremos a
todos los conjuntos P € [M]* de la forma

(i) P = {n€M/s:sU{n} esinextensible en M}, o bien
(1i) P = {ne€ M/s:sU{n} es fuertemente extensible en M}

(existen porque M decide a cada uno de sus subconjuntos finitos) y defi-
namos a Dy como la familia de todos los conjuntos P definidos asi. Por (1)
del Lema 2.6 cada Dy es abierto y el hecho de que M decide a cada uno de
sus subconjuntos finitos implica que Dy es denso por debajo de M/s. Por
lo tanto {Ds : s € [M]<*°} es una asignacién densa-abierta en M y por el
Lema 2.3 existe N C M con N/s € Dy para todo s € [N]<*°. Como N C M
tenemos que N decide a cada uno de sus subconjuntos finitos y en particular
N decide a ). Consideremos los dos posibles casos.

Caso I. ) es inextensible en N. Supongamos que t € Fy [ IV, entonces t C N
extiende a @, lo cual es imposible. Por ello, en este caso Fy | N = 0 y se
cumple la primera identidad de 2.1.

Caso II. () es fuertemente extensible en N. Sea s € [N]<*, por definicién
de N tenemos que N/s € Ds, es decir N/s = P donde P es un conjunto
del tipo (i) o (i7) definidos antes. Pero el Lema 2.7 y N C M implican
que s es extensible en N si y sélo si existe n € N/s tal que s U {n} es
extensible en N y esto obliga a que N/s = P donde P es un conjunto
del tipo (i7), en otras palabras, s es extensible en N si y sélo si s U {n}
es extensible en N para todo n € N/s. A continuacién veremos que esto
implica que cada subconjunto finito s de IV es extensible en IV, lo hacemos
por induccién en |s|. Como () es extensible en N entonces JU{n} es extensible
en N para todo n € N, lo que prueba el paso inicial. En el paso inductivo
tenemos por hipdtesis que s\ {méax(s)} es extensible en N y esto implica
que s = (s\ {méax(s)}) U {max(s)} es extensible en N. Para completar la
demostracién supongamos por el contrario que s € F [ Ny s € F \ Fo.
Como s es extensible en N podemos hallar ¢ J s tal que t tiene un segmento
inicial r en Fg, lo que conlleva a que s C r o bien r C s, pero F es una
C-anticadena y r,s € F implica que s = r € Fy, contradiciendo nuestra
suposicion. Concluimos que F [ N C Fy. |

Finalmente llegamos al resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.9. [Nash-Williams]. Si F C FIN es una C-anticadena en-
tonces tiene la propiedad de Ramsey.
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Demostracion: Sea F una C-anticadenay F = FoJ --- |J Fy, una particion.
Aplicando el Teorema 2.8 a Fo C F y M = |JF obtenemos Ny € |JF tal
que se cumple 2.1. Si F | Ny C Fy hemos terminado. Si por el contrario
se cumple Fy | Ng = 0, tenemos que F [ No = F1 | NoU---UFn | No
y repetimos el proceso al par de C-anticadenas F; [ Ny € F | Ny. Si este
proceso no termina antes de n repeticiones, en dicho paso considerando a
las C-anticadenas F,,—1 | Np,—o2 € F | N,_9 encontramos N,,_; tal que
F | Nyoq C Fn_1 0 bien F,_1 | N1 = 0 y esto tltimo implica que
F f anl c -;En n

Corolario 2.10. Para cada frente F existe M C N tal que F [ M es una
barrera en M.

Demostracién: Consideremos la particién F = FyU (F \ Fy), donde Fy =
{s € F : s es C-minimal}. Como F tiene la propiedad de Ramsey existe
M C N tal que solamente una de las restricciones Fo [ M, (F\ Fo) | M es
no vacfa. Sit € (F\ Fo) | M entonces existe s € Fy minimal tal que s C ¢y
por lo cual s € Fy | M lo cual no es posible. Por consiguiente tenemos que
F | M C Fy. Es decir F | M es una C-anticadena. Por ultimo, como F [ M
es un frente todo subconjunto infinito de M tiene un segmento inicial en
F | M y asi la restriccién al conjunto M es una barrera. |

Obviamente el Teorema 2.9 nos dice que toda barrera es de Ramsey,
este hecho lo enunciamos de manera formal ya que lo estaremos aplicando
cuando veamos funciones definidas en barreras.

Corolario 2.11. [Teorema de Ramsey de las Barreras|. Toda barrera
tiene la propiedad de Ramsey. |
Otra consecuencia inmediata es el Teorema clasico de Ramsey.

Corolario 2.12. [Teorema de Ramsey]. Sean n y k nimeros naturales.
Para cada particion {Xo, ..., X, } de [N]¥ evisten i € n+1 y H € [N]* tales
que [HIF C X;.
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Capitulo 3

Lema de Galvin.

El Lema de Galvin es uno de los resultados més importantes de la teoria
de Frentes y Barreras, este lema nos dice que para cualquier familia F de
subconjuntos finitos de nimeros naturales y cada conjunto infinito M C N
siempre podemos hallar un subconjunto infinito N de M de tal modo que: o
bien ningin elemento de F es un subconjunto de N o bien todos los elemen-
tos de F que son subconjuntos de N forman una barrera. En este capitulo
presentamos la demostracién de este resultado y para tal fin primero enun-
ciamos una definicién y varios lemas de utilidad. Comenzamos redefiniendo
la propiedad de un conjunto finito de ser extensible o ser inextensible.

Definicién 3.1. [Forcing Combinatorio]. Fijemos F C FIN. Decimos
que s es extensible en A si todo B € [s, A] tiene un segmento inicial en F.
Diremos que s es inextensible en A si s no es extensible en ningun subcon-
junto B C A. Si s es extensible o bien inextensible en A diremos que A
decide a s.

De aqui en adelante cuando hablemos de conceptos relacionados con la
definicién anterior estaremos considerando una familia fija F C FIN. Las
primeras propiedades de la definicién anterior se exponen en los siguientes
lemas.

Lema 3.2. (1) Si s es extensible (inextensible) en A y B C A, entonces s
es extensible (inextensible) en B.

(2) Dados s y A arbitrarios existe B C A tal que B decide a s.
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(3) s es extensible en A si y sdlo si s U {n} es extensible en A para cada
neAls.

Demostracién: (1) Supongamos que s es extensible en A. Sean B C A
y M € [s,B], en particular M € [s,A] y por ello M tiene un segmento
inicial en F. Ahora supongamos que s no es inextensible en B, es decir,
existe M C B tal que s es extensible en M, pero M C A y entonces s no es
inextensible en A.

(2) Podemos suponer que s no es inextensible en A, en caso contrario hemos
terminado. Por tal motivo, existe B C A tal que s es extensible en B.

(3) Necesidad. Notemos que [s U {n}, A] C [s, A]. De aqui se sigue que

cualquier B € [s U {n}, A] tiene un segmento inicial en F.

Suficiencia. Sean B € [s, A] y n = min(B/s), entonces B € [s U {n}, 4]
y B tiene un segmento inicial en F. |

Lema 3.3. Si s es inextensible en A, entonces el conjunto
X ={ne€A/s:sU{n} es extensible en A },

es finito.

Demostracion: Supongamos por el contrario que X es infinito. Por defini-
cién s U {n} es extensible en A para cada n € X y como X € [A]* se sigue
de la parte (1) del Lema 3.2 que sU{n} es extensible en X para todon € X.
Por (3) del mismo lema concluimos que s es extensible en X, contradiciendo
el hecho de que s es inextensible en A. |

Lema 3.4. Para cada B existe A C B tal que A decide a cada uno de sus
subconjuntos finitos.

Demostracion: Sean C = [B]<* y la propiedad P(s,X) := X decide a
s. Entonces P(-,-) satisface las hipétesis (1) y (2) del Lema 1.44 por los
incisos (2) y (1) del Lema 3.2 respectivamente, se sigue que existe A C B
tal que A/s decide a s para cada s € [A]<*°. Veamos que esto implica que A
decide a s. Consideremos los dos casos. Si s es extensible en A/s la igualdad
[s, A] = [s,A/s] nos dice que s es también extensible en A. Supongamos
ahora que s no es inextensible en A y sea M C A tal que s es extensible en
M. Nuevamente [s, M] = [s, M/s] nos dice que s es extensible en M /s C A/s
y asi s no es inextensible en A/s. [

22



Lema 3.5. Supongamos que () es inextensible en A. Entonces, exviste N €
[A]*® tal que cada subconjunto finito de N es inextensible en N.

Demostracion: Por induccién construimos una sucesién de nimeros na-
turales n; < - -+ < ngp < --- de tal forma que si s C {ny,...,ni} se
tenga que s es inextensible en A. Por el Lema 3.3 el conjunto {n € A :
{n} es extensible en A} es finito. Esto nos permite escoger n; como el mini-
mo elemento de A tal que para cada m € A con m > nj, {m} es inex-
tensible en A. Para el paso inductivo, supongamos que tenemos definida
una sucesién np < - - - < ng de elementos de A tal que cada subconjunto
s C{ni,...,ni} es inextensible en A. Nuevamente el Lema 3.3 nos dice que
para cada s C {ni,...,n;} existe ng € A/s tal que si m € A/s 'y m > ng,
sU{m} es inextensible en A. Definiendo ngy1 = max{ns : s C {ny,...,ng}}
tenemos que s U {ny41} es inextensible en A para todo s. Finalmente, pon-
gamos N = {ny : k € N}, por construccién cada subconjunto finito de N es
inextensible en A y por lo tanto también en N. |

Podemos ahora enunciar y demostrar el Lema de Galvin.

Teorema 3.6. [Lema de Galvin]. Dados F C FIN y M € [N]*, existe
N C M tal que

(1) F | N es vacia, o
(2) F | N contiene una barrera en N.
Demostracion: Sea A € [M]> que decide a cada uno de sus subconjuntos

finitos. En particular, () es extensible en A o es inextensible en A. Conside-
remos estos dos casos.

Caso I. Si () es extensible en A, es decir todo subconjunto infinito de A tiene
un segmento inicial en F, entonces la familia

C={seF | A:ses C-minimal}

es un frente en A y por el Corolario 2.10 podemos hallar P C A tal que
C | P es una barrera.

Caso II. Si () es inextensible en A, por el Lema 3.5 existe N € [P]* tal
que cada subconjunto finito de N es inextensible en N. Supongamos que
t € F | N, observemos que esto implica que el conjunto ¢ es extensible en
N lo cual es imposible y en este caso F | N = (. |
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Una consecuencia del Lema de Galvin junto con el Lema 1.45 es el si-
guiente corolario relacionando familias arbitrarias de subconjuntos finitos de
nimeros naturales con barreras uniformes.

Corolario 3.7. Dados F C FIN y M € [N]*®, existe N C M tal que

(1) F I N es vacia, o

(2) F | N contiene una barrera uniforme en N. [
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Capitulo 4

Funciones de Lipschitz.

En este capitulo veremos algunas aplicaciones de la teoria de Ramsey
en la teoria de Frentes y Barreras y en temas relacionados con el Anélisis.
En la primera seccién empezamos definiendo el concepto de una funcién de
Lipschitz de FIN en FIN y enseguida veremos que si ¢ : B — FIN es una
funcién definida en una barrera B, el Teorema de Nash-Williams asegura la
existencia de un conjunto infinito IV tal que ¢ es de Lipschitz en la familia
B | N. En la seccién 4.2 extendemos la nocién de Lipschitz a funciones de
FIN en ¢y C RY, presentamos algunos ejemplos y generalizamos algunos
resultados de la seccién 4.1.

4.1. Funciones de Lipschitz definidas en Barreras.

Definicién 4.1. Sean F C FIN y ¢ : F — FIN una funcion.

(1) Decimos que ¢ es de Lipschitz si para cada par r,s € F y cada t € ?;
contCr ytC s tenemos que

p(r)yNt=p(s)Nt.
(2) Decimos que ¢ es fuertemente Lipschitz si dados r,s € F yt € F- tal
quetCr ytC s se cumple que

min(r \ t) € ¢(r) < min(s \ t) € ¢(s).
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Lema 4.2. Si ¢ : F — FIN es fuertemente Lipschitz, entonces ¢ es de
Lipschitz.

Demostracion: Sean r,s € F yt C r, t C s. El lema se prueba por
induccién en [t|. Como ¢ es fuertemente Lipschitz y el conjunto vacio es un
segmento inicial comun de r y s tenemos que min(r) € ¢(r) < min(s) €
©(s), lo cual prueba el paso inicial ya que si |[t| = 1 entonces ¢t = {min(r)} =
{min(s)} y asi p(r) Nt = ¢(s) Nt. En el paso inductivo serd suficiente
probar que ¢(r) N {max(t)} = ¢(s) N {méx(t)}, ya que por hipétesis de
induccién tenemos que ¢(r) N (¢ \ {maxt}) = ¢(s) N (¢t \ {maxt}). Para ver
esto, observemos que t \ {méx(t)} C r y también ¢ \ {méx(t)} C s y por la
hipétesis sobre ¢ tenemos que max(t) € ¢(r) < max(t) € ¢(s). [

Lema 4.3. Dados B una barrera en M y ¢ : B — FIN una funcidn, existe
N € [M]>® tal que ¢ | (B | N) es fuertemente Lipschitz.

Demostracion: Para cada t € [M]|<* definamos

@t:BtH{Oal}

S Xop(tus) (min(s))

Sean P(t,X) la propiedad ¢; | (B; | X) es constante y C = [M]<*°. Sea
X € [M]*. Como B; es una barrera en M/t tenemos que B; | (X/t) es
una barrera en X/t. Por el Teorema de Ramsey, existe Y C X/t tal que
ot | (Be ['Y) es constante y asi P(-,-) satisface la condicién (1) del Lema
1.44. Trivialmente P(-,-) satisface el inciso (2) del mismo lema ya que si
(¢ es constante en By [ X y Y C X, entonces ¢; es constante en B; [ Y.
Como P(-,-) satisface las hipétesis de dicho lema podemos tomar N C M
tal que ¢y | (By | N/t) es constante para cada t € [N]<*°. Ahora sean
teB [NE y 1,8 € B[] N que tienen a t como segmento inicial. Como
r\t,s\t e B [ (N/t) tenemos que (1 \ t) = (s \ t), en otras palabras
min(r \ t) € o(r) & min(s \ t) € ¢(s). [

Terminamos esta seccién con una aplicaciéon del Lema de Galvin a fun-
ciones de Lipschitz definidas en barreras, para su demostracion ocupamos
un lema preliminar.

Lema 4.4. Sea ¢ : F C FIN — FIN una funcion fuertemente Lipschitz
tal que ¢(s) C s para cada s € F. Entonces, la familia ©[F] es una C-
anticadena.
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Demostracién: Supongamos que existen tg,t; € p[F] con ty C t1. Tome-
mos so y s1 tales que p(so) = to y ¢(s1) = t1 respectivamente. Por hipdtesis
tenemos ty C ¢ C s1 lo que implica que min(sq \ ty) € t1 = ¢(s1). Co-
mo también tg C sp y la funcién ¢ es fuertemente Lipschitz tenemos que
min(so \ to) € ¢(so) = to lo cual es imposible. [

Lema 4.5. Supongamos que B es una barrera en M y ¢ : B — FIN una
funcion que cumple que p(s) C s para cada s € B. Entonces, existe N €
[M]*° tal que p[B | N| contiene una barrera uniforme en N.

Demostracién: Por el Lema 4.3 podemos escoger P € [M]* de tal forma
que ¢ | (B | P) es fuertemente Lipschitz. Escribamos C = ¢[B | P] y
apliquemos el Corolario 3.7 a C y a P para encontrar un subconjunto infinito
N C P tal que C | N es vacia o bien contiene una barrera uniforme. Por la
hipétesis sobre ¢, se cumple que [B [ N] C C | N y por ende se cumple
que C | N contiene una barrera uniforme. Afirmamos que ¢[B | N| =C | N
con lo que habremos terminado la demostracion. Tomemos t € C [ N y
s € B | P con p(s) = t. Queremos probar que existe r € B [ N con
@(r) =t. Sea r € B | N un segmento inicial del conjunto infinito ¢t U (N/t),
esto significa que t C r o r C t y aunando el hecho de que ¢(r) C r deducimos
que ¢(r) C t o bien t T ¢(r), pero sabemos por el Lema 4.4 que C | N es
una C-anticadena, lo cual prueba que ¢(r) = t. [

4.2. Justificaciéon del adjetivo Lipschitz en funcio-
nes de F C FIN en FIN.

En esta seccién denotamos por ¢y al subespacio topoldgico del espacio
RN, el cual tiene la topologfa producto, que consiste de todas las funciones
g € RN tales que lim,— oo g(n) = 0. Similarmente cyy denota el subespacio
de ¢y de todas las funciones g con soporte finito, es decir, las funciones para
las cuales el conjunto {n € N : g(n) # 0} es finito. Viendo a 2% como
subespacio de RN podemos identificar a FIN como un subespacio de 2NN .
Esta topologia coincide con la topologia generada por la métrica en FIN
definida al comienzo del Capitulo 1. Es decir, dados s,r € FIN se tiene que

1
d(S,T) — m

Recordemos del Analisis que una funciéon f entre dos espacios métricos
(X,dx) y (Y,dy) se llama de Lipschitz si existe un nimero real K > 0,
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llamado la constante de Lipschitz, tal que para cada x,y € X se tiene que

dy (f(x), f(y)) < Kdx(z,y).

Sea F C FIN y supongamos que ¢ : F — FIN C ¢y es una funcién de
Lipschitz entre los espacios métricos F y FIN con constante de Lipschitz
K < 1. Entonces se cumple que

1 1
omin(p(s)Ap(r)) — ~ 9min(sAr)’

En otras palabras min(sAr) < min(p(s)Ap(r)), para cada s,r € F. Esto
significa que para cada n < min(sAr) se cumple que ¢(s)(n) = ¢(r)(n), en
particular si s,r € Fy t C syt C r tenemos que o(s) [ t = ¢(r) | t. Esto
motiva la siguiente definicion la cual es una generalizacién de la definicién
4.1.

Definicién 4.6. Sean F C FIN y ¢ : F — ¢p una funcion.
1) Decimos que ¢ es semi-Lipschitz si para todo t € ?E el conjunto
( P
{p(s) 1t:tCs yseF}
es finito.
(2) ¢ se dice de Lipschitz si para cada t € F-
Ho(s) [t:tCs yseF}H =1

Lema 4.7. Sean B una barrera en M y ¢ : B — cgp una funcion semsi-
Lipschitz. Entonces, existe N € [M]|* tal que ¢ restringida a B [ N es de
Lipschitz.

Demostracion: Para cada t € [M]|<* definamos

@1 2 By — coo
s—p(tUs) [t

Sean C = [M]<*> y P(t,X) la propiedad ¢; | (B; | X) es constante. Sea
X € [M]*>°. Como B; es una barrera en M/t tenemos que B; | (X/t) es una
barrera en X/t. Ademads, la condicién de que ¢ es semi-Lipschitz implica que
la imdgen de cada ¢ es finita. Por el Teorema de Ramsey existe Y C X/t
tal que ¢ | (B | Y) es constante y asi P(-,-) satisface (1) del Lema 1.44.
Trivialmente P(-,-) satisface (2) del mismo lema ya que si ¢; es constante en
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B: I X yY C X entonces @, es constante en B; [ Y. Por lo cual, el Lema 1.44
nos da N € [M]* tal que ¢; | (B; | N/t) es constante para cada t € [N]°.

Ahora veamos que N cumple la propiedad deseada. Fijemos t € B[ N =
Sean r,s € B | N tales que t Cry t C s. Entonces r \ t,s\t € B, | (N/t) y
asi

p(r) [t =pi(r\t) = ¢i(s \ 1) = ¢(s) ',
es decir ¢ es de Lipschitz restringida a la familia B [ V. |

Definicién 4.8. Sean F C FIN y ¢ : F — ¢o una funcion.

(1) Decimos que ¢ es semi-fuertemente Lipschitz si para todo t € ?g’ el
conjunto

{p(s)min(s\t) : tCs y s € F}
es finito.
(2) ¢ se dice fuertemente Lipschitz si para cada t € ?E,
{o(s)min(s\t): tCs y seF} =1

Lema 4.9. Dadas B una barrera en M y ¢ : B — cop una funcion semi-
fuertemente Lipschitz, existe N € [M]> tal que ¢ | (B | N) es fuertemente
Lipschitz.

Demostracion: La demostracion es analoga al Lema 4.7. Definimos la fa-
milia C = [M]<* y P(t, X) la propiedad de que la funcién
Ot - Bt — R
s @(t U s)(min(s))

es constante restringida a B; [ X. Nuevamente el Teorema de Ramsey, el
cual podemos aplicar ya que ¢ es semi-fuertemente Lipschitz y por ello cada
¢ tiene rango finito, nos dice que P(-,-) satisface las hipétesis del Lema
1.44. Sean N € [M]*° como en dicho lema, r,s € B [ N y ¢t un segmento
inicial comun de r y s, entonces r \ t,s \ t € B, [ (N/t) y por lo tanto

e(r)(min(r\ 1)) = ¢(r \ t) = (s \ 1) = ¢(s)(min(s \ 1)),
como queriamos demostrar. |

El siguiente lema se prueba de manera idéntica al Lema 4.2.
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Lema 4.10. Si ¢ : F — ¢ es fuertemente Lipschitz, entonces ¢ es de
Lipschitz. |

El reciproco del resultado anterior en general no se cumple, un ejemplo
facil de una funcién ¢ : FIN — ¢y de Lipschitz que no satisface la condicién
fuerte de Lipschitz es el siguiente: sea (z,)neny € ¢p una sucesién estricta-
mente decreciente y definamos para cada s € FIN

T, Sin € s,

em={ o Gnet
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