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Resumen

En esta tesis proponemos un método de dos niveles para resolver numéricamente
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) mediante el uso de Funciones de Base Ra-
dial (FBR). Las FBR han tenido un fuerte impacto en la soluciéon de EDPs en la
ultima década. No obstante uno de los problemas mas importantes que presentan
estos métodos es que el nimero de condicionamiento de la matriz del correspondi-
ente sistema lineal de ecuaciones aumenta al incrementarse el nimero de nodos. Lo
anterior representa un obstaculo para la solucion de problemas reales de gran escala,
una de las necesidades mas importantes del mundo moderno.

Para enfrentar el problema de mal condicionamiento, se han formulado difer-
entes estrategias entre las que destacan los métodos de precondicionamiento y los
métodos de descomposicion de dominio. En trabajos recientes se han estudiado los
métodos de Schwarz tanto aditivo como multiplicativo para los métodos de colo-
cacién asimétrico y simétrico. Como es bien sabido, los métodos clésicos tales como
diferencias finitas, elemento finito o volumen finito, al aplicar la técnica de descom-
posiciéon de dominio con el incremento en el nimero de subdominios, en general estos
métodos no convergen. Este fendmeno se observa también para el caso de técnicas
de descomposicién de dominio mediante funciones de base radial.

Para los métodos antes referidos, una solucién para el problema descrito consiste
en utilizar los llamados métodos de Schwarz de dos niveles. Se entiende por un
nivel un método que utilice una sola malla. De esta manera un método de dos
niveles utiliza una segunda malla. La finalidad de esta segunda malla es lograr que la
comunicacién local entre los subdominios sea global, optimizando asi la transmision
de informacién entre subdominios lejanos. Es importante destacar que la principal
limitacion para la convergencia de los métodos de un nivel es la comunicacién local
al aumentar el nimero de subdominios. Hasta donde se tiene conocimiento, no existe

en la literatura una formulacién equivalente para los métodos de FBR.
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En este trabajo formulamos el algoritmo de tipo Schwarz aditivo de uno y dos
niveles. Resolvemos numéricamente tres EDPs estacionarias aplicando ambos méto-
dos, utilizando colocacién asimétrica y la FBR de placa delgada (TPS). El método
de dos niveles como se esperaba, al hacer la comparacion con el método de un nivel,
mostré superioridad al disminuir significativamente el niimero de iteraciones asi co-
mo un menor error al incrementarse el nimero de subdominios. El método de dos
niveles no fue efectivo para una EDP cuya solucién presenta un alto gradiente. Hoy
en dia ya existe una teoria que trata esta problematica, pero queda fuera del alcance

de este trabajo.
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CAPITULO 1

Introduccion

Durante la iltima década, los métodos de funciones de base radial para la solucién
de ecuaciones diferenciales parciales han producido un impacto tanto en la ingenieria
como en las matematicas. En la literatura se pueden encontrar varios enfoques para
las solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs) usando Funciones de Base
Radial (FBRs), entre los cuales destacan los trabajos pioneros [33, 34] donde se
formulan por primera vez los métodos de colocacion. La version simétrica de este
enfoque se plantea en [13]. Durante este periodo se formulan ademads, los métodos de
cuadratura diferencial [49], el método de soluciones fundamentales [19], el esquema
de Galerkin [55], el método de reciprocidad dual [69, 18], entre otros.

Los métodos anteriores han tenido ya un impacto considerable en diferentes cam-
pos aplicados, de los cuales destacamos: mateméticas financieras [22, 29], transferen-
cia de calor [73], problemas de valor inicial [27], ecuacién no lineal de Burger [28],
conveccién difusion [5, 36, 74, 30], ecuaciones diferenciales elipticas [48], modelacién
de aguas de poca profundidad [38, 25, 61], campo superficial del viento [21], flujo en
cavidades [70], modelos mixtos bifésico y trifdsico [26, 23], geofisica y dindmica de
fluidos [1, 15]. La diferencia fundamental que distinguen a los métodos de funciones
de base radial, respecto a los métodos clasicos como Diferencias Finitas, Elemento
Finito o Volumen Finito, es que a diferencia de estos tltimos los primeros no re-
quieren de construccién de mallas. Otra de las ventajas mas importantes de estos
métodos es que son algoritmicamente mas simples que las técnicas clasicas, pues
se ajustan con facilidad tanto para casos que involucran altas dimensiones como
para fronteras mas complicadas. Ademas, puede alcanzarse convergencia exponen-
cial cuando se incrementa el nimero de nodos, (ver [3]).

Por otra parte, los métodos de colocaciéon mediante funciones de base radial, dan
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lugar a un sistema de ecuaciones lineales en donde la matriz de discretizacién es
mal condicionada cuando el nimero de nodos aumenta, (ver [43]). Para enfrentar
este problema se han utilizado de forma destacada las técnicas de descomposicion
de dominio y de precondicionamiento.

En relacion a las técnicas de descomposicion de dominio, mediante colocacién
asimétrica existen varios antecedentes en la literatura. En particular para problemas
estacionarios tenemos [68, 36, 39, 37|, y para problemas no estacionarios, [42, 60, 6].
Los trabajos anteriores se han formulado para técnicas de Schwarz con traslape, tan-
to aditivas como multiplicativas. La convergencia de estos métodos se ha presentado
recientemente en [75], para el caso de dos subdominios.

Como se sabe los métodos aditivo y multiplicativo de Schwarz aplicados con
descomposicion de dominio y que actualmente se investigan en el ambito de funciones
de base radial, tienen una limitacion importante al requerir un ntimero de iteraciones
considerablemente alto en su proceso, ademés de que no convergen al aumentar el
nimero de subdominios. Para resolver lo anterior, proponemos utilizar un método
iterativo de dos niveles que incorpore una segunda malla cuyo espaciamiento sea
mayor que el de la primera malla. Es aqui donde radica la contribucién de este
trabajo, pues en lo que se refiere a FBRs, este método conocido como método de dos
niveles aun no se ha investigado.

En esta tesis presentamos tres algoritmos. El primero es meramente el método
de Schwarz aditivo con descomposiciéon de dominio con traslape, o sea, un nivel.
El segundo, es del tipo dos niveles y el tercero es una variacion del segundo en
términos de residuales. Esta formulacion se hace con el objeto de investigar si el
algoritmo de dos niveles es estacionario, es decir, si el nimero de iteraciones no
cambia con el incremento de subdominios. Para esto, se estudian numéricamente
tres problemas estacionarios en EDP, para los cuales realizamos la codificacion y
ejecucion de los programas correspondientes a los dos primeros algoritmos en el
lenguaje de programacion C++ bajo el sistema operativo LINUX. En el primer
programa se aplica el algoritmo de un nivel y en el segundo programa se incorpora
la malla gruesa.

En el capitulo 2 se exponen distintos conceptos sobre funciones de base radial. En
el capitulo 3 se describen los métodos de colocacion tanto asimétrica como simétrica
para un problema estacionario y no estacionario en ambos casos. En el capitulo 4,
se abordan los métodos aditivo y multiplicativo de Schwarz con descomposicién de
dominio con traslape asi como los andlisis de Fourier Clésico para la ecuacién de

Laplace y Helmholtz. El capitulo 5 se dedica a la exposiciéon de diferentes conceptos
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que dan lugar a la justificacion del método de dos niveles. El capitulo 6 expone los
resultados de las ecuaciones analizadas.

Cabe destacar que este es un primer paso para el entendimiento de cémo utilizar
la idea de dos niveles mediante funciones de base radial, ya que en este trabajo
solamente utilizamos mallas cartesianas, y como se sabe las FBR, una de sus carac-
teristicas principales, es que son libres de malla. Sin embargo esto tltimo es un tema

para investigaciones futuras.



CAPITULO 2

Aproximacion de funciones con FBR

En este capitulo expondremos la teoria bésica de la interpolacién con FBRs basando-
nos en dos enfoques, el primero de tipo algebraico en donde definimos el problema de
interpolacion y estudiamos la existencia y unicidad del mismo, ver [20, 34, 1, 46, 14,
40, 51, 41]. En el segundo enfoque de tipo Hilbertiano, abordamos la convergencia
del interpolante dando algunas cotas del error para diferentes FBRs. Esta teoria es el
fundamento para los métodos de colocacion que exponemos en el siguiente capitulo.
Este material es tomado de [58, 15].

2.1. El problema de interpolacién

En muchas disciplinas cientificas nos encontramos con el problema de que dado
un conjunto de datos, necesitamos encontrar una funciéon S que proporcione un
“buen” ajuste para los datos. Un buen ajuste puede ser entendido de diferentes
maneras, en nuestro caso el criterio en que nos basamos es que S sea exacta para
los datos del problema en cuestién. Este enfoque es llamado interpolacion, y si los
datos no estdan en una malla uniforme o regular, el proceso se llama interpolacion
de datos aleatorios.

A continuacién definimos el problema de interpolacién para datos aleatorios.

Definicién 1 Dados los datos (x;,y;), 7 = 1,2,---,N con x; € R?, y; € R,

encontrar una funcion continua S tal que S(x;) =vy;, j=1,2,--- ,N.

Como x; estd en un espacio d-dimensional arbitrario R? significa que el pro-

blema anterior nos permite abordar muchos tipos de aplicaciones. Si d = 1 los datos
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podrian ser los valores observados sobre cierto periodo de tiempo. Asi los x; son
nimeros reales. Si d = 2 podriamos pensar que los datos se obtuvieron de una re-
gién plana y los x; corresponden a las dos coordenadas en el plano cartesiano. Para
d = 3 es completamente andlogo al caso d = 2, s6lo que ahora estariamos en el
espacio y este caso es posiblemente el mas importante en ciertas aplicaciones; como
ejemplo podriamos estar interesados en la distribucion de la temperatura dentro de
algin cuerpo solido. Los ejemplos para dimensiones mayor a 3 pueden no ser intui-
tivos, pero existen varias aplicaciones, i.e., en finanzas, optimizacién, economia o
estadistica e inteligencia artificial, en donde estos casos son importantes.

Una manera comun y conveniente para abordar el problema de interpolacién
de datos aleatorios, es el de suponer que S es una combinacion lineal de ciertas

funciones base By, i.e.,

S(x) = cBi(x), x € R?
k=1
Resolviendo el problema de interpolacion bajo este supuesto obtenemos un sis-

tema lineal de ecuaciones de la forma
Ac=y

donde las entradas de la matriz de interpolacién A estan dadas por Aj, = By(x;),
jak = 1727'” 7N7 c= (ChCQa"' 7CN)T Yy= <y17y27”' 7yN>T'
Este problema diremos que esta bien planteado si existe una solucion y esta es

Unica, en otras palabras si y s6lo si A es no singular.

2.2. Enfoque algebraico

En este enfoque iremos desarrollando el problema de interpolacién a través de
distintos tipos de funciones, todas radiales, pero con el objetivo de que el problema
sea bien planteado.

Como punto de partida y con objeto de ilustrar el concepto de funcién de base ra-
dial, escogeremos una funcién bien identificada en muchas ramas de las matematicas.

Esta es la Gaussiana

o(r) = e’(”)Q, r € R.
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El pardmetro ¢ se relaciona con la varianza o? de la funcién de distribucién normal

por 2 = 1/(20%). Si componemos la funcién Gaussiana con la funcién distancia

Euclidiana || - || obtenemos, para cualquier centro fijo &) € RY, una funcién de varias
variables
_ 2 _xm. 2
Oy () = e~ o=l x € R

En términos de ¢, la funcién de varias variables anterior queda

i () = ¢([lx — z;]|)
de aqui el nombre de funcién de base radial.

Definicién 2 Una funcién ® : R? — R es llamada radial, si existe una funcién
¢ :[0,00) = R tal que:

(@) = ¢(r), donde 1=,

En esta definicién || - || usualmente es la norma Euclidiana en R?. En la tabla 2.1
se muestran una serie de funciones de base radial. Note que utilizando la igualdad

®(x) = ¢(r), en algunas ocasiones usamos ¢(r) para referirnos a ¢(x).

Ntcleo Radial Nombre Tipo de Soporte
o(r) = r??logr Placa delgada Suave a tramos
o(r) = Vr? + ¢? Multicuadrica (G

o(r) = (Vr* + 62)_1/2 Inv. Multicuddrica C*°
o(r)=e"¢ Gaussiana c

P(r) = (1—|r])i Wendland Compacto

Tabla 2.1: Diferentes tipos de FBR.

De la definicién 1, vemos que para una funcién radial ®
1] = [zl = (1) = P(2), ), @, € R?

En otras palabras, el valor de ® en cualquier punto que se encuentre a una cierta
distancia fija del origen, es constante. Asi, ® es radialmente simétrica sobre su centro.

Los interpolantes de funciones de base radial, tienen la importante propiedad de
ser invariantes bajo todas las transformaciones Euclidianas, es decir, las traslaciones,

las rotaciones y las reflexiones. Por esto se entiende que no importa si primero cal-
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culamos el interpolante radial y después aplicamos una transformacion Euclidiana,

o si primero transformamos los datos y después calculamos el interpolante radial.
Ahora bien, el problema de interpolacién dado en la definicién 1, de suponer que

S es una combinacién lineal de ciertas funciones base, ahora lo podemos plantear

como una combinacién lineal de funciones radiales ®;, es decir,
N
S(x)=> MOi(z), =xeR’ (2.1)
k=1

La expresién (2.1) la podemos expresar como un sistema de ecuaciones lineales,
A=y (2.2)

donde A, = @y (x;) para j,k=1,2,--- N, A= (A1, Ag, - - 7/\N)T,
y = (y1,Y2, ,yN)T y @, es alguna de las FBR de la tabla 2.1.

Para que el sistema (2.2) tenga solucién unica, la matriz A debe ser invertible.
Como A esta en términos de una FBR, una manera de asegurar su invertibilidad es
que P sea definida positiva. Definimos entonces primero una matriz positiva definida

y posteriormente una funcién positiva definida.

Definicién 3 Una matriz real simétrica A es llamada semidefinida positiva si su

forma cuadrdtica asociada es no negativa

N
>N NNA >0, (2.3)

i=1 j=1

para X = (A, Mo, -+, An)T € RY. Si ademds, el winico vector X que hace que (2.3)

sea cero es el vector cero, entonces A se llama definida positiva.

Un resultado conocido del algebra lineal es que los valores propios de una matriz
definida positiva son todos positivos. Entonces el determinante de este tipo de matriz
es positivo y la matriz es no singular. Esto es precisamente lo que se busca puesto
que el sistema dado en (2.2) tiene solucién tnica. Debido a que los elementos de la
matriz A dada en (2.2) estdn en términos de evaluaciones de una FBR, reformulamos

la definicién 3 en términos de funciones.

Definicién 4 Una funcion continua ® : R* x R* — R es llamada definida positiva

si para cualesquiera N puntos distintos &1, @y, - ,&x € R yc = (c1,¢9,++ ,cn) €
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R™
N N
ZZCjCiCD(mj?wi) >0
j=1 i=1

la funcion ¢ : [0,00) — R se llama definida positiva en R? si ®(x,y) = ¢(||x — y||)

es definida positiva.

La definicién de positiva semidefinida se obtiene cambiando la desigualdad estricta

> por >. El uso de una FBR definida positiva garantiza que la desigualdad
N N
cTAc:Zchcz-gzﬁ(Hmj —z;|) >0, ¢c#0
j=1 i=1

se cumple para cualquier conjunto de puntos. Entonces A es definida positiva y en
consecuencia invertible.
Mencionamos ahora algunas de las propiedades mas importantes de las funciones

(estrictamente) definidas positivas. El siguiente teorema enlista estas propiedades.
Teorema 1 Algunas propiedades bdsicas de funciones definidas positivas son

1. Combinaciones lineales no negativas de funciones definidas positivas son defi-

nidas positivas . Si ®1, Py, -+, D, son definidas positivas en R? y c; > 0,
7=1,2,--- n, entonces
n
CID(:I}) = chq)ja xTr € Rs,
j=1

es también definida positiva. Mds ain, si al menos una de las ®; es estric-
tamente definida positiva y la correspondiente c; > 0, entonces ® es estricta-

mente definida positiva.

4. Clualquier funcion definida positiva es acotada. En efecto,

[@(z)] < ©(0).

5. Si @ es definida positiva con ®(0) =0 entonces & = 0.
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6. El producto de funciones (estrictamente) definidas positivas es (estrictamente)

definida positiva.

La propiedad (3) demuestra que cualquier funcién definida positiva real debe ser

par, entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2 Una funcién continua de valor real ® es definida positiva en R? si y

solo si es par y

) cjad(@; — @) >0 (2.4)

j=1 k=1

para cualesquiera N puntos Ty, @z, -+, xy € RS, yc= (c1,cq, - ,cn)t € RV,
La funcién ® es estrictamente definida positiva en R? si la forma cuadrdtica 2.4

es cero solamente para ¢ = 0.

En la definicién 4 se caracterizan las funciones definidas positivas en términos de la
funcién de varias variables ®. Sin embargo al trabajar con funciones radiales tenemos
la igualdad ®(x) = ¢(||x||), esto nos indica que es conveniente también referirse a
la funcién univariada ¢ como una funcion radial definida positiva. Esto de alguna
manera es un abuso de notacién, no obstante es lo que comtinmente se encuentra en
la literatura.

Una consecuencia inmediata de la notacion anterior es

Lema 1 Si® = ¢(||-||) es (estrictamente) definida positiva y radial en R? entonces

O es también (estrictamente) definida positiva y radial en R? para cualquier o < d.

Ahora bien, para las funciones definidas positivas podemos dar un criterio para
decidir si una FBR es definida positiva. Iniciaremos por dar la definicién de una

funcion completamente mondtona.

Definicién 5 Una funcidn ¢ : [0,00) — R que pertenece a C[0,00) N C*(0,00) y

que satisface:
(D)%) >0, r>0,0=0,1,2,.. (2.5)
es llamada completamente mondtona en [0,00).

Ejemplos de funciones completamente mondétonas son

1. La funcién ¢(r) = €, € > 0, es completamente mondtona en [0, 00).
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—E&r

2. La funcién ¢(r) = =", ¢ > 0 es completamente mondtona en [0, 00) puesto

que

(—1)e () =ele™" >0,  £=0,1,2,...

1
3. La funcién ¢(r) = 55 B > 0, es completamente mondtona en [0,00) ya

(1+7)
que

(=) O () = (=1)*B(B+1) - (B+L—D)(1+r)P* >0, ¢=0,1,2,...

Algunas propiedades de funciones completamente monodtonas que pueden encon-

trarse en [4, 16, 59| son

= Un combinacién lineal finita no negativa de funciones completamente moné-

tonas es completamente mondétona.

= El producto de dos funciones completamente mondtonas es completamente

mondtona.

= Si ¢ es completamente monétona y 1) es absolutamente monétona (i.e., ) > 0

para toda ¢ > 0), entonces ¢ o 1) es completamente mondtona.

= Si ¢ es completamente mondétona y v es una funcién positiva tal que su deriva-

da es completamente mondtona, entonces ¢ o ¢ es completamente monotona.

El primer resultado que relaciona este concepto con funciones estrictamente definidas
positivas fue dado por Schoenberg [46], dando asi un criterio para la invertibilidad
del sistema de ecuaciones (2.2) y puede ser aplicado a la interpolacién de datos

aleatorios en R?.

Teorema 3 Si la funcion ¢ : [0,00) — R es completamente mondtona pero no

constante, entonces ¢(|| - ||?) es estrictamente positiva y radial en R? para cualquier

d.

Ejemplos de estas funciones completamente mondtonas y no constantes son
= O(r) = (r+ )P, ¢, >0
w P(r) = e~ c>0

A continuaciéon damos un resultado mas general que relaciona a las funciones defi-

nidas positivas.
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Teorema 4 ¢ : [0,00) — R es definida positiva en R y en todas las dimensiones

d si y solo si p(v/-) es completamente mondtona en [0,00) y no constante.

Aqui debemos comentar que hay funciones radiales que son definidas positivas
solo en algunas dimensiones especificas, mientras otras son definidas positivas para
dimensiones arbitrarias, una funcién de este tipo es la Gaussiana ¢(r) = e~ ¢ > 0.

Atn cuando este tipo de funciones son FBR validas para el problema de interpo-
lacién, hay FBR que no son definidas positivas, por ejemplo ¢(r) = r3. No obstante
hay una posibilidad de relajar la condiciéon de definida positiva a fin de abarcar mas
FBR que hagan del problema de interpolacién un problema bien planteado. Este

concepto es el de funcién condicionalmente definida positiva.

Definicién 6 Una funcion par continua de valor real ® en R? es llamada condi-

cionalmente definida positiva de orden m si

Y i@ — @) >0 (2.6)

=1 k=1

para cualesquiera N puntos distintos 1, Ty,....,xxy € R y e = (c1,...,cy)t € RY

que satisfacen
chzr:o-‘ =0, |aj<m, aeN{ (2.7)

La funcion ®, es llamada estrictamente condicionalmente definida positiva de orden
m §i para xTi,xs, ..., Ty distintos en R y ¢ distinto de cero implica la desigualdad
estricta en (2.6).

En esta definiciéon hemos utilizado la notacién multi-indice, es decir,
d _ al .02 Qg
aeNj, o= E a, v x* =z adr (2.8)

Note que si usamos funciones condicionalmente definidas positivas, el problema de
interpolacién dado en (2.1) por la matriz A de (2.2) podria ser singular si no se
cumple ¢’ Ac > 0, lo que es posible si ¢ satisface (2.7), por lo que hay que reformular
el problema.

Para los puntos dados {xy, @2, -+ ,xN} y los valores yi,y2- -+ ,yn, encontrar
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A cRY y B RM tal que

S(x) = Z \®(x;, ) + Z Bipi(x) (2.9)

S($Z> = Y, Z:172,"' ,N (210)
N
> Aipe(;) = 0, k=1,2,---, M (2.11)
j=1
donde p1, p, - -+ , s forman una base para el espacio P4, de polinomios de grado
menor o igual a m — 1 en d variables y cuya dimension es M = (d+T;_1).

De este modo, el correspondiente sistema de ecuaciones puede ser escrito en

forma matricial como:

(ﬁl(j)(g):(z) (2.12)

donde Ai,j = (I)(a}“ a:j), IDZ'J = pj(a:i), A€ ]RNXN, Pec RNXM, AE ]RNXI, ,6 € RMXI,
y € RV*L y 0 € RMX1,
Para investigar si la matriz resultante del problema de interpolacion reformulado

es invertible, necesitamos el concepto de conjunto unisolvente.

Definicién 7 Llamamos a un conjunto de puntos X = {x,, @y, - ,xy} C R? m-
unisolvente si el unico polinomio de grado a lo mads m que interpola los elementos

cero en X es el polinomio cero.
pePy y pai)=0, 1<i<N=p=0

Para dar un ejemplo necesitamos el siguiente teorema

Teorema 5

= Los monomios x — x®, © € RY, a € N son linealmente independientes.

. dimP?, = (")

3
2

dos variables describe un plano en el espacio, este plano se determina de mane-

Como ejemplo consideremos dimP? = () = 3. Puesto que todo polinomio en

ra Unica por tres puntos si y sélo si estos tres puntos no son colineales. Entonces
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X = {x1, Ty, 23}, ; € R i = 1,2, 3, es l-unisolvente si y sélo si los puntos x; no
son colineales.

En términos de conjunto unisolvente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6 Sea ¢ condicionalmente positiva definida de orden m y X es un con-

gunto m-unisolvente. Entonces (2.12) tiene solucion tinica.

Entonces, para una funciéon condicionalmente definida positiva ¢ de orden m, una
solucién unica al problema (2.9) existe si &' es m-unisolvente. Ademds, un resulta-
do anélogo al teorema (4) es el teorema conocido como teorema de Micchelli que

enunciamos a continuacion.

Teorema 7 Sea ¢ € C[0,00) N C*(0,00). Entonces la funcion ® = ¢(|| - ||*) es
condicionalmente definida positiva de orden m y radial en RY para toda d si y sélo

si (—=1)mp™ es completamente mondtona en (0, 00).

Un resultado complementario de este importante teorema es

Teorema 8 Si ¢ es como en el Teorema 7 y no es un polinomio de grado a lo mds
m, entonces ® es estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m y es

una funcién radial en R? para toda d.

El teorema de Micchelli, es una poderosa herramienta para conocer la naturaleza
de funciones de base radial, pues mediante sencillos calculos de derivadas podemos
determinar si una funcion es completamente monodtona y asi caracterizar estas fun-
ciones. En la tabla 2.2 mostramos una lista de las FBR mas usuales en donde damos

el grado de polinomio necesario.

Nombre o(r) Parametros Polinomio
Placa delgada (—1)1+P/2y8 10g7 8>0,0e2N 1+(3/2
Multicuédrica (— )[5/21 r2+c2)P2 B>0,8¢ 2N [3]

Inv. Multicuddrica  (r? + ¢?)~7/2 B>0,3¢2N 0
Potencias (— 1)”3/21 8 B>0,8¢2N [3/2]
Gaussiana e c>0 0
Wendland (1- ) p(r) 8>0 0

Tabla 2.2: Funciones de base radial y el grado del polinomio.

Para ver como funciona el criterio del teorema 7 damos los siguientes ejemplos

para algunas FBRs.
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1. Las funciones:
o(r) = ()Pl r+a*? a>0,>03¢N
implican que
oM (r) = (=D)YB(B = 1)--- (8= [B] + )(r +a?)*
ast
(=D (r) = (B = 1)+ (B = [B] + 1)(r + a?)* 7]

es completamente monétona. Ademds, m = [3] es la m mds pequena, para la

cual (—1)"¢™ es completamente mondtona. Por lo tanto, el multicuddrico
o(r) = (D10 +a?)?, a>0,5>0

es estrictamente condicionalmente definido positivo de orden m > [3] y es

radial en R? para toda d.

2. Las funciones
o(r) = (=1)121r P23 > 0,8 ¢ 2N
implican que:

o® (r) = (—1)1/?] s

S (5-1) (5 hea) ot

asi, (—1)1P/21pkI8/21) es completamente monétona y m = [3/2] es la m més
pequena, tal que (—1)"¢™ es completamente mondtona. Por lo tanto, las po-

tencias
o(r) = (=1)IF21P 1P 8> 0,8 ¢ 2N

son estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m > [§] y

son radiales en R¢ para toda d.
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3. El spline de capa delgada

®(x) = (-1)"z|*log x|, keN

15

es estrictamente condicional definido positivo orden m > k 4 1 y es radial en

R? para toda d. Para ver esto observamos que
20(z) = (1) 2" log ||z|*, keN
sea entonces:
o(r) = (=1)*r*logr, keN
y asi
V() = (=) (k= 1) (k= 1+ 1)r*logr + pi(r),
con p; un polinomio de grado k — [. Asi,

o® (1) = (=1)"*kllogr + C

k!
(k+1) _(__1\k+1™
() = (—1)H1E

son completamente mondétonas en (0, 0o).

Paralas FBR que son condicionalmente positivas definidas como el multicuadrico

o(r)=(r+) +a

(2.13)

con parametro ¢ y término constante a y que es de orden 1, Micchelli demuestra

que la interpolacién con una funcién de este tipo es posible sin tomar en cuenta el

término constante. Enunciamos el teorema.

Teorema 9 Sea ¢ una funcion estrictamente condicional positiva definida de orden

1y que ¢(0) < 0. Para cualquier conjunto de puntos distintos @, xq, - - -

, TN € R¢

la matriz A con entradas A; ; = ¢(x; — x;) tiene N — 1 valores propios positivos y

1 negativo, y entonces A es no singular.
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Hemos incluido en las tablas 2.1 y 2.2 las FBR de soporte compacto. A conti-
nuacion abordamos este tipo de funciones radiales. Especificamente nos enfocamos
a estudiar qué condiciones se deben cumplir para que sean de soporte compacto,
estrictamente definidas positivas y radiales en R? para una d fija. Hay diferentes tipos
de FBRs de soporte compacto, ver por ejemplo [54, 67], en particular expondremos
las de tipo Wendland. Estas funciones estédn definidas en el intervalo [0, 1] y fuera
de éste toma el valor cero. Con el siguiente teorema, tenemos las condiciones para

construir estas funciones.

Teorema 10 Las funciones ¢4y, son estrictamente definidas positivas y radiales en

R? y son de la forma

pd,k‘(r)a Ogrgl
Gak =
0, r>1,

con un polinomio univariado pqy, de grado |d/2] + 3k + 1. Ademds, par € C*(R)
es unica con excepcion de un factor constante, y el grado del polinomio es minimo

para un espacio de dimension d dado y con diferenciabilidad 2k.

Estas funciones de Wendland se pueden escribir de una manera simple como
Oy = (1—7)ip(r), k>0

donde ¢ = |d/2] + k + 1 es la exponenciacion, ()4 es la funcién de truncada deter-

minada por

(2) :{x, x>0

0, <0
p(r) es un polinomio, 2k el orden de diferenciabilidad de la funcién
r=|z -,z z; € R

En la tabla 2.3 tenemos las posibles selecciones de ¢4 para una dimensién fija
d (impar). El simbolo = denota la igualdad hasta por un factor positivo.

El interpolante S(x) con estas funciones de soporte compacto toma la forma

S(@) =Y Noax(llz — ;)

Jj=1
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Dimensiéon d  FBR Diferenciabilidad 2k
d=1 $r0=(1-71)t co
$11=(1—=r)3(3r +1) c?
$12=(1—r)%(8r* +5r+1) O
d<3 ¢37() = (]. — T)%r CO
31 =(1— r)i(4r +1) C?
¢32 = (1 —r)%(35r% + 18r + 3) ct
P33 = (1 —7)5(32r + 25r% + +8r 4+ 1) "
d < 5 ¢570 = (1 — T)i CO
¢51 = (L—r)5(5r+1) c?
P50 = (1—7’)3_(161“2—4—71"4—1) ct

Tabla 2.3: FBRs de Wendland de soporte compacto.

2.3. Enfoque Hilbertiano

Con el objetivo discutir la estimacion del error del interpolante mediante FBRs
es necesaria su interpretaciéon en un espacio de Hilbert. Comenzamos definiendo
lo que es un nucleo reproductor para un espacio de Hilbert. Las funciones FBR
definidas positivas son vistas como ntucleo reproductor y los espacios generados por
estos nucleos se llaman espacios nativos.

Un espacio de Hilbert real es un espacio vectorial, con un producto interno (-, -)

que es una una forma bilineal que cumple con las siguientes condiciones

(t+y,2) = (2,2)+(y2)
(az,y) = alz,y)
(z,y) = (y,2)
(x,x) > 0
(r,z)y =0 = =0
Este producto interno induce una norma || - || via ||z| = (z,z)/?. Esta norma
induce una métrica d(z,y) = || — y|| con la cual el espacio es completo. Es decir,

toda sucesién de Cauchy converge a un elemento del espacio. Algunos ejemplos de

espacios de Hilbert son
= Rz, y) =2’y
= Lo (w,y) = [a(t)y(t)dt
i (z,y) = 20 Tt

Ahora bien, el espacio de Hilbert L, es demasiado “grande”, contiene por ejemplo
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muchas funciones que no son suaves lo que implica que no tiene un ntcleo repro-
ductor asociado. Un enfoque para obtener un espacio de funciones “suaves” es el de

construir un espacio de Hilbert a partir del nicleo reproductor.

Definicién 8 Sea 'H un espacio de Hilbert real de funciones f : @ — R. Una funcion

K : Q) xQ — R se llama nicleo reproductor de H si

» K(z,-) € H para toda x € Q

w f(x) = (f, K(-,x)) para toda f € H y toda x € 2
donde (-, )y es el producto interno del espacio de Hilbert H.

Como observaciones principales tenemos que el ntucleo reproductor es tnico y
que existe una fuerte conexion entre la funcional de evaluaciéon puntual y el ntcleo

reproductor.

Definicién 9 Una funcional 64 : H — R se llama funcional de evaluacion puntual
para x € Q sobre H si 0z(f) = f(x) para todo x € H.

Para espacios de Hilbert y funciones f : 0 — R, los siguientes enunciados son

equivalentes
1. 6z € H*, x € , o sea, las evaluaciones son lineales y continuas.
2. 'H tiene un ntcleo reproductor.

La definicién 8 nos muestra que H consta de todas las funciones de la forma

Z (@;,") (2.14)

dado un x; € Q.

Sea f € 'H, entonces el producto interior esta dado por
N N
Z ZC CkK iL'J,iL‘k>
7=1 k=1

Lo que pretendemos hacer es que dado un espacio de Hilbert, construir el nicleo

reproductor K asociado a H. Entonces definimos a

Hg(Q) =gen{K(-,x):x € Q}
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con la siguiente forma bilineal asociada

N

<ZCjK('7mj)7Z (> Yr)) chjdk mjvyk)

j=1 k=1 j=1 k=1

=2

Definicién 10 Un espacio preHilbertiano H es un espacio lineal de dimension in-
finita no completo, es decir, en el que no toda sucesion de Cauchy converge a un

elemento del espacio H.

Teorema 11 Si K : Q2 x Q — R es un nicleo simétrico estrictamente definido
positivo, entonces la forma bilineal (-, ) define un producto interior en Hy ().

Mas ain, Hg(S2) es un espacio preHilbertiano con nicleo reproductor K.

A continuacién definimos el espacio nativo N () de K, o espacio Hilbertiano
definido a partir de K, como la completez de Hg(€2) con respecto a la K-norma
I [l por lo que |[fllx = |[fllvy () para toda f € Hy(€2).

El siguiente teorema relaciona el concepto de espacios de Hilbert via nticleo repro-

ductor, identificando a los niicleos reproductores como funciones definidas positivas.

Teorema 12 Sea Ny el espacio nativo definido por el niicleo reproductor K : Q x
Q — R, entonces K es semi-definida positiva. K es definida positiva si y solo si los

funcionales de evaluacion puntual son linealmente independientes en N:.

Para el caso especial de las funciones estrictamente definidas positivas de la forma
élx —y) = K(z,y) vy Q = R? podemos dar una caracterizacién de los espacios

nativos en términos de la transformada de Fourier generalizada .

Teorema 13 Sea ® € C(RY) N Ly(R?Y) una funcién de valor real estrictamente

definida positiva. Definimos

Ho(RY) = {f € Ly(R) NC(R") : L € Ly(R")}

e

y este espacio tiene la siguiente forma bilineal

I L))

(fs D rHome) = (f g)LRd: =
) 3 (R%) /—<2ﬂ-)d (i)’\/g 2(R%) /—<271-)d R @(w)

Entonces Ho(RY) es un espacio de Hilbert real con producto interno (-, )y ra) Y
nicleo reproductor ®(- — ). Asi, Ha(RY) es el espacio nativo de ® en R, es decir,

Ha(RY) = Ny (R?) y ambos productos interiores coinciden.
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Otra caracterizacién del espacio nativo se puede formular en términos de las
funciones propias de un operador lineal asociado con el nicleo reproductor. Este
operador, Ty : La(Q) — La(Q), estda dado por

To(v)(x) = /Q(I)(:c,y)v(y)dy, vE Ly(QN), xe

Para los valores propios A\, k = 1,2,--- y funciones propias ¢, de este operador el

teorema de Mercer establece

Teorema 14 Sea ®(-,-) un nicleo continuo definido positivo que satisface
/ O(x, y)v(x)v(y)dedy > 0, para todo v € La(2), @,y € (2.15)
Q

Entonces ® puede representarse por

O(x,y) = Y Mdi(T)on(y), (2.16)

donde A\ son los valores propios no negativos y ¢ son las funciones propias de Ty
(Lo-ortonormal). Ademds esta representacion es absoluta y uniformemente conver-

gente.

Se puede interpretar la condicién dada en (2.15) como un tipo de integral definida

positiva. Como es usual, los valores propias y funciones propias satisfacen Tg¢ =
Ak @k O

En general, el teorema de Mercer nos permite construir un ntcleo reproductor de
un espacio de Hilbert H via representando las funciones en H como una combinacién

lineal infinita de las funciones propias, i.e.,

H:{f:fzz%qﬁk}.
k=1

Es claro que el niucleo ® esta contenido en H pues tiene una expansion de funciones

propias (2.16). El producto interno para H esta dado por

o0 [e.o]

(Fg)n =05, > dud) =) %
k=1 k=1

i=1
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donde hemos usado la H-ortogonalidad

N

de las funciones propias.

(95, Pr)m

Podemos notar que ® es de hecho el niicleo reproductor de H pues la expansién

de funciones propias (2.16) de ® y la ortogonalidad de las funciones propias implican

(f,e(x))n = (Z cidi, Y Mbrodi(T))n

k=1 A
= ) adk@) = f(x)

Finalmente, se tiene que el espacio nativo Ng(Q) estd dado por

MD(Q):{feLQ ED DL TSI <oo}
k=1

y el producto interno de este espacio puede escribirse como

1
Z)\_k f’ (bk L2 (2 <g7¢k>L2(Q)7 f,g ENq)(Q)

oo
k=1
Como N3 (€2) es un subespacio de Ly(€2) esto corresponde con los elementos ¢, =
(f, k) Lo() de los coeficientes de la transformada de Fourier generalizada que se
discute en los siguientes parrafos.

Esta caracterizacién de los espacios nativos para funciones definidas positivas
se puede extender para FBRs condicionalmente definidas positivas. A continuacion,
ilustraremos de dénde viene el teorema 13 y de qué forma se puede extender para
FBRs condicionalmente definidas positivas.

Primero enunciemos el Teorema clasico de Bochner :

Teorema 15 Una funcion ® es definida positiva si y solo si, existe una funcion no

decreciente acotada w € L*(R?), tal que ® es la transformada de Fourier de w, i.e.

® = w(¢)
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donde
@(5) — / w(m)e—Qm<w,£>dm
Rd

y<xz &>, x,& R es el producto interior en R,

El teorema de Bochner podria caracterizar al espacio nativo de una funcién

condicionalmente definida positiva, pero esto no es posible por las siguientes razones:

= Requiere que la FBR tenga transformada clasica de Fourier, cosa que no es

cierto para la mayoria de las FBR.
= Solo es vélido para funciones estrictamente definidas positivas.

Esto nos conduce a trabajar con la transformada de Fourier generalizada. Sea
B={®c CMRY: |®(x)| < |p(x)| para algin p c P}

donde PT es el espacio de polinomios sobre R%. Ahora podemos definir la transfor-

mada generalizada

Definicién 11 La Transformada de Fourier generalizada de ® € B, es una fun-

cional lineal del espacio de funciones de prueba de descenso rapido dado por:

S = {p € C=(RY) ‘ lim z"D'p(x) =0 p,v e N} (2.17)

x|—o0
Cualquier funcional acotada de S es llamada distribucion temperada.

Ahora bien, la transformada clasica de Fourier de ¢ esta dada por:

40 = [ e i

con inversa:

1
o

5() / o (€)e<E ig

Usando esta notacién, podemos reescribir la transformada de Fourier generalizada

CO1mo:
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Definicién 12 Dada ® € B. Entonces la transformada de Fourier generalizada o

de ® es la funcional lineal de B dada por:

B(9) = / () ple)dz (2.18)
donde p € S.

Definicién 13 Sea ® € B. Entonces su m-ésima transformada de Fourier genera-

lizada esta definida por:

()n(6) = / B (x)p(x)da (2.19)

R4

donde p € S,, ¥

Su=lpes| [ g@eim=0, e}
R4

A partir de aqui usamos un importante teorema debido a Madych y Nelson [63].

Teorema 16 Sea ® € B tal que:
b = (@0)om (2.20)
donde w es una funcién no negativa en R? que cumple:
| lera@ig <oy [ e <o (221)
1€1<1 1€1>1
Entonces para N puntos arbitrarios x1,xs, -+ , Ty en R, ® es condicionalmente

definida positiva de orden m

A continuacién tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 14 Un semi-producto interior es una forma bilineal que posee todas las
caracteristicas de un producto interior, excepto que no es definida positiva. Esto

ultimo significa que el espacio nulo de la forma bilineal no es el cero.

Definicién 15 Un semi espacio de Hilbert H es un espacio de Hilbert equipado con

un semi-producto interior.

Definicién 16 Un semi-nicleo es un nicleo reproductor asociado a un semi pro-

ducto interior.
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En relacién a la definicion 16, si el espacio de Hilbert se descompone en la suma
directa del espacio nulo de la semi norma mas su complemento ortogonal, entonces

el semi-nicleo reproductor es un nicleo reproductor en el complemento ortogonal.

Entonces puede probarse, que si w satisface las condiciones del teorema 16, el espacio

dado por:
Hyp = {ul(@)m € L*(w™)}

con el semi-producto interior:

) = [ (@
R4
es un semi espacio de Hilbert. Notemos que:
vE Hw,Tﬂ? (U7u)w,m =0 s Yy sblo st v € Pm_l

Para resolver el problema variacional en H,,,,, es necesario garantizar la existencia

de un semi-nicleo reproductor. Este resultado esta dado por el siguiente Teorema:

Teorema 17 Sea ® € C(R?) una funcién radial tal que se cumplen (2.20) y (2.21).
Entonces ® es condicionalmente positiva definida de orden m en R?. Ademds, la
funcion h : R? x R? — R, definida por h(xz,y) = ®(x —y), es el semi-niicleo

reproductor de H,, p, .

Para caracterizar el ntucleo reproductor K, ,, de H,, ,,, note que si definimos el

espacio
Hg’m ={u€ Hym: |tt|wm =0},

entonces H,,, = H), ®P™'. Si denotamos como K? al niicleo reproductor de P~

entonces tenemos que K, ,, = h + K?. Dado que el nicleo reproductor de la suma

directa de dos espacios es la suma de los nicleos reproductores correspondientes.
Ahora podemos enunciar el siguiente teorema que nos da la caracterizacién del

espacio nativo para las funciones condicionalmente definidas positivas.

Teorema 18 Sea ® € C(R?) un funcion par condicionalmente definida positiva de
orden m € Ny. Suponer ademds que ® tiene transformada de Fourier generalizada P
de orden m que es continua en R\0. Sea G el espacio vectorial real que consiste de

todas la funciones f € C(R?) que crecen lentamente y que tienen una transformada
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de Fourier generalizada f de orden m/2 que satisface f/\/g € Ly(R%). Dotamos G

con la forma bilineal simétrica

f(@)g(w)

— (97)-4/2
R

Entonces G es el espacio nativo de ®, i.e. G = Np(R?), y el producto semi-interior
(s ), ((myey coincide con el producto semi-interior (-, -)g. Mds ain, cada f € Ng($2)

tiene la representacion

R o Q -
@) = Tpf(a) + (20) " [ fw) ( = Zpk«x»e*’““’) s

Finalmente y para completar lo referente a funciones definidas positivas, ademas de
la caracterizacion mediante funciones propias, el teorema 13 se puede generalizar

para un conjunto compacto mediante el siguiente teorema:

Teorema 19 Sea ® un nicleo simétrico definido positivo sobre un conjunto com-

pacto Q0 C R?. Entonces su espacio nativo estd dado por

n=1""

No () = {f € Ly(): ) pi|(f, on) Lo < OO}

y el producto interno tiene la representacion

[e.9]

1
Z — ([ 0n)12(2) (95 Pn) L2 f,9 € No(Q)

7’l
n=1

A continuacion abordaremos la convergencia del interpolante. Sera conveniente
trabajar con la representacion de Lagrange para el interpolante S. Esta idea fue
propuesta por Wu and Schaback [72]. Ya hemos comentado que para ® estrictamente

definida positiva, el sistema lineal
A=y

con A'L] - q)(wz_w])’ 27.] = ]-) 7N A= (Ah'” 7)\N)T Yy= (f<331>, 7f(a:N))
tiene solucién tnica. Ahora consideraremos algo mas general, A;; = ®(x;, ;).
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A fin de obtener las funciones cardinales base u}, j = 1,---, N con la propiedad
1 1=y
ul@) =4 7
0 i
parai,j =1,--- , N y con la condicién S(x;) = y;, sea el sistema lineal

Au*(x) = b(x)

donde A;; = ®(z;, x;), u* = (uf, - ,uly) yb=(P(,xy1), -, P(-,zy))T.

Para poder estimar una cota del error entre el interpolante y los datos, necesi-
tamos la funcién potencia. Sea Q2 C R?. Entonces dada ® € C'(Q x Q) y cualquier
conjunto de puntos distintos X = {x,--- ,zx} C Q y cualquier vector u € RV

definimos la forma cuadratica
N N N
Qlu) =d(x,x) —2 Z u; Oz, ;) + Z Z uiu;®(x;, x;);
j=1 i=1 j=1
con esto podemos definir

Definicién 17 Sea Q C R? y @ € C(Q x Q) una funcién estrictamente definida
positiva en RY. Para cualesquiera puntos distintos X = {xy,--+ ,xy} C Q la funcidn

potencia se define por

[Pox(2)]* = Q(u"(x))
donde u* es el vector de funciones cardinales dadas anteriormente.

Con lo anterior, podemos dar una cota genérica estimada del error

Teorema 20 Sea Q@ C RY un conjunto abierto, y supongamos ® € C?**(Q x Q)
una funcion condicionalmente definida positiva en ) de orden m con espacio nativo
Ns. Supongamos ademds que X es m-unisolvente. Denotemos al interpolante para
f € Ns(Q) en X por S entonces para cada x € Q

|[f(®) = S(@)| < Pox(@)]fllns@)

Por otro lado, si queremos expresar esta estimacién en términos de la densidad

de nodos para nodos con distribucién no uniforme X, requerimos de una distancia
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conocida como “fill distance”la cual se define como

h = hxq = sup min || — x|
2cQ TEX
Esta medida puede verse como el disco mas grande centrado en un nodo de X que
no contiene ningin otro punto de X. Entonces como el interpolante radial tiene
la caracteristica de que los nodos pueden ser aleatorios, es conveniente estimar la
cota del error en términos de esta distancia. Para dar un teorema que relacione esta

distancia primero definimos lo siguiente.

Definicién 18 Un conjunto Q C R? se dice que satisface la condicion de cono
interior si existe un dngulo 6 € (0,7/2) y un radio r > 0 tal que para cada x € )

existe un vector unitario &(x) tal que el cono
C(z,&(x),0,r) = {z+ Ay : y € R [lylla = 1,y &(2) > cosf, A € [0,7]}
estd contenido en €.

Teorema 21 Sea Q C R? abierto y acotado que satisface la condicion de cono
interior. Sea ® € C**(Q x Q) simétrica y estrictamente condicionalmente definida
positiva de orden m en R, Denotemos al interpolante de f € Np(Q2) en X (m —1)-
unisolvente por S. Fijar o € N¢ con |o| < k. Entonces existen constantes positivas

ho y C independientes de x, f y ® tal que
D% f(@) ~ D°S(@)] < CCal@) R flnio
con hx o < hg.

En el teorema anterior la cota del error estd en términos de C's. Se puede refinar
esta cota con el objetivo de no tener esa dependencia. Concretamente tenemos que

para cada £ € Ny |a| < £ se tiene
D f () — D*S(x)| < Coh"™ | f |0

siempre que f € Ng(Q2). Una cantidad considerable de trabajo se ha hecho en la
investigacion de la dependencia de Cj sobre ¢, ver por ejemplo [57].

Por otro lado, ver [64, 58], es posible derivar cotas més precisas para Gaussianas
y multicuddricos inversos cuya velocidad de convergencia es exponencial. Para esto

tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 22 Sea 2 un cubo en R, Sea ® = ¢(|| - ||) un funcion radial estricta
condicionalmente definida positiva tal que 1 = ¢(+/-) satisface | (r)| < 0IM* para
todo entero { > ly y todo r > 0, donde M es una constante positiva fija. Entonces

existe una constante ¢ tal que para cualquier f € Ng(Q)

If = Slleei@ < ™2 fln,@
para todo conjunto de datos X con una “fill distance” hxq suficientemente chica.
Ademds, si ) aiin satisface |19 (r)| < M*, entonces

—c|log hX,Q‘

1f =Sl <e "2 [[flla @

para hx o suficientemente chica.

En la tabla 2.4 mostramos algunas tasas de convergencia para distintas FBRs

donde o > 0 e independiente de h.

Nombre FBR Tasa de Convergencia
Gaussiana o(r) = e’ e—a/h
Multicuddrico o(r) = Vr?2 + ¢? e—a/h
Multicuddrico Inv. — ¢(r) = (Vr? + 02)_1/2 e/t
Potencia o(r) =P h

Placa delgada o(r) = r??logr he

Tabla 2.4: Tasas de convergencia para algunas FBR.

Es importante hacer notar que la FBR placa delgada, la cual usamos en esta
tesis, converge algebraicamente.

Hemos expuesto la base tedrica de la interpolacion con FBRs. Para relacionar
todo esto con la soluciéon nimerica de ecuaciones diferenciales parciales estan los
trabajos de Kansa [33, 34], donde por primera vez se propone la solucién numérica
de EPDs elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas mediante aproximacion via funciones
radiales. Esto consiste en aproximar la solucién u de la EDP por (2.1), en donde
las derivadas parciales son aplicadas a la funcién radial y el problema original se
transforma en resolver un sistema de ecuaciones lineales del tipo (2.2). En especifico
utiliz6 FBRs multicuddrico en dos dimensiones tanto en malla regular como datos
aleatorios, obteniendo excepcional precision. Este enfoque es conocido como método
de colocacion asimétrico y que elegimos implementar debido a la buena evidencia
numérica que ha reportado, ver [24]. El detalle de este enfoque junto con el enfoque

simétrico se trabajan en el siguiente capitulo.



CAPITULO 3

Solucion niimerica de EDPs usando colocacion

En este capitulo expondremos los métodos de colocacién asimétrica y simétrica

para problemas estacionarios y un problema dependiente del tiempo.

3.1. Problema estacionario

3.1.1. Colocacién asimétrica

Consideremos la ecuacién constitutiva del problema estacionario
Lu(z) = f(x) , Vx € Q C R?

Bu(zx) = g(x) , V& € 0Q C R? (3.1)

donde L es el operador diferencial, B es el operador de frontera, f(x) y g(x) son
funciones conocidas.
La idea central radica en suponer que la solucién u(x) es aproximada por una

combinacion lineal de FBRs
N
u(e) =Y No(lz - ¢;) + p(x) (3.2)
j=1

donde ¢;(||z — ¢;]|) : R — R es una FBR con centros ¢; € R%. \;,7 =1,..., N son

los coeficientes de las FBR desconocidas y p(x) es un polinomio de grado m.

29
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Para resolver la ecuacién (3.1) definimos los conjuntos de nodos

Cl = {(Cz)|z ,,,,, ng € Q} (33)
Cy = {(€)lngt1,matn, €O
C = Cl U CQ

donde ng4 son puntos interiores y n; son puntos frontera y total de nodos N = ng+ny,.

Ahora sustituimos la ecuacién (3.2) en la ecuacién constitutiva (3.1) para obtener

N

Lp(x;) + > NL"¢i(|lwi —¢il)) = fi,i=1,... ,ng (3.4)
Jj=1
N

Bp(a:) + > NB¢i(llzi —¢jll) = gi i =na+1,....na+m (3.5)

donde L*¢;(||x; — ¢j||) y B*¢,(||xi — ¢;||) denotan la aplicacién a los operadores
diferencial y de frontera sobre la FBR ¢ como una funcién del primer argumento y

evaluada en a;. Junto con las condiciones
Z Ajq(z;) =0, paratodo ¢ € P™

las ecuaciones (3.4) y (3.5) las podemos escribir en forma matricial como

M;. Pj A\ f
Mp: Pp ] =18
a
PT 0 0
donde

(Mpe);; = L7¢; ([l2: — ¢ll) z; €Crc el
(MBw)z g = B0 (|2 — ¢l]) z; € Cy,c;€C
(PL)” - Lp] (xl) €T; € C(1
(PB)i_p,; = i (%) x; € Cy

y pj denota el j-th término del polinomio p, y a son coeficientes relacionados con la
base {p1,p2, -, pdimpm}‘ Las dimensiones de cada submatriz las detallamos a con-
tinuacion para el caso especial en donde el polinomio es de grado dos bidimensional.
M. € RN Pp e R0 Mpg. € RN Pp e R»*¢ PT e RN y 0 € RO,
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Cabe resaltar que para este esquema de colocacién atin no estd demostrada la

invertibilidad de la matriz de coeficientes, siendo este un problema abierto.

3.1.2. Colocacién simétrica

Ahora formularemos la colocacién simétrica para el problema (3.1). En este es-

quema la funcién u(x) es aproximada por

ng ng+np
u(@) =Y NL¢i(lz—cil)+ D NBe(lz —cll) + p(a) (3.6)
j=1 Jj=nq+1

donde L¢y B¢ son operadores aplicados a la FBR como una funcién en el segundo
argumento y p un polinomio de grado m.

Ahora sustituimos la ecuacién (3.6) en (3.1) y usando los nodos definidos en
(3.3), obtenemos

Lp(m) + Y AL Lo¢;(||lz; — ¢)

j=1
ng+ny
+ > NLB (| —cil) = fi i=1, ng, (3.7)
j=ng+1
ng
Bp(a) + > N B"L¢;([l@: — ¢4l)
j=1
ng+mnp
+ > BB (| —cjl) = gii=na+ 1 na+np. (3.8)
Jj=ng+1

Tomando en cuenta que L°¢(x; — ;) y L*¢(x; — ;) son iguales en valor absoluto,
en términos de matrices y en forma simétrica, las ecuaciones (3.7) y (3.8) se escriben

como,

M?. Mjp Pp

Mpepe Mg Pp [)\]
Pt PL o0
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donde
(Mpere),; = LLe; ([l — ¢4)) z;, ¢; € O
(Mre); 5, = L7605 ([l — ¢) x; € C1,¢; € Cy
(Mze) i, = L& (12 — ¢4l1) z; € C1,¢j € Cy
MB); i, = 05 (i — ), xi,c; € Cy

y P, y P como en la seccién asimétrica.

En este esquema la matriz de coeficientes del sistema lineal de ecuaciones es
invertible; pero en contraste, es menos usado que el esquema asimétrico debido
a que se requiere mas diferenciabilidad en la FBR y en problemas no lineales se

incrementa su complejidad.

3.2. Problema no estacionario

Aqui presentamos la formulacién de los esquemas de colocacién asimétrico y
simétrico para un problema dependiente del tiempo, especificamente para la ecuaciéon

de conveccidén-difusion.

3.2.1. Colocacion asimétrica

Consideremos la ecuacién constitutiva del problema no estacionario

t
8ug, ) + Lu(x,t) = f(x,t) ,Y2 € QCRY ¢t >0
Bu(x,t) = g(x, t) Ve cOQ CRY >0 (3.9)

donde L es el operador diferencial de conveccién-difusion y B es el operador de

frontera. La ecuacion (3.9) requiere de la condicién inicial de la forma
u(zx,t) =up(x) ,t =0 (3.10)

donde f(x,t),g(x,t) y up(x) son funciones conocidas.

De nuevo suponemos que la solucién u(x,t) es aproximada por una combinacién
lineal de FBRs

N

@, t) =Y A1)z - ¢) (3.11)

j=1
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donde \;(t),j = 1,..., N son los coeficientes de las FBR desconocidas y depen-
dientes del tiempo. Aqui por claridad en la notacién omitimos utilizar polinomio
como en el caso estacionario.

Para resolver la ecuacién (3.9) usamos el conjunto de nodos C' definidos en (3.3).

Ahora sustituimos la ecuacién (3.11) en la ecuacién constitutiva (3.9) para obtener

N dn; N

— Gillw = ell) = filt) - S oNL (e —¢ll) v i=1,...,ng  (3.12)
J=1 j=1
N
ST B (|2 — ) = gi(t) i =na+ 1, ng (3.13)
j=1

donde L7¢;(||lx; — ¢j||) y B*¢;(||x; — ¢;||) denotan la aplicacién a los operadores
conveccion difusion y de frontera sobre la FBR ¢ como una funciéon del primer
argumento y evaluada en x;.

Las ecuaciones (3.12) y (3.13) las podemos escribir en forma matricial como

d

o, e (3.14)
dt

B*®A =g (3.15)

donde ®,4, L*®,; € R"*N X c RY, f ¢ R, B*®, c RN y g € R™.
Ahora discretizaremos el tiempo de la ecuacién (3.14). Una posibilidad es el
método RBF theta. Asf, usando la notaciéon A" = X(#"*1), donde t"+! = t" 4 6t e

introduciendo @-ponderacién (0 < 6 < 1), obtenemos

An+1 . An
Bx@bkn—i_l — gn+1 (317)

Si combinamos las ecuaciones (3.16) y (3.17) entonces

b, +05tL* P,
B*®,

By— (1—0)5tL*D,
0

An+1 —_

>\"+[ {H ] (3.18)
g

donde 0 € R™*N,
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La ecuacién (3.18) la podemos escribir como

AN =H'H A"+ H'F""! (3.19)
donde

H. - b, + 00tL* P, | Pa—(1-0)0tL7 Py

T B*®, T 0

y

Fn+1 _ 5tfn+1

gn+1

La ecuacién (3.11) se puede escribir como

u=AM\ (3.20)
donde

A= | Bt gy

@,

denota la matriz de Gram.
Finalmente, sustituyendo la ecuacién (3.20) en (3.19) obtenemos en su forma

iterativa
u't' = AH'H_A~'u" + AH'F""! (3.21)

Observemos que para el valor 6 = %, el método es incondicionalmente estable. Por
otro lado para la matriz H, no hay prueba de que sea invertible si 6 > 0 [24],
asi este esquema no es bien planteado en este caso. Si 8 = 0, solo la matriz de
Gram A requiere ser invertible. Como los puntos de colocacion son distintos, la

invertibilidad de A se garantiza por un resultado importante debido a Micchelli

[41].
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3.2.2. Colocacién simétrica

Ahora formularemos la colocaciéon simétrica para el mismo problema. En este

esquema la funcién u(x,t) es aproximada por

ng+ng

ZA Lbi(le —cill)+ D A(t)Bes(l|lx — ¢l)) (3.22)

j=ng+1

donde L¢y B¢ son operadores aplicados a la FBR como una funcién en el segundo
argumento.
Sustituimos la ecuacién (3.22) en (3.9) y usando los nodos C' dados en (3.3)

obtenemos

A\ KaLp S\ 1
”LC%(H% al)+ > dJBC%(H —¢ll) = Y NI Le¢; (|l — ¢5))

j=1 j=na+1 j=1
ng+ng
Y NLEB(lmi = ¢l) = filt)  i=1,--+ ng, (3.23)
Jj=ngq+1
ng+ng

SONB LG (w3 AB B (lwimel) = aif) i = nat L ngtm,

7j=1 Jj=ng+1

(3.24)

En su forma matricial las ecuaciones (3.23), (3.24) y con la aplicacién de la

f-ponderacién (0 < 6 < 1) tenemos

[L®y + B°®y + StO(L°L°® g + LTL®4)|A™ !
= Otf" ! 4 [L°® g+ B°®y — 6t(1 — 0)(L"L® 4+ L*B°® )| \" (3.25)
[B*L°®, + B*B‘®|\" = g"*! (3.26)
Sea &Jd =L®;+ BP; vy EISb = L°®, + B°P,. Asi el sistema anterior lo escribimos
COINo

O, — (1-0)5tL*d,
0

b, + 05tL D,

5 An+1 _
B*®,

(St n+1
x|
g

] (327)
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La ecuacion (3.27) la podemos escribir como

A = HUUHOA" + HF (3.28)
donde

| B0ty | o | B (1-0)5tL By

T B*®, T 0

y

ﬁn_H _ 5tfn+1

gn+1

La ecuacién (3.22) se puede escribir como

u=AX (3.29)
donde

A | 2| ey

@,

Usando la ecuacién (3.29), (3.28) puede escribirse como

~ A

u = AR, H_A w4+ AR, B (3.30)

Para este esquema, debido a [71], la matriz ﬂ+ es invertible para cualquier valor

de 0, y es garantizado por que los puntos de colocacién se asumen distintos.



CAPITULO 4

Descomposicion de dominio

En este capitulo exponemos las ideas basicas de las técnicas de descomposicién
de dominio con y sin traslape asi como los algoritmos de Schwarz en su forma
aditiva y multiplicativa. También exponemos los andlisis de Fourier Clasico para la
ecuacion de Laplace y Helmholtz. Al final del capitulo formulamos el algoritmo 1 de
la versiéon aditiva de Schwarz. Cabe senialar que en este trabajo nos enfocamos a la

descomposicion de dominio con traslape.

4.1. Introducciéon

Cuando tratamos con simulaciones numéricas de problemas a gran escala, es
comun usar el método de descomposicion de dominio, de tal manera que el dominio
original es dividido en subregiones, y en cada uno de ellos las ecuaciones consti-
tutivas son impuestas. El enfoque de descomposicion de dominio es en si mismo
un poderoso y popular esquema en andlisis numérico y su popularidad ha crecido
recientemente debido a su uso en algoritmos de calculo en paralelo. El principal
objetivo de la técnica de descomposicién de dominio es descomponer el problema
global en pequenos subproblemas. En la implementacion de la descomposicién de
dominio existen dos alternativas a utilizar: esquemas con traslape y sin traslape.

A continuaciéon damos una breve descripcién de ambos enfoques y posteriormente
los abordamos en su forma continua.

En el enfoque con traslape, el dominio € es dividido en n subdominios sin
traslape, y cada uno de ellos es extendido a una regién mas grande {2; con traslape
0;; entre regiones vecinas. Denotamos con 2; al subdominio extendido, 9€; su fron-

tera natural y I'; la frontera artificial traslapada con otros subdominios vecinos. El

37
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problema inicial entonces es descompuesto en una serie de problemas en los subdo-
minios construidos y el proceso de transmision de informacién entre los subdominios
se lleva a cabo iterativamente a través de las regiones de traslape. En especifico en las
fronteras artificiales. Estos métodos se conocen como métodos de Schwarz. Es impor-
tante notar que dadas la condiciones de frontera, cada subproblema es tinicamente
dependiente de las condiciones artificiales de frontera de los subdominios vecinos.

En la técnica sin traslape, el dominio se divide en subdominios disjuntos con su-
perficies como interfases comunes. En cada subdominio el esquema numérico original
es implementado. Debido a la falta de condiciones de frontera en la interfase entre
subdominios vecinos, el nimero de incégnitas es mayor al nimero de ecuaciones de
modo que el sistema resultante es indeterminado. Sin embargo, y mediante el uso
de los operadores de Steklov-Poincare y extension armoénica es posible obtener un
problema bien planteado. No hay un criterio de cémo se forman los subconjuntos
de puntos de colocacién por subdominio. Sin embargo una manera conveniente de
resolver este problema consiste en asignar a cada subconjunto aproximadamente el
mismo numero de puntos dato. Esto produce un balance en cada subregién lo que
produce una eficiente implementacion del cdlculo en paralelo.

En el enfoque con traslape, el problema se puede resolver con un método itera-
tivo, es decir, se puede obtener la solucion recursivamente en cada subdominio. La
principal diferencia entres los métodos con y sin traslape, es que en el caso con
traslape el uso de métodos iterativos para trabajar las interfases de los subdominios
es obligatorio.

Es importante notar que el enfoque de descomposiciéon de dominio sin traslape,
es naturalmente ajustable para la solucion numérica de problemas multi-zona, donde
la ecuaciones constitutivas tienen diferentes valores de los parametros del problema
en diferentes regiones del dominio global.

Ahora vamos a describir para ambas técnicas de descomposicion de dominio. Por
simplicidad nos limitaremos a dos subdominios y a la ecuacion diferencial parcial

Luw) = o ale)ge | + 5 gt | = fte)
81:1 61'1 8:}02 8952

(4.1)

4.1.1. Métodos con traslape

Hagamos una particién de €2 en dos subdominios §2; y 25, donde Q1 N Qy # O,

ver figura 4.1. Las fronteras artificiales I'; son la parte de la frontera de €2; que
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es interior de €2, las restantes fronteras (naturales) se denotan 0€;\I';. Podemos
resolver el problema en {2 por medio del algoritmo clasico de Schwarz aditivo que

puede escribirse como

Lot(z) = f(=) z €l
B¢l (x) = g(x) x € 0 \I';
¢l(x) = ¢y '(x) =zl
y
Loy(z) = f(=) x e
Boy(x) = g(x) x € 00\I'y

gpr(x) = 7N (x) weTy

donde en cada subdominio, el esquema numérico es realizado mediante algiin método
de colocacion.

La version multiplicativa de Schwarz puede escribirse como

Loj(z) = f(x) e,
Bot(x) = g(x) x € 0 \I'
¢l(x) = ¢y '(x) =zl

y
Loz(z) = f(=) x €l
Boy(x) = g(x) x € 00\I'y
Ps(x) = o7 (x) x el

donde en el subdominio 2 se usa la solucién obtenida en el subdominio 1 como

condicién de frontera artificial.

4.1.2. Meétodos sin traslape

El dominio Q se divide en dos subdominios 2; y s, donde 2, N Qy = @. La
interfase de subdominios I' = 9€2; N 0§25, ver figura 4.2.

El algoritmo iterativo sin traslape (también llamado método iterativo subestruc-
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Figura 4.1: Descomposicién en dos dominios con traslape.

turado) se escribe como

Lot(z) = f(x) T €
Boi(z) = g(x) z € O\
Pt(x) = ¢ =) zel
y
Lej(@) = f(a) zeQ,
Boy(x) = g(x) x € 0\
n n—1
993 () _ $ () rel
anL 8nL
donde
Me=0C""r+ (1 —-0)¢5lr, 0<6O<1,
y cuya derivada normal ai—“; se define como gb—i = AWy Ngy + bWy Ny,

4.2. Escalabilidad

Una caracteristica deseable e importante de los métodos de descomposicién de
dominio es la escalabilidad. Vamos a describir en qué consiste y al final daremos una
definicién.

Se pueden distinguir dos facetas de escalabilidad: escalabilidad algoritmica (tam-
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Figura 4.2: Descomposicién en dos dominios sin traslape.

bién llamada escalabilidad numérica) y escalabilidad de implementacién (también
llamada escalabilidad paralela).

Escalabilidad algoritmica se refiere a la relacién entre el trabajo W realizado
por una ejecucion del algoritmo (el pardmetro de salida, que incluye el célculo y la
comunicacién) y el nimero de subproblemas o subdominios (el pardmetro entrada)
en el que el problema es dividido. Para un algoritmo algoritmicamente escalable, el
trabajo incrementa s6lo muy lentamente con el nimero de subdominios.

La escalabilidad de implementaciéon de un programa en paralelo se refiere a la
relacién entre el nimero de procesadores p y el trabajo til por unidad de tiempo,
R, = W/T,, donde T, es el tiempo de ejecucién en p procesadores. Sea r, = R, /p
la razon de ejecucion efectiva por procesador, i.e., la razén de ejecucién del trabajo
util. Una implementacion escalable ideal tiene 7, constante cuando p se incrementa.
En la practica, una implementacion escalable tiene un 7, que decae lentamente con
.

Cabe aclarar, que en este trabajo no usamos calculo en paralelo. Sin embargo
la escalabilidad algoritmica si la consideramos en cierto sentido, pues el algoritmo
desarrollado en esta tesis fue implementado de manera central. En nuestro caso,
el trabajo W realizado se interpreta como el niimero de iteraciones necesarias para
obtener convergencia, cuando el problema es dividido en p subdominios. A continua-

cién damos una definicién de escalabilidad dada en [52].

Definicién 19 Un método de descomposicion de dominio iterativo para resolver un
sistema lineal de ecuaciones se llama escalable si su razon de convergencia no se

deteriora cuando el nimero de subdominios crece. Esto tipicamente significa que la



CAPITULO 4. DESCOMPOSICION DE DOMINIO 42

convergencia no se deteriora cuando H, el tamano de los subdominios, disminuye.

Esta definicion, se ajusta bien a nuestro enfoque. Esto es porque nuestro método
es iterativo y ciertamente resolvemos sistemas de ecuaciones que surgen de aplicar
el método de colocacién asimétrica. En relaciéon a la razéon de convergencia que
menciona la definicion, nosotros nos basamos en el niimero de iteraciones y que son

parametros equivalentes.

4.3. DD para mas de 2 subdominios
Si consideramos ahora mas de 2 subdominios digamos K, y la EDP

Lu(x) = f(z),VrcQCR
Bu(z) = g(x),Vx € 90 Cc R? (4.2)

donde L es un operador diferencial eliptico, resultan los siguientes subproblemas

Lu(x) = fi(x), en £ (4.3)
Bu(x) = gi(x), sobre 05
Su(x) = ~;(x), sobre I';.

Como se ha visto, para dos subdominios, la transmisién de informacion entre
ellos se lleva a cabo iterativamente a través de las regiones con traslape, es decir, a
través de las fronteras artificiales.

El sistema de ecuaciones lineales, también puede escribirse, utilizando la notacion

usada en colocacién, como

L§, @4 fi(z)

Si definimos A; como

Ly @,
SE @,
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para subdominios suficientemente pequenos, podriamos resolver directamente
i = A 'F,. (4.4)

Un elemento importante de las F;, las cuales incluyen las condiciones de frontera
artificiales, es que cambian con los resultados actualizados de sus subdominios veci-
nos. En cada paso iterativo (n + 1) la solucién de la ecuacién (4.4) en ; se puede

reescribir como
A=A AN F - A (4.5)

Posteriormente escribimos (4.5) en términos de la solucién u de la EDP (4.2).
A continuacién comentamos algunos trabajos que han desarrollado el tema de

descomposiciéon de dominio mediante FBRs.

1. Dubal [8], utiliza descomposiciéon de dominio con FBRs multicuddricas para
resolver EDPs en una dimensién. Su aporte consiste en que al trabajar con

ecuaciones elipticas y nodos adaptivos se obtiene una notable eficiencia.

2. En el trabajo de Wu y Hon [68], se trabajan los métodos de Schwarz mediante
funciones de soporte compacto dando asi el sustento tedrico para este tipo de

funciones.

3. Un anélisis bastante completo en relacién a los métodos de Schwarz tanto
aditivo como multiplicativo, lo podemos encontrar en Zhou et al. [76]. Lo
mas destacado es que el nimero de iteraciones del método multiplicativo es
alrededor de la mitad de lo necesario para el método aditivo y que la razén de

convergencia disminuye al incrementarse el niimero de subdominios.

4. En el trabajo de Kansa y Carlson [35], se concluye que una de las técnicas més
eficientes cuando se resuelve un sistema denso de ecuaciones lineales es usar

precondicionamiento y técnicas de descomposicion de dominios.

4.4. Schwarz aditivo

El método funciona de la siguiente manera: los valores calculados en las fronteras

artificiales para cada subdominio en el paso (k + 1), se actualizan a partir de los
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resultados del paso k, y asi la ecuacién (4.4) la escribimos como
AP = AP ATHET — AGN)) (4.6)

El término F? — A;A? de (4.6) que representa el residuo en Q; en el paso n, lo

denotamos por

R} =F] — A A (4.7)
entonces la ecuacién (4.6) queda

AP = A+ AR (4.8)

Con el objeto de presentar el método en una forma global, necesitamos trans-

ferirlo a un indice global. De manera local tenemos

w(x) = ML\, (4.9)
donde
orller=all)  on(laz=al) - (e —al)
M | el ale-al o allom-al |
onc s =exl) o, (s =exl) -+ e, (o, =l

y N; es el nimero total de puntos de colocacién en el subdominio §2;. u; es la matriz
que consiste de los valores aproximados de la funcién desconocida en los N; nodos en

Q; que puede extenderse a todo el dominio €. Entonces la ecuacion (4.8) se transfiere

a

wt =ul + A7'RY (4.11)
donde

A, =AM ! (4.12)

entonces R se puede expresar en términos de A; y u; como

R} = F} — A} (4.13)
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Ahora definimos el operador de prolongacién P; de €; a Q tal que P;z; toma una
variable &; € (; y la extiende a su variable equivalente en €. La traspuesta P7 de
esta matriz es el operador restriccién: PI'x guarda solamente las componentes de un
vector arbitrario € ) que también estan en ;. P; se representa por una matriz

de N x N; de ceros y unos. En otras palabras tenemos
R!' = P'R" (4.14)

donde R" es el residual global definido por

K
R"=) PR} (4.15)
=1
y
u? = P'u" (4.16)

donde u”™ es un vector compuesto de los valores aproximados de todos los nodos de

colocacién en el dominio global como

K
i=1

donde K es el numero total de subdominios. Multiplicando por P; cada lado de la

ecuacion (4.17) y usando (4.14), la ecuacién (4.11) se convierte en
Pu!t! = Pl + (P,A'PHR” (4.18)

Combinando todas las ecuaciones de los subdominios y usando la ecuacién (4.17)

obtenemos
K ~
ut = "+ (Z P,A7'PT ) R" (4.19)
i=1

donde los valores en los nodos duplicados de las regiones traslapadas se toman como

el promedio. Ademas, si definimos

K
A=>"PAP/ (4.20)
=1
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K
F=Y PF, (4.21)
=1
y
K ~
B=) PA'P] (4.22)
i=1

entonces la ecuacion (4.19) queda
u"t! = u" + B(F" — Au") (4.23)

Este algoritmo es conocido como método aditivo de Schwarz con traslape.

4.5. Schwarz multiplicativo

Para esta versién de Schwarz multiplicativo, los valores de la frontera artificial en
cada subdominio se actualizan a partir de los valores mas recientes que se obtienen
de los subdominios vecinos. Una caracteristica de este método es que requiere aproxi-
madamente la mitad de iteraciones para converger en comparaciéon con el método
aditivo de Schwarz. Aun cuando esta versién tiene poco potencial de paralelismo,
usando la técnica de los colores, podemos reducir el niimero de pasos y aumentar la
convergencia total. Utilizando por ejemplo cuatro colores (ver figura 4.3), vemos que,
dado un dominio, los subdominios vecinos tienen distinto color, y asi los subdominios
que tengan el mismo color pueden resolverse en paralelo. Sea ¢ el nimero total de
colores. Una iteracién del método multiplicativo es partido en g pasos secuenciales

CcOo1mo

un+1/q — u® —|—B1(Fn o Aun) —|—B1Rn
a1 — yrtl/a + BQ(F”+1/Q _ Aun+1/q) — u"tl/e + Ban—H/q

(4.24)
utl = prt-9/q +Bq(Fn+(1—q)/q _ Aun+(1—q)/q)
= yrti-9/e L B R0/ (4.25)
donde
B;= ) P;A7'P]. (4.26)

j€Color;
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Figura 4.3: Coloreado de subdominios con cuatro colores.

4.6. Schwarz aditivo y multiplicativo

no estacionario

Abordemos ahora Schwarz aditivo y multiplicativo no estacionario. Para ello

apliquemos el método theta a la ecuacién (3.9) en cada subdominio cerrado

Q= QUL UT, v tenemos

ug (2, ") + 5t0Luy(z, t") = up(x, t™)
— ot(1

Buy(z, ")

|
@

k
Suk(a:,tnﬂ) = y(x tn+1)

)Luk(m,t")étfk(m,t"“) x € ()

T € GQk
T < Fk
(4.27)

donde B y S son las condiciones de frontera. Aqui la idea basica de los esquemas de

Schwarz con traslape es resolver (4.27) de una manera iterativa.

Para cada iteracion i, la ecuacién (4.27) puede escribirse en forma matricial como

Hk-l-)\g?l Hk }\n_'_FnJrl +S?+11k;
donde

By + OOLD,,

Hk+ - B(I.b,k; 5 Hk_

S®,

(4.28)

Dy —0t(1 —0) LDy
0
0
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y
0 0
FZ:+1 = gZ—H ) S?_il’k = 0
0 'Y?—Jr 11

Como podemos notar en (4.28), solamente S cambia a través de las iteraciones
en el lado derecho de la ecuacién, para un tiempo particular ¢ = ¢"*!. Ademéas Hy ™
para cada subdominio no cambia con las iteraciones y puede descomponerse solo una
vez. A partir de estos elementos, los métodos de Schwarz aditivo y multiplicativo se
definen de una manera completamente similar a el caso estacionario.

Para el algoritmo de Schwarz aditivo, los valores en las fronteras artificiales
son actualizadas después de resolver el operador en todos los subdominios. En las
fronteras comunes, los valores se toman como el promedio de los valores obtenidos
de resolver de manera individual en cada subdominio. Esta eleccion garantiza la
continuidad a través de todo el dominio.

Para el caso multiplicativo los valores se actualizan de una manera secuencial.
Primero se resuelve la ecuacién (4.28) en el primer subdominio. Entonces los valores
en la frontera se actualizan. A continuacién resolvemos la ecuacién (4.28) para el
siguiente subdominio. Continuamos en esta forma hasta obtener convergencia.

En los siguientes parrafos abordamos el analisis de Fourier clasico para la ecua-
cion de Laplace asi como el andlisis de Fourier para una ecuacién del tipo Helmholtz.
Esto ultimo debido a que tenemos una ecuacion de este tipo en el capitulo de resul-
tados y es importante notar que para este caso no obtuvimos convergencia debido

a que se necesita un tratamiento especial en las fronteras artificiales.

4.7. Analisis clasico de Fourier

A continuacién damos el andlisis clasico de Fourier para el método de Schwarz.

Consideremos la ecuacién de Laplace sobre R?,
Au= f(z,y) x,y€eq, u acotada (4.29)

Ahora descomponemos el dominio en dos medios planos traslapados, es decir,
Q) = (=00, L] xRy Qy =1[0,00) x R con L >0 como pardmetro de traslape. En el

método clasico de Schwarz para resolver (4.29) de manera iterativa resuelve en {24
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y €2y v a través del intercambio de informacién de las interfaces en 0 y L,

Auitt = f(z,y)  mye

uit™(L,y) = u5(L,y) (4.30)
Augﬂ = f(x,y) z,y €

us™(L,y) = u}(L,y)

Entonces para analizar la convergencia, es suficiente considerar el problema ho-
mogéneo, o sea, f(z,y) = 0 en (4.30) y checar la convergencia en 0. Sea f(k) la

transformada de Fourier de f(x): R — R dada por,

F(k) = Fa(f)(k) = / e f () de

—00

asi como su transformada inversa de Fourier por

f@) = F () ) = - /OO ¢ (k) dk

27T

Aplicando la transformada de Fourier en y de (4.30) para f(x,y) = 0 se tiene

U1 g (w0, k) — K27 (2 k) = 0 r € (—oo,L),k€R (4.31)
ui ™ (L k) = uy(L,k)

Uy pe (2, k) — K20 (2, k) = 0 z € (0,00),k€R (4.32)
ay T 0,k) = ap(0,k)

donde el subindice = denota la derivada parcial con respecto a z. Resolviendo (4.32)
usando las condiciones de frontera en el infinito y colocando este resultado en (4.31)

encontramos que la solucién de (4.31) en x = 0 es
An—i—l(o k) 2|/€|L,a’iz—1<0’ k’)
Similarmente obtenemos la solucién de (4.32) en x = L

ay (L k) = e Mgy (L, k)



CAPITULO 4. DESCOMPOSICION DE DOMINIO 50
Ahora definimos la razén de convergencia
p(k, L) = e 2kIL (4.33)

de la cual deducimos que el método de Schwarz converge para toda k # 0 si hay
traslape. La razén de convergencia es lineal y depende del tamano del traslape
asi como la frecuencia k. Para componentes de alta frecuencia, la convergencia es

rapida, mientras que para frecuencias bajas, es convergencia lenta.

4.8. Analisis clasico de Fourier (Helmholtz)

Sea la ecuacion de Helmholtz
(A+w?) (u) = fle,y)  zyeQ (4.34)

con condiciones de radiacién Sommerfeld en el co. Descompongamos €2 en dos planos
traslapados 1 = (—o0,L) Xx Ry 9 = [0,00) X R siendo L > 0 el pardmetro de

traslape. El método clasico de Schwarz para (4.34) estd dado por

(A+w?) (™) = f(z,y) z,y €

ui™(Ly) = uy(L,y)

(A+w?) (W) = f(z,y) T,y € (4.35)
uyt(L,y)

Para analizar si el método clasico de Schwarz converge para la ecuacion de
Helmholtz, igualmente bastard si consideramos el caso f(z,y) = 0 en (4.35) y anali-
zamos la convergencia en 0.

Calculemos la transformada de Fourier para y en (4.35) con f(z,y) = 0 para

obtener
a4+ (W= KA (o k) = 0 z € (—o00,L),k€R (4.36)
(L k) = ay(L,k)
agil 4+ (W — kagt (z k) = 0 r € (0,00),k€R (4.37)
ay ™ (0,k) = af(0,k)

Resolviendo la ecuacién (4.37) usando las condiciones de radiacién en el infinito
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y colocando el resultado en (4.36) obtenemos la solucién de (4.36) en z = 0, es decir,

W0, k) = e VS0, k)

Similarmente para (4.37)

it (L, k) = e Vb (L k)

Definiendo la razén de convergencia como

,o(k:,w,L) _ 6—2\/k2—w2L

de aqui tenemos dos casos, si k? > w? entonces |p(k,w,L)| < 1 y el algoritmo
converge. Por el contrario si k? < w? entonces |p(k,w, L)| = |e"#V*"=¥*| = 1, y por
lo tanto no hay convergencia en general.

Como mencionamos antes, el algoritmo de Schwarz aditivo para la ecuacién de
Helmholtz, misma que usaremos para la seccién de resultados numéricos, presenta
oscilaciones en la zona de traslape. Esto se debe a el analisis de Fourier que hemos
presentado. La solucién a este problema depende de modificar las condiciones de
transmision entre las fronteras artificiales. Esta formulacion, que se denomina condi-
ciones de transmisién mejoradas, estan fuera del alcance de este trabajo.

Para finalizar este capitulo, damos el algoritmo 1. Se trata del caso aditivo de
Schwarz con traslape. Sélo damos esta versién puesto que es la que desarrollamos

posteriormente para el caso de dos niveles.
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4.9. Algoritmo 1

Algoritmo 1 Método Aditivo de Schwarz con traslape

1: Dado el dominio €2, y el problema

Lu(z) = f(=) en Q
Bu(x) = g(x) sobre 9 (4.38)

realizar la descomposiciéon de 2 en K subdominios sin traslape.
2: Realizar una particién de Q2 de tamano de malla h.

3: Cada subdominio se extiende a una regién més grande €2; con traslape J;; entre regiones

vecinas €; y €2;.

4: Parai=1,--- , K
Lu(z) = fi(x) en Q;
Bu(x) = gi(x) sobre 9Q);
Su(z) = ~vi(x) sobre T'; (4.39)

donde ©;, 09; y T'; son el subdominio extendido, su frontera natural y su frontera artificial

traslapada con otros subdominios vecinos, respectivamente.

5: Para j = 1 hasta convergencia

ul. Parai=1,---, K se resuelve (4.39) con condicién de frontera artificial v; = 0, y g; con

valor segin sea el caso si tiene frontera natural.

u?. Las 7; se actualizan de los valores calculados de las «; en la iteracién 1, y se resuelven

nuevamente los subproblemas (4.39).

w!. Las 7; se actualizan de los valores calculados de las «; en la iteracién j — 1, y se resuelven

nuevamente los subproblemas (4.39).

nota: Para los nodos repetidos en cada iteracion, se toma el promedio.
Condicién de paro.
Dada la tolerancia TOL, si
luitt —w?|| < TOL
el algoritmo converge.

Donde || - || es la norma méxima y se calcula sobre las dos tltimas iteraciones solamente sobre la

frontera artificial.




CAPITULO 5

Algoritmo de dos niveles

En este capitulo justificamos el algoritmo de dos niveles. Por otra parte abor-
damos los temas de precondicionadores y proyecciones que son claves en el desarrollo
de los métodos del tipo dos niveles aditivo y multiplicativo. También damos los al-

goritmos 2 y 3.

5.1. ;Por qué un algoritmo de dos niveles?

Vamos a explicar por qué la simple descomposiciéon de dominios no es suficiente
para una convergencia rapida. Asumamos que tenemos un error suave en un sub-
dominio pequeno. Se entiende por error suave, aquel que o es constante o tiene
oscilaciones pequenas, (ver figura 5.1). El error entonces, puede escribirse como
€ = € + €pequeiio, donde € es el promedio de € en el subdominio. Ahora bien, para
cualquier esquema estandar de segundo orden de diferencias finitas, se tiene que
> Aij = 0 lejos de la frontera y esto es por que A corresponde a un operador dife-
rencial sin término de orden cero. Entonces en la iteracion n, como €™ es constante
en el subdominio extendido Qi, el vector A€™ es cero en §2;, v asi la correccion local
es

BZ(f - Aun) = BZA(én + egequeﬁo) = BiAegequeﬁo (51)
entonces, la correccion local es efectiva sélo cerca de la frontera. Por lo que necesi-
tamos otro método para corregir errores pequenos.

Para EDPs elipticas la solucion en cualquier punto depende del término fuente

o3
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Error

o

Figura 5.1: Error constante en €);.

y de las condiciones de frontera de todo el dominio. Consideremos el problema

Lu = fenQ
u = 0 sobre 09 (5.2)

La solucion explicita se puede escribir como

u(z) = / G, y) £ (v)dy (5.3)

donde G es una funcién de Green. Para un z; fijo, esta funcién tiene un pico en
y = xo y decae rapidamente fuera él. Entonces vemos que la solucion depende
fuertemente de f(y) para y cerca de zy (ver figura 5.2). Esta caracteristica es para
todas las EDPs elipticas.

Figura 5.2: Funcion de Green.
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5.2. Precondicionamiento

Sea la EDP

Bu(x) = g(x) sobre 0N (5.4)

Supongamos que ya la hemos discretizado, por ejemplo por el método de colocacién
asimétrica, el sistema asociado es Au = f. Si definimos e = A~!r, entonces u =
uterior + e Sin embargo este procedimiento es igual de dificil que resolver el sistema
original. No obstante, el posible mejorar el algoritmo si podemos encontrar una

matriz B simétrica y positiva definida, donde B ~ A~!. De esta manera,
utueva — uanterior + Br (5 5)

serd una mejor aproximacion a la verdadera solucién u. Llamamos a B el pre-
condicionador de A. Lo que es equivalente a resolver el siguiente sistema lineal de

ecuaciones precondicionado
BAu = Bf (5.6)

A continuacién, algunos requisitos de B
1. y = Bw menos costo de evaluacion.

2. B es espectralmente equivalente a A~L.

5.3. Proyecciones

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V' con un producto interno a(-, -).
Por ejemplo V puede ser el espacio Euclidiano R” y a(u,v) = u’ Av, donde A es una
matriz simétrica positiva definida. Asociado con el producto interno a(-, -) se define

la norma por ||u||, = y/a(u,u). La norma |ju—v|| mide la distancia entre los vectores

u y v. Para el espacio Euclidiano esténdar la norma es [|ull; = VuTu = />, u.
Para la descomposicion de dominios y los métodos multinivel, el espacio vectorial es
un espacio de Sobolev: H}(£2). Sea V; un subespacio de V,ie., Vi C V. Seae € V

cualquier elemento de V. Una situacion natural es encontrar un elemento de V; més
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cercano a e. Es decir ;Qué elemento e; € V] minimiza la distancia entre e y ;7 La
definicion formal de proyeccion de e sobre el subespacio V; en el producto interno

(l(', ) €s
= Pe = inf e —v||, 5.7
e, = Pe = arg fuf [le —v]| (5.7)
Una manera equivalente para e; = Pe es
ale;—e,v)=0 VYvel (5.8)
Mostraremos ahora que la solucién a 5.8 es el minimizador de 5.7

les —eli = aler—e,e1—e),
= a(e; —e,v—e) Vv eV

< e —elaflv—el. YveW
si dividimos por |le; — el|, obtenemos
ler —ella <[lv—el. VYveh

Cuando V = R" y V; es el espacio generado por las columnas de R” entonces la

proyeccion puede escribirse como la matriz
P =R"(RAR')'RA

Para ver esto, note que cualquier elemento de V; es combinacién lineal de R,

e; = R7¢,. Igualmente, v = R’v. Escribiendo esto en (5.8) obtenemos

vVIRAR"e, = a(ey,v)
= a(e,v) Vv € gen{R"}
= VRAe Vv
entonces

(RAR")é; = RAe = &, = (RAR”)'RAe
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finalmente

Pe =e; = R’¢; = R"(RAR”)'RAe

5.4. Meétodos de dos niveles aditivo
y multiplicativo

El problema de los métodos de un nivel, es que la informacién del lado derecho
de la EDP en un punto es trasmitida a través de otro punto solamente pasando por
todos los subdominios intermedios. Entonces lo que se necesita es un mecanismo
para la comunicacién global de la informaciéon en cada iteracion.

Consideremos una malla anidada de dos niveles (ver figura 5.3). También supon-
gamos que ya se ha discretizado la EDP lineal en este dominio,usando la malla fina,

entonces
AFLIF =f (59)

Si conociéramos el error en la malla gruesa, entonces podriamos interpolar lineal-
mente para la malla fina usando éste como una correccién. De hecho el error € en
la malla gruesa es desconocido, pero podemos calcularlo de Agec = r¢ si el residual
en la malla gruesa fuese conocido. El residuo en la malla fina es conocido, y por lo

tanto podemos usarlo para aproximar el residuo en la malla gruesa.

Figura 5.3: Malla de dos niveles.

Ahora definamos dos operadores matriciales, R que llamaremos restriccién de la
malla fina a la malla gruesa y R? interpolacién de la malla gruesa a la malla fina, y

sea A¢ la forma discreta del operador en la malla gruesa. Entonces una correccion



CAPITULO 5. ALGORITMO DE DOS NIVELES 58

simple en esta malla es
Up < Uup + RTA(_JIR(f — AFuF) (510)

es decir, hemos calculado el residuo en la malla fina, restringido a la malla gruesa,
resolver el problema de la malla gruesa e interpolar la solucién de la malla gruesa a
la malla fina.

Para poder iterar, no basta con usar RTAglR como precondicionador, pues éste
tiene un espacio nulo grande, debido a que su rango es igual a la dimension de A,
que a su vez es mas chico que la dimension de Ar. Ademads cualquier componente
de f — Apur que esté en el espacio nulo de RTAalR podria no corregirse, es decir,
componentes del error de alta frecuencia. Entonces decimos que B¢ = RTAZ'R es
parte del precondicionador de la malla gruesa. Para completar esto, tomamos B

precondicionador de A de rango completo, y asi introducimos un algoritmo de dos

niveles
1
uy 2 =ul+ Be(f — Apu?) (5.11)
uitl = a4 Bp(f — Apul ?) (5.12)

o escrito de un paso
up™ = u} + (Be + Bp — BpApBe)(f — Apu}) (5.13)

Podemos concluir que los errores de baja frecuencia o suaves (€) son corregidos por
B¢ y los de alta frecuencia (€pequeiio) POr Bp. Esta es la version multiplicativa de
Schwarz.

Veamos ahora la version aditiva. Introducimos un concepto conocido como
suavizador, que va relacionado con el precondicionador Br, y para este caso el

suavizador es

u— > RIAR;r (5.14)

de esta manera si tomamos By = B¢ tenemos el método aditivo de dos niveles de
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Schwarz
P P
u (RTAclR + Z RZTAQilRi> r= Z B;r (5.15)
i=1 i=0

A continuacién damos 2 algoritmos del tipo dos niveles. El algoritmo 2 es el que

implementaremos para nuestras pruebas numéricas.
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5.5. Algoritmo 2

Algoritmo 2 Método Aditivo de Schwarz - Dos niveles.

Para k = 0 hasta convergencia
1: Resolver el problema de Poisson, con el Método Aditivo de Schwarz con traslape.
Entrada: I‘f.
Salida : A\; 7, up.
2: Seleccionar de up los correspondientes nodos de malla gruesa, esto es, G¢.

3: Interpolar sobre uc
Go(%5) = > M¢i(%)) +p1(%;)
4: Calcular
At (%j5) = Z A§A¢i(ij) +Api(x)) = fo

5: Resolver el problema de Poisson en la malla gruesa.

Mp=zc Prc fo
Ac

Mpz.c Pp,c { a } =| 8¢
c

Pz 0c 0

6: Se tiene entonces
uc(%5) = Y Xi,odi(%5) + p2(%;)

7: Usar el paso 6 para interpolar en las fronteras artificiales con malla fina
8: Retornar al paso 1.

Condicién de paro.
Dada la tolerancia TOL, si

Hu’é+1 — u’é” < TOL
el algoritmo converge.

Donde || - || es la norma méxima y se calcula sobre las dos tltimas iteraciones solamente sobre la frontera

artificial.
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5.6. Algoritmo 3

Algoritmo 3 Método Aditivo de Schwarz-Dos niveles con residuales.

Para k = 0 hasta convergencia
1: Resolver el problema de Poisson, con el Método Aditivo de Schwarz con traslape.
Entrada: Ff.
Salida : A; p,up
2: Seleccionar de up los correspondientes nodos de malla gruesa, esto es, G¢.

3: Interpolar sobre u¢
Go(%5) = > Méi(%)) +p1(x;)
4: Calcular
Atig (%) = Z >\JI-A¢1'(5(J') +Api(x)) = fo

5: Caleular r¢ «— (fo — f'c)

6: Resolver A¢ = Aalrc.

7: Calcular ec =3 A\j cdi(X;)

8: Interpolar a la malla fina: ep «— Rlec.

9: Corregir la solucién de la malla fina: u «— up + ep.
10: A partir de u reasignar los valores correspondientes a Ferl.

Retornar al paso 1.

Criterio de paro: Si ||u*t! — uF||c < TOL, calculada sobre los nodos correspon dientes a las fronteras

artificiales.
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CAPITULO 6

Resultados

En este capitulo compararemos numéricamente el esquema de un nivel en relacién
al esquema de dos niveles. Para ello usamos tres ecuaciones diferenciales parciales
estacionarias. En todos los ejemplos aplicamos el algoritmo 2 y lo comparamos con

el algoritmo 1.

6.1. Ejemplo 1

Analicemos a continuacién la ecuacién diferencial eliptica

O*u(x,y) N O*u(z,y)

= — 2
0z o /Wyl en2=(01)
u(z,y) = g(r,y) sobre 92
donde
flany) =2 (5 + cos(5.4y)) (108z — 36)* 108 (§ + cos(5.4y))  29.16 cos(5.4y)
T,Y)= —

(6 4 6(3z — 1)2)3 (6+6(3z —1)2)2 6+ 6(3z —1)2

con condiciones de frontera

5 1
g(0,y) = 5 + D cos(5.4y)

11
1y) = — + — A
g(1,y) 51T 30 cos(5.4y)
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2.25
O pr—
9.0) = 5353 = 1)
1.884692
1 pu—
9@ 1) = 6@ — 12

Resolvemos esta ecuacion por medio de descomposicién de dominio con traslape y
el Método Aditivo de Schwarz (le llamamos método de un nivel), asi como mediante
el método de Schwarz de dos niveles que usa una malla gruesa, y que pretende
disminuir el nimero de iteraciones y mejorar la precision que resulta de utilizar el
método de un nivel. Usamos colocacién asimétrica y el nicleo placa delgada con su
respectivo polinomio bivariado de grado 2, i.e. ¢(r) = r*logr.

En la tabla 6.1 mostramos los resultados de resolver la ecuacién usando sélo el
método de un nivel (Algoritmo 1), para diferentes tamanio de traslape. Donde n x n
es la dimension de la malla fina, £ x k el nimero de subdominios y d el traslape.
El error es de tipo global y es calculado sobre todo el dominio utilizando la norma
maxima entre la solucién analitica y la solucién numérica. Observamos que a mayor
traslape se obtiene una disminucién en el error global asi como en el nimero de
iteraciones. Este resultado es consistente con lo reportado en la literatura [76]. Cabe

senalar que esto solo lo haremos para este ejemplo.

nxn kxk d Error  Iteraciones
7Tx T 2 x2 2 0.00740 17
4 0.00412 16
13 x 13 2 X2 2 0.00853 22
4 0.00416 17
6 0.00291 16
8 0.00281 15
10 0.00255 15
19 x 19 2 X 2 2 0.01118 26
4 0.00590 19
6 0.00375 17
8 0.00308 16
10 0.00245 16
12 0.00283 15
14 0.00250 15
16 0.00299 14
25 x 25 2 x 2 8 0.00357 17

Tabla 6.1: Resultados numéricos al variar el tamafio de traslape.
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Ahora lo que nos interesa es fijar el traslape y aumentar el nimero de subdomi-
nios, para determinar qué pasa con el método de un nivel. Aplicamos el algoritmo 1
y en la tabla 6.2 mostramos los resultados. Se observa el incremento de iteraciones
y que el error global se deteriora con el aumento del nimero de subdominios. Un

comportamiento similar de este resultado esta reportado en [76].

nxn kxk d  Error Iteraciones
49 x 49 2 x 2 2 0.02899 34
3x3 2 0.03078 55
4 x 4 2 0.04334 59
8 x 8 2 0.07520 7
12 x 12 2 0.09810 91
16 x 16 2 0.12203 102

Tabla 6.2: Resultados numéricos al aumentar el nimero de subdominios.

Para la tabla 6.2, hacemos una grafica (ver figura 6.1), donde se muestran de
manera puntual el error global contra el nimero de subdominios asi como la recta
de regresion lineal, la cual proyecta dicho error de manera creciente, es decir, no hay
convergencia cuando usamos sélo la malla fina y la descomposicién de dominios con

traslape con Schwarz aditivo.

0.16

0.141

%  Error Global

Recta
de regresion

0.12f

0.1r

Error global

0.08

0.06

0.04

0.02 ; ; ; ; ;
o] 50 100 150 200 250 300

NuUumero de subdominios

Figura 6.1: Grafica del error de la tabla 6.2.
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Después de revisar por separado los comportamientos anteriores, es decir, variar
el traslape y variar el nimero de subdominios, en la tabla 6.3 mostramos la com-
paracion entre el método de un nivel y el método de dos niveles basandonos sélo
en el aumento del nimero de subdominios. Donde el error global se obtiene de la
siguiente manera: una vez que en el método de dos niveles las fronteras artificiales
ya no tengan cambio entre dos iteraciones consecutivas, tomamos el error global
que se genera y éste lo usamos como condicion de paro para el método de un nivel.
En la tabla también se muestran los tiempos de CPU de ambos métodos, siendo
este meramente un dato computacional, pues la implementacién del método de dos
niveles en cuanto a cédigo, esta incluida la implementacién del método de un nivel,

en otras palabras, el nimero de operaciones en cada método no son ajenos.

M. Fina M. Gruesa Subdominios d Iter IN Iter 2N CPU IN CPU 2N Error

49 x 49 25 x 25 2 %2 2 47 26 9m 56s 7m 15s  0.01862
25 x 25 3 %3 2 70 36 4m 31s 4m 45s  0.01963
13 x 13 4 x4 2 104 20 3m 28s 48s  0.01772
25 x 25 8 x8 2 246 30 2m 52s 2m 36s  0.01465
13 x 13 12x12 2 175 35 1m 30s 44s  0.05719
17 x 17 16x16 2 262 31 2m 16s 1m 04s  0.05874

Tabla 6.3: Resultados numéricos al variar el niimero de subdominios con la incorporacién de una
malla gruesa, ejemplo 1.

Podemos apreciar cémo la incorporacion de la malla gruesa genera un menor
numero de iteraciones y una mejor precision. Compare esto ultimo con los resultados
de la tabla 6.2. También hay que notar que el tamano de malla gruesa varia, lo cual
se debe propiamente a la naturaleza de la ecuacién asi como del algoritmo mismo
(Algoritmo 2).

Para visualizar mejor los resultados de la tabla 6.3, generamos la tabla 6.4, la
cual muestra los porcentajes del niimero de iteraciones necesarias en el método de

dos niveles respecto del nimero de iteraciones del método de un nivel.

M. Fina M. Gruesa dominios d Iter IN TIter 2N % Iter. Necesarias 2N
49 x 49 25 x 25 2 %2 2 47 26 55.32%

25 x 25 3 x3 2 70 36 51.43 %

13 x 13 4 x4 2 104 20 19.23 %

25 x 25 8 x8 2 246 30 12.20%

13 x 13 12x12 2 175 35 20.00 %

17 x 17 16x16 2 262 31 11.83%

Tabla 6.4: Comparativo en porcentaje entre iteraciones de ambos métodos del ejemplo 1.
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En las figuras 6.2 y 6.3, mostramos la comparacién entre el nimero de iteraciones
del método de un nivel y el del método de dos niveles; asi como los porcentajes de

disminucién respectivamente.
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Figura 6.2: Comparacion de iteraciones de la tabla 6.4.

En la gréafica de la figura 6.2 se nota como las iteraciones en el método de un
nivel crecen, mientras que las iteraciones del método de dos niveles se mantienen
relativamente constantes. Y para la grafica de la figura 6.3, tenemos cémo disminuye
el porcentaje de iteraciones necesarias del método de dos niveles respecto del método

de un nivel, siendo esto una de las ventajas més notorias.

6.2. Ejemplo 2

Consideremos ahora la siguiente ecuacion

O*u(z,y) N O*u(x, y)

92 0 u(z,y) =0 en Q= (0,1)"

u(z,y) = g(x,y) = ve’ sobre 0f

con condiciones de frontera
9(0,y) =0

g(l,y) = ¢’
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Porcentaje de lteraciones
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Figura 6.3: Porcentaje de disminucién de iteraciones del método de dos niveles de
la tabla 6.4.

9(z,0) =z
g(x,1) = we' = 2.718281x

En esta ocasién sélo haremos la comparacién directa entre el método de un nivel y
el de dos niveles. Para ello fijamos la zona de traslape, la malla fina y variamos el
nimero de subdominios y la malla gruesa. Los resultados se muestran en la tabla
6.5.

M. Fina M. Gruesa Dominios d Iter IN TIter 2N CPU IN CPU 2N Error

49 x 49 25 x 25 2 x2 2 121 63 23m 40s  17m 38s 0.01319
25 x 25 3 x3 2 146 74 9m 14s 9m 20s 0.01779
13 x 13 4 x4 2 209 o1 6m 58s 1m 49s  0.01485
25 x 25 8 x8 2 358 99 4m 05s 7m 45s  0.03671
13 x 13 12x12 2 504 40 4m 03s 48s  0.06275
17 x 17 16x16 2 683 66 4m b54s 2m 07s  0.08931

Tabla 6.5: Resultados numéricos al variar el nimero de subdominios del ejemplo 2.

Podemos observar, que el método de dos niveles genera un niimero mucho menor
de iteraciones que el método de un nivel, a pesar del aumento de subdominios.

Para desplegar mejor estos resultados, tenemos la tabla 6.6 donde se muestra
el porcentaje de iteraciones necesarias del método de dos niveles, asi como las fi-
guras 6.4 y 6.5 que muestran en la primera, cémo aumenta el niimero de iteraciones

del método de un nivel mientras que las iteraciones del método de dos niveles se
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mantienen con poca variacién. En la segunda, el porcentaje de disminucién de la

iteraciones necesarias del método de dos niveles.

M. Fina M. Gruesa dominios d TIter IN Iter 2N Porcentaje de Iteraciones
49 x 49 25 x 25 2 x2 2 121 63 52.07%

25 x 25 3 x3 2 146 74 50.68 %

13 x 13 4 x4 2 209 51 24.40 %

25 x 25 8 %8 2 358 99 27.65 %

13 x 13 12x12 2 504 40 7.94%

17 x 17 16x16 2 683 66 9.66 %

Tabla 6.6: Comparativo en porcentaje entre iteraciones de ambos métodos del ejemplo 2.
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Figura 6.4: Comparativo de iteraciones de la tabla 6.6.
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Figura 6.5: Porcentaje de disminucién de iteraciones del método de dos niveles de
la tabla 6.6.

Hasta aqui hemos visto dos ventajas del método de dos niveles sobre el método
de un nivel. Primero que las iteraciones disminuyen y segundo que el error global
es mejor, es decir, hay mejor precision. Pero ;Qué hay sobre la convergencia del
método de dos niveles? Aqui vamos a explicar qué es lo que esta pasando. Se define

la convergencia de un método iterativo como
lm ||u — u*|| =0
h—0

donde h es el pardmetro de malla fina, u la solucién analitica y u* es la solucién
numeérica obtenida por el método iterativo que se esté usando. En este sentido, lo
que hemos estado variando es solamente la malla gruesa, es decir, H; asi como el
nimero de subdominios. En nuestro procedimiento, fijamos el error y obtenemos
que el nimero de iteraciones es insensible de h y H. Asi nos faltaria variar h para
ver los efectos en la convergencia. En un primer paso, en esta tesis s6lo obtenemos
las dos ventajas ya mencionadas del método de dos niveles en relacién al método de

un nivel.
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6.3. Ejemplo 3

Por 1ultimo consideremos la ecuacion singular perturbada

Pu(z,y)  0ulx,y)

_ 2 ) ) _ _ )
€ < 92 + B )+2u(m,y) f(z,y,¢) en Q= (0,1)
u(z,y) =0 sobre 0f)

Por la complejidad de f(z,y, €) sélo ponemos la solucién para la cual f se verifica,

es decir,

1 1

14 e(-2) 14 (%)

e(_g) + e(m:)) <1 _ e<_g) + e(ygl

)
U(:v,y,s)=<1— >+$(1—w)y(1—y)

Elijamos un valor de £=0.5, el cual no genera altos gradientes en las fronteras.
Esto lo podemos apreciar en la figura 6.8.
En la tabla 6.7 podemos observar la disminucién de iteraciones del método de

dos niveles, mas no tan notable como en los ejemplos 1 y 2.

M. Fina M. Gruesa Dominios d Iter IN Iter 2N CPU IN CPU 2N Error
49 x 49 25 x 25 2 x2 2 53 35 10m 08s  8m 45s  0.02098
25 x 25 3 %3 2 54 36 3m 27s  4m 31s  0.02595
25 x 25 4 x4 2 63 45 2m 06s  4m 22s  0.03614
25 x 25 8 x8 2 112 55 1m 16s  4m 255  0.04545

Tabla 6.7: Resultados numéricos al variar el niimero de subdominios y una =0.5.

En la grafica de la figura 6.6 mostramos el comportamiento de las iteraciones del
método de dos niveles al compararlo con el método de un nivel, y en la figura 6.7 la

grafica de la solucion aproximada.
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Figura 6.6: Resultados de la tabla 6.7.
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Figura 6.7: Gréfica de la soluciéon aproximada para & =0.5.
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Figura 6.8: Grafica de la solucion analitica para ¢ =0.5.

Ahora elegimos el valor de e=0.01, para el cual la solucion tiene altos gradientes

en la frontera y en la tabla 6.8 mostramos los resultados.

Iter IN TIter 2N CPU IN CPU 2N  Error
7 5 1m 30s 1m 30s 0.13834
6 5 27s 44s  0.13913
6 5 14s 35s  0.14023
6 5 5s 28s 0.15154

M. Fina M. Gruesa Dominios

49 x 49 25 x 25 2 %2
25 x 25 3 x3
25 x 25 4 x4
25 x 25 8 x8

DO NN N KX

Tabla 6.8: Resultados numéricos al variar el niimero de subdominios y una =0.01.

Debido a los altos gradientes que genera € =0.01, el método de dos niveles es
ineficiente solamente para los puntos extremos de la frontera artificial, generando
un error grande en esos puntos solamente. En la grafica de la figura 6.9 mostramos

este efecto y en la figura 6.10 la grafica de la solucién analitica.
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Figura 6.9: Gréfica de la solucién aproximada para ¢ =0.01.
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Figura 6.10: Gréfica de la solucién analitica para € =0.01.



Conclusiones

La importancia de las funciones de base radial en cuanto a la solucién numéri-
ca de ecuaciones diferenciales parciales, radica en que a diferencia de los métodos
clasicos, éstas no requieren de la construccién de mallas. Por otro lado los métodos
con este tipo de funciones son algoritmicamente mas simples debido que se pueden
aplicar en problemas de altas dimensiones asi como para fronteras mas complicadas,
y ademds que se puede alcanzar convergencia exponencial [3]. En los tltimos anos
éstas funciones han tenido un impacto tanto en ingenieria como las matemaéticas.
En este sentido han surgido diversos métodos; algunos son, métodos de colocacion
[33, 34], cuadratura diferencial [49] y esquema de Galerkin [55]. Asi mismo en di-
versas areas los métodos anteriores han sido aplicados. Por mencionar algunas tene-
mos: matematicas financieras [22, 29], modelacién de aguas de poca profundidad
[38, 25, 61], geofisica [1] y dindmica de fluidos [15].

Cuando se aplican los métodos de colocacion, una de las dificultades mas sig-
nificativas se presenta cuando abordamos problemas complejos de gran escala, y es
el mal condicionamiento de la matriz de discretizacion correspondiente al sistema
de ecuaciones lineales, cuando el nimero de nodos aumenta [43]. Para enfrentar
esta problematica se han utilizado las técnicas de descomposicién de dominios y
de precondicionamiento. Para descomposicién de dominio se han presentado varios
resultados en los ultimos anos, en particular para Schwarz aditivo y multiplicativo
ver [68, 36, 39, 37, 42, 60, 6]. Sin embargo ain no se ha ni formulado ni estudiado
numéricamente la escalabilidad de estos algoritmos. La escalibidad se entiende co-
mo la propiedad de la técnica de descomposicién de dominio, en cuanto a que debe
haber una comunicacion global de informacion a fin de garantizar que el nimero de
iteraciones del algoritmo no se incremente si el nimero de subdominios aumenta.

En esta tesis hemos introducido por primera vez un algoritmo de dos niveles,
tipo Schwarz aditivo con traslape, para funciones de base radial que resuelven este

problema. Esta es la contribucion mas significativa de este trabajo.
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En nuestros resultados, de manera exitosa se alcanzé el objetivo de disminuir el
nimero de iteraciones asi como mejorar la precision de la solucién numeérica, cuando
aumentamos el nimero de subdominios, en dos de los tres ejemplos presentados.

Cuando comparamos los métodos de un nivel y dos niveles, para la primera
ecuacion diferencial parcial (ejemplo 1) en donde tenemos la ecuacién de Laplace con
una solucién analitica suave, nuestras pruebas numéricas muestran con claridad la
escalabilidad del algoritmo 2, pues se mantiene estacionario el niimero de iteraciones
cuando aumentamos el nimero de subdominios. Para la segunda ecuacion diferencial,
en donde tenemos el Laplaciano menos un término lineal (ejemplo 2), las pruebas
numéricas en relacién al nimero de iteraciones mostraron una relativa estabilidad,
pues hubo un poco mas de variacion para los diferentes niimeros de subdominios,
sin embargo las iteraciones para el método de un nivel fue siempre creciente (ver
tabla 6.5).

Para el dltimo ejemplo, debido a los altos gradientes en la fronteras, el algoritmo
2 no mostro eficiencia junto con el hecho de que la ecuacién de este ejemplo es del
tipo Helmholtz, cuyas frecuencias altas no son faciles de capturar. Debido a que el
problema radica en cémo se da la transmisién de informacién en la fronteras arti-
ficiales, debemos optimizar las condiciones de transmisién en las zonas de traslape,
esto se conoce como condiciones de transmision mejorada, situacién que en la actua-
lidad el método de dos niveles no ha sido estudiado tedricamente ni siquiera para
los métodos clasicos en este contexto.

Finalmente cabe senalar, que aiin quedan temas pendientes para trabajos futuros,
estos son: la convergencia del método de dos niveles, dar un tratamiento optimizado
para las condiciones de transmisién entre subdominios y formular el método de dos

niveles utilizando nodos aleatorios.



APENDICE A

Método FBR theta

Consideremos la ecuacion lineal dependiente del tiempo de la forma

ou(x,t)

5 + Lu(x,t) = f(=,t); xecQeR?

Bu(x,t) = g(x,t); x € 00 € R? (A.1)

donde 2 denota el dominio fisico cerrado sobre el cual la EDP es resuelta y 02 denota
su frontera. L es un operador diferencial lineal y B es un operador que impone las
condiciones de frontera. u(x,t) es la solucién deseada con f(x,t) y g(x,t) como
datos.

Aplicando discretizacion hacia adelante para el tiempo y representando el térmi-

no espacial por el método theta, la ecuacién (A.1) puede escribirse como

u(x, ") —u(x,t") = 6tf(x,t") — ot[0Lu(x, ") +
(1—0)Lu(z, t")]; xeeR (A.2)
Bu(z,t") = g(z, t""); x € 00 e R? (A.3)

donde 6t es el paso del tiempo y u(x,t") denota la solucién en el tiempo ¢t = " y
0<6< 1.

Consideremos el conjunto
C = {(@s)li=1ns € Q, (®i)|i=ng41n, € O}

donde ng y ny, denota el nimero de puntos de colocacién en el dominio y en la frontera

respectivamente. De esta manera denotaremos a todos los puntos de colocacién como
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N, es decir, N = ng + ny.
La funcién desconocida u(x,t) es aproximada como una combinacién lineal de

RBFs ¢(||x — «;||) con centros en cada uno de los puntos de colocacién. Asi

N

a(a,t) =) Aoz — ) (A.4)

j=1

Sustituyendo la ecuaciéon (A.4) en la ecuacién (A.2) y haciendo corresponder el
interior y las condiciones de frontera en cada punto de colocacion de C' nos da el

siguiente sitema de ecuaciones

d,+ 06tLP,y
B*®,

P, — (1—0)5tLd,
0

An—H

(St n+1
o[

)
Aqui ®4 € R**N denota la porcién de la matriz de Gram A = [®4— ®p)T € RV
(donde el ij-ésimo elemento de A estd dado por A;; = ¢(||@; — x;]|)). L®4 € R™*N
representa el operador diferencial aplicado en cada uno de los puntos interiores de
C, B®, € R™*N representa el operador de frontera aplicado a cada punto de la
frontera de C'y 0 € R™*" representa una matriz de ceros. "™ € RM es un vector
desconocido con los coeficientes RBF en el tiempo t" + 0t, y A" € RN, £ ¢ R
y g"" € R™ son vectores conocidos en el tiempo t". La ecuacién (A.5) puede

escribirse como

An+1 — H_T_lH,)\n + H_T_an+1 (A6>
donde
o | @t ostLe, [ ®—-0stre,
T B®, T 0
y
Fn+1 B 5tfn+1
- gn+1

La ecuacién (A.6) puede escribirse en términos de la funcién u desconocida como

v = AH'H_ A 'v" + AH'F""! (A7)



APENDICE B

Simbologia

Algoritmo 2.

Simbolo | Descripcion

f Lado derecho de la ecuacion diferencial parcial.

r* Frontera artificial del subdominio extendido ¢ en el paso k.

i, up | Salida de malla fina.

up Solucién final de resolver el problema de Poisson usando solamente
Schwarz 1 nivel.

uc Estimacién de ue en malla gruesa.

fo Estimacién de f en interior de malla gruesa.

)\JI. Coeficientes de resolver un problema de interpolacion

M;: o Componentes de la matriz de Gram de malla gruesa.

Prc

Mpg: ¢

Ppc

P

Oc
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Ao, ac | Solucién del problema de Poisson usando colocacion asimétrica
en malla gruesa.

gc Condiciones de frontera en malla gruesa.

i Elementos del vector Aq.

uc Solucién final después de incorporar la informacién de malla

gruesa.
Algoritmo 3.
Simbolo | Descripcion
fc Lado derecho de la ecuacion diferencial parcial evaluado en malla
gruesa.
r* Frontera artificial del subdominio extendido 7 en el paso k.
Ai.r,up | Salida de malla fina.
up Solucién final de resolver el problema de Poisson usando solamente
Schwarz 1 nivel.

uc Estimacién de ue en malla gruesa.
fo Estimaciéon de f en interior de malla gruesa.
)\]I- Coeficientes de resolver un problema de interpolacion
i Elementos del vector A¢.
Aal Matriz de discretizacién asimétrica en malla gruesa.
re Residuo en malla gruesa.
R’ Operador restriccion.
ec Error en malla gruesa.
er Error en malla fina.
u Solucién final después de incorporar la informacion de malla gruesa.
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