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Introduccion

En el siglo XVIIT Christiaan Huygens revolucion6 la medida del tiempo al
construir el primer reloj de péndulo autosostenido; anos mas tarde descubrié un
comportamiento extrano al colocar dos relojes de este tipo en los extremos de un
soporte horizontal. Para su asombro, las lentejas de ambos relojes se columpiaban
a la misma frecuencia pero con fase contraria, es decir, los péndulos llegaban a un
estado de sincronizacion. Si los péndulos son desfasados manualmente el estado
de sincronizacion con fase contraria se recupera en un tiempo corto.

Motivado por el descubrimiento, Huygens pensé que se podria resolver el prob-
lema de medicion del tiempo en la navegacion maritima. Sin embargo, las obser-
vaciones de Huygens no resolvieron el ambicionado problema pero, inspiraron
estudios modernos de sincronizacion de oscilaciones en la dindAmica no lineal.

El fenémeno de sincronizacion se llega a observar cuando dos o méas osciladores
no lineales ajustan sus ritmos como efecto de alguna interaccion. Este feno-
meno se presenta en sistemas vivos a nivel de células simples, subsistemas fi-
siologicos, organismos o incluso al nivel de poblaciones. |Glass, Mackey, 1988,
Picovsky, et. al., 2001]

La sincronizacién es esencial para el funcionamiento normal de muchos sis-
temas, por ejemplo, en la comunicacién por radio, en los marcapasos que ajustan
el ritmo cardiaco y en fendmenos meteoroldgicos, entre otros. En el campo de las
neurociencias, la sincronizacién es de vital importancia pues es la base de todos
los ritmos biologicos como en la coordinacion motora y los procesos de atencion.
Sin embargo, una sincronizacion desmedida puede conducir a malfuncionamientos
como en el caso de la epilepsia.

Este fenomeno y muchos otros se pueden estudiar bajo la teoria de los sis-
temas dindmicos. En particular, los osciladores de integracion y disparo resultan
muy ttiles y eficientes pues emulan, siendo sumamente simples, muchas de las
caracteristicas de sistemas de osciladores muy complejos. La intencién de este
trabajo es encaminarnos en el estudio de una red neuronal, con el fin de mode-
lar un sistema de esta naturaleza, se desarrollara a profundidad el caso de tres
osciladores de integracion y disparo acoplados. A partir de esto se busca tener
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una perspectiva mas amplia de las posibles generalizaciones a sistemas de muchos
osciladores acoplados por sofisticados que sean.

En el capitulo 1 se comienza con una breve resena de la teoria de los sistemas
dindmicos, introduciendo algunos de los conceptos mas basicos, con base en ello,
en el capitulo 2 se aborda el terreno de las neurociencias, modelando algunas de
las propiedades basicas de las neuronas y su respuesta bajo la estimulacion o la
interaccion entre ellas. En el capitulo 3 se analiza a los osciladores de integracion
y disparo, mostrando sus caracteristicas y el comportamiento cuando se acoplan
dos de estos y finalmente, en el capitulo 4, se realiza una investigacion sobre el
comportamiento de un sistema de tres osciladores.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

1.1. El concepto de sistema dindmico

Una ecuacion diferencial ordinaria es una relacion de la forma
ft, x i, & ..,2%)=0. (1.1)

con f € C(RF1 R) ! y z una funciéon desconocida de R — R. Al grado de la
derivada mas alta, k, en este caso, se le llama el orden de la ecuacion.

Una solucion de la ecuacion diferencial es una funcion ¢(t) : R — R que la
satisface, es decir, que cumple con 1.1,

ft, ¢, 6, ¢, ....,6%)=0. (1.2)

El teorema de existencia y unicidad muesta que, cuando f es una funcion
continua y de derivada continua? y dadas unas condiciones iniciales, esto es, un
conjunto de valores especificos de la funcion z(t) y de sus primeras k — 1 derivadas
a un cierto tiempo %j, existe una y sélo una solucion de la ecuacion diferencial la
cual, ademas de satisfacer la ecuacion, cumple con dichas condiciones iniciales.

Se puede ver de otra forma a las ecuaciones diferenciales; se puede despejar a
z® de ec. 1.1,

e ® = g(t, z, @, &, ..., z*D), (1.3)

'En este texto se emplearé la siguiente notacién, & se refiere a la primera derivada temporal
de la variable z, esto es & = dxz/dt, para la segunda derivada se utilizaran dos puntos. Si se
tiene una derivada de orden mayor de la variable x, se denotara el orden entre paréntesis en el
superindice, por ejemplo z("™) = d™x/dt™. Ademas, la notacion C™ (U, V) significa el conjunto
de funciones de U — V con derivada continua hasta orden m. Si m = 1 se omitird escribir el
namero.

2Puede pedirse a f cumplir con condiciones menos estrictas, pero para nuestros propositos
no es necesario este refinamiento.
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con lo que al cambiar a un nuevo conjunto de variables independientes y =
(z, &, &, ..., 2#7V) se tiene,

yl = Y2,

Yo = Y3,
Ue-1 = Yk,

o = g(t,y).

Asi se lleva la ecuacion original a un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden. Més atin, es posible agregar ¢ a las variables independientes, esto
es, z = (t,y) para hacer al segundo miembro de la ecuacion independiente del
tiempo:

h=1,

732 = Z3,

Zk = Zkyls
Ze1 = 9(2).

Un sistema en el que no hay dependencia temporal se llama auténomo, y
como se mostrd anteriormente, basta con considerar a los sistemas auténomos de
primer orden para el estudio de las ecuaciones diferenciales.

A menos de especificarse lo contrario, de ahora en adelante se trabajara con
ecuaciones en la forma

i = f(), (1.4
con z: R — RFy f € C(RF). A R*, el espacio donde esta definida la ecuacion
diferencial, se le conoce como espacio fase®. [Teschl, 2003]

El mapeo f puede interpretarse como un campo vectorial sobre R¥. Las
soluciones son entonces, curvas tangentes en todo punto a ese campo vectorial.
En particular, las soluciones de la ecuacion diferencial ajustadas a las condiciones
iniciales son llamadas curvas integrales o trayectorias. Se dice entonces, que
x es una curva integral si satisface a la ecuacion diferencial y cumple la condicion
x(tp) = zo. En la figura 1.1 se muestra un ejemplo del espacio fase del péndulo
simple.

3En la mecanica clasica, particularmente en el &mbito de la mecanica hamiltoniana, el espacio
fase toma otro significado, pues esta conformado por las coordenadas y momentos generalizados.
En este trabajo, no se empleara esta definicion.
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Figura 1.1: Ejemplo pictorico del espacio fase del péndulo simple. Las lineas mues-
tran algunas de las trayectorias que describe una particula.

Desde el punto de vista fisico, el estado de un sistema esta representado por
un punto en el espacio fase. Desde una perspectiva geométrica, las soluciones a la
ecuacion diferencial son curvas parametrizadas por el tiempo tales que los vectores
tangentes a dichas curvas coinciden con el campo f.

El teorema de existencia y unicidad hace ver que para cada punto z, € R*
existe una y solo una solucion de la ecuacion diferencial que tiene a ese punto
como condicién inicial. Esto implica que, por cada punto del espacio fase, pasara
una y so6lo una curva solucién y por tanto, éstas curvas o trayectorias llenan el
espacio y no se intersectan.

El teorema de existencia y unicidad trae consecuencias importantes en la
topologfa de las soluciones, por ejemplo, si hay una curva cerrada en R?, es decir,
una solucién periodica que encierra a una region, las trayectorias dentro de esta
region quedan atrapadas para todo t, anadlogamente, si una trayectoria comienza
fuera de la region encerrada, jamas podra entrar.
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1.1.1. El concepto de flujo en el espacio fase

Es posible contemplar a las ecuaciones diferenciales bajo otro punto de vista.
Al tener un valor del tiempo, por ejemplo cero y un cierto punto del espacio fase, x,
después de un tiempo t, el punto x habra recorrido la trayectoria correspondiente
y se encontrara en el punto x’. Al ser esto valido para todo punto del espacio fase,
dado un valor del tiempo ¢, es posible establecer un mapeo del espacio fase en si
mismo:

¥ RF = RY, (1.5)

definido por
Py(x) =2/, (1.6)

esto es, a cada punto del espacio fase se le asocia aquel punto al que ird a parar
cuando se recorre la trayectoria durante un tiempo ¢.

Generalizando esto es posible construir un mapeo 9 : R¥ x R — R* que a cada
punto x € R* y a cada tiempo ¢ € R le asocia un punto 2’ € R* dado por ().

Estos mapeos representan las soluciones de la ecuacion diferencial, ya que si se
tienen estos mapeos, se tiene el conjunto de soluciones y, viceversa, si se tienen las
soluciones se puede construir el mapeo. Por esta razon los mapeos son equivalentes
a la ecuacion diferencial y se puede decir que el estudio de este tipo de mapeos es
otra forma de tratar a las ecuaciones diferenciales.

Por la semejanza con la descripcion del fluir de un liquido, a estos mapeos se
les llama el flujo del espacio fase y presentan la ventaja de poder contemplar en
un s6lo objeto matematico todas las soluciones de la ecuaciéon diferencial.

El conjunto de los mapeos 1, tiene propiedades interesantes. En primer lugar
el mapeo ¥y es el mapeo cuando no ha transcurrido tiempo alguno, por lo tanto,
todos los puntos se quedan en su lugar, es decir, es el mapeo idéntico,

Yo = 1. (1.7)

En segundo lugar, la composicion de dos de estos mapeos es equivalente a un
mapeo con un intervalo de tiempo igual a la suma de los tiempos de los dos
mapeos,

Yy, 0 Yy, = iy 14, (1-8)

En tercer lugar, dado uno de ellos, 1, existe otro, que corresponde a recorrer
la trayectoria en sentido contrario del tiempo _;, tal que al componerlo con el
mapeo original da el mapeo idéntico, esto es, existe un inverso,

Yroth_y = tho. (1.9)
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Finalmente, al igual que para cualquier conjunto de mapeos, la operacion de com-
posicion es asociativa,

@Z)h ° (1/)152 © ¢t3) = (%1 o ¢t2) o 77ZJ153' (1'10)

Por tanto, que el conjunto de mapeos ¢, forma un grupo ante la operacion de
composicion; es mas, la estructura de este grupo es la misma que la estructura
del grupo de los niimeros reales ante la adicion. Se dice entonces que el flujo es
un grupo de un parametro de mapeos del espacio fase en si mismo.

Esta propiedad de flujo es, desde luego, consecuencia de haber sido construido
a partir de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, pero lo inverso es también
cierto. Esto es, para un conjunto de mapeos de R* — RF parametrizados por R
tales que, ante la composicion, forman un grupo con la estructura del grupo de los
reales ante la suma, entonces conforman un flujo y habra un ecuacion diferencial
en RF cuyas soluciones generan ese flujo. Esto es, el flujo de ¢;(zy) mapea a
en x; v en particular, la diferencial de este mapeo corresponde al campo vectorial
del flujo, pero visto de otra forma, siendo lo mismo que la derivada con respecto
al tiempo de x evaluada en algiin tiempo, por ejemplo cero, entonces,

, d
T = %wt(a:) T f(x), (1.11)

ésta es la ecuacion diferencial derivada del flujo. A un conjunto de mapeos parametriza-
dos de la forma descrita se le llama también una accién del grupo de los reales
sobre la variedad R¥. [Pérez]

1.1.2. Definicion de sistema dinamico

Un sistema dinamico es aquél que cambia o evoluciona con el paso del tiempo
cuando dicho cambio esta determinado por el estado mismo del sistema. Existen
muchos ejemplos de sistemas dinaAmicos como el balanceo del péndulo en un reloj,
la cinética de una reaccién quimica e incluso la poblacién de peces en un estanque.

Formalmente, un sistema dindmico esta definido como la acciéon de un semi-
grupo G actuando sobre un espacio de estados o espacio fase M. Es decir, un
mapeo

T: MxG — M
("L‘ag) - Tg(x>
de tal manera que
Tg (¢] Th = Tg@h,
TO — 1,
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donde @ el denota la operacion del grupo. Si G es un grupo se tienen los inversos
operacionales, por lo tanto, el sistema dinamico es invertible.
Se tiene un sistema dindmico continuo cuando,

G=R" 6 G=R, (1.12)
y un sistema dinadmico discreto cuando,
G=N, o6 G=L. (1.13)

Como se mostré con anterioridad, el ejemplo mas comiin de un sistema dinami-
co continuo es el flujo de una ecuacién diferencial auténoma,

T, =4, G=R (1.14)

El ejemplo més comiin de un sistema dindmico discreto es el de la iteracion de un
mapeo. Para una f que mapea R™ en si mismo,

f: R"—R" (1.15)

el sistema es:
T,=f"=fofo..of (nveces) G =N, (1.16)

Si el mapeo f es invertible y n € Z, GG serd un grupo y el sistema dinamico sera
invertible. Este trabajo se limita a estos casos.

Se podria decir que la meta principal de la teoria de los sistemas dindmicos
es entender el comportamiento eventual o asintotico de los procesos del sistema.
Si se trata de una ecuacion diferencial cuya variable independiente es el tiempo,
entonces, la teoria intenta predecir el comportamiento ulterior de las soluciones
de la ecuacion ya sea en el pasado remoto (f — —o0) o en el futuro distante
(t — o0). Si el proceso es discreto, tal como la iteracion de una funcién, en-
tonces la teoria busca entender el comportamiento eventual de la serie de puntos
{z, f(x), f2(x), ..., f"(x)} conforme n tiende a co. [Teschl, 2003]

Con este proposito se mostraran algunos conceptos importantes para el tratamien-
to de los sistemas dinamicos.

1.2. Sistemas dindmicos continuos

Uno de los ejemplos mas comunes de sistemas dindmicos continuos son las
ecuaciones diferenciales auténomas, por lo tanto, se comenzara por el estudio de
éstas. Considérese la ecuacion diferencial auténoma siguiente,

&= f(x) (1.17)
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con x € R"y f € C(R"). Cuando la dimensiéon n > 1, la ecuacién se puede
expandir a un sistema de ecuaciones acopladas, esto es:

T = fi(x),
j:2 - f2($)7
Tn = ful(z).

Esta ecuacion se dice que es lineal si,

n

fi=> ayx; +;, (1.18)
j=1
con a;; y b; constantes, i = 1, 2, ..., m. Esto es, la ecuacién diferencial se presenta
de la siguiente forma:
T =Ax+0b. (1.19)

Si A es una matriz real no singular de n xn y b € R", siempre se puede hacer una
traslaciéon mediante un cambio de coordenadas tal que la constante b se anule,

il = A, (1.20)
Considérese ahora una trasformacion lineal a unas nuevas variables:
y =Wz, (1.21)
la ecuacion se reescribe,
= WAW 1y (1.22)

Si la matriz A es diagonalizable, es posible escoger W tal que el producto de
las matrices WAW ™! sea una matriz diagonal E de eigenvalores. Entonces, la
solucion de la ecuacion es:

y(t) = ce™,
es decir,

yi(t) = e, (1.23)

con ¢; constantes que dependen de las condiciones iniciales y \; el .-ésimo eigenval-
or de A. Es posible regresar a las variables originales mediante el mapeo inverso
de ec. 1.21, con lo que la ecuacién queda resuelta.
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Para el caso general que la matriz A no sea diagonalizable o sea degenerada,
se puede resolver el sistema via la forma canoénica de Jordan que es un método
mas robusto. |Teschl, 2003|

Este es un método para obtener la solucion de algunas de las ecuaciones difer-
enciales lineales, sin embargo, la inmensa mayoria de las ecuaciones diferenciales
no son lineales. En el caso de las no lineales no existen métodos sistematicos para
resolverlas ni para clasificarlas o encontrar sus comportamientos cualitativos o
topologicos generales, tanto es asi que, actualmente el estudio de las ecuaciones
diferenciales no lineales es un tema abierto a la investigacion.

A pesar de la rareza de las ecuaciones lineales, el estudio anterior no resulta
en vano como se mostrard a continuacion, ya que auxilia en el estudio de las
ecuaciones no lineales.

1.2.1. Puntos criticos

Notese que para las ecuaciones diferenciales lineales (ec. 1.20) sin importar
cual sea la matriz A, el origen es un punto que por si mismo satisface la ecuacion
diferencial. En general, a los puntos del espacio fase del sistema dindmico que
permanecen en su lugar todo el tiempo se les llama puntos criticos. Conocer los
puntos criticos de una ecuacion diferencial es de gran importancia ya que nos
permite iniciar el estudio del comportamiento de sus soluciones.

Para una ecuacién diferencial, los puntos criticos o de equilibrio, &£, satisfacen
f(&) = 0y corresponden a estados de equilibrio o reposo del sistema. Existen difer-
entes clasificaciones para estos puntos segiin el comportamiento de las trayectorias
en una vecindad de ellos. Esto se logra al hacer una expansion en serie de Taylor
de f: M — M, donde M es el espacio fase de dimensiéon n, al rededor del punto
critico & se obtiene:

i = [+ Df(E)x+o(z?)
~ Juz.

Donde J = Df(§) es la diferencial de f, una matriz cuadrada de n x n, conocida
como matriz Jacobiana del mapeo en el punto &.

La ecuacion:
T =Jz, (1.24)

es conocida como una linealizacion de ec. 1.17.

Los puntos criticos estan clasificados segtn el comportamiento de las trayecto-
rias en su vecindad. Resulta conveniente encontrar los eigenvectores y eigenvalores
de J para su taxonomia. Por simplicidad, considérese al plano real como el espacio
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fase del sistema. En tal caso J es una matriz cuadrada de 2 x 2 y los eigenvectores
y eigenvalores vienen en parejas.

1. Si los eigenvalores son reales y de signos opuestos el punto critico es un
punto silla.

2. Si los eigenvalores son distintos pero reales y del mismo signo, entonces, el
punto critico es un nodo. Existen dos tipos de nodos.

a) Silos eigenvalores son positivos entonces se tiene un punto de equilibrio
repulsor o inestable.

b) Si los eigenvalores son negativos el punto critico es un atractor.

3. En caso de tener un eigenvalor nulo, el punto critico no esté aislado y proba-
blemente sea parte de toda una curva de puntos de equilibrio, si son iguales
hay degeneracion, esto causa singularidades y no serén consideradas en este
trabajo. En ésta se encuentran las estrellas y nodos degenerados.

4. Cuando los eigenvalores de la matriz J son complejos, deben ser complejos
conjugados, y se pueden presentar las siguientes posibilidades:

a) Si la parte real del valor propio es positivo se tienen espirales diver-
gentes y el punto critico serd un foco inestable.

b) Si ésta es negativa entonces las trayectorias al rededor del punto fijo
son espirales convergentes y el punto critico serd un foco estable.

¢) Cuando la parte real es nula los eigenvalores son puramente imaginar-
ios lo que induce rotaciones alrededor del punto fijo formando érbitas
cerradas, estas se encuentran cominmente en sistemas fisicos conser-
vativos cuando el potencial presenta minimos locales.?

En la figura 1.2 se muestran algunos ejemplos del comportamiento de las trayec-
trorias en la vecindad de los puntos criticos.

Naturalmente, este andlisis inicamente permite estudiar al sistema en torno
a los puntos criticos, pero se sabe que el resto del espacio fase debe estar lleno
de trayectorias que no se pueden intersectar y que deben extenderse de manera
continua y congruente con el comportamiento cercano a los puntos criticos.

4Es posible que el sistema no muestre 6rbitas cerradas al rededor del punto fijo, a pesar de
que la linealizacion afirme lo contrario, en esos casos se debe hacer una mejor aproximacion.
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Esto permite simplificar el estudio de la ecuacion diferencial, sin embargo, se
debe recordar que dada una configuracion de puntos criticos pueden existir muchas
formas cualitativamente distintas de llenar el espacio fase con trayectorias, por lo
que el estudio topolégico no es conclusivo.

Para sistemas definidos en un espacio de mayor dimensionalidad, por ejemplo,
f:R™ — R™ con m > 2. La matriz J serd de m x m con entradas reales. En
este caso se tienen m eigenvalores y el estudio anterior puede ser generalizado sin
mayores dificultades. [Strogatz, 1994|

1.2.2. Ciclos limite

ciclo
limite

G

8

VR

Figura 1.3: Ciclo limite del oscilador de van der Pol.

Otras de las curvas solucién cuyo comportamiento es sobresaliente son los
llamados ciclos limite. Un ciclo limite es una trayectoria cerrada en cuya vecin-
dad no todas las trayectorias son cerradas. Una trayectoria cerrada implica que
con el transcurso del tiempo, el estado del sistema regresa idénticamente a las
condiciones iniciales y por tanto corresponde a una solucién periodica.

Cuando las trayectorias circundantes a un ciclo limite se aproximan en espiral
a él, se dice que éste es un ciclo limite atractor. Si por el contrario, las trayectorias
vecinas se alejan con el paso del tiempo, se dice que el ciclo limite es inestable.
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Hay casos excepcionales, en los que el ciclo limite puede ser semiestable,
por ejemplo, si dentro de éste las trayectorias se alejan pero por fuera se acercan
o viceversa. En la figura 1.3 se muestra un ciclo limite y algunas trayectrorias
cercanas a éste.

Los ciclos limite estables son muy importantes, pues corresponden a sistemas
que muestran oscilaciones autosostenidas. En otras palabras, los sistemas mues-
tran estabilidad para un tipo de oscilacion, por ejemplo: el latir del corazon, el
disparo periodico de un neurona marcapaso, el péndulo de un reloj, etc. En cada
caso, hay una oscilacion de un periodo prefentente, forma y amplitud; si el sistema
es perturbado ligeramente, no tardard mucho en recuperarse. Los ciclos limite tini-
camente se presentan en fendmenos no lineales de por lo menos dos dimensiones.
[Strogatz, 1994|

1.2.3. Bifurcaciones

En el espacio fase muchas de las trayectorias especiales mencionadas anteri-
ormente pueden coexistir y pueden organizar el flujo de muy diferentes maneras.
Por ejemplo, considérese una barra en un espacio de dos dimensiones orientada
verticalmente y sosteniendo una masa sobre su eje natural como la mostrada en
la figura 1.4. Al principio, si el peso no es muy grande, la barra permanece recta,
sin deformaciéon alguna. Si por demas, se le desea doblar, ésta se opondra y re-
gresara rapidamente a su estado erguido. Desde el punto de vista dinamico, esto
corresponde a un nodo estable. Si el peso que sostiene la barra se incrementa, even-
tualmente, ésta no soportard mas y, ante la menor perturbacion, se doblaré hacia
uno u otro lado. Es decir, el punto critico que antes era estable se ha convertido
en inestable y se han generado dos nodos estables a los lados.

El comportamiento cualitativo de la barra ha cambiado significativamente al

.
Z

FPIFITITITS

Figura 1.4: Bifurcacion en la estabilidad de una barra al soportar diferentes pesos.
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aumentar el peso que carga. El nodo estable original se ha transformado en tres
nodos, dos estables a los lados, y uno central inestable. Este es un ejemplo de
bifurcacién, o sea, de un cambio en el comportamiento cualitativo del sistema
ante el cambio de un parametro estructural del mismo. Se dice que la bifurcaciéon
ocurre en el momento en que el sistema presenta el cambio cualitativo, en este
caso, cuando el peso que sostiene la barra es tal que la barra pierde estabilidad
para mantenerse erguida.

En general, ante un cambio de un parametro estructural pueden ocurrir bi-
furcaciones, los puntos fijos pueden ser creados o aniquilados, la estabilidad del
sistema puede variar rotundamente, 6rbitas cerradas pueden desaparecer, etc. El
estudio de las bifurcaciones es relevante pues no cualquier cambio es posible, por lo
que las bifurcaciones ayudan a entender el comportamiento general de los sistemas
dinamicos.

En general, cuando se tiene una ecuacion diferencial como la siguiente

i = fol), (1.25)

donde (3 es un parametro estructural. Se dice que hay una bifurcacion si se presen-
tan cambios cualitativos o topolégicos en las soluciones cuando el parametro
[ transita por un valor especifico.

Para ilustrar mejor este concepto se mostrara otro ejemplo. Considérese sigu-
iente ecuacion,

i =B+ (1.26)

Donde (§ es un parametro que puede tomar valores negativos, positivos o cero.
Cuando 3 es negativo, hay dos puntos criticos (4+/3), uno estable y otro inestable.
Conforme el valor de  aumenta, los puntos de equilibrio se acercan el uno al
otro. Para (3 = 0, existe un tnico punto critico semiestable, esto es, estable por la
izquierda pero inestable por la derecha. Si el parametro [ es positivo, no existen
puntos criticos o de equilibrio. Entonces, se dice que ocurri6 una bifurcacién en
6 = 0, ya que el campo vectorial, para valores de [ positivos y negativos, es
cualitativamente distinto.

A esta bifurcacion se le conoce como bifurcaciéon de silla-nodo.
Existen innumerables clasificaciones de bifurcaciones, como la bifurcaciéon
supercritica de tridente ejemplificada con la barra del inicio de la subseccion

y un sinniimero mas. Por lo pronto, no se indagara mas en la taxonomia de éstas.
[Strogatz, 1994|
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1.2.4. Caos

Entre los comportamientos que pueden destacar los sistemas dinamicos hay
que destacar el llamado caos dindmico o simplemente caos. El caos en general es
dificil definirlo, y por ese motivo hay diferencias entre los especialistas para su
definicion. Para nuestros fines se empleara la siguiente definicion:

Caos es el comportamiento aperiodico a largo plazo en un sistema determin-
1sta que muestra alta sensibilidad a las condiciones iniciales.

Por comportamiento aperiodico a largo plazo se debe entender que las trayec-
torias no tienden a orbitas periddicas, cuasiperiddicas, a puntos fijos o al infinito
conforme t — oo. Por razones practicas se requiere que tales trayectorias no sean
de medida cero dentro del espacio fase, esto es, dado un conjunto de condiciones
iniciales aleatorias, es probable que el sistema tenga una trayectoria de este tipo.

Determinista significa que el sistema no tiene ruido o alguna variable aleato-
ria. El comportamiento irregular proviene tinicamente de la no linealidad de la
ecuacion diferencial.

La alta sensibilidad a condiciones iniciales se refiere a que trayectorias cercanas
se alejan exponencialmente rapido. Sin embargo, es importante recalcar el hecho
de que las trayectorias deben estar acotadas, de lo contrario, se podria cometer el
error de incluir varios sistemas que muestran sensibilidad a las condiciones iniciales
conforme las trayectorias se alejan al infinito.

Estas caracteristicas hacen que el comportamiento sea aparentemente aleato-
rio, ademas, dada la alta sensibilidad en la practica, el comportamiento se vuelve
impredecible.

Para ilustrar el comportamiento caotico considérese el problema de Sitnikov
por ejemplo. El problema consiste en un sistema de dos cuerpos llamados pri-
marios, por ejemplo, dos estrellas, de masas iguales y un tercer cuerpo, de masa
mucho menor a la de los primarios, por ejemplo, un asteroide, de tal manera que
se considera que no afecta al movimiento de los primarios. Las estrellas se mueven
sobre un plano cuyo origen esta dado por el centro de masas. El movimiento del
tercer cuerpo esta constrenido a una linea perpendicular al plano de los primarios
que pasa por el origen. La fuerza neta que actiia sobre el cuerpo de menor masa

es:
2G Mmzx

F=——n— 1.27

EENEO 20

donde z es la posicion de la masa respecto al plano y r(¢) la distancia de los

primarios a su centro de masas que esta dada por la soluciéon del problema de
Kepler.

Si las orbitas de los primarios fuesen circulares, entonces r(t) resultaria con-
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stante y el sistema resulta integrable. Cabe mencionar que en estas condiciones
el movimiento del cuerpo pequeno realizard oscilaciones periddicas en torno al
origen. Para orbitas con excentricidad ligeramente mayor a cero, la reduccion a
cuadraturas del problema no es posible, sin embargo, se tienen algunos resultados
importantes sobre el sistema.

Considérese una sucesion cualquiera de niimeros aleatorios reales ...,0_o,0_1, 00,01, 03, ...

finita o infinita por un lado o por los dos y la sucesion de tiempos entre dos pa-
sos consecutivos del planeta por el centro de masas de las estrellas, por ejemplo
ey T2, T_1,To, T1, T2, ..., donde una sucesion finita por la izquierda significa que el
planeta venia de infinito y es capturado por el sistema binario y una finita por
la derecha indica que el planeta escapa a infinito después de su ultimo paso por
el centro de masas. Se ha demostrado que dada la sucesion arbitraria de niimeros
reales, existen condiciones iniciales para el planeta, esto es una posicion x y una
velocidad vg, tales que la sucesion de intervalos de tiempo entre pasos sucesivos
por el centro de masas reproduce la sucesiéon de niimeros reales dada.

Por ejemplo, si la sucesion de niimeros reales es ..., 7.8,15.3,7.8,15.3,7.8,15.3, ...
esto es, una sucesion periddica , entonces con las condiciones iniciales adecuadas
el planeta describira una 6rbita periddica, con exactamente esos periodos.

Si la sucesion es ..., 7.8,15.3,7.8,15.3,7.8,15.3, notese que es casi la misma
del ejemplo anterior, excepto que es finita por la derecha, dadas las condiciones
iniciales adecuadas el planeta estard en una o6rbita que después de pasar por la
multitud de veces por el origen en los tiempos indicados, escapa al infinito y no
vuelve a pasar por el centro de masas. Lo que significa que si se ha observado por
muchos ciclos al planeta y se tiene los datos de la sucesion de intervalos de tiempo
entre pasos por el centro de masas, no es posible calcular el tiempo del siguiente
paso, pues las condiciones pudieran ser las que dan origen a la érbita periddica, las
que determinan que en un momento dado escapa a infinito o cualquier otra, por
ejemplo, una que comienza de igual manera pero concluye con nimeros distintos,

..,7.8,15.3,7.8,15.3,7.8,15.3, €1, cos(2/3), 7, 2, ...

Al observar al planeta y tomar esos tiempos, en principio, no es posible distin-
guir si son producto del azar, o como es el caso, producto de un sistema totalmente
determinista.

Cuando un sistema mecanico presenta trayectorias de esta naturaleza se dice
que es un sistema cadtico o que presenta el fenémeno del caos determinista.|Pérez|
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1.3. Sistemas dinamicos discretos

Los sistemas dinamicos discretos son también conocidos como ecuaciones en
diferencias, relaciones de recurrencia, iteraciones de mapeos o informal-
mente mapeos. A diferencia de las ecuaciones diferenciales, donde el tiempo es
continuo, el parametro que parametriza a los mapeos en estos sistemas es discreto.
La electronica digital, algunos casos de finanzas y la ecologia son algunos campos
donde abundan este tipo de sistemas.

Por lo general se representa a las iteraciones de mapeos con la ecuacion

Toa1 = flxn), (1.28)

donde x; € M, donde M es el espacio fase. En las ecuaciones diferenciales el
mapeo 1, representa el papel de un propagador temporal, parametrizado por el
tiempo, en esta ocasion serd la misma f la que juega ese papel.

Una solucion de la ecuacion diferencial es el conjunto de puntos (x) para
todo t € R. En las iteraciones de mapeos, a la sucesion de puntos xg, 1, T2, ...
se le llama la orbita hacia adelante del punto zg, 0 mas breve O"(xg). En
caso de que el mapeo tenga inversa, se pude definir la érbita hacia atras como
la sucesion de puntos xg, £_1, T_o, ... que se abrevia O~ (x); naturalmente, al
conjunto {z;|Vi € Z} se le llama la érbita completa, O(x).

1.3.1. Puntos fijos y puntos periédicos

Las orbitas de un mapeo pueden ser conjuntos bastante complejos ain para
un mapeo no lineal aparentemente simple. Sin embargo, hay orbitas que son espe-
cialmente sencillas y juegan un papel central en el estudio del sistema completo.
Se trata de los puntos fijos y los puntos periodicos.

Un punto & es un punto fijo de f si f({) = £. Es decir, es un punto que
permanece en su lugar para todas las iteraciones futuras.

Para determinar la estabilidad de & se considera una orbita local en torno al
punto fijo z,, = £ + 1, v se indaga si la 6rbita se acerca o se aleja de este, es
decir, si |n,| aumenta o disminuye conforme aumenta n. Haciendo una expansion
en serie de Taylor al rededor del punto fijo se tiene:

€+ Myt = f(€) + DF(E)nn + o(ny)

esto es
N1 == I, (1.29)
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donde J = Df(£) es la diferencial del mapeo f evaluada en . Esta tltima ex-
presion es la linealizacion del sistema discreto en la vecindad del punto fijo &. La
solucion de esta linealizacion es muy sencilla, por inducciéon, uno puede ver que

N = J"10. (1.30)

Cuando el espacio fase es la recta real, A = J = L f|¢, si [A| < 1 entonces
A" — 0 conforme n — o0, esto significa que 7, se hace cada vez més pequena y
por lo tanto el punto fijo es atractor o estable. Contrariamente, si [A| > 1, la
diferencia entre la orbita y el punto fijo crece, esto implica que el punto fijo es
inestable o repulsor.

El anélisis cuando se tienen més dimensiones no presenta mayores dificultades
conceptuales. Se busca un sistema de coordenadas para el cual J sea diagonalizable
o diagonalizable en bloques de 2 x 2, lo que desacopla el sistema. Se llega a una
clasificacion similar a la de los puntos criticos del caso continuo.

Hay puntos en el dominio de los mapeos que no se quedan invarientes con la
primera iteracion del mapeo sino después de p iteraciones, a estos se les llama
puntos peridédicos; esto es, el punto & es un punto periédico de periodo p si
fP(&) = & para el menor niimero natural positivo p para el que esto ocurra®.
La semejanza es clara con las curvas cerradas que son solucion de las ecuaciones

diferenciales. Aqui el periodo es un nimero natural a diferencia de un real.

La orbita {&,& = f(&1), .., &§p—1 = f(&p—2)}, constara de p puntos periddicos
de perfodo p, & = [(§,1) = &

Los puntos periddicos también pueden ser atractores o repulsores dependiendo
del comportamiento de los puntos de su vecindad. Para determinar la estabilidad
en la vecindad se hace el siguiente analisis.

Considérese al mapeo F' = fP. Este es un mapeo auxiliar en el que los puntos
periodicos de f son puntos fijos. Con este mapeo se puede hacer el analisis de
estabilidad que se tiene para los puntos fijos. Por lo tanto si |DF(£x)| es menor a
la unidad el punto periddico k es estable o atractor, en caso de que dicha cantidad
sea mayor a uno, el punto es inestable o repulsor. En caso de n dimensiones, los
eigenvalores de la diferencial del mapeo proporcionan esta informacion.

Notese que la estabilidad de un punto periddico es la misma que la de los

®Notese que fNP(&;) = & para todo entero N.



20 Sistemas Dinamicos

demas, esto se debe a que,

DfP(&) = Df(f*~" (&) - DF(f7*(&)) - - - Df(&)
= Df(kip-1)  Df(Erip2) - - - Df(&)

— pr(gi), (1.31)

Se puede ver que la diferencial no depende de la k, por lo tanto es la misma para
cualquiera de los puntos que constituyen una érbita periodica.|[Strogatz, 1994]

1.3.2. Bifurcaciones

El concepto de bifurcacion de los sistemas dindmicos discretos es el mismo
que se tenia en los sistemas continuos. Esencialemente, la teoria de bifurcaciones
estudia los cambios cualitativos que un mapeo presenta ante el cambio de un
parametro. En la iteraciéon de mapeos los cambios normalmente involucran la
estructura y estabilidad de los puntos periddicos, pero también pueden incluir
otros tipos de cambios.

Por ejemplo, el mapeo

Tnp1 = fo(wn) = fe (1.32)

presenta dos comportamientos cualitativamente distintos en funcién de los valores
de 3, atin para 3 > 0. Si 3 < e”!, f5 tiene dos puntos fijos, uno estable y uno
inestable (figura 1.5 izquierda). Si 3 > e~!, el mapeo no tiene punto fijo alguno
(figura 1.5 derecha). El cambio se da en 3 = e™!, es decir, el valor donde ocurre la
bifurcacion (figura 1.5 centro). Esta bifurcacion es un ejemplo de las bifurcaciones
silla-nodo para iteraciones de mapeos.

Existen muchos tipos distintos de bifurcaciones en los sistemas dinamicos dis-
cretos al igual que en los continuos, pero hay un tipo de bifurcaciéon que es propio
de los discretos, la llamada bifurcaciéon de doblamiento de periodo, un ejemplo
de ésta se puede observar en la figura 1.6. Basicamente, este tipo de bifurcacion
se da cuando se tiene una orbita periodica de periodo p°® para un cierto valor de
(. Al transitar # por un valor critico (3., los puntos de la 6rbita periodica pierden
estabilidad pero surgen dos puntos estables por cada punto periédico de la o6rbita.
Si antes de la bifurcacion los puntos periodicos eran p, ahora se tienen 2p puntos
y la periodicidad de la orbita es 2p. Por esta razéon se le llama bifurcacion de
doblamiento de periodo.[Devaney, 1948|

6Por supuesto también se puede incluir a los puntos fijos, esto es, cuando p = 1.
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B<lfe = B=1/e B>1/e

Figura 1.5: Ejemplo de bifurcacion que se presentan en los sistemas dindmicos
discretos.

Figura 1.6: Ejemplo de una bifurcacion de doblamiento de periodo.
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1.3.3. Caos

Hay muchos mapeos que muestran comportamientos llamados caoticos. De
nuevo, hay muchas posibles definiciones de caos que van de la medicion de algu-
nas propiedades extrapoladas de la teoria ergodica |Pérez| hasta la aproximacion
topologica que se adoptard aqui.

Intuitivamente, se dice que un mapeo f : M — M es cadtico en M si cumple
con las siguientes propiedades:

1. f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.
2. f es topoldgicamente transitivo.
3. Los puntos periddicos son densos en M.

Un mapeo posee sensibilidad a las condiciones iniciales si existen puntos arbitrari-
amente cercanos cuyas orbitas se separan con las iteraciones de f. Si un mapeo
posee sensibilidad a las condiciones iniciales, para propositos practicos, la dindmica
del mapeo sobrepasa las capacidades de los métodos numéricos. Pequenos errores
en la computacion numérica que son introducidos por el redondeo se magnifican
con el paso de las iteraciones. Por lo tanto, se puede perder nociéon de la 6rbita
cadtica real a partir de los métodos numéricos. Esto hace a los sistemas caoticos
practicamente impredecibles a largo plazo.

Se dice que un mapeo f : M — M es topologicamnete transitivo si para
cualquier par de conjuntos abiertos U,V C M existe un nimero entero k > 0 tal
que fE(U) N f*(V) # 0. En palabras, la transitividad topologica de un mapeo se
refiere a que cualquier par de conjuntos abiertos dentro del espacio fase eventual-
mente se intersectaran bajo un nimero finito de iteraciones. Consecuentemente,
M no se puede descomponer en dos conjuntos abiertos ajenos que resulten invari-
antes al mapearse puesto que cada punto pasa tan cerca como se quiera de todo
punto en M. Notese que si el mapeo posee una Orbita densa entonces, el mapeo
es topologicamente transitivo. Lo contrario también es cierto, pues lo mapeos
topologicamente transitivos poseen al menos una 6rbita densa.

Por tdltimo, en medio del comportamiento aparentemente aleatorio, se tiene
un elemento de regularidad, este debido a que los puntos peridédicos son densos en
M .[Devaney, 1948|

El ejemplo a continuaciéon muestra comportamiento cadtico. Considérese al
siguiente mapeo:

O = f(0,) =20,  (mod 1). (1.33)

Este es un mapeo del circulo (de perimetro unitario) en si mismo (f : S' — S').
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Notese que el mapeo tiene un punto fijo # = 0y tiene 6rbitas que eventualmente
llegan al punto fijo, por ejemplo, la érbita que comienza en 6y = 1/4; la 6rbita hacia
adelante es {1/4,1/2,0,0...}. Hay también orbitas periddicas, por ejemplo, si se
comienza desde 6y = 1/3, la orbita es {1/3,2/3,1/3...}. Como es de esperarse, hay
puntos que eventualmente son periodicos, por ejemplo, con 6y = 19/24, 6, = 7/12,
0, =1/6,03 = 1/3 y de aqui comienza la orbita de periodo dos anterior.

Este sistema tiene propiedades similares a las del caso de tres cuerpos que se
estudia en la seccién de caos dindmico para ecuaciones diferenciales. Si se expresa
la variable 6 en sistema de numeracion binaria, entonces # = 0.cqz0s3..., donde
a; son cero o uno. Ahora, en este sistema el dos se escribe 10 y, por lo tanto,
multiplicar por dos es recorrer la sucesion decimal un lugar a la izquierda, modulo
1 simplemente iguala a cero la entrada a la izquierda del punto, es decir, si,

Gn = 0.0(1052063... (134)

entonces,
9n+1 = 0.0ézOégOéz;... (135)

Queda claro que dada una sucesiéon de ceros y unos se puede generar una
condicién inicial @y pues se trata de un numero real entre cero y uno en sistema
binario.

Cualquier niimero escrito en sistema binario con una colecciéon finita de «;,
con las iteraciones del mapeo, eventualmente caera al cero, es decir, llegard al
punto fijo. Otra variante puede ser que , sea tal que tenga una subsucesion finita
de a’s y que estos se repitan indefinidamente. Este punto inicial, reproducira
una oOrbita peridédica o eventualmente periédica y su periodicidad dependera del
namero de «’s de dicha subsucesion. Los puntos en el intervalo [0, 1) que cumplen
con estas caracteristicas forman un conjunto denso. Lo que prueba la tltima de
las propiedades mencionadas del caos, esto es, los puntos peridédicos son densos
pues se puede probar que este conjunto de puntos corresponden a los racionales
de intervalo [0, 1).

La transitividad topologica se muestra de una manera muy sencilla. Témese
una fraccion del intervalo [1,0), por ejemplo, al conjunto de puntos que comien-
zan con 0.01..., n6tese que, a las tres iteraciones, los puntos del conjunto cubren
densamente a todo [0,1) y por lo tanto, el mapeo es topologicamente transitivo.

Ahora, considérense dos niimeros 6y y g tal que expresados en sistema bi-
nario, difieren desde la i-ésima entrada, para una i arbitrariamente grande. Con
las iteraciones del mapeo, las érbitas que aparentaban ser muy semejantes en un
principio, cada vez se pueden distinguir mas una de la otra. Sin embargo, a par-
tir de la i-ésima iteracion,f; y 9J; ya no tienen semejanza alguna en su expresion
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binaria y por consiguiente el resto de las 6rbitas diferirdn enormemente, lo cual
muestra la alta sensibilidad a las condiciones iniciales.|Devaney, 1948|

Se ha visto en este capitulo un breve panorama de los sistemas dindmicos, es
preciso advertir que nuestra intencién ha sido hacer una breve exposicion de esta
teoria con el fin de introducir algunos conceptos que seran de utilidad en el estudio
de los osciladores de integracion y disparo, en particular, como se exhibira en el
siguiente capitulo, con aplicaciones a las neurociencias.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos en Neurociencia

Una neurona es una célula del sistema nervioso que se destaca por una propiedad
fundamental: la excitabilidad. Las neuronas son células altamente especializadas
en el procesamiento y transmisién de senales electroquimicas. Hay una variedad
muy amplia de formas, tamanos y propiedades electroquimicas de estas células. De
manera esquematica, una neurona se divide en tres partes: el soma, las dendritas
y el ax6n, como se muestra en la figura 2.1.

El soma o cuerpo celular es la parte que contiene al nicleo de la célula y
es donde se realiza la mayoria de las funciones fisiologicas. Las dendritas son
extensiones del soma en forma de ramas. El axén es una prolongacién que porta
las senales producidas en el soma hacia otras células. La longitud de esta parte
llega a medir decenas, centenas o en ocasiones miles de veces el tamano del cuerpo.

Las neuronas al término de su axén, pueden hacer contacto con otra neurona,
este contacto es llamado sinapsis y se distingue por ser una uniéon de brecha, es
decir, consta de pequeno espacio entre neurona y neurona. Esta interacciéon tiene
el efecto de promover o inhibir la produccion de pulsos, llamados potenciales de
accion, en la neurona que los recibe.

Los pulsos son los medios principales de comunicacién entre este tipo de células
y son electroquimicos.

Hay neuronas que emiten espontdneamente y otras que s6lo lo hacen como
respuesta a estimulacion adecuada que reciben.

La mecéanica de la generacion de estos pulsos en una neurona se puede modelar
como un sistema dinamico.

25
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membrana, mV
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Figura 2.1: Dos neuronas interconectadas (dibujo a mano, |Izhikevich, 2007]) y un
pulso registrado in wvitro.

2.1. La Neurona Como Sistema Dinamico

Para entender los mecanismos de generacion de los impulsos nerviosos es nece-
sario comprender la dindmica de los iones en la membrana. En resumen, se podria
decir que las corrientes idnicas son las que definen el tipo de sistema dinamico
que representa a la célula. Entre éstas se distinguen dos tipos de corrientes: las
corrientes amplificadoras y las corrientes resonantes.

Las corrientes amplificadoras son corrientes que aumentan la diferencia de
potencial entre la parte interna y la externa de la célula e inhiben las corrientes
salientes, es decir, despolarizan la membrana. Las corrientes resonantes, por
el contrario, son corrientes que reducen la susceptibilidad de la célula a cambios de
potencial en la membrana, es decir, la hiperpolarizan. Muchos modelos incluyen,
por simpleza, inicamente una corriente amplificadora y una resonante.

2.1.1. La neurona vista en el espacio fase

Una neurona aislada puede estar representada por una ecuacion diferencial
autoénoma,
= f(z), ze€R", (2.1)

donde R™ es el espacio fase, f es un campo vectorial definido por las caracteristicas
de la célula y rige su dindmica. Este campo, por lo general, no es simple en su forma
algebraica. La variable x representa el estado de la neurona y esta puede incluir el
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potencial de la membrana, las variables de activacion de algunas corrientes i6nicas
o la concentracion de diferentes iones dentro de la célula.

El modelo conocido como Iy, , + Ik (sodio persistente mas potasio) presenta
las suficientes caracteristicas como para comenzar el estudio del comportamiento
neuronal, por tal motivo, se tomara este modelo de ahora en adelante. Este modelo
s6lo contempla una corriente amplificadora y una resonante, éstas son la de Na™
y la de KT respectivamente, por tal motivo se le considera un modelo simplista.
En este modelo, el estado de la célula nerviosa esta descrito por el potencial de
la membrana V y una variable de activaciéon de la corriente de K, denotada n.
La activacion instantédnea del sodio es una funciéon del potencial, por lo tanto, el
espacio fase consta de dos dimensiones.

La evolucion del sistema traza una trayectoria en el espacio fase parametriza-
da por el tiempo,(V(t),n(t)). La descripcion cualitativa general puede obtenerse
mediante el estudio del espacio fase del sistema. [Izhikevich, 2007]

Cuando el potencial de la membrana descansa la neurona mora en estado
de quietud. Desde el punto de vista dinamico, no hay cambios en el estado de
las variables de la célula, por consiguiente, se dice que esta en equilibrio. Todas
las corrientes entrantes que despolarizan la membrana estan en balance con las
corrientes salientes que la hiperpolarizan. Si la neurona permanece quieta, salvo
por pequenas fluctuaciones estocésticas, se puede concluir que el equilibrio es
estable y pequenas perturbaciones resultan en desplazamientos del equilibrio que
eventualmente regresan. Sin embargo, perturbaciones mas intensas pueden ser
amplificadas por la propia neurona resultando en una espiga de voltaje.

Si, por ejemplo, se inyecta corriente suficientemente intensa, se puede traer a
la neurona a un modo de actividad peridédica sostenida tipo marcapaso. Desde el
punto de vista dinamico, la neurona se encuentra en un ciclo limite estable. La
electrofisiologia de la célula s6lo determina la forma, la localizacion y el periodo
del ciclo.

Cabe resaltar que los puntos de equilibrio y los ciclos limite pueden coexistir,
es decir, hay multiestabilidad. Una neurona puede alterar de un modo a otro
mediante estimulacion adecuada.

2.1.2. Bifurcaciones en el comportamiento neuronal

En la figura 2.2 se observa como cambia la dindmica de la célula nerviosa al
variar los estimulos. Cuando la magnitud de la corriente inyectada por el estimulo
es leve, ésta permanece alrededor del punto de equilibrio. Si por el contrario, la
corriente inyectada es suficientemente alta, la neurona actia como marcapaso, el
comportamiento cualitativo resulta ser completamente distinto. Aparentemente,
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Figura 2.2: En la parte superior de la figura se muestran diversos modos de ac-
tividad de una neurona con sus retratos fase en la parte inferior. (a) Una neurona
en descanso, en éste modo, las trayectorias convergen rapidamente al punto de
equilibrio. (b) Una neurona excitable, dependiendo del estimulo, las trayecto-
rias regresan al punto de equilibrio o la célula responde con un pico transitorio
denotados en la figura como A y B respectivamente. (¢) Una neurona en activi-
dad sostenida, la trayectoria aparece como una curva cerrada, curvas cercanas se
aproximan a este circuito rapidamente.[Izhikevich, 2007|

debe existir un punto intermedio en la magnitud de la corriente que corresponde
a la transicion de un comportamiento a otro.

Desde el punto de vista de los sistemas dinamicos, la transiciéon corresponde a
una bifurcaciéon en la dinamica de la célula y por lo general, las neuronas son ex-
citables ya que se encuentran cercanas a una bifurcacion entre quietud y equilibrio,
por esta razon, el tipo de bifurcacion determina las propiedades de excitabilidad.

2.2. Sincronizacion

Como ejemplo de las propiedades que se pueden presentar al tener un conjunto
de neuronas que conforman una red via las sinapsis, se estudiara el caso simple
de neuronas marcapaso cuando las conexiones pueden excitar o inhibir el ritmo
de disparos de cada una de ellas; en especial nos interesamos en fenémenos de
sincronizacion en estos conjuntos de neuronas.

La sincronizacion dentro de los sistemas neuronales es uno de los mecanismos
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Bifurcacion silla-nodo Bifurcacion silla-nodo en ciclo limite invariante

variable de
recuperacién

potencial

Bifurcacion super critica de Andronov-Hopf

Figura 2.3: Los cuatro tipos de bifurcaciones por las que una neurona puede
transitar si alterna su modo de actividad. La geometria de los retratos fase puede
explicar muchas propiedades neurocomputacionales.[Izhikevich, 2007]
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que sustentan muchas de las propiedades del sistema nervioso central. Se cree,
por ejemplo, que una sincronia parcial en conjuntos de neuronas de la corteza
cerebral es la responsable de las oscilaciones eléctricas colectivas conocidas como
las ondas alfa y gamma encontradas en el electroencefalograma. Asi mismo se
considera que la sincronia es necesaria para controlar el movimiento fisico de un
animal o incluso para generar algunos de los procesos de atencion. Por otro lado,
una sincronia generalizada puede resultar en modos de actividad patolégica como
la epilepsia. En lo siguiente se mostrara con una aproximacion como puede ocurrir
este fenomeno de la sincronizacién neuronal.

2.2.1. El concepto de fase de oscilacién

Al igual que muchos tipos de osciladores, las neuronas marcapaso, es decir,
neuronas en el modo de actividad pulsada periddica, son descriptibles mediante
una so6la variable de fase, 1. La idea es la siguiente.

Una neurona que periédicamente emite pulsos nerviosos o potenciales de ac-
cion, puede entenderse como aquella cuya dinamica estd caracterizada por un
ciclo limite estable en su espacio fase o de estados. Mientras la célula esté en esa
situacion se puede parametrizar la trayectoria, que es una curva cerrada por medio
de una fase,

t
U= QWT mod2r, (2.2)

donde T es el periodo y ¥ es llamada la fase de oscilacién.' Por costumbre se
emplea el punto del ciclo limite donde el potencial alcanza su valor maximo para
situar el cero de la fase. Esto lo se puede ver en la parte derecha de la figura 2.4
donde el ciclo limite es mapeado al circulo.

'Ta definicién de fase de oscilacién puede extenderse fuera del contexto de las neurociencias,
es decir, a cualquier trayectoria ciclica se le puede definir una fase.
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Figura 2.4: Definicién de fase de oscilacion, o, para el modelo In,, + 5. El ciclo
limite (arriba) es homeomorfo al circulo S' (abajo).|[Izhikevich, 2007]

La fase de oscilacion también puede ser definida fuera del ciclo limite siempre
y cuando sea atractor. Considérese, por ejemplo, a un punto y, en la cuenca de
atraccion del ciclo. Con el paso del tiempo, la evolucion del sistema trazara una
curva y(t). Estrictamente hablando, la trayectoria y(t) al no estar sobre el ciclo
limite no es periddica, sin embargo, tiende a éste asintoticamente. Es decir, existe
una trayectoria x(t) sobre el ciclo limite que comienza en cierto punto zo y

lim |y(t) — z(t)| = 0. (2.3)
t—o0
Es importante senalar la importancia de escoger bien al punto xy; de no ser
asi, la diferencia entre las trayectorias no tiende a cero con el paso del tiempo.
Por esta razon se dice que el punto gy, y el punto x( tienen la misma fase.
Anéalogamente, es posible, al tiempo inicial ¢ = 0 fijar un punto xq sobre el ciclo
limite y encontrar todos los puntos yy que cumplen con ec. 2.3 cuando z(0) = z.
Al conjunto que forma todos esos puntos se le conoce como la is6crona de xy.
Todos los puntos de esta curva tienen comportamiento asintotico indistinguible
de z(t), por ello, se dice que tienen la fase de z.
Todos lo puntos y en la cuenca de atracciéon del ciclo limite dan lugar a trayec-
torias asintoticas a él, por tanto, se les puede asociar una fase. Se puede, entonces,
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compuerta de activacién del K+ n

Figura 2.5: Arriba. Una isdcrona, o la variedad con la misma fase
de oscilacion que el punto zg, es decir, el conjunto de puntos que
comienzan trayectorias indistinguibles de la que empieza en x.
Abajo. Cuarenta isocronas igualmente distribuidas en cuanto la
fase, 2mn /40, n = 1,2, 3..., 40.|Izhikevich, 2007|
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Figura 2.6: Izquierda. Respuesta de una neurona ante un estimulo [(¢) (linea
solida) comparada con una neurona libre de estimulo (linea punteada) segin el
modelo Iy, ,+ 1. Derecha. Grafica del valor del corrimiento de fase para diferentes
estados de la neurona en el momento de recibir un estimulo.|Izhikevich, 2007|

definir la funciéon 9(y), es decir, la fase del punto y; las is6cronas son, entonces,
las curvas de nivel de ¥(y) constante.

La funciéon ¢ sera de gran relevancia para el resto del capitulo, aqui se analizan
un par de propiedades:

» Continuidad. La funcion 9(y) es continua, esto es, puntos cercanos tienen
fases similares.

» Invariancia. Si ¥(zo) = Y(yo), entonces ¥(z(t)) = JI(y(t)) Vit e R. El flujo
del campo vectorial mapea isdcronas en is6cronas.

El comportamiento de la fase de oscilacion provee la informacion necesaria para el
analisis cualitativo del fendémeno de sincronizacion entre neuronas, o inclusive para
muchos otros tipos de osciladores. Para los fines de este trabajo, bastara observar
el comportamiento de la fase de oscilacion en funcion de diversos estimulos.

2.2.2. Corrimiento de Fase

Las neuronas reciben estimulos breves pero intensos de otras células nerviosas.
Al ser breves, estos estimulos no inducen bifurcaciones en la dindmica de la neu-
rona, pero si alteran la trayectoria, es decir, los estimulos hacen “brincar” a la
neurona de un estado a otro, esto puede llegar al grado de colocar el estado en
una cuenca de atraccion distinta y asi cambiar el comportamiento cualitativo de
la célula, no obstante, la forma del espacio fase no cambia.
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Para hacer mas ilustrativo este punto, considérese un ejemplo hipotético de
dos neuronas idénticas en modo marcapaso tal que su actividad es indistinguible.
Subitamente, a una de ellas se le estimula con un pico de corriente breve que
cambia el potencial de su membrana, donde la perturbacién no incita a que la
neurona responda inmediatamente, sin embargo, altera el tiempo que tarda la
célula en dar el siguiente disparo, es decir, modifica la fase de su oscilacion. Como
se puede ver en la figura 2.6, al comparar el potencial de la membrana de las
células, esto es, la perturbada (linea continua) y la no perturbada (linea punteada),
se puede observar una diferencia de tiempo entre los picos.

En una grafica donde se muestre la fase de oscilacion de la neurona estimulada
se observaria una discontinuidad en el momento en que se inyecta el pulso de
corriente. Tal discontinuidad se ve como un cambio en el tiempo que tardara para
dar el siguiente pulso.

Béasicamente, la neurona traza una trayectoria z(t) en el espacio fase, dada
por:

i = f(x)+ AS(t —t,), x€R" (2.4)

donde la f es el campo vectorial determinado por las caracteristicas de la neu-
rona, y el segundo sumando aproxima el efecto que produce el pulso de corriente
inyectado a la neurona, A € R™ es una contante, 6(¢) es la delta de Dirac y t, es
el tiempo en el que ocurre el estimulo.

En el tiempo ¢, la trayectoria salta de z(t;) a x(t}) = z(t;) + A; en general
este salto cambiard la isécrona de la trayectoria, esto es, la fase de oscilacion
cambia. Se denomina corrimiento de fase? a la diferencia entre la fase después
del estimulo y la fase anterior a este, (ver figuras 2.6 (derecha) y 2.7), es decir,

AO(A,9) = 0,5 — 9, (2.5)

Naturalmente, el corrimiento de fase dependera de la fase en que se encuentre el
oscilador al momento del estimulo y de la intensidad de este, que se ha denotado
por A. Conocer el valor de A© para cualquier fase ¢ y valor de A seria de gran
utilidad para dilucidar la dindmica de la neurona bajo cualquier tipo de estimu-
lacion, no obstante, esto no es una tarea facil y, por lo general, se tiene que recurrir
a métodos numeéricos.

2FEn ocasiones se encuentra bajo el nombre de curva de restablecimiento de la fase, PRC por
sus siglas en inglés.
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Figura 2.7: Izquierda. La relacién geométrica entre las is6cronas y el corrimiento
de fase, A®, para el modelo Iy, , + Ix. Derecha. Cambio en la fase de oscilacion
por un estimulo.|Izhikevich, 2007|

2.2.3. Mapeos de Fase de Poincaré

La funcion de corrimiento de fase describe la respuesta de un oscilador al
ser estimulado mediante un pulso breve. También se puede usar para estudiar la
respuesta a un tren de pulsos peridédicos. Particularmente resulta muy eficiente el
estudio de este tltimo problema mediante una técnica desarrollada por Poincaré.

Tomese el valor de la fase de oscilacion al momento anterior al n-ésimo pulso de
corriente inyectada a la célula, ¥,,. Tal pulso cambia la fase por un valor A©(9,,),
de manera que la nueva fase después del pulso es ¥, + AO(J,,). Si los pulsos se
encuentran separados por un intervalo de tiempo T, entonces la fase de oscilacion
en el momento anterior al (n + 1)-ésimo pulso esta dado por:

T
Upt1 = Up + AOV,) + QWT‘S (mod 27), (2.6)

donde T es el periodo natural del oscilador. Este es un mapeo del circulo es si
mismo conocido como el mapeo de fase de Poincaré. Conociendo la fase inicial 94
(justo antes del primer pulso), se puede determinar ¥, y posteriormente 3 y asi
sucesivamente, es decir, la 6rbita hacia adelante de ¥, {¥,|n € N}.

Para ilustrar mejor este nuevo concepto se utilizard de ejemplo al modelo
Ingp + Ik en modo marcapaso. El periodo del sistema en actividad libre es de
T ~ 21.37ms, con un periodo de estimulacion T, = 18.37ms, que resulta en el
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mapeo de Poincaré mostrado en la figura 2.8. Notese que la orbita se aproxima a
un punto fijo que corresponde a un estado de sincronizacion o de amarramiento
de fase en el que la fase y el periodo del comportamiento de la neurona queda
sujeto al de la estimulacion periodica a la que se le somete.
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Figura 2.8: Fenomeno de sincronizacién observado en los mapeos de Poincaré
de una neurona (modelo In,, + Ix) con un tren de pulsos de periodo
Ts.[Izhikevich, 2007|

2.2.4. Sincronizacién y Amarramiento de Fase

En general, se dice que dos o més osciladores periodicos estan sincronizados
0 son sincroénicos si sus ciclos tienen el mismo periodo y ocurren con una diferencia
constante de fase. Basicamente existen tres tipos de sincronizacion: en fase, en fase
contraria y fuera de fase que corresponden a A = 0, w, 6 cualquier valor entre
0 y 27 respectivamente. Es una costumbre llamar al estado de sincronizaciéon en
fase simplemente sincronizacion y en los otros casos se especifica la diferencia de
fases.

Se tiene un amarramiento de fase p : ¢ de un oscilador a su forzador
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Figura 2.9: Ejemplos de sincronizacion y amarramiento de fase.|Izhikevich, 2007|

periodico cuando el oscilador modifica su ciclo de tal suerte que por cada ¢ periodos
del forzamiento el oscilador cumple con p ciclos.

Es posible generalizar el concepto de sincronizacion para el caso de acoplamien-
to entre osciladores. En caso de haber acoplamiento, es decir, no simplemente
forzamiento, entre dos osciladores se dird que hay sincronizacién p : ¢ si por
cada p ciclos de uno el otro oscilador ha cumple con ¢ periodos.

Tipicamente se produce amarramiento de fase p : ¢ en una neurona si es
estimulada débilmente con un tren de pulsos de periodo T y sucede que pT' =~ ¢7T;
donde T’ es el periodo natural de la célula y p,q € Z los cuales no necesitan ser
primos relativos. En el mapeo de Poincaré asociado al sistema, el amarramiento de
fase p : ¢ corresponde a un punto fijo en la g-ésima iteracion independientemente
del valor de p, esto implica que, los mapeos de Poincaré no pueden mostrar el
numero de disparos que da la neurona durante un tiempo ¢75.

2.2.5. Las lenguas de Arnold

Una pregunta que naturalmente surge es: ;Qué condiciones debe cumplir un
tren de pulsos para propiciar un estado de amarramiento de fase p : ¢ de una
neurona en modo marcapaso?

Solo hay dos pardmetros que caracterizan a los trenes de estimulos, la period-
icidad, Ty, y la amplitud de los pulsos, A, por este motivo, basta con construir un
espacio en el que se muestre la relacion de amarramiento de fase, p : ¢, para el
punto (T, A). A este espacio se le conoce como las lenguas de Arnold, que es
un ejemplo de espacio de bifurcacion. En general, se le conoce al espacio de bi-
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Figura 2.10: Espacio de bifurcaciones dado por los parametros T, x A para la
sincronizacién o el amarramiento de fase. Las regiones delineadas se les conoce
como lenguas de Arnold y representan los valores para los cuales se forma el
amarramiento de fase senalado.|Izhikevich, 2007]

furcaciones como el lugar en donde se describe el comportamiento de un sistema
en funcion de los parametros que lo caracterizan.

Para el amarramiento de fase p : ¢ de un oscilador, ¢7 debe estar cercano a
pT, en particular, la tolerancia estd dada por |AG|. Esta cantidad decrece con
A, por lo tanto, la regién de amarramiento de fase p : ¢ se angosta conforme la
amplitud del estimulo disminuye y se asemeja a una lengua, es por eso que este
espacio recibe el nombre de las lenguas de Arnold.

Cada estado de amarramiento de fase p : ¢ tiene su propia regiéon en el espacio
de bifurcaciones, es decir, una lengua, converge al punto p7'/q del eje T donde
no hay forzamiento y las frecuencias de oscilaciéon sélo son conmensurables. Entre
mas grande sea el orden de amarramiento, p + ¢, las lenguas se angostan mas
haciendo menos probable su observacion.

Como se mencion6é con anterioridad, los estados de amarramiento de fase
pueden coexistir, esto se refleja en que las lenguas se traslapan. Curiosamente,
para valores de A suficientemente grandes existe la posibilidad de que el compor-
tamiento sea caotico. |[Izhikevich, 2007]

2.2.6. Forzamiento y Acoplamiento

La ecuacion diferencial que describe el comportamiento de una neurona en
modo marcapaso forzada por una funcion del tiempo p(t) : R — R" es:

&= f(x) +ep(t), (2.7)



2.2 Sincronizacion 39

donde la constante £ es ajustada por la susceptibilidad de la neurona ante el
estimulo. Si € = 0, la neurona se encuentra libre de forzamiento y, por lo tanto,
oscila en forma autosostenida.

De manera similar, el acoplamiento entre m neuronas se puede modelar de la
siguiente manera:

m
T = fi(x;) +5zgz‘j(=’%%‘)7 (2.8)

J#
donde z; representa el estado de la i-ésima célula, €; su suceptibilidad y g;; :
R™™ — R™ modela el acoplamiento entre el 7-ésimo oscilador y los m —1 restantes.
En el caso de forzamiento, la funcién p(t) se puede interpretar como una per-
turbacion, que se supone, no saca a la trayectoria fuera de la cuenca de atraccion
del ciclo limite. Si el valor de ¢ es suficientemente pequeno, la ecuacion diferencial

de la fase de oscilacion se pude aproximar por la siguiente expresion:

0= 2% + eAOW)p(t) + o(e%,1). (2.9)

Notese que en el caso en que p(t) = 0 para todo tiempo, el valor de ¥ crece en
el tiempo con tasa constante. Debido a que ¢ es una fase, en el momento en que
llega a 27, su valor es restablecido a 0, es decir, se comporta como un oscilador
tipo diente de sierra, véase figura 2.4 de la secciéon 2.2.1.

Los osciladores tipo diente de sierra también son conocidos como osciladores
de integracion y disparo (OID). El estado de un OID parte de un valor base,
crece linealmente con el tiempo (integra) hasta alcanzar un umbral en donde de-
crece instantaneamente a su valor base (dispara) y esto se repite indefinidamente?.
Este tipo de osciladores son sumamente simples y pueden reflejar esquemati-
camente algunas de las propiedades de las neuronas marcapaso o, en general,
cualquier oscilador autosostenido, motivo por el cual, se le dedicara gran parte de
la tesis al estudio de este tipo de osciladores.

Si el forzamiento no es nulo, la tasa de crecimiento de la fase cambia con
el tiempo, naturalmente esto altera los intervalos de tiempo entre las caidas del
diente de sierra. Al ser cualitativamente equivalente, se pued pensar que no es la
razon de crecimiento la que varia en el tiempo sino el umbral del oscilador; por lo
tanto, en el valor umbral habra una variacion dependiente del tiempo Ah. En la
figura 2.11 se muestra la equivalencia entre los dos comportamientos.

En el caso de acoplamiento, la fase de oscilacion de cada oscilador se puede
representar con un OID. Si el acoplamiento es débil, es decir, 0 < |¢| < 1, la

3En el siguiente capitulo se estudiara con méas detalle las caracteristicas de los OIDs.
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Figura 2.11: Equivalencia en el comportamiento cualitativo entre la variaciéon en
el tiempo de la taza de crecimiento y el umbral de un oscilador de integracion y
disparo.

ecuacion que modela la fase de oscilacion esta dada por:
.27 = 9
)= +eAOW) Y 7y (0, 9;) + ofe?), (2.10)
J#
donde v;; se refiere al acoplamiento entre los osciladores en funciéon de sus fases.
Analogamente, es posible pensar lo como varios osciladores diente de sierra acopla-
dos por medio del umbral por una funcién del estado de los otros osciladores,

Ah; = Ahi(Dh, ..., Om), (2.11)

donde Ah; es la variacion del valor original del umbral.

Encontrar el valor de cada funcién Ah; no es una tarea sencilla atun con la
ayuda de métodos numéricos. Para nuestros fines, que es el anélisis cualitativo del
acoplamiento entre osciladores, se aproximara a Ah; como una funcién lineal de
las fases v, i. e.,

Ahl >~ Z(l/ij’ﬁj, (212)
J

donde «;; son constantes que serdn los parametros de acoplamiento. Este tipo de
sistemas seran estudiados en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Dos OIDs acoplados

En este capitulo se profundizara el estudio de los osciladores de intergracion y
disparo, OID, tratandose este tema desde un apspecto mas general que el enfoque
neurocientifico anterior.

El valor de la variable de estado de un OID aumenta linealmente con el tiempo
hasta alcanzar un umbral h, en ese instante el estado se relaja a un valor base
b y continua, a partir de b, su incremento lineal con el tiempo. A la razon de
crecimiento lineal del estado del oscilador se le llamara A. Naturalmente esto
produce una variacion periodica del estado del sistema con periodo,

h—b

= (3.1)

Un OID puede, por tanto, ser visto como un sistema dinamico unidimensional
cuyas soluciones, trayectorias u o6rbitas son todas peridédicas y del mismo periodo,
como puede observarse en la figura 3.1.

Este tabajo etda dedicado a estudiar el comportamiento cualitativo de estos
osciladores, en especial se le dedicaré gran parte del trabajo a sistemas compuestos
por varios osciladores en interaccion, esto es, cuando estan acoplados. En especial
nos interesa el estudio de la sincronizacion en estos sistemas.

Por comodidad, y, dado que no representa ninguna perdida de generalidad
para nuestros propoésitos, se tomara al intervalo de actividad del oscilador unitario
tomando b=0y h = 1.

3.1. Un OID Forzado

Los osciladores de integracion y disparo pueden ser forzados al introducir una
variacion temporal de cualquiera de sus parametros A, h o b. Los casos de mayor
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tiempo [s]

Figura 3.1: La evoluciéon temporal de un oscilador de integracion y disparo también
conocido como diente de sierra.

interés ocurren cuando el forzamiento es una funcién periddica del tiempo.

Puede ocurrir, desde luego, que el forzamiento periédico esté generado por otro
sistema dindmico, particularmente por otro OID. Cuando ocurre que el sistema
dinamico que produce el forzamiento se ve a su vez modificado o forzado por el
primer oscilador, es decir, ocurre un forzamiento mutuo, no se dice entonces, que
hay forzamiento, se dice que se presenta un acoplamiento entre los dos osciladores.
En general, este acoplamiento genera un nuevo sistema dindmico consistente de
dos o més osciladores acoplados. La diferencia entre ambos casos en muy impor-
tante, basta para ver esto, el hecho de que el primer caso puede ser tratado en el
espacio fase del primer oscilador, mientras que para el segundo se requiere de un
espacio de mayor dimension, el pruducto cartesiano de los espacios de todos los
osciladores que estén acoplados.

Existen muchas formas de forzamiento, y por lo tanto de acoplamiento, una
puede ser afectando la razén de crecimiento del oscilador, otra variando el umbral
o la base o sus combinaciones.

Este trabajo se restringird a estudiar forzamientos en el umbral o la base de
los osciladores de integracion y disparo, recalcando el hecho de que la pérdida
de generalidad no es grande ya que la variaciéon en la razén de crecimiento es
equivalente a una variacion en el umbral.
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z(t)

b1 ? 1
Figura 3.2: Forzamiento de un OID por medio del umbral dado por una funcién
sinusoidal en el tiempo.

3.1.1. El caso de un forzamiento sinusoidal al umbral

Un ejemplo que vale la pena mostrar para ilustrar algunas propiedades que
surgen en la dindmica de los osciladores forzados es el siguiente. Considérese una
variable z(t) y un umbral h(t) dado de la siguiente manera,

h(t) = 1+ Bsin(27t), (3.2)

donde 0 < 8 < 1. La variable z(¢) es una funcién lineal por partes dependiente
tiempo. La pendiente de x(t) es —a para todo tiempo excepto en instantes aislados
to.t1,... En tales instantes t;, la variable z salta discontinuamente de cero a h(t;),
véase figura 3.2.

Por las intersecciones de z(t) con h(t) se puede obtener una relacion de recur-
rencia entre los tiempos de relajamiento,

L g
tj+1 = f}j + a + a Sln(27th). (33)

Para estos valores en el tiempo, el valor de la variable es igual a la del umbral,
por lo tanto,

z; = x(t;) = 1 + [sin(2nt;).

Debido a que el periodo de la funcion seno es 2w, x(t;) = x(t; mod 1), por lo
tanto, las iteraciones del mapeo

ti+1 = fa,b(ti) =t +a+ bsm(27rtl) (mod 1), (34)
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con a =1/ay b= [/« reales positivos, permiten conocer el comportamiento del
oscilador forzado, pues la dindmica de éste esta caracterizada por los tiempos de
disparo.

El mapeo f puede verse como un mapeo del circulo en si y su dinamica ha
sido ampliamente estudiada. A continuaciéon se presentan algunas propiedades
importantes de esta dinamica.

Comenzando por el estudio de los puntos fijos del mapeo f,;, para ello es
necesario resolver la ecuacion £ = f,,(£), esto es,

a+bsin(27€) =0 (3.5)

para £ € [0,1). La soluciones de esta ecuacion estan dadas por:

1 1 . a
- = §+%arcsm(g),
1
& = —%arcsin(%).

La estabilidad de estos puntos fijos la se obtiene al derivar a la funcién respecto
a su argumento. Entonces,

d
A= Efa’b(t)‘g_ 1 + 2mb cos(27E)

CL2
= 1:|:2’/Tb\/1—b—2,

donde los signos negativo y positivo estan dados por la soluciones £ y &, respec-
tivamente. Si |[A| < 1, el punto fijo es estable, esto sucede cuando los pardmetros
a y b cumplen con:

b > |a+n],

1
b < \/(a—i-n)g—f-ﬁ,

donde n es un nimero entero fijo que se introduce por el médulo en el mapeo fg .
Estas inecuaciones encierran regiones en el espacio de bifurcaciones del sistema,
que en este caso se trata del plano (a,b).

Para encontrar los puntos de periodo dos, es necesario resolver la ecuacion

§= f(ib(f), es decir,

a+ bsin(27€ + 2ma + 2wbsin(27€)) = 0. (3.6)
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La ecuacion anterior es una ecuacion trascendental y no hay solucion analitica gen-
eral. En cambio, es posible utilizar métodos numéricos para encontrar los puntos
periddicos y las regiones en el espacio de bifurcacion donde se pueden encontrar,
es decir, las “lenguas” de Arnold.

En la figura 3.3 se presenta el diagrama de bifurcaciones de este sistema dindmi-
co en el espacio de parametros (a,b). Puede verse que las lenguas que llegan al
eje a tienen forma de “V” y que en el interior de esta “V” se forman regiones que
presentan el fenémeno de duplicacion del periodo.

Por otro lado, notese que hay partes en este espacio donde distintas regiones
se intersectan; en esos lugares, es decir, para sistemas en los que los parametros
(a, b) tienen los valores correspondientes, se presenta el fenomeno de biestabilidad.

Periodicidad
18

N 14

12

10

Figura 3.3: Espacio de bifurcaciones de un OID forzado sinusoidalmente. Los
diferentes tonos muestran la periodicidad del sistema para los valores de a y b
fijos.

Para el caso en que a = 1.05 y b = 0.4 se puede ver que no hay un punto
fijo u orbita de periodo uno estable, en cambio, hay una o6rbita de periodo dos
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Rt

Figura 3.4: Diagrama de bifurcaciones en el que se observa la bifurcacion de
doblamiento de periodo en el mapeo f,; definido en ec. 3.4 cnando a = 1.1 y
b varia entre 0.1 y 0.5.

consistente de los puntos & ~ 0.37247 y & ~ 0.70976 a la que todas las demés
tienden asintoticamente, es decir, hay un atractor global de periodo dos. Si se
continua incrementando el valor de b llagaria a un valor en que esta orbita de
periodo dos se hace inestable y aparece una 6rbita estable de periodo cuatro y asi
sucesivamente, entonces, el sistema dinamico presenta bifurcacion de doblamiento
de periodo (figura 3.4). Como se puede observar, con cada duplicacion de periodo,
el espacio fase se llena cada vez mas con érbitas periodicas inestables y se puede
probar que, para ciertos valores de b, los puntos periédicos forman un conjunto
denso en un subintervalo de [0, 1], una de las propiedades del caos dinamico. Méas
atin, se puede probar que la dindmica de este sistema dinamico, para ciertos valores
de a y b, es efectivamente caotica.|Glass, Pérez, 1948

Desde luego la presencia de todo esto muestra claramente que hay regiones
del espacio de bifurcaciones que comprenden mapeos en los que se presenta el
fendbmeno del caos, es més, hay regiones que representan mapeos biestables con
un atractor periddico y uno cadtico o, como suele llamérseles, extrano.

En resumen, se puede decir que el OID forzado sinusoidalmente por medio
del umbral presenta bifurcaciones de doblamiento de periodo, biestabilidad y caos
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tiempo [s]

Figura 3.5: El estado de dos OIDs acoplados por medio del umbral y de la base.

para distintos valores de los parametros estructurales del sistema, por ejemplo, en
la razon de crecimiento y de la intensidad del forzamiento.

El ejemplo que se acaba de mostrar tiene relacion con una neurona estimulada
periodicamente. Se puede mostrar que el corrimiento de fase para una neurona se
puede aproximar muy bien a una funcién seno siempre y cuando el estimulo sea
suficientemente débil [Izhikevich, 2007|. No deja de sorprender la enorme comple-
jidad que llega a presentarse en un sistema tan simple, pero también nos hace ver
que el comportamiento, en el mas simple de los sistemas neuronales puede llegar
a ser sumamente complejo e interesante.

3.2. Dos OIDs acoplados

3.2.1. Descripcién del acoplamiento

Para un sistema sustentado en los OIDs pero un poco mas complejo que el
anterior, con dos osciladores de integracion y disparo acoplados, donde los estados
de los dos subsistemas, es decir, de los dos osciladores, estan determinados por los
valores x1 y x5 respectivamente!. El espacio fase del sistema acoplado tendra dos

'En ocasiones se hara referencia al estado de los osciladores por z; = &, 5 = y y, cuando se
incluya a un tercero, xs = z.
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dimensiones y lo se representara en las coordenadas (x1,xs).

Considérece que el acoplamiento entre los dos subsistemas se da al hacer variar
el umbral o la base de uno en funcion del valor del estado del otro, se supone
adicionalmente que estos acoplamientos son lineales,entonces,

hz(l‘]) =1 + O./iﬂfj,
bi(z;) = Bizy;

donde 7,5 = 1,2, i # j y las constantes o y [3; son los pardmetros de acoplamien-
to, que pueden ser positivos, negativos o cero, i.e., en el ultimo caso no hay
acoplamiento.

Con el fin de especificar el tipo de acoplamiento que presenta un sistema se
introduce la siguiente notacion (Pj2Sis, P12Ss1), Pi2 representa la influencia del
sequndo oscilador sobre el primero y puede tomar el valor 7' 6 B (umbral o base
respectivamente), Sy es el signo del parametro de acoplamiento de Pjy; anédloga-
mente Py y S representan la influencia y el signo del primer oscilador sobre el
sequndo y el signo de la constante de acoplamiento.

Por ejemplo, la combinacion (T+, B—) denota un sistema con en siguiente
acoplamiento:

hi =1+ ajo,
by =0,

hy =1,

by = — a1,

con aq, P > 0.

Como en (Pi3S19, Py1S21) cada entrada puede tomar dos valores se tiene un
total de 2% = 16 variaciones, no obstante, hay seis formas repetidas al no haber
distincion entre el primero o el segundo oscilador. Esto resulta en un total de 10
clases de acoplamiento.

3.2.2. El Espacio Fase y las Trayectorias

La dinamica de estos sistemas puede estudiarse en el espacio fase. En este
espacio, el estado del sistema esta representado por un punto con coordenadas
(z,y) en una region acotada de R?. Como los valores de z y y estéan acotados por
la base y el umbral correspondiente el estado queda limitado a una region definida
por

x € [y, 1+ qy), y € [fax, 1+ aox). (3.7)
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Figura 3.6: Espacio fase de los dos osciladores acoplados de la figura 3.5.

Por ejemplo, para el sistema mostrado en la figura 3.5 el espacio fase se muestra
en la figura 3.6.

En ausencia de relajaciéon, x y y crecen linealmente con el tiempoy durante
ese lapso de tiempo, la trayectoria en el espacio fase traza una recta de pendiente
m = Ag /A, con Ay y Ay tratandose de las razones lineales de crecimiento de = y
y respectivamente. Cuando la trayectoria llega a una frontera de la region valida
del espacio, de manera discontinua, se traslada a la frontera opuesta desde donde
continua su recorrido.

En caso de que se alcance el umbral de y, con x < 1, entonces y regresa a su
valor base y x continua sin alteracion alguna, se dird que se di6 un relajamiento
simple. En cambio, si el oscilador y se relaja cuando x > 1, x cae a su base,
esto es, tanto z como y caen simultineamente a su base, se dird que se dio un
relajamiento doble.

Anéalogamente, cuando z llega a su umbral, habra relajamiento doble o simple
dependiendo del valor de y. Si y < 1 el relajamiento serd simple y si y > 1 el
relajamiento serd doble.

3.2.3. La Técnica de los Mapeos

Para el estudio del comportamiento de los osciladores acoplados es conveniente
utilizar una técnica semejante a la de los mapeos de Poincaré. En este caso, se
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observara el estado del sistema en el momento de la relajacion de uno de los
osciladores, por ejemplo y, entonces el estado es (xg, b2); tanto x como y creceran
con el tiempo y cuando y alcanza su umbral, x tendra cierto valor z; y y se relaja a
su base, por lo tanto, la trayectoria estara en el punto (x1, bs), esto es, en situacion
de comenzar de nuevo. Repitiendo este proceso se obtiene una serie de valores del
oscilador x:{x, x1, ...} para cada una de las relajaciones de y.

Es facil ver que el valor z,, determina totalmente el de x,.1. Esto implica que
se puede reproducir la secuencia de valores x; con la 6rbita del sistema dinamico
generado por un mapeo

Tny1 = f(2n). (3.8)

Naturalmente se puede hacer lo mismo si se comienza en un punto de la forma
(b1,y0) y se sigue la trayectoria hasta que se relaje x y llegue a un punto de la
forma (by,y1). La secuencia de valores 4o, y1, . . . puede reproducirse como la 6rbita
de un sistema dinamico generado por un mapeo de la forma

Ynt1 = 9(Yn)- (3.9)

Como se puede relacionar los tiempos de disparo de x y de y con los valores de
yi v x;, el estudio de la dinamica del sistema de osciladores acoplados se reduce
al estudio de la dindmica de los mapeos f y g, que es considerablemente més
simple. En cierta forma es posible decir que se ha desacoplado el sistema de dos
dimensiones ya que se ha reducido al estudio de dos sistemas unidimensionales,
uno en cada una de las variables.

3.2.4. Ejemplos: (T+,T+)y (T—,T-)

A continuacién se resolveran dos ejemplos de sistemas acoplados por medio
del umbral, uno de ellos con las dos constantes de acoplamiento positivas y el otro
negativas.

3.2.4.1. Separaciéon en mapeos de (7T+,7+)

El primer sistema, que se denot6 por (T+,T+), esta caracterizado por:

hi(y) I+ ayy,
ha(x) 1+ asz,
bi(y) = 0,
ba(z) = 0,
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Espacio Fase

Figura 3.7: Espacio fase del sistema (7'+,7+).

con aq,as > 0. Las trayectorias en el espacio fase estan acotadas dentro de la
region
z €0, 1+ ayy), (3.10)
y € [0,1+ ayx). (3.11)

Al calcular los mapeos en que se desacopla este sistema, es importante recalcar
el hecho de que tanto las trayectorias en el espacio fase como las fronteras del
mismo son lineas rectas, por lo tanto, los mapeos de Poincaré de las dos variables
necesariamente son lineales, al menos por pedazos.

El mapeo de Poincaré de la variable x que es discretizada por los relajamientos
de y, el dominio del mapeo es la base del oscilador x, es decir, el intervalo [0, 1].

El valor de la pendiente m puede variar de cero a infinito, y dependiendo del
valor que tome se obtienen diferentes mapeos. Por este motivo se divide en cinco
intervalos a los posibles valores de la pendiente:

1Jrla1)U[ : ’1+042]U(1+Oé2,i)U[i,oo):(0,00). (3.12)

m € (0, az]U(as, 1+ o oo

» Mapeo 1

Comenzando por m € (1 + g, 1/ay), lo que genera el primer tipo de mapeo. Para
construir este mapeo se escudrinara el dominio del mapeo en orden creciente y se
senalaran los puntos que resultan de importancia para su construccion.
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Debido a que el acoplamiento incrementa el valor original de los mapeos, es
posible que el estado de los osciladores sea mayor a la unidad, por lo tanto, se
espera tener relajamientos tanto simples como dobles.

Si la pendiente de las trayectorias en el espacio fase cumple con m > 1 + ax,
entonces se puede garantizar que una trayectoria que parte del origen llegara
directamente al umbral de y con un relajamiento simple. Por otra parte, si m <
1/ay se tiene la garantiza de que = tendra relajamientos simples.

El valor de z al que llega la trayectoria que parte del origen se llamara c, por
lo tanto, si,

T, =0— 1z, =c (3.13)

Existe toda una familia de trayectorias con relajamiento simple que van direc-
tamente al umbral de y, evidentemente, la tltima de ellas termina donde comienza
la region de doble relajamiento senalada en la esquina resaltada de la figura 3.7.
Al punto de partida de la primera trayectoria que llega a la zona de doble re-
lajamiento lo se le designara la letra a, del tal forma que una trayectoria que
comienza a la izquierda de a solo tiene relajamiento en y, por lo tanto, si,

Ty — a4 — Ty — L (3.14)

Al restringir a m < 1/aq, existe un valor maximo en el eje z para el cual se
da doble relajamiento. A este valor se le denotara b, de tal manera que si

Ty € [a,b] — xpqq = 0. (3.15)

Con z, > b las trayectorias llegaran al umbral de x antes que al de y y el
relajamiento es simple. Por lo tanto, se tiene una familia de trayectorias con esta
caracteristica, ver figura 3.7. Para x,, = 1, la trayectoria comienza en el umbral
de x y es indistinguible de la que comienza en el origen, por lo tanto, si,

T, =1— 1z, =c (3.16)

Debido a que se trata de intersecciones de rectas, el mapeo es lineal por partes
(picewise linear) puesto que la dependencia en todos los pardmetros de los os-
ciladores es lineal. Si se unen los puntos mencionados anteriormente se construye
el mapeo sin la necesidad del célculo de todas las trayectorias. El mapeo tiene la
siguiente forma como el mostrado en la figura 3.8: 2

2Para el lector interesado en la forma algebraica de cada una de las constantes puede revisar
el apéndice.
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S, + ¢ siz, €0, a)
Tnp1 = filzn) =40 six, € la, b] . (3.17)
cZa=b six, € (b, 1]

T

Figura 3.8: Mapeo I

Para valores mas altos de m, el mapeo de las x,, es también f7, al incrementar el
valor de la pendiente, el valor de b también lo hace. En el limite, cuando m tiende
a 1/aq, el valor de b tiende a la unidad, esto significa que la tltima rama del mapeo
se hace cada vez mas pequena conforme la pendiente aumenta. Para trayectorias
més verticales que el umbral de x, no habra relajamiento simple mas que de parte
de y, por lo tanto, pendientes mas elevadas no ofrecen mayor complejidad y el
mapeo generado por este sistema es el dado en ec. 3.17 con la especificacion b =1
mientras que el resto de los pardmetros contintian con la definicién original.

Es importante recalcar el hecho de que el mapeo I es suficiente para conocer
el comportamiento completo del sistema. La razén por la que no se tiene incer-
tidumbre respecto a la actividad oscilador = entre cada disparo de y es por que
este ultimo crece mas rapido y entre cada relajacion de y el oscilador x puede dar
o no un disparo, pero no méas de uno. Si x,,1 < x, se sabe que x di6 un disparo,
mientras que si z,.1 > x, se puede garantizar que no ocurri6 tal cosa.

» Mapeo 11
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Si la pendiente de la trayectoria en el espacio fase toma un valor entre Tlal \
1 + a9, el mapeo de las z, resulta ser muy simple. Las trayectorias que parten
del origen estan destinadas a caer en la zona de doble relajamiento para regresar
al origen, de esta manera se conforma un periodo y por lo tanto, el origen es un
punto fijo,

Tp=0— 2,1 =0. (3.18)

Para valores mayores de z,, la trayectoria exenta el paso por la esquina de
relajamiento doble de primera intencion. Se designara la letra a como el dltimo
de los valores de z,, tal que la trayectoria tiene doble relajamiento, por lo tanto,

xn € [0,a] — zpy1 = 0. (3.19)

Para valores ligeramente mayores a a, la trayectorias tendran relajamiento sim-
ple y directo en el umbral de z. En particular, el estado del oscilador x apenas
comienza a crecer cuando se llega al umbral de y, esto es,

Ty — a" — x,1 — 0. (3.20)

Si se continua con puntos de partida donde el estado de = es mayor se observa

que eventualmente la trayectoria, después del relajamiento de z, llega al umbral

de y con z = 1, por lo tanto, regresa a la zona de doble relajamiento. Al valor de
x tal que la trayectoria concluye con este destino se denotara por b, esto es,

Ty — b — 0 — 1. (3.21)

Por ultimo, para xz, > b, las trayectorias caen de nuevo en la zona de doble
relajamiento, es decir
x, € [b,1] — x,01 = 0. (3.22)

Uniendo todos los puntos se forma el mapeo II como se puede ver en la figura
3.9,

0 si z, € [0, a]
Tni1 = fi1(zn) = { 5= (v, —a)  siz, € (a,b) . (3.23)
0 si x, € [b, 1]

Dado el intervalo de valores que se restringen para la pendiente, no se presenta
incertidumbre en la actividad del oscilador z entre cada uno de los disparos de y,
la razon es la misma que en el caso anterior.

Notese que este tipo de mapeos con un punto fijo en el origen se extiende para
valores menores de la pendiente. Por ejemplo, hay trayectorias que parten del
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Ti+1

Figura 3.9: Mapeo II

origen y que después de n relajamientos de x concluyen directamente en la esquina
de doble relajamiento, figura 3.10. Entonces, existe un conjunto de intervalos para
m en la que el mapeo asociado tiene al origen como un punto fijo. Este punto fijo
es "super-estable” ya que para una vecindad de z,, suficientemente pequena, la
trayectoria entra a la zona de doble relajamiento.

Para el resto de los valores de la pendiente es conveniente asociar el mapeo a
la otra variable, es decir, en lugar de construir el mapeo con los relajamientos de
Y, v es conventiente construir el mapeo con los de la otra variable. En cuyo caso,
los mapeos seran idénticos al mapeo I, es decir,

Ynt1 = f1(Yn), (3.24)

el valor de las constantes a, b y ¢ es similar, la diferencia es que simplemente se
debe intercambiar x por y asi como 1 por 2 y viceversa. Con esto se concluye la
construccion del mapeo para el sistema (74, 7+).



56 Dos OIDs acoplados

Numero de

relajamientos

0

L]

D Y

Figura 3.10: Distintos valores para la pendiente m para las cuales las trayectorias
caen finalmente en la regién de doble relajamiento.

3.2.4.2. Separacién en mapeos de (7'—,7—)

El siguiente ejemplo es el sistema denotado por (T'—,T—) cuyo espacio fase se
puede ver en la figura 3.11. El acoplamiento estd dado de la siguiente manera:

h(y) = 1-ay,
ho(z) = 1— asx,
by = 0,
by = 0;

con 0 < aq,an < 1.

En este caso, las trayectorias seran contrastantemente distintas a las del caso
anterior, la diferencia radica en que no existe una region de doble relajamiento,
en cambio, hay un punto entre los umbrales de las variables que divide a las
trayectorias, este punto es el denominado (X7, Y7).

Cuando el sistema tiene un relajamiento en y la variable x se queda con el valor
anterior al relajamiento. Por lo tanto, el maximo valor que el oscilador x puede
alcanzar después de un relajamiento de y es X;. De forma analoga, el méximo
valor para y después de un relajamiento en x es Y;.
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Espacio Fase

Figura 3.11: Espacio fase del sistema (7'—,7—).

Si se continua con la trayectoria desde (0, Y7), por ejemplo, se observa que
eventualmente el subsistema y alcanza su umbral dejando a x con el valor Xj.
Este es el valor minimo que x puede acceder después de un relajamiento del otro
subsistema. Analogamente, el valor minimo de y sera Yj.

Los cuatro pardmetros para x y y respectivamente estan dados por las sigu-
ientes expresiones:

x as(1 — ay)
0o — )
(m+ ag)(1 — aran)
1-— aq
X, = — 3.25
! 1-— (110627 ( )
may (1 — as)
Yo = :
(may + 1)(1 — aas)
1— (0]
Y, = ———=—. 3.26
! 1— 109 ( )

Sin pérdida de generalidad, se puede comenzar por estudiar el mapeo del el sub-
sistema x. Al ser inaccesibles los intervalos extremos, [0, Xo) y (X1, 1], es suficiente
el mapeo del intervalo [Xj, X;] en si mismo. Dada la restriccion, es conveniente
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normalizar el intervalo a la unidad por medio de la transformacion,

T — X()
=, (3.27)
X1 — Xo
donde 2’ € [0, 1].
Por la misma razon que el caso anterior, es conveniente que separar en inter-
valos de valores para la pendiente:

Yi - Y Yi—-Y Y Y:
JU| v U (o
X, X, ' X;— Xo' X, — X,

« Mapeo 111

m € (0,

)=(0,00).  (3.28)

Para pendientes mayores a Y7 /(X; — Xp), esto es, se garantiza que si se parte del
punto (Xy,0), la primera relajacion sera del subsistema y. El valor de = cuando se
llega a dicho umbral se denominara b, de tal manera que si x,, = Xog — x,11 = b,
6 en las nuevas coordenadas

v, =0—a, =V (3.29)

n

Otra trayectoria a destacar es la que comienza en el eje z y arriba al punto
de interseccion de los umbrales. Al valor de x del que parte se denotara c. Todas
las trayectorias que comienzan en el punto (x,,0), tal que x, € [Xj,¢), llegaran
al umbral de y directamente. Si una trayectoria comienza por la izquierda de ¢ en
el eje x, el estado final del oscilador x sera cercano a X, es decir, x, — ¢~ —
r, — X1, 0 en las variables primadas,

!/

=l = L (3.30)

o =c’ — 2

Si, por el contrario, la trayectoria comienza ligeramente a la derecha de c,
ésta tendra primero el relajamiento del subsistema x, por lo tanto, la trayectoria
continuaréa desde el eje y. Mas tarde, la trayectoria llegara por fin al umbral de y
donde tomara el valor X, entonces, x, — ¢ — x,,1 — X, esto es,

z,=c" —al =0 (3.31)

Para z,, > ¢, el oscilador = serd el primero en restablecerse, por lo tanto, las
trayectorias continuardn desde el eje y para finalmente concluir en el umbral de
y. Por ultimo, cuando la trayectoria parte de (Xi,0), equivale a comenzar desde
(0,Yp), para finalmente llegar al umbral de y. El estado de x al que llega se llamara
a, estoes, r, =Xy — 2,1 =a, 0

z,=1—ua,  =d. (3.32)
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Finalmente, uniendo todos los puntos, se forma el mapeo?:

¢, n . (3.33)

/ o I\ ljb/ZE;L + b si J]/n S [0’ Cl)
To = fu(z,) =4 To o st ay, € () 1]
n Y

Ti+1

Figura 3.12: Mapeo III

« Mapeo IV

En caso de que,
Y Yi — Yo

—>m> — 3.34

XX, X (3.34)
se genera un mapeo nuevo. La condicion de las pendientes obliga a que las trayec-
torias que comiencen en cualquier punto (z,, 0), z, € [Xy, Xi], tendran primero
un relajamiento en x y posteriormente en y. Aqui no hay division entre las trayec-
torias, por lo tanto, el mapeo es continuo. Ademas la funcioén es creciente, pues
conforme mayor es x, en el punto de partida, menor es el estado de y después
del primer relajamiento, y por lo tanto, més tiempo tienen las trayectorias para

llegar al siguiente umbral. Si la trayectoria comienza en el punto (X, 0) después

3Para mas detalles sobre el valor de las constantes consultese el apéndice.
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del relajamiento de z, el estado de y es estrictamente menor a Y7, esto implica
que cuando se llega al umbral de y, el valor de z,, 11 = a > Xj.

Anélogamente para el punto de partida (X7, 0), el siguiente punto después del
relajamiento de = sera (0,Y) por definicion, y por la condicion de la pendiente,
el siguiente punto X, ;1 = b < X;. Es facil ver que este mapeo es continuo y
mondétono creciente (figura 3.13):

Ty = fiv(zn,) = —d)z), +d  z, €0, 1]. (3.35)
b
*
g
a
L

Figura 3.13: Mapeo IV

Para pendientes menores a (Y; — Y)/ X7, los mapeos tendran la misma forma
que los mapeos IIT 6 IV. Dependiendo de los parametros que caracterizan al sis-
tema, el mapeo alternara entre tipo III y tipo IV. En este trabajo no se detallar&
el ensamblado de los mapeos para esos casos.

3.2.5. Estudio de los Mapeos

Los mapeos son medios muy eficientes de determinar el comportamiento cual-
itativo de los sistemas de OID’s pues reflejan su dindmica. Por ese motivo se
avocara al estudio los mapeos.
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Mapeo 1V

Por simplicidad, se comenzara por estudiar el mapeo IV. Primero se calculan
los puntos fijos y periddicos determinando su estabilidad.
El punto fijo esta dado por

£ = fiv(©),

esto es,
a

&= l+a—0b
Para determinar la estabilidad se toma la derivada del mapeo en el punto fijo, se
tiene que:

(3.36)

dfty
A=—" =b—a. 3.37
T (3.37)
Por lo tanto, |A\| < 1 ya que 0 < a < b < 1. Esto implica que el punto fijo es tinico
y estable.
Se puede saber que no hay puntos periddicos pues en la n-ésima iteracion del
mapeo se obtiene el mismo punto fijo.

Mapeo 11

El mapeo tipo II es semejante al inverso del mapeo IV, la diferencia es que
el mapeo Il cuenta con dos ramas que mapean la z, al cero. Por lo tanto, las
orbitas hacia atras del mapeo IV seran similares a las 6rbitas hacia adelante de
este mapeo, en particular, se sabe de antemano que habri un punto fijo inestable
dado por 3.36. El otro punto fijo es £ = 0 y dado que la pendiente del mapeo es
cero en este punto, el punto es estable.

Mapeo 111
Para estudiar este mapeo se establecera en primer lugar el siguiente teorema:
Teorema
Para f : [0,1] — [0, 1], un mapeo definido por:
1-b .
=xr+0b si0 <z <ec
x)=4 ¢ , 3.38
/(@) {—“(f__cc) sic<z <1 (3.38)

con a, b, ¢ € [0,1] y a < b. Se define a ¢, tal que cumple con ¢ = f*(c;), es decir,
la k-ésima preimagen de ¢, y N tal que cy € (a,b), esto es, cy es la ultima de las
preimagenes de c. Entonces, f(z) tiene una orbita estable de periodo N + 2.
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En otras palabras, el teorema dice:
1. Existe al menos un punto fijo, &, para fN72(x).
2. Existen, ademés de &, N + 1 puntos fijos todos distintos.

3. Los puntos fijos son estables.

Demostracion.

Lema 1. Con el mapeo f dado en ec. 3.38, fi™l(x) tiene discontinuidades
unicamente en cada ¢ con k < 1.

Prueba:

El mapeo f(z), tiene una tnica discontinuidad en ¢, es decir, f(c¢™) # f(¢7).
Para la (i + 1)-ésima iteracion se tiene que:

FHUeE) = f7 o fH(eh) = £ (e) = 17H0), (3.39)
por la derecha y
) = f7 o filep) = M en) = £7H(), (3.40)

por la izquierda. Como fi=%(0) es distinto de f©*(1) pues el mapeo es univaluado,
FN ) # [ (ce),) para k < i, es decir, hay una discontinuidad en cada cy.

Lema 2. La altura de la discontinuidad en c; de la (i + 1)-ésima iteracion es
de —1, esto es, f"(c) — fi(c;) = —1 para i < N + 1.

Prueba:

Se pide que ¢ < N + 1 para que no existan més preimagenes de ¢, es decir,
para evitar el punto cy. Para este caso en particular se tiene que k = 7, por lo
tanto,

) = ) =70 = (1) =0-1=—1. (3.41)

Lema 3. Para ¢, con k <1 < N + 1, las alturas de las discontinuidades de la
i + 1-ésima iteracion son positivas, esto es, [ (cl) — f (e, ) > 0.

Prueba:

Se tiene que por la derecha,

FHHeE) = F7H0) = 747 0), (3.42)

y por la izquierda,

fHHe) = 771 = 7 (a). (3.43)
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Dado que k e ¢ son enteros positivos vy k <1,i—k—12> 0.

Debido a que las ramas de f(z) son monétonas crecientes, las ramas de las
iteraciones del mapeo también deben ser asi. Por otra parte, si k& < 7 se puede
asegurar que ¢ ¢ (a,b) lo que implica que ¢ < a, 6 bien, que b < ¢; esto es a'y
b estan en la misma rama de la siguiente iteracion. Ya que las ramas del mapeo
son monotonos crecientes, si a < b, fi7l(a) < fi1(b), por lo tanto,

FHe) = [ e) > 0. (3.44)

En particular, ¢ puede valer como maximo N + 2 pero k vale a lo mas N.
Esto implica que el mapeo f¥*2(x) no presenta discontinuidades negativas. Esto
muestra que todas las singularidades de f¥*2(x) dan tnicamente N + 1 saltos
positivos. Por lo tanto, fN¥*2(z) consta de N +2 ramas siendo cada una monétona
creciente.

Entonces, f¥*2(z) es globalmente mon6tona creciente y su imagen es menor
o igual a su dominio, esto implica que el mapeo f"¥*2(x) deja algin punto fijo, es
decir, existe al menos una &, tal que,

JN2 (&) = &, (3.45)

que prueba la primera afirmacién del teorema.

Ahora, se define & como,

& = f(&) (3.46)
y en general
Ein = f(&) = (%), (3.47)

Entonces se cuenta con una coleccion de puntos & con ¢ < N + 1 y para &; se
tiene que

G = f(&)=[fofN(&) = "o f(&) = [NT&). (3.48)

Por lo tanto & es también un punto fijo de fV2(x) y es distinto de & ya que
f(x) no cruza a la idéntica.

Aplicando otra vez el mapeo se puede ver que & también es punto fijo. Y por
induccion se sigue que

& = ['(&) = [0 [Y2(&)) = [M o fi(&) = FT(&) (3.49)
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y por tanto en todas las & para 0 < ¢ < N + 1 se tiene un punto fijo. Es
importante senalar que todas las & son distintas, de lo contrario, se tendria més
de una oOrbita de f, de distinta periodicidad, que contendria al punto &y, lo que
serfa una contradiccion con el hecho de que f(z) es univaluada.

Visto de otra manera, todas las iteraciones de f(z), excluyendo los multiplos
de N + 2, tienen un salto hacia abajo que evita la interseccion con la idéntica, lo
que muestra que § # & coni # 7,4, 5 =0,1,2,..., N+ 1.

En otras palabras se tienen N + 2 puntos fijos distintos en fN*2(z). Estos
puntos conforman la orbita periddica del mapeo f. Esto demuestra el segundo
punto del teorema.

Por dltimo, la estabilidad de los puntos periédicos se obtiene al evaluar el
valor absoluto de la derivada del mapeo en cualquiera de ellos (ec. 1.31). Dado
que fN*2 es monotona creciente y que la imagen tiene medida menor a su dominio,
FN*2 compacta al intervalo [0, 1], y como todas las ramas del mapeo FN*2 tienen
la misma pendiente, ésta serd menor que uno, o sea, todos los puntos fijos son
estables.

q.e.d.

Ahora, con ayuda de este teorema se puede encontrar la periodicidad de los
puntos periddicos del mapeo fi77. Entonces, se pasard a calcular algunas de las
preimagenes de ¢ hasta encontrar una que caiga entre a y b, dando asi la periodi-
cidad de la orbita estable del mapeo.

Si se comienza por suponer que a < ¢ < b, es decir, ¢y = ¢ y por lo tanto,
N =0, esto implica que la orbita estable es de periodo dos. Esta condicion define
una region en el plano (b, a) delimitada por las rectas a = ¢ como limite superior
y b = ¢ como el inferior.

Si ¢ no cae dentro del intervalo (a,b) entonces tiene al menos una preimagen.
Esta preimagen puede provenir de alguna de las dos ramas del mapeo. En caso de
que sea la primera, es decir, ¢ < a < b, entonces se tiene que

1—c

€1 = fﬁll (c) =

En caso de que a < ¢; < b se tendra una orbita estable de periodo tres, esta
desigualdad define a una region en el plano (b, a) limitada por las curvas:

c+ec. (3.50)

1—c
a = C =

3.501
- c+ec ( )

b=1c = c+ec. (3.52)
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b= 2’(1 +e-/1+2¢-53¢2)
|
a= i(c+[fc-3c?)

LI

2
o
I
h

Figura 3.14: Construccion del espacio de bifurcacion del mapeo fi(x) para a < b.
Los nimeros en las regiones sombreadas muestran la periodicidad de las orbitas
estables cuando se tienen estos parametros dada una c.

De eq. (3.51) surge una ecuacion cuadrética a resolver para a y que solamente
tendra significado el valor que quede en el intervalo [0, 1], esta es:

a= %(C + Vde — 3¢?). (3.53)

Dado un valor para c esto forma una recta horizontal en el plano.
En el otro limite, al resolver eq. 3.52 para a se tiene que:
1—c

pu— -4
a=cr—, (3.54)

que define una hipérbola en el mismo espacio. Ambas curvas delimitan una region
tal que dentro de ella los mapeos tendran érbitas de periodo tres. Esta region esta
mostrada en la parte superior de la figura (3.14).

Si por el contrario, a < b < ¢, es decir, ¢ pertenece a la rama de la derecha,
entonces la preimagen estd dada por:

c—b

1= fir(e) = Ty (3.55)
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y si sucede que a < ¢; < b se tendré una orbita de periodo tres. De forma analoga
se obtienen las fronteras de la region dadas por las siguientes curvas

c—b

a=c=cy—y (3.56)
! b
C—
b:clzcl_b. (3.57)

La primera es una hipérbola y la segunda es una recta vertical dada por la
expresion

1
b=5(1+c—V1t2e—3), (3.58)

Estas dos curvas definen otra region de periodo tres en el plano (b,a) que se
muestra en la parte inferior de la figura 3.14.

Es posible continuar con la bisqueda de regiones de mayor periodicidad. Por
ejemplo, para la region de periodicidad cuatro se busca el conjunto de valores
deben cumplir a y b para que ¢, sea la tltima preimagen. El calculo de las fronteras
de las regiones de mayor periodicidad se puede seguir, sin embargo, cada vez la
complejidad aumenta, por ese motivo, no se continuara calculando las regiones
por métodos analiticos. En la figura 3.15 se muestran algunas de ellas, las cuales
fueron obtenidas por métodos numéricos.

Mapeo 1

La estructura orbital del mapeo fi(z) se obtiene directamente de observar que
el mapeo inverso de fij1(x) es muy similar. La diferencia radica en que el intervalo
en el que fI_III no esta definido y es substituido por una rama que mapea al cero.
Como es de esperarse, este mapeo heredara los mismos puntos peridédicos que el
mapeo 111, a diferencia de que en este caso son inestables pues se trata de la funcion
inversa. A cambio de eso, aparece un nuevo conjunto de puntos estables dado por
las ramas constantes del mapeo, estas son las que sustituyen las discontinuidades
del mapeo III.

En el mapeo I, ocurre algo muy semejante a lo mencionado anteriormente,
fI]V+2 consta de N 42 ramas que intersectan a la idéntica y todas son de pendiente
mayor a uno y, entre cada una de estas ramas, estan N+ 1 ramas de pendiente cero
que reemplazan a las discontinuidades del otro mapeo y por lo tanto intersectan
a la idéntica y 2 ramas mas de la misma pendiente en los extremos que también
intersectan a la idéntica precisamente en cero y en uno. En resumen, fINJr2 tiene
2N + 5 puntos fijos, de los cuales N + 2 son inestables y /N + 3 son super-estables.
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Periodicidad
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b

Figura 3.15: Espacio de bifurcaciones del mapeo fii(z) o de fi(x) con a < by
¢ = 0.35. Los colores de cada regiéon indican la periodicidad de la 6rbita periddica
estable.

Si se identifica al punto fijo &€ = 1 con £ = 0 restan N + 2 puntos fijos todos
estables y distintos.

La orbita que pasa por el cero es estable debido a que para cualquier valor de
x; € (a,b), a la siguiente iteracion, x;;1 = 0. Finalmente es posible concluir que
toda orbita del mapeo I es, o en algiin momento seré, de periodo N + 2, con N
tal que fIN(cN) € (a,b) y, por lo tanto, se observara la misma division de regiones
en el plano (b, a) que el obtenido en el mapeo III.

Por ultimo, recuerdese que para este sistema se tiene un caso particular en el
que el mapeo asociado era el mapeo I con la especificacion b = 1. De la misma
manera podemos buscar las regiones en un plano (c,a) en las cuales se forman
distintos amarramientos de fase. Si ¢ > a, se tiene una 6rbita de periodo dos. La
frontera de esta region estd dada por la recta

a=c. (3.59)

En el caso de que ¢ < a se observarda una periodicidad mas alta. Si resulta que
fi(c) > a la periodicidad del sistema es tres. Esta region, naturalmente, esta
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acotada por ec. 3.59 y por la relacion que resulta de a = f(c), esto es,
(1 —c)e=ala—rc). (3.60)

Seguido de la region de periodicidad tres se encuentra la de periodicidad cuatro.
La frontera superior esta dada por la relacion que se obtiene a partir de a = f?(c),

esto es,

1—c\> 1-

@ _ ( C) IR (3.61)
& a a

En general, la region de periodicidad N + 2 estard acotada por dos curvas: Por
un lado, la curva que acota a la region N + 1 y por el otro por la curva que se
genera de la igualdad a = fIN(c), esto es,

a N or1—c\
- = 3.62
> () (3.62)
lo que es equivalente a la relacion,
a1 —a) = (1 — )N (3.63)

Las distintas regiones del plano (¢, a) se muestran en la figura 3.16.

0.8

Periodicidad
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0.6 2

20
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

c

Figura 3.16: Espacio de bifurcaciones para el mapeo I cuando b = 1.
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El plano (b, a) comentado en la seccion anterior (fig. 3.15) muestra el periodo
de las orbitas del mapeo I o III para distintos valores de a y b con una ¢ dada.
Para distintos valores de ¢, las curvas que conforman la frontera de las regiones
de distintos periodos. Por esta razon, los planos (b, a) pueden ser interpretados
como cortes de nivel, donde el nivel esta dado por el valor que toma el parametro
¢, esto es, del espacio tridimensional dado por a, by c¢. Otro de los cortes de nivel
que se le pueden dar a este espacio tridimensional es el de b = 1, este corte es el
plano (c¢,a) mostrado en la figura 3.16. A este espacio tridimensional que incluye
a todos los parametros se le llamara el espacio de bifurcaciones del mapeo I o del
mapeo III. En la figura 3.17 se muestra la forma de este espacio.

Periodicidad
35

= 130

25

Figura 3.17: Espacio de bifurcaciones completo.

Un punto importante a considerar es que las regiones de distinta periodicidad
del espacio de bifurcaciones son conjuntos estrictamente abiertos pues las fronteras
no pertenecen a dichos conjuntos. Por lo tanto, si los parametros del sistema
son tales que los parametros a, b y ¢ pertenecen a una de las fronteras de una
region de alguna periodicidad, el sistema no es periddico, para ser mas precisos,
lo que se observa es un comportamiento cuasiperiodico similar al de las regiones
vecinas.|Pérez, Lomnitz-Adler, 1988]

En este espacio de bifurcaciones se presentan varios fendmenos interesantes.
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Uno de ellos esta relacionado con la forma de las regiones de distinta periodicidad,
notese que todas ellas concluyen con un pico sobre el plano a = b. Por ejemplo,
para el mapeo I, segiin ecs. A.7 del apéndice, a = b implica

1 1
(P DRI (3.64)
m m
o lo que es lo mismo,
mag = —Qs. (3.65)

Tomando en consideracion que los parametros de acoplamiento y la pendiente m
solo pueden tomar valores mayores o iguales a cero, esta relacion se cumple sélo
si a; = ap = 0, es decir, cuando en realidad no hay acoplamiento. Para el mapeo
I1T sucede lo mismo, si uno sustituye a; = ap = 0 en ecs. A.14 y A.17 se ve de
inmediato que a = b (0 o’ =¥/, segun la simbologia empleada). Es decir, el plano
a = b representa al sistema desacoplado en ambos mapeos. Naturalmente, en
caso de no haber acoplamiento, cada uno de los osciladores en el sistema operaréa
autonomamente, la periodicidad, por lo tanto, dependera de la conmensurabilidad
de las razones de crecimiento de los osciladores. Se puede afirmar que a la recta
a = b llegan tantas lenguas como nimeros racionales en el intervalo [0, 1]. Esto
implica que existe una relacién biunivoca entre las lenguas y los racionales.

Otra caracteristica que se hace evidente en el espacio de bifurcaciones es que
existen valores de a, b y ¢ para los cuales sobre una vecindad de esos puntos
se pueden encontrar todas las periodicidades en los mapeos. Estos puntos los se
pueden encontrar sobre los planos a = 0 y b = 1 entre cada una de las lenguas.

Notese que para diferentes cortes de ¢ cte. del espacio de bifurcaciones las
formas y distribuciones de las lenguas de distinta periodicidad no cambian cual-
itativamente. Es decir, existe un homeomorfismo que deforma la forma de tales
cortes dejando a todos iguales. Es posible afirmar entonces que existe un homeo-
morfismo de los parametros que caracterizan al sistema de tal suerte que elimina
la dependencia de ¢, es decir, existe un mapeo gq/y, (¢’,0) = h(a, b, ¢), con la mis-
ma dindmica que el mapeo I o III. Esto implica que el pardmetro ¢ no es esencial
para la dindmica del sistema.

El espacio de bifurcaciones mostrado en la figura 3.17 tiene el inconveniente de
que se muestra la periodicidad de los mapeos para a, by ¢, y no con los pardmetros
que caracterizan el sistema, oy, as y m = As/A;. Sin embargo, debido a que a, by
¢ son un homeomorfismo de aq, as y m, se puede transformar este espacio en uno
donde las coordenadas estén dadas por la tltima terna. Esto lo se puede hacer
para el mapeo I con ayuda de ecs. A.7 del apéndice, lo que nos lleva a formar el
espacio mostrado en la figura 3.18.
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Periodicidad

Figura 3.18: Espacio de bifurcaciones para los parametros originales.

Dado que el comportamiento de los mapeos I y Il es el mismo que el de los
mapeos I11 y IV respectivamente es posible concluir que la dindmica de los sistemas
(T+,T+) y (T—,T—) es practicamente la misma.

Cuando el sistema (T4, T+) presenta las caracteristicas que forman el mapeo
IT se puede decir que los subsistemas encuentran rapidamente la sincronizacion.
La relacion de sincronizacion estd dada por la relacion del niimero de disparos de
un oscilador con respecto a los del otro. En este caso, el nimero de oscilaciones
que da el subsistema gy por ejemplo esta determinado por el periodo de la 6rbita de
J1, por ejemplo ¢. El nimero de oscilaciones que da x en ese mismo ciclo se pude
determinar con el mapeo de la otra variable o, mas facil, al contrar el nimero de
veces que T, < T, en un ciclo, por ejemplo p. Por lo tanto, la sincronizacion seré
p : q. Notese que por el area que cubre cada region del espacio de bifurcaciones
cada vez es menor conforme crece ¢, esto implica que el estado de sincronizacion
con ¢ grande es muy raro de observar comparado con los de ¢ pequena.

En cuanto al sistema (T'—, T'—) se observa un comportamiento similar, la difer-
encia radica en que la sincronizacion en este sistema se alcanza asintoticamente
mientras que en el sistema mencionado anteriormente se consigue en un tiempo
finito.

Se ha visto en este capitulo la multitud de fendémenos que oscurren al forzar
o acoplar dos osciladores de integracion y disparo. Sin embargo, el analisis de un
oscilador forzado o el de dos acoplados es insuficiente para conocer la dindmica
de una red neuronal o, en general, de sistemas méas complejos.
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Capitulo 4

Tres OIDs acoplados

Se ha visto la riqueza del comportamiento que presenta el caso de dos os-
ciladores acoplados, pero es evidente que en los sistemas fisicos, tecnoldgicos,
biol6gicos o neurales hay redes en las que participan muchos osciladores. Muchas
de las mas interesantes propiedades de esos sistemas resultan ser fenémenos colec-
tivos generados en esas redes y dependen en gran medida de la topologia de las
conexiones que conforman la red. El sistema de dos osciladores acoplados no tiene
més que una topologia de acoplamiento, en este sentido es sumamente limitado.

Desde luego el estudio de redes de osciladores nos permitiria explorar con mas
profundidad esos sistemas reales. En esta tesis se presenta un primer paso en
la direccion de ese tipo de estudios, el caso de tres osciladores de integracion y
disparo. Consideramos esto como un avance importante ya que con tres osciladores
se pueden presentar distintas topologias en el acoplamiento, lo que nos permite
acercarnos mas al estudio de los sistemas reales.

Se tratara, al estilo que se usé para dos osciladores, algunas de las formas de
conexion entre los subsistemas para el caso de tres osciladores. No se pretende
aqui hacer un estudio exhaustivo del caso de tres osciladores, llevaria a una exten-
sion muy grande, inicamente se desea avanzar lo suficiente como para mostrar las
diferencias de comportamiento inducidas por diferencias topoldgicas en la conec-
tividad de la red.

Desde luego no son los estudios exhaustivos o totalmente detallados los que
pueden conducir a un mejor entendimiento de redes complejas como las confor-
madas por las neuronas en la corteza cerebral, sin embargo, pensamos que extender
el caso de dos a tres debe darse para tener una guia que permita generalizar al-
gunas técnicas o conceptos al caso general. Por otro lado encontramos que el caso
de tres osciladores resulta, por si mismo, interesante.

73
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4.1. Los sistemas de tres OIDs acoplados

Considérese ahora tres osciladores de integracion y disparo. Estos osciladores
estan acoplados por medio de una variaciéon del umbral o de la base de cada uno
de ellos en funcién del valor de la variable de estado de los otros dos. Como en el
caso de dos osciladores se supondréa que la influencia de uno sobre otro es lineal.

El espacio fase del sistema es ahora de tres dimensiones, se usara (xi, za, x3)
o (z,y,z) para denotar las tres variables de estado de los osciladores y como
coordenadas para el espacio. Las expresiones para el acoplamiento seran

3
hz‘ = 1+ZO&Z‘]‘£L‘]‘,
j=1

3
bi = Z Bij;.
=1

donde h; representa el valor del umbral y b; el de la base para el i-ésimo oscilador,
a;; y (i son los pardmetros de acoplamiento entre el oscilador 7 y el oscilador j,
desde luego, si ¢ = j los parametros de acoplamiento valen cero.

Dados los diferentes posibles valores de los parametros de acoplamiento se
presentan sistemas con diferentes caracteristicas. En particular, aqui se destacan
los casos en que alguno de dichos parametros vale cero ya que originan diferentes
formas de conexién que se llamaran aqui topologias de acoplamiento.

Recuerdese el caso de dos osciladores acoplados, presentan los siguientes casos:

1. a1 = ap = 0, los osciladores se encuentran desacoplados y cada uno opera
independiente del otro. En este caso, cada oscilador es periodico por si.
En conjunto se tendra periodicidad o cuasiperiodicidad dependiendo de la
conmensurabilidad o inconmensurabilidad de las frecuencias de los dos os-
ciladores.

2. So6lo un parametro de acoplamiento es cero, se dice que un oscilador fuerza
al otro. El primer oscilador opera auténomamente mientras el otro depende
de la actividad del primero.

3. a1 # 0y ag # 0, se tiene un verdadero acoplamiento pues cada uno queda
perturbado por el otro. En este sentido se presenta una sola topologia.

En el caso de tres osciladores se tienen una mayor variedad. Esto surge por
la cantidad de parametros de acoplamiento y las diferentes combinaciones en que
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Figura 4.1: Topologias de conexion de tres osciladores acoplados.
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algunos pueden valer cero, éstas se muestran en forma esquematica en figura 4.1.
Por ejemplo, el sistema denotado como caso 4:3 muestra a un oscilador que fuerza
a un segundo, éste fuerza a un tercero y él que a su vez fuerza al primero. En este
caso se dird que los tres estan acoplados, aunque no hay interacciéon mutua entre
todas las parejas de osciladores, la actividad de cada uno de ellos depende de la
de los otros dos.

Otro ejemplo de acoplamiento se muestra en el caso 5:1. En donde dos os-
ciladores no interactian entre si, sin embargo, su actividad si depende de la del
otro.

Para el caso de tres osciladores se requiere generalizar la notacion que se utilizo
en el caso de dos. Se denotara a un sistema por:

P12512 PlSSl3
P21521 P23S23 ) (41)
P31S31 P32532

donde P;; denota la via de acoplamiento entre el oscilador 7 y el j, el que puede
tomar dos valores, T" o B para umbral o base respectivamente. El simbolo de S;;
denota el signo de dicho acoplamiento que puede tomar dos valores + 6 —.
Por ejemplo:
T+ T-—
T— B+ (4.2)
B— B+

denota al sistema cuyos umbrales y bases tienen la siguiente forma:

hy = 14 appxy — ayzs,
hy = 1— gy,

hy = 1,

b = 0,

by = [z,

by = —0s111 + B32;

con las a’s y las 3’s positivas.
En los casos en donde todas las formas de acoplamiento se den por la misma
via y con el mismo signo, se puede resumir la notaciéon a la siguiente

(PS)°, (4.3)

donde P y S tienen la misma funcion que antes y el superindice se utiliza para
resumir los seis acoplamientos.
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Figura 4.2: Espacio fase de un sistema de tres OIDs acoplados.

Por ejemplo, el sistema

(B-)° (4.4)
es un sistema en donde los umbrales son unitarios y las bases estan dadas por
by = —Piaws — Bizxs,
by = —fa1w1 — Pasws,
by = —[f1x1 — P12

4.2. El Espacio Fase y las Trayectorias

El espacio fase es una region de R? que esta acotada por los umbrales y las
bases de los osciladores. Esto es, el valor x; estd acotado por el plano:

J#i
y por el plano:
J#i
Esto conforma un poligono irregular solido de seis caras embebido en R3, véase
figura 4.2. Notese que en caso de no haber acoplamiento, el espacio fase se reduce
al cubo unitario.
Para el i-ésimo oscilador, en ausencia de relajacion, la evoluciéon en el tiempo

esta dada por:
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Figura 4.3: Ejemplos de trayectorias del espacio fase.

donde A; es la razon de crecimiento, t es el tiempo y x;9 es el estado inicial (o
el estado a t = 0). Es decir, la trayectoria es una recta en el espacio fase cuyos
angulos directores estan determinados por las razones de crecimiento.

En caso de que x; llegue a su valor umbral se relajaré al valor que su base tenga
en ese instante del tiempo, la trayectoria dara un brinco discontinuo y continuara
su recorrido, esto se muestra en la figura 4.3. A este tipo de relajamiento se le
llamara relajamiento simple.

En los sistemas en que se presenta acoplamiento por medio del umbral con las
constantes de acoplamiento positivas, el estado de los OIDs puede tomar valores
superiores a su umbral natural. En estos casos, si una de las variables alcanza
su umbral, se relajard a su base, en consecuencia el umbral de otros osciladores
puede variar y resultar menor que el valor del estado del sistema en ese instante,
por lo que mas de un oscilador se relajarad. Cuando esto ocurra se dird que se ha
presentado un relajamiento maultiple.

Con el proposito de simplificar la exposiciéon y sin pérdida de generalidad, se
tomara al oscilador x5 (que de ahora en adelante serd llamado z) como el de mayor
tasa de crecimiento, asi mismo, se hace una reparametrizacion para que esa tasa
maxima sea unitaria.
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4.3. La Técnica de los Mapeos

Para estudiar el comportamiento del sistema, al igual que el caso de dos os-
ciladores, se puede utilizar una técnica analoga a la de los mapeos de Poincaré. Se
hace un corte, por medio de un plano, en el espacio fase y se estudia la dindmica
inducida en dicho plano al considerar los puntos en el que la trayectoria lo inter-
secta al transcurrir el tiempo. En particular, el corte se dara con uno de los planos
definidos por el valor base de alguna de las variables.

Esto es, tdbmese un corte, por ejemplo, en la base de z, y una trayectoria que
at = 0 esté en ese plano, el estado del sistema serd (xy,y1,0b3). La trayectoria
continuaré su recorrido, en el momento en que z alcance su umbral se relajara al
valor base, esto es, regresa al plano base, por lo que se ha establecido un mapeo
de dicho plano en si mismo

(xn+17yn+1) = f(xmyn)~ (4'8)

Como esto se repite y se repite, la sucesion de esos puntos en el plano sera una
orbita del sistema dindmico generado por dicho mapeo. Los puntos de una érbita

(1, 91), (22,92), - (4.9)

corresponden a los valores de x y y cuando ocurren los relajamientos de z.

Lo mismo se puede hacer utilizando los relajamientos de x o y y los planos cor-
respondientes para obtener otros dos mapeos similares. Estos tres mapeos, como
ocurre en el caso de dos osciladores, contienen toda la informacion del sistema,
se puede entonces decir que se ha “desacoplado” el sistema dindmico continuo
tridimensional, en tres sistemas bidimensionales discretos, los generados por esos
tres mapeos. Dado que el acoplamiento entre osciladores es lineal al igual que la
evolucion temporal de su estado, estos mapeos seran lineales al menos por peda-
zos. Las orbitas que se obtienen mediante la iteraciéon muestran la dindmica del
sistema, es decir, si hay periodicidad, cuasiperiodicidad, caos, multiestabilidad,
etc. A continuacién se harda uso de esto con el fin de ejemplificar dos casos: el
sistema denotado por (T+)% y el (T—)S.

4.4. FEl sistema, (T+)°

En el sistema (T+)° todos los acoplamientos tienen el efecto de incrementar
los umbrales, esto es:

hl’ :1+ ZO&Z']{IZ']',
J#i
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donde Q5 > 0.

En general este sistema resulta muy complejo, razon por la que se limitara a
un caso particular: aquel en el que el mapeo del plano (z,y) es suficiente para
determinar la dinamica completa del sistema, esto permite prescindir de los otros
dos mapeos. Para que esto ocurra es necesario que no haya incertidumbre en lo
que ocurre entre cada relajacion de z, o sea, se debe poder conocer el niimero de
relajamientos de las variables x y y en cada iteracion del mapeo. El oscilador z
debe ser muy rapido, tan rapido que entre cada una de las relajaciones de x y de
y se presente al menos una de z. En términos de los pardmetros del sistema se
debe cumplir con las siguientes condiciones:

AT, < 14 agpdaT,,
Ao, < 14 agn A7,

donde,
1

1-— 0531141 - 0632142’

es el tiempo que tarda z en llegar a su umbral a partir del origen. Equivalentemente
estas condiciones se puede expresar como

(4.10)

Tz

1
A < o , (4.11)
1 — oo + aziae + e + aizeia + sy
1
Ay < T (4.12)

1 — ajoan + asiag + age + azaing + agg

Por conveniencia y simplicidad se pedird ademés que cualquier variable pueda
presentar un relajamiento sencillo para alguna condicion inicial, para que esto se
cumpla, la razén de crecimiento del umbral de cada oscilador debe ser menor que
la del oscilador mismo, es decir,

Ay > oA+ aas,
Ay > a9 Ay + aos,

0, lo que es lo mismo,

A, > 20t s (4.13)
1 —apay
A, > Qatus oo (4.14)

1 — ajan
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El dominio del mapeo es la base de z:
D ={(z,y)lx € [0,1 4+ a12y),y € [0,1 + any)}. (4.15)

Como el mapeo es lineal por partes D queda dividido en regiones definidas por
las diferentes secuencias de relajamiento que presentan las trayectorias.

Una trayectoria que parte de un punto en D tiene tres posibilidades de rela-
jamiento: que la primera relajacion ocurra en x, en y o en z; esto divide al dominio
en tres regiones (figura 4.4 izquierda). La relajacién puede ser simple o miiltiple,
lo que fragmenta en dos partes a cada una de las regiones anteriores (figura 4.4
centro). Se puede continuar de esta manera rastreando todas las posibilidades en
que se puede dar la secuencia de relajamientos en x o en y hasta que ocurra una
relajacion en z, momento en que quedara definido el mapeo.

Al hacer el cilculo correspondiente se encuentr con que las secuencias de rela-
jamiento se presentan en veintiiin combinaciones distintas, que se pueden ver en
la tabla A.1 del apéndice.

y Direccion: Simple y

Muiltiple

Y m

Umbral de y

Ubral de z

Umbral de x

Figura 4.4: Division del dominio D segtin el destino de las trayectorias. lzquierda:
Primera division del dominio segiin ocurra la primera relajacion en x, y o z.
Centro: Segunda division del dominio segin el tipo de relajamiento, simple o
multiple. Derecha: Division del dominio para los 21 tipos de relajamientos.

Cuando hay un relajamiento triple la trayectoria llega al origen. Estos rela-
jamientos triples se producen en seis de las veitiun divisiones del dominio. Por este
motivo no vale la pena diferenciar estas seis regiones por lo que seran integradas
en una sola.

En resumen el dominio esta dividido en dieciséis regiones y cada una de ellas
tiene, ante el mapeo, su imagen, la que se puede obtener al seguir la trayectoria.
En la figura 4.5 se muestran las dieciséis regiones del dominio y sus respectivas
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Dominio Yy Imagen

Figura 4.5: Dominio (izquierda) e imagen (derecha) de un mapeo de Poincaré para
el sistema (7'+)°. Las regiones son mapeadas de la siguiente manera: las regiones
numeradas de la izquierda son mapeadas a las regiones numeradas de la derecha,
las regiones senaladas son mapeadas a diferentes rectas siguiendo las flechas salvo
la region central que es mapeada al origen.

imagenes. Para las expresiones algebraicas de estas regiones y del mapeo, el lector
puede consultar el apéndice.

En caso de que un sistema no cumpla con las condiciones dadas en ecs. 4.13 y
4.14 se puede estudiar al sistema con un mapeo muy similar. En este caso, dado
que no hay relajamiento simplemente para x o y dependiendo de que condiciéon
no se cumple, las secuencias de relajamiento que el sistema puede sufrir estan
limitadas. Esto elimina algunas de las divisiones del dominio, por ejemplo, en la
figura 4.6 se muestra el dominio y la imagen del mapeo cuando no se cumple la
condicion senalada en la expresion 4.13.

A continuacién se pasara al estudio del comportamiento y las propiedades del
mapeo.

De la figura 4.5 se puede apreciar que las regiones de relajamiento simple
tienen imagenes que cubren todo el conjunto D, por otra parte, las regiones con
relajamiento multiple tienen por imégenes a rectas o puntos, es decir, conjuntos
de medida cero. Se puede asegurar entonces, que el mapeo es expansivo en las
regiones donde hay relajamiento simple pues cubren toda el area del dominio.
Por lo tanto, es posible decir que, al igual que en el caso del mapeo I del sistema
(T+,T+) del capitulo anterior, sélo hay dos 6rbitas periodicas, una estable que
pasa por el origen y una inestable. En el caso de tres osciladores, la 6rbita periddica
estable necesariamente pasa por el punto (0,0). Por lo tanto, se puede conocer el
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Yy Dominio y Imagen

Figura 4.6: Dominio (izquierda) e imagen (derecha) del mapeo de Poincaré para
el sistema (7T+)°® para el caso en que las razones de crecimiento no cumplen con
la condicion dada en la ec. 4.13.

periodo del sistema de la misma manera que se encontrd para su hermano menor.
Esto es, se cuenta el niimero de iteraciones necesarias para que el origen caiga en
la regién de triple relajamiento, a esa cantidad se le anade uno para obtener el
periodo del sistema.

Para este mapeo no se buscard analiticamente las regiones de periodicidad
puesto que resulta muy engorroso, en cambio se utilizardn métodos numéricos.
Dado que estos sistemas estan caracterizados por de ocho pardmetros: las dos
razones de crecimiento A' y A%, y las seis constantes de acoplamiento, oy, ais,
Q1. o3, (r31, (30, €l espacio de bifurcaciones es de 8 dimensiones. Por lo que, por
cuestiones de visualizacion, se presentaran distintos cortes bidimensionales de este
espacio. Los resultados se muestran a continuacion.

Tomese, para comenzar, a un sistema en el cual, uno de los osciladores esté en
reposo, por ejemplo el oscilador y, esto es, Ay = 0. El sistema se reduce a uno de
dos osciladores. Los resultados obtenidos para este sistema son los mismos que los
obtenidos en el capitulo anterior. Estos se pueden ver en la figura 4.7 izquierda,
el cual se trata de un corte del espacio de bifurcaciones.

Ahora bien, si el valor de Ay es ligeramente mayor, el corte cambia a un plano
paralelo al anterior. En la figura 4.7 derecha se aprecia como cambian las lenguas
de Arnold al aumentar ligeramente el pardmetro. Notese que en particular las
lenguas se fragmentan y dan lugar a nuevas regiones de distinta periodicidad. Esto
ocurre por que a pesar de modificar muy ligeramente la dinamica de las otras dos
variables, la dindmica del sistema completo cambia significativamente. Es decir,
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Periadicidad
60

Figura 4.7: Corte del espacio de bifurcaciones en el que se anula el oscilador v,
ie., Ay = 0 (izquierda) y cuando su tasa de crecimiento es muy pequena, i.e.,
Ay = 0.06 (derecha).

si la variable y tiene razon de crecimiento A = 0 no es periddica, es contante, por
consiguiente, la periodicidad del sistema simplemente es la de las variables x y z.
En el momento en que A; es ligeramente mayor a 0, el oscilador y es de periodo
muy grande, por lo tanto, la periodicidad del sistema varia mucho. Es por eso que
en el corte del diagrama de bifurcaciones se aprecian nuevas regiones proyectadas
en tonos claros dentro de las regiones de periodo bajo o simplemente una region
de periodo bajo se fragmenta en varias regiones de periodo alto.

En figura 4.8 derecha se muestra un corte en el cual se deja a a;; = 0.05 y los
parametros A; y A, se dejan variables. Cuando A; = Ay = 1 la trayectoria que
comienza en el origen cae en la esquina del espacio fase que lleva al relajamiento
triple. Por esta razon, se tiene una region de periodo 1 en la esquina superior
derecha del espacio de bifurcaciones que contiene al punto (1,1). Notese que esta
region es relativamente pequena, esto se debe a que el acoplamiento es débil, los
tres osciladores deben tener razones de crecimiento muy parecidas para acceder
de primera intencién a la region de relajamiento triple.

En torno del punto A; = Ay = 1/2, es decir, en el centro de la figura se
encuentra una region de periodo 2 y entorno de los puntos (1/3,1/3) y (2/3,2/3)
hay dos regiones de periodo 3. Se puede ver que en las vecindades de los puntos
Ay = Ay = k/P, donde k/P es una fraccion irreducibles y & < P, hay regiones de
periodo P. Cabe resaltar que el niimero de regiones de periodo P estd dado por
la cardinalidad de fracciones irreducibles con denominador P.
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Periodicidad
&0

Figura 4.8: Corte del espacio de bifurcaciones sobre el plano (A;, A;) con a;; = 0.1
(izquierda) y a;; = 0.05 (derercha).

Por otro lado, se observa en la figura 4.8 derecha que, conforme el acoplamiento
es méas débil, el drea de las regiones marcadas se hace de menor tamano. Esto
apunta a que las lenguas de Arnold en el espacio de bifurcaciones convergen a un
racional conforme a;; — 0.

Con motivo de mostrar la forma y direccion de crecimiento de las lenguas de
Arnold, el siguiente corte sera sobre el plano

A=A,
Q31 = (32 : (4.16)

X192 — (V13 =— (V91 — (Vg3 — 0.01

Esto es, un sistema donde los dos osciladores z y y tienen las mismas condiciones
y simplemente se varia el término de forzamiento que producen ambos para el
oscilador z. La figura 4.9 izquierda muestra este corte y observa como las lenguas
aumentan su tamano a medida que los pardmetros ag; y ass aumentan (eje ver-
tical).

En otra proyeccién dada por el plano

Al - A2
Qg = Qi3 = (31 , (4-17)

gy = g = a3 =0



86 Tres OIDs acoplados

Periedicidad

1z = @z3= U3

amn= dz

Figura 4.9: Distintos cortes del espacio de bifurcacion en los que se muestra la
direccion de crecimiento de las lenguas de Arnold.

se observa otra direccion de crecimiento de las lenguas de Arnold (figura 4.9
derecha). Un sistema descrito por este tipo de acoplamiento tiene la topologia
de conexion descrita en la tabla 4.1 como el caso 4:3. En este sistema en particu-
lar, los pardmetros de acoplamiento tienen el mismo valor, sin embargo, s6lo dos
de los osciladores tienen la misma razon de crecimiento. En la figura se aprecia
como efectivamente las lenguas convergen a un ntimero racional a medida que el
acoplamiento disminuye. Por ejemplo, la lengua de periodo 1 converge al 1 del eje
horizontal. La lengua de periodo 2 converge al punto (0,1/2), las dos lenguas de
periodo 3 convergen, una al racional (0,1/3) y la otra al (0,2/3). Y asi sucesiva-
mente.
Por ultimo se mostrara el corte del espacio de bifurcaciéon dado por

A=Ay =1/2

a2 = 021 =0 (4.18)
Qo3 = (i32

Q3 = Q31

El tipo de sistema descrito por este acoplamiento corresponde a uno con una
topologia de acoplamiento del tipo 5:1 donde, los dos osciladores x y y interactiian
indirectamente. El corte del espacio de bifurcacion se muestra en la figura 4.10.
Como se puede apreciar, la figura es simétrica en cuanto a una reflexion sobre
la diagonal de 45°. Esto no debe sorprendernos puesto que hay simetria con los
osciladores z y y pues su tasa de crecimiento que es igual y los acoplamientos entre
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ellos son nulos. Esta proyecciéon muestra otra cara de la lengua de periodo 2 la
cual apenas se logra apreciar, se trata de la region en la figura que converge como
una aguja al origen del plano de proyeccion. Notese que en la vecindad del origen
también se encuentran las regiones de periodo alto mostradas en tonos claros.

3= A3z

=

0.5

Periodicidad
70

0.4
50
50
40
30
0.2

20

10

0.1 0

il 0 _
0 01 0.2 03 04 05 d13= Q31

Figura 4.10: Corte del espacio de bifurcacion donde se fija los valores de A; =
AQ = 1/2 Yy (12 = Qigq = 0.

Dado que en este mapeo, las 6rbitas, salvo por un conjunto de ellas de medida
cero, son eventualmente periddicas y pasan por el origen, se puede concluir que
en el sistema (T+)% si cumple con las condiciones ecs. 4.11 y 4.12, los osciladores
llegan a la sincronizaciéon en fase.

4.5. El sistema (T—)"

Los osciladores del sistema (7—)% estan acoplados por medio del umbral con
pardmetros negativos, es decir, a;; <0y 3;; =0, ¢ # .

Este tipo de sistemas son complicados y por lo general son necesarios los tres
mapeos para conocer la dinamica del sistema completo. Por tal razén se restringira
el estudio a aquellos casos en los que, con un s6lo mapeo, se pueda conocer la
dindmica del sistema.

Por las mismas razones que se han expuesto anteriormente, se pedird que el
subsistema z pueda llegar a su umbral directamente para algin punto de partida
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Dominio

Imagen

Figura 4.11: Dominio (izquierda) e imagen (derecha) del mapeo de Poincaré del
sistema (T'—)S.

dentro de la base del oscilador z. Esto implica que los parametros deben cumplir
con las restricciones dadas por ecs. 4.11 y 4.12 del caso (T+)°.

Como los parametros de acoplamiento son todos negativos en este caso no
se presentan relajamientos miltiples. Por analogia al caso anterior, esto implica
que la base de z queda dividida en cinco regiones correspondientes a las cinco
posibilidades de relajamiento que una trayectoria puede sufrir en cada ciclo del
subsistema z.

El mapeo de las regiones de relajamiento simple del sistema (7+) es el mismo
que el mapeo de las regiones respectivas del sistema (7—)°. En la figura 4.11 se
muestra el dominio dividido en las distintas regiones que inducen las diferentes
secuencias de relajamiento y sus imagenes correspondientes. En el caso del sistema
(T—)%, debido a que las constantes de acoplamiento son negativas, el mapeo sera
una contraccion, por tanto, al igual que en el sistema (T'—,7—) del capitulo
anterior, se espera que llegue a la sincronizacion asintoticamente.

A continuacion se describird cualitativamente el comportamiento de este sis-
tema utilizando su espacio de bifurcaciones. Al igual que el caso anterior, se pre-
sentaran cortes de dos dimensiones.

La figura 4.12 es un corte del plano A; vs A, cuando todos los parametros de
acoplamiento « valen —0.01. Esta figura muestra la convergencia de las lenguas
de Arnold de distinta periodicidad a un nimero racional; esto es similar a lo que
se observo en el sistema (7+)°.

En la figura 4.13 se muestra el corte por el plano A; vs. ag3 (con Ay = 1/2,
a;; = —0.05) y se puede apreciar con claridad la direccién de crecimiento de las
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Figura 4.12: Corte del espacio de bifurcaciones en el plano A;-As con parametros
de acoplamiento o;; = —0.01.

lenguas de Arnold. Otro corte donde se aprecia esto es el dado por los parametros:

A=A,
Q19 = Qi3 = (31 ) (4-19)

Qo] = zg = gy = 0

(ver figura 4.14). El acoplamiento que se muestra en este corte corresponde a la
topologia de acoplamiento mostrada como el caso 4:3 y en la figura se destaca la
presencia de intersecciones entre dos o méas lenguas. Esto implica la existencia de
multiestabilidad en los sistemas correspondientes a valores de los parametro en
las intersecciones. Para estos sistemas se presentan dos o mas periodicidades y en
funciéon de las condiciones iniciales la trayectoria tenderd asintoticamente a una u
otra periodicidad.
Por ultimo se muestra, en la figura 4.15, el corte dado por

Al — A2 — %
19 = 91 = —0.05 7 (420)
Q13 = (31

Qo3 = (32
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Ay Periodicidad

35

Figura 4.13: Corte del espacio de bifurcacion para (Aj,ag3) con Ay = 1/2y
Q5 = —0.05.

A=A, Periodicidad
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Figura 4.14: Corte del espacio de bifurcacion, notese como crecen las lenguas de
Arnold.
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Periodicidad
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Figura 4.15: Corte del espacio de bifurcaciones en donde se muestra el traslape de
las lenguas de Arnold (izquierda) y un acercamiento (derecha).

que corresponde al caso en que hay acoplamiento de todos los osciladores. En un
acercamiento (ver figura 4.15 derecha) se puede apreciar el traslape de varias de
las lenguas lo que indica multiestabilidad. Témese, por ejemplo, el caso en que los
parametros de acoplamiento son a3 = —0.306 y aiog3 = —0.311; en una vecindad de
estos valores se encuentran tres tonos distintos, lo que senala la interseccion de tres
lenguas en esta region: las de periodo 2, 9 y 16, es decir, se observa triestabilidad.
Las cuencas de atraccion, es decir, los puntos del dominio que llevan a cada uno
de los tres comportamientos se muestran en la figura 4.16.

Se puede concluir que, cuando los parametros cumplen con ecs. 4.11 y 4.12, el
sistema (T—)° alcanza la sincronizacion salvo para un conjunto de medida cero
de sus condiciones iniciales. Esta siempre se d& fuera de fase, ya que el origen del
espacio fase es inaccesible después del primer relajamiento de z. Es sumamente
relevante destacar la presencia de multiestabilidad para este caso de acoplamiento,
pues forma estructuras en el espacio fase.

Naturalmente se espera que la riqueza aumente para sistemas més extensos en
cuanto al numero de elementos pues conforme se incluyen més osciladores en los
sistemas las topologias de acoplamiento, los pardmetros, entre otros, incrementa
a su vez.
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16

Figura 4.16: Cuencas de atraccion en el dominio del mapeo de Poincaré (izquierda)
con los parametros siguientes: A; = Ay = 1/2, ags = ag; = —0.05, a3 = ag =
—0.306 v a3 = 3o = —0.311. La serie de tiempo de los osciladores durante un
periodod del sistema se muestra a la derecha.



Conclusiones Generales

En este trabajo se mostro esencialmente como, mediante un sistema muy sim-
ple se puede analizar el comportamiento de sistemas con alta complejidad.

Después de los capitulos introductorios, en el capitulo 2, bajo el contexto de
las neurociencias, se vio que a cualquier punto en la cuenca de atraccién de un
ciclo limite se le puede asociar una fase de oscilacion. La evolucion temporal
de ésta es un oscilador de integracion y disparo. En el momento de introducir
forzamiento o acoplamiento al sistema, se vi6 también que se puede tratar como
un sistema de OIDs en los que el forzamiento o acoplamiento se presenta por medio
de variaciones en el umbral de los osciladores. Es decir, se tiene un modelo muy
sencillo de oscilaciones que es muy cercano a muchos sistemas naturales y que nos
permite observar fenémenos muy complejos. Esto nos indica que la generalizacion
a un nimero grande de osciladores puede resultar interesante y sobre todo permite
explorar o emular un sinntimero de fenémenos.

En el caso de tres osciladores se mostrd que la riqueza crece enormemente en
contraste con el sistema de dos osciladores acoplados, entre esto cabe mencionar
que se encontraron nuevas topologias en el acoplaiento. Ademés, es muy impor-
tante recalcar el hecho de que con tres osciladores acoplados y, especificamente en
el sistema (T—)% se encontr6 multiestabilidad. Conceptualmente esto introduce
cambios significativos, por ejemplo, en el espacio fase los atractores de los puntos
periddicos conviven. Esto implica que pequenas perturbaciones no inducen cam-
bios significativos en el comportamiento del sistema, sin embargo, perturbaciones
de mayor magnitud pueden llevar al sistema a distintas periodicidades (lo que se
conoce como histéresis).

En este trabajo, se desarroll6 una nueva técnica para la construccion de los
mapeos de Poincaré para un sistemas de N osciladores. El mapeo se construye de
la siguiente manera:

1. Se determina el plano de corte en el espacio fase del sistema, puede ser
la base de algun oscilador, como se ha hecho hasta ahora, o bien, se pude
generalizar a cualquier otra superficie. Este plano seré el dominio y la imagen

93
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del mapeo.

2. Se determinan todas las posibles secuencias de relajamiento que una trayec-
toria puede tener tomando como punto de partida algin punto en el plano
de corte. Esto divide al dominio en varias regiones.

3. La imagen de cada una de las regiones se consigue al seguir la trayectoria
en el espacio fase desde que parte del plano de corte hasta que regresa.

El mapeo de Poincaré puede llevar a simplificaciones sustanciales en el estudio sis-
temas compuestos de varios osciladores, esto se da puesto que se puede desacoplar
un sistema complejo en mapeos discretos.

El acoplamiento lineal ha sido una muy buena aproximacion para los fines
de este trabajo. Sin embargo, para un estudio mas detallado, posiblemente se
deben considerar acoplamientos que modelen con mayor precision a los sistemas
en cuestion.

Por otro lado, en el tratamiento de un niimero muy grande osciladores acopla-
dos posiblemente habra que utilizar técnicas que no son la consecuciéon directa
de este analisis puesto que las dificultades algebraicas para la solucion exacta son
muy grandes y el conocimiento del estado de cada subsistema puede ser poco sig-
nificativo. Esto invita a desarrollar nuevos métodos y técnicas para el tratamiento
de estos sistemas, entre ellos puede ser el analisis estadistico.
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Apéndice

A.1. Parametros del Mapeo I.

Los valores de las constantes a, by ¢ en términos de los parametros del sistema
(T+,T+) estan dados de la siguiente manera si 1 +ay < m < 1/qy.

El valor ¢ se obtiene al intersectar la recta de pendiente m que parte del origen
con el umbral de y, es decir la recta y = 1+asx, por lo tanto resolviendo el sistema

Yy = mec, (A 1)
Yy :1+a20a ‘

para c. Entonces,
1

m—ay

(A.2)

CcC =

a se obtiene de la recta y = m(x — a), que es la trayectoria deseada, cuando
xr =1y y =1+ as. Entonces se resuelve el sistema

fr zoia-o, "

y =14+ as,

para a. Por lo tanto,
1
g—1--1% (A.4)
m
Para b el procedimiento es similar. Al partir de la recta y = m(x — b) y se
busca el valor de b via el cumplimiento de las condiciones: y =1y x =1+ a;y. Se

resuelve el sistema de ecuaciones:

{1 =m(x —b), (A.5)

r =14 o,

95
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para obtener

1
m
Existe manera de recuperar las constantes m, a; y as a partir de a, by c.
= 1—|—Oél—% -~ oy = b—l-% (A?)
¢ = m—lag aQ = 1_(lac_c

A.2. Parametros del Mapeo II.

La constante a del mapeo II es el valor minimo que puede tener el oscilador x
cuando y se encuentra en la base para que la trayectoria no caiga en la esquina
de relajamiento doble. El valor de éste parametro se puede obtener al resolver el

sistema de ecuaciones:
1= m(x—a),
(= ~a) (A8)
r= 1+ Qaq.
esto es,

1
a=14+a; ——. (A.9)

m
La constante b es el valor minimo de z, si y = 0, para el cual se presenta doble
relajamiento. El valor de esta constante se obtiene al observar la trayectoria que
llega al punto x = 1, y = 1 4 a». El estado posterior a la relajacion de x que lleva
a este punto en el espacio fase es x = 0, y = 1+ ay —m, esto implica que el estado

anterior a dicha relajacion es x = 14+ a1 (14+ a2 —m), y = 1+ ay —m. Finalmente,
el valor del parametro b se puede obtener al resolver la ecuacion

y =m(x —b). (A.10)
Lo que lleva a que

1+ ay —2m

b=ai(l+ay—m)— -

(A.11)

A.3. Parametros del Mapeo III.

El valor del parametro a se puede obtener del siguiente sistema de ecuaciones:

— Y,
{z _T“Z a”’ (A.12)
— 1 —
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Este sistema de ecuaciones se refiere a la interseccién de una recta con pendiente
m que parte de (0, Yp) y llega al umbral de y.

1 —Yp
a = s
m —+ Qi

(A.13)

y se puede obtener también o’ a partir de a sustituyendo Yy y transformando con

ec. 3.27.
1— (&%)
= . Al4
¢ m(1 —aq)(1+aym) ( )

El valor de b se obtiene al intersectar la recta que parte de (xg, 0) y llega al
umbral de y, entonces se resuelve el sistema de ecuaciones para b planteado a

continuacion.
y = mib—Xo), (A.15)
y =1—asb,
donde b adquiere la forma
1 X
p— Mo (A.16)
m + Qo

sustituyendo el valor de X y transformando se tiene que

az(1 —aym) — a3 +m
m(1l — aq)(ag +m)

b = (A.17)

El valor de ¢ se obtiene de la recta que llega a la intersecciéon de los umbrales,
Y1 = m(X; — ¢). Entonces

Y]
c=X, — —, (A.18)
m

y la primada
, a(l—ay—m)+m(l+aym—m)

c = . (A.19)

m(1 — aq)?

A.4. Parametros del Mapeo 1V.

El valor del parametro a estd dado por el valor del oscilador x en el momento
de la relajacion de y si parte del punto (X, 0). Por las condiciones del sistema que
generan este mapeo, la trayectoria primero tiene un relajamiento por el subsistema
x para concluir en el umbral de y. Por lo tanto, el estado del sistema en el momento
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en que la trayectoria llega al umbral de x estd dado por el sistema de ecuaciones

siguiente,
fre oo o
r= 1-my.
Es decir,
. 1+ aymXy _ m(1— Xo). (A.21)

14+aym ’ y 1+am
Después de este relajamiento, x = 0 y y contintia con su valor. Despties de esto, la
trayectoria continta e intersecta finalmente el umbral de y. El estado del sistema
en este momento estd dado por el valor de z = a y y en sistema de ecuaciones
siguiente:

_ (1-Xo)
y= mla+ T 0), (A.22)
y= 1— asa.
La solucién del sistema es:
1 Xp—1 1 1 — X
g trmantXo-1) - mll+al+m= X)) (A.23)
(14 aym)(ag +m) (14 aym)(ag +m)

El valor de o' se obtiene al hacer la transformacion del intervalo, haciendo las
sustituciones:

o — m(l+aym —m) 4+ az(l1 —m —a;(1 —a))(1+aym)) — aai(1 —m(l — ay))
m(1l —aq)(1 4+ arm)(or +m) '

(A.24)
El valor de b esta dado por el estado del oscilador x en el momento de la relajacion
de y si la trayectoria comienza en el punto (X, 0). Por analogia al caso anterior,
la primera relajacion la presenta el oscilador x dejando al sistema en el punto
(0,Yp) del espacio fase. Despiies de esto, la trayectoria llega finalmente al umbral
de y con z = b. El estado del sistema esta dado por el sistema de ecuaciones:

y= mb+¥o, (A.25)
y= 1—asb. '
Por lo tanto, resolviendo para b se obtiene,
1-Y,
b= . (A.26)
m —+ Qo
Después de hacer la transformacion del intervalo,
1 —
W= a2 (A.27)

m(1 —ay)(1+aym)’
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A.5. Secuencia de relajamientos del sistema (7T+)°.

Para la trayectoria en el espacio fase del sistema (T+)% que comienza en la
base de z, hay tres posibles destinos, es decir, que la trayectoria llegue al umbral
de x, de y o de z. Esto producira los relajamientos correspondientes que seran
simples o multiples.

Si la trayectoria llega al umbral de z, posteriormente continuara desde algiin
punto del plano de corte. En cambio, la trayectoria puede sufrir cualquiera de los
otros dos relajamientos, ya sea en x o en y. A su vez, estos pueden ser simples o
multiples y es necesario, para los fines de construir el mapeo, conocer todos los
relajamientos de la trayectoria hasta regrasar a la base del subsistema z.

En la tabla A.1 se mustran todos los posibles relajamientos que el sistema
(T+)° puede sufrir desde que la trayectoria parte del plano XY hasta que regresa
con la restriccion que se expresa en las inecuaciones 4.11 a 4.14.

Estos son los 21 posibles destinos que una trayectoria puede transitar hasta
llegar a la base de z. Las condiciones iniciales que propician las distintas secuen-
cias por las que una trayectoria atraviesa distinguen regiones en el dominio de el
mapeo.

A.6. El mapeo del sistema (T+)°.

El el dominio del mapeo del sistema (7+)¢ con las condiciones dadas en las
inecuaciones 4.11 a 4.14 esta dividido en dieciséis regiones (figura A.1). Cada
una de las regiones esta delimitadas por un conjunto de rectas. Estas rectas se
mostraran en forma de ecuaciones, ya sea como

Y = myT + by, (A.28)
o bien,
T =myy + b,. (A.29)

Dicha region es mapeada con una transformacion lineal de la siguinete forma,

(xn+1):</~011 M12)($n)+<771). (A.30)
Yni1 M1 f22 Yn 2

La region 1 se encuentra delimitada por las rectas:

z = 0,
y = 0,
T = MY + oz,
Y = May® + bay;
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Desde la base de z al umbral de =

S M

Cuadro A.1: Las posibles secuencias de relajamientos para el sistema (7+)%. Sy
M denotan relajamiento simple y miltiple respectivamente.

donde
m.. — a12—Ar(ar2a31+a32)
ax 1-Az(ar2a31+asz2)
b — 1-A1(1+a31)—Az(az2—a12)
ar 1—-Az(ar2a31+032) ’
a1 —Az(a31+a21a32)

May = 1-A;(az1+azia32)
b _ 1—A2(1+0¢32)—A1 (0631 _a21) .
ay 1-A1(az14az1a32) ’
y los parametros de la transformacion lineal son:
_ (Ayasza—1)
HiL = (Azaz1+Ayazz—1)’
_ (=Azasz)
Hiz = (Azaz1+Ayazz—1)’
_ (=Ayas)
H21 = (Azazi+Ayaza—1)?
_ (Azaz1—1)
H22 = (Azazi+Ayaza—1)?

— _Az
n (Azaz1+Ayaza—1)°
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y Regiones del dominio

X

Figura A.1: Divisién del dominio en las dieciséis regiones.

— 7Ay
772 - (A:L'a’31+AyO¢32_1)'

La region 2 esta delimitada por las rectas:

r = 1+ ay,
y = 0,
T = Myl + bpe,
/ ;.
Y Mg, @ + byys
donde
__ aga—Ajazataizass
Mz = 1-Azasz ’
by — 1-A1+oaiz+Az(ai2—as2)
bx — 1-Azass ’
m/ . £2a:*baz

ar ~ £2y*(1+a21baz)7

biw - £2$ - mflngya

con

b =1 —A1(1 4 as),

Eoy = 1+ g + (3 — A2)(1 + az).

Los parametros de las transformaciones estan dados por:
_ (Az(—1+Ayas2))

H11 = ((Az—a13—a12Ay)(—1+Azaz1+Ayass))’
_ (Az(a12+(—Az+ai3)ase))

H12 = (Ap—a13—a124y)(—14+Azaz1+Ayasze))’
_ *(AszCVSl)

Ha1 = ((Ag—aiz—ai12Ay)(—1+Agaz1+Ayas2))”’
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_ (oaztoraAy+A2a31— Az (1+a13031))
Ha2 = ((Az—a1z—ai12Ay) (= 1+Agaz1+Ayas2))”’
_ —(Ag(—14+As—a13—a12Ay+Aya32))
= ((Az—a13—a124y)(—1+Azaz1+Ayass))’
_ (Ay(a13+a12Ay+As(—140a31)))

2 = (Aa—a13—a1eAy)(—1+Azas+Aya32))

La region 3 esta delimitada por las rectas:

z = 0,
Yy = 1+062133',
o / /
r = mazy+bam7
Yy = mbya;—i—bby;
donde
_ a1 —Asasi+agzas
My = 1-Aja3; ’
by — 1—As+aoz+Ai (a1 —asi)
by — 1-Ajas; )
m/ _ Ely_bay

ay — &1z—(14ai2bay)’
;o /
bay - fly - mayglza
con
§12 = 1+ cug + (g — A1) (1 + aza),
§1y =1- Ag(l + agg).
Los parametros de la transformacion estan dados por:
i (Aza21+a23+A§Oé32*Ay(1+a23a32))
Hu = ((Ay—Azaor—ao3)(—14+Azaz1+Ayasze))’
_ —(AmAyOég,z)
Hi2 ((Ay—Agao—ao3)(—14+Azaz1+Ayase))’
_ (Ay(21+(—Ay+aoz)as))
H21 ((Ay—Agasi—a23)(—1+Azaz1+Ayas))’
_ (Ay—Aq Ayas;)
H22 ((mAy+Azaoi+as)(—1+Azaz1+Ayas32))’
— (Az(Azani+az+Ay(—1+a32)))
m ((Ay—Agazr—a23)(—1+Azaz31+Ayas2))’
_ (Ay(1—Ay+asz+Az (21 —a31)))
"2 ((Ay—Azagi—a23)(—1+Azaz1+Ayase))

La region 4 esta delimitada por las rectas:

Yy = mdyx -+ bdy;
1+ 127,
= m;yx + bgy,

donde

Ag—ang
mdy

Al—a13—a12023”
— Ai1—ai3—As—aisAstass
Aj—aiz—aiza03 ?

bay
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Clyibby
Crz—(1+a12bpy)’
;)y = Cly - mgyglm-
con
Gz = 12(1 + 3) + o3 + 1 — Ay,
Ciy = 1+ g3 — Ay,
Los parametros de la transformacion son:
. —(Az(Azazi+a+AZaza—Ay (1+azase)))
Hir = ((Az—a13—a124y)(—Ay+Azaoi+ao3)(—1+Azazi+Ayasz2))’
_ (Az((Az—0a3)Ayazetaia(Azazi+asz—Ay (1+a3a32))))
H12 = (Az—a13—a12Ay) (—Ay+Azaoi +aos)(—14+Azaz1+Ayas2))’
_ —(Az Ay (az1+(=Aytass)as))
H21 = (Az—a13—a12A4y)(—Ay+Azaoi +aos)(—14+Azaz1+Ayase))’
_ —(Ay(oaztaiAy+A2a31— A (1+ougasi +aiz (a1 +asast))))
H22 = (A, —ars—a12Ay)(— Ayt Az Tazs)(— 1+ Asast T Ayass))
 Ap(—(—1+As—on3)(Azazi+azs)+AZ (a12(—1+as2)+as32)
= ((Az—aiz—a12Ay)(—Ay+Azaoi +ags) (—1+Azaz1+Ayas2))
+Ay(—1+Az—a13+Aza12a21+0¢120¢23—Aza32+a13a32—06230132))
((Ap—a13—a12Ay)(—Ay+Azazi+ags)(—1+Azaz1+Ayasz2))
_ —(Ay((aasta12Ay) (=1+Ay —ass)+AZ (a1 —as1))
2 = (Az—a13—a12Ay)(—Ay+Azaoi+a2s)(—1+Azaz1+Ayas32))
Az (—14asi+ai3an) —asz—ai3aszi +aszast + Ay (1+aj2on —azi —ai2031)))
(Az—a13—a12Ay)(—Ay+Azazi+az3)(—1+Azaz1+Aya32)) ’

/—

La region 5 esta delimitada por las rectas:

T = Mazly + bd:m
= 1 + 21,
/ /
T = Myy + bbz’
donde
_ ai13—A;
Mz = a3a1+azz—As’

b, — A1 (14a21)—a1z3—As+ass

de — 02_13042b1+0423*A2 ’
! 2z —Obx

Mg = Cay—(1+a21bys)’

r_ /

bx <2x - mbg;C2y7

con

Cor = 1+ a3 — A,

Coy = o3 + (1 4+ aq3)a01 + 1 — As.

Los parametros de las transformaciones estan dados por:
_ Ag(Azanitanz+AZaza—Ay (142001 +a13021 aza+a23a32))

H11 = (Ap—a13—a12Ay)(—Ay+Azazi+az3)(1—Azaz1 —Ayaze)
_ Az Ay(cio+(—Az+aiz)as2)

H12 (Az—ai13—a12Ay)(—Ay+Azao1+a23)(1-Azaz1 —Ayase)’
_ (Ay((a13Fa12Ay)as1 — Az (a1 +arzasi ozt +H(—Ay+a23)asi)))

H21 ((Az—a13—a124y)(—Ay+Azaz1+az3)(—1+Azaz1+Aya32))
_ —(Ay(a1zta12Ay+A2a31— Az (1+a13a31)))

P22 ((Az—a13—a124y)(—Ay+Azaoi+aos)(—1+Azaz1+Ayaszn))’
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+

o *Az((*1+Az*0113)(Aza21+a23)+A§(a12*a32)
= ((Az—a13—0124y) (= Ay+Azasi +a23)(—1+Azaz1 +Ayasz))
Ay(—1+aip—ai3+ajzaztarzaze—azzaza+Az (1+aj20e1 —aze—a21a32))

((Ap—ai3—a12Ay)(—Ay+Azasi+a23)(—1+Azaz1+Ayas))

Ay(—(a134a124y)(—14+Ay—ao3)+A2 (a1 (—1+asz1)+asz1)

2= (Az—a13—a12Ay)(—Ay+Azaoi+a2s)(—1+Azaz1 +Aya32))
Az (— 1+Ay+a13a21+a1214y042170423*04130431*Aya31+0¢230¢31))

((Az—a13—a12Ay)(—Ay+Azaz1+az3)(—1+Azaz1+Aya32))

La region 6 esta delimitada por las rectas:

- maxy_l_ba:w
= 07
xr = mexy+bey>
As(1+ a3y + agix
y = 1_'_ 2( 32 31 ),
Ay — 1

donde

Mo = a12(Aras1—1)+(A1—a13)ase
€T T agy(a1zt+Aza12)+A2a32—1

b — _ Ai(14as1)+Az(aza—a12)—aiz—1

er az1(a13+Asar2)+Asasze—1

Los parametros de la transformacmn estan dados por:

H11 = 07
p12 =0,
— _ 1-Ayas
H21 = 1-Azazi—Ayazz’
_ 1-Azasz;
H22 = 1-Azaz1—Ayaza”’
m= Oa

_ y
"2 1-Azazi—Ayazs”

La region 7 esta delimitada por las rectas:

9

Mezy + beg,
= ()’
T = Mgy + by,
= A2(1—|—0421—.7:)—A1+C¥13‘

Q13 — Al

Los parametros de la transformacion estdn dados por:

p11 =0,
Hi12 = 07
_ Ay
Ha1 = (—Az+aiztaizAy)’
(Az_a13)

H22 = (Ag—a13—a124y)”’
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m = 07
2 = (AZ_OCIBEOllQAy).

La region 8 esta delimitada por las rectas:

0,
Mey® + bey,
A1(1 + 31 + Oéggy)
r = 1+ ,
AQO[?)Q —1
Yy = MayX + bay;
donde
m.. — a1 (Azaza—1)+(Az—an3)ast
€y agz(az3+Arar)+A1az1—1 7
b — Az (I+asz)+Ar (as1—ag1)—ass—1
€y ’0432(&23+A10421)+A1a31*1 T )
Los parametros de la transformacion estan dados por:
_ (Ayaszs—1)
Hu = (Agazi+Ayaze—1)?
_ (71410132)
Hiz2 = (Azazi+Ayaza—1)?
21 = 0,
p22 =0,
_ —Ay
= (Agzaz1+Ayasze—1)2
T2 = 0.

La region 9 esta delimitada por las rectas:

— O,
= Mpy® + by,
A (1
v o= 14 1( +Oé31+0432y)’
Asaizy — 1
Y = MeyT + bey.

Los parametros de la transformacion estan dados por:
_ (—Ay+tazs)
H11 (—Ay+Azaz+ass)’
A

J— X
H12 (—Ay+Azaz+ass)’
21 =0,
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La region 10 esta delimitada por las rectas:

r = 1—A; +oz+ an(d +v),
Yy = mfyx + bfy,
r = 1+ apy,
Yy = Mgy + bdy7
donde
Moe — a13az1+Az (o201 —1)Fan3
fy a13+A1(ar2ae1 —1)+aaaz3’
be — a13+Az(1+ai2)—A; (1+azi)—azs
fy a13+A1 (1201 —1)+ai2023 )
Los parametros de la transformacion estan dados por:
p— _A:t
Hi1 (Ap—a13—a124y)(—14+Azaz1+Ayase))’
_ (Azai2)
Hiz ((Az—ar1z—a124y)(—1+Azaz1+Ayass))’
_ —Ay
H21 = ((Az—a13—a12Ay)(—14+Aza31+Ayasze))’
(0124y)

H22 = ((Az—a1z—a124y)(—14+Azaz1+Ayase))”’
o (Az(1—Ag+ai3+ai24y))

M = (Ai—az—ady)(—1+As031+Ay032))
_ (Ay(1—AztaiztaizAy))

2 = ((Az—a13—a124y)(—14+Azaz1+Ayase))

La region 11 est& delimitada por las rectas:

= Mgzy + baq,

= 14 oz,

mypy® + gy,

= 1— Ay + ags + as (A1 + 2).

SRS
I

Los parametros de la transformacion estan dados por:
(Azaon)

Hu = ((Ay—Azaor—aos)(—14+Azaz1+Ayase))”’
_ Ay

Mz = ((mAy+Azaz14a23)(—1+Azaz1+Ayase))’
— (Ayoz1)

H21 ((Ay—Azaz—ao3)(—14+Azaz1+Ayase))’

_ —Ay
H22 = ((Ay—Agasi —a23)(—1+Azaz1+Ayass))’
N (Ag(1-Ay+Aza1+a23))
= ((Ay—Agzasi—a23)(—1+Azaz1 +Ayasz))’
_ (Ay(1-Ay+Az a2 +ass))
2 = ((Ay—Agasi —a23)(—1+Azaz1+Ayas))
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La region 12 esta delimitada por las rectas:

X1z — élx
r = (Y = X1y) + X1a
le - gly Y
y = myx+b,
= 1+ apy,

o / /
= My, T + b,

donde

/ _ le_bey
mey o Xlz_(]-"l‘a12bey)7
b/ey = X1y — MeyXix,
_ aza(aiz—asgz)+aizt+aie(l+az3)+1—A; (1+as2)
Xz = 1—az3ags ’
_ l4asz—Ax(14asz2)
X1y = 1—ag3asz2 ’
Los parametros de la transformacion estan dados por:
_ (Az(—14+Aya32))
A= ((Az—a13—a12Ay)(—1+Azazi+Ayass))’
_ (Az(a12+(—Az+ou3)ase))
Hi2 = ((Az—a13—a124y)(—14+Aza31+Ayasz))’
21 =0,
p22 =0,
_ —(Ag(—1+As—a13—a12Ay+Aya32))
= ((Az—a13—a124y)(—14+Aza31+Ayase))’

n2 =10

La region 13 estd delimitada por las rectas:

XIZ_C1£E

v o= (Y~ X1y) + X1z,
le_C1y Y

y = my,x+ by,

r = 14 oy,

o / /
= M, T + b,

Los parametros de la transformacion estan dados por:
_ (Az(—Ay+a23))

Hir = ((Az—a13—a12Ay)(—Ay+Azaz1+a23))’
_ (Az(Az—a1z3—ai2a23))

Hiz = ((Az—a13—a124y)(—Ay+Azazi+a23))’

21 =0,
22 =0,
77 (Ax(_Ax+0413+Ay+0412Ay_0423))

1= (Ae—aiz—a12Ay)(—Ay+Azazi+0a23))’
2 = 0.
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La region 14 esta delimitada por las rectas:

- m;xy + b;m

= 1 + 1T,
o / /
r = memy + bew?
X2y - €2y
y = (@ — x20) + Xop,
X2z — 62:1:
donde
/ — XQz_beac
me'r X2y_(1+a21beac)’
/o
be:(; = X2z — Mex X2y,
_ ltons—Ai(1+as)
X2z 1-ai3a31 ’
_aszi(azz—ag3)tasstas (1+a1z)+1—Az(1+asq)
X2y = 1—ai3as; )
Los parametros de la transformacion estan dados por:
p1 =0,
Hi2 = 07

_ (Ay (21 +(=Aytass)asi))

Ha1 = ((Ay—Azagi—a23)(—1+Azaz1+Ayase))’
_ (Ay—AzAyast)

Ha2 = ((mAy+Azaz1+aos)(—1+Aza31+Aya32))’

h = 07
_ (Ay(1—Ay+ass+Az(a21—asz1)))
12 ((Ay—Agazr—a23)(—1+Azaz1+Ayas2))

La region 15 esta delimitada por las rectas:

o / /
r = memy+bex7

= 1 —+ 91T,
To= MY+ by,
X2y - C2y
y = (2 — Xx22) + Xoy-
X2z — CZI CE) Y
Los parametros de la transformacion estan dados por:
p11 =10
pi2 =0

_ (Ay (Ay—ai30n1 —azs))
H21 = ((Az—a13—a12Ay)(—Ay+Azaz1+a23))
_ (=Acto3)Ay)
P22 = ((Az—a13—a12Ay) (= Ay+Azazi+azs))
m=20
_ (Ay(Az_a13_Ay+A1C‘lQl+a23))
2 = ((Az—a13—a124y)(—Ay+Azaz1+a23))
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La region 16 es lo que resta del dominio, es decir,

Rig=D —US R, (A.31)

Los parametros de la transformacion estan dados por:

Hi11 = 07

pi2 =0,

21 =0,

p22 =0,

m =0,

ne = 0.

A.7. Codigos de los programas de computadora.

Los codigos de programacion empleados para la solucion numérica de los sis-
temas fueron elaborados en en Fortran 90. El siguiente programa resuelve los
mapeos del capitulo 3, especificamente el mapeo del oscilador forzado sinusoidal-
mente y los mapeos f1 vy fi11-

INTEGER, PARAMEIER :: N = 1400, M = 16, NI = 10000
INTBGER. :: i, j, TA, B

REAL (KIND=8) :: A, B, pi, t, eps, DA, DB, y
REAL (KIND-8), DIMENSION(0:NI) :: X

!
! !
! FEste programa encuentra la periodicidad de !
I' la orbita de algun mapeo para dos parametros A y B !
! Posteriormente imprime los datos. !
! !
!

pi = 3.141592653589793

DA = (1.0-0.0)/N
DB = DA

eps = 1.E-7

G = 0.5

! Se hace un barrido para el espacio de bifurcaciones
! para los pardmetros a y b.
DO IB = 1, N-1
B = IBxDB
DOIA =1, N-1
A = TAxDA
IF (A.GT.B) EXIT

X(0) = 0 + RAND(0) ! Se determina la condicion inicial.

! Se itera el mapeo
DO T = 0, NI-1
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! Oscilador Forzado sinusoidalmente :

! X(I+1) = MODULO(z(I) + A + BxSIN(2xpi«X(I1)),1.0)
!Ma,peo I :
F (X ( ).LT.A) THEN
X(I+41) = (1.0-G)*X(I)/A + G
ELSEIF (X(1).LT.B) THEN
X(I+1) = 0.0
ELSE
X(I+1) = G*(X(I)-B)/(1.0—B)
END IF
'Mapeo TIT :
! IF (X(I).LT.G) THEN
! X(I1+1) = (1-B)*X(I)/G + B
! ELSE
! X(I+1) = Ax(X(I)-G)/(1-G)
! END IF
END DO

!I' La siguiente

serie de comandos es para obtemer la

! periodicidad del mapeo.
DO j =1,

IF (ABS(X

M

IPRINT =x,

PRINT

*

IPRINT *,
IPRINT *,

EXIT
END IF

END DO
END DO
END DO
END

(N
'REAL(B) , REAL(A) , J

I)—X(NTI—j)).1t. eps) THEN
REAL(A), REAL(B),

REAL((1.0—G)/(AxG)), REAL((1.0—A-G)/(AxG)),

REAL((1.0—G)/(AxG)), REAL(B+(Gx(1.0+A)—1.0)/(10-G)),

El siguiente programa resulve los mapeos del capitulo 4 por cortes del espacio
de bifurcacion.

IMPLICIT NONE

INTEGER, PARAMEIER. :: N = 1800, NN = 1024, IP = 32
REAL(IGNDflo)
INTEGER. :: i,

)

PARAMETER :: eps — 1.E-7

k, ix, iy, ia, ja

REAL (KIND— 10) dom dx, x, y, z, x_, y , x1, yl, zl, rad, t
REAL (KIND—10) x2, y2, 22, tx, ty, tz, tx1, tyl, tzl, tz2
REAL (KIND=10) :: Al, A2, A3

REAL (KIND 10) t:al2, al3, a21, a23, a3l, a32

REAL (KIND=10), DIMENSION(0:N) :: ¢

REAL (KIND=10), DIMENSION(O0:NN) :: g , r_

REAL (KIND— ) tou, v

Prrrrrrrrrrprpnpr sy

! !

I  FEste programa encuentra la periodicidad de !

!I' la orbita de un mapeo para ciertos wvalores de los !
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parametros en un corte del espacio de bifurcacion. !
Nota: No toma el mapeo como una funcion como en el !
programa anterior sino que sigue la trayectoria. !

/

[ B B B B B B B B B B B 0 Y B B B B B 0 B A A O A )

N tm

! Se define el tamanyo del intervalo en el que se wan a correr los paramiros
I a graficar.

dom = 1.0

dx = dom/N

! Se declaran los wvalores de las pendientes de los osciladores, el 1, 2, 3
! se refieren a x, y, z, respectivamente.

Al — 0.5
A2 = 0.5
A3 = 1.0

I Se declaran los parametros de acoplamiento de los osciladores, el segundo
! indice en el elemento de matriz se refiere al acoplamiento que ejerce el
oscilador sobre el primer indice.

! Constantes de acoplamineto de z con y.

al2 = 0 !Solo cero!
a2l — 0.1

! Constantes de acoplamineto de y con z.

a23 = 0.1
a32 — 0 !Solo cero!

I Constantes de acoplamiento de x con z.

a3l = 0.0
al3 0

I Se define un arreglo que barre todo el rango definido anteriormente.
DOi — 0, N

q(i) = ixdx
END DO

! Con este par de bucles se hace un barrido del corte del esapcio de bifurcacion.
DO ix = 0, N
DO iy = 0, N

! Al = q(iz)
! A2 = Al
a3l — 2.0xq(ix)—1.0
al2 = 2.0xq(iy)—1.0

a32 = al2
! a32 — al?2
! a23 = al2
! a3l — al2
! a2l = q(iy) — 0.5
! a32 = a2l
! ald3 — a21

la31 = q(iz)
la13 = q(iy)
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fq_(0) =
I'r_(0) =

IF (A1/A3
IF (A2/A3
IF (A1/A2

q_(0) =0
r_(0) 0
I Ttera j
DO j =0,
X = q_
y — v (
z =0

! umbral
tx = (1
ty = (1
tz = (1

LT. al3) EXIT; IF (A3/A1 .LT. a31) EXIT
LT. a23) EXIT; IF (A3/A2 .LT. a32) EXIT
IT. al2) EXIT; IF (A2/A1 .LT. a21) EXIT

.5
.5

veces el mapeo del sistema (T+)6.
NN

(1)
i)

Se Determina el tiempo en el que cada oscilador le tomaria para llegar a su

correspondiente .

.0 — x + al2xy + al3xz)/(Al — al2xA2 — al3xA3)
0 + a2lxx — y + a23xz)/(A2 — a21xAl — a23xA3)
.0 + a3lxx + a32xy — z)/(A3 — a31xAl — a32xA2)

! Se filtran los puntos que caen dentro del dominio.

IF ((x

.LE. (1.04al2xy)) .AND. (y .LE. (1.0+a2lxx))) THEN

!I' Se comparan los tiempos que tardan los osciladores en llegar a su umbral

!I' con

I Si

la intencion de saber que oscilador sera el primero en ser relajado.

el tiempo que tarda en llegar x a su umbral es el menor de los tres.

IF ((tx .LT. ty) .AND. (tx .LT. tz)) THEN
! Se determina el estado del sistema.
x1 =0

vyl — A2xtx + y
z1l = A3xtx + z
tyl = (1.0 + a2lxx1 — yl 4 a23xz1)/(A2 — a21xAl — a23xA3)
tz1 = (1.0 + a3lxx1l + a32xyl — z1)/(A3 — a31xAl — a32xA2)

I Aqui discrimina si el punto para sobre la cara contraria del espacio
! fase o se colapsa a otro eje.
! Verifica que caiga sobre la cara z = 0

IF

!
!

((y1.LT.(1.04+a2Txx1+a23%2z1)).AND.(z1.LT.(1.0+ a31*x1+a32xy1))) THEN

Discrimina en que cara se relajara despues.
Si es sobre la cara del umbral de y.

TF (tyl .LT. tz1) THEN

x2 = Alxtyl + x1
y2 =0
72 — A3xtyl + =zl

! Si cae dentro de la cara de y = 0.

IF (z2.LT.(1.0+a31%x2+a32xy2)) THEN
tz2 = (1.0 + a31*xx2 + a32xy2 — z2)/(A3 — a31xAl — a32xA2)
x — Alxtz2 + x2

y_ = A2xtz2 4 y2

k =4
I Si no cae dentro de la cara de y = 0.
ELSE
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136 X_ = X2

137 y =y2

138 k =13

139 END IF

140

141 ! Si es sobre la cara de z.

142 ELSE

143 x2 = Alxtzl + x1

144 yv2 = A2xtzl + yl

145 z2 = 0

146

147 ! Si cae dentro del dominio.

148 IF (y2 .LT. (1.0+a21xx2+a23%z2)) THEN
149 X — x2

150 y =y2

151 k=2

152

153 I Si no cae dentro del dominio.
154 ELSE

155 X_ = X2

156 y =20

157 k = 12

158

159 END IF

160

161 END IF

162

163 ! Si no cae en la cara y es relajado otro oscilador.
164 ELSE

165

166 ! Si es por y que no cae en la cara.
167 IF (y1.GE.(1.0+a2l%x14a23%z1)) THEN
168 x2 — xI1

169 y2 =0

170 z2 = zl

171 tz2 = (1.0 + a31xx2 + a32xy2 — z2)/(A3 — a31xAl — a32xA2)
172 x = Alxtz2 + x2

173 vy = A2xtz2 + y2

174 k =10

175 ! Si ademas no cae por z.

176 IF (72.GE.(1.0+a31%x2+a32xy2)) THEN
177 x =0

178 y =0

179 k =16

180 END IF

181

182 ! Si es por z que mo cae en la cara.
183 ELSE

184 x2 — x1

185 y2 =yl

186 z2 = 0

187 X_ = X2

188 y = y2

189 k=17

190 ! Si ademas mno cae por y.

191 IF (y2.GE.(1.0+4a21%x2+a23%22)) THEN
192 x — 0

193 y =20

194 k =16
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END IF
END IF

END IF

! Si el tiempo que tarda y para llegar a su umbral es el menor.
ELSE IF (ty .LT. tz) THEN

! Se determina el estado del sistema.

x1 = Alxty + x

yl =0

z1 = A3xty + =z

txI = (1.0 — x1 + al2xyl + al3xz1)/(Al — al2+A2 — al3xA3)

tz1 — (1.0 + a3lsx1 + a32xyl — z1)/(A3 — a31xAl — a32xA2)

I Aqui discrimina si el punto para sobre la cara contraria del espacio
! fase o se colapsa a otro eje.

!I' Verifica que caiga sobre la cara y = 0.

IF ((x1.LT.(1.0+al2xyl+al3xz1)).AND.(z1.LT.(1.0+a31+x1+a32+y1))) THEN

! Discrimina en que cara se relajara despues.
! Si es sobre la cara del umbral de y.
IF (tx1 .LT. tzl) THEN
x2 =0
y2 — A2xtx1 4+ yl
z2 = A3xtx1l + z1
! Si cabe dentro de la base de z.
IF (z2 .LT. (1.0+a31xx2+a32xy2)) THEN
tz2 = (1.0 + a31xx2 + a32xy2 — z2)/(A3 — a31xAl — a32xA2)

x = Alxtz2 + x2
y_ = A2xtz2 4+ y2
k=5
! Si no cabe.
ELSE
X = x2
y_ =2
k = 15
END IF

! Si es sobre la cara de z.
ELSE
x2 = Alxtzl + x1
y2 = A2xtzl + yl
72 =0
! Si x no se relaja tambien .
IF (x2 .LT. (1.0+al2xy2+al3*z2)) THEN
X = x2
y_ T y2
k =3

! Si z se relaja tmbn.

ELSE
x =0
y_ = y2
k = 14
END IF
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254 END IF

255

256

257 ! Si no cae en la cara y otro oscilador es relajado.
258 ELSE

259

260 ! Si es el oscilador z el que esta pasado.
261 IF (x1.GE.(1.0+al2xyl+al3xz1)) THEN

262 x2 =0

263 yv2 =yl

264 z2 = 71

265 tz2 = (1.0 + a31xx2 + a32xy2 — z2)/(A3 — a31xAl — a32xA2)
266 x = Alxtz2 + x2

267 vy = A2xtz2 + y2

268 k =11

269 ! Si ademas no cabe por z.

270 IF (z2.GE.(1.0+a31%x2+a32xy2)) THEN

271 x =10

272 y =0

273 k =16

274 END IF

275

276 ! Si es el oscilador z el que esta pasado.
277 ELSE

278 x2 — xI1

279 yv2 =yl

280 z2 = 0

281 X_ = x2

282 y = y2

283 k=9

284 ! Si ademas el oscilador z esta pasado.
285 IF (x2.GE.(1.0+al2xy2+al3%z2)) THEN

286 x — 0

287 y =20

288 k = 16

289 END IF

290 END IF

291 END IF

292

293 I Si el tiempo que tarda z en llegar a su umbral es menor.
294 ELSE

295 ! Se determina el estado del sistema.

296 xl = Alxtz + x

297 vl = A2xtz + y

298 zl =0

299

300 ! Aqui discrimina si el punto para sobre la cara contraria del espacio
301 ! fase o se colapsa a otro eje.

302 ! Verifica que caiga sobre la cara z — 0.

303 IF ((x1.LT.(1.0+al2xyl4+al3%2z1)).AND.(yl1.LT.(1.0+a21xx14+a23%2z1))) THEN
304 x = x1

305 y_ =yl

306 k=1

307

308 ! Si no cae y otro oscilador es relajado.

309 ELSE

310

311 ! Si es por x que no cae dentro de la cara.

312 IF (x1.GE.(1.0+al2xyl+al3xz1)) THEN
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x2 =0
y2 =yl
z2 = 7zl
X_ = X2
y. = y2
k — 6
! Si aun no cae y despues de relajado x.
IF (y2.GE.(1.0+a21xx2+a23%z2)) THEN
x =0
y. =0
k = 16
END IF
! Si es de parte de y que no cae en la cara.
ELSE
x2 = x1
y2 — 0
z2 = zl
X = x2
y_=y2
k =8
! Si aun no cae dentro de la cara.
IF (x2.GE.(1.0+al2xy2+al3%2z2)) THEN
x =0
y_—0
k = 16
END IF
END IF
END IF
END IF
q_(j+1) =x_
r_(j+1) =y_
! IF (k .EQ. 16) THEN
! PRINT *, q(iz), q(iy), j
! EXIT
! END IF
END IF
END DO
DO j = 1, TP

L

Con este bucle se determina la periodicidad del mapeo. Se compara
la distancia entre dos puntos, el de la ultima iteracidén y el de
la wultima menos j, si el wvalor es muy cercano a cero entonces j
es la periodicidad.
rad — sqrt ((r_(NN=j) — r (NN))#x2 + (q_(NN-j) — q_(NN))x2)
!rad = abs(r_(NN-j) — r_(NN))
Irad = abs(q (NN-j) — q (NN))
IF (rad .LE. eps) THEN
u= 2.0xq(ix)—1.0
v = 2.0xq(iy)—1.0
PRINT %, u, v, j
EXIT
END IF
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END DO

! DO j = 1, IP

! u = q(iz)

! v = g (NN-IP)
! PRINT *, u, w
! END DO

END DO
END DO
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