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ẏ1 = y2,
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Tg ◦ Th = Tg⊕h,
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���� ��� ��� �������� �� ��� ����������
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& �� p 
����� 
�
�������
�� 
�
*��� p� ξp = f(ξp−1) = ξ1�

��� 
����� 
�
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�
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Df
p(ξk) = Df(fp−1(ξk)) ·Df(fp−2(ξk)) · ... ·Df(ξk)

= Df(ξk+p−1) ·Df(ξk+p−2) · ... ·Df(ξk)

=

p∏

i=1

Df(ξi). 
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� ��������� ��������� �� �� �����
��� �� ���$
 �� ��� ������
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xn+1 = fβ(xn) = βe
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���
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����� ��������� �� ������� �� ��� �
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�
 β > 0� �� β < e

−1� fβ ����� ��� ������ *'��� ��� ���
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 ��+ ��������
�� �� β > e

−1� �� �
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�����
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θn+1 = f(θn) = 2θn (��� 1). 6&�((7
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�� ��� ������� 6�� 
�����
�� ���
����7 �� 	� ��	�� 6f : S
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ϑ INa,p + IK

S
1

y0

y(t) y(t)

x(t) x0

ĺım
t→∞

|y(t)− x(t)| = 0.

x0

y0 x0

t = 0 x0

y0 x(0) = x0

x0

x(t) x0

y



x0

x0

2πn/40 n = 1, 2, 3..., 40



I(t)

INa,p+IK

ϑ(y) y

ϑ(y)
ϑ

ϑ(y)

ϑ(x0) = ϑ(y0) ϑ(x(t)) = ϑ(y(t)) ∀ t ∈ R
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ẋ = f(x) + Aδ(t− ts), x ∈ R
n
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n

ϑn ΔΘ(ϑn)
ϑn + ΔΘ(ϑn)

Ts

n + 1

ϑn+1 = ϑn + ΔΘ(ϑn) + 2π
Ts

T
( 2π),

T

ϑ1

ϑ2 ϑ3

ϑ1 {ϑn|n ∈ N}

INa,p + IK

T ≈ 21.37 Ts = 18.37



INa,p + IK

Ts

Δϑ = 0, π,

0 2π

p : q



q

p

p : q

p q

p : q

Ts pT ≈ qTs

T p, q ∈ Z

p : q q

p

qTs

p : q

Ts A

p : q

(Ts, A)



Ts × A

p : q qTs

pT |ΔΘ|
A p : q

p : q

pT/q Ts

p + q

A

p(t) : R → R
n

ẋ = f(x) + εp(t),
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ẋi = fi(xi) + ε
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gij(xi, xj), �����

����� xi 
��
����	� �� ��	��� �� �� i� ���� � ����� εi �� �����	�������� � gij :
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 � ��� m−1 
��	��	���
!� �� ���� �� ��
������	�� �� �����"� p(t) �� ����� ��	�
�
�	�
 ���� ��� ��
�

	�
����"�� #�� �� ������� �� ���� � �� 	
����	�
�� ���
� �� �� ������ �� �	
����"�
��� ����� ����	�� �� �� $���
 �� ε �� ��%����	����	� ��#��&�� �� ������"� ����
������
�� �� ���� �� ��������"� �� ���� ��
�'���
 ��
 �� �������	� �'�
���"��

ϑ̇ =
2π

T
+ εΔΘ(ϑ)p(t) + o(ε2

, t). ���(�

)"	��� #�� �� �� ���� �� #�� p(t) = 0 ��
� 	��� 	������ �� $���
 �� ϑ �
��� ��
�� 	����� ��� 	��� ����	��	�� ������ � #�� ϑ �� ��� ����� �� �� �����	� �� #��
����� � 2π� �� $���
 �� 
��	�������� � 0� �� ����
� �� �����
	� ���� �� ��������

	��� ����	� �� ���

�� $ ��� %��
� ��* �� �� �����"� ����+�

,�� ��������
�� 	��� ����	� �� ���

� 	���� � ��� ��������� ���� �����
�����

�� ������
���� � ����
�� ������ !� ��	��� �� �� -.� ��
	� �� �� $���
 �����
�
��� ���������	� ��� �� 	����� ���	��
�� /��	� �������
 �� ���
�� �� ����� ���
�
��� ���	��	0������	� � �� $���
 ���� ������
�� � ��	� �� 
���	� ����%�������	� ��
!�	� 	��� �� ��������
�� ��� �������	� ������� � ������ 
�1�
�
 ��#���0	��
�����	� ������� �� ��� �
��������� �� ��� ���
���� ��
������ �� �� ����
���
����#���
 ��������
 ��	����	������ ��	�$� ��
 �� ����� �� �� ������
0 �
�� ��
	� ��
�� 	���� �� ��	���� �� ��	� 	��� �� ��������
���

�� �� ��
������	� �� �� ����� �� 	��� �� �
�������	� �� �� ���� ������ ���
�� 	������ ��	�
�����	� ��	� ��	�
� ��� ��	�
$���� �� 	����� ��	
� ��� ������ ���
����	� �� ���

�� 2� ��
 �����	�	�$����	� �#��$����	�� �� ���� �����
 #�� �� �� ��

��"� �� �
�������	� �� #�� $�
�� �� �� 	����� ���� �� ���
�� ��� ��������
3 ��
 ��
	��	�� �� �� $���
 ���
�� /��
0 ��� $�
����"� ���������	� ��� 	����� Δh� !� ��
%��
� ��++ �� ����	
� �� �#��$������� ��	
� ��� ��� �����
	�����	���

!� �� ���� �� ����������	�� �� ���� �� ��������"� �� ���� ��������
 �� �����

��
����	�
 ��� �� -.�� �� �� ����������	� �� � ���� �� ����
� 0 < |ε| � 1� ��

��� �� �������	� 
��
	��� �� ��	������ 
�� ��� ��	���� ��� 
���
	��
�	�
�� �� ��� �����



ϑ̇ =
2π

T
+ εΔΘ(ϑ)

m∑

j �=i

γij(ϑi, ϑj) + o(ε2),

γij

Δhi = Δhi(ϑ1, ..., ϑm),

Δhi

Δhi

Δhi

ϑi

Δhi �

∑

j

αijϑj,

αij
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�

�� ����
 �� �� ��
����� �� ������ �� 
� ��� �
����� ����������� ��� �� ������
 ���� �������
 
� 
��
�� h� �� ��� �������� �� ������ �� 
���!� � 
� ����
 ����
b � ������
�� � ��
��
 �� b� �
 ���
������ ������ ��� �� ������� " �� 
���� ��
�
��������� ������ ��� ������ ��� ��������
 �� �� �����
� A� #��

������� ����
�
��
�� 
�� ��
������ ��
������ ��� ������ ��� ������� ��� ��
	����

τ =
h− b

A
. $%�&'

(� ��� �
���� ��
 ������ ��
 ����� ���� 
� ������� �������� 
�������������
�
��� ���
������� �
������
��� 
 �
����� ��� ����� ��
������� � ��� ����� ��
	����
���� �
��� ����
��
�� �� �� ��

� %�&�

���� ����!� ��� �������� � ���
���
 �� �����
�������� �
��������� �� �����
��������
��� �� �������� �� �� ������
� �
�� ��
�� ��� �
���!� � �������� ����
�����
��
 ��
��� ��������
�� �� ����
������� ���� ��� �
���� ����� ���������� �� ��������
��� ����
��� �� ���
��� �� �� ����
��������� �� ����� ���������

)�
 ���������� �� ���� �
� �� 
��
������ ����
�� ��
���� �� ����
������
��
� �
���
�� �
��������� �� ����
� �� ����
���� �� ��������� ��� ��������
 
����
��
������� b = 0 � h = 1�

���� �� ��� 	
��
�


*�� ��������
�� �� �����
����� � �����
� �
���� ��
 ��
����� �� ���
��
��
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��
������ �����
�� �� �
���
��
� �� �
� ��
����
�� A� h � b� *�� ����� �� ����
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x(t) h(t)

h(t) = 1 + β sin(2πt),

0 ≤ β < 1 x(t)
x(t) −α

t0 t1 tj x h(tj)

x(t) h(t)

tj+1 = tj +
1

α
+

β

α
sin(2πtj).

xi = x(ti) = 1 + β sin(2πti).

2π x(ti) = x(ti 1)

ti+1 = fa,b(ti) = ti + a + b sin(2πti) ( 1),



�� ��� ���� ���	
����

��� a = 1/α � b = β/α �����	 
�	���
�	� 
������� ������� �� ���
���������� ���
�	������� �������� 
��	 �� �������� �� �	�� �	�� ������������� 
�� ��	 ����
�	 ��
��	
����

�� ��
�� f 
���� 
��	� ���� �� ��
�� ��� ������� �� 	� � 	� �������� ��
	��� ��
�������� �	�������� � ������������ 	� 
��	����� ������	 
��
������	
��
�������	 �� �	�� ���������

���������� 
�� �� �	����� �� ��	 
����	 ���	 ��� ��
�� fa,b� 
��� ���� �	
����	���� ��	��
�� �� �������� ξ = fa,b(ξ)� �	�� �	�

a + b sin(2πξ) = 0  !�"#


��� ξ ∈ [0, 1)� $� 	��������	 �� �	�� �������� �	��� ����	 
��%

ξ− =
1

2
+

1

2π
arcsin(

a

b
),

ξ+ = −

1

2π
arcsin(

a

b
).

$� �	��&������ �� �	��	 
����	 ���	 �� 	� �&����� �� ����
�� � �� ������� ��	
����
� 	� ���������� �������	�

λ =
d

dt
fa,b(t)

∣∣∣
ξ
= 1 + 2πb cos(2πξ)

= 1∓ 2πb

√
1−

a2

b2
,

����� ��	 	����	 ������
� � 
�	���
� �	��� ����	 
�� �� 	��������	 ξ− � ξ+ ��	
��'
��
������� (� |λ| < 1� �� 
���� ��� �	 �	��&��� �	�� 	����� ������ ��	 
��������	
a � b ���
��� ���%

b > |a + n| ,

b <

√
(a + n)2 +

1

π2
,

����� n �	 �� �)���� ������ ��� *�� 	� ��������� 
�� �� ������ �� �� ��
�� fa,b�
�	��	 �����������	 ��������� �������	 �� �� �	
���� �� &�����������	 ��� 	�	�����
*�� �� �	�� ��	� 	� ����� ��� 
���� (a, b)�

+��� ��������� ��	 
����	 �� 
������ ��	� �	 ����	���� ��	��
�� �� ��������
ξ = f

2

a,b(ξ)� �	 ������

a + b sin(2πξ + 2πa + 2πb sin(2πξ)) = 0.  !�,#



(a, b)
a

(a, b)

a b

a = 1.05 b = 0.4



fa,b a = 1.1
b

ξ1 ≈ 0.37247 ξ2 ≈ 0.70976

b

b

[0, 1]

a b



x1 x2

x1 = x x2 = y
x3 = z
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� �� 	
� ���
���
�
� (x1, x2)�
�������
��� ��� �	 
���	
������ ���
� 	�� ��� ���������
� �� �
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	 � 	
 �
�� �� ��� �� ������� ��	 �
	�
 ��	 ���
�� ��	 ��
�� �� ������

������
	����� ��� ����� 
���	
������� ��� 	���
	������������

hi(xj) = 1 + αixj,

bi(xj) = βixj;

����� i, j = 1, 2� i �= j � 	
� �����
���� αj � βj ��� 	�� �

����
�� �� 
���	
�����
��� ��� ������ ��
 ���������� ���
����� � ��
�� ����� �� �	 �	���� �
�� �� �
�

���	
�������

��� �	 �� �� ��������

 �	 ���� �� 
���	
������ ��� �
�����
 �� ������
 ��
���
����� 	
 ��������� ���
���� (P12S12, P12S21)� P12 
��
�����
 	
 ��������
 ��	
������� ����	
��
 ���
� �	 �	
��	� � ����� ���

 �	 �
	�
 T � B  ���

	 � �
��

��������
�����!� S12 �� �	 ����� ��	 �

����
� �� 
���	
������ �� P12" 
��	��
�
����� P21 � S21 
��
�����
� 	
 ��������
 � �	 ����� ��	 �	
��	 ����	
��
 ���
� �	
������� � �	 ����� �� 	
 �����
��� �� 
���	
�������

#�
 �$���	�� 	
 ������
���� (T+, B−) �����
 �� ������
 ��� �� ���������

���	
������%

h1 = 1 + α1x2,

b1 = 0,

h2 = 1,

b2 = −β2x1,

��� α1, β2 > 0�
���� �� (P12S12, P21S21) �
�
 ���

�
 ����� ���

 ��� �
	�
�� �� ����� ��

���
	 �� 24 = 16 �

�
������� �� ����
���� �
� ���� ��
�
� 
������
� 
	 �� �
��

���������� ���
� �	 �
���
� � �	 ������� ����	
��
� &��� 
���	�
 �� �� ���
	 �� '(
�	
��� �� 
���	
�������

������ �� ����	
� ���
 � ��� ����
	���
��

)
 �������
 �� ����� ������
� ����� ������

�� �� �	 ���
��� �
��� &� ����
���
���� �	 ���
�� ��	 ������
 ���� 
��
�����
�� ��
 �� ����� ��� ���
���
�
�
(x, y) �� ��
 
����� 
���
�
 �� R

2� ���� 	�� �
	�
�� �� x � y ����� 
���
��� ��

	
 �
�� � �	 ���

	 ��

����������� �	 ���
�� ����
 	����
�� 
 ��
 
����� ������

��


x ∈ [β1y, 1 + α1y), y ∈ [β2x, 1 + α2x).  *�+!



x y

m = A2/A1 A1 A2 x

y

y x < 1 y

x

y x ≥ 1 x

x y

x

y y < 1 y ≥ 1
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��� ��	 ���
�
� �� �	 
�
��
� �� 	� ��	������� �� ��� �� 	��
����	������� ��� ���
�	� y� ��
����� �	 ��
��� �� (x0, b2)� 
��
� x ��
� y ��������
��� �	 
��
�� � ������ y �	����� �� �
���	� x 
����� ����
� ��	�� x1 � y �� ��	��� �
�� ����� ��� 	� 
��
�� 	� 
�����
���� ��
��� �� �	 ���
� (x1, b2)� ��
� ��� �� ��
������
�� ��
����� �� ������ ����
����� ��
� ������� �� ��
���� ��� ����� �� ��	���� ��	
����	���� x�{x0, x1, ...} ���� ���� ��� �� 	�� ��	��������� �� y�

�� ����	 ��� ��� �	 ��	�� xn ��
��
��� 
�
�	
��
� �	 �� xn+1� ��
� �
�	��� ���
�� ����� ���������� 	� ��������� �� ��	���� xi ��� 	� ����
� ��	 ���
�
� ����
���
�������� ��� �� 
����

xn+1 = f(xn). � �!"

#�
���	
��
� �� ����� $���� 	� 
��
� �� �� ��
����� �� �� ���
� �� 	� ���
�
(b1, y0) � �� ����� 	� 
�����
���� $��
� ��� �� ��	��� x � 		���� � �� ���
� �� 	�
���
� (b1, y1)� %� ��������� �� ��	���� y0, y1, . . . ����� ������������ ��
� 	� ����
�
�� �� ���
�
� ����
��� �������� ��� �� 
���� �� 	� ���
�

yn+1 = g(yn). � �&"

'�
� �� ����� ��	������� 	�� 
��
��� �� ������� �� x � �� y ��� 	�� ��	���� ��
yi � xi� �	 ��
���� �� 	� ����
��� ��	 ���
�
� �� ����	������ ����	���� �� ������
�	 ��
���� �� 	� ����
��� �� 	�� 
����� f � g� ��� �� ����������	�
��
� 
��
��
�	�� �� ����
� ���
� �� �����	� ����� ��� �� $� �������	��� �	 ���
�
� �� ���
��
�������� �� ��� �� $� �������� �	 ��
���� �� ��� ���
�
�� �����
�������	���
��� �� ���� ��� �� 	�� ������	���

������ ����	
��
 (T+, T+) � (T−, T−)

( ���
�������� �� ����	����� ��� ���
�	�� �� ���
�
�� ����	���� ��� 
����
��	 �
���	� ��� �� �		�� ��� 	�� ��� ����
��
�� �� ����	�
���
� ����
���� � �	 �
��
����
�����


������� ��
���	��� �� ��
��� �� (T+, T+)

�	 ���
�� ���
�
�� ��� �� ����
� ��� (T+, T+)� ��
� �����
������� ����

h1(y) = 1 + α1y,

h2(x) = 1 + α2x,

b1(y) = 0,

b2(x) = 0,



(T+, T+)

α1, α2 ≥ 0

x ∈ [0, 1 + α1y),

y ∈ [0, 1 + α2x).

x

y x [0, 1]
m

m ∈ (0, α2]∪(α2,
1

1 + α1

)∪[
1

1 + α1

, 1+α2]∪(1+α2,
1

α1

)∪[
1

α1

,∞) = (0,∞).

m ∈ (1+α2, 1/α1)
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�� ��
� ���
���

�� 
� ��������� �� 
�� ������������ �� �
 ������� ���� �	
�
� ��� m > 1 + α2�
�������� �� �	��� ���������� �	� 	�� ����������� �	� ����� ��
 ������ 

�����
�������
���� �
 	
���
 �� y ��� 	� ��
���
����� ��
�
�� ��� ���� ������ �� m <

1/α1 �� ����� 
� ��������� �� �	� x ������ ��
���
������ ��
�
���

�
 ��
�� �� x �
 �	� 

��� 
� ����������� �	� ����� ��
 ������ �� 

�
��� c� ���

� ������ ���

xn = 0 −→ xn+1 = c. ��� �!

�"���� ���� 	�� ��
�
�� �� ������������ ��� ��
���
����� ��
�
� �	� ��� �����#
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���� �
 	
���
 �� y� ��������
����� 
� $
��
� �� �

�� ���
��� ����� ��
�����

� ����%� �� ���
� ��
���
����� ��&�
��� �� 
� ���	��� ����
���� �� 
� '�	�� ��(�
)
 �	��� �� ������� �� 
� ���
��� ����������� �	� 

��� � 
� ���� �� ���
� ��#

���
����� 
� �� 
� ��������� 
� 
���� a� ��
 ��
 ���
� �	� 	�� ����������� �	�
��
����� � 
� ���	����� �� a �%
� ����� ��
���
����� �� y� ��� 
� ������ ���

xn → a
−
−→ xn+1 → 1. ��� *!

)
 ���������� � m < 1/α1� �"���� 	� ��
�� 
�"�
� �� �
 ��� x ���� �
 �	�
 ��
�� ���
� ��
���
������ ) ���� ��
�� �� 
� �������� b� �� ��
 
����� �	� ��

xn ∈ [a, b] −→ xn+1 = 0. ��� +!

,�� xn > b 
�� ������������ 

������ �
 	
���
 �� x ����� �	� �
 �� y � �

��
���
����� �� ��
�
�� ��� 
� ������ �� ����� 	�� ��
�
�� �� ������������ ��� ����
��������-������ ��� '�	�� ��(� ���� xn = 1� 
� ����������� ��
����� �� �
 	
���

�� x � �� ���������	��
� �� 
� �	� ��
����� �� �
 ������� ��� 
� ������ ���

xn = 1 −→ xn+1 = c. ��� .!
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� '�	�� ��/0 �

����� �� ������ 	
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 �� 
���� �������	�� �� ���� �
� �� ��� ��
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��� ����� ���	���

�� ���
�	���



xn+1 = f (xn) ≡

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1−c
a

xn + c xn ∈ [0, a)

0 xn ∈ [a, b]

c
xn−b
1−b

xn ∈ (b, 1]

.

m xn f

b m

1/α1 b

x

y

b = 1

x y

y x

xn+1 < xn x

xn+1 > xn
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 ���� 	
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 ��	
� 1

1+α1

�
1 + α2� �� ����
 �� ��� xn 
����	� ��
 ��� ������� ��� 	
����	

��� ��� ��
	��
��� 

���� ��	�� ���	������ � ���
 �� �� �
�� �� �
��� 
���������	
 ��
� 
��
���

�� 

����� �� ��	� ����
� �� �
��

�� �� ��
�
�
 � �

 �
 	��	
� �� 

���� �� ��
���	
 ��
�

xn = 0 −→ xn+1 = 0. ��� !"

#�
� ���

�� ���

�� �� xn� �� 	
����	

�� �$��	� �� ���
 �

 �� ������� ��

���������	
 �
��� �� �
���
� ��	����%�� �� �������
� �� ��	
� a �
�
 �� &�	��

�� �
� ���

�� �� xn 	�� ��� �� 	
����	

�� 	���� �
��� 
���������	
� �

 �
 	��	
�

xn ∈ [0, a] −→ xn+1 = 0. ��� '"

#�
� ���

�� ����
����	� ���

�� � a� �� 	
����	

��� 	���
�� 
���������	
 ���(
��� � ��
��	
 �� �� ���
�� �� x� )� ��
	�����
� �� ��	��
 ��� 
������

 x ������
�
������ � �
���
 �����
 �� ����� �� ���
�� �� y� ��	
 ���

xn → a
+
−→ xn+1 → 0. ���*+"

�� �� �
�	���� �
� ���	
� �� ��
	��� �
��� �� ��	��
 �� x �� ���

 �� 
���
��
��� ����	������	� �� 	
����	

��� �����,� ��� 
���������	
 �� x� ����� �� ���
��
�� y �
� x = 1� �

 �
 	��	
� 
��
��� � �� �
�� �� �
��� 
���������	
� -� ���

 ��
x 	�� ��� �� 	
����	

�� �
������ �
� ��	� ���	��
 �� ���
	�
� �

 b� ��	
 ���

xn → b
−
−→ xn+1 → 1. ���* "

#

 &�	��
� ��
� xn ≥ b� ��� 	
����	

��� ���� �� ����
 �� �� �
�� �� �
���

���������	
� �� ����


xn ∈ [b, 1] −→ xn+1 = 0. ���**"

.�����
 	
�
� �
� ���	
� �� �

�� �� ����
 // �
�
 �� ����� ��
 �� �� ���
�
��'�

xn+1 = f//(xn) ≡

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 �� xn ∈ [0, a]
1

b−a
(xn − a) �� xn ∈ (a, b)

0 �� xn ∈ [b, 1]

. ���*�"

0��
 �� ��	�
���
 �� ���

�� ��� �� 
��	
����� ��
� �� �������	�� �
 �� �
����	�
����
	�����
� �� �� ��	������ ��� 
������

 x ��	
� ���� ��
 �� �
� �����

� �� y�
�� 
��%� �� �� ����� ��� �� �� ���
 ��	�
�

�

1%	��� ��� ��	� 	��
 �� ����
� �
� �� ���	
 ��
 �� �� 

���� �� �$	����� ��
�
���

�� ���

�� �� �� �������	�� #

 ������
� 2�� 	
����	

��� ��� ��
	�� ���



n x

m

xn

y

yn+1 = f (yn),

a b c

x y 1 2
(T+, T+)



m

(T−, T−)

(T−, T−)

h1(y) = 1− α1y,

h2(x) = 1− α2x,

b1 = 0,

b2 = 0;

0 ≤ α1, α2 < 1

(X1, Y1)

y x

x

y X1

y x Y1



(T−, T−)

(0, Y1)
y x X0

x

y Y0

x y

X0 =
α2(1− α1)

(m + α2)(1− α1α2)
,

X1 =
1− α1

1− α1α2

,

Y0 =
mα1(1− α2)

(mα1 + 1)(1− α1α2)
,

Y1 =
1− α2

1− α1α2

.

x [0, X0) (X1, 1]
[X0, X1]



�� ��� ���� �	�
�����

���������� 	� ��
	����� � �� ���
�
 ��� �	
�� 
	 �� 
��������������

x
′ =

x−X0

X1 −X0

, ������


��
	 x
′
∈ [0, 1]�

��� �� ����� ����� ��	 	� ���� ��
	����� 	� ����	��	�
	 ��	 �	����� 	� ��
	��
����� 
	 �����	� ���� �� �	�
�	�
	�

m ∈ (0,
Y1 − Y0

X1

) ∪ [
Y1 − Y0

X0

,
Y1

X1 −X0

] ∪ (
Y1

X1 −X0

,∞) = (0,∞). ������

����� ���

���� �	�
�	�
	� �����	� � Y1/(X1 −X0)� 	�
� 	�� �	  ����
��� ��	 �� �	 ���
	 
	�
���
� (X0, 0)� �� ����	�� �	��!����� �	�" 
	� ��#���
	�� y� $� ����� 
	 x ����
� �	
��	 � � 
��%� ��#��� �	 
	�������" b� 
	 
�� ���	�� ��	 �� xn = X0 → xn+1 = b�
� 	� ��� ��	��� ����
	��
��

x
′

n = 0 −→ x
′

n+1
= b

′
. ����&�

'
�� 
���	�
���� � 
	�
���� 	� �� ��	 ����	��� 	� 	� 	!	 x � ����#� �� ���
�

	 ��
	��	����� 
	 ��� ��#���	�� (� ����� 
	 x 
	� ��	 ���
	 �	 
	��
��" c� )�
��
��� 
���	�
����� ��	 ����	���� 	� 	� ���
� (xn, 0)� 
�� ��	 xn ∈ [X0, c)� ��	 ��"�
�� ��#��� 
	 y 
��	�
��	�
	� *� ��� 
���	�
���� ����	��� ��� �� �����	�
� 
	 c 	�
	� 	!	 x� 	� 	�
�
� +��� 
	� ������
�� x �	�" �	����� � X1� 	� 
	���� xn → c

−
−→

xn → X1� � 	� ��� �����#�	� �����
���

x
′

n = c
−′
−→ x

′

n+1
= 1. ����,�

*�� ��� 	� ���
������ �� 
���	�
���� ����	��� �� 	���	�
	 � �� 
	�	�%� 
	 c�
-�
� 
	�
�" ����	�� 	� �	��!���	�
� 
	� ��#���
	�� x� ��� �� 
��
�� �� 
���	�
����
���
�����" 
	�
	 	� 	!	 y� ."� 
��
	� �� 
���	�
���� ��	 ��" ��� +� �� ��#��� 
	 y


��
	 
����" 	� ����� X0� 	�
���	�� xn → c
+
−→ xn+1 → X0� 	�
� 	��

x
′

n = c
+′
−→ x

′

n+1
= 0. ����/�

���� xn > c� 	� ������
�� x �	�" 	� ����	�� 	� �	�
�#�	�	��	� ��� �� 
��
�� ���

���	�
����� ���
�����"� 
	�
	 	� 	!	 y ���� +����	�
	 �������� 	� 	� ��#��� 
	
y� ��� 0�
���� ����
� �� 
���	�
���� ���
	 
	 (X1, 0)� 	������	 � ���	���� 
	�
	
(0, Y0)� ���� +����	�
	 ��	 �� �� ��#��� 
	 y� $� 	�
�
� 
	 x �� ��	 ��	 � �	 ������"
a� 	�
� 	�� xn = X1 −→ xn+1 = a, �

x
′

n = 1 −→ x
′

n+1
= a

′
. ������



x
′

n+1
= f (x′n) ≡

{
1−b′

c′
x
′

n + b
′

x
′

n ∈ [0, c
′)

a
′ x

′

n−c′

1−c′
x
′

n ∈ (c′, 1]
.

Y1

X1 −X0

> m >
Y1 − Y0

X1

,

(xn, 0) xn ∈ [X0, X1]
x y

xn y

(X0, 0)



x y Y1

y xn+1 = a > X0

(X1, 0)
x (0, Y0)

Xn+1 = b < X1

x
′

n+1
= f (xn) ≡ (b′ − a

′)x′n + a
′

x
′

n ∈ [0, 1].

(Y1 − Y0)/X1
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�
������
� �� 
�������
�
�

�� ����� ��� 
��� 
�
� ���

ξ = f��(ξ),


��� 
��

ξ =
a

1 + a− b
. ������

���� 

�
������ �� 
�������
�
 �
 ���� �� 

�� �
� 

� ���
� 
� 
� ����� ���� �

��
�
 !�
"

λ =
df��
dx

∣∣∣∣∣
ξ

= b− a. ����#�

��� �� ������ |λ| < 1 �� !�
 0 < a < b < 1� ���� �����	� !�
 
� ����� ��� 
� $��	�
� 
�����
�

%
 ��
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� !�
 �� &�� ������ �
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� ����� ����� ����

����� ��
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�
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 �� �� 
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� ���
� ��� �� 
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�
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� !�


� ���
� �� 	�
��� 	�� 
�� ����� !�
 ���
�� �� xn �� 	
��� ��� �� ������ ���
������� &�	�� ����� 

� ���
� �� �
��� �������
� � ��� ������� &�	�� �

����
 



��
 ���
�� 
� �����	����� �
 ���
 

 ���
���� !�
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�
� ��� ����� �� ���� ����� ��� 
� ξ = 0 � 
�
� !�
 �� �
�
�
��
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�� 
� ����
� ��*�� 
� ��*��
��
 �
��
��"
������	

���� f : [0, 1] → [0, 1]� �� ���
� 

���
� ���"

f(x) =

{
1−b

c
x + b �� 0 < x < c

a(x−c)
1−c

�� c < x < 1
, ����+�

	�� a, b, c ∈ [0, 1] � a < b� %
 

��
 � ck ��� !�
 	����
 	�� c = f
k(ck)� 
� 

	���

�� k'(���� ��
���*
� 

 c� � N ��� !�
 cN ∈ (a, b)� 
��� 
�� cN 
� �� $����� 

 ���
��
���*
�
� 

 c� �����	
�� f(x) ��
�
 ��� ������ 
�����
 

 �
�,�
� N + 2�



�� ��� ���� �	�
�����

�� ����� ��	�
���� �	 �����
� �����

�� ������ �	 
���� �� ����� ���� ξ0� ���� f
N+2(x)�

�� �������� ���
�� �� ξ0� N + 1 ������ ���� ����� ����������

�� ��� ������ ���� ��� ����
	���

�
������	����

�
�� �� ��� �� ����� f 	�	� �� �
� ���
� f
i+1(x) ����� 	��
�������	�	��

���
������ �� 
�	� ck 
�� k ≤ i�

����
��
�	 
���� f(x)� ����� ��� ����� �������������� �� c� �� ������ f(c+) �= f(c−)�

���� 	� (i + 1)����
� ������� � �� ����� !���

f
i+1(c+

k ) = f
i−k+1

◦ f
k(c+

k ) = f
i−k+1(c+) = f

i−k(0), "���#$

��� 	� �����%� &

f
i+1(c−k ) = f

i−k+1
◦ f

k(c−k ) = f
i−k+1(c−) = f

i−k(1), "��'($

��� 	� �)!������� *�
� f
i−k(0) �� �������� �� f

i−k(1) ���� �	 
���� �� ���+�	�����
f

i+1(c+

k ) �= f
i+1(c−k ) ���� k ≤ i� �� ������ %�& ��� �������������� �� ���� ck�

�
�� �� �� ������ 	� �� 	��
�������	�	 �� ci 	� �� (i + 1)������ �����
��� ��

	� −1� ���� ��� f
i+1(c+

i )− f
i+1(c−i ) = −1 ���� i < N + 1�

����
��
,� ���� !�� i < N + 1 ���� !�� �� ������� 
�� ����
�-���� �� c� �� ������

���� �+���� �	 ����� cN � ���� ���� ���� �� �������	�� �� ����� !�� k = i� ��� 	�
������

f
i+1(c+

i )− f
i+1(c−i ) = f

i−i(0)− f
i−i(1) = 0− 1 = −1. "��'�$

�
�� �� ���� ck 
�� k < i ≤ N + 1� ��� ������� 	� ��� 	��
�������	�	�� 	� ��

i + 1������ �����
��� ��� ���������� ���� ��� f
i+1(c+

k )− f
i+1(c−k ) > 0�

����
��
,� ����� !�� ��� 	� �����%��

f
i+1(c+

k ) = f
i−k(0) = f

i−k−1(b), "��'�$

& ��� 	� �)!�������
f

i+1(c−k ) = f
i−k(1) = f

i−k−1(a). "��'�$
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�� ��

���� ��� k � i ��	 �	
���� ���


��� � k < i� i− k − 1 ≥ 0�
���
�� � ��� ��� ����� �� f(x) ��	 ��	�
�	�� ����
�	
��� ��� ����� �� ���



����
�	�� ��� ����� 
���
�	 ����	 ��� ���� ��� �
�� ���
�� �
 k < i �� �����
�������� ��� ck /∈ (a, b) �� ��� 
���
�� ��� ck < a� � �
�	� ��� b < ck� ��
� �� a �
b ��
�	 �	 �� �
��� ���� �� �� �
��
�	
� 

����
�	� �� ��� ��� ����� ��� �����
��	 ��	�
�	�� ����
�	
��� �
 a < b� f

i+1(a) < f
i+1(b)� ��� �� 
�	
��

f
i+1(c+

k )− f
i+1(c−k ) > 0. ���  !

"	 ���

������ i ����� ����� ���� ��#
�� N + 2 ���� k ���� � �� ��� N �
"�
� 
���
�� ��� �� ����� f

N+2(x) 	� �����	
� �
���	

	�
����� 	���

���� "�
�
����
�� ��� 
���� ��� �
	�����
����� �� f

N+2(x) ��	 $	
����	
� N + 1 ���
��
���


���� ��� �� 
�	
�� f

N+2(x) ��	�
� �� N +2 ����� �
�	�� ���� �	� ��	�
�	�
����
�	
��

"	
�	���� f
N+2(x) �� ��������	
� ��	�
�	� ����
�	
� � �� 
����	 �� ��	��

� 
���� � �� ���
	
�� ��
� 
���
�� ��� �� ����� f
N+2(x) ��%� ���$	 ��	
� &%�� ��

���
�� �#
�
� �� ��	�� �	� ξ0 
�� ����

f
N+2(ξ0) = ξ0, ��� '!

��� ������ �� ��
���� �&����
�	 ��� 
�������

()���� �� ��&	� ξ1 �����

ξ1 ≡ f(ξ0), ��� *!

� �	 ��	����

ξi+1 ≡ f(ξi) = f
i+1(ξ0). ��� +!

"	
�	��� �� ���	
� ��	 �	� ������
�	 �� ��	
�� ξi ��	 i ≤ N + 1 � ���� ξ1 ��


�	� ���

ξ1 = f(ξ0) = f ◦ f
N+2(ξ0) = f

N+2
◦ f(ξ0) = f

N+2(ξ1). ��� ,!

��� �� 
�	
� ξ1 �� 
���
�	 �	 ��	
� &%� �� f
N+2(x) � �� �
�

	
� �� ξ0 �� ���

f(x) 	� ���-� � �� 
��	

���
(��
��	�� �
�� ��- �� ����� �� ����� ��� ��� ξ2 
���
�	 �� ��	
� &%�� � ���


	����
�	 �� �
��� ���

ξi = f
i(ξ0) = f

i
◦ f

N+2(ξ0)) = f
N+2

◦ f
i(ξ0) = f

N+2(ξi) ��� .!
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� ��� ����� �� ��	�
 ��
 ξi ���� 0 < i < N + 1 
� ����� 
� �
��� ���� �

���������� 
������ �
� ��	�
 ��
 ξi 
�� 	�
�����
� 	� �� ���������� 
� ���	��� ��

	� 
�� ������ 	� f � 	� 	�
����� �����	���	�	� �
� ������	��� �� �
��� ξ0� �� �
�

���� 
�� ������	������ ��� �� ����� 	� �
� f(x) �
 
�����
�	��

��
�� 	� ���� ������� ��	�
 ��
 ����������
 	� f(x)� ����
���	� ��
 ��������

	� N + 2� ������ 
� 
���� ����� ����� �
� ����� �� �����
������ ��� �� �	 ������ ��
�
� �
�
��� �
� ξi �= ξj ��� i �= j� i, j = 0, 1, 2, ..., N + 1.

�� ����
 �������
 
� ������ N + 2 �
���
 ���
 	�
�����
 �� f
N+2(x)� �
��


�
���
 ���!����� �� ������ �����	��� 	�� ����� f � �
�� 	��
�
��� �� 
�"
�	�
�
��� 	�� ��������

#�� ������� �� �
������	�	 	� ��
 �
���
 �����	���
 
� ������� �� ����
�� ��
����� ��
��
�� 	� �� 	�����	� 	�� ����� �� �
���
���� 	� ����
 $��� %�&%'� (�	�
�
� f

N+2 �
 �������� ��������� � �
� �� ���"�� ����� ��	�	� ����� � 

 	�������
f

N+2 �������� �� ��������� [0, 1]� � ���� ��	�
 ��
 ����
 	�� ����� f
N+2 ������

�� ��
�� ���	������  
�� 
��� ����� �
� 
��� � 
��� ��	�
 ��
 �
���
 ���
 
��
�
�����
�

����	�

)����� ��� ��
	� 	� �
�� ������� 
� �
�	� ��������� �� �����	���	�	 	� ��

�
���
 �����	���
 	�� ����� f***� �������
� 
� ��
��� � ����
��� ��"
��
 	� ��

������"���
 	� c ��
�� ��������� 
�� �
� ���"� ����� a � b� 	��	� �
� �� �����	�+
��	�	 	� �� ������ �
����� 	�� ������

,� 
� ������-� ��� 

����� �
� a < c < b� �
 	����� cN = c � ��� �� ������
N = 0� �
�� ������� �
� �� ������ �
����� �
 	� �����	� 	�
� �
�� ���	����� 	����

�� ��"��� �� �� ����� (b, a) 	�������	� ��� ��
 �����
 a = c ���� ������ 

������
� b = c ���� �� ��!������

,� c �� ��� 	����� 	�� ��������� (a, b) �������
 ����� �� ����
 
�� ������"���
�
�� ������"�� �
�	� �������� 	� ��"
�� 	� ��
 	�
 ����
 	�� ������ �� ��
� 	�
�
� 
�� �� �������� �
 	����� c < a < b� �������
 
� ����� �
�

c1 = f
−1

���
(c) =

1− c

a
c + c. $&�./'

�� ��
� 	� �
� a < c1 < b 
� ���	�� 
�� ������ �
����� 	� �����	� ���
� �
��
	�
�"
��	�	 	���� � 
�� ��"��� �� �� ����� (b, a) ������	� ��� ��
 �
���
0

a = c1 =
1− c

a
c + c $&�.%'

�

b = c1 =
1− c

a
c + c. $&�.1'



f (x) a < b

c

a

[0, 1]

a =
1

2
(c +

√

4c− 3c2).

c

a

a = c
1− c

b− c
,

a < b < c c

c1 = f
−1(c) = c

c− b

1− b
,
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 ����	
 �� ������� 	���� �� ����
 

����

�� ��	��
�
 �
� ���
	��
� �� �
 �����
 �
�
� ��� �
� ������
	�� ����
�

a = c1 = c
c− b

1− b
������

�

b = c1 = c
c− b

1− b
. ������

 
 ������
 �� �

 !��"����
 � �
 ����
�
 �� �

 ���	
 ���	��
� �
�
 ��� �

�#������


b =
1

2
(1 + c−

√

1 + 2c− 3c2), ����$�

%�	
� ��� ����
� ��&
�
 �	�
 �����
 �� ������� 	��� �
 �� ��

� (b, a) ��� ��
����	�
 �
 �
 �
�	� �
������ �� �
 &���
 ��'(�

%� ������� ��
	�
�
� ��
 �
 �)�����
 �� �����
�� �� �
��� ����������
�� *��
�+�����, �
�
 �
 �����
 �� ����������
� ��
	�� �� ����
 �� ��
+�
	� �� �
�����
����
 ������� a � b �
�
 ��� c2 ��
 �
 )�	��
 �����
��
� %� ������� �� �
� ���
	��
�
�� �
� �����
�� �� �
��� ����������
� �� ����� ������, ��
 ���
���, �
�
 ��- �

������+��
� 
���
	
, ��� ��� ��	���, 
� �� ��
	�
�
�� �
����

�� �
� �����
��
��� �"	���� 


��	����� %
 �
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���

� �� ���
�, �
� ��
���
�����
 ��	�
��
� ��� �"	���� 
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����� �

 
 ��	���	��
 ����	
� ��� �
��� f�(x) �� ��	��
� �����	
��
	� �� ������
� ���
�� �
��� �
����� �� f���(x) �� ��� �����
��  
 ������
��
 �
���
 �
 ��� �� �
	���
��
�
 �� ��� f

−1

...

� ��	� ��&
��� � �� ����	�	���� ��� �

 �
�
 ��� �
��
 
� �����

/��� �� �� �����
���, ��	� �
��� !����
�� ��� ������ ��
	�� ���������� ��� ��
�
��� ..., 
 ������
��
 �� ��� �
 ��	� �
�� ��
 �
��	
���� ���� �� 	�
	
 �� �
 ��
���

�
����
� 0 �
���� �� ���, 
�
���� �
 
���� ��
+�
	� �� ��
	�� ��	
���� �
�� ���
�
� �
�
� ��
�	
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���, ��	
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���
���
��� �
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%
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��� ��� ����+

	� 
 �� ��
���

�� 

	�������
	�,
f

N+2

.
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�	
 �� N +2 �
�
� ��� �
	�����	
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�
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�
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�
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	�����	



 �
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 � 2 �
�
� ��� �� �
 ����
 ��
���
	� �
 ��� �#	����� ��� 	
���"
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	�����	

 
 �
 ��"
	��
 ������
��
	� �
 ���� � �
 �
�� %
 ������
, f

N+2

.
	��
�

2N +5 ��
	�� &+��, �� ��� ��
��� N +2 ��
 �
��	
���� � N +3 ��
 �����1��	
�����



f (x) f (x) a < b

c = 0.35

ξ = 1 ξ = 0 N + 2

xi ∈ (a, b) xi+1 = 0
N + 2 N

f
N(cN) ∈ (a, b)

(b, a)

b = 1
(c, a)

c > a

a = c.

c < a

f (c) > a



a = f (c)

(1− c)c = a(a− c).

a = f
2(c)

a

c
=

(
1− c

a

)2

+
1− c

a
+ 1.

N +2
N + 1

a = f
N(c)

a

c
=

N∑

i=0

(
1− c

a

)i

,

a
N+1(1− a) = c(1− c)N+1

.

(c, a)

b = 1



(b, a)
a b c

c

(b, a)

c a b c

b = 1
(c, a)

a b c
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���� �� �
��
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��
�
����
������ ��� ����� ����� ��������� ��� �� �
�� ���
� �� ����� a = b� ��
 ��������
��
� �� ����� �� ����� ���� ��� ��� �����
��� a = b 
���
��

1−
1 + α2

m
= 1 + α1 −

1

m
,  !�"#$

� �� ��� �� �� �
����

mα1 = −α2.  !�"%$

&������ �� ����
��
��
�� ��� ��� ��
	���
�� �� �������
���� � �� ����
���� m

���� ������ ����
 '���
�� ����
�� � 
������ � ��
�� ���� 
����
�� �� ������ ����
�
 α1 = α2 = 0� �� ���

� ������ �� 
���
��� �� (�� �������
����� ��
� �� �����
��� ������ �� �
���� �
 ��� ����
���� α1 = α2 = 0 �� ���� ��)# � ��)� �� '� ��

����
��� ��� a = b  � a

′ = b
′� ����� �� �
������*� ��������$� +� ���

� �� �����

a = b 
��
������ �� �
����� ����������� �� ����� ������� ,���
�������� ��
���� �� �� (���
 �������
����� ���� ��� �� ��� ���
����
�� �� �� �
����� ���
�
	
�������������� �� ��

��
�
���� ��
 �� ������ �������
	 �� �� ��������
��
�
���
�� ��� 
�-���� �� �
��
�
���� �� ��� ���
����
��� .� ����� �/
��
 ��� � �� 
����
a = b ������ ������ ������� ���� ����
�� 
��
������ �� �� 
���
'��� [0, 1]� +���

���
�� ��� �0
��� ��� 
����
�� �
��*'��� ���
� ��� ������� � ��� 
��
�������

1�
� ��
����
*��
�� ��� �� (��� �'
����� �� �� �����
� �� �
��
���
���� �� ���
�0
���� '���
�� �� a� b � c ��
� ��� ������ ���
� ��� '��
���� �� ���� ������
�� ������ ������
�
 ����� ��� ��

��
�
����� �� ��� ������� +���� ������ ��� ��
������ ������
�
 ���
� ��� ������ a = 0 � b = 1 ���
� ���� ��� �� ��� ��������

,����� ��� ��
� �
��
����� ��
��� �� c ���� ��� �����
� �� �
��
���
���� ���
��
��� � �
��

���
���� �� ��� ������� �� �
��
��� ��

��
�
��� �� ����
�� ����2

���
'������� +� ���

� �0
��� �� (������
/��� ��� ����
�� �� ��
�� �� �����
��
��� ������� � ����� 
������� +� ���
��� �/
��
 �������� ��� �0
��� �� (����2
��
/��� �� ��� ��
	���
�� ��� ��
����

-�� �� �
����� �� ��� ���
�� ��� ��
�
��
�� ���������
� �� c� �� ���

� �0
��� �� ����� ga′,b′ � (a′, b′) = h(a, b, c)� ��� �� �
�2
�� �
�	�
�� ��� �� ����� � � ���� +��� 
���
�� ��� �� ��
	���
� c �� �� �����
��
��
� �� �
�	�
�� ��� �
������

+� �����
� �� �
��
���
���� ����
��� �� �� /��
� !�)� �
��� �� 
����'��
���� ��
��� �� �����
� �� ��

��
�
��� �� ��� ������ ��
� a� b � c� � �� ��� ��� ��
	���
��
��� ��
����

-�� �� �
������ α1� α2 � m = A2/A1� .
� ����
��� ���
�� � ��� a� b �
c ��� �� (������
/��� �� α1� α2 � m� �� ����� �
�����
��
 ���� �����
� �� ���
����� ��� ���
������� ����� ����� ��
 �� ���
�� ��
��� +��� �� �� ����� (���

��
� �� ����� � ��� ����� �� ���� ��� ��� �����
��� �� ��� ��� ���'� � ��
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 ��
�����
� ����
��� �� �� /��
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(T+, T+) (T−, T−)
(T+, T+)

y

f q x

xn+1 < xn p

p : q

q

q q

(T−, T−)
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��	 �� 
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�
��� �� 
�� �	���� ��

�	������ ����� 
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��� �	� �� ����	� ������������
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hi = 1 +
3∑

j=1

αijxj,

bi =
3∑

j=1

βijxj.
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h1 = 1 + α12x2 − α13x3,

h2 = 1− α21x1,

h3 = 1,

b1 = 0,

b2 = β23x3,

b3 = −β31x1 + β32x2;


�� ��� α-� � ��� β-� ����������
 � ��� 
���� 	� 
��
	 ��
�� ��� ������ 
	 �
������	��� �	 
	� ��� �� �����

�+� � 
�� 	� ����� ������ �	 ��	
	 �	����� �� ����
�"� � �� �����	��	

(PS)6
, )���*


��
	 P � S ��	�	� �� ����� ���
�"� ��	 ���	� � 	� ���	�+�
�
	 �	 ������� ����
�	����� ��� �	�� �
������	�����



(B−)6

b1 = −β12x2 − β13x3,

b2 = −β21x1 − β23x3,

b3 = −β31x1 − β32x2.

R
3

xi

xi = 1 +
∑

j �=i

αijxj

xi =
∑

j �=i

βijxj.

R
3

i

xi(t) = Ait + xi0,



Ai t xi0

t = 0

xi

x3 z
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(xn+1, yn+1) = f(xn, yn). #$�%&
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hi = 1+
∑
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αijxj,

bi = 0,
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A1τz < 1 + α12A2τz,

A2τz < 1 + α21A1τz,
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− α32A

2
, !"�#$%

�� �
 �
���� ��� �	��	 z �� 

��	� 	 �� ����	
 	 �	��
� ��
 ��
���� ���
�	
���������
���	� ����
�
���� �� ����� �&����	� ����

A1 <
1 + α12

1− α12α21 + α31α12 + α32 + α32α21 + α31

, !"�##%

A2 <
1 + α21

1− α12α21 + α31α12 + α32 + α32α21 + α31
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A1 > α12A2 + α13,

A2 > α21A1 + α23,
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A1 >
α12α23 + α13

1− α12α21
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A2 >
α21α13 + α23
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(T+)6

z

D = {(x, y)|x ∈ [0, 1 + α12y), y ∈ [0, 1 + α21y)} .

D

D

x y z

x y

z

D

x y z



(T+)6

x y

D

(T+, T+)

(0, 0)



(T+)6

(T+)6

A
1

A
2

α12 α13

α21 α23 α31 α32

y A2 = 0

A2



y

A2 = 0
A2 = 0.06

y A2 = 0
x z

A2 0 y

αij = 0.05
A1 A2 A1 = A2 = 1

(1, 1)

A1 = A2 = 1/2
(1/3, 1/3) (2/3, 2/3)

A1 = A2 = k/P k/P k < P

P P

P



(T+)6

(A1, A2) αij = 0.1
αij = 0.05

αij → 0

⎧
⎪⎨

⎪⎩

A1 = A2

α31 = α32

α12 = α13 = α21 = α23 = 0.01

.

x y

z

α31 α32

⎧
⎪⎨

⎪⎩

A1 = A2

α12 = α23 = α31

α32 = α21 = α13 = 0

,



(0, 1/2)
(0, 1/3) (0, 2/3)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

A1 = A2 = 1/2

α12 = α21 = 0

α23 = α32

α13 = α31

.

x y

x y



(T−)6

A1 =
A2 = 1/2 α12 = α21 = 0

(T+)6

(T−)6

(T−)6

αij < 0 βij = 0 i �= j

z



(T−)6

z

(T+)6

z

z

(T+)6

(T−)6

(T−)6

(T−, T−)

A1 A2

α −0.01

(T+)6

A1 α13 A2 = 1/2
αij = −0.05



(T−)6

A1 A2

αij = −0.01

⎧
⎪⎨

⎪⎩

A1 = A2

α12 = α23 = α31

α21 = α32 = α31 = 0

,

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

A1 = A2 = 1

2

α12 = α21 = −0.05

α13 = α31

α23 = α32

,



(A1, α13) A2 = 1/2
αij = −0.05



(T−)6

α13 = −0.306 α23 = −0.311

(T−)6

z



A1 = A2 = 1/2 α12 = α21 = −0.05 α13 = α31 =
−0.306 α23 = α32 = −0.311
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{
y = mc,

y = 1 + α2c,
9:5;<
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. 9:5=<

a "' !7+0'*' (' %$ &')+$ y = m(x − a), 84' '" %$ +&$-')+!&0$ ('"'$($, )4$*(!
x = 1 - y = 1 + α25 6*+!*)'" "' &'"4'%#' '% "0"+'/$

{
y = m(1− a),

y = 1 + α2,
9:5><

1$&$ a5 ?!& %! +$*+!,

a = 1−
1 + α2

m
. 9:5@<

?$&$ b '% 1&!)'(0/0'*+! '" "0/0%$&5 :% 1$&+0& (' %$ &')+$ y = m(x − b) - "'

74")$ '% #$%!& (' b #A$ '% )4/1%0/0'*+! (' %$" )!*(0)0!*'"B y = 1 - x = 1 + α15 C'

&'"4'%#' '% "0"+'/$ (' ')4$)0!*'"B

{
1 = m(x− b),

x = 1 + α1,
9:5D<

ED



 ! "#$%&'()

 !"! #$%&'&"

b = 1 + α1 −

1

m
. ()*+,

-./0%& 1!'&"! 2& "&34 &"!" 5!0 3#'0%!'%&0 m6 α1 7 α2 !  !"%/" 2& a6 b 7 c*

a = 1− 1+α2

m
m = 1−c

ac

b = 1 + α1 −
1

m
⇔ α1 = b + c(1+a)−1

1−c

c = 1

m−α2

α2 = 1−a−c
ac

()*8,

 !"! #$%&'()%*+ ,(- .$/(* 00!

9! 3#'0%!'%& a 2&5 1! &# :: &0 &5 ;!5#" 1<'/1# =4&  4&2& %&'&" &5 #03/5!2#" x

34!'2# y 0& &'34&'%"! &' 5! $!0&  !"! =4& 5! %"!7&3%#"/! '# 3!/>! &' 5! &0=4/'!

2& "&5!?!1/&'%# 2#$5&* -5 ;!5#" 2& @0%&  !"A1&%"# 0&  4&2& #$%&'&" !5 "&0#5;&" &5

0/0%&1! 2& &34!3/#'&0B {
1 = m(x− a),

x = 1 + α1.
()*C,

&0%# &06

a = 1 + α1 −

1

m
. ()*D,

9! 3#'0%!'%& b &0 &5 ;!5#" 1<'/1# 2& x6 0/ y = 06  !"! &5 34!5 0&  "&0&'%! 2#$5&
"&5!?!1/&'%#* -5 ;!5#" 2& &0%! 3#'0%!'%& 0& #$%/&'& !5 #$0&";!" 5! %"!7&3%#"/! =4&

55&>! !5  4'%# x = 16 y = 1 + α2* -5 &0%!2#  #0%&"/#" ! 5! "&5!?!3/E' 2& x =4& 55&;!

! &0%&  4'%# &' &5 &0 !3/# F!0& &0 x = 06 y = 1+α2−m6 &0%# /1 5/3! =4& &5 &0%!2#

!'%&"/#" ! 2/3G! "&5!?!3/E' &0 x = 1+α1(1+α2−m)6 y = 1+α2−m* H/'!51&'%&6

&5 ;!5#" 2&5  !"A1&%"# b 0&  4&2& #$%&'&" !5 "&0#5;&" 5! &34!3/E'

y = m(x− b). ()*IJ,

9# =4& 55&;! ! =4&

b = α1(1 + α2 −m)−
1 + α2 − 2m

m
. ()*II,

 !1! #$%&'()%*+ ,(- .$/(* 000!

-5 ;!5#" 2&5  !"A1&%"# a 0&  4&2& #$%&'&" 2&5 0/>4/&'%& 0/0%&1! 2& &34!3/#'&0B

{
y = ma + Y0,

y = 1− α2a.
()*IK,



 !" #$%&'()%*+ ,(- .$/(* 01! 23

 !"# !$!"#%& '# #()&($*+#! !# ,#-#,# & .& $+"#,!#(($/+ '# )+& ,#("& (*+ 0#+'$#+"#

m 1)# 0&,"# '# (0, Y0) 2 ..#3& &. )%4,&. '# y5

a =
1− Y0

m + α2

, 67589:

2 !# 0)#'# *4"#+#, "&%4$;+ a
′
& 0&,"$, '# a !)!"$")2#+'* Y0 2 ",&+!<*,%&+'* (*+

#(5 95=>5

a
′ =

1− α2

m(1− α1)(1 + α1m)
. 6758?:

 . @&.*, '# b !# *4"$#+# &. $+"#,!#("&, .& ,#("& 1)# 0&,"# '# (x0, 0) 2 ..#3& &.
)%4,&. '# yA #+"*+(#! !# ,#!)#.@# #. !$!"#%& '# #()&($*+#! 0&,& b 0.&+"#&'* &

(*+"$+)&($/+5 {
y = m(b−X0),

y = 1− α2b,
6758B:

'*+'# b &'1)$#,# .& <*,%&

b =
1 + mX0

m + α2

, 6758C:

!)!"$")2#+'* #. @&.*, '# X0 2 ",&+!<*,%&+'* !# "$#+# 1)#

b
′ =

α2(1− α1m)− α
2

2
+ m

m(1− α1)(α2 + m)
. 6758>:

 . @&.*, '# c !# *4"$#+# '# .& ,#("& 1)# ..#3& & .& $+"#,!#(($/+ '# .*! )%4,&.#!A

Y1 = m(X1 − c)5  +"*+(#!

c = X1 −

Y1

m
, 6758D:

2 .& 0,$%&'&

c
′ =

α2(1− α2 −m) + m(1 + α1m−m)

m(1− α1)2
. 6758E:

 !"! #$%&'()%*+ ,(- .$/(* 01!

 . @&.*, '#. 0&,F%#",* a #!"F '&'* 0*, #. @&.*, '#. *!($.&'*, x #+ #. %*%#+"*

'# .& ,#.&G&($/+ '# y !$ 0&,"# '#. 0)+"* (X0, 0)5 H*, .&! (*+'$($*+#! '#. !$!"#%& 1)#
3#+#,&+ #!"# %&0#*A .& ",&2#("*,$& 0,$%#,* "$#+# )+ ,#.&G&%$#+"* 0*, #. !)4!$!"#%&

x 0&,& (*+(.)$, #+ #. )%4,&. '# y5 H*, .* "&+"*A #. #!"&'* '#. !$!"#%& #+ #. %*%#+"*



 ! "#$%&'()

 ! "# $% &'%( )&*'+% $$ ,% %$ #-.'%$ / x  0&1 /%/* 2*'  $ 0+0& -% /  )#%)+*! 0

0+,#+ !& 3 {
y = m(x−X0),

x = 1− α1y.
456789

:0 / )+'3

x =
1 + α1mX0

1 + α1m
, y =

m(1−X0)

1 + α1m
. 4567;9

< 02#=0 /  0& ' $%>%-+ !&*3 x = 0 ( y )*!&+!?% )*! 0# @%$*'6 < 02? 0 /  0&*3 $%

&'%( )&*'+% )*!&+!?%  +!& '0 )&% A!%$- !&  $ #-.'%$ / y6 :$  0&%/* / $ 0+0& -%

 !  0& -*- !&*  0&1 /%/* 2*'  $ @%$*' / x = a ( y  ! 0+0& -% /  )#%)+*! 0

0+,#+ !& B {
y = m(a + (1−X0)

1+α1m
),

y = 1− α2a.
456779

C% 0*$#)+D! / $ 0+0& -%  0B

a =
1 + m(α1 + X0 − 1)

(1 + α1m)(α1 + m)
, y =

m(1 + α1(1 + m−X0))

(1 + α1m)(α1 + m)
. 4567E9

:$ @%$*' / a
′
0 *.&+ ! %$ F%) ' $% &'%!0G*'-%)+D! / $ +!& '@%$*3 F%)+ !/* $%0

0#0&+&#)+*! 0B

a
′ =

m(1 + α1m−m) + α2(1−m− α1(1− α1)(1 + α1m))− α1α
2

2
(1−m(1− α1))

m(1− α1)(1 + α1m)(α1 + m)
.

4567H9

:$ @%$*' / b  0&1 /%/* 2*'  $  0&%/* / $ *0)+$%/*' x  !  $ -*- !&* / $% ' $%>%)+D!

/ y 0+ $% &'%( )&*'+% )*-+ !I%  !  $ 2#!&* (X1, 0)6 J*' %!%$*,K% %$ )%0* %!& '+*'3

$% 2'+- '% ' $%>%)+D! $% 2' 0 !&%  $ *0)+$%/*' x / >%!/* %$ 0+0& -%  !  $ 2#!&*

(0, Y0) / $  02%)+* G%0 6 < 02? 0 /  0&*3 $% &'%( )&*'+% $$ ,% A!%$- !& %$ #-.'%$

/ y )*! x = b6 :$  0&%/* / $ 0+0& -%  0&1 /%/* 2*'  $ 0+0& -% /  )#%)+*! 0B

{
y = mb + Y0,

y = 1− α2b.
4567L9

J*' $* &%!&*3 ' 0*$@+ !/* 2%'% b 0 *.&+ ! 3

b =
1− Y0

m + α2

. 4567M9

< 02#=0 / F%) ' $% &'%!0G*'-%)+D! / $ +!& '@%$*3

b
′ =

1− α2

m(1− α1)(1 + α1m)
. 4567N9
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 !"! #$%&$'%() *$ +$,)-).($'/01 *$, 1(1/$.) (T+)6!

 !"! #! $"!%&'$(")! &* &# &+,!')( -!+& .&# +)+$&/! (T+)6
01& '(/)&*2! &* #!

3!+& .& z4 5!% $"&+ ,(+)3#&+ .&+$)*(+4 &+ .&')"4 01& #! $"!%&'$(")! ##&61& !# 1/3"!#

.& x4 .& y ( .& z7 8+$( ,"(.1')"9 #(+ "&#!:!/)&*$(+ '(""&+,(*.)&*$&+ 01& +&"9*

+)/,#&+ ( /;#$),#&+7

<) #! $"!%&'$(")! ##&6! !# 1/3"!# .& z4 ,(+$&")("/&*$& '(*$)*1!"9 .&+.& !#6;*

,1*$( .&# ,#!*( .& '("$&7 8* '!/3)(4 #! $"!%&'$(")! ,1&.& +1-")" '1!#01)&"! .& #(+

($"(+ .(+ "&#!:!/)&*$(+4 %! +&! &* x ( &* y7 = +1 >&24 &+$(+ ,1&.&* +&" +)/,#&+ (

/;#$),#&+ % &+ *&'&+!")(4 ,!"! #(+ ?*&+ .& '(*+$"1)" &# /!,&(4 '(*('&" $(.(+ #(+

"&#!:!/)&*$(+ .& #! $"!%&'$(")! 5!+$! "&6"!+!" ! #! 3!+& .&# +13+)+$&/! z7

8* #! $!3#! =7@ +& /1+$"!* $(.(+ #(+ ,(+)3#&+ "&#!:!/)&*$(+ 01& &# +)+$&/!

(T+)6
,1&.& +1-")" .&+.& 01& #! $"!%&'$(")! ,!"$& .&# ,#!*( XY 5!+$! 01& "&6"&+!

'(* #! "&+$")'')A* 01& +& &B,"&+! &* #!+ )*&'1!')(*&+ C7@@ ! C7@C7

8+$(+ +(* #(+ D@ ,(+)3#&+ .&+$)*(+ 01& 1*! $"!%&'$(")! ,1&.& $"!*+)$!" 5!+$!

##&6!" ! #! 3!+& .& z7 E!+ '(*.)')(*&+ )*)')!#&+ 01& ,"(,)')!* #!+ .)+$)*$!+ +&'1&*F

')!+ ,(" #!+ 01& 1*! $"!%&'$(")! !$"!>)&+! .)+$)*61&* "&6)(*&+ &* &# .(/)*)( .& &#

/!,&(7

 !2! 3, .)4$0 *$, 1(1/$.) (T+)6!

8# &# .(/)*)( .&# /!,&( .&# +)+$&/! (T+)6
'(* #!+ '(*.)')(*&+ .!.!+ &* #!+

)*&'1!')(*&+ C7@@ ! C7@C &+$9 .)>).).( &* .)&')+G)+ "&6)(*&+ H?61"! =7@I7 J!.!

1*! .& #!+ "&6)(*&+ &+$9 .&#)/)$!.!+ ,(" 1* '(*:1*$( .& "&'$!+7 8+$!+ "&'$!+ +&

/(+$"!"9* &* -("/! .& &'1!')(*&+4 %! +&! '(/(

y = myx + by, H=7DKI

( 3)&*4

x = mxy + bx. H=7DLI

M)'5! "&6)A* &+ /!,&!.! '(* 1*! $"!*+-("/!')A* #)*&!# .& #! +)61)*&$& -("/!4

(
xn+1

yn+1

)
=

(
µ11 µ12

µ21 µ22

) (
xn

yn

)
+

(
η1

η2

)
. H=7NOI

E! "&6)A* 3 +& &*'1&*$"! .&#)/)$!.! ,(" #!+ "&'$!+P

x = 0,

y = 0,

x = maxy + bax,

y = mayx + bay;



 !! "#$%&'()

 !"#! $% &%"! #! z %$ '(&)%$ #! x

S M

y z y z

S M S M S M S M

z z y z z y

 !"#! $% &%"! #! z %$ '(&)%$ #! y

S M

x z x z

S M S M S M S M

z z x z z x

 !"#! $% &%"! #! z %$ '(&)%$ #! z

S M

x y

S M S M

y x

*'%#)+ ,-./ 0%" 1+"2&$!" "!3'!432%" #! )!$%5%(2!46+" 1%)% !$ "2"6!(% (T+)6
- S 7

M #!4+6%4 )!$%5%(2!46+ "2(1$! 7 (8$621$! )!"1!3629%(!46!-

#+4#!

max = α12−A1(α12α31+α32)

1−A2(α12α31+α32)
,

bax = 1−A1(1+α31)−A2(α32−α12)

1−A2(α12α31+α32)
,

may = α21−A2(α31+α21α32)

1−A1(α31+α21α32)
,

bay = 1−A2(1+α32)−A1(α31−α21)

1−A1(α31+α21α32)
;

7 $+" 1%):(!6)+" #! $% 6)%4";+)(%32<4 $24!%$ "+4/

µ11 = (Ayα32−1)

(Axα31+Ayα32−1)
,

µ12 = (−Axα32)

(Axα31+Ayα32−1)
,

µ21 = (−Ayα31)

(Axα31+Ayα32−1)
,

µ22 = (Axα31−1)

(Axα31+Ayα32−1)
,

η1 = −Ax

(Axα31+Ayα32−1)
,



(T+)6

η2 = −Ay

(Axα31+Ayα32−1)
.

x = 1 + α12,

y = 0,

x = mbxy + bbx,

y = m
′

ayx + b
′

ay;

mbx = α12−A1α32+α13α32

1−A2α32

,

bbx = 1−A1+α13+A2(α12−α32)

1−A2α32

,

m
′

ax = ξ2x−bax

ξ2y−(1+α21bax)
,

b
′

ax = ξ2x −m
′

axξ2y,

ξ2x = 1− A1(1 + α31),
ξ2y = 1 + α21 + (α23 − A2)(1 + α31).

µ11 = (Ax(−1+Ayα32))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ12 = (Ax(α12+(−Ax+α13)α32))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ21 = −(AxAyα31)

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,



 !" #$%&'()*

µ22 = (α13+α12Ay+A2
xα31−Ax(1+α13α31))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η1 = −(Ax(−1+Ax−α13−α12Ay+Ayα32))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = (Ay(α13+α12Ay+Ax(−1+α31)))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
.

 ! "#$%&' + #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = 0,

y = 1 + α21x,

x = m
′

axy + b
′

ax,

y = mbyx + bby;

+/'+#

mby = α21−A2α31+α23α31

1−A1α31

,

bby = 1−A2+α23+A1(α21−α31)

1−A1α31

,

m
′

ay = ξ1y−bay

ξ1x−(1+α12bay)
,

b
′

ay = ξ1y −m
′

ayξ1x,

0/'

ξ1x = 1 + α12 + (α13 − A1)(1 + α32),
ξ1y = 1− A2(1 + α32).
 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 =
(Axα21+α23+A2

yα32−Ay(1+α23α32))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ12 = −(AxAyα32)

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ21 = (Ay(α21+(−Ay+α23)α31))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ22 = (Ay−AxAyα31)

((−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η1 = (Ax(Axα21+α23+Ay(−1+α32)))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = (Ay(1−Ay+α23+Ax(α21−α31)))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
.

 ! "#$%&' , #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

y = mdyx + bdy,

x = 1 + α12y,

y = m
′

byx + b
′

by,

+/'+#

mdy = A2−α23

A1−α13−α12α23

,

bdy = A1−α13−A2−α12A2+α23

A1−α13−α12α23

,



 !" #$ %&'() *($ +,+-(%& (T+)6
! ./0

m
′

by =
ζ1y−bby

ζ1x−(1+α12bby)
,

b
′

by = ζ1y −m
′

byζ1x.

 !"

ζ1x = α12(1 + α23) + α13 + 1− A1,

ζ1y = 1 + α23 − A2.

#!$ %&'()*+'!$ ,* -& +'&"$.!')& /0" $!"1

µ11 =
−(Ax(Axα21+α23+A2

yα32−Ay(1+α23α32)))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ12 = (Ax((Ax−α13)Ayα32+α12(Axα21+α23−Ay(1+α23α32))))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ21 = −(AxAy(α21+(−Ay+α23)α31))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ22 = −(Ay(α13+α12Ay+A2
xα31−Ax(1+α13α31+α12(α21+α23α31))))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η1 =
Ax(−(−1+Ax−α13)(Axα21+α23)+A2

y(α12(−1+α32)+α32)

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))

+Ay(−1+Ax−α13+Axα12α21+α12α23−Axα32+α13α32−α23α32))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = −(Ay((α13+α12Ay)(−1+Ay−α23)+A2
x(α21−α31))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))

−

Ax(−1+α21+α13α21−α23−α13α31+α23α31+Ay(1+α12α21−α31−α12α31)))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
.

#& '*2/0" 1 *$+( ,*-/)/+&,& %!' -&$ '* +&$1

x = mdxy + bdx,

y = 1 + α21x,

x = m
′

bxy + b
′

bx,

,!",*

mdx = α13−A1

α13α21+α23−A2

,

bdx = A1(1+α21)−α13−A2+α23

α13α21+α23−A2

,

m
′

bx = ζ2x−bbx

ζ2y−(1+α21bbx)
,

b
′

bx = ζ2x −m
′

bxζ2y,

 !"

ζ2x = 1 + α13 − A1,

ζ2y = α23 + (1 + α13)α21 + 1− A2.

#!$ %&'()*+'!$ ,* -&$ +'&"$.!')& /!"*$ *$+(" ,&,!$ %!'1

µ11 =
Ax(Axα21+α23+A2

yα32−Ay(1+α12α21+α13α21α32+α23α32))

(Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(1−Axα31−Ayα32)
,

µ12 = AxAy(α12+(−Ax+α13)α32)

(Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(1−Axα31−Ayα32)
,

µ21 = (Ay((α13+α12Ay)α21−Ax(α21+α13α21α31+(−Ay+α23)α31)))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ22 = −(Ay(α13+α12Ay+A2
xα31−Ax(1+α13α31)))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,



 !" #$%&'()*

η1 =
−Ax((−1+Ax−α13)(Axα21+α23)+A2

y(α12−α32)

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))

−

Ay(−1+α12−α13+α12α23+α13α32−α23α32+Ax(1+α12α21−α32−α21α32))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = Ay(−(α13+α12Ay)(−1+Ay−α23)+A2
x(α21(−1+α31)+α31)

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))

+Ax(−1+Ay+α13α21+α12Ayα21−α23−α13α31−Ayα31+α23α31))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
.

 ! "#$%&' + #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = maxy + bax,

y = 0,

x = mexy + bey,

y = 1 +
A2(1 + α32 + α31x)

A1α31 − 1
,

+/'+#

mex = α12(A1α31−1)+(A1−α13)α32

α31(α13+A2α12)+A2α32−1
,

bex = A1(1+α31)+A2(α32−α12)−α13−1

α31(α13+A2α12)+A2α32−1
.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = 0,
µ12 = 0,
µ21 = 1−Ayα31

1−Axα31−Ayα32

,

µ22 = 1−Axα31

1−Axα31−Ayα32

,

η1 = 0,
η2 = Ay

1−Axα31−Ayα32

.

 ! "#$%&' , #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = mexy + bex,

y = 0,

x = mbxy + bbx,

y =
A2(1 + α21 − x)− A1 + α13

α13 − A1

.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = 0,
µ12 = 0,
µ21 = Ay

(−Ax+α13+α12Ay)
,

µ22 = (Ax−α13)

(Ax−α13−α12Ay)
,



 !" #$ %&'() *($ +,+-(%& (T+)6
! ./0

η1 = 0,
η2 = Ay

(Ax−α13−α12Ay)
.

 ! "#$%&' 1 #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = 0,

y = meyx + bey,

x = 1 +
A1(1 + α31 + α32y)

A2α32 − 1
,

y = mayx + bay,

+/'+#

mey = α21(A2α32−1)+(A2−α23)α31

α32(α23+A1α21)+A1α31−1
,

bey = A2(1+α32)+A1(α31−α21)−α23−1

α32(α23+A1α21)+A1α31−1
.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = (Ayα32−1)

(Axα31+Ayα32−1)
,

µ12 = (−Axα32)

(Axα31+Ayα32−1)
,

µ21 = 0,
µ22 = 0,
η1 = −Ax

(Axα31+Ayα32−1)
,

η2 = 0.

 ! "#$%&' 2 #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = 0,

y = mbyx + bby,

x = 1 +
A1(1 + α31 + α32y)

A2α32 − 1
,

y = meyx + bey.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = (−Ay+α23)

(−Ay+Axα21+α23)
,

µ12 = Ax

(−Ay+Axα21+α23)
,

µ21 = 0,
µ22 = 0,
η1 = −Ax

(−Ay+Axα21+α23)
,

η2 = 0.



 !" #$%&'()*

 ! "#$%&'  ! #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = 1− A1 + α13 + α12(A2 + y),

y = mfyx + bfy,

x = 1 + α12y,

y = mdyx + bdy,

+/'+#

mfy = α13α21+A2(α12α21−1)+α23

α13+A1(α12α21−1)+α12α23

,

bfy = α13+A2(1+α12)−A1(1+α21)−α23

α13+A1(α12α21−1)+α12α23

.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = −Ax

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ12 = (Axα12)

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ21 = −Ay

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ22 = (α12Ay)

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η1 = (Ax(1−Ax+α13+α12Ay))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = (Ay(1−Ax+α13+α12Ay))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
.

 ! "#$%&'   #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = mdxy + bdx,

y = 1 + α12x,

y = mfyx + bfy,

y = 1− A2 + α23 + α21(A1 + x).

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = (Axα21)

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ12 = Ax

((−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ21 = (Ayα21)

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ22 = −Ay

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η1 = (Ax(1−Ay+Axα21+α23))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = (Ay(1−Ay+Axα21+α23))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
.



 !" #$ %&'() *($ +,+-(%& (T+)6
! ./0

 ! "#$%&' .1 #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x =
χ1x − ξ1x

χ1y − ξ1y

(y − χ1y) + χ1x,

y = m
′

eyx + b
′

ey,

x = 1 + α12y,

y = m
′

byx + b
′

by,

+/'+#

m
′

ey = χ1y−bey

χ1x−(1+α12bey)
,

b
′

ey = χ1y −meyχ1x,

χ1x = α32(α13−α23)+α13+α12(1+α23)+1−A1(1+α32)

1−α23α32

,

χ1y = 1+α23−A2(1+α32)

1−α23α32

.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = (Ax(−1+Ayα32))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ12 = (Ax(α12+(−Ax+α13)α32))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ21 = 0,
µ22 = 0,
η1 = −(Ax(−1+Ax−α13−α12Ay+Ayα32))

((Ax−α13−α12Ay)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η2 = 0.

 ! "#$%&' .2 #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x =
χ1x − ζ1x

χ1y − ζ1y

(y − χ1y) + χ1x,

y = m
′

byx + b
′

by,

x = 1 + α12y,

y = m
′

eyx + b
′

ey.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = (Ax(−Ay+α23))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23))
,

µ12 = (Ax(Ax−α13−α12α23))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23))
,

µ21 = 0,
µ22 = 0,
η1 = (Ax(−Ax+α13+Ay+α12Ay−α23))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23))
,

η2 = 0.



 !" #$%&'()*

 ! "#$%&'  + #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = m
′

axy + b
′

ax,

y = 1 + α21x,

x = m
′

exy + b
′

ex,

y =
χ2y − ξ2y

χ2x − ξ2x

(x− χ2x) + χ2y,

+/'+#

m
′

ex = χ2x−bex

χ2y−(1+α21bex)
,

b
′

ex = χ2x −mexχ2y,

χ2x = 1+α13−A1(1+α31)

1−α13α31

,

χ2y = α31(α23−α13)+α23+α21(1+α13)+1−A2(1+α31)

1−α13α31

.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = 0,
µ12 = 0,
µ21 = (Ay(α21+(−Ay+α23)α31))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

µ22 = (Ay−AxAyα31)

((−Ay+Axα21+α23)(−1+Axα31+Ayα32))
,

η1 = 0,
η2 = (Ay(1−Ay+α23+Ax(α21−α31)))

((Ay−Axα21−α23)(−1+Axα31+Ayα32))
.

 ! "#$%&'  , #()* +#,%-%)!+! ./" ,!( "#0)!(1

x = m
′

exy + b
′

ex,

y = 1 + α21x,

x = m
′

bxy + b
′

bx,

y =
χ2y − ζ2y

χ2x − ζ2x

(x− χ2x) + χ2y.

 /( .!"*-#)"/( +# ,! )"!'(2/"-!0%&' #()*' +!+/( ./"1

µ11 = 0
µ12 = 0
µ21 = (Ay(Ay−α13α21−α23))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23))

µ22 = ((−Ax+α13)Ay)

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23))

η1 = 0
η2 = (Ay(Ax−α13−Ay+Axα21+α23))

((Ax−α13−α12Ay)(−Ay+Axα21+α23))
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 ! "#$%&' 36 #( )* +,# "#(-! .#) .*/%'%*0 #( .#1%"0

R16 = D − ∪

16

i=1
Ri. 234567

 *( 8!"9/#-"*( .# )! -"!'(:*"/!1%&' #(-9' .!.*( 8*";

µ11 = 0,
µ12 = 0,
µ21 = 0,
µ22 = 0,
η1 = 0,
η2 = 0.
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