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Introduccion.

El estudio de las propiedades de la diferenciabilidad de las funciones convexas en espacios de dimension
infinita tiene como razén fundamental la investigacion de las consecuencias generadas por la convexidad de
las funciones, como la existencia de la derivada derecha en cada direccion.

En el presente trabajo vemos que varios temas matematicos aparentemente desconectados estan, de hecho,
estrechamente relacionados. Por ejemplo, los operadores monétonos y la derivada; asi como las rebanadas
de un conjunto y la diferenciabilidad de funciones convexas y continuas.

En la primera seccién de este trabajo, definimos las funciones convexas y establecemos la propiedad fun-
damental de la diferenciabilidad en el caso unidimensional. Ademds, verificamos el primer resultado para
dimension infinita (Teorema de Mazur) referente a la derivada de Gateaux.

Con el objeto de generalizar este resultado, estudiamos el subdiferencial de una funcién convexa, que re-
sulta ser un operador de conjuntos valuados.

Dado que el subdiferencial es un caso particular de un operador monétono, en el capitulo dos, estudiamos
este tipo de operadores.

Luego, analizamos detalladamente la extension del Teorema de Mazur debida a E. Asplund para el caso de
espacios mds generales; en los cuales se sostiene la misma conclusion y la del estudio de los espacios de
Asplund, donde se sigue una conclusiéon mas fuerte a través de la derivada de Frechet.

Para lo anterior, aplicamos las mismas técnicas analiticas y geométricas usadas por Asplund, en el contexto
de funciones convexas y continuas definidas en conjuntos convexos y abiertos.

Sin embargo, para muchas aplicaciones es mas conveniente trabajar con funciones convexas y semicon-
tinuas inferiormente definidas en los reales extendidos. Debido a esto, en el tltimo capitulo, probamos el
Teorema de Bishop-Phelps y una de sus principales consecuencias, a saber, el Principio Variacional de Eke-
land.

Finalmente, concluimos este trabajo con una serie de Teoremas equivalentes al Principio Variacional de
Ekeland.



Capitulo 1

Funciones Convexas en Espacios de Banach sobre R.

1.1. Derivada de Gateaux.

Siempre trabajamos en un espacio de Banach E sobre R, a menos que se diga lo contrario.
Sean D un subconjunto de E no vacio, abierto y convexo; consideremos f : D — R una funcién convexa,
es decir, tal que:

fax+ (1 =0y <tfx) + (1 —HfG) 3 Yx,yeDyVrelo,1].

Si siempre se da la igualdad, decimos que f es una funcién afin; mientras que f es concava si - f es convexa.
Una funcional sublineal es una funcién P : E — R tal que:

{P(x+y)sP(x)+P(y), Vx,y€E (1.1)

P(tx) = tP(x) , Yt>0, YxeE.
Observacion 1. Una funcional sublineal P : E — R es lineal si y solo si
~P(~x) = P(x)
para toda x € E.

Prueba: Claramente, si P es una funcional lineal entonces es una funcional sublineal.
Por otro lado, si P : E — R es una funcional sublineal tal que —P(—x) = P(x) para todax € E.
Entonces por (1.1) tenemos

P(=(x+Yy)) < P(—x) + P(-y)

Asi dadas x,y € E, se sigue que
P(x+y) = =P(—=(x+y)) 2 —P(—x) — P(-y) = P(x) + P(y)

Por lo que
P(x+y) = P(x) + P(y)

para toda x,y € E.
Luego, si x € E, t < 0 entonces

P(tx) = P(—(-tx)) = —tP(-x)

pero
—tP(—x) = t[-P(—x)]

3



4 CAPITULO 1. FUNCIONES CONVEXAS EN ESPACIOS DE BANACH SOBRER.

implica que
P(tx) = tP(x)
paratodax € E, r€ R.

Por lo tanto, P : E — R es una funcional lineal. o

Lema 1.1. (derivada por la derecha) Sea D C E convexo, abierto, no vacio y sean f : D — R convexa y
X, € D. Entonces para cada x € E la derivada direccional "por la derecha”

f(xn + I.X) - f(xo)
t

d f(Xo)(.X) = lim
t—0+
existe y define una funcional sublineal en E.

Prueba: Primero notemos que x, + tx € D para toda ¢ > 0O suficientemente pequeiia por que D es abierto
por hipétesis.

Luego, sin pérdida de generalidad sea x, = 0y f(x,) = 0, (por traslacién en el dominio y codominio de la
funcién f) si x € D con 0 < ¢ < s entonces por la convexidad de la funcidn f se tiene que

o = i) = s+ (-2 = sl (S0
< Lreow + ZLro) = Lrew
S S S
Es decir,
ft2) _ fisx)
t s

Por lo que trasladando tenemos que en general

f(xo + l)C) _f(xo) < f(xo + SX) _f(xo)

1.2
’ p (1.2)
paratoda x € D con 0 < ¢ < s. Es decir, el cociente es no decreciente.
Asti, aplicando (1.2) a —x se tiene que
_[f(xo - tx) B f(xo)] (1 3)
n )
es no creciente, sin embargo diremos que (1.3) es no decreciente conforme t — 0*.
Mientras que por la convexidad de la funcién f, parat > 0 se tiene que
2f(x,) < f(x, = 2tx) + f(x, + 2tx) (1.4)
Dado que
2x, —2tx + 2t 1 1
fo) = fIEEEE ) = s -2+ S+ 20
2 2 2
1 1 1
S SfCu =2+ S f(e+20x) = 5[ Fro=2tx) + f(x, +210)]
Por lo que de (1.4) se sigue que
—f(x, = 2tx) +2f(x,) < f(x,+2tx)
Entonces
_[f(xo - 2tx) - f(xo)] f(xo + ZZX) - f(xo) (1 5)

2t 2t



1.1. DERIVADA DE GATEAUX. 5

Asi, por los comentarios hechos sobre la monotonia de (1.2) y (1.3) tenemos que para t — 0* el lado
derecho de la desigualdad (1.5) esta acotado inferiormente mientras que el lado izquierdo esta acotado
superiormente.

Por lo tanto si  — 0" ambos limites existen y el limite por la izquierda es —d* f(x,)(—x).
De hecho, por (1.5) observamos que

—d" f(x))(=x) <d"f(x,)(x) , YxeD.

Y concluimos que d* f(x,)(x) es homogénea positiva y para ver que es una funcional subaditiva se usa
nuevamente la convexidad de la funcién f para ¢ > 0 pues:

f(2x0 + 2t(u+v)) _ f(xo +2tu x, +2tv)

f(x, + tlu+v)) > 5 + >

f(%(xo + 2tu) + %(xo + 2tv))

IA

1 1
2 f(x, +2tu) + E(x(, + 2tv)
Luego,

2f(x, + t(u+v)) < f(x, +2tu) + f(x, +2tv)

De aqui que

2f(x, +t(u +v)) —2f(x,) < f(x, +2tu) — f(x,) + f(x, +2tv) — f(x,)

Finalmente,
2[f(x0 + I(M + V)) - f(xo)] < f(xo + 2”’0 - f(xn) + f(x() + 2IV) - f(x())
2t - 2t 2t
Por lo que tomando limite cuando t — 0* se obtiene que d* f(x,)(u+v) < d* f(x,)(w) + d* f(x,)(v). O

Definicion 1. Sea D C E convexo, abierto y no vacio. Una funcion f : D — R convexa es diferenciable de
Gdteaux en x, € D si el limite

df(xo)(X) = ltfn(‘)l f(xo + txt) - f(xo)

existe para cada x €E. Y la funcion df(x,) se llama la derivada de Gdteaux o diferencial de Gateaux de f

en Xx,.

Asi, en virtud de la Observacién 1, tenemos que f es diferenciable de Gateaux en x, si y sélo si
—d* f(x,)(—x) = d* f(x,)(x) para cada x € E.
Esto muestra que f es diferenciable de Gateaux en x, siy solo si

x = d" f(x,)(x)

es lineal en Xx; en particular, si esto es cierto, entonces df(x,) es una funcional lineal definida en E.



6 CAPITULO 1. FUNCIONES CONVEXAS EN ESPACIOS DE BANACH SOBRER.

1.1.1. Ejemplos.
1. Si f es una funcional lineal en E (no necesariamente continua) entonces
df(x,)(x) = f(x)

para toda x, € E y para toda x € E.
Ya que dada x, € E se tiene que:

df (i) = lim T O ZTED iy O 210 2 JC5)
= lim thX) =lm f(x) = f(x) , Vxek

2. Lanorma
+00
= I
i=1

en [! es diferenciable de Gateaux precisamente en aquellos puntos x = x; para los cuales se satisface
que x; # 0 paratodai € N.
Prueba: Six € ['yx; = 0 para alguna i € N entonces, definimos

6,=(0,0,...,0, 1 ,0,0,...)
~——

lo cual implica que:

+00 +00
I+ 1 = x = )+ 80 = ) il = 1
i=1 i=1

Mas ain,
x4 [l =l x
lim
—0 t
no existe ya que
t —t
h’mU: lim — = -1

—0" —»0" f

mientras que

t
lim U =lim-=1
t—0t t—0+

Ahora supongamos que x; # 0 para toda i € N asf dada € > 0 con y € [' podemos elegir una N € N

yl 2

i>N
Luego, dado que para toda 6 > 0O suficientemente pequefia tenemos que sgn(x; + ty;) = sgn(x;) con
1 <i< Nyt <6 podemos concluir que

N

D+ il = il — tyisgn(e)| +2 )yl < e

i=1 i>N

<

(U + oyl = Ixll) = ) yisgn(x)
i=1

con [t < 6. |
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Proposicion 1.1. Sea D C E convexo, abierto, no vacio y sea f : D — R convexa. Si [ es continua en
X, € D entonces f es localmente Lipschitz en x,, es decir, existe M > 0y existe 6 > 0 tales que

B;s(x))CD y |[f()—fWI < M|l x=yll

para cualesquiera x,y € Bs(x,).

Prueba: Como f es continua en x,, es localmente acotada ahi, es decir, existen M; > 0y ¢ > 0O tales que
If()l < My, VaxeBy(x,) cD.
Por otro lado, si x,y € m, con x # y, entonces definimos
a:=llx-yl[ >0y Z¢=y+g(y—X).

Asi z € Bys(x,) ya que:

0 0
lz=x Il = Ily+ E(y—X)—xo < lly=xIl+ ally—XIl < 6+0 = 206
Entonces
5a)e+ (55)
= X
Y cy+5Z a+0
pues desarrollando tenemos que
a N 0 a N ( a )(5)@ )+
— X = — —)|= ) -x X
a/+(5Z a+0 a+6y a+d/\a +0
o'
BT T A
B a N 0
B a+5y a+6y
= y_
Asi, por la convexidad de f tenemos que:
a 0
= _ <
o=yl + [l = (g (g
Entonces
-1 < (=)@ + (=) 0 - s
Pero 5
a
10 = (F5)0 + (F55)w
Por lo que

-1 < (=2
(aid

(3)2m :(%)nx—yn.

) 1@+ () 10 = (=) 0 = (=) o

7@ - f = (== )om

IA
>R



8 CAPITULO 1. FUNCIONES CONVEXAS EN ESPACIOS DE BANACH SOBRER.

Finalmente, intercambiando x por y nos da la otra desigualdad para poder concluir que:

0 O

2M
fW-fO) < Mllx—yl  con M= (_1)
Cabe destacar que en la prueba anterior, mas que la continuidad de f utilizamos el hecho de que f era

localmente acotada en x,.

Corolario 1.1. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua en x, € D.
Entonces d* f(x,) es una funcional sublineal continua en E. De hecho, df(x,) (cuando esta exista) es una
funcional continua.

Prueba: Como f es continua en x, € D entonces por la Proposicion 1.1 se tiene que existe B vecindad
de x, y existe M > 0 tales que si x € E entonces,

J(xo +1x) = fxo) < Mt || x ||

sit > Oes tal que x, + tx € B.
Como esto es vélido para todo x € E, entonces

f(xo+txt)_f(XO)SM”X”.

Asi tomando limite cuando t — 0" obtenemos:
d* f(x)(x) < M x|l

Es decir, d* f(x,) es una funcional sublineal continua en E.
Por dltimo, si existe d f(x,)(x) en virtud de la Definicion 1, tenemos que

df(x)(x) = d" f(x,)(x) <M || x || .

Por lo tanto, de ser f diferenciable de Gateaux en x,, concluimos que la derivada de Gateaux es una fun-
cional lineal continua. O

El siguiente resultado es de caracter técnico y lo utilizaremos para caracterizar la derivada de Gateaux. Cabe
mencionar que en general es dificil que se den sus hipdtesis.

Lema 1.2. Sea P : E — R una funcional sublineal continua mayor o igual a una tinica funcional lineal.
Entonces P es una funcional lineal.

Prueba: La prueba es por contradiccion, por lo tanto, supongamos que P no es una funcional lineal, en
virtud de la Observacion 1, tenemos que para algunay € E

—P(=y) # P(®).

Por lo que hay dos casos posibles.
Primero supongamos que —P(—y) < P(y) entonces

—tP(-y) < tP(y) = P(ty), Vt=>0
tP(y) < —-tP(-=y) = P(ty), Vt<O.
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Debido a esto, definimos g : <y > — R tal que g(ty) = —tP(—y). Asi, resulta que g es lineal, ya que si
t, s €ER entonces

gty + sy) = g((t + s)y) = —(t + s)P(—=y) = —tP(-y) — sP(-y) = g(ty) + g(sy) y
g((sn)y) = =(st)P(—y) = s(=D)P(—y) = sg(ty).
Mis Adn, g(ty) < P(ty) pues
g(ty) = —tP(-y) < P(ty), Vi>20 'y gty = —tP(=y) = P((-0)(-y)) = P(ty), Yt <.

Por lo tanto, por el Teorema de Hahn-Banach [2, p. 1] tenemos que existe g € E’ talque g = g en <y >,
ademds g(x) < P(x) para toda x € E.
Ahora definimos, & : <y > — R tal que A(ty) = tP(y), claramente, h es lineal y de hecho, h(ty) < P(ty)

pues
h(ty) = tP(y) = P(ty) V=0 y

h(ty) = tP(y) < —tP(-y) = P(ty), VYt < 0.

Nuevamente, por el Teorema de Hahn-Banach, existe h e E’ tal que h = h en < y>y h(x) < P(x) para
toda x € E.
Abhora, basta tomar ¢t = 1 para tener que

20 = g0) = —P(=y) < P(y) = h(y) = h(y)

es decir, g # h y esto contradice el hecho de que P es mayor o igual a una unica funcional lineal.
El caso en que —P(-y) > P(y) es andlogo. O

Proposicion 1.2. Sea D C E convexo, abierto, no vacio y sea f : D — R convexa y continua. Entonces f
es Gdteaux diferenciable en x, € D si y solo si existe una tinica funcional x' € E’ tal que satisface:

l. <xX,x—x,>< f(x)—f(x,); VxeD

o0 equivalentemente,
2. <x,y> < df(x,)(y) ; VyeE.

Prueba: Primero mostramos que las condiciones 1 y 2 son equivalentes:
Si x” € E’ satisface 1 entonces para toda y € E se tiene que x, + ty € D, para alguna ¢ > 0.
Entonces dado que

t<x,’y> = <x’,ty> = <x’,(x0+ty)—x0> < f(xo+ty)_f(xo)

Se cumple que

=1 d" f(x,)(¥)-

<x,y> < lim
t—0*

f(xo + ty) B f(xo)
t

Es decir, se satisface 2.
Por otro lado, si x" € E’ satisface 2 entonces dada x € E, definimos y := x — x,,.
Asi x, + ty € D para toda ¢ € (0, 1], por lo tanto,

<x,y>=<x,x—x,> < d" f(x,)(x— x,)

Entonces
, +t(x—x,)) — ;
<x,x=x,> < ll’mf(x+(x Xo)) = f (%)

S0+ P < f(xo + (X_xo))_f(xo)

con t = 1, por la monotonia de la derivada derecha (ver Lema 1.1.)




10 CAPITULO 1. FUNCIONES CONVEXAS EN ESPACIOS DE BANACH SOBRER.

Es decir, < X', x —x, > < f(x) — f(x,) que es precisamente la condicién 1.
Ahora bien, supongamos que f es Gateaux diferenciable en x, € D, es decir, existe df(x,) paratoda x € E.
Entonces por el procedimiento anterior, se tiene que:

df(xu)(x - xo) < f(X) - f(-xo)-

Por lo tanto, df(x,) satisface 1 mds atn, si X’ € E’ es tal que satisface 1 entonces también satisface 2 asf
obtenemos

<x,y> < d'f(x)0) = dfx)0)

por que df(x,) es lineal.
Luego paratoday € E
<x' =df(x,),y> < 0.

Por lo tanto,
<x' =df(x,),y> = 0.

Pues si existe y, € E tal que < x" —df(x,),y, > < 0 entonces
<x' —=df(x,),sy,> > 0

para toda s < 0. Esto contradice el hecho de que < x" —df(x,),y >< 0, paratoday € E.

Es decir, df(x,) es la tnica funcional lineal que cumple 1.

Inversamente, si x” € E’ es la inica funcional que cumple 1 entonces es la tinica que satisface 2.

Asi la funcional sublineal d* f(x,) es tal que d* f(x,) = df(x,) ya que de no serlo, por el Lema 1.2 aplicado
a la funcional sublineal d* f(x,) obtendriamos una contradiccién con respecto a la unicidad de x'.

Con lo cual concluimos que f es Gateaux diferenciable en x, € D. U

Definicion 2. Sea C C E convexo y sea f : C — R convexa. Entonces definimos el subdiferencial de f en
x como el conjunto

Sf):={ ¥ €E’ | <x.y-x> < f()-f(x), ¥yeC |

Observacion 2. El conjunto 6 f(x,) es distinto del vacio si f es continua en x,, pues d* f(x,) es una fun-
cional sublineal continua (Corolario 1.1)y por el procedimiento del Lema 1.2, existe x' € E’ tal que

<x,y> < d"f(x,)()

paratoday € E.
Entonces por la Proposicion 1.2, basta remplazar y por y — x para obtener

< x’,y —Xo > < d+f(xo)(y - xo) < f((y - xo) + xo) - f(xo)
para today € D. m|

Proposicion 1.3. El conjunto 6 f(x,) es convexo y o(E’, E)-cerrado.

Prueba: Primero hay que observar que el subdiferencial de f en x, puede ser vacio, pero si df(x,) = 0
entonces es convexo y o(E’, E)-cerrado, por vacuidad.
Sidf(x,) # 0 entonces dados x’, 7" € 6f(x,) y dada ¢ € [0, 1]tenemos que
<t +( -0, y—x,> = X'+ -0))y—x,)
= ()Y —x)+ (1 =07 (- x)
= t<xX,y-x,> + (1-0<7,y—x,>
< 1) = f)l + (=Dl () — f(x)]
= fO) = f(x).
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Por lo tanto, tx" + (1 — )7 € 6f(x,) Vx',y € 6f(x,), Yte[0,1].

Para ver que 6 f(x,) es o(E’, E)-cerrado, basta demostrar que su complemento es o-(E’, E)-abierto, en efecto,
como

E\Gf() = (¥ eP

<x,y—-x,>> f(y)+ f(x,) paraalguna y € C}

U{x’ ceE’

yeC

VTEW) = <Xy-x> > fO) —f(x,,>}

Por lo que E’\(6f(x,)) es o(E’, E)-abierto, por ser la unién de conjuntos abiertos, los cuales son imdgenes
inversas de intervalos abiertos bajo la funcién evaluacién, ver Definicion 34. O

Proposicion 1.4. Sea D convexo, abierto, no vacio y sea f : D — R una funcion convexa y continua en
x, € E. Entonces 6 f(x,) es no vacio, convexo y o(E’, E)-compacto, mds atin, la funcion x — 6f(x) es
localmente acotada en x,, es decir, existe M > 0y existe U vecindad de x, tales que

IXI<M ; VxeU VYx €df(x).

Prueba: El hecho de que ¢ f(x,) es no vacio, convexo y o(E’, E)-cerrado se sigue de la Definicién 2 y de
la Proposicion 1.3.

Probemos la propiedad de ser localmente acotado: Como f es convexa y continua en x,, se sigue de la
Proposicion 1.1 que existe M > 0y existe U vecindad de x, tales que

lfO) = fl < Mllx—yl VyelU.

Sixe Uy x’ € 6f(x,) entonces para toda y € U se tiene que

<x,y—x>< fO)-f) < Mly-xll.

Entonces con y # x obtenemos
<x,y—-x>
lly =l
Por otro lado, consideramos V = U\x, y definimos z := y — x, entonces para toda z € V se tiene que
| <x,z>] < Mkl
Asi, tomando w = @z para alguna o > 0 y para alguna z € V entonces

|<x,z>| = |<x,az>| = a/<x,z2>]
aMllzll = Mlazll = M]wll.

IA

Por lo tanto, ||x’|| < M paratoda x’ € 6f(x,), es decir,

6f(x,) € B (x).

Y por el Teorema de Alaoglu (ver [5, p. 124]), 6 f(x,) es o(E’, E)-compacto, ya que la propiedad de ser
compacto es hereditaria a subconjuntos cerrados. O
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1.2. Derivada de Fréchet.

Definicion 3. Sean E y F espacios vectoriales normados y consideremos U un subconjunto no vacio, y
abierto de E y sea ¢ : U — F una funcion continua. Entonces podemos extender la Definicion de ser
Gateaux diferenciable de la siguiente forma, ¢ es Gdteaux diferenciable en x, € U si existe un mapeo
lineal continuo de E en F (denotado por d¢(x,)) tal que

¢(X0 + [)C) B ¢(X0)

do(x,)(x) = llilg} ; ; VxeE. (1.6)

Es decir, ¢ tiene derivada direccional en x, en toda direccion x y la funcion resultante de x es continua y
lineal.

Y decimos que ¢ es Fréchet diferenciable en x, € U si existe un mapeo lineal y continuo de E en F
(denotado por ¢’ (x,)) tal que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

| p(xo + X) = Pp(x,) =’ (X)) < ell x|l , sillx]I<6. (L.7)
Y llamamos a ¢'(x,) diferencial de Fréchet o derivada de Fréchet de ¢.
En adelante, tratamos con funciones definidas de un espacio de Banach E a R.

Proposicion 1.5. Sea U C E abierto, no vacio y sea ¢ : U — R una funcion continua tal que es Fréchet
diferenciable en x,. Entonces ¢ es Gateaux diferenciable en x, y ¢'(x,) = dp(x,).

Prueba: Como ¢ es Fréchet diferenciable en x, entonces dada € > 0 existe 6 > 0 tal que se cumple
(1.7) para toda x € E, en particular, tomando ¢ > 0 tal que x, + tx € U se tiene que

[$(x, + 1) = $(x,)) = FCe)@0)| < ellaxll , si llaxll<é,

|p(x, + 1) — (x,) — &' (x,)(1x)|
=

; <ellx]| , si]tx]|<6.

(-xo + l)C) - (-xo) ’ .
> [HEEB I g < ellxll s lrli<o

0 +1 - 0 ’ .
= “’“x xt) P gy < . sillxls L

Mientras que si || x || > 1 hay que considerar
t

|BCx, + 52) = B(x,) = ¢’ (xo)(sx)| < el sx | cons =17

yaque || sx ||=1 < ¢ asi

‘05 (xa + ti) — P(xo) — ¢'(x,) (ti)l < et.

1l

Y como esto es vdlido para toda x € E, se cumple (1.6) con ¢’(x,) y por la unicidad de los limites se tiene
que d¢(xn) = ¢,()C0). O
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Proposicion 1.6. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea ¢ : D — R Gateaux diferenciable en x, y
el limite en (1.6) existe uniformemente para toda x € E tal que || x || < 1 conforme t — 0*. Entonces ¢ es
Fréchet diferenciable en x,.

Prueba: Si ¢ es Gateaux diferenciable en x, entonces de (1.6) se tiene, por Definicién de convergencia,
que dada € > 0 existe 6 > O tal que

‘¢(X0 + IX) - ¢(X0)
t

<ege , si0<t<o

— de(x,)(x)

para toda x € E.
Asi, si x = 0 entonces claramente se cumple la condicién (1.7), mientras que si x # 0 entonces hacemos
y =l x|I"! x con lo cual,

|6(x, + 1) = ¢(x,) — tdp(x) )| < &t si0<t<§

t
= |o(x, + 53) — ¢(x,) — d(x,)(sx)| < esll x| cons= =T
X
t
ademas, s||x||l= — || x||=t < 6.
Il x I
Por lo tanto, se cumple (1.7). u

1.2.1. Ejemplos.

1. Lanorma en ' no es Fréchet diferenciable en ningtin punto.
Prueba: Por el ejemplo 2 tenemos que considerar solo el caso en que x = (x,) es tal que x,, # 0 para
todan € N.
Asi dada x € I' con dicha condicién, definimos para cada m > 1

ym = (05 07 seeesy 0’ _zxm’ _me+1’ _2~xm+2’ "')

+00 +00
V"l = vl = Y 1= 2%,
n=1 n=m

y como x € [' se tiene que || y" ||— 0 si m — +oo.
Y consideremos la sucesion (sgnx,), € [* la cual actua de la siguiente forma,

(sgnx,)a(y) := ) (sgnx,)(v,) » Vyel.

neN

entonces

Pero

+00
a4y =D x = > 6™usgnx,
n=1

m—1

+00 +oo
I, + 01 = g, |+ Y %, = 23,1 = [, | = > (")asgnx,
n=m n=1

n=

m—1 +00
0- Z O(sgnx,) — Z(—an)(sgnxn)
n=1 n=m

+00
D20l
n=m

Por lo tanto, la funcién || - ||; no es Fréchet diferenciable, sin embargo es Gateaux diferenciable en
x = (x,) # 0 para toda n € N, asi el reciproco de la Proposicién 1.5 no es valida. O

- Z(—an)(sgnxn)

=1y" Il
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2. El cuadrado de la norma en un espacio de Hilbert H es Fréchet diferenciable en todo el espacio.

Prueba: Como H es un Espacio de Hilbert entonces para cualesquiera x,y € H se cumple que
[x+yIP=lxIP+2<xy>+I[yl’
con lo cual se obtiene que
lx+yIP=lxIP-2<xy>=lylP<dllyll=¢elyl
con ||y||< 6 = ¢, porlotanto (|| - ) (X)(y) =2 < x,y >. O
Cabe mencionar que en general no es cierto que la norma en un espacio de Hilbert es Fréchet difer-

enciable, y esto se puede deducir de la Proposicion 1.7 ya que en R la norma esta dada por el valor
absoluto, el cual no es (Gateaux) diferenciable en el O.

. En un espacio de Hilbert H sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo y denotamos por

P : H — C al mapeo (funcién) de punto més cercano de H en C, es decir, tal que
| x = P) [[= inf{[| x=y]l |yeC}

el cual es Lipschitz y esta bien definido por el Teorema A.2, ademds definimos f : H — R como

fx) = %[n x| =l x = PG 1P

Entonces f es continua, convexa y Fréchet diferenciable en H.
Prueba: Como

2f(x)= |l xIP —inf{[lx-y|? |yeC}
= lxIP+sup{~llx=ylI? |yeC)
= llxIP+sup{-llxIP+2<xy>-llyl’ |yeC)
= sup{2<xy>-|yI’ [yeC}
se tiene que f es el supremo de funciones afines pues dados u,v € Hy r € [0, 1] implica que
2<tu+(I=tywy>=llylP= 2<m+A-0vy>—tlylP-A-0)llyIP

= 2<tu,y>—t||ylP+20 -0 <v,y>

(1= llyI?
= 2<uy>-lyIP|+d-p2<vy>
— Iy I?]
Por lo tanto, la funcién 2 < -,y > — || v ||> es afin y por lo tanto convexa; dado que el supremo de

funciones convexas es una funcién convexa, ver (A.1.1.2), tenemos que f es convexa.
La continuidad de f se sigue de que es composicion de funciones continuas, por otra parte, dada
x € H se tiene que

l(x+w)—Px+w) |I<]|(x+w)—Px)| , VYweH.

Ya que P(x + w) es el tnico elemento en C que minimiza la distancia entre x y C mientras que
P(x) € C asi, obtenemos que

f(x+w)— f(x)—- < Px),w> >0

pues desarrollando el lado izquierdo de esta expresion observamos que:
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fx+w) - fl)—- < Plx),w> =
(1/2)[|IX+WI|2—|I (x+w)=Px+w) [P =l x|+ |l x = P(x) IIZ]—<P(X),W> >
(1/2)[|IX+W||2—||(X+W)—P(X)||2—IIXI|2+IIx—P(X)IIZ]—<P(X),W> =
(1/2)[|IX+W||2—||)6+WI|2+2<x+w,P(X)>—IIP()C)||2—||x||2+||x||2

—2 < x,P(x) > + || P() || = < P(x).w > =

(1/2)[2 < %, P(x) > +2 < w, P(x) > =2 < x, P(x) >|~ < P(x),w > = 0.

Por lo tanto,
If(x+w) = f(0)— < P(x),w>]|=f(x+w)— f(x)— < P(x),w >

Para acotar esta expresion tomamos en cuenta que
I x=P) <l x=Px+w)l , VYweH

Debido a que P(x) es el tnico elemento en C que minimiza la distancia entre x y C mientras que
P(x +w) € Clo cual implica que

fx+w) = f(x)— < P(),w> =
DI x+wIP =l G+ w) = P+ w) |2 = L x [P+ 1 x = PG 1P| = < POo,w > <
(1/2)[|IX+WI|2—|I (x+w)—P(x+w) ||2—|IXI|2]+(1/2) | x=Plx+w) | - < Px),w> =
U2 [Ix+w P =l x+w P +2 < x+w, Px+w) > = | P+ w) P = | x| + || x|

—2 < x,P(x+w) >+ || P(x+w) |?| - < P(x),w > =
(1/2)[2<x,P(x+w)>+2<w,P(x+w)>—2<x,P(x+w) >]—<P(x),w> =
<w,P(x+w)> - <Px),w> = <w,P(x+w)—P(x)> <
Iwlll Pe+w) =P | < Iwllllx+w—x|l = [[wl?*.
Asi basta tomar § = € para tener

lfx+w) - f(O)-<P),w>| < ellwl , con |lwl|<é

de esta forma, tenemos que f’(x)(w) =< P(x),w > para toda w €H. O
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Proposicion 1.7. Sea E un espacio de Banach de dimension finita y consideremos D C E abierto, convexo,
no vacioy sea f : D — R convexa, continua y Gdteaux diferenciable. Entonces f es Fréchet diferenciable.

Prueba: Dado que f es Gateaux diferenciable en x € D se tiene que para toda ¢ > 0 se cumple

df()(y) < f(x +1y) = f(x).

Por lo que paratoday € E, con || y ||[< 1 se cumple que

|fGc+ 1) = f) —df@)@y)| < 2f(x+1) - f&)] < 2M Ity ]l < 2Mz.

Ya que f es localmente Lipschitz.
Por lo tanto, el limite dado en (1.6) converge uniformemente conforme t — 0" con || y ||= 1, es decir, f es
Fréchet diferenciable en x. O

Asi en un espacio de Banach de dimension finita, como por ejemplo R”, la diferenciabilidad de Gateaux y
de Fréchet son equivalentes en virtud de las Proposiciones 1.5y 1.7.

Proposicion 1.8. Sea D c R" abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R continua y convexa. Entonces la
diferenciabilidad de Gdteaux de f en x, es equivalente a la existencia de las derivadas parciales

af
a_xi (x())

paratodai=1,...,n.

Prueba: Dado que en R" se cumple que
n af
df (x,)(x) = Zl i ()

y el mapeo

X — ; x,-a—Xi(xo)

es lineal y continuo por las propiedades del producto interior, se tiene que f es diferenciable si y sélo si
existen las derivadas parciales de f en cada direccion. 0

Teorema 1.1. Sea D C R un intervalo abierto y sea f : D — R una funcion convexa. Entonces f'(x) existe
excepto a lo mds en un conjunto numerable de puntos de D.

Prueba: Primero observamos que d* f(x)(1) es una funcién no decreciente de x € D, es decir, si x; < x,
entonces d* f(x,)(1) < d* f(x,)(1).
Sin pérdida de generalidad, sea x;, =0y f(0) = 0 asi

f(xl +t)_f(-x1)

lim

t—07t

d” f(x)(1)

t
I fO+1 - f(0)
-
f(O+ x,) = f(0)
X
f(xy)

X

en virtud, de la prueba del Lema 1.1.
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Por lo tanto, basta mostrar que

f(xz) < f(xz + t) _f(xz)
B t

, Yt>0.

Para esto definimos

A= , cont>0.
X, + 1

Luego
X =Ax,+)=Ax, + )+ (1 -0 ; Vi>0.

Mis adn, como 4 € (0, 1) se tiene por la convexidad de f que

J(x) £AfCq + 0 + (1 =) f(0) = Af(x, +1).

De aqui que
f(;z) < f(x, +1) , esdecir, w < f(x, +1).
2

Entonces para toda ¢ > 0 tenemos

f(xz)(xz + t) - f(xz)xz

P < fly+D) - f(xy)
2
TS TIZ o iy vy iy
2
TN < p v - i
2
f(xz) < f(xz + t) - f(xz)
X, - t
! ixz) < d*f(x,)(1).

2

Por otro lado, donde f no es diferenciable es en aquellos puntos donde el mapeo monétono x — d* f(x)(1)
tiene saltos y estos forman un conjunto a lo mds numerable.
Es decir, f'(x,) no existe si y s6lo si

—d" f(x,)(=1) < d" f(x,)(1)
siy s6lo si d* f(x)(1) tiene un salto en x = x, por lo que hay que demostrar que
lim d* f(x)(1) < lim d* f(x)(1)
En efecto, como d* f(x)(1) es no decreciente se cumple que

d* f(x,)(1) < lim d* f(x)(1)

XX,

Por lo que es suficiente verificar que si x < x, entonces d* f(x)(1) < —d* f(x,)(—1).
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Y por la monotonia de los limites que definen estas cantidades s6lo hay que mostrar que tomando

1
I, = E(xo - X)
obtenemos
f(x+t0)—f(x) < _[f(xo_ 0)_f(x0)] (1 8)
lo - to ' '
Pero esto es equivalente a la desigualdad por convexidad
(50 a0) < 3700+ S0
ya que partiendo de esta desigualdad concluimos que
fariy-fo  f(Errin)-f@
1, - t
5F00) + 5 (%) = f(x)
<
< o
1 1
. oo 4w o
Mientras que
O —1) = f(x)  [GXo+32) = [(x)
to - to
%f(xo) + %f(X) - f(xo)
<
lo
L - L)
=
Es decir,
%f('x") B %f(x) < _[f(-xo - to) - f(-xo)] ) (110)

t o l()

Asi al combinar las desigualdades (1.9) y (1.10) obtenemos (1.8) y de esta manera tenemos las siguientes
desigualdades:

lim d*f(0)(1) < —d"f(x,)(-1)
< d" flx)(D)
< h'm+d+f(x)(1).

Y como f no es diferenciable en x, siy s6lo si —d* f(x,)(—1) < d* f(x,)(1) siy s6lo si
lim d* f(x)(1) < ll’m+ d f(x)(1)

y esto ocurre en un conjunto a lo mds numerable. O
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Proposicion 1.9. Sea D c R" abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua. Entonces f
es diferenciable excepto en un conjunto a lo mds numerable.

Prueba: En virtud de la Observacion 1.8 tomamos k € {1, 2, ...., n} fijo y asi tenemos que

—f()

no existe en un conjunto B; a lo m4s numerable, ya que con £ fijo tenemos una funcién definida en R.
Por lo tanto V f(x) no existe en
n
B=| |B,
k=1

el cual es un conjunto a lo mds numerable. O

Proposicion 1.10. Sea D C R" abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa. Entonces f es continua
en cada punto de D.

Prueba: Sin pérdida de generalidad supongamos que 0 € D y que la norma esta dada por

n
Hxll= ) bxd
k=1

y mostremos que f es localmente acotada en O para posteriormente proceder de manera similar a la prueba
de la Proposicién 1,1 para tener que f es continua en 0 y finalmente por traslaciéon f serd continua en D.
En efecto, si 0 € D entonces por ser D abierto, existe r > 0 tal que B,(0) c D asi dada x € B,(0) se tiene que

X = E Xk€r = —rek

donde {ek}:_l es la base candnica de R" y

(]

=1 r r

Por lo que podemos escribir
x=41,0+ Z Ayreg + Z W (—=rey)
k=1 k=1

condy>20conk=0,1,..,nyu, >20conk=1,2,..,ntales que 3 A + X u, = 1.
Lo cual implica, por ser f convexa que

Jx)

IA

A,£(0) + Z A f(re) + Z fl=rep)

LM + Z)LkMJr Zﬂk

= |fl

IA

con M := mdx { |fO)l, If(ren)l |f(~rev) |

.....

Entonces |f(x)| < M paratoda x € B,(0) es decir, f es localmente acotada en 0.
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Por otro lado, tomemos y, z € B5(0) con 6 = (r/2) tales que y # z, de esta manera tenemos que

o) _
a:=|ly-z|l>0y W2=y+a(y—z)€Br(0)-

Ya que
ror
IIWII—‘y+2—(y 2) _||y||+—||y—Z|| s*t5 =T
Mis aun, tenemos que
o« 0
y_cx+6w+a/+(5Z
Pues
a 0) a ) )
0z+5w+5+ozZ - a/+6[y+a(y_z)]+a+5z

S N
B a+5y a+o a/y a+o ozz a/+6Z

(a+5)+(6 5)_
a+o a+(5y a+0 a+5z_y'

De esta manera, usando la convexidad de f obtenemos

a 0
f» < oz—-l—df(w) + mf(Z)
= f-fl < —f( )+ —f(Z) f@)
= o fn s f - (0 + ) 10
a
= m[f(w) - f(@)]
< SUfW) = Q)
a 2M
< 52M= =5 ly—zll
aM
= —lly—-zl.
r
Por lo tanto, concluimos que f es localmente Lipschitz continua en 0. O

Para el siguiente resultado requerimos de dos conceptos fundamentales, el de un conjunto G y el de un
conjunto F_, ver Definicion 40.
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Teorema 1.2. (Mazur 1933. ) Sean E un espacio de Banach separable y D C E abierto, convexo, no vacio
ysea f : D — R convexa y continua. Entonces el conjunto

G = {x eD | df(x) existe}
es un conjunto G denso de D.

Prueba: Mostremos que el conjunto de x € D donde df(x) no existe es un conjunto F, relativo a D.
En efecto, dado que E es separable existe una sucesion (x,) densa en la esfera unitaria de E, asi para cada
n,m > 1 definimos

A= {x eD

1
existen X',y € 6f(x) talesque <x' -y, x,> > — } (1.11)
m

Ahora bien, como d f(x) no existe si y s6lo si d f(x) contiene mds de un elemento, se tiene que df(x) no
existe siy s6lo si x € [JA,,-

Para ver que A, ,, es cerrado relativo, tomamos (zk) C A, tal que z; — z para alguna z € D por lo que
tenemos que mostrar que z € A,, .

Para esto, dada k € N fija, tenemos que existen x;,y, € 6f(x) tales que

<X =YV, X >>l
k k> n “m

Y como el mapeo w — ¢ f(w) es localmente acotado en z (ver Proposiciéon 1.4) tenemos que existen M > 0
y K € N tales que

7,€Bk(x) , Vk=K y lx ||zl <M , Vk>=K.

Por otro lado, dado que E es separable se tiene que B (O) es metrizable y o(E’, E)-compacta (ver [16]).
Asi existen

(xk) c (x;) talque xk T, ¢ para algiin x’ € BY (0)

y o(E'E)
(yk) C () tal que yk —y para algiin y’ € BY(0).
Sin pérdida de generalidad, supongamos que
()= y (%) =00-

Luego, para cualquier w € D se cumple que

<xX,w-z> = <11mxk, hmzk> = 11m<xk,w—zkl>

[—o00 [—o00 [—o00

IA

lim fw) — f(z,) = fon) - f@.

Es decir, x" € 61 (2).
Andlogamente y’ € ¢ f(z), mas ain

’ ’ _ . ’ ’ _ e ’ ’
<X =Yy,Xx,> = <]11_)rg(xk_yk)’xn> = ]}I_)I?o<xk_yk’xn>

lo cual implica que z € A, ..
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Para ver que D\A,,,, es denso, consideramos para cada n > 1 fija, un elemento x, € D de esta manera,
nos podemos acercar a x, mediante elementos u, = x, + r,x, € D con (rk) CR talquer, — 0.
Asi la funcién f; : I - RconI= {r, € R | u, € D} dadapor fi(r,) := f(u,) es diferenciable excepto en
un conjunto a lo mas numerable (ver Teorema 1.1).
Por lo tanto, nos acercamos a x, mediante puntos u, donde f](r,) existe.

4
i Vil s, € 001(10)-

Luego, si u;, v, € 6f(u,) entonces u;
Lo cual implica que

Lt]/( Xo+Rx, = V]/( Xo+Rx,
= (upx,) = (Vi X,)
= (u-v,x,) = 0.

Esto quiere decir que u, € D\A,,,, con m > 1 arbitraria, por lo tanto, para cada n > 1 existe (uk) c D\A,»
tal que u, — x, es decir, D\A,,,, es denso y concluimos por el Teorema de Categoria de Baire (ver Teorema
B.2) que G = N (D\A,,,) es denso. O

Proposicion 1.11. Para x = (x,) en [ consideramos la seminorma P : [* —R dada por
P(x) = Tim|x,| = ,ym(sup{ [ |n> k})

Entonces P es continua y convexa pero no es Gateaux diferenciable en ningiin punto.

Prueba: Por ser P una seminorma se tiene que es convexa y la continuidad se sigue de la definiciéon de P
ya que [P(0)] < x [l

Por otro lado, si P(x) = 0 entonces (x,,) CR es tal que x, — 0 por lo que tomandoy = (y,) CR cony, =1
para toda n € N se cumple que P(x + ty) — P(x) = P(x + ty).

Asi

lim sup{ |x;, + 1y, In > k'} = |1

P(x+1y)— P(x) |t}

t R

La cual diverge si t — 0, es decir, no existe dP(x)(y).

Abhora bien, si P(x) # 0 entonces sin pérdida de generalidad supongamos que P(x) = 1, de esta manera
existe (xn’_) C (x,) tal que 1, | — 1.

También podemos suponer que x, y Xn, tienen el mismo signo para toda i, j € N, pues bastaria tomar una
subsucesion de (x,,i), por lo cual sélo consideramos el caso en que x,, > 0 para toda i € N.

Luego, si tomamos y = (y,) C R con

1 sin# n; 6n = n;coniimpar

vy, = . .
" 0 sin=mn;conipar.

Entonces

P(x +ty) — P(x)

= ]}im supf{ |x, +ty,|lIn >k} —1

P(x+1ty)—1

gl’m sup{ |x,, + #| |n; > k,i impar } — 1.
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Y dado que
gl’msup{lxn,.+t||n,-2k,iimpar}—1:|1+t|—1

consideramos dos casos, primero, si t > 0 entonces | 1 +¢| — 1 = ¢ por lo que
P(x +ty) — P(x)
m =

Ii 1
t—0+
ysit < Oentonces|1+¢|— 1porloque
. P(x+1y) - P(x)
lim = 0.
t—0~ t
Por lo tanto, no existe dP(x)(y) para toda x € [*. O

Observamos que la Proposicion 1.11 no contradice el Teorema 1.2 ya que [* no es un espacio de Banach
separable.

A pesar de esta Proposicion, hay espacios de Banach no separables en los cuales el Teorema de Mazur es
vélido, esta clase es la de espacios de Banach débilmente compactos-generados.

Para las siguientes definiciones consideramos E un espacio de Banach y D c E abierto, convexo y no vacio.

Definicion 4. Decimos que E es un Espacio de Asplund si toda funcion f : D — R convexa y continua es
Fréchet diferenciable en cada punto de algiin subconjunto Gs denso de D.

Definicion 5. Decimos que E es un Espacio débil de Asplund si toda funcion f : D — R convexa y continua
es Gateaux diferenciable en cada punto de algiin subconjunto Gs denso de D.

Noétese que el término “débil” no se refiere a la topologia débil, esta terminologia se usa por que
la diferenciabilidad de Gateaux es llamada a veces diferenciabilidad débil (dado que diferenciabilidad de
Fréchet implica diferenciabilidad de Gateaux.)

Asi por la Proposicion 1.11 se tiene que [ no es un Espacio débil de Asplund y por el ejemplo dado en
1.2.1, el espacio [' no es un Espacio de Asplund. De hecho, mas adelante veremos que si E’ es separable
entonces E es un espacio de Asplund.

Por otra parte, dado que para funciones convexas y continuas en general es dificil mostrar explicitamente
f'(x), cuando esta existe, es posible caracterizar la derivada de Fréchet en x s6lo en términos de f y esto se
puede hacer si el subdiferencial de f es no vacio. Aun que también el hecho de mostrar la existencia de la
derivada es algo no trivial.

Proposicion 1.12. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua. Entonces f
es Fréchet diferenciable en x si 'y solo si para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que

fx+ty)+ f(x—ty)—2f(x) <te (1.12)
para cualesquieray € E tal que || y||l=1 y 0<t <.

Prueba: Primero mostremos la necesidad, es decir, supongamos que f es Fréchet diferenciable en ux,
entonces existe f* € E’ tal que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

, €
fa+ty) = f)= < f(0.ty>< Sty

para cualquier y € E con |[y|| = 1y t € (0, 9).

De hecho esta desigualdad también es valida para —y por lo que tenemos que

fa+m) = f-< fy> < 2ty

=)= f- < fQ -ty > < 5t
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y al sumar estas desigualdades resulta

Jx+y) + flx—1y) = 2f(x) <et

por lo que se cumple (1.12).
Suficiencia: Dado que ¢ f(x) # @ por la Observacion 2 tenemos que dada x* € E’ y dada y € E tal que
x+1ty,x—ty € Dcont > 0implica que

<x',ty> <x,x+ty—x>< f(x+1y)— f(x) (1.13)

fx—1y) = f(x) (1.14)

<x,-ty>

IA

y como por hipdtesis tenemos que para todo € > 0 existe & > 0 tal que (1.12) para cualquier ¢ € (0,0) y
cualquier y € E tal que |[y|| = 1 se cumple que

fx+ty) = f(x) < te+ f(x) - f(x—1y)
= fx+ty)— fx)—<x,ty> < te+ f(x)— f(x—ty)— < x,ty>. (1.15)

Por otro lado, de (1.13) se tiene que

fx+ty)— f(x)-<x,ty>>0

y por (1.14) se tiene que
f) - fx—ty)—<x,ty><0

por lo que de (1.15) concluimos que:
0 < f(x+1ty)— f(x)— < x',ty>< te.

Por lo tanto f es Gateaux diferenciable en x y el limite (1.6) converge uniformemente para toda y € E tal

que [[yl| = 1.
Asi f es Fréchet diferenciable en x en virtud de la Proposicion 1.6. O

De manera similar tenemos una caracterizacion para la derivada de Gateaux.

Proposicion 1.13. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua. Entonces f
es Gateaux diferenciable en x si 'y solo si

lim St ty) + fx—ty) =2 (%) _

t—0* t

0 , VYyeE. (1.16)

Prueba: Para la necesidad, supongamos que f es Gateaux diferenciable en x, entonces se tiene que para
toda y € E se cumple que

lim

t—o*

=df(x)(y).

Y esto quiere decir por definicidn de limite que dada € > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 < ¢ < ¢ entonces

Jx+1y) - f(x)
t

Vu+m—ﬂﬂ—WUmw<%

Por lo que
€ €
- §t<f(x+ty)—f(x)—df(x)(y) < Et. (1.17)

Pero también tenemos que existe d f(x)(—y) por lo que

|ﬂhW%ﬂﬂﬂmmm<%
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es decir, . .
- Et < fx—-ty)— f(x)+df(x)(y) < Et' (1.18)

Asi sumando (1.17) y (1.18) obtenemos

et< f(x+ty)+ f(x—ty)—2f(x) <et.

Por lo tanto se cumple (1.16).
Suficiencia: Por las observaciones hechas en la Definicién 1 es suficiente mostrar que para toda y € E se

cumple que —d” f(x)(=y) = d" f(x)(y).
En efecto, sea y € E y mostremos que

i TG~ @)

t—0t t t—0t t
es decir,
o SO ) S+ [ =) - )
t—0* t
Pero esta condicion se cumple ya que estamos suponiendo (1.16). O

Asi obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.14. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua. Entonces el

conjunto
G = {x eD | f'(x) existe }

posiblemente vacio, es un conjunto G de D.

Prueba: Claramente, si G = () entonces G es un subconjunto G5 de D.
Si G # 0, definimos para cadan € N

G,=<xeD| 36 > 0 tal que sup{ (1.19)

yeE
lIyll=1

fe+ o0+ fx=00)=2f() _1 }
0 n

y por el Lema 1.1 tenemos que las funciones

gy = LEEDI=I@ -y Sxm )=S0

son no decrecientes conforme t — 0*.

Luego por la Proposicion 1.12 tenemos que G = () G, por lo que s6lo necesitamos probar que G, es abierto
para cadan € N.

Para esto, usamos el hecho de que f es localmente Lipschitz, es decir, existen 6; > 0 y M > 0 tales que si
u,v € B, (x) entonces [fu) — f0)| <M lu—v]  (Ver Prop. L.1).

Asi para cada x € G, existen 6 > 0y r > 0 tales que paratoday € Econ || y||= 1setieneque x+dye D y

fx+06y)+ f(x—0dy) —2f(x) <r<l
) - n

Por lo que dada z € B, (x) C D para algtin 6, tal que 0 < 6, < (6,/2) tenemos que z+ 6,y € Dcon || y || = 1.
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Mis ain, si0 <6 <6,y |yl = 1 entonces

feron+fz=0)-2/@) 1 (1.20)

) n

Ya que
5 f@+8y) + fa- o) -2f@)] =

5@+ 8y) = flx+8y) + flx +6y) + flx = &y) —
fx=8y) + fz = 6y) = 2f(@) + 2f () = 2f ()] <

57| f@+6y) = fx+6y)| + 67| fz—oy) - flx=dy)| +
5 flx+6y) + f(x = 6y) - 2f(0)| + 572 (x) - 2f(2)] <

M& Yz +8y—x—=06yll + M z—3y—x+0y| +
IMS Ix =z +r

AMS |z —x|| +r

IA

AMS™'5, + r <1/n, si & <4M&™((1/n) 7).
Por lo tanto, z satisface (1.20), lo cual implica que By, (x) C G, es decir, G, es abierto. O
Por dltimo damos una caracterizacion del minimo global de una funcién convexa y continua.

Proposicion 1.15. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua. Entonces f
tiene un minimo global en x € D si y solo la funcion constante cero es un elemento del subdiferencial de f

en x.
Prueba: 0€df(x) & <0,y—x> < f(y) - f(x) & f(x) < f(y) VyeD. O



Capitulo 2

Espacios de Asplund.

En este capitulo, estudiamos los espacios de Asplund y damos condiciones necesarias y suficientes para
determinar cuando un espacio de Banach E es un espacio de Asplund.
Para esto requerimos del estudio de los operadores moné6tonos y de los subdiferenciales pero primero deno-
tamos por un mapeo valuado en subconjuntos de un espacio a una funcién con dominio el espacio dado y
contradominio el conjunto potencia de dicho espacio, es decir, la imagen de un elemento es un subconjunto
del espacio.

2.1. Operadores Monoétonos y Subdiferenciales.
Definicién 6. Un mapeo valuado en subconjuntos de E’, T : E — 2 es un operador monétono si

<x -y, x-y>=> 0 (2.1

para cualesquiera x,y € E 'y x" € T(x); y € T(y); no es necesario que T(x) sea no vacio.
El dominio del operador T es el conjunto

D(T) := {x cE|T()# (Z)} 2.2)

2.1.1. Ejemplos.

1. Sea D c E abierto, convexo y no vacio y consideremos f : D — R continua y convexa. Entonces el
operador T : E — 2% dado por

{6f(x) xeD
T(x) =
0 x¢D

es un operador monétono con D(T) = D.
Prueba: Si x’ e T(x) =6f(x) yy € T(y) = 6 f(y) entonces

<x,y—-x> < fO-f(x) , VyeD
Jfx)-fQ@» , VYxeD.

IA

<y, x-y>
Abhora bien, dado que
<Y, x=y>=<y,-(-x0)>= -<y,y-x>

27
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entonces se sigue para cualesquiera x,y € D que

<x,y—x>-<y,y-x> < fO)-f0)+f0)-f»
= <xX-y,y—-x> < 0
= -<xX =y, y-x> > 0
= <x' -y, x-y> > 0.
El hecho de que D(T) = D se sigue de la definicién de subdiferencial de f en x. O

. Sean H un espacio de Hilbert sobre R y 7 : H — H lineal. Entonces 7" es mondétono si y s6lo si

< Tx,x> > 0paratoda x €H.
Prueba: Primero mostramos la necesidad. Supongamos que 7 es mondtono, entonces se cumple la
condicion (2.1), en particular si tomamos y = 0.

Por lo tanto

0 < <Tx-T0,x-0>=<Tx,x>, VxeH

dado que T es lineal.
Suficiencia: Dado que T es lineal se tiene que 7x — Ty = T(x — y) mientras que por hipétesis,
<T(x-y,x—y> 2> 0. o

. Una funcién ¢ : R — R es mondtona no decreciente (en el sentido usual) si y s6lo si es mondtona en

el sentido de la Definicién 6, es decir,

f <ty = @) < P(t,) siy solosi [qﬁ(tz) - ¢(t1)](t2 - f1) >0 , Vi, eR

Prueba: Es inmediata de 2 ya que el producto interior en R es el producto usual entre numeros reales.

. Sean H espacio de Hilbert, C c H acotado, cerrado, no vacioy U : C — C un mapeo no expansivo,

es decir,
NUx)-UI < llx=yll , Vx,yeC (2.3)

y sea l : H — H el mapeo identidad. Entonces T : H — C dado por

I-U)x) xeC
T(x) = (2.4)
0 x¢C

es un operador monétono con D(T') = C.
Prueba: Si x, y € C entonces

<Tx)-T@y),x—-y> <x-Ux)+y+U@y),x—y>
<x-y-[Ux)-U®]x-y>
lx=yIP-<U®-U@,x—y>
lx=yIP =11 U@ -UD) |l lx=y]

lx=yIP=llx=yl? =0.

AV | |

\%

Donde la penultima desigualdad se da por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la dltima desigualdad se

debe a que U es un mapeo no expansivo. O
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Definicién 7. Sean X, Y espacios Hausdorffy sea T : X — 2¥ un mapeo valuado en subconjuntos de Y.
Decimos que T es semicontinua superiormente en x € X si para cada V C Y abierto tal que T(x) C V existe
U vecindad de x abierta tal que T(U) C V.

Ademads si AC E entonces definimos

T(A) := U{ T(x)

Y decimos que T es semicontinua superiormente en un conjunto A si T es semicontinua superiormente en

x€eA }

todo elemento del conjunto A.

Nota: La semicontinuidad superiormente es mas general que la continuidad de funciones ya que estamos
trabajando con subconjuntos arbitrarios, sin embargo, si el mapeo es univaluado (es decir, la imagen es
un singulete o conjunto unitario para todo elemento del dominio) entonces la semicontinuidad superior
coincide con nuestra definicion usual de continuidad.

Proposicion 2.1. Sea T : E — 2% un mapeo valuado en subconjuntos de E’. Entonces

T es norma-o(E’,E) [respectivamente norma - norma] semicontinua superiormente en x € D(T) si y solo
sipara cada VC E’ o(E’,E) [respectivamente norma]—abierto tal que T(x) C Vy cada (x,) € D(T) tal que
|| x, — x ||— O implica que T(x,) C V para toda n suficientemente grande. [Equivalentemente, T(Bf (x))C |%

para toda 6 > 0 suficientemente pequeﬁa.]

Prueba: Para la necesidad supongamos que 7 : E — 2£ es norma-o«(E’, E) [norma - norma] semi-
continua superiormente en x € D(T).
SiVCcE es o(E’E) [norma]—abierto tal que 7'(x) CV entonces existe €, > 0 tal que T(ng(x)) cV.
Por lo que dada (x,,) € D(T) con || x, — x ||[— O se cumple que para €, existe N(g,) € N tal que || x, —x ||< &,
sin > N(g,) por lo tanto

T(x,) C U{T(xn) X, € ng(x)} - T(ng(x)) CV.

Suficiencia: Supongamos que 7' : E — 2" no es norma-o-(E’, E) [norma - norma] semicontinua superior-
mente en x € D(T).

Asiexiste V, c E’, o(E’,E) [norma]-abierto tal que para todo € > 0 se tiene que T(Bg(x))cz V, por lo
tanto, existe x,, € T(Be(x))\Vo.

De aqui que existe x, €B¢(x) tal que

¥ € T(x) C U{T(xn) X, € Bg(x)} c T(Bg())
pero x, ¢V, = T(x,) ¢V, O

Proposicion 2.2. Sea T : E — 25" un mapeo valuado en subconjuntos de E’ tal que T(x) es unitario.
Entonces

T es norma-norma semicontinua superiormente en x < lim diam T(B(S(x)) =0.
6—0*

Prueba: Para la necesidad supongamos que 7' es norma-norma semicontinua superiormente en x € D(T).
Entonces T'(x) = {x'} y por la Proposicién anterior, para todo € > O tal que x" € Bg(w’) para algiin w’ € E’
y cada (x,) € D(T) con || x, — x ||— O se tiene que

T(By(x)) ¢ Bg(w') V6> 0.
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Por lo tanto,
lim diam 7(B,(x)) =

0—0*
Suficiencia: Supongamos que
611)r(r)1+ diam T(Bé(x)) =

Entonces
diam T(By(x)) <& si [ x|< o

= sup{ll S ' Yow e T(Bé(x))} <e . sillx|<o.

Por otro lado, sea (x,,) € D(T) tal que || x, — x |[-» 0y si V C E’ es norma abierto tal que 7(x) = {x'} cV
entonces x’ €V y existe € > 0 tal que Bg’(x’) cV.
Ahora bien, como

lx,—xll<d = ||x,-x"|| <e

entonces

x, €V = T(By(x) U{T(x,,) X € Be(x)} cVv.

Es decir, T es norma-norma semicontinua superiormente en x en virtud de la Proposicion 2.1. O

Proposicion 2.3. Sea D C E abierto, convexo y sea f : D — R continua y convexa. Entonces el mapeo
subdiferencial x — 0 f(x) es norma-o(E’, E) semicontinuo superiormente en D.

Prueba: Por la Proposicion 2.1 basta mostrar que si x, € Dy W C E’ es o(E’, E)-abierto y 6 f(x,) CW
entonces para cualquier (x,) C D tal que || x, — x, |[— 0 implica que 6 f(x,) CW para toda n suficientemente
grande.

Si esto no ocurre entonces existe una subsucesion () C () tal que 6 f (%, ) €W. Es decir, para toda k € N
existe x,;k €eof (xnk)\W.

Por otro lado, por la Proposicion 1.4, el mapeo subdiferencial es localmente acotado en x, y existe B (xo)
o(E’E

o(E’, E)-compacta con x] € §f(x,) y existen (xnk ) ( ) yx e BE(x) (x ) tales que X, TED, x'.

1

Afirmacion: x" € 6f(x,)\W.
Sea y € D entonces

<x,y—x,> <11mx ,y—hmxn>
[—>00 l

= lim<x;l ,y—xnk>
k 1

[—00 |
< Jim f0) -
= fO) - f(x).

Asi, x" € 6f(x,) sin embargo, dado que x;lk ¢W paratoda !l € N, ya que:

(x;lkl) C (x;lk) cof (x,,k) \W.
o(E"E)

Entonces, como Xy — x" se tiene que x" €W, es decir, x’ € f(x,)\W.
l

Pero 6 f(x,) CW implica que x" €W y esto es una contradiccion. O
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Lema 2.1. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R continua, convexay Fréchet diferenciable
en x. Entonces el mapeo subdiferencial x — 6 f(x) es norma-norma semicontinua superiormente en Xx.

Prueba: Como f es Fréchet diferenciable entonces 6 f(x) es un conjunto unitario, de hecho, 6 f(x) = { f ’(x)}.
Ahora bien, denotando por x” a f’(x) debemos mostrar que para cualquier VC E’ abierto, segun la norma,
existe una vecindad U de x tal que 6 f(U) C V.

Si esto no ocurre entonces existe € > 0 tal que para alguna sucesion (xn) C Dy algin x, € 6 f(x,) para cada
n, tal que || x, — x ||—= 0 pero 6 f(x,) ¢V, es decitr, || x;, — x" [|> 2e.

Por lo que existe z, € E tal que < x/, — x',z, > >2econ||z, || = 1.

Por otro lado, ya que f es Fréchet diferenciable en x existe 6 > Otalque x+yeD y

fx+y) = f(x)-<x,y> < €yl

con|ly]|| <o.
Asi, dada x;, € 6 f(x,) obtenemos que

<X, (x+y) —x,>

IA

Sx+y) = f(x)
= <x,y> < fx+y) - f(x)—-<x,x—x,>
SO+ y) = fO)+ <2, x, — x> +f(x0) = f(x0).

Ahora bien, haciendo y, = 0z, se cumple que < x, — x',y, > = <x, —x',0z, > > 2¢0.
Luego,

260 < <X, =X, y,> = <X,y >—<x,y,>

Jx+yn) = [0+ < x, X, —x > +f(x) = fo)— < X,y >

[FCr+3) = FO= < Xy >[4+ < X2 = x> +£(3) = f(x,)

ell yu ll + <2, %, — x> +f(x) = f(x,)

g0+ < X, X, — X > +f(x) — f(x,). (2.5)

IAN 1 IA

Y gracias a la Proposicién 1.4 sabemos que
|< X xa—x>| < x| % —x] < oo (2.6)
Por lo que al combinar (2.5) con (2.6) se deduce que

2e6 < &b+ || X, || Il X0 = x ||+ ) = £(xa)

Finalmente, dado que por hipdtesis suponemos que || x, — x ||— 0 y ademds f es continua, por lo tanto,
| Jf(x) = f(x,)| = 0 asi podemos concluir que

2¢6 < €0
lo cual es imposible. o
Definicién 8. Sean E, F espacios de Banach y sea T : E — 2F. Una seleccién ¢ : E — F para T es una
Juncion univaluada tal que ¢(x) € T(x) para toda x € E.
Proposicion 2.4. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R continua y convexa. Entonces f es
Gdateaux diferenciable [Fréchet diferenciable] en x, € D si y solo si existe una seleccion ¢ para el mapeo

subdiferencial 6 f tal que ¢ es norma — o(E’, E) [norma—norma] continua en x, €D.

Prueba: Para la suficiencia supongamos que existe ¢ seleccion para x — Jf(x) y sea x, € D entonces
#(x,) € 0f(x,) es decir,
< ¢(xo)’y - Xo > < f(y) - f(xn) Vy €D
=0 < f(y) - f(xo)_ < ¢(xo),y —X,> Vye€ D. (2.7)
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Por otro lado, dada y € D también se cumple que ¢(y) € 6 f(y) por definicién de seleccidn, asi
< ¢(y)a-xo -y> < f(xo) _f(y)

= fO) - f(x) £ —<d(), X, —y> = <),y —x,>. (2.8)

Por lo que combinando las desigualdades (2.7) y (2.8) obtenemos que

0

IA

f(y) - f(xo)_ < ¢(xo)’y - Xp >
<),y —Xo > — < P(x,),y — X >
<o) —d(x,),y—x,> , VyeD.

IA

De aqui que tomando y = x, + tv con ¢t > 0 tal que y € D (pues D es abierto) se sigue la desigualdad

< flx, + Wt) —fx) <P(x,),v> < < d(x, +1v) — d(x,),V > . (2.9)

0

Ahora bien, utilizando la hipétesis de que ¢ es o(E’,E)-norma continua en x, se tiene que dada € > 0 existe
0 > 0 tal que
|< ¢(x, + 1) — p(x,),v>| <& , si0<t<G.

Por lo tanto, al tomar limite cuando ¢t — 0" en (2.9) se sigue que d* f(x,) = ¢(x,) es decir, f es Gateaux
diferenciable en x,,.
Y si ¢ es norma-norma continua en x, entonces al tomary = x, + v € Dy € > 0 existe § > 0 tal que

0 < fO) = fxo)= < pl(xo),v >
< <o0) = d(xo),v >
< T = dGxo) [ I vl
< egfvl

si||v]<é.
Esto implica que,
[fCro +0) = f(x)— < p(xo),v>| < ellv]l sillvi<é

es decir, f es Fréchet diferenciable en x, con f'(x,) = ¢(x,).

Necesidad: Supongamos que f es Gateaux diferenciable en x,, entonces por la Proposicion 1.2 se tiene que
0 f(x,) es un conjunto unitario.

Dado que x — 6 f(x) es o(E’,E)-norma semicontinuo superiormente en x,, por la Proposicién 2.3 se cumple
que cualquier seleccidn para el mapeo subdiferencial es o(E’,E)-norma continua superiormente en x,,.

Por ultimo, si suponemos que f es Fréchet diferenciable en x, entonces ¢ f(x,) €s un conjunto unitario y por
el Lema 2.1, x = Jf(x) es norma-norma semicontinuo superiormente en x, por lo tanto, cualquier seleccion
para el mapeo subdiferencial es norma-norma continua en x,,. O

Corolario 2.1. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R continua, convexa y Fréchet
diferenciable en D. Entonces x — ['(x) es norma-norma continuo en D.

Definicion 9. Para x’ € E’\{0} y a € (0, 1) definimos el a-cono como el conjunto

k(i) ={xeE | allx| x| < <x. x>}



2.1. OPERADORES MONOTONOS Y SUBDIFERENCIALES. 33

Figura 2.1: @-cono

La figura 2.1 muestra la idea geométrica de los a-conos, cabe mencionar que si « — 0 entonces el
a-cono, k(x’; @) se hace mas ancho.

Proposicion 2.5. Los a-conos satisfacen las siguientes propiedades:
1. k(xX';a) + k(xX';a) C k(X'; @).
2. Bk(x';@) Ck(x';a) , VB e(0,1).
3. k(x'; @) es convexo.
4. k(x'; @) es cerrado.
5. intk(x';a) = {xEE | allx|| | X < <x,x> }

Prueba: 1) si u,v € k(x’; @) entonces

allutvi 12 < alllull+Ivi] 1]
= allull 1X 0N+ allvI I xI
< <x,u>+<x,v>
= <x,u+v>
es decir, u + v € k(X'; @).
2)Sipe(0,1)y u € k(x'; @) entonces
allpull X1l = apllull | X'l < B<x,u>< <x,u>

es decir, Su € k(x'; @).
3)site (0,1)yu,vek(x’;a)entonces tu + (1 — t)v € k(x'; @) en virtud de las propiedades 1 y 2.
4) k(x', @) es cerrado ya que

k(x’,a):{er\{O} ‘ all x| < <x',”—jz”>}u{o}

el cual es un conjunto cerrado por ser la imagen inversa bajo

z(x’) = <x’ i>

1l I

de [ || X" ||, o) unidn el cero.
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5) Sea B := {x e E ' allx]|| x|l < <x,x >} el cual claramente es un subconjunto de k(x’; @) y

B=lxcE ‘ ol x| < <xi>
Il x ||

el cual es la imagen inversa bajo
x , X
—(x) = <x —>

[1xll I

ademds B es abierto dado que

de (a [| X" ||, 00).

Luego, int k(x"; @) CB pues en B faltan los elementos donde se da la igualdad, y estos puntos, no son puntos
interiores.

Por lo tanto, de la de Definicion de interior se sigue que int k(x’; @) = B. O

Definiciéon 10. Un subconjunto M de E es magro con respecto a un a-cono para algiin @ € (0, 1) si para
toda x M, y para toda € > 0 existe z € Bg(x) y existe x' € E’\{0} tales que

MnN [z + intk(x'; a)] = 0.

Es decir, M es magro con respecto a un @-cono si cualquier punto de M puede ser aproximado arbitraria-
mente cerca por vértices de conos cuyos interiores estdn en el complemento de M.

Nota: z + int(k(x’;a)) = {y eE | allx |l lly-zll < <x,y-z >}

En la figura 2.2 mostramos un ejemplo de un conjunto que no es magro con respecto a un @ cono.

Figura 2.2: Conjunto no Magro

Definicion 11. Un subconjunto M de E es angularmente pequeiio si para todo a € (0,1) M es la union
numerable de conjuntos magros con respecto a los a-conos.

Observacion 3. Sea M magro con respecto a los a-conos. Entonces la cerradura de M tiene interior vacio,
ya que de lo contrario existiria un x, € M tal que x, € M N [z + int(k(x’; a/))].
De aqui que, todo conjunto angularmente pequerio es de primer categoria de Baire, ver Definicion 38.
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Teorema 2.1. (Preiss-Zajicek. )Sea E espacio de Banach con dual separable y sea T : E — 25 mondtono.
Entonces existe un conjunto A C D(T) angularmente pequeiio tal que T es univaluado y norma-norma
semicontinua superiormente en D(T)\A.

Prueba: En virtud de la Proposicion 2.2 basta mostrar que

A= {x e D(T)

lim diam T(B,(x)) > o}

es un conjunto angularmente pequefio.
Por otro lado, definiendo

L 1
A, = {x e D(T) ‘ lim diam T(Bé(x)) > Z}
tenemos que A = [ JA,.

Luego, como E’ es separable, existe (x,’c) C E’ sucesién densa y si a € (0, 1) entonces definimos

An,k = {x €A, an

dist (x;, T(x)) < 1}

conloque A, = JA, .

Ahora bien, para mostrar que cada A, ; es magro con respecto a los a-conos, tomamos x, € A, y sea€ > 0
asi, x, € A, y existe 6 > O tal que 0 < 6 < ¢y existen z,,z, € Bys(x,) tales que z; € T(z;)) coni = 1,2y
Il zi =z, lI> (1/n).

Por lo que para cualquier x” € T'(x,) se tiene que || z; — x” ||> (1/2n) para alguna i = 1,2 por la desigualdad
del triangulo.

Mientras que dist(x,’c, T(xo)) < (a/4n) implica que existe x" € T(x,) tal que

| x, — X" [I< (a/4n).

Por lo tanto, existe z €B¢(x,) talque 2 € T(2) y

N2 =x Il = 12 =2 =(=x"+x)

> |2 =X = Il =x; + x|l
1 @

> —_— e ——
2n  4n

> ! ! e (0,1
— - ues
2n  4n pues @ ’
1

= — 2.10
4n ( )

tomando z’ como la correspondiente z; tal que || z; — x” ||> (1/2n).
Y por dltimo, para mostrar que

AunlyeE | <2 —xoy-z>>allZ -5l Ily-zll =0

tomamos y € D(T) talque <z’ —x;,y—z> >a ||z —x, || ly—zllysiy € T(y) entonces y’ ¢ A, .
En efecto, como T es mondtono entonces <y —z',y—z> >0y

<Y -xpy-z> = <Y -Z+d-xy-z>

<y -Zyy-z>+<Z-x,y-z>

> <7 -x,y-2z>

> all —x |l lly—zIl
04

> 4—||y—Z|| por (2.10).
n
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Lo cual implica que <y’ - X}, i y—< ”> > 41 de aqui que
y—z n

(04

’ 4
x| >—
Iy k” an

esdecir,y € A, . O
Teorema 2.2. Sea E un espacio de Banach tal que E’ es separable. Entonces E es un espacio de Asplund.

Prueba: Sea D C E convexo, abierto y no vacio y consideremos f : D — R cualquier funcién convexa y
continua.

Dado que x — 6 f(x) es un operador mondtono entonces por el Teorema 2.1 existe AC D(T') angularmente
pequeio tal que x — Jf(x) es univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en D(7)\A el cual

A:UA,,

neN

es un conjunto Gs denso ya que

con cada A,, subconjunto magro con respecto a los a-conos, es decir, int(A_n) =0.
Asi en virtud de la Proposicion 2.4 basta tomar la seleccion trivial en cada x € D(T)\A paraque f : D - R
sea Fréchet diferenciable en D(T)\A. O

Como ejemplo de espacio de Banach con dual separable, tenemos al espacio de sucesiones C,; pero no
I', pues su dual [* no es separable. Ademads, los espacios [’ y L” con 1 < p < oo si tienen espacio dual
separable.

De manera mds general, todo espacio de Banach reflexivo y separable tiene dual separable.

Teorema 2.3. Supongamos que todo subespacio cerrado separable F de E es espacio de Asplund. Entonces
E es un espacio de Asplund.

Prueba: La demostracion serd por contrapositiva.
Si E no es espacio de Asplund entonces existe f : D — R continua y convexa con D C E convexo, abierto
y no vacio tal que
G = {x eD | f es Fréchet diferenciable en x}

no es denso en D.
Ahora bien, construiremos un subespacio cerrado y separable F de E tal que F N D # 0 y el conjunto

{x eD | f |  es Fréchet diferenciable en x}

no es denso en F N D.
Para esto, utilizamos los conjuntos G,, dados en (1.19) es decir, dada f definimos

(2.11)

G,.(f) = xeD' 36 > 0 tal que sup{ 5
n

yeE
llyll=1

flx+0y) + flx = 6y) - 2(x) _ l}

con los cuales se tiene que G(f) = () G,(f).

Y dado que D es un espacio de Baire (ver Definicion 39) podemos concluir que existe m € N tal que G,,(f)
no es denso en D, es decir, existe U ¢ D\G,,(f) abierto y no vacio.

Para construir el subespacio cerrado y separable definimos por induccién una sucesion creciente (Fy) tal
que Fy serd un subespacio separable y cerrado de E para toda k y tomaremos F = m
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Primero, como U es no vacio, dado x, € U existe (yl’j) c U con “yUH = 1 tal que para toda 6 > O se
satisface que
f(xl + 5)’1,]') + f(x1 — 6y1’j) — Zf(xl) 1

>
sgp 0 " 2m

pues x, & G, (f).

Asi definimos F; := span(xl, {yl ]}) de esta manera, F'; es separabley F1 N U # Qyaque x, € F; N U.
7 jeN

Luego, tomamos el conjunto {xl’p} C F; N U denso numerable y para cada p € Ny § > 0 existe

peN
(yp’j) CFinUcon ||yp!j|| = 1 tales que

f(xl,p + 5y,,,j) + f(xl,p - 5y,,,j) - 2f(x1,p) 1
sup 5 > m
J

Entonces definimos F := span(Fl, {xlvp} U {yp’j}) .
p,jeN

Por lo tanto, de manera recursiva construimos una sucesion de espacios densos numerables cerrados Fj
tales que Fy C Fi1 y Fir N U # 0y hacemos F := U Fy.

keN
Observamos que F es separable con {xn p} Nsubconjunto denso numerable en F' N U y por construccion
) n,pe

se tiene que Xip ¢ G2m( f ‘F) con sz( f ‘F) definido como en (2.11), entonces {xk’p} C (D nU )\sz( f |F) ya
que U C D.

Por ultimo, sz( f ‘F) es abiertoen F conlocual FN U C (D NnNU )\sz( f ‘F) pues de lo contrario, existiria
x, € FN U tal que

x, ¢ (DNU) \sz(f‘ )
= x, € E\ [(D nu)n (E\Gm(f F))]
(7]

- [(E\(D NU)) UG F)]

y dado que x, € Uy como DNU = U se tiene que x, ¢ E\(D N U) conlo cual x, € Ggm(f‘F) y esto implica
que existe Xy € sz( f 'F) lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, f ’F no es Fréchet diferenciable en todo F N U. O

Corolario 2.2. Supongamos que todo subespacio separable de un espacio de Banach E tiene dual separa-
ble. Entonces E es un espacio de Asplund.

La prueba es inmediata del Teorema 2.2 y del Teorema 2.3.

Definicion 12. Una rebanada de un subconjunto no vacio A de E es un subconjunto no vacio de A dado
por
S, A @) = {x €A ' <x,x> >0 - oz}

donde X' € E’,a > 0y o(x') := sup{< x/, x > | x € A} es la funcion soporte de A.

En la figura 2.3 mostramos la idea geométrica de una Rebanada para un conjunto.
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Figura 2.3: Rebanada

Definicion 13. Sea A C E’. Definimos la o(E’, E)-rebanada de A como:
S(x, A, @) = {x’ €A | <X, x> >04x) - a/}
donde x e E,a > 0y 0 4(x) := sup{< x’, x > | x €A}

Por otro lado, decimos que un subconjunto no vacio A de E admite rebanadas [O'(E’, E)-rebanadas]

de didmetro arbitrariamente pequefio si para todo € > 0 existe una rebanada [O'(E’, E)-rebanada] de A de
didmetro menor que €.

Lema 2.2. Sea E un espacio de Asplund. Entonces todo subconjunto acotado y no vacio A de E’ admite
o(E’, E)-rebanadas de didmetro arbitrariamente pequeiio.

Prueba: Sea A C E’ no vacio y acotado, asi considerando la funcién:
P:E > R; P(x)=04x) = sup{< X, x> | x EA}.

Se tiene que P es una funcién sublineal y continua ya que por ser A acotado existe M > Otalque || x" || <M
para todo x” € A por lo cual

sup<x,x><M]| x| , VxeE.
X' €A

Por otro lado, si existe ¢ > 0 tal que toda o(E’, E)-rebanada de A tiene didmetro mayor o igual que €
entonces la funcién P no es Fréchet diferenciable en E:
En efecto, dada x € E se cumple que para cada n > 1 la o(E’, E)-rebanada dada por S(x,A, (e /3n))

es tal que el diém(S (x,A, (e / 3n))) > ¢ por lo que existen elementos x/,,y, € S (x,A, (e/ 3n)) tales que
Il x, =y Il > e
Entonces tenemos que

<xX,x> > P(X)—— , VxcE
3n
, €
<y,x> > Px)—-— , VxeE
3n

4 ’
<X, =YXy > > €
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para algun x, € E tal que || x, ||= 1. Entonces

C<x,x>-~ < -P(x) , Vx€E
3n
, €
-<y,x>-— < —-Px) , VYxeE
3n
, , 2e
$—<xn,x>—<yn,x>—3— < =2P(x) , VxeA.
n

Ahora bien, dado que
Plx+ (1/n)x,] + P[x— (1/n)x,] = 2P[x] >
<x,x+(/n)x,>+<y,x—A/n)x, >—-<x,x>—-<y,x>—-(2¢)/(3n) =
<x,x+{A/n)x, >+ <y, x=1/m)x,>—-<x,+y,x>—-(2¢)/Bn) =
<x,x>+(1/n)<x,x,>+<y,x>-1/n) <y, x, >
- <x,+y,x>-(2¢)/(3n) =

<x,+y,x>+(A/n)<x, =y, x,>—<x,+y,x>—-(2¢)/(3n) =
2¢

(A/n) < X, =y %0 > —2)/(Bn) > - — = = =
n 3n 3n

Entonces
Plx + (1/n)x,] + P[x — (1/n)x,] — 2P[x] S €
(1/n) 3
Por lo que de acuerdo a la caracterizacion de diferenciabilidad de Gateaux dada por (1.16) tenemos que P
no es Gateaux diferenciable en x € E y esto implica que P no es Fréchet diferenciable, por lo tanto, E no es

espacio de Asplund. O

Teorema 2.4. Sea E es un espacio de Banach separable. Entonces E es espacio de Asplund si y solo si E’
es separable.

Prueba: Para la suficiencia, el Teorema 2.2 muestra que si E’ es separable entonces E es espacio de As-
plund.

Necesidad: Sea E un espacio de Asplund separable y supongamos que E’ no es separable, por lo tanto,
BF(O) no es separable. Entonces existe A C BF(O) no numerable y existe n, > 1 tales que

| x =y || =(1/n,)paratodo x',y" € Aconx’ #Y'.

Por otro lado, como E es separable y B?’(O) es o(E’, E) compacta entonces BIIE’(O) es metrizable (ver [16]) y
por lo tanto satisface el segundo axioma de numerabilidad, es decir, existe S base numerable de vecindades
de (B‘E’(O), (B, E)).

Asi A tiene a lo mds un conjunto numerable de puntos que no son o(E’, E) de acumulacion.

Abhora bien, definimos

A= A\ {x; x, no es o(E’, E) de acumulacién de A}

y si tomamos una o (E’, E)-rebanada de A entonces es un conjunto no vacio de la forma S (x, X, ) y ademds
es o(E’, E)-abierto por ser la imagen inversa de (0 7(x) — @, o) bajo la funcién evaluacion.

Por lo que dado x, € S(x,A,@) C Aexistey’ € S(x,A, @) cony # x, talque ||y — x) || > (1/n,).

Asi el diém(S (x, A, a/)) > (1/ng) y esto para cualquier o(E’, E)-rebanada de A, por lo tanto, E no es espacio

de Asplund por el Lema 2.2. O
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Definicién 14. Un mapeo valuado en subconjuntos de E’, T : E — 25 es n-ciclico monétono si

Z (X X = X1) 2 0

1<k<n

para cualquiern 2 2y x,, x|, X,, ..., X, € E tales que x, = x, y x; € T(x;) conk =1,2,...,n.
Y decimos que T es ciclico mondtono si T es n-ciclico monotono para toda n.

Observaciéon 4. Sea T : E — 25 2-ciclico monétono. Entonces T es un operador mondtono.

Prueba: Sean x,y € E y consideremos x’ € T(x) y y' € T(y) entonces por ser T un operador 2-ciclico se
cumple que

<xX =y, x-y>=<x,x-y>-<y,x-y>=<x,x-y>+<y,y—-x> >0.
Es decir, se satisface la condicion (2.1) de ser operador mondtono. d

Proposicion 2.6. El mapeo lineal T : R?> — RZ; T(x,,x,) = (x,,—x,) es mondtono pero no es 3-ciclico
monaotono.

Prueba: Dado que
((xps xp), (X3, =x))) = XX, = X0, = 0
se tiene que T es positivo y por el ejemplo 2 se tiene que 7' es mondtono.

Por otro lado, si tomamos x, = (1,1),x, = (0,1) y x; = x, = (1,0) se tiene que x| = (1,-1),x;, = (1,0) y
x; = (0,-1) por lo que

<x;,x1 - x0> + <x;,x2 - x1> + (xg,x3 - x2> =
(1, =1),0, D) +((1,0),(=1,0)) + {(0, = 1), (1, - 1)) =

-1-1+1=-1<0.

Es decir, T no es 3-ciclico monétono. m|

Proposicion 2.7. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R continua y convexa. Entonces el
mapeo subdiferencial x — df(x) es ciclico mondtono.

La prueba serd por induccion. Para el caso n = 1 tomamos x,, x,, x, € D tales que x, = x, y x € 6f(x,) con
k = 1,2 de esta manera, por ser el mapeo subdiferencial un operador monétono (ver ejemplo 1) se cumple
que

0 < <x]—=Xo,x; —X,> = <X|,X| =X, > — < Xp,X; — X, > =

’ ’ _ ’ ’
SXLX] =X > = <X, X =Xy > = <X, X —Xp >+ < Xp, X, —X; >

Por lo tanto, el mapeo subdiferencial es un operador 2-ciclico monétono.
Ahora supongamos que el mapeo subdiferencial es k-ciclico mon6tono para toda k < n.
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Entonces tomando x,, x,,...,x, € D tales que x, = x, y x, € 6f(x) conk = 1,...,n se tiene que
/ —
(X X = Xpg) =
1<k<n
/ / ’ ’ _
<x1’ X~ x(,> + Z (Ko X = X)) + X Xy = X p) + (0L X — ) =
2<k<n-2

<x’1, X~ x0> + Z (Ko X = X_p) + (X0 Xo = X ) + (X Xy — X,0)
2<k<n-2

/ / —
- <xn—1’ Xo — xn—2> + <x"’ Xn = x"—1> B

/ / /
<x1’ X~ x(,> + Z (Ko X = X)) + (X Xo = X, ) +
2<k<n-2
/ / -
<xn_1, X =X, =X+ xn_2> + <xn, X, — xn_1> =
/ / /
<x1, X~ x0> + Z (Ko X = X)) + (X Xo = X, )+
2<k<n-2
/ / —
<xn_1, Xpoy — x(,> + <xn, X, — xn_l> =
/ / /
<x1, X~ x0> + Z (X X = X)) + (X Xo = X, )+
2<k<n-2
/ /
<xn_1, Xpol — x0> + <xn, X, — xn_1> >0

por hipétesis de induccion y por ser d f un operador 2-ciclico monétono.
Asi x — 0f(x) es un operador ciclico monétono. O

Cabe destacar que del procedimiento anterior se deduce que todo operador mondtono es un operador 2-
ciclico mondétono.

Definicion 15. Un subconjunto G de E X E’ es mondtono si < x' —y,x —y > > 0 para cualesquiera
(x, x),,y) €G.

Observacion 5. Sea T : E — 2" un operador mondtono. Entonces su “grdfica” dada por
G(T) ={(x.x) e EXE’ | X' € T(x)}
es un conjunto monotono.

Definicion 16. Un conjunto mondtono es monotono mdximo si es mdximo en la familia de subconjuntos
mondotonos de E X E’ con el orden dado por la inclusion.

Definiciéon 17. Un operador mondtono T es monotono mdximo si su “grdfica” es un conjunto monotono

mdximo.

Obsérvese que todo operador monétono 7' : E — 2% puede ser extendido a un operador monétono maximo
T : E — 2% en el sentido de que G(T) ¢ G(T) ya que en cada familia de conjuntos monétonos basta tomar
la unién y de esta manera, por el Lema de Zorn, existe un conjunto monétono maximo.



42 CAPITULO 2. ESPACIOS DE ASPLUND.

Proposicién 2.8. El mapeo T : E — 2F es mondtono mdximo si 'y sélo si se cumple la siguiente condicion:
Para cualesquieray € E,y" € E’ tales que

<y -xX,y—x>2>0 , VYxeDT),Vx €T(x) (2.12)
se tiene que y' € T(y).

Prueba: Para la suficiencia, sea 7 : E — 2£" monétono y supongamos que existe A C E x E> monétono
talque G(T) cAyseanx € D(T),x' € T(x),y € E,y € E’ tales que (x, x'), (y,y’) € A entonces

<y -x,y-x> 20

y por lo tanto, y’ € T(y).
De aqui que (y,y") € G(T) es decir,
GT)=A

con lo que G(T') es un conjunto maximo.

Necesidad: Supongamos que 7 : E — 2E" es monétono mdximo y sean y € E, y € E’ tales que se cumple
(2.12) y si (y,y") ¢ G(T) entonces A := G(T) U {(v,y’)} es un conjunto monétono tal que G(T) G A y esto
es una contradiccion ya que G(T') es monétono maximo. o

Proposicion 2.9. Sea T mondtono mdximo. Entonces T (x) es un conjunto convexo para toda x € E.
Prueba: Siyc E,u',v' € T(y),x € D(T),x' € T(x) y 4 € (0, 1) entonces
<+ (=AW =X, y—x> = <A +{A-AW - -1-Dx',y—x>
= A<u —-xX,y—-x>+1-D) <V -x,y—-x> > 0.
Asi, por la Proposicion 2.8, Au’ + (1 — A)v' € T(y) paratoda A € (O, 1). |

Proposicion 2.10. Sea D C E abierto, convexo, no vacio y sea f : D — R convexa y continua en x € D.
Entonces para toda y € E

df0) = sup{< ¥y > | ¥ € ofo)]
y este supremo se alcanza en alguna x’ € 6 f(x).
Prueba: Sea x’ € §f(x) entonces

<x,y>< df(x)() , VyekE

Y dado que d* f(x) es una funcional sublineal continua ya que f es continua en x (ver corolario 1.1) se tiene
que paraw # 0y W := span(w) definiendo
7: W—R
Aw — Ad* f(x)(w)

se cumple que < 7/, Aw > < d* f(x)(Aw).
Asi por el Teorema de Hahn-Banach (ver [2]) se tiene que existe 7' : E — R extension lineal y continua de
7’ tal que
<Z,w>=<Z,w>=d"f(o)w) vy <Z,y><df(x)(y) , VyekE.
Esdecir, 7 € 0f(x) y
d* f(x)(y) = sup {< xX,y> ‘ X € 6f(x)}

que es lo que se queria demostrar. o
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El siguiente resultado que es una reformulacion del Teorema de Valor medio, el cual es necesario para
probar que el mapeo subdiferencial es un operador monétono maximo.

Proposicion 2.11. Sean [a,b] CR y ¢ : [a,b] — R continua. Si d*¢(t)(1) > 0 para toda t € (0, 1) entonces
¢ es creciente.

Prueba: Ver [8].

Teorema 2.5. Sea f : E — R continua y convexa. Entonces el mapeo subdiferencial 6 f es mondtono
maximo.

Prueba: Por la Proposicion 2.8 basta mostrar que para cualesquiera y € E,y” € E’ tales que y' ¢ 5f(x)
implica que existen x, € Ey x/ € 6f(x,) tales que

’

<y —-x,y—x,> <0.

Para esto definimos g : E — R dada por g(x) = f(x +y) — < y’,x > la cual es una funcién continua y
convexa ademas, se satisface que

X €dg(x) © X +y €df(x).
En efecto, si tomamos x” € dg(x) entonces
<xX,u—x>< gu—gx) , VYuekE.
Por lo que eligiendo u = v —y con v € E se tiene que

<xXu—-x>=<x,v-y-x>< gv—-y) —gx)

= <X, v-x+yY)>+<y,v—-x+y)>< gv-y)—g)+<y,v-(x+y) >.

Asi dada v € E se tiene que

IA

= <xX+y,v-(x+y) > fO)= <y, v—y>—flx+y)
<y, x>+<y,v-(x+y) >
fO) = fx+y)—-<y,v-y>
<y,v—y>+<y,x>+<y,-x>

JOv) = fx+y)

+

—+

= X +y edf(x+y).
Por otro lado, si tomamos x’ +y" € 6 f(x + y) entonces
<xX+y,v-(x+y)> < f0-f(x+y , VveE

Por lo que
<xX+y,v-(x+y)> < f(w-gx)-<y,x> , VYveE.

Entonces
<X, v-(x+y)> < fO)-<y,x>-<y,v-(x+y)>-gx)

fO)—<y,v=(x+y)+x>—-gkx
f—=<y,v—y>—gx).
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Ahora bien, tomando v = u + y con u € E se cumple que

<x,u+y-(x+y) >
Ju+y)=<y,u+y—-y>-gx)
flu+y)— <y, u>-gx)

g(u) — g(x).

<x,u—x>

I IA

Es decir, x” € dg(x). Con lo que queda demostrado que x’ € 6g(x) & x" +y € 5f(x).
Luego, si ¥ ¢ 6f(y) entonces 0 ¢ 6g(0) yaque 0 ¢ 6g(0) & 0+y ¢ 6f(0+y) ysiexistetn x, € Ey
x, € 6g(x,) tales que < x/, x, > < 0 entonces tomando z = x, +yy 7z = x, + ) se satisface que z’ € 6f(z) y

<y -Zy-z>=<y-x -y, y-X—y>=<-X,-x,>=<x,x>< 0.

0’

/

Por lo que basta mostrar que existen x, € E'y x, € dg(x,) tales que < x/, x, > <0.

Supongamos entonces que y =0y y =0 asi g(x) = f(x+0)— <0,x >= f(x) y como 0 ¢ 6g(0) entonces 0
no es minimo global para f (Ver Proposicién 1.15) por lo cual existe x, € E tal que f(x,) < f(0).
Consideramos ahora la funcién convexa & : [0,1] — R dada por A(f) = f(tx,) cuya derivada derecha en
cualquier 7, € (0, 1) es tal que

1 ftox, +tx;) = f(tox))
t—0* t

h(t, + t); — h(t,) _ = d" f(tox))(x,).

d*h(t,)(1) = lim
t—0*

De aqui que si d* f(t,x,)(x,) > 0 entonces d*h(z,)(1) > 0.

Y por la Proposicion 2.11 se tiene que A(0) < i(1), es decir, f(0) < f(x,) lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, d* f(t,x,)(x,) < 0 para algin ¢, € (0, 1) asf definiendo x, = #,x, se tiene que d* f(x,)(x;) <Oy
por la Proposicion 2.10 existe x, € 6 f(x,) tal que

<x,x, >=d" f(x,)(x;) <O0.
Con lo cual se completa la prueba. |
A manera de ejemplo tenemos la siguiente Proposicion referente al mapeo dualidad.

Proposicion 2.12. Sea f : E — R dada por f(x) = (1/2) || x |I> y J = 6f. Entonces el mapeo monétono
mdximo J es el mapeo dualidad para E, es decir,

J(x) = {x’ eF’

<x,x>=[ x| IIXIIyIIX’||=|IXI|}=1A- (2.13)

Prueba: Primero observamos que por ser f una composicion de funciones convexas y una creciente se
cumple que f es convexa ademds resulta ser continua por ser composicion de funciones continuas y por lo
tanto se tiene que d* f(x)(y) =l x | d* || x || ().

Por lo que si x = 0 entonces d* f(0)(y) = 0 para toda y € E de aqui que d* f(0) es una funcional lineal y por
lo tanto

J(0) = 6£(0) = {d"£(0)} = {0}
Ahora supongamos que x # 0 y mostremos la igualdad mediante contenciones.
C) Por la Proposicion 1.2 se cumple para toda y € E que
X eof(x) © <x,y> < df(x)©)
e <xly><lxld Ixll)
(el x,y) < d I xll @)
Yi=llxll'x eslixl
<y, y—x><llyll=1Ixl (2.14)

¢t ¢
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Por lo que tomando y = x + zcon || z || < 1 se cumple que
<y,z> =<y, y—x> =<y, x+z—-x> < |lx+zll-llx] £ |lz] <1

de aquique ||y || < 1.
Por otro lado, al tomar y = 0 tenemos que

<y,=x>< —|lxl = llx]l £ <y,x>.
Pero <y, x> < ||y || || x || por lo que
Ixll < <y x> < (1Y Il (2.15)
Y estoimplicaque 1 < || y" || es decir, || y' || = 1.

Por lo tanto, dado que || y’ ||=|| x ||7!]| x’ || se sigue de (2.15) que

-1
N1 =1xIl vy <||x|| X',X> = [ x|l
= <xX,x>=xlllxll=01x01xI.
Con lo cual x’ € A.
D) Si x’ € A entonces definimos ¥’ :=|| x ||”' x” =|| x" ||"! x’ de esta manera,

Iy =1y <y,x>=lx|

=  <Y,x-y> = llx=yl = llxll=llyl
= <Y, y-x> < lyl—=lxI
y esto para toda y € E. Asi por (2.14) se tiene que x’ € § f(x) es decir, x’ € J(x). O

Cabe destacar que si la norma en E es Gateaux diferenciable entonces J(x) es unitario para toda x y por
abuso de notacion, la derivada de f serd denotada también por J(x).

Definicion 18. Un operador monotono T : E — 2F" es localmente acotado en x € D(T) si existen M > 0 y
8 > O tales que || y' || < M para cualesquieray € BE(x) N D(T)yy € T(y)

Definicion 19. Un subconjunto (no necesariamente convexo) A C E tal que 0 € A es absorbente si

E:U{AA | /1>O}

Equivalentemente, A es absorbente si para cada x € E existe t > 0 tal que tx € A.
Y decimos que un punto x € A es punto absorbente de A si el conjunto trasladado A — x es un conjunto
absorbente.

Claramente todo punto interior de un conjunto es un punto absorbente pero si definimos A, como la unién
de la esfera unitaria, S ', del espacio y el {O} entonces el conjunto A, es absorbente a pesar de que su interior
es vacio.

Teorema 2.6. Sea T : E — 2% mondtono y sea x € intD(T), o de manera mds general, sea x punto
absorbente de D(T). Entonces T es localmente acotado en x.

Prueba: Sea x’ € T'(x) para x € D(T). Definimos el operador T : E — 2% mediante T(y) =THy+x)—x.
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El cual resulta ser un operador mondétono ya que si u,v € Ey w’,v' € T(y) entonces

<uw —-v,yv—u>=<u-x-VvV+xu-v>=<u-VvV,u-v>>>0

dado que T es mondtono.

Ahora bien, supongamos sin pérdida de generalidad que x = 0y que 0 € T(0) (bajo traslacién) y mostremos
que T es localmente acotado en O.

Para esto tomamos x € E y consideramos la funcién

f:E—R; f(x):sup{<y’,x—y> ‘yeD(T), lyll <1y y’eT(y)}

y también definimos C := {x eE ‘ f(x) < 1}.

Primero observamos que f es convexa por ser el supremo de funciones afines (y por lo tanto convexas), mas
ain como el supremo de funciones continuas es semicontinuo inferiormente se tiene que C = f~!(—o0, 1]
con lo que C resulta ser cerrado.

También notamos que C es convexo, en efecto siu,v € Cy t € [0, 1] entonces

ftu+ (1 -1y) < tfwW+A-0f(v) < t+(0-p=t<1>tu+{1-1wveC

Luego, como 0 € T(0) entonces f(x) > < 0,x—y > = 0 para toda x € E y por monotonia, para cualesquiera
ye D(T)yy € T(y) se cumple que

0< <y -0,y-0>=<y,y> > <y,-y> <0.

De aqui que

fO) = sup{<y,0-y> [ yeDT), llyll <1y y eT)
= sup{<y.,-y> | yeD@). Iyl <1y y eT)
< 0
= f(0) = 0. (2.16)

Es decir, 0 € C.

Por otra parte, denotando por A al conjunto C N (—C ) tenemos que A es absorbente, para esto notemos que
Cloes:

Sea x € E como D(T) es absorbente existe t > 0 tal que tx € D(T) por lo que existe u’ € T(tx) y si

y € D(T),y" € T(y) entonces
0 <<u-y,tx—y>= <y, tx—y> < <u,tx—y>.

Esto implica que

fax) < supl<utx—y> | yeDT), Iyl <1y y €T
= sup{<u’,tx>+<u’,—y> |yeD(T), lyll €1y y’eT(y)}
< <utx>+supl<u,-y> | ye D), Iyl <1y Y eT)
< <u,tx>+||u' || <oo. (2.17)
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Por otra lado, si 4 € (0, 1) es tal que Af(zx) < 1 entonces por la convexidad de f y por (2.16) se cumple que

FQtx) = f(Ax+ (1= 0) < Af(tx) + (1 = D)f(0) = Af(tx) < 1.

Y por lo tanto Arx € C, es decir, C es absorbente.
Asi el conjunto A es absorbente, cerrado, convexo y simétrico, entonces

E:UnA

neN

de donde intA # 0 por el Teorema de Categoria de Baire (ver Teorema B.2).
Ahora tomamos p, : E — R* U {0} la funcional de Minkowski asociado a A (ver A.1.1.4) entonces

intA = {xe A | pa(x) < 1

y esto implica que O € intA, es decir, existe 6 > 0 tal que f(x) < 1 cuando || x || < 26.

Entonces
1> f(x) = sup{< v, x—y> | yeDT), ||yl <1yye T(y)}
> <y, x—y> , VyeDT),¥y €eT(y)con ||yl <1
= <y, x> < <y,y>+1 , VyeD(T),¥y €eT(y)con || y]|l <1. (2.18)

Por lo que y € B5(0) N D(T),y’ € T(y) y la desigualdad (2.18) implican que

260y Il = supf{<y.x> | |xll <26}
< sup{<y’,y>+l |yeD(T), lyll <1y y’eT(y)}
< Y Iyl +1
< 1Y llé+1. (2.19)

Y de la desigualdad (2.19) se sigue que

2001 I=6lly' Il <1 = 6llyll <1 =1yl <

SR

1
Por lo que basta hacer M = 5 O

A continuacién mostramos un operador monétono maximo con dominio convexo el cual no tiene puntos
interiores.
Proposicion 2.13. En el espacio de Hilbert

zz:{(m > 2<oo}

consideramos el conjunto D = {x =(x)el | (2"x,) € lz} y definimos el operador Tx = (2"x,) con x € D.

Xn

Entonces D(T) = Dy T es un operador mondtono mdximo el cual no es localmente acotado.

Prueba: Primero notamos que D es un subespacio lineal denso propio de /> ya que si (y,) € Py e > 0
entonces existe n, tal que
PR

nzn,
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de esta manera para cada n > n, definimos

1
Zy = 2nyn

conlocual z=(z,) € Dyy, = 2"z, para toda n.
Por otra parte, para ver que 7' es mon6tono basta observar que T es positivo (ver ejemplo 2, seccion 2.1.1).
En efecto, si x € D entonces

(o) [ee)

<Tx,x> = Z 2"x,) (x,) = Z (2")63) > 0.

n=1 n=1

Por dltimo, para ver que 7 es monétono maximo tomamos y,y’ € I tales que satisfacen (2.12) es decir,

0 <<y -Tx,y—x>

= 0 <<y, y>-<Tx,y>—-<y,y>+<Tx,x>. (2.20)

Por lo que necesitamos demostrarque y € D(T)y Ty = y'.

Para esto fijamosn > 1,m > 1y @ € R y definimos

X = (yl’yz" '"yn—l’a/’yn+17""yn+m70707--')

De aqui que x € D(T) por Definiciéon de D(T). Entonces podemos expandir el lado derecho de (2.20) y
cancelar una cantidad de términos para obtener

n+m
0 < <y,y>=a2, = > Vi —ay, + Yy, +2'a?
k=1
n+m
S B LD I AT A AN
k=1
= a2"(y,—-a) < y (y,—a) , sim — oo. (2.21)

= a2y, -2"a*

n+m

m—00 .
Yaque <y',y>— Z v — 0, 1o cual es valido para todan > 1.
k=1
Luego, de (2.21) surgen tres consideraciones, primero siy, —« > 0 es decir, siy, > a entonces @2" < y.
La segunda consideracion es cuando y, — @ < 0 es decir, cuando y, < a en esta caso se deduce que
a2 > .

Finalmente la tercera consideracion es cuando y, — @ = 0 es decir, cuando y, = @ y esto implica que
y, = a2".

Por lo tanto, y’ € I con y’ = (2"y,) y esto quiere decir que y € I* y que Ty = y’ con lo cual concluimos que
T es mondtono maximo (mediante la Proposicién 2.8) O

Las siguientes dos proposiciones son generalizaciones de las propiedades del subdiferencial de una funcién
convexa y continua dadas en la Proposicion 1.4y 2.3
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Proposicion 2.14. . Sea T : E — 25" un operador monétono mdximo. Entonces T(x) es o-(E’, E)-compacto
para toda x € intD(T).

Prueba: Sea x, € intD(T) por lo tanto, T es localmente acotado en x, (ver el Teorema 2.6), es decir,
existen M > 0y & > O tales que || y’ ||< M para cualesquiera y € By (x,) N D(T), y' € T(y).

Abhora bien, usando el hecho de que B];‘;(y') es 0(E’, E)—compacta basta mostrar que 7'(y) es cerrado.
En efecto lo es, ya que dada y’ € E’\T (y), se satisface que existen x, € D(T), x, € T(x,) tales que

0> <y =X, y=X,> = <X, y=X,> > <Y, y—X,>

= E\T() = {y’ cE’

<Y, y=X,> < <X,,y—X,> P. a.xoeD(T),x;eT(xo)}

= U y ek

x,€D(T)

V=X%,(0)= <y, y—x,> < <x,,y—x, >}.

Los cuales son conjuntos o (E’, E)—Abiertos para cada x, € D(T), x,, € T(x,). O

Proposicion 2.15. Sea T : E — 2£ un operador mondtono mdximo. Entonces T es norma-o(E’, E)
semicontinuo superiormente en intD(T).

Prueba: Sea x, € intD(T') y supongamos que 7 no es un operador norma-o(E’, E) semicontinuo superior-
mente en x,.

Entonces por la Proposicion 2.1 se tiene que existe W c E’ o(E’, E)—abierto con T(x,) ¢ W y existe
(x,) cintD(T) tal que || x, — x, ||— Oy ademas existe (xnk) - (xn) tal que T (xnk) ¢ W es decir, para toda
k e N existe x, € T (x, ) \W.

Por otro lado, por ser T monétono se tiene que 7" es localmente acotado en x, (ver Proposicién 2.6) y como

Bg(x;) es o(E’, E)-compacta se tiene que existen

TN o(E”.E)
(x,;k ) C (x;k) y ¥ €B}(x) tales que X, —— X\
1 1

Afirmacion: x’ € T(x,)\W.
Para esto tomamos y € D(T'),y’ € T(y) y de esta manera se tiene que

X' =y, x, -y = <11’m x, —y,limx, - y>
>0 Tk [>c0 Tk
= lim <x’ -y, x - >
>0 nkl Y nk[ y
> 0.

Pues T es mondtono maximo, por lo que de la ultima desigualdad se sigue que x* € T(x,) pero como

/

x, ¢ W paratoda/ € Ny por
!

I’lk

ocE.E)
se cumple que x” ¢ W es decir, x" € T(x,)\W.

Por dltimo notemos que el hecho de que T'(x,) € W implica que x” € W lo cual es una contradiccion. 0
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Teorema 2.7. Supongamos que todo subconjunto acotado no vacio del dual de un espacio de Banach E
admite o(E’, E)-rebanadas de didmetro arbitrariamente pequerio. Entonces para todo operador monotono
mdximo T : E — 25 con intD(T) # 0 existe un conjunto G C intD(T) que es Gs denso y tal que T es
univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en cada punto de G.

Prueba: Para cada n > 1 definimos los conjuntos

G, = {x € intD(T)

1
existe V vecindad de x tal que V ¢ Wy diam7'(V) < —}. (2.22)
n

De esta manera, 7" es univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en

G:ﬂGn

neN

ya que dado U C E’ abierto tal que T'(x) € U existe n, € N tal que B,,,, (T (x,)) C U.

Y como x € G, para toda n existe V vecindad de x tal que V ¢ Wy diam7T (V) < (1/n) porloque T(V) Cc U.
Como intD(T) # 0 basta mostrar que G, es abierto y denso para cada n € N debido al Teorema de Categoria
de Baire (ver Teorema B.2).

Primero observemos que G, es abierto por Definicién para cada n. Luego para ver que G, es denso en
intD(T') tomamos x € intD(T) y U vecindad de x tal que U C intD(T) de aqui que x es punto absorbente
por lo cual T es localmente acotado en x (ver el Teorema 2.6.)

Asi podemos suponer que 7'(U) es acotado y por hipétesis existen z € E y @ > 0 tales que si

S=S@TWL =¥ eTW) | <¥,2> > rruy@ - o (2.23)

entonces diamS$ < (1/n).
Por lo tanto, dada x” € S tenemos que x’ € T'(x,) para algin x, € U lo cual implica que existe r > 0 tal que
X, = x; + rz € U por lo que tenemos que T'(x,) C W ya que siy’ € T(x,) entonces por ser T mon6tono
maximo se satisface que

1
0L <y =X, x—x,>=<y-x,rz>e 0<-<y-x,rz>
r

= 0< <y,z2>-<xX,2> = orp@-a< <x,z2> < <y,z>

Y esto implicaque y’ € S.

Finalmente como {x’ eE | <xX,z2> >o0rw(2) - a/} es o(E’,E)-abierto y T es o(E’, E)-semicontinuo

superiormente entonces existe 6 > 0 tal que Bs(x,) c Uy T (Bs(x,)) € S de aqui que

diamT(B,(x,)) < (1/n).
Por lo tanto, x, € G, N U es decir, G, es denso para cadan € N. O
Nota: La hipétesis del Teorema 2.7 se satisface si E es un espacio de Asplund en virtud del Lema 2.2.

Lema 2.3. Sea D C E convexo, abierto y sea x, € D y sea f : D — R continua y convexa. Entonces existe
U vecindad de x, en D y existe f : E — R Lipschitz y convexa tal que f = f en U.

Prueba: Dada n > 1 definimos la funcién ~inf-convolucién™ de fyden || - ||, es decir,

fn: E—R
x|—>1’nf{f(y)+n||x—y|| |yeD}.
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Primero vemos que f, es convexa:
Six;,x, € Eytel0,1]entonces para todo &€ > 0 se satisface que

) + (1= 0f,05) = inflef ) + e Il y = xy I+ inf{( = 0f0) + (A =0 [l y = x, I
>f)+ntlly—x ll+n(1 =0 |ly—x, || —-¢ , paraalgunay € D.

= inf{ef) +ntlly = x I + {1 = 0fG) + (L =0nlly -z, I} 2
inf{f0) +ntlly—x |l +n(1 =D lly=x, I} —¢ >
yeD
inf{f0) +nll e+ (1= x, —ty=(A=0y |} ¢ =
yeD
fultx, + (1 = D)x,) —&.
De aqui que

futx, +(1=0x) < tfix)+ (1 =Dfu(x)+€ ; VYe>0
= Ll +(1-0x) < tfy(x)+ 1 = Dfi(xy).

A

Ahora notemos que f,:(x) < f(x) para toda x € D pues si tomamos y = x tenemos que

fulr) =inf{f) +nllx=yll | yeD} <f+nlx—x| = f(x. (2.24)

Por otro lado, dadas u,v € E 'y € > 0 existe y € D tal que

L@ > fo)+nllu-yll-e y M <fO+nllv-yl

= L0 - flw) < fO +nllv=yl-fO) -nllu-yl +e
= nllv=yll-llu-yl|+e
< nllv-y—u+yl|| +¢
= nj|lv—ull +e. (2.25)

Como (2.25) se satisface para toda € > 0 se tiene que
A =@ <nlv-ul. (2.26)

Por lo tanto, intercambiando u por v en (2.26) podemos concluir que

Ji) = hw| <nliv-ull , VuveE.

Es decir, f,; es Lipschitz continua con constante 7.

Por dltimo hay que ver que ﬁ = f para lo cual utilizamos el hecho de que el mapeo subdiferencial es
localmente acotado en virtud de la Proposicién 1.4.

Asi dada x, € D se tiene que existe U vecindad de x, en D y existe n > 0 tal que 6f (U) C nm por lo
que para cualquier y € D se cumple que

<x,y-x> < fO)-f»
= <x,x-y> 2 f(0)-fO)
= f(x) < fO)+<x,x—-y>
< f+nllx=yll ., VyeD.



52 CAPITULO 2. ESPACIOS DE ASPLUND.

Por lo tanto, f(x) < inf{f()+nllx=yl |yeD} esdecir,
f) < filx) Vxel. (2.27)

Por lo tanto, al combinar (2.24) con (2.27) concluimos que f(x) = f,:(x) para todo x € U, es decir, f = E.D

Teorema 2.8. E es un espacio de Asplund si y solo si todo subconjunto acotado no vacio de E’ admite
o(E’, E)-rebanadas de didmetro arbitrariamente pequeio.

Prueba: La necesidad es inmediata del Lema 2.2

Suficiencia: Sea D C E convexo, abierto y no vacio y consideremos f : D — R continua y convexa,
entonces por el Lema 2.3, dada x, € D existen U vecindad de x, en D y ]7: E — R convexa y Lipschitz
continua tal que f = fen U.

Ademas 6]765 mond6tono maximo por el Teorema 2.5 y por el Teorema 2.7 existe un subconjunto G5 denso
G tal que 5fes univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en G.

Por lo que cualquier seleccién para §fes norma-norma continua y por la Proposicién 2.4, fes Fréchet
diferenciable en cada punto de G pero esto implica que f tiene puntos de Fréchet diferenciabilidad en U. O

Proposicion 2.16. Sea E un espacio de Asplund y M es un subespacio cerrado de E. Entonces M es un
espacio de Asplund.

Prueba: Por el Teorema 2.8 basta mostrar que todo subconjunto acotado no vacio A de M’ admite
o(E’, E)-rebanadas de didmetro arbitrariamente pequefio.
Para esto tomemos A ¢ M” acotado, entonces como

M’:E’/ML con ML:{x’EE’ | <xX,m>=0 VmEM}.

Y dado que sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A es o(E’, E) compacto y convexo, conside-
ramos

0: B —E[M*
X — X+ M.
Por lo que dotando a E’ y a M’ con sus topologias débiles o con las topologias de la norma segtin nos
convenga, notamos las siguientes propiedades de Q.

1. Qes o(E’,E)-c(M’, M) continuo.
2.01Ql=1.

3. Q es norma-norma abierta, por lo cual Q(B 1(O)) contiene una vecindad del cero en (M’, [| - ||M,).

4. Existe 1> 0 tal que A c (B, (0)) = 1Q(1B,(0)).

Ahora bien, sea
C:=1B,(0)n Q0 '(A) CE’.

Como Q7 !(A) es convexo y cerrado en ambas topologias de E’ tenemos que C es o(E’, E)-compacto y
convexo, mas aun Q(C) = A por la suprayectividad de Q.
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Por otro lado, sea
F = {C ckE | C es convexo,0(E’, E) — compacto y Q(C) = A}.

Asf ordenando a ¥ mediante la inclusion, por el Lema de Zorn, existe C; C E’ minimo en ¥, como E es
espacio de Asplund y C, es acotado entonces dada ¢ > 0 existe § = § (x, C,, a) o(E’, E)-rebanada tal que
diam$ < e.

Luego, dado que S es o(E’, E)-abierto relativo a C, ya que

S(x,Cl,a) = {x’ eC, ‘ <x,x>>sup <x,x> —a}.
x'eC,
Se sigue que C,\S es o(E’, E)-cerrado y oo(E’, E)-compacto y convexo, entonces el conjunto A, := Q(C,\S)
es o(E’, E)-compacto y convexo.
Entonces, por ser C; minimo en ¥ se tiene que A; & Ay si x|, x;, € A\A, entonces existen y,,y, € § tales
que Q(y;) = x. coni = 1,2 por lo tanto,

Ixi=x 0l = 120D —Qu) Il < NI Iy, =yl =lly,=»l < e

Esto implica que diam(A\A ) < e.
Finalmente, por el Teorema de Hahn-Banach (ver [2]) existe una S, = § o(x,A, a/)—rebanada de A tal que
S,NA, =0,esdecir, S, C A\A, por lo tanto, diam(S,) < ¢, es decir, M’ es de Asplund. O

Teorema 2.9. Un espacio de Banach E es un espacio de Asplund si y solo si todo subespacio cerrado
separable de E tiene dual separable.

Prueba: Para la necesidad, sea E espacio de Asplund y M un subespacio cerrado y separable de E, se sigue
de la Proposicién 2.16 que M es un espacio de Asplund y por el Teorema 2.4 tenemos que M’ es separable.
Suficiencia: Es inmediata del corolario 2.2. O

Corolario 2.3. Sea E un espacio de Banach que no es espacio de Asplund. Entonces existe una norma
equivalente en E la cual no es Fréchet diferenciable en ningiin punto de E.

Prueba: Si E no es espacio de Asplund entonces por el Teorema 2.8 existe A C E’ acotado, no vacio y
existe € > 0O tales que paratoda § = S(x,A,a) o(E’, E)-rebanada de A, el diamA > «.

Luego, sea C la envolvente convexa de AU(—A) y sea U’ = C+B,(0), dado que C'y B,(0) C E’ son acotados,
simétricos y cualquier o(E’, E)-rebanada de U’ tiene didmetro mayor que € ya que

Ta +a,(X) = sup{< X, x> | X €A, +A2} = sup{< Xy + x5, x> | Xy €A, X, € Az}
= sup{< X, x> | x) € Al} + sup{< Xy, X > | X, € Az} = 04,(x) + 0, ().
Por lo que tomando

P:E—R
X — oy (x)

se tiene que P no es Fréchet diferenciable en todo E debido al procedimiento realizado en el Lema 2.2.
Ademés el intU’ # 0 debido a que el intB,(0) # 0, por lo tanto, P define una norma equivalenteen E. O

Definicion 20. La norma en un espacio de Banach es estrictamente convexa si no hay segmentos lineales
en la esfera unitaria, es decir, si x,y € S! tales que x # y entonces

lAx+dA-Dyll< Al x| +A-Dllyll=1 , VYa1e(0,1).
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Definicion 21. La norma en E es suave si para toda x € E tal que || x ||= 1 existe un tinico x’ € E’ tal que
<x,x>=1y || x| =1

Es decir, el conjunto J(x) es unitario para toda x + 0, lo cual significa que la norma es Gdteaux diferen-
ciable en E\{0}.

Para ver ejemplos de espacios que cumplen las Definiciones 20 y 21, se puede consultar el apéndice C.

Proposicion 2.17. Supongamos que la norma en E es tal que la norma en E’ es estrictamente convexa.
Entonces la norma en E es suave.

Prueba: Sea x € E tal que || x ||= 1 entonces por una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach[2]
existe x” € E tal que

2
I =lxll y <x,x>=[x]|".
Pero por hipétesis, se satisface que
[x =1y <x,x>=1.

Finalmente, basta mostrar que x’ es tnico con esta propiedad, para esto utilizamos que la norma en E’ es
estrictamente convexa.
Seay e E’talquey #x/, ||y ||=1y <),x>=1,de esta manera,

[AX+ A=y I < Al xl+A-Dlyll=1
Mientras que

<A+ (1 =2y, x>

A<x, x>+ - <y, x>

= A+(1-2) =1
= [AX+A=-2y || = 1.
Lo cual es una contradiccion, por lo tanto, x” es tnico. 0O

El siguiente resultado requiere de dos hechos generales, el primero es que la norma en E es estrictamente
convexa si y s6lo si todo subconjunto convexo de E tiene a lo més un punto de norma minima (ver Proposi-
cién C.2) y el segundo hecho es referente a que cualquier funcién semicontinua inferiormente en un espacio
métrico completo tiene la propiedad de que existe un conjunto Gs denso donde la funcién es continua, ver

[3].

Teorema 2.10. Supongamos que E es un espacio de Banach tal que admite una norma equivalente cuya
norma dual es estrictamente convexay seaT : E — 2" mondétono mdximo con intD(T) no vacio. Entonces
existe G CintD(T) el cual es Gs denso y T es univaluado en cada punto de G.

Prueba: Supongamos que la norma en E’ es estrictamente convexa y consideremos 7 : E — 2F
mondtono maximo, entonces 7'(x) es convexo y o(E’, E)-compacto para toda x €intD(T") debido a la
Proposicién 2.9y 2.14.

Por otro lado, notemos que 7'(x) tiene un (tnico) punto de norma minima. En efecto, si tomamos una red

(%), € 00 tal que [, — L, := in{ll ¥ 1] ¥ € T(0)}

a
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Entonces por compacidad se tiene que existe

subred convergente a X" € T(x).
Y como || - ||, es o(E’, E)-semicontinua inferiormente implica que

4 z. ’
Il X"l < Lim || x;, [| = 1,

y por lo tanto, || x" || = [..
Ahora bien, sea g :intD(T") — R; dada por g(x) = [, la cual es una funcion semicontinua inferiormente en
intD(T), es decir,

Vi={xeintD(T) | gx)> 1}

es abierto para toda A €R, como vemos a continuacion:
En efecto lo es, ya que al ser la norma || - ||, una funcién o(E’, E)-semicontinua inferiormente se tiene que
el conjunto

{xEE’

1 [> a}

es o(E’, E)-abierto.

Como T es norma-o(E’, E) semicontinuo superiormente (ver Proposicién 2.15) podemos concluir que si
g(x) > A entonces T(x) C V por lo que existe U vecindad de x tal que U cintD(T)y T(U) C V, es decir,
g(y) > Aparatoday e U.

Finalmente, por [3], se tiene que existe G C intD(T) tal que G es un conjunto Gs denso donde g es continua,
por lo que basta mostrar que donde g es continua, el conjunto 7'(x) es unitario.

Supongamos pues que g(x) =| x” || con x" € T(x) y que existe y € T(x) tal que y’ # x’ entonces por
Definicién de g se tiene que || y' || > || X || y esto implica que

supl<y,y>| > x|.
lIyll=1

Por lo que podemos elegiry € Econ ||y ||= 1talque < y’,y > > || X’ || =: g(x) y por ser g continua entonces
existe 6 > 0 tal que B(SE(x) C intD(T') con la propiedad de que

g2 < <y,y> , VYzeBi(x)

Por lo tanto, si definimos z, := x + dy € By(x) y escogemos 7' € T(z,) tal que g(z,) =|| z’ || entonces por
monotonia de 7 se cumple que

0< <7 -y,20—x> <7 -y, 6y>

= o6<7,y> = <y,y> , V¥6>0

= <Z,y> Nzl (2.28)

Vv

Pero sabemos que < 7/, y > < || Z’ || || y || = || Z’ || lo cual es una contradiccion con (2.28). O
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Corolario 2.4. Supongamos que E admite una norma equivalente cuya norma dual es estrictamente con-
vexa. Entonces E es un espacio débil de Asplund.

Prueba: Sea D C E abierto, convexo y no vacio, si f : D — R es convexa y continua entonces dada
x € D se tiene por el Lema 2.3 existen U vecindad de xen D y f: E — R convexa y Lipschitz continua tal
que ]75 fenU.
Ahora bien, dado que 6fes mondtono maximo en virtud del Teorema 2.5 podemos concluir que 6]7(x) es
univaluado en G subconjunto G denso de U por el Teorema 2.10 y ademds por la Proposicion 2.3, tenemos
que 5]7 es norma-o(E’, E) semicontinua superiormente en D.
Asi se tiene que cualquier seleccion para (5]7(x) es norma-o(E’, E) continua en x.
Por lo tanto fes Gateaux diferenciable en G C U por la Proposicién 2.4 entonces f es Gateaux diferenciable
en G. O

2.2. Espacios Débilmente Compactos-Generados.

Definicion 22. Un espacio de Banach E es débilmente compacto-generado (DCG) si existe K C E o(E, E’)-
compacto cuya expansion lineal es densa con respecto a la norma en E.

Nota: Dado que la envolvente convexa cerrada de un subconjunto o (E, E’)-compacto de E es o (E, E’)-

compacto se puede suponer que K es convexo.

2.2.1. Ejemplos.

1. Sea E separable. Entonces E es DCG ya que en E existe una sucesion (x,) densa, por lo que basta

tomar
1 x,
k=Ll
nll x, |l

el cual es compacto y por lo tanto o (E, E”)-compacto.

2. Supongamos que E es reflexivo. Entonces E es DCG ya que E es reflexivo si y s6lo si B(0) es
o(E, E’)-compacta.

3. El espacio C,(I') que es el espacio con la norma del supremo de todas las funciones x = (xy) sobre I'

tales que para todo € > 0 existe un conjunto I', C I tal que |xy| < eparatoday € I'\l', es DCG.

Prueba: Sea
I a=vy

K:{eylver}u{o}d"ndeev(“):{o a#y.

Para ver que K es 0(C,, C,)-compacto basta tomar (ay) €l'yaque C), ~ I, asi a, = 0 excepto en un
conjunto numerable.
Por otro lado, sea (x‘;) C K red entonces

04 — (07 —
a, (xy) = Z Xyd, = Ay,
yell
Y consideramos una subred

() < (5)

[N . L. . . A
tal que o] < a;, entonces x,' tiene su coordenada igual a 1 en un indice anterior del que lo tiene x,?,
por lo tanto, a, (xg ) es una subred convergente a cero de a, (xg) a
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4. El espacio L'(u) es DCG si u es o-finita ya que basta tomar los subconjuntos o(L!, L*)-compactos
de funciones de la forma y, donde u(A) < oco.

5. Sean E, F espacios de Banach y supongamos que E es DCG y existe 7 : E — F un operador lineal
acotado tal que su imagen es densa. Entonces F es DCG.
Prueba: Como E es DCG existe K ¢ E o(E, E’)-compacto tal que span(K) es denso en E. Asi
T(K) c F es acotado, denso y o (F, F’)-compacto pues T es continua. O

Lema 2.4. Sea E espacio de Banach Separable y sea K C E’ o(E’, E”)-compacto. Entonces K es separa-
ble segiin la norma en E’

Prueba: Si K c E’ es o(E’, E”)-compacto entonces K es o(E’, E)-compacto ya que
E—E’ = oFE,E)<cE,E”.

Por lo que dada una cubierta o(E’, E)-abierta de K es una cubierta o(E’, E””)-abierta de K la cual tiene una
subcubierta o-(E’, E”’)-abierta finita de K con los abiertos originales en o(E’, E).
Mas atn, como

(K, (B, E”)) 2, (K, (B, E))

es homeomorfismo, por ser una funcion biyectiva y cerrada, y dado que E es separable se satisface que
(K, o(E’, E)) es metrizable pues B,(0) es oo(E’, E)-compacta (ver [16]).
Y por lo tanto, K es compacto con respecto a la métrica, lo cual implica que K es o(E’, E)-separable y por

ser la /d un homeomorfismo se sigue que K es o(E’, E”)-separable.
Por otro lado, dado A ¢ K o(E’, E”’)—denso numerable definimos

L:= {Z}]qiai | q; € Q,q, GA}

= llg» =l . . .
¥ es norma separable, en efecto, ya que L contiene a todas las combinaciones

el cual es numerable y L

Al

lineales de elementos de A y por consiguiente L = es el menor subespacio lineal cerrado segin la norma

que contiene a A entonces

{ll s —o(E’E”) —o(E’E”) —Ill»
AT AT —KcL o

Es decir, A es || - ||, denso. O
Teorema 2.11. Supongamos que E’ es DCG. Entonces E es espacio de Asplund.

Prueba: Por el corolario 2.2 basta mostrar que todo subespacio separable F' de E tiene dual F’ separable.
Para esto consideremos el epimorfismo natural

H:E—>E’/FL

Como la imagen lineal continua de un espacio DCG es DCG y E’ /F *+ es isométricamente isomorfo a F’
entonces podemos suponer que F’ es DCG.

Asi existe K ¢ F’ o(F’, F”’)-compacto con spanK densa en (F’,|| - ||F,) y por el Lema 2.4 se tiene que K es
separable segun || - ||

Por lo tanto, (F”, || - IIF,) es separable. O



Capitulo 3

Principio Variacional de Ekeland.

En este capitulo probamos el Principio Variacional de Ekeland en espacios de Banach denotados por E.
Ademads damos una serie de Teoremas equivalentes a este principio.

3.1. Funciones Semicontinuas Inferiormente

En los capitulos anteriores la continuidad de las funciones convexas fue muy importante para la diferen-
ciabilidad pero en ocasiones la continuidad no se satisface, sin embargo podemos utilizar una nocién mas
débil de continuidad, a saber, la semicontinuidad inferior. Ahora trabajamos con funciones en los reales
extendidos, es decir, con funciones de la forma f : E — R [ J{oo}.

Para esto, adoptamos las siguientes convenciones:

700 = 00 (—r)co = —c0, sir>0 y F 400 = +00, VreR.

b

Definicion 23. Sea X un espacio Hausdorff y consideremos f : X — R | J{oo}. El dominio efectivo de f es
el conjunto

dom(f) = {x € X | f(x) < oo},
Y decimos que f es semicontinua inferiormente si el conjunto
{xeX | f(x)Sr}
es cerrado en X para toda r € R.

Dado que para una funcién f : X — R[J{co} su dominio efectivo puede ser vacio, decimos que la
funcién f es propia si dom(f) # 0.

Proposicion 3.1. Sea X un espacio Hausdorff'y consideremos f : X — R | J{oo}. Entonces son equivalentes
1. f es semicontinua inferiormente en x € X.
2. f(x) <liminf f (x,) con (x,) C X red tal que x, — x.

3. La epigrdfica de f dada por
epi(f) ={x.r) | r= f(x)

es cerrada en XXR.

59
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Prueba: 1) = 2) Si f es semicontinua inferiormente en x y 4 < f(x) entonces existe una vecindad V de
xtal que A < f(y) paratoday € V.
De aqui que, tomando (x,) C X red tal que x, — x se deduce que

f(x) < liminf f (x,).

Yaque sid, — f(x)con 4, < f(x) entonces

A, < liminf f(x,)
= f(x) = lim4, < liminff(x,).

2) = 3) Sea (x,,4,) C epi(f) tal que x, —» xy 4, — 4, entonces (x, 1) € epi(f) dado que

f(x) < liminf f(x,) < h;m irif (1) =2

pues f(x,) < 4, paratoda a.
3) = 1) Si epi(f) es cerrada entonces W = {(x, r)eX xR | f(x) > r} es abierto.
Asi considerando el mapeo abierto

[M: XxR—-X

(x,r) — x
tenemos que [I(W) = {x eX | f(x) > r} es abierto y por lo tanto su complemento es cerrado. 0

Proposicion 3.2. Sea f : X — R | J{oo} convexa. Entonces el dom(f) es convexo.

Prueba: Sean x,y € dom(f) y seat € [0, 1] entonces por las convenciones hechas al principio de este
capitulo se tiene que

fx+ (1 -1y < tf(x)+A-0f(@) < too+ (1 —1)co = oo.
Es decir, tx + (1 — t)y € dom(f). i
Proposicion 3.3. Sea f : X — R | J{oo}. Entonces f es convexa siy solo si epi(f) es convexo.

Prueba: Para la necesidad supongamos que (x,r), (y, s) € epi(f) y t € [0, 1] entonces f(x) <r, f(y)<sy

fax+ (A -0y < tfx)+A-0f@) < tr+(1-1)s.

Por lo tanto, (tx + (1 — )y, tr + (1 — 1)s) € epi(f).
Suficiencia: Si x,y € dom(f) y t € [0, 1] entonces para r = f(x), s = f(y) €ER se tiene que

(%SG, 0 F ) € epilf).
Y por lo tanto, (tx +(=0y,tf(x)+ (1 - t)f(y)) € epi(f), es decir,

o> tfX)+(1-0fQ») = ftx+(1-1)y)

Es decir, f es convexa. O
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3.1.1. Ejemplos
1. Sea C c E convexo, no vacio y consideremos la funcién indicadora

0 xecC

La cual es propia y convexa. Entonces 6. es semicontinua inferiormente si y s6lo si C es cerrado.
Prueba: La funcién 6. es propia ya que dom(f) = C # (), mas atn, sea t € [0,1] con x,y € C
entonces tx+ (1 —¢)yeC y

Octx+ (1 =1)y) =0 =15-(x) + (1 = )o-(y).
Por otro lado, si x,y ¢ C entonces
16c(x) + (1 = 1)0c(y) = 00 2 Oc(tx + (1 = 1)y).
Luego, si x € C pero y ¢ C entonces
100(x) + (1 —1)0-(y) = 00> 6p(tx+ (1 = 1)y).

Por lo que cualquiera que sea el caso, la funcién indicadora es convexa.

Finalmente, hay que ver que 6. es semicontinua inferiormente si'y sélo si C es cerrado.

Necesidad: Si 6. es semicontinua inferiormente entonces {x € E | 0o(x) < r} es cerrado para toda
r € R. En particular, con r = 0 y como

{xeE | s =0}=C

Se tiene que C es cerrado.
Suficiencia: Si C es cerrado y r > 0 entonces

(xeE | s <rf=cC

El cual es cerrado.
Y si r < 0 entonces
{xeE | oc(x)<r}=0.

Y por lo tanto es cerrado. Asi, 6. es semicontinua inferiormente. O

2. Sea A c E’ no vacio tal que la envolvente convexa de A no es todo E’ y A es o(E’, E)-cerrado o
de manera mds simple, A es convexo, o(E’, E)-cerrado y un subconjunto propio de E’. Entonces la
funcién soporte

c,:E—=R

X sup{< X, x> | x eA}

es propia, convexa y semicontinua inferiormente. (En la seccién 2 supusimos que A era acotado.)
Prueba: Primero vemos que o, es convexa, para esto, sean x,y € E'y r € [0, 1] entonces

sup{< X, tx+ (1 —=1ty> | x € A}

ou(tx+ (1 -1)y)

sup{t<x/,x> +(1-0<x,y> | x eA}

IA

sup{t <x',x> | X EA} + sup{(l -n<x,y> | X eA}
to,(x) + (1 =)o, ().
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Luego, para la semicontinuidad inferior, tomamos r €R y sea
B = {xe E | ou(x) < r}.
Asi dada (x,) C B tal que x, — x se tiene que

ou(x,) <r = (X,x,) <r VX' €A
= <x,x><r ¥Vx' € A
= sup{<x’,x> | x’eA} <r

= oux) <r

Es decir, x € B, por lo tanto, B es cerrado. m]

3. Sea C c E cerrado y no vacio y consideremos f : C — R convexa y continua. Entonces la extensién
de f dada por

— fx) xeC
:E - R U {oo}; =
f U {oo}s f(x) {oo iy

es una funcidn convexa y semicontinua inferiormente.
Prueba: La funcion f es semicontinua inferiormente ya que por la continuidad de f se tiene que es
cerrado el conjunto

F(=eorl)={xeC | flx<r}.

Por dltimo, la convexidad de fse sigue del hecho de que f es convexa y de las convenciones hechas
al principio de este capitulo, procediendo de manera similar a la prueba del ejemplo 1. O

Proposicion 3.4. Sea f : E — R U {co} semicontinua inferiormente, convexa y propia con D =int dom(f)
no vacio. Entonces f es continua en D.

Prueba: En virtud de la prueba de la Proposicion 1.1 basta mostrar que f es localmente acotada en cada
punto de D ya que esto implica que f es localmente Lipschitz continua en cada punto de D.

Primero notemos que si f es acotada, digamos por M, en B;(x) para algin 6 > O se tiene que f es acotada
inferiormente en B(x).

Dado que si y € B,(x) entonces 2x — y € B;(x) y ademads

1 1Y 1 2x—y
f(§y+x—5y)—f(2y+ > )

J)

IA

1 1 1
SO+ 5f@x=y) < Z[f0)+ M|

= f) > 2f(x)-M , VyeByx).

Por lo tanto, basta mostrar que f es localmente acotada superiormente en D, en efecto lo es ya que para
cada n > 1 definimos

D, := {xeD | f(x) Sn}.

El cual es cerrado relativo a D por ser f semicontinua inferiormente y como D = UD, entonces por el
Teorema de Categoria de Baire (ver Teorema B.2) existe n, € N tal que U :=intD, # @y como f es
acotada superiormente por n, en U, supongamos sin pérdida de generalidad que B;(0)C U (por traslacion)
para algun 6 > 0.
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Entonces si y € D\{0} se sigue que existe u > 1 talque z=puy € Dy con0 < A = u! < 1 el conjunto
V=2z4+ (1 -2)Bs0) =y+ (1 - 1)B,0)

es una vecindad de y en D.
Asi para cualquier punto v = (1 — A)x + Az € V con x €B4(0) tenemos que

fO) < A=-Dfx)+Af(z) < (I -Dn, +Af ().
Por lo tanto, f es acotada superiormente en V. O

A manera de ejemplo, sea

! x>0
fiR— RU{oo}; f(x) =3 X

x<0

la cual es una funcién continua en x = 0 ya que x es un punto frontera de dom(f) pues las vecindades de co
en (—oo, o] son los conjuntos (a, co] con a €R.

Proposicion 3.5. Sea C C E convexo, cerrado y no vacio. La funcion indicadora 6¢ es continua en x € C
si 'y solo si x €intC.

Prueba: Para la necesidad, supongamos que d¢ es continua en x € C, entonces para toda € > 0 existe
0 > 0 tal que
lx=yll<d = lloc(x) =6cOIl <€

Es decir,
lx=yll<dé = |locWll<e , VYe>0

Asi o¢(y) = 0, por lo tanto, y € C y esto significa que B,;(x) C C, es decir, x €intC.
Suficiencia: Se sigue de la Proposicién 3.4 y por el ejemplo 1. O

En adelante, usaremos el hecho de que si E es espacio de Banach entonces EXR es un espacio de Banach
con [|(x, )llg.r = lIxllz + 7] y que el espacio dual (EXR)’ puede ser identificado con E’XR.

Definicion 24. Definimos el subdiferencial de una funcion f : E — R|J{oo} convexa y semicontinua
inferiormente como

{x’ ek’

<xX,y—x> < f) - f(x VyeE} , Six€dom(f)
6f(x) =
0 , Six ¢ dom(f).

Ademads notamos que la condicién < x',y — x > < f(y) — f(x) para toda y € E es equivalente a la
desigualdad < x',y > < f(x+y) — f(x) paratoday € E.
Y que el subdiferencial también puede ser vacio para algunos elementos del dom(f).

Definicion 25. Sea f : E — R U {oo} convexa y semicontinua inferiormente. Entonces definimos la derivada
derecha de f como

f(x”yt)_f(x) . VyeE. 3.1

d*f(x)(y) := lim

Reconociendo que d* f(x)(y) = oo, si x + ty ¢ dom(f) para toda t > 0.
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Cabe destacar que puede darse el caso de que d* f(x)(y) = —co pues basta tomar como ejemplo

_ . [ =vx x=0
f.R—>R,f(x)_{oo P

para tener que d* f(0)(1) = —oo.

Proposicion 3.6. Sea f : E — R U {oo} convexa y semicontinua inferiormente. Entonces para toda
x € dom(f) se cumple que:

X edf(x) © <x,y>< df(x)(y) ; VyekE.

Prueba: Para la necesidad, tomamos x € dom(f), y € E y t > 0 suficientemente pequena tal que
x+ty edom(f)y x’ € 6f(x). Entonces

t<x,y> = <xX,x+ty—x> < f(x+1y) — f(x)

Jx+1y) = f(x)

= <x,y> "

IA

;  parat > 0 suficientemente pequefia

d* f()).

= <x,y>

IA

Suficiencia: Por monotonia del limite que define a d* f(x) se tiene que

Jx+1y-x) - f(x)

<xXy-x> < dfOOy-x) < t

< fx+y-x)-f0)=f)-fx)
cont=1. O

A continuacién mostramos una funcién convexa y semicontinua inferiormente con subdiferencial vacio en
un subconjunto denso de su dominio.

Proposicion 3.7. Sea

x,| <2 conn= 1,2,3,...}.

C:{JCEI2 ‘

Entonces C es cerrado, convexoy f : C - R; f(x) = Z —(2_” + xn)(m) es continua y convexa.
n=1

Prueba: La convexidad de f se sigue del hecho de que en cada sumando se tiene una traslacion de
la reflexién de la raiz cuadrada, ya que la funcidn raiz cuadrada es concava y por lo tanto, su reflexion es
convexa.
Ademds, en cada sumando, f, <0y f,” > 0 por lo que f, es decreciente y tiene un maximo en —(1/2") para
cada n.
Por otro lado, dado que cada sumando es continuo y acotado en valor absoluto por

(1/2) (1/2)

(1/2)

(1/2)

1 — H(-n+D)2

5"‘)(7”

1 1
—_ + J—
2n 2n

2
2n

1
2n—l

<

Se tiene que la serie f converge absolutamente y por lo tanto f es continua.
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Veamos que 6 f(x) = 0 para todo x € C tal que x,, > —27" para una infinidad de n’s:
Sea x € C tal que x, > —27" para una infinidad de n’s y sea e, el n-ésimo vector canénico de /* entonces si
X' € 6f(x) se cumple por la Proposicion 3.6 que < x’,y > < d* f(x)(y) paratoda y € E.
Por lo que para toda n tal que x, > —27" se satisface que

—1({1 (-1/2)
LX< <xXie, > < dfe,) = 7(5 +xn)
1(1 2 e
= X = 5(?"'%) — oo.
Lo cual es una imposibilidad y de aqui que 6 f(x) = 0. o

Proposicion 3.8. Sea C C E convexo, cerrado y no vacio. Entonces para cualquier x € C el subdiferencial
de la funcion indicadora, 6.(x), es el cono con vértice en 0 de todas las x' € E’ tales que soportan a C en
x, es decir,

<x,x> = sup{ <x,y> |y eC } = oo (X).

Prueba: Como

X €60-(x) & <x,y—x><6:0)-0-(x) , Yy e C.
& <x,y—-x> <0 , Yy e C.
e <x,y> < <x,x> , Yy € C.

& sup<x,y> < <x,x>.
yeC

Y por otro lado, dado que x € C entonces < X', x > < sup < X',y >.
yeC

Entonces, < x’, x >= sup{ <x,y> | yeC } O

Ahora mostramos condiciones necesarias y suficientes para que una funcién semicontinua inferiormente
tenga un minimo.

Proposicion 3.9. Sea f : E — R U {00} convexa y semicontinua inferiormente. Entonces f tiene un minimo
global en x siy solo si 0 € 6 f(x).

Prueba: 0 € 6f(x) ©<0,y—x> < fO)-f(x) o 0< f)-f(x) o f(x) < f(y) , VyeE. O

Proposicion 3.10. Sea C C E convexo, no vacio y consideremos f : E — R U {oo} convexa, propia y
semicontinua inferiormente tal que dom(f) N C # 0.
Entonces f‘c tiene un minimo en x € dom(f) N C siy sélo si 0 € 6(f + 6.)(x).

Prueba:
0ed(f+d)x) & <0,y—x> <(f+60)y) —(f+6:)x) , Yye Cndom(f)
© 0= f(0)+6c() = f(x) = 6c(x) , Yy € C N dom(f)
e 0 fm-fx) , Yy € C Nndom(f)
& f(x) < fy) , Yy € C N dom(f)
& xesml’nimodefc . 0
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Definicion 26. Sean X Cc E y x € X. Entonces decimos que x es punto soporte de X, si existe x' € E’ tal
que x" £ 0y x" alcanza su supremo sobre X en x. Y a tal x' le llamamos una funcional soporte de X.

Observamos que x’ soporta a X en x siy s6lo si oy (x") =< x’,x > y cabe destacar que la terminologia
geométrica viene del hecho de que los hiperplanos cerrados soportan a X si alguno de los semiespacios
cerrados contiene a X y el hiperplano mismo intersecta a X.

De hecho, si x” soporta a X en x entonces

H = {y eE | <x,y>= o'X(x')}.

contiene a x y es justo el hiperplano buscado.
Por otro lado, como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach (o Teorema de Separacion) si C es convexo,
cerrado y con intC # () entonces todo punto frontera de C es un punto soporte de C.

Definicion 27. Sea 0 < A < 1. Entonces definimos el cono con respecto a A como
K ={xneExR| Alx|<-r.
Proposicion 3.11. Sea 0 < A < 1. Entonces K, es convexo y cerrado.
Prueba: Sit € [0, 1], (x,r), (v, s) € K, entonces
Alx+@ =0yl < Al x| +a0 = llyll < —tr=(1=0s = =(r+ (1= 0)s).
Es decir, (tx + (1 = )y, tr+ (1 - )s) € K.
Luego, K, es cerrado ya que K, = {(x, r)e ExXR | Al x|l +r £ 0}. O
El siguiente Lema es un importante resultado debido a Bishop y Phelps

Lema 3.1. (Bishop-Phelps.) Sean A C EXR cerrado, no vacioy A € (0, 1) tales que inf{r | (x,r) € A} =0.
Entonces para cualquier (x,,r,) € A existe (x,r) € A tal que

1. () € AN[K, + (x0.10)|
2. {(x, r)} =AN [KA + (x, r)].

Prueba: SeaR : EXR — R; R(x, r) = r. Sidefinimos A, := AH[K/1+(x0, ro)] y escogemos (x,,r,) € A,
tal que r; < inf R(A,) + 1.
Y ademas consideramos A, := AN [K (g, rl)] y tomamos (x,, r,) € A, tal que

r, <inf R(A,) + (1/2).
Tenemos que si (y, s) € K, + (x,, r,) entonces
-—x,s—rpeK,=2Aly—-x || <-(s—r)=r —s.
Mis auin, como (x,7,) € K, + (x,, r,) se tiene que
(0. 9) € Ky + (K + (500 70)) = Ky + (%0 70) - (3.2)

Ya que si (u,1)),(u,,t,)) € K, entonces A || u, +u, [| < A u || +2 || u, || £ —(¢, +1,), es decir,
K,+K,CK,.
Por lo que de (3.2) se sigue que

A =AN|K + @) CAN K + (10| = A,
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Por otro lado, se tiene que diamA, < (2/11) dado que si (y, s) € A, entonces
Aly=x Il £=(s—r)
con s > inf R(A,) y esto implica que

Ally=x Il £ r,-=s < infRA))+1-s5 < iInffRA)+1-5 < s+1-s5=1.

Es decir, || y — x, || < (1/14).
Y como tenemos que A || y — x, || <r, — sentonces [s —r|=r —s<1.
Con lo cual tenemos que

Iy =xps=rpll=lly—xll +1s = r| <(A/1D) + 1 = (1/1D) + (/) = (1 + /(1) < 2/(14).

Por lo tanto, diamA, < (2/14).
Asfi construimos recursivamente A, := AN [K 1t (x, rn)] y escogemos (x, ., ,,7,,,) €A, tal que

r,q <infR(A,) +(1/(n+1).
AsiA | CA,ydiamA, < (2/nA) ya que en general, si (y, s) € A, entonces s > inf R(A,) y

Ally=x,l<r,—s<infR(A,_ )+ (1/n)—s<infRA,)+(A/n)—s<s+(1/n)-s=(1/n).
Por lo que
Ny =X, s =l = lly = x,ll + [s = r,[ < (A/nd) + (1/n) = (1/nd) + (A/nd) = (1 + )/(nA) < 2/(nd).
Finalmente, hemos construido una sucesion ((xn, rn)) C A, tal que

2

”(xn’rn) = (X1 rn+1)|| < a .

Es decir, ((xn, rn)) es de Cauchy, por lo tanto, existe un tnico (x, r) € EXR tal que
(x5 1) — (X, 7).

Pero como A y K, son cerrados se tiene que {(x, r)} C N A,, de aqui que (x,r) € A, por lo que se satisface
neN
la condicién 1.

Mientras que la condicion 2 se sigue del hecho de que para toda n se satisface que
K+, r)cK, + [Kﬂ + (xn,rn)] =K, +(x,r,)

yaque (x,r) € K, + (x,,r,) paratodanyporque K, + K, C K.

Y esto implica que si (y,s) € AN [K Lt (x, r)] entonces (y,s) € () 4,.
neN

Por lo tanto, 0 < || (y, s) — (x, 1) || < (2/ (nxl)) para toda n pero esto es equivalente a que
0<llys)-xnll <e , Ve>O0.

Con lo cual se tiene que (y, s) = (x, r), es decir, {(x, r)} = nQN A,, es decir, se satisface 2. m|

Como una consecuencia del Lema 3.1 tenemos el Principio Variacional de Ekeland que dice: Si f(x,) es

cercano al infimo de una funcién semicontinua inferiormente f entonces una pequeiia perturbacién del tipo
Lipschitz a f alcanza un minimo estricto en un punto z relativamente cercano a x,,.
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Teorema 3.1. Principio Variacional de Ekeland. Sea f : E — R U {oo} propia, semicontinua inferior-
mente, acotada inferiormente y sean € > 0y x, € E tal que

f(x,) < fnf{ f) | x€E} +e.
Entonces para cualquier A € (0, 1) existe z € dom(f) tal que
L Alz=x |l < f(x) - f(2)
2. lz=x 1l <(g/).
3. Al x=z|l+f(x)> f(z) , paracualquier x # z.

Prueba: Supongamos sin pérdida de generalidad que el fnf{ f(x) | X € E} = 0 (bajo traslacion.)
Luego como f es semicontinua inferiormente, la epi(f) € EXR es cerrada (ver Proposicién 3.1.)
Entonces tenemos que para (x,, f(x,)) € epi(f) existe (z,r) € epi(f) tal que

(2, 1) € epi(f) N K, + (Xos f(x)] (3.3)
y {@n}=epitHn[K, + 0 (3.4)

por el Lema 3.1.
Asi de (3.3) tenemos que

0<f(@<r<o y (z2—x,r—f(x,)) €K,

= z&€dom(f) y Allz=x,1 < f(x,)—r.

= Allz=x| £ fx)—r < f(x)— f(2. (3.5)
< f(x,) <e. (3.6)

Y la desigualdad (3.5) es precisamente la condiciéon 1 mientras que la desigualdad (3.6) implica que
lz—x Il < (/)

por lo que se cumple la condicién 2.
Por otro lado, si f(x) = co entonces A || x — z || + o0 > f(z), es decir, se satisface la condicién 3.
Ahora bien, si f(z) < r entonces (z, ) # (z, f(z)) y por (3.4) se sigue que

@ f@) ¢ epiHN[K +@r)| = @f@)¢EK+Gr).

Es decir,0 =A||z—-2z]|| > r— f(2), por lo tanto, f(z) > r; lo cual es una contradiccion.
Debido a esto, se tiene que f(z) = r por lo que si f(x) < co con x # z entonces

(x, f(x)) & K + (z,1) = K) + (z, f(2)
= Allx—zll > fz) - fx)
= Allx=z|l+ f(x) > f).

Por lo tanto, se cumple la condicién 3. O

Gracias al Principio Variacional de Ekeland nos podemos acercar tanto como queramos al minimo de la
funcién f ya que basta definir

¢,:E—R
x— f)+ Al x—zll.
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Pues con esta funcion tenemos que ¢,(x) > ¢ ,(z) para toda x € E, es decir, z es punto minimo de ¢, ya

que si x # z entonces

o) = fO)+ A x =zl > f(@) = f@+ Al 2=zl = $,(2).

en virtud de la conclusién 3 del Teorema 3.1.

Y tomando A = /& en la conclusién 2 del Teorema 3.1 obtenemos que ||z — x,|| < V.

Cabe mencionar, que para ver un estudio mas profundo sobre estos temas se puede consultar [14].

A continuacién, vemos el principio de Ekeland para problemas de equilibrio y para esto definimos que es
un problema de equilibrio.

Definicion 28. Sea f : D X D — R una funcion dada. Entonces un problema de equilibrio es buscar X € D
tal que f(x,y) > 0 para toda y € D.

Teorema 3.2. Principio de Ekeland para Problemas de Equilibrio. Sea E un espacio de Banach y consi-
deremos D C E cerrado y f : D XD — R que satisface:

1. f(x,-) es acotada inferiormente y semicontinua inferiormente para toda x € D.
2. f(t,t) = 0 paratodat € D.
3. f(z,x) < f(z,y) + f(y, x) para toda x,y,z € D.

Entonces para todo € > 0y para cada x, € D existe X € D tal que

f(x0, %) + € [lx,—Xx[ <0y (3.7)
fG,x) +e||x—x]|| >0 , VxeD talque x+# X (3.8)

Prueba: Sin pérdida de generalidad supongamos que € = 1 y consideremos el conjunto
F(x):={yeD | f(xy) + elly-x|l <0} (3.9)

El cual es cerrado para toda x € D en virtud de 1.
Mas aun, F(x) # () para cada x € D ya que por 2 se cumple que f(x,x) + || x — x || =0, es decir, x € F(x).
Luego, siy € F(x)y z € F(y) entonces por la desigualdad del tridngulo y por 3 se cumple que

027+ lly—xll +fra+ llz=yll =2 f(x)+ llz—x]l.

Es decir, z € F(x). Por lo tanto se tiene que si y € F(x) entonces F(y) C F(x).
Abhora bien, usando el hecho de que f(x,-) es acotada inferiormente para toda x € D podemos definir el
mapeo

v:D->R
inf ,2).
X zgvl(x) f(x,2)
Por lo que para toda z € F(x) se tiene que

lz=xll <=f(62) < sup[-f(62)] = = fnf f(r2) = ().
z€F (x) Z€F(x)

Y esto implica que si x,, x, € F(x) entonces

fx, = <llx=x 1 + lx=x < —v(x)=v(x)=-2v(x) , VxeD.
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Es decir,
diamF(x) < -2v(x) , VYxeD (3.10)

Por otro lado, fijando x, € D existe x, € F(x,) tal que f(x,, x,) < v(x,) + 27! (por propiedades de infimo.)

Como x, € F(x,), existe x, € F(x,) tal que f(x, x,) < v(x,) + 272
Por lo que procediendo de manera recursiva construimos (x,) C D tal que x,,, € F(x,)y

fx,x,,) < wvix,)+27"D, (3.11)

Ahora, usando el hecho de que F(x,,,) C F(x,) se tiene que

Vo) = il f,0) 2l f(,,0) 2 yef?(gn)[ Fy) = (3 x,00))]. (3.12)

(xn+1

Ya que
f('xn’y) < f(‘xn’xn+l) + f('xn+l’y) = f('xn’y) - f('xn"xn+l) < f(‘xn+l’y)

paratoday € F(x,).
Pero ademads se cumple que

inf f(xn,)’) - f(xn’ xn+1)] = |:y€l/Fn(£ )f(xn’ }’)] - f(xna xn+1) = V(Xn) - f(xm xn+1)' (313)

yeF(x,)
Asi combinando (3.12) con (3.13) tenemos que v(x,,) > v(x,) — f(x,,x,,,) y esto es equivalente a
=[x, x,0) < vix,,;)—v(x,). (3.14)

Luego de (3.11), (3.14) y (3.10) se sigue para toda n que

—v(x) < = f(, X)) + 27D < v(x,,) —v(x,) + p~(n+D)
= 0 < wx,,,)+27""
= 0 < wix,)+2™"
= —v(x,) < 2™
= diamF(x,) < -2v(x,) < 2-27" 2200, (3.15)

Por lo tanto, de (3.15) tenemos que (x,) es una sucesién de Cauchy y por ser E un espacio de Banach, se
tiene que existe X € D tal que x, — X.
Como el hecho de que F(x,) es cerrado para toda n implica que ¥ € F(x,) para todo n, de aqui que
{X} € NF(x,) de hecho,

(%)= )Fx)

neN

ya que diamF'(x,) — O.
Finalmente, del hecho de que x € F(x,) concluimos la condicién (3.7).
Mas atin, como X € F(x,) para toda n se sigue que F(X) C F(x,) para toda ny asi

F(®) < () F(x,) = (%
neN
Por lo tanto, si x € D\{x} entonces x ¢ F(x) es decir, se satisface (3.8). O

Para un estudio mds detallado del Principio de Ekeland para problemas de equilibrio, se puede consultar el
articulo [15].
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Vemos a continuacién que el principio de Ekeland para problemas de Equilibrio implica una versién
mads débil del principio variacional de Ekeland dado en el Teorema 3.1.

Teorema 3.3. Sea f : E — R una funcion propia, semicontinua inferiormente y acotada inferiormente.
Entonces para toda A > 0y cualquier x, € dom(f) existe z € dom(f) tal que

Lo Allz = x|l < fxo) = f(2).
2. Ax—zll + f(x) > f(z) , paracualquier x + z.

Prueba: Sea D = dom(f) y consideremos g : D XD — R; g(x,y) = f(y) — f(x).
Como f es semicontinua inferiormente entonces g(x, -) es semicontinua inferiormente, luego, g(¢,1) = 0
para toda t €D.
Mas adn,

8z y)+gn,x)=f) - f@+ f(x)-f(y) = f0) - fz) =gz, x) , VYx,y,z€D.

Entonces por el Teorema 3.2, se cumple que para ¢ = 4 > 0 y para cada x, € D existe z € D = dom(f) tal
que
{ 8xp, )+ Al x, =2z <O y

gz x)+Allz—x] >0, Vx#z

é{f(z)_f(xo)"'/l”xo_zll <0y
fX) - f@+Allz—x] >0, Vx#z

:{ Alz=x I < fxo)—f@) y
Allz=xll+f(x)> f(d) , VYx#z

:>{/l||z—xo I < f(x)—f(@ vy
Allx=zll+f(x)> f(z) , VYx#z

Y estas dltimas son precisamente las conclusiones 1 y 2 que coinciden con 1 y 3 del Teorema 3.1. O

3.2. Equivalencias del Principio Variacional de Ekeland.

En esta seccidén enunciamos una serie de resultados y probamos que son equivalentes a la version débil
del principio variacional de Ekeland (Teorema 3.3.)

Teorema 3.4. (Teorema de Punto Fijo de Caristi.) Sea f : E — R" semicontinua inferiormente. Suponga-
mos que el operador multivaluado T : E — E satisface que

lx=yll <k f@-fo)| . VyeT): paraalgunak > 0. (3.16)
Entonces T tiene un punto estacionario en E, es decir, existe x* € E tal que {x*} = T(x").
Definicion 29. El Pétalo de la Flor conectado con a,b € E yvy > 0 es el conjunto

P(a,b):={xeE|lx-bll+yllx—al < lla-bll}.
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Teorema 3.5. (Teorema del Pétalo de la Flor de Penot.) Sea M C E cona € M y b € E\M. Entonces para
cada vy > 0 existe x* € E tal que

xXeMn P(a,b) y {x}=Mn PY(x*,b).

Teorema 3.6. (Principio de Minimizacion de Takahashi.) Sea f : E — R U {oo} semicontinua inferior-
mente, propia y acotada inferiormente. Supongamos que para cada x € E con fnlg f(u) < f(x)existey € E
ue

tal que
y#Ex y fO+lly—xll < fx). (3.17)

Entonces existe x* € E tal que f(x*) = ing f(u).
ue
En lo siguiente consideraremos el conjunto

Fx):={yeE | f(x.y) + elly-x| <0}.
que es similar al dado en (3.9).

Teorema 3.7. (Teorema de Oettli-Théra.) Sean A C E y x, € E tales que para cada x € F(x,)\A existe
y € F(x)\{x}. Entonces existe x* € F(x,) N A.

Teorema 3.8. Los Teoremas 3.2 a 3.7 son equivalentes.

Prueba: Primero mostraremos que: Teorema 3.3 si y s6lo si Teorema 3.4.
Necesidad: Sea f : E — R* semicontinua inferiormente. Asi f(x) > 0 para toda x € E, es decir, f es
acotada inferiormente y propia.
Entonces existe x* € E tal que se satisface 2 del Teorema 3.3 con A = k™! para todo x # x*, es decir,

SO < fQ)+ K7 = x|
= f) - f) <k lx-x1.

Por lo tanto, {x*} = T(x*) ya que de lo contrario, si x € T(x") se contradice la hipdtesis (3.16) pues
tendriamos que
Ix =2l <K fG) = f@] < -k lx=x 1l = 112 =l

Suficiencia: Sea f : E — R U {co} semicontinua inferiormente, acotada inferiormente, propia y supongamos
que la conclusién del Teorema 3.3 no se cumple, esto genera dos casos.
Caso 1. Paracada x € E existe y, € Etalquey, # x y

f(X)Zf()’o)+/1||yo—x||
= fO-fO)zAlly,—xIl.

Por lo que se satisface (3.16) con A = k7'
Asi basta definir 7 : E — E mediante T'(x) = {x,y,} y de esta forma T no tiene puntos estacionarios.
Caso 2. Para cada x € E existe y, € E tal que

FO)+ K yo = x1l > £(0)
= kK lyo=x 1l > £ = fO)
=y —x Il > K[ £ = f0)].

Pero por la hipétesis (3.16) tenemos que || x — y, || <k [ fx)=f (yo)] lo cual es una contradiccion. O
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Teorema 3.3 si y sélo si Teorema 3.5.

Prueba: Para la necesidad, sea f : E — R U {oo} dada por f(x) = || x — b || la cual es continua, acotada
inferiormente y propia.

Por lo tanto, f es semicontinua inferiormente, asi si M C E completo cona € M y b € E\M entonces para
cada y > 0 existe x* € M tal que se cumple 1 del Teorema 3.3, es decir,

JOO)+yllx —all < fla) = X -bll+yllx —all < lla-0b]l.

Y esto implica que x* € P (a, b) por lo tanto, x* € M N P (a, b).
Por otro lado, como || x* = b || +y || x* = x* || = || x* — b || se tiene que

(XYcMnP(x,D).
Ahora bien, siy € M N P (x", D) entonces y € M y ademas
Iy=>bll+vlly-x"Il < llx" =b1l.
Entonces si suponemos que y # x entonces
JOO)Y<fM+ylly=-x"1l = X =bll <lly=bll+vlly=-x"I < llx" =b]l.

lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, y = x* es decir, {x*} = M N Py(x*, b).

Suficiencia: Sea f : E — R U {00} acotada inferiormente, semicontinua inferiormente, propia y supongamos
sin pérdida de generalidad que }crelllg f(x) = 0 (bajo traslacion.)

Siy >0y x, € dom(f) entonces f(x,) < co asi existe k > 0 tal que

(1 + %)f(xo) <k (3.18)
De aqui que en el espacio de Banach EXR con la norma
ey ) = Gy || 2= méx{lley = . Iry = ).
Se tiene que tomando M = epi(f)y a = (x,, f(x,)) se sigue que
b = (xo, f(x,) — k) € (EXR)\M.

Ya que si b € M entonces f(x,) < f(x,) — k es decir, k < 0 lo cual es una contradiccion.
Por otro lado, si r > in)ﬁ f(x) = 0 entonces
XE

r—fo) vk = 1= fx) = (1/)fx) + (/) f(x) +k
r=(1+ (1) f(x0) + (L) f(x,) +k
r—= k + (1/Y)f(-x0) + k

r+ (/) f(x)

r+ (1/7)0 > 0. (3.19)

v

\%

Asi, existe w* = (x*,r") € EXR tal que

w'eMNPLab) y {w}=MnP,w,b).
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Entonces w* = (x*, r") € epi(f) es decir, f(x*) < r*y esto implica que r* > inlf: f(x)=0.
XE
Luego,
IW" = bllgr + YW — dllger < lla — bllgyg- (3.20)

Y siw = (x,r) € M = epi(f) es tal que w # w* entonces
W = Dllgse < W= bllgyg + YW — W'llgyz- (3.21)
Y como w* € M = epi(f) se sigue que

JO)+YIX = xll <+ vl = Xl

AN

< rHylwt = allgg

IA

r* +lla = bllger — W = Dllgyr , por (3.20)
r* o+ max{ L, = xlL1f () = f(x) + ki)
= méx{llx = x, . I = f(x,) + k]

< r4k=r 4+ f(x) k= f(x). (3.22)

Yaquek >0y |r' = f(x,) +k < max{llx' = x|l |r* = £(x,) + kl}.

Ademads como r* > 0 entonces r* — f(x,) + kK > 0 por (3.19).
Por lo tanto de (3.22) tenemos que

JOO) + I = x|l < f(x).

Por lo que se satisface la conclusion 1 del Teorema 3.3.
Para ver la condicién 2 del Teorema 3.3 usamos nuevamente el hecho de que

r = £06) + k < max{Ilx” = xll, 17 = f(x,) + k).
Y por (3.21) tenemos que
r = fx0) + k < max{llx = x|l Ir = £(x,) + kl} + ymax{llx = x°l. r = 7]}, (3.23)

Por lo que tenemos que considerar dos casos:
Caso 1) |[x — x|l < |r—f(x,) +Kk| :
Como |r — f(x,) + k| =r— f(x,) + kyaque O < f(x) < r pues w € M entonces tenemos que

||.X - x()” <r- f(x()) + k.
Ademaés si |[r — r*| < ||x — x|| entonces de (3.23) tenemos que

r'—fx,)+k < r—f(x,)+k+vyl|lx—x"

= ro< r+vyllx - x|

= f(x") < r+vyllx—x".
Pues (x*,r*) € M, por lo que para cada x # x* con r = f(x) tenemos que
JO) < f() +vllx = x|l
Ahora bien, si |r — r*| > ||x — x*|| entonces r — r* # 0 y ahora de (3.23) deducimos que

r'=f(x,)+k < r—f(x,)+k+yr—r

>k

= ro< r+ylr-r.
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Por lo que suponiendo sin pérdida de generalidad que r — r* <0y 0 <y < 1 tenemos que
rr<r+y(r-r = (1-yr<{d-yr

Lo cual es una contradiccion.
Caso2) || x—x, || > |r— f(x,)+k| :
Se sigue de (3.18) que

le=xll > r=fl)+(1+v7") f(x,)
= r+y7 f(x)
v(r+v (%))

\%

= Y”-x - -xo”

Es decir,
Yl = xoll = 7) > £(x,).
Entonces, gracias a (3.22) tenemos que

Pyl = ol < ) < y(Ilx = xoll - 7).

Y si ademds se cumple que
r>r+vyllx - x|

Podemos deducir que

ryle =l < eyl =2l - ol
< T = Xl , por (3.25)
< r+ Y(llx — Xl = r) -7, por(3.24)

v(llx = xoll = 7).

Asi de (3.26) tenemos que r < —yr lo cual es imposible ya que r > 0.
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(3.24)

(3.25)

(3.26)

Por lo tanto, no es valida la desigualdad (3.25), es decir, r* < r + y||x — x*|| y de aqui que tomando r = f(x)

para cada x # x* se cumple que
J&) <77 < f0) +yllx = X7

Por lo tanto en ambos casos se satisface 2 del Teorema 3.3.

Teorema 3.3 si y sélo si Teorema 3.6.

Prueba: Para la necesidad, sea f : E — R U {+00} semicontinua inferiormente, propia y acotada inferior-

mente tal que para cada x € E con inl’g~ f(u) < f(x) existe y € E\{x} con

JO) +ly =l < f(x).
Entonces por el Teorema 3.3 existe x* € E tal que 2 con y = 1, es decir,
)< f)+lx=x , VYx#x".

Si f(x*) # fn]’if f(u) entonces por hipétesis existe X € E\{x"} tal que
ue

J@+x-x1 < fQ.

(3.27)

(3.28)
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Luego de (3.28) y (3.27) concluimos que
JE+NE-2N <fE)+lx=x , VYx#x"

en particular, para X.
Asi tenemos una contradiccion y por lo tanto f(x*) = fnlg f(uw).
ue

Suficiencia: Sea f : E — R U {+00} semicontinua inferiormente, propia y acotada inferiormente entonces
para x, € Ey vy > 0 definimos

X,:={x€E | f()+vlx—xl <f(x)}.

El cual es cerrado por ser f semicontinua inferiormente, mds aun, x, € X,,.
Por otro lado, supongamos que para toda x € X, existe x € E tal que

x#x oy fO+Vlx-x < f). (3.29)

Entonces de (3.29) y por definicién de X, se tiene que

YIE=xll < f0) = fX) < f(xo) =vllx = Xoll = f(5).
= JE +9I1E =Xl < f(X) +vlIxX = x| + vllx = Xl
< FR) + fx0) = VlIx = xoll = f(X) + vllx = x|

f(x).

Es decir, x € X,,.
Ahora bien, como estamos suponiendo que es valido el Teorema 3.6 se tiene que existe x* € X, tal que

J(x) = 1inf f(u).
uck
Pero por nuestra suposicion, existe y* € E tal que y* # x* y

fOO) + Ay =X < f(x)
= fO) <fON)+vIY =X < f(x).

Lo cual es una contradiccion al hecho de que f alcanza su minimo en x*.
Por lo tanto (3.29) no es valida y negando (3.29) nos queda que existe x* € X,, tal que para toda x € E con
x # x* implica que

JO) +yllx = X"l > f(x).

Es decir, para cada x, € E,y > 0 existe x* € E tal que

FO) + vl = xll < f(x,) y
Yx#x", f(x)+vyllx— x> f(x).

Que son precisamente las conclusiones 1 y 2 del Teorema 3.3. o

Teorema 3.3 si y sélo si Teorema 3.2.

Prueba: Para la necesidad, sea f : E X E — R U {co} propia tal que satisface 1, 2 y 3 del Teorema 3.2.

Si x, € E entonces definiendo g : E — R U {oo}; g(x) = f(x,, x) tenemos que g es propia, semicontinua
inferiormente y acotada inferiormente.

Por lo tanto, para cada y € E,y > 0 existe x* € E tal que se satisfacen 1 y 2 del Teorema 3.3, es decir,

g +yllx =yl <g@® y
Vx#x', gx)<g)+vyllx—x".
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Por otro lado, seay € G(x,) := {y eE | gy) +vllx, =yl < O}.
Entonces por 1 del Teorema 3.3 se sigue que

g(x™) +vllx, = X < g(x™) +vllxo =yl +vlly = x*|I < g(y) +vllx, =yl <0.

Es decir, x* € G(x,) que es la condicién (3.7) del Teorema 3.2.
Y de 2 del Teorema 3.3 obtenemos que para todo x # x*

f(xo, X°) < flxo, X) +¥llx = Xl = fx0,X") + f(X", %) < fx,, %) + f(x7, x) + yllx = x7l.
Luego, por la condicién 3 de f,
f(x0, %) < f(x0, ) + f(X", 0) +¥llx = x| = 0< f(x", %)+ vyllx — x7[].

Por lo tanto, se satisface (3.8) del Teorema 3.2.
Suficiencia: Es la prueba del Teorema 3.3. O

Teorema 3.2 si y s6lo si Teorema 3.7.

Prueba: Para la necesidad, sea f : E X E — R U {co} propia tal que satisface 1, 2 y 3 del Teorema 3.2.
Si x, € E entonces existe x* € F(x,) tal que se cumple (3.8) del Teorema 3.2.

Por otro lado, sea A C E tal que para cada x € F(x,)\A existe y € F(x)\{x}.

De aqui que x* ¢ F(x,)\A por que de lo contrario, existiria y € F(x*) con y # x* tal que

FO5y) +yllx" =yl <O0.

Mientras que por (3.8) del Teorema 3.2 se tendria que

F&y) +ylly = x| > 0.

Lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, x* ¢ F(x,)\A y x* € F(x,) entonces x* € A es decir, x* € F(x,) N A.
Suficiencia: Sea f : E X E — R U {oo} propia tal que satisface 1, 2 y 3 del Teorema 3.2.
Luego, para x € E definimos

A ={y€E | y#x fr,y)+vlx—)l <0} = F\x}.

Y tomando A = {x eE | A(x) = 0} podemos concluir que si x € F(x,)\A entonces por un lado, x € F(x,).
Y por otro lado, x ¢ A lo cual implica que A(x) # 0 por lo que existe z € A(x) = F(x)\{x}.
De esta forma, existe x* € F(x,) N A, asi A(x*) = 0, es decir, se satisface (3.8) del Teorema 3.2. |

Por lo tanto queda demostrado el Teorema 3.8.

Para ver otra prueba de la version débil del Principio Variacional de Ekeland, asi como de sus equivalencias,
se pueden consultar los articulos: [1], [7] [10], [9] y [17]; haciendo su lectura en el contexto de espacios de
Banach.



Apéndice A

Espacios de Banach.

Definicion 30. Sea X un espacio vectorial sobre R. Entonces X es un espacio normado si para todo x € X
existe un numero real no negativo ||x||, llamado norma de x, tal que

L lx +yll < [lxdl + Iyl para toda x,y € X,
2. |lax|| = la|||lx|]] sixeXyac€R,
3. |l >0 six#0.

Todo espacio normado puede ser visto como espacio métrico, en el cual la métrica o distancia de x a y
denotada por d(x, y), esta definida mediante ||x — y||.
Las propiedades fundamentales de d son:

» 0<d(x,y) < oo paratoda x,y € X,

® d(x,y)=0siysoélosix=y,

= d(x,y) =d(y, x) paratoda x,y € X,

» d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) paratoda x,y,z € X.

Definicion 31. Un espacio de Banach E es un espacio normado el cual es completo con la métrica definida
por su norma, es decir, toda sucesion de Cauchy es convergente.

Como ejemplos de espacios de Banach, tenemos a R",/” y L” con 1 < p < co. Ademds de los espacios de
funciones continuas definidas en espacios compactos.
Dado un espacio de Banach E consideramos los siguientes conjuntos:

Bf(x) = {y €eE ‘ d(x,y) < 8} y BEE(x) = {y €eE | d(x,y) < 8}

A dichos conjuntos les llamamos bola abierta y bola cerrada con centro en x y radio € en E respectivamente.

As{ definimos una topologia para E mediante 7 := { UcCE ‘ para todo x € U existe € > 0 tal que BX(x) c U }

Definicion 32. Dado un espacio de Banach E definimos su espacio dual como el conjunto
E’ = {x' E->R ‘ X' es lineal y continua. }
y denotamos por < x', x > a x'(x).

81
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Ademads el espacio dual E’ es un espacio de Banach con la norma

Wl = sup {| < &', > 1|l < 1

Por otro lado, dado que B}'(0) es compacta (segtin la norma) si y sélo si la dimensién de E es finita consi-
deramos una nueva topologia para E mediante su espacio dual E’.

Definicién 33. Sean E un espacio de Banach, x' € E’ y consideramos x' : E — R dada por ¥ (x) =< x’, x >,
asi al variar x" en E’ obtenemos una familia (x’) - Entonces definimos la topologia débil o(E,E’) como
X

la topologia menos fina sobre E que hace continuas a todas las funciones de la familia (5(7) -
X

Asi con la o(E, E’) topologia tenemos menos abiertos y por lo tanto mas conjuntos compactos, en
particular, resulta ser o(E, E’)-compacto la bola cerrada unitaria sin importar la dimensién de E.
En este punto tenemos que dado un espacio de Banach E también tememos un espacio banach E’ por lo
cual podemos definir los conceptos de espacio dual de E’ y de su topologia débil.

Definicion 34. Dado un espacio de Banach E definimos su espacio doble dual como el conjunto
E” = {x” E >R ‘ X" es lineal y continua. }
El cual resulta ser un espacio de Banach con la norma
W/l = sup {1 < ", ¢ > 1| Il < 1}

Y observamos que tenemos una inyeccién candnica, llamada funcién evaluacion,” : E — E” dada por
“)r = x(x') =< x’,x > para x € E fijo. Dicha inyeccién candnica es lineal e isométrica, por lo que

podemos identificar a E con un subespacio (generalmente propio) de E”

Por otro lado, en el espacio de Banach E’ tenemos dos topologias, a saber, la topologia inducida por la

norma dual y la o(E’, E”) topologia definida como en la Definicién 33.

Sin embargo definimos a continuacién una tercer topologia sobre E’ mediante la aplicacién ¢, : E' — R

definida por x’ — @,(x") =< x’, x >, asi cuando x recorre E obtenemos una familia de aplicaciones (¢.), g

de E’ en R.

Definicion 35. Definimos la topologia débil (estrella) o-(E’, E) como la topologia menos fina sobre E’ que

hace continuas a todas las aplicaciones (¢y) g-

Es decir, la topologia o(E’, E) contiene menos abiertos que la topologia o"(E’, E”’) que a su vez tiene
menos abiertos que la topologia inducida por la norma dual.
A continuacion definimos otro tipo de espacios muy utiles en el andlisis funcional.

Definicion 36. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial sobre R dotado de un producto interior

< u,v >y que es completo con la norma dada por < u,u >'/.

Como ejemplo de espacio de Hilbert tenemos a L? con el producto interior dado por

<u,v>::fuv

y también el espacio de Sobolev H! es un espacio de Hilbert.
Es importante notar que todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach.
A continuacién mostramos caracteristicas importantes de los espacios de Hilbert.
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Teorema A.1. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces para toda x,y € H se cumple la ley del paralelo-
gramo, es decir, se satisface:
llxc + Y + llx = yIPP = 2llxll” + 21yl (A.1)

La prueba es inmediata de la definicién de ||x||> =< x, x >.

Teorema A.2. Sean H espacio de Hilbert y C C H convexo, cerrado y no vacio. Entonces existe un tinico
x € C tal que minimiza la norma.

A.1. Funciones Convexas.

En esta seccidn, siempre trabajamos en un Espacio de Banach E sobre R.
Sean D un subconjunto de E no vacio, abierto y convexo y f : D — R una funcién convexa, es decir, tal
que:

Jax+(A -y <tfx)+ (A =-0f(y) ; Yx,yeDyVrel0,1].
Si siempre se da la igualdad, decimos que f es una funcidn afin; mientras que f es concava si - f es convexa.
Una funcional sublineal es una funcién P : E — R tal que:
{ P(x+y) < P(x)+ P(y), Vx,yeE

(A2)
P(tx) = tP(x) , Yt>0, YxeE.

A.1.1. Ejemplos de Funciones Convexas.

1. Lafuncién f : E — R dada por f(x) = ||x|| es un ejemplo obvio. De manera més general, si C C E es
convexo y no vacio entonces la funcion distancia

dc :E—->R
x = de(x) = inf{llx = yl| | y e C|
es continua y convexa en D = E.

2. El supremo de una familia de funciones convexas es una funcién convexa en el conjunto donde esta
es finita. De hecho, si A C E es no vacio y acotado entonces la funcién

f:E—-R
x = f(x) = sup{llx =yl | y € A
es continua y convexaen D = E.

3. La funcién norma también se puede generalizar por funcionales sublineales. Ademas el supremo de
una familia finita de funcionales lineales es una funcional sublineal.

4. La funcional de Minkowski es otra generalizacién de la norma ya que si C C E es convexo con
0 €intC entonces definiendo

PC:E—>R
x—>PC(x):1’nf{/l>0 | xeﬁC}.

Tenemos que P¢ es una funcional sublineal no negativa. Més adn, Pc(x) = 0siy s6losiR*x c Cy
la frontera de C esta dada por {x €eE | Pc(x) = 1}. De hecho,

intC={xeE | Pc(x)<1}cCcfxeE | Pe(x)<1}=C.
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Por ultimo, usando el hecho de que una funcional sublineal P : E — R es continua si y sélo si existe M > 0
tal que P(x) < M||x|| para toda x € E. Deducimos que al funcional de Minkowski, P, es continua ya que
basta tomar M = (1/r) con r tal que C C B],E(O).

Inversamente, cualquier funcional P : E — R continua, no negativa, subaditiva y positiva homogénea es de
la forma P¢ pues basta tomar C = {x eE | P(x) < 1}.

Cabe destacar que estas funcionales fallan en ser seminormas si y sélo si C no es simétrico con respecto al
origen, es decir, si y solo si existe x, € E tal que Pc(x,) # Pc(—x,).

Para ver a detalle el desarrollo de lo anterior se pueden consultar [14] y [11].



Apéndice B

Categoria de Baire.

Para esta seccion, requerimos de la teoria de los espacios vectoriales topolégicos.

Definicion 37. Un espacio vectorial V sobre R es un espacio vectorial topoldgico si existe una topologia
Hausdorfft en V tal que la suma y la multiplicacion por escalares son mapeos continuos.

Teorema B.1. Todo espacio de Banach sobre R es un espacio vectorial topologico sobre R.

Definicion 38. Sea S un espacio vectorial topologico sobre R. Decimos que E C S es en ningtin lado denso
si E tiene interior vacio. Asi los conjuntos de primer categoria de Baire en S son aquellos que son uniones
numerables de conjuntos en ningtin lado denso.

Consecuentemente, a todo subconjunto de S que no es de primer categoria (de Baire) lo [lamamos conjunto
de segunda categoria (en S).

A continuacién enunciamos una serie de propiedades bésicas sobre la categoria de Baire .

1. Si A C By B es de primer categoria en S entonces también lo es A.

2. Cualquier unién numerable de conjuntos de primer categoria es de primer categoria.

3. Cualquier subconjunto E de S cerrado con interior vacio es de primer categoria en S.

4. Sean h : S — S un homeomorfismo y E C,S. Entonces E y h(E) tienen la misma categoria en S.

Definicion 39. Un espacio topoldgico es llamado un espacio de Baire si la union numerable de cualquier
coleccion de conjuntos cerrados con interior vacio tiene un interior vacio. Esto es equivalente a que toda
interseccion numerable de conjuntos abiertos densos es densa.

B.1. Ejemplos de Espacios de Baire.

1. Dado R con la topologia usual, los racionales son de primera categoria y los irracionales son de
segunda categoria en R.

2. Los reales con la métrica usual son un espacio de Baire (ver el Teorema de categoria de Baire mds
adelante.)

3. Todo espacio homeomorfo a un subconjunto abierto de un espacio pseudométrico es un espacio de
Baire (esto incluye los irracionales con su topologia estdndar asi como el conjunto de Cantor).
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4. Los espacios de Hausdorff localmente compactos son espacios de Baire (esto incluye todas las var-
iedades).

5. Los espacios topologicamente completos son espacios de Baire.
6. Todo espacio topologico homeomorfo un espacio de Baire es un espacio de Baire.

7. El conjunto de Cantor es un espacio de Baire, pero pertenece a la primera categoria en el intervalo
[0,1] con la topologia usual.

A continuacién mencionamos algunas propiedades de los espacios de Baire:

= (Cada espacio no vacio de Baire es de segunda categoria en si mismo; toda interseccién de un ndmero
numerable de subconjuntos de abiertos densos de X es no vacio, pero los contrarios de ambas afirma-
ciones son falsos, como se muestra con la suma disjunta topoldgica de los racionales y el intervalo
unitario [0,1].

= Todo subespacio abierto de un espacio de Baire es un espacio de Baire.

» Dada una familia de funciones continuas f, : X — Y con limite f : X — Y, donde X es un espacio
de Baire entonces los puntos donde f no es continua es de primer categoria en X y el conjunto de
puntos donde f es continua es denso en X.

Teorema B.2. Teorema de Categoria de Baire. Sea S un espacio métrico completo o un espacio local-
mente compacto Hausdorff. Entonces la interseccion de toda coleccion numerable de subconjuntos densos
y abiertos de S es densa en S.

Es decir, si {E i} es una colecciéon numerable de subconjuntos en ningin lado densos de S y ademas V; es el

complemento de E; entonces cada V; es denso y la conclusién del Teorema de Categorfa de Baire nos dice
que (V; # 0, por lo tanto, S # | J E;.

Ademads, concluimos que los espacios métricos completos y los espacios localmente compactos y Hausdorff
son de segunda categoria en ellos mismos.

Por ultimo definimos un par de conjuntos esenciales para el desarrollo de este trabajo, a los que les apli-
camos el Teorema de Categoria de Baire.

Definicion 40. Sea E un espacio de Banach. Entonces decimos que la interseccion numerable de subcon-
Jjuntos abiertos de E es un subconjunto Gs.
Mientras que a la union numerable de subconjuntos cerrados de E le llamamos un subconjunto F .

Para ver a detalle el desarrollo de lo anterior se puede consultar [16].



Apéndice C

Espacios Estrictamente y Uniformemente Convexos.

En esta secciéon damos dos conceptos fundamentales motivados por la geometria de un espacio vectorial
normado E, a saber, que la bola cerrada unitaria en E es un conjunto convexo en virtud de la desigualdad
del tridngulo.

C.1. Espacios Estrictamente Convexos.

Definicion 41. Sea E un espacio vectorial normado. Decimos que E es estrictamente convexo si su norma
es estrictamente convexa, es decir, si x,y € S ! tales que x %y entonces

lAax+A -yl < Allxl+A=-Dllyll=1 , VYae(@O,1.

Una forma de caracterizar esta definicion es que dados x, y € S tales que x # y entonces su punto medio
satisface que ||(1/2)(x — y)|| < 1 ya que basta visualizar que si E no es estrictamente convexo entonces S !
debe contener a todo un segmento lineal y por lo tanto al menos a dos puntos, y por ende a su punto medio.
A continuacién enunciamos una serie de propiedades de los espacios estrictamente convexos.

Proposicion C.1. Sea E un espacio de Banach. Entonces E es estrictamente convexo si 'y solo si dados
x,y € E tales que ||x + y|| = ||x|| + |[y|| con y # 0 tenemos que x = Ay para algiin 1 > 0.

Proposicion C.2. Sean E un espacio de Banach, K C E convexo. Entonces dado x, € E existe a lo mds un
“punto mds cercano”, es decir, existe a lo mds un x € K tal que

Ix, — x| = inf{llxo ] ' ke K} .

Definicion 42. Sea E un espacio vectorial normado. Decimos que E es suave si su norma lo es, es decir, si
para toda x € E tal que || x ||= 1 existe un tinico x' € E’ tal que

<x,x>=1y || x| =1
Proposicion C.3. Sea E un espacio de Banach. Entonces
1. Si E’ es estrictamente convexo entonces E es suave.
2. Si E’ es suave entonces E es estrictamente convexo.

Corolario C.1. Sea E un espacio de Banach reflexivo. Entonces E es estrictamente convexo si y solo si E’
es suave y ademds E es suave siy solo si E’ es estrictamente convexo.
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Proposicion C.4. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es suave y estrictamente convexo.

Asf tenemos que los espacios R”, I> y L*([a, b]) con sus normas usuales son estrictamente convexos y
suaves pero los espacios I',c,1°,L'([a, b]), C([a, b]) y L*([a, b]) no son estrictamente convexos.

C.2. Espacios Uniformemente Convexos.

Definicion 43. Sea E un espacio vectorial normado. Decimos que E es uniformemente convexo si para
todo € > 0, existe § > 0 tal que para toda x,y € BE(0) y ||x — y|| > € entonces ||x + y|| < 2(1 = 6).

Geométricamente esta definicién quiere decir que dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que si x, y son cercanos
en la bola cerrada unitaria con la distancia entre ellos de al menos € entonces su punto medio dista al menos
6 de la esfera unitaria S'.

Asi todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo mientras que el reciproco es cierto si el
espacio es de dimension finita.

Ahora bien, como ejemplo de un espacio que no es uniformemente convexo tenemos al espacio Co, que
consta de todas las sucesiones escalares, las cuales tienen solo una cantidad finita de miembros distintos de
cero y cuya norma se define de manera inductiva como sigue:

Paratodan=1,2,...,sea

X, = {xe Cm‘x(j) :Oparatodaj>n}

Asi, para x € X, consideramos
(x| == |x(D).

Luego, supongamos que ||x|| esta definida para toda x € X,_;. Si x € X, entonces x = y,_; + x(n)e, para
algtn y,_; € X,_;. Por lo tanto definimos

1l := (yact Il + x|

Y de esta manera el espacio (C., || - ||) es estrictamente convexo pero no es uniformemente convexo.

Por otro lado, tenemos que los espacios /7 y LP([a,b]) con 1 < p < oo son uniformemente convexos y por
lo tanto son estrictamente convexos.

Un resultado importante sobre los espacios uniformemente convexos es enunciado a continuacion.

Teorema C.1. (Milman, 1938.) Sea E un espacio de Banach uniformemente convexo (en alguna norma
equivalente). Entonces E es reflexivo.

Para finalizar esta seccion basta remarcar que el reciproco del Teorema C.1 es falso, para ver un con-
traejemplo y hacer un estudio més detallado de los espacios uniformes y estrictamente convexos se puede
consultar: [6], [12], [13] y [4].
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