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Facultad de Ciencias

Sobre Diferenciabilidad y

Teoremas de Optimización

en Espacios de Banach

TESIS
QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE MATEMÁTICO

PRESENTA:

ALFREDO REYES VAZQUEZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. ARMANDO GARCÍA MARTÍNEZ

2010



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





1. Datos del alumno
Reyes
Vazquez
Alfredo
57118615
Universidad Nacional Autónoma de México
Facultad de Ciencias
Matemáticas
300284407

2. Datos del tutor
Dr
Armando
García
Martínez

3. Datos del sinodal 1
Dr
Carlos
Bosch
Giral

4. Datos del sinodal 2
Dr
Francisco Marcos
López
García

5. Datos del sinodal 3
Dr
Cesar Luis
García
García

6. Datos del Sinodal 4
Dr
Jesús Manuel
Falconi
Magaña

7. Datos del trabajo escrito
Sobre Diferenciabilidad y Teoremas de Optimización en Espacios de Banach
96 p
2010



A mis padres.



Índice general

Índice general i

1 Funciones Convexas en Espacios de Banach sobre R. 3
1.1. Derivada de Gâteaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1. Ejemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Derivada de Fréchet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1. Ejemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Espacios de Asplund. 27
2.1. Operadores Monótonos y Subdiferenciales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.1. Ejemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2. Espacios Débilmente Compactos-Generados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.2.1. Ejemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3 Principio Variacional de Ekeland. 59
3.1. Funciones Semicontinuas Inferiormente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.1.1. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.2. Equivalencias del Principio Variacional de Ekeland. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Apéndices. 79

A Espacios de Banach. 81
A.1. Funciones Convexas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

A.1.1. Ejemplos de Funciones Convexas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

B Categoría de Baire. 85
B.1. Ejemplos de Espacios de Baire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

C Espacios Estrictamente y Uniformemente Convexos. 87
C.1. Espacios Estrictamente Convexos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

C.2. Espacios Uniformemente Convexos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Bibliografía 89

i



Introducción.

El estudio de las propiedades de la diferenciabilidad de las funciones convexas en espacios de dimensión
infinita tiene como razón fundamental la investigación de las consecuencias generadas por la convexidad de
las funciones, como la existencia de la derivada derecha en cada dirección.
En el presente trabajo vemos que varios temas matemáticos aparentemente desconectados están, de hecho,
estrechamente relacionados. Por ejemplo, los operadores monótonos y la derivada; así como las rebanadas
de un conjunto y la diferenciabilidad de funciones convexas y continuas.
En la primera sección de este trabajo, definimos las funciones convexas y establecemos la propiedad fun-
damental de la diferenciabilidad en el caso unidimensional. Además, verificamos el primer resultado para
dimensión infinita (Teorema de Mazur) referente a la derivada de Gateaux.
Con el objeto de generalizar este resultado, estudiamos el subdiferencial de una función convexa, que re-
sulta ser un operador de conjuntos valuados.
Dado que el subdiferencial es un caso particular de un operador monótono, en el capítulo dos, estudiamos
este tipo de operadores.
Luego, analizamos detalladamente la extensión del Teorema de Mazur debida a E. Asplund para el caso de
espacios más generales; en los cuales se sostiene la misma conclusión y la del estudio de los espacios de
Asplund, donde se sigue una conclusión más fuerte a través de la derivada de Frechet.
Para lo anterior, aplicamos las mismas técnicas analíticas y geométricas usadas por Asplund, en el contexto
de funciones convexas y continuas definidas en conjuntos convexos y abiertos.
Sin embargo, para muchas aplicaciones es más conveniente trabajar con funciones convexas y semicon-
tinuas inferiormente definidas en los reales extendidos. Debido a esto, en el último capítulo, probamos el
Teorema de Bishop-Phelps y una de sus principales consecuencias, a saber, el Principio Variacional de Eke-
land.
Finalmente, concluimos este trabajo con una serie de Teoremas equivalentes al Principio Variacional de
Ekeland.
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Capítulo 1

Funciones Convexas en Espacios de Banach sobre R.

1.1. Derivada de Gâteaux.

Siempre trabajamos en un espacio de Banach E sobre R, a menos que se diga lo contrario.
Sean D un subconjunto de E no vacío, abierto y convexo; consideremos f : D → R una función convexa,
es decir, tal que:

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) ; ∀x, y ∈ D y ∀t ∈ [0, 1].

Si siempre se da la igualdad, decimos que f es una función afín; mientras que f es cóncava si - f es convexa.
Una funcional sublineal es una función P : E→ R tal que: P(x + y) ≤ P(x) + P(y), ∀x, y ∈ E

P(tx) = tP(x) , ∀t ≥ 0, ∀x ∈ E.
(1.1)

Observación 1. Una funcional sublineal P : E→ R es lineal si y sólo si

−P(−x) = P(x)

para toda x ∈ E.

Prueba: Claramente, si P es una funcional lineal entonces es una funcional sublineal.
Por otro lado, si P : E→ R es una funcional sublineal tal que −P(−x) = P(x) para todax ∈ E.
Entonces por (1.1) tenemos

P(−(x + y)) ≤ P(−x) + P(−y)

Así dadas x, y ∈ E, se sigue que

P(x + y) = −P(−(x + y)) ≥ −P(−x) − P(−y) = P(x) + P(y)

Por lo que
P(x + y) = P(x) + P(y)

para toda x, y ∈ E.
Luego, si x ∈ E, t < 0 entonces

P(tx) = P(−(−tx)) = −tP(−x)

pero
−tP(−x) = t[−P(−x)]

3



4 CAPÍTULO 1. FUNCIONES CONVEXAS EN ESPACIOS DE BANACH SOBRE R.

implica que
P(tx) = tP(x)

para toda x ∈ E, t ∈ R.
Por lo tanto, P : E→ R es una funcional lineal. �

Lema 1.1. (derivada por la derecha) Sea D ⊂ E convexo, abierto, no vacío y sean f : D → R convexa y
xo ∈ D. Entonces para cada x ∈ E la derivada direccional "por la derecha"

d+ f (xo)(x) = lı́m
t→0+

f (xo + tx) − f (xo)
t

existe y define una funcional sublineal en E.

Prueba: Primero notemos que xo + tx ∈ D para toda t > 0 suficientemente pequeña por que D es abierto
por hipótesis.
Luego, sin pérdida de generalidad sea xo = 0 y f (xo) = 0, (por traslación en el dominio y codominio de la
función f ) si x ∈ D con 0 < t < s entonces por la convexidad de la función f se tiene que

f (tx) = f
( t

s
sx

)
= f

( t
s

sx +

(
1 −

t
s

)
0
)

= f
( t

s
sx +

( s − t
s

)
0
)

≤
t
s

f (sx) +
s − t

s
f (0) =

t
s

f (sx)

Es decir,
f (tx)

t
≤

f (sx)
s

Por lo que trasladando tenemos que en general

f (xo + tx) − f (xo)
t

≤
f (xo + sx) − f (xo)

s
(1.2)

para toda x ∈ D con 0 < t < s. Es decir, el cociente es no decreciente.
Así, aplicando (1.2) a −x se tiene que

−[ f (xo − tx) − f (xo)]
t

(1.3)

es no creciente, sin embargo diremos que (1.3) es no decreciente conforme t → 0+.
Mientras que por la convexidad de la función f , para t > 0 se tiene que

2 f (xo) ≤ f (xo − 2tx) + f (xo + 2tx) (1.4)

Dado que

f (xo) = f
(
2xo − 2tx + 2tx

2

)
= f

(
1
2

(xo − 2tx) +
1
2

(xo + 2tx)
)

≤
1
2

f (xo − 2tx) +
1
2

f (xo + 2tx) =
1
2

[
f (xo − 2tx) + f (xo + 2tx)

]
Por lo que de (1.4) se sigue que

− f (xo − 2tx) + 2 f (xo) ≤ f (xo + 2tx)

Entonces
−[ f (xo − 2tx) − f (xo)]

2t
≤

f (xo + 2tx) − f (xo)
2t

(1.5)
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Así, por los comentarios hechos sobre la monotonía de (1.2) y (1.3) tenemos que para t → 0+ el lado
derecho de la desigualdad (1.5) esta acotado inferiormente mientras que el lado izquierdo esta acotado
superiormente.
Por lo tanto si t → 0+ ambos límites existen y el límite por la izquierda es −d+ f (xo)(−x).
De hecho, por (1.5) observamos que

−d+ f (xo)(−x) ≤ d+ f (xo)(x) , ∀x ∈ D.

Y concluimos que d+ f (xo)(x) es homogénea positiva y para ver que es una funcional subaditiva se usa
nuevamente la convexidad de la función f para t > 0 pues:

f (xo + t(u + v)) = f
(
2xo + 2t(u + v)

2

)
= f

(
xo + 2tu

2
+

xo + 2tv
2

)

= f
(
1
2

(xo + 2tu) +
1
2

(xo + 2tv)
)

≤
1
2

f (xo + 2tu) +
1
2

(xo + 2tv)

Luego,

2 f (xo + t(u + v)) ≤ f (xo + 2tu) + f (xo + 2tv)

De aquí que
2 f (xo + t(u + v)) − 2 f (xo) ≤ f (xo + 2tu) − f (xo) + f (xo + 2tv) − f (xo)

Finalmente,
2[ f (xo + t(u + v)) − f (xo)]

2t
≤

f (xo + 2tu) − f (xo)
2t

+
f (xo + 2tv) − f (xo)

2t
Por lo que tomando límite cuando t → 0+ se obtiene que d+ f (xo)(u + v) ≤ d+ f (xo)(u) + d+ f (xo)(v). �

Definición 1. Sea D ⊂ E convexo, abierto y no vacío. Una función f : D→ R convexa es diferenciable de
Gâteaux en xo ∈ D si el límite

d f (xo)(x) = lı́m
t→0

f (xo + tx) − f (xo)
t

existe para cada x ∈E. Y la función d f (xo) se llama la derivada de Gâteaux o diferencial de Gâteaux de f
en xo.

Así, en virtud de la Observación 1, tenemos que f es diferenciable de Gâteaux en xo si y sólo si
−d+ f (xo)(−x) = d+ f (xo)(x) para cada x ∈ E.
Esto muestra que f es diferenciable de Gâteaux en xo si y sólo si

x→ d+ f (xo)(x)

es lineal en x; en particular, si esto es cierto, entonces d f (xo) es una funcional lineal definida en E.
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1.1.1. Ejemplos.

1. Si f es una funcional lineal en E (no necesariamente continua) entonces

d f (xo)(x) = f (x)

para toda xo ∈ E y para toda x ∈ E.
Ya que dada xo ∈ E se tiene que:

d f (xo)(x) := lı́m
t→0

f (xo + tx) − f (xo)
t

= lı́m
t→0

f (xo) + t f (x) − f (xo)
t

= lı́m
t→0

t f (x)
t

= lı́m
t→0

f (x) = f (x) , ∀x ∈ E.

2. La norma

‖ x ‖1=
+∞∑
i=1

|xi|

en l1 es diferenciable de Gâteaux precisamente en aquellos puntos x = xi para los cuales se satisface
que xi , 0 para toda i ∈ N.
Prueba: Si x ∈ l1 y xi = 0 para alguna i ∈ N entonces, definimos

δi = (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, 0, . . . )

lo cual implica que:

‖ x + txo ‖1 − ‖ x ‖1=
+∞∑
i=1

|xi + tδi| −

+∞∑
i=1

|xi| = |t|

Más aún,

lı́m
t→0

‖ x + txo ‖1 − ‖ x ‖1
t

no existe ya que

lı́m
t→0−

|t|
t

= lı́m
t→0−

−t
t

= −1

mientras que

lı́m
t→0+

|t|
t

= lı́m
t→0+

t
t

= 1

Ahora supongamos que xi , 0 para toda i ∈ N así dada ε > 0 con y ∈ l1 podemos elegir una N ∈ N
tal que ∑

i>N

|yi| <
ε

2

Luego, dado que para toda δ > 0 suficientemente pequeña tenemos que sgn(xi + tyi) = sgn(xi) con
1 ≤ i ≤ N y |t| < δ podemos concluir que∣∣∣∣∣∣∣t−1 (‖x + ty‖1 − ‖x‖1) −

∞∑
i=1

yisgn(xi)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣

N∑
i=1

t−1 (|xi + tyi| − |xi| − tyisgn(xi))

∣∣∣∣∣∣∣ + 2
∑
i>N

|yi| < ε

con |t| < δ. �
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Proposición 1.1. Sea D ⊂ E convexo, abierto, no vacío y sea f : D → R convexa. Si f es continua en
xo ∈ D entonces f es localmente Lipschitz en xo, es decir, existe M > 0 y existe δ > 0 tales que

Bδ(xo) ⊂ D y | f (x) − f (y)| ≤ M ‖ x − y ‖

para cualesquiera x, y ∈ Bδ(xo).

Prueba: Como f es continua en xo, es localmente acotada ahí, es decir, existen M1 > 0 y δ > 0 tales que

| f (x)| ≤ M1 , ∀x ∈ B2δ(xo) ⊂ D.

Por otro lado, si x, y ∈ Bδ(xo), con x , y, entonces definimos

α :=‖ x − y ‖ > 0 y z := y +
δ

α
(y − x).

Así z ∈ B2δ(xo) ya que:

‖ z − xo ‖ = ‖ y +
δ

α
(y − x) − xo ‖ ≤ ‖ y − xo ‖ +

δ

α
‖ y − x ‖ ≤ δ + δ = 2δ.

Entonces
y =

(
α

α + δ

)
z +

(
δ

α + δ

)
x

pues desarrollando tenemos que

α

α + δ
z +

δ

α + δ
x =

α

α + δ
y +

(
α

α + δ

) (
δ

α

)
(y − x) +

δ

α + δ
x

=
α

α + δ
y +

δ

α + δ
(y − x) +

δ

α + δ
x

=
α

α + δ
y +

δ

α + δ
y

= y.

Así, por la convexidad de f tenemos que:

f (y) = f
([

α

α + δ

]
z +

[
δ

α + δ

]
x
)
≤

(
α

α + δ

)
f (z) +

(
δ

α + δ

)
f (x)

Entonces
f (y) − f (x) ≤

(
α

α + δ

)
f (z) +

(
δ

α + δ

)
f (x) − f (x)

Pero
f (x) =

(
α

α + δ

)
f (x) +

(
δ

α + δ

)
f (x)

Por lo que

f (y) − f (x) ≤
(

α

α + δ

)
f (z) +

(
δ

α + δ

)
f (x) −

(
α

α + δ

)
f (x) −

(
δ

α + δ

)
f (x)

=

(
α

α + δ

)
[ f (z) − f (x)] ≤

(
α

α + δ

)
2M1

≤

(
α

δ

)
2M1 =

(
2M1

δ

)
‖ x − y ‖ .
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Finalmente, intercambiando x por y nos da la otra desigualdad para poder concluir que:

| f (x) − f (y)| ≤ M ‖ x − y ‖ con M =

(
2M1

δ

)
�

Cabe destacar que en la prueba anterior, más que la continuidad de f utilizamos el hecho de que f era
localmente acotada en xo.

Corolario 1.1. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R convexa y continua en xo ∈ D.
Entonces d+ f (xo) es una funcional sublineal continua en E. De hecho, d f (xo) (cuando esta exista) es una
funcional continua.

Prueba: Como f es continua en xo ∈ D entonces por la Proposición 1.1 se tiene que existe B vecindad
de xo y existe M > 0 tales que si x ∈ E entonces,

f (xo + tx) − f (xo) ≤ Mt ‖ x ‖

si t > 0 es tal que xo + tx ∈ B.
Como esto es válido para todo x ∈ E, entonces

f (xo + tx) − f (xo)
t

≤ M ‖ x ‖ .

Así tomando límite cuando t → 0+ obtenemos:

d+ f (xo)(x) ≤ M ‖ x ‖ .

Es decir, d+ f (xo) es una funcional sublineal continua en E.
Por último, si existe d f (xo)(x) en virtud de la Definición 1, tenemos que

d f (xo)(x) = d+ f (xo)(x) ≤ M ‖ x ‖ .

Por lo tanto, de ser f diferenciable de Gâteaux en xo, concluimos que la derivada de Gâteaux es una fun-
cional lineal continua. �

El siguiente resultado es de carácter técnico y lo utilizaremos para caracterizar la derivada de Gâteaux. Cabe
mencionar que en general es difícil que se den sus hipótesis.

Lema 1.2. Sea P : E → R una funcional sublineal continua mayor o igual a una única funcional lineal.
Entonces P es una funcional lineal.

Prueba: La prueba es por contradicción, por lo tanto, supongamos que P no es una funcional lineal, en
virtud de la Observación 1, tenemos que para alguna y ∈ E

−P(−y) , P(y).

Por lo que hay dos casos posibles.
Primero supongamos que −P(−y) < P(y) entonces −tP(−y) < tP(y) = P(ty), ∀t ≥ 0

tP(y) < −tP(−y) = P(ty), ∀t < 0.
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Debido a esto, definimos g : < y > → R tal que g(ty) = −tP(−y). Así, resulta que g es lineal, ya que si
t, s ∈R entonces

g(ty + sy) = g((t + s)y) = −(t + s)P(−y) = −tP(−y) − sP(−y) = g(ty) + g(sy) y

g((st)y) = −(st)P(−y) = s(−t)P(−y) = sg(ty).

Más Aún, g(ty) ≤ P(ty) pues

g(ty) = −tP(−y) < P(ty), ∀t ≥ 0 y g(ty) = −tP(−y) = P((−t)(−y)) = P(ty), ∀t < 0.

Por lo tanto, por el Teorema de Hahn-Banach [2, p. 1] tenemos que existe g̃ ∈ E’ tal que g ≡ g̃ en < y >,
además g̃(x) ≤ P(x) para toda x ∈ E.
Ahora definimos, h : < y > → R tal que h(ty) = tP(y), claramente, h es lineal y de hecho, h(ty) ≤ P(ty)
pues

h(ty) = tP(y) = P(ty) ∀t ≥ 0 y

h(ty) = tP(y) < −tP(−y) = P(ty), ∀t < 0.

Nuevamente, por el Teorema de Hahn-Banach, existe h̃ ∈ E’ tal que h ≡ h̃ en < y > y h̃(x) ≤ P(x) para
toda x ∈ E.
Ahora, basta tomar t = 1 para tener que

g̃(y) = g(y) = −P(−y) < P(y) = h(y) = h̃(y)

es decir, g̃ . h̃ y esto contradice el hecho de que P es mayor o igual a una única funcional lineal.
El caso en que −P(−y) > P(y) es análogo. �

Proposición 1.2. Sea D ⊂ E convexo, abierto, no vacío y sea f : D → R convexa y continua. Entonces f
es Gâteaux diferenciable en xo ∈ D si y sólo si existe una única funcional x′ ∈ E’ tal que satisface:

1. < x′, x − xo > ≤ f (x) − f (xo) ; ∀x ∈ D

o equivalentemente,

2. < x′, y > ≤ d+ f (xo)(y) ; ∀y ∈ E.

Prueba: Primero mostramos que las condiciones 1 y 2 son equivalentes:
Si x′ ∈ E’ satisface 1 entonces para toda y ∈ E se tiene que xo + ty ∈ D, para alguna t > 0.
Entonces dado que

t < x′, y > = < x′, ty > = < x′, (xo + ty) − xo > ≤ f (xo + ty) − f (xo)

Se cumple que

< x′, y > ≤ lı́m
t→0+

f (xo + ty) − f (xo)
t

=: d+ f (xo)(y).

Es decir, se satisface 2.
Por otro lado, si x′ ∈ E’ satisface 2 entonces dada x ∈ E, definimos y := x − xo.
Así xo + ty ∈ D para toda t ∈ (0, 1], por lo tanto,

< x′, y > = < x′, x − xo > ≤ d+ f (xo)(x − xo)

Entonces
< x′, x − xo > ≤ lı́m

t→0+

f (xo + t(x − xo)) − f (xo)
t

≤ f (xo + (x − xo)) − f (xo)

con t = 1, por la monotonía de la derivada derecha (ver Lema 1.1.)
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Es decir, < x′, x − xo > ≤ f (x) − f (xo) que es precisamente la condición 1.
Ahora bien, supongamos que f es Gâteaux diferenciable en xo ∈ D, es decir, existe d f (xo) para toda x ∈ E.
Entonces por el procedimiento anterior, se tiene que:

d f (xo)(x − xo) ≤ f (x) − f (xo).

Por lo tanto, d f (xo) satisface 1 más aún, si x′ ∈ E′

es tal que satisface 1 entonces también satisface 2 así
obtenemos

< x′, y > ≤ d+ f (xo)(y) = d f (xo)(y)

por que d f (xo) es lineal.
Luego para toda y ∈ E

< x′ − d f (xo), y > ≤ 0.

Por lo tanto,
< x′ − d f (xo), y > = 0.

Pues si existe yo ∈ E tal que < x′ − d f (xo), yo > < 0 entonces

< x′ − d f (xo), syo > > 0

para toda s < 0. Esto contradice el hecho de que < x′ − d f (xo), y >≤ 0, para toda y ∈ E.
Es decir, d f (xo) es la única funcional lineal que cumple 1.
Inversamente, si x′ ∈ E’ es la única funcional que cumple 1 entonces es la única que satisface 2.
Así la funcional sublineal d+ f (xo) es tal que d+ f (xo) = d f (xo) ya que de no serlo, por el Lema 1.2 aplicado
a la funcional sublineal d+ f (xo) obtendríamos una contradicción con respecto a la unicidad de x′.
Con lo cual concluimos que f es Gâteaux diferenciable en xo ∈ D. �

Definición 2. Sea C ⊂ E convexo y sea f : C → R convexa. Entonces definimos el subdiferencial de f en
x como el conjunto

δ f (x) :=
{

x′ ∈ E’
∣∣∣ < x′, y − x > ≤ f (y) − f (x), ∀y ∈ C

}
Observación 2. El conjunto δ f (xo) es distinto del vacío si f es continua en xo, pues d+ f (xo) es una fun-
cional sublineal continua (Corolario 1.1) y por el procedimiento del Lema 1.2, existe x′ ∈ E’ tal que

< x′, y > ≤ d+ f (xo)(y)

para toda y ∈ E.
Entonces por la Proposición 1.2, basta remplazar y por y − x para obtener

< x′, y − xo >≤ d+ f (xo)(y − xo) ≤ f ((y − xo) + xo) − f (xo)

para toda y ∈ D. �

Proposición 1.3. El conjunto δ f (xo) es convexo y σ(E’,E)-cerrado.

Prueba: Primero hay que observar que el subdiferencial de f en xo puede ser vacío, pero si δ f (xo) = ∅

entonces es convexo y σ(E’,E)-cerrado, por vacuidad.
Si δ f (xo) , ∅ entonces dados x′, z′ ∈ δ f (xo) y dada t ∈ [0, 1]tenemos que

< tx′ + (1 − t)z′, y − xo > = (tx′ + (1 − t)z′)(y − xo)

= t(x′)(y − xo) + (1 − t)z′(y − xo)

= t < x′, y − xo > + (1 − t) < z′, y − xo >

≤ t[ f (y) − f (xo)] + (1 − t)[ f (y) − f (xo)]

= f (y) − f (xo).
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Por lo tanto, tx′ + (1 − t)z′ ∈ δ f (xo) ∀x′, y′ ∈ δ f (xo), ∀t ∈ [0, 1].

Para ver que δ f (xo) esσ(E’,E)-cerrado, basta demostrar que su complemento esσ(E’,E)-abierto, en efecto,
como

E’\(δ f (xo)) =

{
x′ ∈ E’

∣∣∣∣ < x′, y − xo > > f (y) + f (xo) para alguna y ∈ C
}

=
⋃
y∈C

{
x′ ∈ E’

∣∣∣∣ ŷ − xo(x′) = < x′, y − xo > > f (y) − f (xo)
}

Por lo que E’\(δ f (xo)) es σ(E’,E)-abierto, por ser la unión de conjuntos abiertos, los cuales son imágenes
inversas de intervalos abiertos bajo la función evaluación, ver Definición 34. �

Proposición 1.4. Sea D convexo, abierto, no vacío y sea f : D → R una función convexa y continua en
xo ∈ E. Entonces δ f (xo) es no vacío, convexo y σ(E’,E)-compacto, más aún, la función x → δ f (x) es
localmente acotada en xo , es decir, existe M > 0 y existe U vecindad de xo tales que

‖x′‖ ≤ M ; ∀x ∈ U, ∀x′ ∈ δ f (x).

Prueba: El hecho de que δ f (xo) es no vacío, convexo y σ(E’,E)-cerrado se sigue de la Definición 2 y de
la Proposición 1.3.
Probemos la propiedad de ser localmente acotado: Como f es convexa y continua en xo, se sigue de la
Proposición 1.1 que existe M > 0 y existe U vecindad de xo tales que

| f (y) − f (x)| ≤ M‖x − y‖ ∀y ∈ U.

Sí x ∈ U y x′ ∈ δ f (xo) entonces para toda y ∈ U se tiene que

< x′, y − x > ≤ f (y) − f (x) ≤ M‖y − x‖.

Entonces con y , x obtenemos
< x′, y − x >
‖y − x‖

≤ M.

Por otro lado, consideramos V = U\xo y definimos z := y − xo entonces para toda z ∈ V se tiene que
| < x′, z > | ≤ M‖z‖.
Así, tomando w = αz para alguna α > 0 y para alguna z ∈ V entonces

| < x′, z > | = | < x′, αz > | = α| < x′, z > |

≤ αM‖z‖ = M‖αz‖ = M‖w‖.

Por lo tanto, ‖x′‖ ≤ M para toda x′ ∈ δ f (xo), es decir,

δ f (xo) ⊂ BE’
M (x′).

Y por el Teorema de Alaoglu (ver [5, p. 124]), δ f (xo) es σ(E’,E)-compacto, ya que la propiedad de ser
compacto es hereditaria a subconjuntos cerrados. �
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1.2. Derivada de Fréchet.

Definición 3. Sean E y F espacios vectoriales normados y consideremos U un subconjunto no vacío, y
abierto de E y sea φ : U → F una función continua. Entonces podemos extender la Definición de ser
Gâteaux diferenciable de la siguiente forma, φ es Gâteaux diferenciable en xo ∈ U si existe un mapeo
lineal continuo de E en F (denotado por dφ(xo)) tal que

dφ(xo)(x) = lı́m
t→0+

φ(xo + tx) − φ(xo)
t

; ∀x ∈ E. (1.6)

Es decir, φ tiene derivada direccional en xo en toda dirección x y la función resultante de x es continua y
lineal.
Y decimos que φ es Fréchet diferenciable en xo ∈ U si existe un mapeo lineal y continuo de E en F
(denotado por φ′(xo)) tal que para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖ φ(xo + x) − φ(xo) − φ′(xo)(x) ‖ ≤ ε ‖ x ‖ , si ‖ x ‖≤ δ. (1.7)

Y llamamos a φ′(xo) diferencial de Fréchet o derivada de Fréchet de φ.

En adelante, tratamos con funciones definidas de un espacio de Banach E a R.

Proposición 1.5. Sea U ⊂ E abierto, no vacío y sea φ : U → R una función continua tal que es Fréchet
diferenciable en xo. Entonces φ es Gâteaux diferenciable en xo y φ′(xo) ≡ dφ(xo).

Prueba: Como φ es Fréchet diferenciable en xo entonces dada ε > 0 existe δ > 0 tal que se cumple
(1.7) para toda x ∈ E, en particular, tomando t > 0 tal que xo + tx ∈ U se tiene que∣∣∣φ(xo + tx) − φ(xo) − φ′(xo)(tx)

∣∣∣ ≤ ε ‖ tx ‖ , si ‖ tx ‖≤ δ.

⇒

∣∣∣φ(xo + tx) − φ(xo) − φ′(xo)(tx)
∣∣∣

t
≤ ε ‖ x ‖ , si ‖ tx ‖≤ δ.

⇒

∣∣∣∣∣φ(xo + tx) − φ(xo)
t

− φ′(xo)(x)
∣∣∣∣∣ ≤ ε ‖ x ‖ , si ‖ tx ‖≤ δ.

⇒

∣∣∣∣∣φ(xo + tx) − φ(xo)
t

− φ′(xo)(x)
∣∣∣∣∣ ≤ ε , si ‖ x ‖≤ 1.

Mientras que si ‖ x ‖> 1 hay que considerar∣∣∣φ(xo + sx) − φ(xo) − φ′(xo)(sx)
∣∣∣ ≤ ε ‖ sx ‖ con s =

t
‖ x ‖

ya que ‖ sx ‖= t ≤ δ así ∣∣∣∣∣∣φ
(
xo + t

x
‖x‖

)
− φ(xo) − φ′(xo)

(
t

x
‖x‖

)∣∣∣∣∣∣ ≤ εt.
Y como esto es válido para toda x ∈ E, se cumple (1.6) con φ′(xo) y por la unicidad de los límites se tiene
que dφ(xo) ≡ φ′(xo). �
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Proposición 1.6. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea φ : D → R Gâteaux diferenciable en xo y
el límite en (1.6) existe uniformemente para toda x ∈ E tal que ‖ x ‖ ≤ 1 conforme t → 0+. Entonces φ es
Fréchet diferenciable en xo.

Prueba: Si φ es Gâteaux diferenciable en xo entonces de (1.6) se tiene, por Definición de convergencia,
que dada ε > 0 existe δ > 0 tal que∣∣∣∣∣φ(xo + tx) − φ(xo)

t
− dφ(xo)(x)

∣∣∣∣∣ < ε , si 0 < t < δ

para toda x ∈ E.
Así, si x = 0 entonces claramente se cumple la condición (1.7), mientras que si x , 0 entonces hacemos
y = ‖ x ‖−1 x con lo cual, ∣∣∣φ(xo + ty) − φ(xo) − tdφ(xo)(y)

∣∣∣ < εt si 0 < t < δ

⇒
∣∣∣φ(xo + sx) − φ(xo) − dφ(xo)(sx)

∣∣∣ < εs ‖ x ‖ con s =
t
‖ x ‖

además, s ‖ x ‖=
t
‖ x ‖

‖ x ‖= t < δ.

Por lo tanto, se cumple (1.7). �

1.2.1. Ejemplos.

1. La norma en l1 no es Fréchet diferenciable en ningún punto.
Prueba: Por el ejemplo 2 tenemos que considerar sólo el caso en que x = (xn) es tal que xn , 0 para
toda n ∈ N.
Así dada x ∈ l1 con dicha condición, definimos para cada m ≥ 1

ym = (0, 0, ...., 0,−2xm,−2xm+1,−2xm+2, ...)

entonces

‖ym‖ =

+∞∑
n=1

|yn| =

+∞∑
n=m

| − 2xn|

y como x ∈ l1 se tiene que ‖ ym ‖→ 0 si m→ +∞.
Y consideremos la sucesión (sgnxn)n ∈ l∞ la cual actua de la siguiente forma,

(sgnxn)n(y) :=
∑
n∈N

(sgnxn)(yn) , ∀y ∈ l1.

Pero ∣∣∣∣∣∣∣‖ x + ym ‖1 − ‖ x ‖1 −
+∞∑
n=1

(ym)nsgnxn

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
m−1∑
n=1

|xn + 0| − |xn| +

+∞∑
n=m

|xn − 2xn| − |xn| −

+∞∑
n=1

(ym)nsgnxn

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣0 −
m−1∑
n=1

0(sgnxn) −
+∞∑
n=m

(−2xn)(sgnxn)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣−
+∞∑
n=m

(−2xn)(sgnxn)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
n=m

2|xn|

∣∣∣∣∣∣∣ = ‖ ym ‖1

Por lo tanto, la función ‖ · ‖1 no es Fréchet diferenciable, sin embargo es Gâteaux diferenciable en
x = (xn) , 0 para toda n ∈ N, así el recíproco de la Proposición 1.5 no es válida. �
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2. El cuadrado de la norma en un espacio de Hilbert H es Fréchet diferenciable en todo el espacio.
Prueba: Como H es un Espacio de Hilbert entonces para cualesquiera x, y ∈ H se cumple que

‖ x + y ‖2 = ‖ x ‖2 + 2 < x, y > + ‖ y ‖2

con lo cual se obtiene que

‖ x + y ‖2 − ‖ x ‖2 − 2 < x, y >= ‖ y ‖2 ≤ δ ‖ y ‖= ε ‖ y ‖

con ‖ y ‖ ≤ δ = ε, por lo tanto (‖ · ‖2)′(x)(y) = 2 < x, y >. �

Cabe mencionar que en general no es cierto que la norma en un espacio de Hilbert es Fréchet difer-
enciable, y esto se puede deducir de la Proposición 1.7 ya que en R la norma esta dada por el valor
absoluto, el cual no es (Gâteaux) diferenciable en el 0.

3. En un espacio de Hilbert H sea C un subconjunto no vacío, cerrado y convexo y denotamos por
P : H→ C al mapeo (función) de punto más cercano de H en C, es decir, tal que

‖ x − P(x) ‖= ı́nf { ‖ x − y ‖ | y ∈ C }

el cual es Lipschitz y esta bien definido por el Teorema A.2, además definimos f : H→ R como

f (x) =
1
2

[
‖ x ‖2 − ‖ x − P(x) ‖2

]
Entonces f es continua, convexa y Fréchet diferenciable en H.
Prueba: Como

2 f (x) = ‖ x ‖2 − ı́nf { ‖ x − y ‖2 | y ∈ C }

= ‖ x ‖2 + sup { − ‖ x − y ‖2 | y ∈ C }

= ‖ x ‖2 + sup { − ‖ x ‖2 + 2 < x, y > − ‖ y ‖2 | y ∈ C }

= sup { 2 < x, y > − ‖ y ‖2 | y ∈ C }

se tiene que f es el supremo de funciones afines pues dados u, v ∈ H y t ∈ [0, 1] implica que

2 < tu + (1 − t)v, y > − ‖ y ‖2 = 2 < tu + (1 − t)v, y > −t ‖ y ‖2 −(1 − t) ‖ y ‖2

= 2 < tu, y > −t ‖ y ‖2 +2(1 − t) < v, y >

−(1 − t) ‖ y ‖2

= t
[
2 < u, y > − ‖ y ‖2

]
+ (1 − t)

[
2 < v, y >

− ‖ y ‖2
]
.

Por lo tanto, la función 2 < · , y > − ‖ y ‖2 es afín y por lo tanto convexa; dado que el supremo de
funciones convexas es una función convexa, ver (A.1.1.2), tenemos que f es convexa.
La continuidad de f se sigue de que es composición de funciones continuas, por otra parte, dada
x ∈ H se tiene que

‖ (x + w) − P(x + w) ‖ ≤ ‖ (x + w) − P(x) ‖ , ∀w ∈ H.

Ya que P(x + w) es el único elemento en C que minimiza la distancia entre x y C mientras que
P(x) ∈ C así, obtenemos que

f (x + w) − f (x)− < P(x),w > ≥ 0

pues desarrollando el lado izquierdo de esta expresión observamos que:
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f (x + w) − f (x)− < P(x),w > =

(1/2)
[
‖ x + w ‖2 − ‖ (x + w) − P(x + w) ‖2 − ‖ x ‖2 + ‖ x − P(x) ‖2

]
− < P(x),w > ≥

(1/2)
[
‖ x + w ‖2 − ‖ (x + w) − P(x) ‖2 − ‖ x ‖2 + ‖ x − P(x) ‖2

]
− < P(x),w > =

(1/2)
[
‖ x + w ‖2 − ‖ x + w ‖2 +2 < x + w, P(x) > − ‖ P(x) ‖2 − ‖ x ‖2 + ‖ x ‖2

−2 < x, P(x) > + ‖ P(x) ‖2
]
− < P(x),w > =

(1/2)
[
2 < x, P(x) > + 2 < w, P(x) > − 2 < x, P(x) >

]
− < P(x),w > = 0.

Por lo tanto,
| f (x + w) − f (x)− < P(x),w > | = f (x + w) − f (x)− < P(x),w >

Para acotar esta expresión tomamos en cuenta que

‖ x − P(x) ‖ ≤ ‖ x − P(x + w) ‖ , ∀w ∈ H.

Debido a que P(x) es el único elemento en C que minimiza la distancia entre x y C mientras que
P(x + w) ∈ C lo cual implica que

f (x + w) − f (x)− < P(x),w > =

(1/2)
[
‖ x + w ‖2 − ‖ (x + w) − P(x + w) ‖2 − ‖ x ‖2 + ‖ x − P(x) ‖2

]
− < P(x),w > ≤

(1/2)
[
‖ x + w ‖2 − ‖ (x + w) − P(x + w) ‖2 − ‖ x ‖2

]
+ (1/2) ‖ x − P(x + w) ‖2 − < P(x),w > =

(1/2)
[
‖ x + w ‖2 − ‖ x + w ‖2 +2 < x + w, P(x + w) > − ‖ P(x + w) ‖2 − ‖ x ‖2 + ‖ x ‖2

−2 < x, P(x + w) > + ‖ P(x + w) ‖2
]
− < P(x),w > =

(1/2)
[
2 < x, P(x + w) > + 2 < w, P(x + w) > − 2 < x, P(x + w) >

]
− < P(x),w > =

< w, P(x + w) > − < P(x),w > = < w, P(x + w) − P(x) > ≤

‖ w ‖ ‖ P(x + w) − P(x) ‖ ≤ ‖ w ‖ ‖ x + w − x ‖ = ‖ w ‖2 .

Así basta tomar δ = ε para tener

| f (x + w) − f (x)− < P(x),w > | ≤ ε ‖ w ‖ , con ‖ w ‖ ≤ δ

de esta forma, tenemos que f ′(x)(w) =< P(x),w > para toda w ∈H. �
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Proposición 1.7. Sea E un espacio de Banach de dimensión finita y consideremos D ⊂ E abierto, convexo,
no vacío y sea f : D→ R convexa, continua y Gâteaux diferenciable. Entonces f es Fréchet diferenciable.

Prueba: Dado que f es Gâteaux diferenciable en x ∈ D se tiene que para toda t > 0 se cumple

d f (x)(ty) ≤ f (x + ty) − f (x).

Por lo que para toda y ∈ E, con ‖ y ‖≤ 1 se cumple que∣∣∣ f (x + ty) − f (x) − d f (x)(ty)
∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣ f (x + ty) − f (x)
∣∣∣ ≤ 2M ‖ ty ‖ ≤ 2Mt.

Ya que f es localmente Lipschitz.
Por lo tanto, el límite dado en (1.6) converge uniformemente conforme t → 0+ con ‖ y ‖= 1, es decir, f es
Fréchet diferenciable en x. �

Así en un espacio de Banach de dimensión finita, como por ejemplo Rn, la diferenciabilidad de Gâteaux y
de Fréchet son equivalentes en virtud de las Proposiciones 1.5 y 1.7.

Proposición 1.8. Sea D ⊂ Rn abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R continua y convexa. Entonces la
diferenciabilidad de Gâteaux de f en xo es equivalente a la existencia de las derivadas parciales

∂ f
∂xi

(xo)

para toda i = 1, . . . , n.

Prueba: Dado que en Rn se cumple que

d f (xo)(x) =

n∑
i=1

xi
∂ f
∂xi

(xo)

y el mapeo

x→
n∑

i=1

xi
∂ f
∂xi

(xo)

es lineal y continuo por las propiedades del producto interior, se tiene que f es diferenciable si y sólo si
existen las derivadas parciales de f en cada dirección. �

Teorema 1.1. Sea D ⊂ R un intervalo abierto y sea f : D→ R una función convexa. Entonces f ′(x) existe
excepto a lo más en un conjunto numerable de puntos de D.

Prueba: Primero observamos que d+ f (x)(1) es una función no decreciente de x ∈ D, es decir, si x1 < x2

entonces d+ f (x1)(1) ≤ d+ f (x2)(1).
Sin pérdida de generalidad, sea x1 = 0 y f (0) = 0 así

d+ f (x1)(1) = lı́m
t→0+

f (x1 + t) − f (x1)
t

= lı́m
t→0+

f (0 + t) − f (0)
t

≤
f (0 + x2) − f (0)

x2

=
f (x2)

x2

en virtud, de la prueba del Lema 1.1.
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Por lo tanto, basta mostrar que

f (x2)
x2
≤

f (x2 + t) − f (x2)
t

, ∀t > 0.

Para esto definimos
λ :=

x2

x2 + t
, con t > 0.

Luego
x2 = λ(x2 + t) = λ(x2 + t) + (1 − λ)0 ; ∀t > 0.

Más aún, como λ ∈ (0, 1) se tiene por la convexidad de f que

f (x2) ≤ λ f (x2 + t) + (1 − λ) f (0) = λ f (x2 + t).

De aquí que

f (x2)
λ
≤ f (x2 + t) , es decir,

f (x2)(x2 + t)
x2

≤ f (x2 + t).

Entonces para toda t > 0 tenemos

f (x2)(x2 + t) − f (x2)x2

x2
≤ f (x2 + t) − f (x2)

⇒
f (x2)(x2 + t − x2)

x2
≤ f (x2 + t) − f (x2)

⇒
f (x2)t

x2
≤ f (x2 + t) − f (x2)

⇒
f (x2)

x2
≤

f (x2 + t) − f (x2)
t

⇒
f (x2)

x2
≤ d+ f (x2)(1).

Por otro lado, donde f no es diferenciable es en aquellos puntos donde el mapeo monótono x→ d+ f (x)(1)
tiene saltos y estos forman un conjunto a lo más numerable.
Es decir, f ′(xo) no existe si y sólo si

−d+ f (xo)(−1) < d+ f (xo)(1)

si y sólo si d+ f (x)(1) tiene un salto en x = xo por lo que hay que demostrar que

lı́m
x→x−o

d+ f (x)(1) < lı́m
x→x+

o

d+ f (x)(1)

En efecto, como d+ f (x)(1) es no decreciente se cumple que

d+ f (xo)(1) ≤ lı́m
x→x+

o

d+ f (x)(1)

Por lo que es suficiente verificar que si x < xo entonces d+ f (x)(1) < −d+ f (xo)(−1).
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Y por la monotonía de los límites que definen estas cantidades sólo hay que mostrar que tomando

to =
1
2

(xo − x)

obtenemos
f (x + to) − f (x)

to
≤
−[ f (xo − to) − f (xo)]

to
. (1.8)

Pero esto es equivalente a la desigualdad por convexidad

f
(
1
2

(x + xo)
)
≤

1
2

f (x) +
1
2

f (xo)

ya que partiendo de esta desigualdad concluimos que

f (x + to) − f (x)
to

=
f
(

1
2 x + 1

2 xo

)
− f (x)

to

≤

1
2 f (x) + 1

2 f (xo) − f (x)
t0

=

1
2 f (xo) − 1

2 f (x)
to

. (1.9)

Mientras que

f (xo − to) − f (xo)
to

=
f ( 1

2 xo + 1
2 x) − f (xo)
to

≤

1
2 f (xo) + 1

2 f (x) − f (xo)
to

=

1
2 f (x) − 1

2 f (xo)
to

.

Es decir,
1
2 f (xo) − 1

2 f (x)
to

≤
−[ f (xo − to) − f (xo)]

to
. (1.10)

Así al combinar las desigualdades (1.9) y (1.10) obtenemos (1.8) y de esta manera tenemos las siguientes
desigualdades:

lı́m
x→x−o

d+ f (x)(1) ≤ −d+ f (xo)(−1)

≤ d+ f (xo)(1)

≤ lı́m
x→x+

o

d+ f (x)(1).

Y como f no es diferenciable en xo si y sólo si −d+ f (xo)(−1) < d+ f (xo)(1) si y sólo si

lı́m
x→x−o

d+ f (x)(1) < lı́m
x→x+

o

d+ f (x)(1)

y esto ocurre en un conjunto a lo más numerable. �



1.2. DERIVADA DE FRÉCHET. 19

Proposición 1.9. Sea D ⊂ Rn abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R convexa y continua. Entonces f
es diferenciable excepto en un conjunto a lo más numerable.

Prueba: En virtud de la Observación 1.8 tomamos k ∈ {1, 2, ...., n} fijo y así tenemos que

∂ f
∂xk

(x)

no existe en un conjunto Bk a lo más numerable, ya que con k fijo tenemos una función definida en R.
Por lo tanto ∇ f (x) no existe en

B =

n⋃
k=1

Bk

el cual es un conjunto a lo más numerable. �

Proposición 1.10. Sea D ⊂ Rn abierto, convexo, no vacío y sea f : D→ R convexa. Entonces f es continua
en cada punto de D.

Prueba: Sin pérdida de generalidad supongamos que 0 ∈ D y que la norma esta dada por

‖ x ‖=
n∑

k=1

|xk|

y mostremos que f es localmente acotada en 0 para posteriormente proceder de manera similar a la prueba
de la Proposición 1,1 para tener que f es continua en 0 y finalmente por traslación f será continua en D.
En efecto, si 0 ∈ D entonces por ser D abierto, existe r > 0 tal que Br(0) ⊂ D así dada x ∈ Br(0) se tiene que

x =

n∑
k=1

xkek =

n∑
k=1

xk

r
rek

donde
{
ek

}n

k=1
es la base canónica de Rn y

n∑
k=1

∣∣∣∣∣ xk

r

∣∣∣∣∣ =

∥∥∥∥∥ x
r

∥∥∥∥∥ ≤ r
r

= 1

Por lo que podemos escribir

x = λo0 +

n∑
k=1

λkrek +

n∑
k=1

µk(−rek)

con λk ≥ 0 con k = 0, 1, ..., n y µk ≥ 0 con k = 1, 2, ..., n tales que
∑
λk +

∑
µk = 1.

Lo cual implica, por ser f convexa que

f (x) ≤ λo f (0) +

n∑
k=1

λk f (rek) +

n∑
k=1

f (−rek)

⇒ | f (x)| ≤ λoM +

n∑
k=1

λkM +

n∑
k=1

µkM

con M := máx
k=1,...,n

{
| f (0)|, | f (rek)|, | f (−rek)|

}
Entonces | f (x)| ≤ M para toda x ∈ Br(0) es decir, f es localmente acotada en 0.
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Por otro lado, tomemos y, z ∈ Bδ(0) con δ = (r/2) tales que y , z, de esta manera tenemos que

α := ‖ y − z ‖> 0 y w := y +
δ

α
(y − z) ∈ Br(0).

Ya que

‖ w ‖ =

∥∥∥∥∥y +
r

2α
(y − z)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖ y ‖ +
r

2α
‖ y − z ‖ ≤

r
2

+
r
2

= r.

Más aun, tenemos que

y =
α

α + δ
w +

δ

α + δ
z

Pues

α

α + δ
w +

δ

δ + α
z =

α

α + δ

[
y +

δ

α
(y − z)

]
+

δ

α + δ
z

=
α

α + δ
y +

(
α

α + δ

) (
δ

α

)
y −

(
α

α + δ

) (
δ

α

)
z +

δ

α + δ
z

=

(
α

α + δ
+

δ

α + δ

)
y +

(
δ

α + δ
−

δ

α + δ

)
z = y.

De esta manera, usando la convexidad de f obtenemos

f (y) ≤
α

α + δ
f (w) +

δ

α + δ
f (z)

⇒ f (y) − f (z) ≤
α

α + δ
f (w) +

δ

α + δ
f (z) − f (z)

=
α

α + δ
f (w) +

δ

α + δ
f (z) −

(
α

α + δ
+

δ

α + δ

)
f (z)

=
α

α + δ
f (w) −

α

α + δ
f (z)

=
α

α + δ
[ f (w) − f (z)]

≤
α

δ
[ f (w) − f (z)]

≤
α

δ
2M =

2M
δ
‖ y − z ‖

=
4M

r
‖ y − z ‖ .

Por lo tanto, concluimos que f es localmente Lipschitz continua en 0. �

Para el siguiente resultado requerimos de dos conceptos fundamentales, el de un conjunto Gδ y el de un
conjunto Fσ, ver Definición 40.
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Teorema 1.2. (Mazur 1933. ) Sean E un espacio de Banach separable y D ⊂ E abierto, convexo, no vacío
y sea f : D→ R convexa y continua. Entonces el conjunto

G =
{
x ∈ D

∣∣∣ d f (x) existe
}

es un conjunto Gδ denso de D.

Prueba: Mostremos que el conjunto de x ∈ D donde d f (x) no existe es un conjunto Fσ relativo a D.
En efecto, dado que E es separable existe una sucesión

(
xn

)
densa en la esfera unitaria de E, así para cada

n,m ≥ 1 definimos

An,m :=
{

x ∈ D
∣∣∣∣∣ existen x′, y′ ∈ δ f (x) tales que < x′ − y′, xn > ≥

1
m

}
(1.11)

Ahora bien, como d f (x) no existe si y sólo si δ f (x) contiene más de un elemento, se tiene que d f (x) no
existe si y sólo si x ∈

⋃
An,m.

Para ver que An,m es cerrado relativo, tomamos
(
zk

)
⊂ An,m tal que zk → z para alguna z ∈ D por lo que

tenemos que mostrar que z ∈ An,m.
Para esto, dada k ∈ N fija, tenemos que existen x′k, y

′
k ∈ δ f (x) tales que

< x′k − y′k, xn > ≥
1
m
.

Y como el mapeo w→ δ f (w) es localmente acotado en z (ver Proposición 1.4) tenemos que existen M > 0
y K ∈ N tales que

zk ∈ BK(z) , ∀k ≥ K y |x′k|, |z
′
k| ≤ M , ∀k ≥ K.

Por otro lado, dado que E es separable se tiene que BE’
M (0) es metrizable y σ(E’,E)-compacta (ver [16]).

Así existen (
x′kl

)
⊂

(
x′k

)
tal que x′kl

σ(E’,E)
−−−−−→ x′ para algún x′ ∈ BE’

M (0)

y (
y′kl

)
⊂

(
y′k

)
tal que y′kl

σ(E’,E)
−−−−−→ y′ para algún y′ ∈ BE’

M (0).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que(
x′kl

)
=

(
x′k

)
y

(
y′kl

)
=

(
y′k

)
.

Luego, para cualquier w ∈ D se cumple que

< x′,w − z > =

〈
lı́m
l→∞

x′kl
, w − lı́m

l→∞
zkl

〉
= lı́m

l→∞

〈
x′kl

, w − zkl

〉
≤ lı́m

l→∞
f (w) − f

(
zkl

)
= f (w) − f (z).

Es decir, x′ ∈ δ f (z).
Análogamente y′ ∈ δ f (z), más aún

< x′ − y′, xn > =

〈
lı́m
k→∞

(
x′k − y′k

)
, xn

〉
= lı́m

k→∞

〈
x′k − y′k , xn

〉
≥

1
m

lo cual implica que z ∈ An,m.
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Para ver que D\An,m es denso, consideramos para cada n ≥ 1 fija, un elemento xo ∈ D de esta manera,
nos podemos acercar a xo mediante elementos uk = xo + rkxn ∈ D con

(
rk

)
⊂ R tal que rk → 0.

Así la función f1 : I → R con I= {rk ∈ R | uk ∈ D} dada por f1(rk) := f (uk) es diferenciable excepto en
un conjunto a lo más numerable (ver Teorema 1.1).
Por lo tanto, nos acercamos a xo mediante puntos uk donde f ′1(rk) existe.
Luego, si u′k, v

′
k ∈ δ f (uk) entonces u′k

∣∣∣∣xo+Rxn
, v′k

∣∣∣∣xo+Rxn
∈ δ f1(rk).

Lo cual implica que

u′k
∣∣∣xo+Rxn ≡ v′k

∣∣∣xo+Rxn

⇒
〈
u′k, xn

〉
=

〈
v′k, xn

〉
⇒

〈
u′k − v′k, xn

〉
= 0.

Esto quiere decir que uk ∈ D\An,m con m ≥ 1 arbitraria, por lo tanto, para cada n ≥ 1 existe
(
uk

)
⊂ D\An,m

tal que uk → xo es decir, D\An,m es denso y concluimos por el Teorema de Categoría de Baire (ver Teorema
B.2) que G =

⋂(
D\An,m

)
es denso. �

Proposición 1.11. Para x = (xn) en l∞ consideramos la seminorma P : l∞ →R dada por

P(x) = lim |xn| = lı́m
k→∞

(
sup

{
|xn| | n ≥ k

})
Entonces P es continua y convexa pero no es Gâteaux diferenciable en ningún punto.

Prueba: Por ser P una seminorma se tiene que es convexa y la continuidad se sigue de la definición de P
ya que |P(x)| ≤‖ x ‖∞.
Por otro lado, si P(x) = 0 entonces (xn) ⊂ R es tal que xn → 0 por lo que tomando y = (yn) ⊂ R con yn = 1
para toda n ∈ N se cumple que P(x + ty) − P(x) = P(x + ty).
Así

lı́m
k→∞

sup{ |xn + tyn| |n ≥ k } = | t |

⇒
P(x + ty) − P(x)

t
=
| t |
t
.

La cual diverge si t → 0, es decir, no existe dP(x)(y).
Ahora bien, si P(x) , 0 entonces sin pérdida de generalidad supongamos que P(x) = 1, de esta manera
existe

(
xni

)
⊂ (xn) tal que |xni

| → 1.
También podemos suponer que xni

y xn j
tienen el mismo signo para toda i, j ∈ N, pues bastaría tomar una

subsucesión de
(
xni

)
, por lo cual sólo consideramos el caso en que xni > 0 para toda i ∈ N.

Luego, si tomamos y = (yn) ⊂ R con

yn =

{
1 si n , ni ó n = ni con i impar
0 si n = ni con i par.

Entonces

P(x + ty) − P(x) = P(x + ty) − 1

⇒ lı́m
k→∞

sup{ |xn + tyn| |n ≥ k } − 1 = lı́m
k→∞

sup{ |xni + t| |ni ≥ k, i impar } − 1.
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Y dado que
lı́m
k→∞

sup{ |xni + t| |ni ≥ k, i impar } − 1 = | 1 + t | − 1

consideramos dos casos, primero, si t > 0 entonces | 1 + t | − 1 = t por lo que

lı́m
t→0+

P(x + ty) − P(x)
t

= 1

y si t < 0 entonces | 1 + t | → 1 por lo que

lı́m
t→0−

P(x + ty) − P(x)
t

= 0.

Por lo tanto, no existe dP(x)(y) para toda x ∈ l∞. �

Observamos que la Proposición 1.11 no contradice el Teorema 1.2 ya que l∞ no es un espacio de Banach
separable.
A pesar de esta Proposición, hay espacios de Banach no separables en los cuales el Teorema de Mazur es
válido, esta clase es la de espacios de Banach débilmente compactos-generados.
Para las siguientes definiciones consideramos E un espacio de Banach y D ⊂ E abierto, convexo y no vacío.

Definición 4. Decimos que E es un Espacio de Asplund si toda función f : D → R convexa y continua es
Fréchet diferenciable en cada punto de algún subconjunto Gδ denso de D.

Definición 5. Decimos que E es un Espacio débil de Asplund si toda función f : D→ R convexa y continua
es Gâteaux diferenciable en cada punto de algún subconjunto Gδ denso de D.

Nótese que el término “débil” no se refiere a la topología débil, esta terminología se usa por que
la diferenciabilidad de Gâteaux es llamada a veces diferenciabilidad débil (dado que diferenciabilidad de
Fréchet implica diferenciabilidad de Gâteaux.)
Así por la Proposición 1.11 se tiene que l∞ no es un Espacio débil de Asplund y por el ejemplo dado en
1.2.1, el espacio l1 no es un Espacio de Asplund. De hecho, más adelante veremos que si E’ es separable
entonces E es un espacio de Asplund.
Por otra parte, dado que para funciones convexas y continuas en general es difícil mostrar explícitamente
f ′(x), cuando esta existe, es posible caracterizar la derivada de Fréchet en x sólo en términos de f y esto se
puede hacer si el subdiferencial de f es no vacío. Aún que también el hecho de mostrar la existencia de la
derivada es algo no trivial.

Proposición 1.12. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R convexa y continua. Entonces f
es Fréchet diferenciable en x si y sólo si para toda ε > 0 existe δ > 0 tal que

f (x + ty) + f (x − ty) − 2 f (x) < tε (1.12)

para cualesquiera y ∈ E tal que ‖ y ‖= 1 y 0 < t < δ.

Prueba: Primero mostremos la necesidad, es decir, supongamos que f es Fréchet diferenciable en x,
entonces existe f ′ ∈ E’ tal que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

f (x + ty) − f (x)− < f ′(x), ty > <
ε

2
t ‖ y ‖

para cualquier y ∈ E con ‖y‖ = 1 y t ∈ (0, δ).
De hecho esta desigualdad también es válida para −y por lo que tenemos que

f (x + ty) − f (x)− < f ′(x), ty > <
ε

2
t y

f (x − ty) − f (x)− < f ′(x),−ty > <
ε

2
t
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y al sumar estas desigualdades resulta

f (x + ty) + f (x − ty) − 2 f (x) < εt

por lo que se cumple (1.12).
Suficiencia: Dado que δ f (x) , ∅ por la Observación 2 tenemos que dada x′ ∈ E’ y dada y ∈ E tal que
x + ty, x − ty ∈ D con t > 0 implica que

< x′, ty > = < x′, x + ty − x > ≤ f (x + ty) − f (x) (1.13)

< x′,−ty > ≤ f (x − ty) − f (x) (1.14)

y como por hipótesis tenemos que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que (1.12) para cualquier t ∈ (0, δ) y
cualquier y ∈ E tal que ‖y‖ = 1 se cumple que

f (x + ty) − f (x) < tε + f (x) − f (x − ty)

⇒ f (x + ty) − f (x)− < x′, ty > ≤ tε + f (x) − f (x − ty)− < x′, ty > . (1.15)

Por otro lado, de (1.13) se tiene que

f (x + ty) − f (x)− < x′, ty > ≥ 0

y por (1.14) se tiene que
f (x) − f (x − ty)− < x′, ty > ≤ 0

por lo que de (1.15) concluimos que:

0 ≤ f (x + ty) − f (x)− < x′, ty > ≤ tε.

Por lo tanto f es Gâteaux diferenciable en x y el límite (1.6) converge uniformemente para toda y ∈ E tal
que ‖y‖ = 1.
Así f es Fréchet diferenciable en x en virtud de la Proposición 1.6. �

De manera similar tenemos una caracterización para la derivada de Gâteaux.

Proposición 1.13. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R convexa y continua. Entonces f
es Gâteaux diferenciable en x si y sólo si

lı́m
t→0+

f (x + ty) + f (x − ty) − 2 f (x)
t

= 0 , ∀y ∈ E. (1.16)

Prueba: Para la necesidad, supongamos que f es Gâteaux diferenciable en x, entonces se tiene que para
toda y ∈ E se cumple que

lı́m
t→o+

f (x + ty) − f (x)
t

= d f (x)(y).

Y esto quiere decir por definición de límite que dada ε > 0 existe δ > 0 tal que si 0 < t < δ entonces

| f (x + ty) − f (x) − d f (x)(y)| <
ε

2
t.

Por lo que
−
ε

2
t < f (x + ty) − f (x) − d f (x)(y) <

ε

2
t. (1.17)

Pero también tenemos que existe d f (x)(−y) por lo que

| f (x − ty) − f (x) + d f (x)(y)| <
ε

2
t
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es decir,
−
ε

2
t < f (x − ty) − f (x) + d f (x)(y) <

ε

2
t. (1.18)

Así sumando (1.17) y (1.18) obtenemos

ε t < f (x + ty) + f (x − ty) − 2 f (x) < ε t.

Por lo tanto se cumple (1.16).
Suficiencia: Por las observaciones hechas en la Definición 1 es suficiente mostrar que para toda y ∈ E se
cumple que −d+ f (x)(−y) = d+ f (x)(y).
En efecto, sea y ∈ E y mostremos que

− lı́m
t→0+

f (x − ty) − f (x)
t

= lı́m
t→0+

f (x + ty) − f (x)
t

es decir,

lı́m
t→0+

f (x + ty) − f (x) + f (x − ty) − f (x)
t

= 0

Pero esta condición se cumple ya que estamos suponiendo (1.16). �

Así obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.14. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D→ R convexa y continua. Entonces el
conjunto

G =
{
x ∈ D

∣∣∣ f ′(x) existe
}

posiblemente vacío, es un conjunto Gδ de D.

Prueba: Claramente, si G = ∅ entonces G es un subconjunto Gδ de D.
Si G , ∅, definimos para cada n ∈ N

Gn =

x ∈ D
∣∣∣∣∣ ∃δ > 0 tal que sup

y∈E
‖y‖=1

{
f (x + δy) + f (x − δy) − 2 f (x)

δ
<

1
n

}  (1.19)

y por el Lema 1.1 tenemos que las funciones

φ(t) =
f (x + ty) − f (x)

t
y ψ(t) =

f (x − ty) − f (x)
t

son no decrecientes conforme t → 0+.
Luego por la Proposición 1.12 tenemos que G =

⋂
Gn por lo que sólo necesitamos probar que Gn es abierto

para cada n ∈ N.
Para esto, usamos el hecho de que f es localmente Lipschitz, es decir, existen δ1 > 0 y M > 0 tales que si
u, v ∈ Bδ1(x) entonces

∣∣∣ f (u) − f (v)
∣∣∣ ≤ M ‖ u − v ‖ (Ver Prop. 1.1).

Así para cada x ∈ Gn existen δ > 0 y r > 0 tales que para toda y ∈ E con ‖ y ‖= 1 se tiene que x± δy ∈ D y

f (x + δy) + f (x − δy) − 2 f (x)
δ

≤ r <
1
n
.

Por lo que dada z ∈ Bδ2(x) ⊂ D para algún δ2 tal que 0 < δ2 < (δ1/2) tenemos que z± δ2y ∈ D con ‖ y ‖= 1.
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Más aún, si 0 < δ < δ2 y ‖ y ‖ = 1 entonces

f (z + δy) + f (z − δy) − 2 f (z)
δ

<
1
n
. (1.20)

Ya que
δ−1

[
f (z + δy) + f (z − δy) − 2 f (z)

]
=

δ−1
[
f (z + δy) − f (x + δy) + f (x + δy) + f (x − δy) −

f (x − δy) + f (z − δy) − 2 f (z) + 2 f (x) − 2 f (x)
]
≤

δ−1
∣∣∣ f (z + δy) − f (x + δy)

∣∣∣ + δ−1
∣∣∣ f (z − δy) − f (x − δy)

∣∣∣ +

δ−1
[
f (x + δy) + f (x − δy) − 2 f (x)

]
+ δ−1

∣∣∣2 f (x) − 2 f (z)
∣∣∣ ≤

Mδ−1‖z + δy − x − δy‖ + Mδ−1‖z − δy − x + δy‖ +

2Mδ−1‖x − z‖ + r =

4Mδ−1‖z − x‖ + r ≤

4Mδ−1δ2 + r < 1/n , si δ2 < 4Mδ−1
(
(1/n) − r

)
.

Por lo tanto, z satisface (1.20), lo cual implica que Bδ2(x) ⊂ Gn, es decir, Gn es abierto. �

Por último damos una caracterización del mínimo global de una función convexa y continua.

Proposición 1.15. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R convexa y continua. Entonces f
tiene un mínimo global en x ∈ D si y sólo la función constante cero es un elemento del subdiferencial de f
en x.

Prueba: 0 ∈ δ f (x)⇔ < 0, y − x > ≤ f (y) − f (x)⇔ f (x) ≤ f (y) ∀y ∈ D. �



Capítulo 2

Espacios de Asplund.

En este capítulo, estudiamos los espacios de Asplund y damos condiciones necesarias y suficientes para
determinar cuando un espacio de Banach E es un espacio de Asplund.
Para esto requerimos del estudio de los operadores monótonos y de los subdiferenciales pero primero deno-
tamos por un mapeo valuado en subconjuntos de un espacio a una función con dominio el espacio dado y
contradominio el conjunto potencia de dicho espacio, es decir, la imagen de un elemento es un subconjunto
del espacio.

2.1. Operadores Monótonos y Subdiferenciales.

Definición 6. Un mapeo valuado en subconjuntos de E’, T : E→ 2E′ es un operador monótono si

< x′ − y′, x − y > ≥ 0 (2.1)

para cualesquiera x, y ∈ E y x′ ∈ T (x); y′ ∈ T (y); no es necesario que T (x) sea no vacío.
El dominio del operador T es el conjunto

D(T ) :=
{
x ∈ E

∣∣∣∣ T (x) , ∅
}

(2.2)

2.1.1. Ejemplos.

1. Sea D ⊂ E abierto, convexo y no vacío y consideremos f : D → R continua y convexa. Entonces el
operador T : E→ 2E′ dado por

T (x) =

 δ f (x) x ∈ D

∅ x < D

es un operador monótono con D(T ) = D.
Prueba: Si x′ ∈ T (x) = δ f (x) y y′ ∈ T (y) = δ f (y) entonces

< x′, y − x > ≤ f (y) − f (x) , ∀y ∈ D
< y′, x − y > ≤ f (x) − f (y) , ∀x ∈ D.

Ahora bien, dado que

< y′, x − y > = < y′,−(y − x) > = − < y′, y − x >

27
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entonces se sigue para cualesquiera x, y ∈ D que

< x′, y − x > − < y′, y − x > ≤ f (y) − f (x) + f (x) − f (y)

⇒ < x′ − y′, y − x > ≤ 0

⇒ − < x′ − y′, y − x > ≥ 0

⇒ < x′ − y′, x − y > ≥ 0.

El hecho de que D(T ) = D se sigue de la definición de subdiferencial de f en x. �

2. Sean H un espacio de Hilbert sobre R y T : H → H lineal. Entonces T es monótono si y sólo si
< T x, x > ≥ 0 para toda x ∈H.
Prueba: Primero mostramos la necesidad. Supongamos que T es monótono, entonces se cumple la
condición (2.1), en particular si tomamos y = 0.
Por lo tanto

0 ≤ < T x − T0, x − 0 > = < T x, x > , ∀x ∈ H

dado que T es lineal.
Suficiencia: Dado que T es lineal se tiene que T x − Ty = T (x − y) mientras que por hipótesis,
< T (x − y), x − y > ≥ 0. �

3. Una función φ : R→ R es monótona no decreciente (en el sentido usual) si y sólo si es monótona en
el sentido de la Definición 6, es decir,

t1 < t2 ⇒ φ(t1) ≤ φ(t2) si y sólo si
[
φ(t2) − φ(t1)

](
t2 − t1

)
≥ 0 , ∀t1, t2 ∈ R.

Prueba: Es inmediata de 2 ya que el producto interior en R es el producto usual entre numeros reales.

4. Sean H espacio de Hilbert, C ⊂ H acotado, cerrado, no vacío y U : C → C un mapeo no expansivo,
es decir,

‖ U(x) − U(y) ‖ ≤ ‖ x − y ‖ , ∀x, y ∈ C (2.3)

y sea I : H→ H el mapeo identidad. Entonces T : H→ C dado por

T (x) =

 (I − U)(x) x ∈ C

∅ x < C
(2.4)

es un operador monótono con D(T ) = C.
Prueba: Si x, y ∈ C entonces

< T (x) − T (y), x − y > = < x − U(x) + y + U(y), x − y >

= < x − y −
[
U(x) − U(y)

]
, x − y >

= ‖ x − y ‖2 − < U(x) − U(y), x − y >

≥ ‖ x − y ‖2 − ‖ U(x) − U(Y) ‖ ‖ x − y ‖

≥ ‖ x − y ‖2 − ‖ x − y ‖2 = 0.

Donde la penúltima desigualdad se da por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la última desigualdad se
debe a que U es un mapeo no expansivo. �
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Definición 7. Sean X, Y espacios Hausdorff y sea T : X → 2Y un mapeo valuado en subconjuntos de Y.
Decimos que T es semicontinua superiormente en x ∈ X si para cada V ⊂ Y abierto tal que T (x) ⊂ V existe
U vecindad de x abierta tal que T (U) ⊂ V.
Además si A⊂ E entonces definimos

T (A) :=
⋃{

T (x)
∣∣∣∣∣ x ∈ A

}
Y decimos que T es semicontinua superiormente en un conjunto A si T es semicontinua superiormente en
todo elemento del conjunto A.

Nota: La semicontinuidad superiormente es más general que la continuidad de funciones ya que estamos
trabajando con subconjuntos arbitrarios, sin embargo, si el mapeo es univaluado (es decir, la imagen es
un singulete o conjunto unitario para todo elemento del dominio) entonces la semicontinuidad superior
coincide con nuestra definición usual de continuidad.

Proposición 2.1. Sea T : E→ 2E′ un mapeo valuado en subconjuntos de E’. Entonces
T es norma-σ(E’,E)

[
respectivamente norma - norma

]
semicontinua superiormente en x ∈ D(T ) si y sólo

si para cada V⊂ E’ σ(E’,E)
[
respectivamente norma

]
-abierto tal que T (x) ⊂ V y cada (xn) ⊂ D(T ) tal que

‖ xn − x ‖→ 0 implica que T (xn) ⊂ V para toda n suficientemente grande.
[
Equivalentemente, T

(
BE
δ (x)

)
⊂ V

para toda δ > 0 suficientemente pequeña.
]

Prueba: Para la necesidad supongamos que T : E → 2E′ es norma-σ(E’,E)
[
norma − norma

]
semi-

continua superiormente en x ∈ D(T ).
Si V⊂ E’ es σ(E’,E)

[
norma

]
-abierto tal que T (x) ⊂V entonces existe εx > 0 tal que T

(
Bεx

(x)
)
⊂ V.

Por lo que dada (xn) ⊂ D(T ) con ‖ xn− x ‖→ 0 se cumple que para εx existe N(εx) ∈ N tal que ‖ xn− x ‖< εx

si n > N(εx) por lo tanto

T (xn) ⊂
⋃{

T (xn)
∣∣∣∣∣ xn ∈ Bεx

(x)
}
⊂ T

(
Bεx

(x)
)
⊂ V.

Suficiencia: Supongamos que T : E→ 2E′ no es norma-σ(E’,E)
[
norma− norma

]
semicontinua superior-

mente en x ∈ D(T ).
Así existe Vo ⊂ E’, σ(E’,E)

[
norma

]
-abierto tal que para todo ε > 0 se tiene que T

(
Bε(x)

)
1 Vo por lo

tanto, existe x′n ∈ T
(
Bε(x)

)
\Vo.

De aquí que existe xn ∈Bε(x) tal que

x′n ∈ T (xn) ⊂
⋃{

T (xn)
∣∣∣∣∣ xn ∈ Bε(x)

}
⊂ T

(
Bε(x)

)
pero x′n <Vo ⇒ T (xn) 1Vo �

Proposición 2.2. Sea T : E → 2E′ un mapeo valuado en subconjuntos de E’ tal que T (x) es unitario.
Entonces

T es norma-norma semicontinua superiormente en x⇔ lı́m
δ→0+

diam T
(
Bδ(x)

)
= 0.

Prueba: Para la necesidad supongamos que T es norma-norma semicontinua superiormente en x ∈ D(T ).
Entonces T (x) = {x′} y por la Proposición anterior, para todo ε > 0 tal que x′ ∈ Bε(w′) para algún w′ ∈ E’
y cada

(
xn

)
⊂ D(T ) con ‖ xn − x ‖→ 0 se tiene que

T
(
Bδ(x)

)
⊂ Bε(w

′) ∀δ > 0.
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Por lo tanto,
lı́m
δ→0+

diam T
(
Bδ(x)

)
= 0.

Suficiencia: Supongamos que
lı́m
δ→0+

diam T
(
Bδ(x)

)
= 0.

Entonces
diam T

(
Bδ(x)

)
< ε si ‖ x ‖< δ

⇒ sup
{
‖ w′ − y′ ‖

∣∣∣∣∣ y′,w′ ∈ T
(
Bδ(x)

)}
< ε , si ‖ x ‖< δ.

Por otro lado, sea
(
xn

)
⊂ D(T ) tal que ‖ xn − x ‖→ 0 y si V ⊂ E’ es norma abierto tal que T (x) = {x′} ⊂V

entonces x′ ∈V y existe ε > 0 tal que BE’
ε (x′) ⊂ V.

Ahora bien, como
‖ xn − x ‖< δ ⇒ ‖ x′n − x′ ‖ < ε

entonces
x′n ∈ V ⇒ T

(
Bδ(x)

)
⊂

⋃{
T (xn)

∣∣∣∣∣ xn ∈ Bε(x)
}
⊂ V.

Es decir, T es norma-norma semicontinua superiormente en x en virtud de la Proposición 2.1. �

Proposición 2.3. Sea D ⊂ E abierto, convexo y sea f : D → R continua y convexa. Entonces el mapeo
subdiferencial x 7→ δ f (x) es norma-σ(E’,E) semicontinuo superiormente en D.

Prueba: Por la Proposición 2.1 basta mostrar que si xo ∈ D y W ⊂ E’ es σ(E’,E)-abierto y δ f (xo) ⊂W
entonces para cualquier (xn) ⊂ D tal que ‖ xn− xo ‖→ 0 implica que δ f (xn) ⊂W para toda n suficientemente
grande.
Si esto no ocurre entonces existe una subsucesión (xnk

) ⊂ (xn) tal que δ f (xnk
) 1W. Es decir, para toda k ∈ N

existe x′nk
∈ δ f (xnk

)\W.

Por otro lado, por la Proposición 1.4, el mapeo subdiferencial es localmente acotado en xo y existe BE’
M (xo)

σ(E’,E)-compacta con x′o ∈ δ f (xo) y existen
(
x′nkl

)
⊂

(
x′nk

)
y x′ ∈ BE’

M (x′o) tales que xnkl

σ(E’,E)
−−−−−→ x′.

Afirmación: x′ ∈ δ f (xo)\W.
Sea y ∈ D entonces

< x′, y − xo > =

〈
lı́m
l→∞

x′nkl

, y − lı́m
l→∞

xnkl

〉
= lı́m

l→∞

〈
x′nkl

, y − xnkl

〉
≤ lı́m

l→∞
f (y) − f

(
xnkl

)
= f (y) − f (xo).

Así, x′ ∈ δ f (xo) sin embargo, dado que x′nkl

<W para toda l ∈ N, ya que:

(
x′nkl

)
⊂

(
x′nk

)
⊂ δ f

(
xnk

)
\W.

Entonces, como xn′kl

σ(E’,E)
−−−−−→ x′ se tiene que x′ <W, es decir, x′ ∈ δ f (xo)\W.

Pero δ f (xo) ⊂W implica que x′ ∈W y esto es una contradicción. �
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Lema 2.1. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D→ R continua, convexa y Fréchet diferenciable
en x. Entonces el mapeo subdiferencial x 7→ δ f (x) es norma-norma semicontinua superiormente en x.

Prueba: Como f es Fréchet diferenciable entonces δ f (x) es un conjunto unitario, de hecho, δ f (x) =
{
f ′(x)

}
.

Ahora bien, denotando por x′ a f ′(x) debemos mostrar que para cualquier V⊂ E’ abierto, según la norma,
existe una vecindad U de x tal que δ f (U) ⊂ V.
Si esto no ocurre entonces existe ε > 0 tal que para alguna sucesión

(
xn

)
⊂ D y algún x′n ∈ δ f (xn) para cada

n, tal que ‖ xn − x ‖→ 0 pero δ f (xn) 1V, es decir, ‖ x′n − x′ ‖> 2ε.
Por lo que existe zn ∈ E tal que < x′n − x′, zn > > 2ε con ‖ zn ‖ = 1.
Por otro lado, ya que f es Fréchet diferenciable en x existe δ > 0 tal que x + y ∈ D y

f (x + y) − f (x)− < x′, y > ≤ ∈‖ y ‖

con ‖ y ‖ ≤ δ.
Así, dada x′n ∈ δ f (xn) obtenemos que

< x′n, (x + y) − xn > ≤ f (x + y) − f (xn)

⇒ < x′n, y > ≤ f (x + y) − f (xn)− < x′n, x − xn >

= f (x + y) − f (x)+ < x′n, xn − x > + f (x) − f (xn).

Ahora bien, haciendo yn = δzn se cumple que < x′n − x′, yn > = < x′n − x′, δzn > > 2εδ.
Luego,

2εδ < < x′n − x′, yn > = < x′n, yn > − < x′, yn >

≤ f (x + yn) − f (x)+ < x′n, xn − x > + f (x) − f (xn)− < x′, yn >

=
[
f (x + yn) − f (x)− < x′, yn >

]
+ < x′n, xn − x > + f (x) − f (xn)

≤ ε ‖ yn ‖ + < x′n, xn − x > + f (x) − f (xn)

= εδ+ < x′n, xn − x > + f (x) − f (xn). (2.5)

Y gracias a la Proposición 1.4 sabemos que∣∣∣< x′, xn − x >
∣∣∣ ≤ ‖ x′n ‖ ‖ xn − x ‖ < ∞. (2.6)

Por lo que al combinar (2.5) con (2.6) se deduce que

2εδ ≤ εδ+ ‖ x′n ‖ ‖ xn − x ‖ +
∣∣∣ f (x) − f (xn)

∣∣∣.
Finalmente, dado que por hipótesis suponemos que ‖ xn − x ‖→ 0 y además f es continua, por lo tanto,∣∣∣ f (x) − f (xn)

∣∣∣→ 0 así podemos concluir que

2εδ ≤ εδ

lo cual es imposible. �

Definición 8. Sean E, F espacios de Banach y sea T : E → 2F. Una selección φ : E → F para T es una
función univaluada tal que φ(x) ∈ T (x) para toda x ∈ E.

Proposición 2.4. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D→ R continua y convexa. Entonces f es
Gâteaux diferenciable

[
Fréchet diferenciable

]
en xo ∈ D si y sólo si existe una selección φ para el mapeo

subdiferencial δ f tal que φ es norma − σ
(
E’,E

) [
norma-norma

]
continua en xo ∈D.

Prueba: Para la suficiencia supongamos que existe φ selección para x 7→ δ f (x) y sea xo ∈ D entonces
φ(xo) ∈ δ f (xo) es decir,

< φ(xo), y − xo > ≤ f (y) − f (xo) ∀y ∈ D
⇒ 0 ≤ f (y) − f (xo)− < φ(xo), y − xo > ∀y ∈ D. (2.7)
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Por otro lado, dada y ∈ D también se cumple que φ(y) ∈ δ f (y) por definición de selección, así

< φ(y), xo − y > ≤ f (xo) − f (y)

⇒ f (y) − f (xo) ≤ − < φ(y), xo − y > = < φ(y), y − xo > . (2.8)

Por lo que combinando las desigualdades (2.7) y (2.8) obtenemos que

0 ≤ f (y) − f (xo)− < φ(xo), y − xo >

≤ < φ(y), y − xo > − < φ(xo), y − xo >

= < φ(y) − φ(xo), y − xo > , ∀y ∈ D.

De aquí que tomando y = xo + tv con t > 0 tal que y ∈ D
(
pues D es abierto

)
se sigue la desigualdad

0 ≤
f (xo + tv) − f (xo)

t
− < φ(xo), v > ≤ < φ(xo + tv) − φ(xo), v > . (2.9)

Ahora bien, utilizando la hipótesis de que φ es σ(E’,E)-norma continua en xo se tiene que dada ε > 0 existe
δ > 0 tal que ∣∣∣< φ(xo + tv) − φ(xo), v >

∣∣∣ < ε , si 0 < t < δ.

Por lo tanto, al tomar límite cuando t → 0+ en (2.9) se sigue que d+ f (xo) ≡ φ(xo) es decir, f es Gâteaux
diferenciable en xo.
Y si φ es norma-norma continua en xo entonces al tomar y = xo + v ∈ D y ε > 0 existe δ > 0 tal que

0 ≤ f (y) − f (xo)− < φ(xo), v >

≤ < φ(y) − φ(xo), v >

≤ ‖ φ(y) − φ(xo) ‖ ‖ v ‖

< ε ‖ v ‖

si ‖ v ‖< δ.
Esto implica que, ∣∣∣ f (xo + v) − f (xo)− < φ(xo), v >

∣∣∣ < ∈‖ v ‖ si ‖ v ‖< δ

es decir, f es Fréchet diferenciable en xo con f ′(xo) ≡ φ(xo).
Necesidad: Supongamos que f es Gâteaux diferenciable en xo, entonces por la Proposición 1.2 se tiene que
δ f (xo) es un conjunto unitario.
Dado que x 7→ δ f (x) esσ(E’,E)-norma semicontinuo superiormente en xo, por la Proposición 2.3 se cumple
que cualquier selección para el mapeo subdiferencial es σ(E’,E)-norma continua superiormente en xo.
Por último, si suponemos que f es Fréchet diferenciable en xo entonces δ f (xo) es un conjunto unitario y por
el Lema 2.1, x 7→ δ f (x) es norma-norma semicontinuo superiormente en xo por lo tanto, cualquier selección
para el mapeo subdiferencial es norma-norma continua en xo. �

Corolario 2.1. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R continua, convexa y Fréchet
diferenciable en D. Entonces x 7→ f ′(x) es norma-norma continuo en D.

Definición 9. Para x′ ∈ E’\{0} y α ∈ (0, 1) definimos el α-cono como el conjunto

k(x′;α) :=
{
x ∈ E

∣∣∣ α ‖ x ‖ ‖ x′ ‖ ≤ < x′, x >
}
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Figura 2.1: α-cono

La figura 2.1 muestra la idea geométrica de los α-conos, cabe mencionar que si α → 0 entonces el
α-cono, k(x′;α) se hace más ancho.

Proposición 2.5. Los α-conos satisfacen las siguientes propiedades:

1. k(x′;α) + k(x′;α) ⊂ k(x′;α).

2. βk(x′;α) ⊂ k(x′;α) , ∀β ∈ (0, 1).

3. k(x′;α) es convexo.

4. k(x′;α) es cerrado.

5. int k(x′;α) =
{
x ∈ E

∣∣∣ α ‖ x ‖ ‖ x′ ‖ < < x′, x >
}
.

Prueba: 1) si u, v ∈ k(x′;α) entonces

α ‖ u + v ‖ ‖ x′ ‖ ≤ α
[
‖ u ‖ + ‖ v ‖

]
‖ x′ ‖

= α ‖ u ‖ ‖ x′ ‖ + α ‖ v ‖ ‖ x′ ‖

≤ < x′, u > + < x′, v >

= < x′, u + v >

es decir, u + v ∈ k(x′;α).
2) Si β ∈ (0, 1) y u ∈ k(x′;α) entonces

α ‖ βu ‖ ‖ x′ ‖ = αβ ‖ u ‖ ‖ x′ ‖ ≤ β < x′, u > ≤ < x′, u >

es decir, βu ∈ k(x′;α).
3) si t ∈ (0, 1) y u, v ∈ k(x′;α) entonces tu + (1 − t)v ∈ k(x′;α) en virtud de las propiedades 1 y 2.
4) k(x′, α) es cerrado ya que

k(x′, α) =

{
x ∈ E\{0}

∣∣∣∣∣ α ‖ x′ ‖ ≤
〈
x′,

x
‖ x ‖

〉}
∪

{
0
}

el cual es un conjunto cerrado por ser la imagen inversa bajo

x̂
‖x‖

(x′) :=
〈
x′,

x
‖x‖

〉
de [α ‖ x′ ‖,∞) unión el cero.
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5) Sea B :=
{
x ∈ E

∣∣∣∣ α ‖ x ‖ ‖ x′ ‖ < < x′, x >
}

el cual claramente es un subconjunto de k(x′;α) y
además B es abierto dado que

B =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ α ‖ x′ ‖ <
〈
x′,

x
‖ x ‖

〉 }
el cual es la imagen inversa bajo

x̂
‖x‖

(x′) :=
〈
x′,

x
‖x‖

〉
de (α ‖ x′ ‖,∞).
Luego, int k(x′;α) ⊂B pues en B faltan los elementos donde se da la igualdad, y estos puntos, no son puntos
interiores.
Por lo tanto, de la de Definición de interior se sigue que int k(x′;α) = B. �

Definición 10. Un subconjunto M de E es magro con respecto a un α-cono para algún α ∈ (0, 1) si para
toda x ∈M, y para toda ε > 0 existe z ∈ BE

ε(x) y existe x′ ∈ E’\{0} tales que

M ∩
[
z + intk(x′;α)

]
= ∅.

Es decir, M es magro con respecto a un α-cono si cualquier punto de M puede ser aproximado arbitraria-
mente cerca por vértices de conos cuyos interiores están en el complemento de M.
Nota: z + int

(
k(x′;α)

)
=

{
y ∈ E

∣∣∣ α ‖ x′ ‖ ‖ y − z ‖ < < x′, y − z >
}

En la figura 2.2 mostramos un ejemplo de un conjunto que no es magro con respecto a un α cono.

Figura 2.2: Conjunto no Magro

Definición 11. Un subconjunto M de E es angularmente pequeño si para todo α ∈ (0, 1) M es la unión
numerable de conjuntos magros con respecto a los α-conos.

Observación 3. Sea M magro con respecto a los α-conos. Entonces la cerradura de M tiene interior vacío,
ya que de lo contrario existiría un xo ∈ M tal que xo ∈ M ∩

[
z + int

(
k(x′;α)

)]
.

De aquí que, todo conjunto angularmente pequeño es de primer categoría de Baire, ver Definición 38.
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Teorema 2.1. (Preiss-Zajicek. )Sea E espacio de Banach con dual separable y sea T : E→ 2E′ monótono.
Entonces existe un conjunto A ⊂ D(T ) angularmente pequeño tal que T es univaluado y norma-norma
semicontinua superiormente en D(T )\A.

Prueba: En virtud de la Proposición 2.2 basta mostrar que

A :=
{

x ∈ D(T )
∣∣∣∣∣ lı́m
δ→0+

diam T
(
Bδ(x)

)
> 0

}
es un conjunto angularmente pequeño.
Por otro lado, definiendo

An :=
{

x ∈ D(T )
∣∣∣∣∣ lı́m
δ→0+

diam T
(
Bδ(x)

)
>

1
n

}
tenemos que A =

⋃
An.

Luego, como E’ es separable, existe
(
x′k

)
⊂ E’ sucesión densa y si α ∈ (0, 1) entonces definimos

An,k :=
{

x ∈ An

∣∣∣∣∣ dist
(
x′k,T (x)

)
<
α

4n

}
con lo que An =

⋃
An,k.

Ahora bien, para mostrar que cada An,k es magro con respecto a los α-conos, tomamos xo ∈ An,k y sea ε > 0
así, xo ∈ An y existe δ > 0 tal que 0 < δ < ε y existen z1, z2 ∈ Bδ(xo) tales que z′i ∈ T (zi) con i = 1, 2 y
‖ z′1 − z′2 ‖> (1/n).

Por lo que para cualquier x′ ∈ T (xo) se tiene que ‖ z′i − x′ ‖> (1/2n) para alguna i = 1, 2 por la desigualdad
del triángulo.
Mientras que dist

(
x′k,T (xo)

)
< (α/4n) implica que existe x′ ∈ T (xo) tal que

‖ x′k − x′ ‖< (α/4n).
Por lo tanto, existe z ∈Bε(xo) tal que z′ ∈ T (z) y

‖ z′ − x′k ‖ = ‖ z′ − x′ − (−x′ + x′k) ‖

≥ ‖ z′ − x′ ‖ − ‖ −x′k + x′k ‖

>
1

2n
−
α

4n

>
1

2n
−

1
4n

pues α ∈ (0, 1)

=
1

4n
(2.10)

tomando z′ como la correspondiente z′i tal que ‖ z′i − x′ ‖> (1/2n).
Y por último, para mostrar que

An,k ∩
{
y ∈ E

∣∣∣∣ < z′ − x′k, y − z > > α ‖ z′ − x′k ‖ ‖ y − z ‖
}

= ∅

tomamos y ∈ D(T ) tal que < z′ − x′k, y − z > > α ‖ z′ − x′k ‖ ‖ y − z ‖ y si y′ ∈ T (y) entonces y′ < An,k.
En efecto, como T es monótono entonces < y′ − z′, y − z > ≥ 0 y

< y′ − x′k, y − z > = < y′ − z′ + z′ − x′k, y − z >

= < y′ − z′, y − z > + < z′ − x′k, y − z >

≥ < z′ − x′k, y − z >

> α ‖ z′ − x′k ‖ ‖ y − z ‖

≥
α

4n
‖ y − z ‖ por (2.10).
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Lo cual implica que
〈
y′ − x′k,

y − z
‖ y − z ‖

〉
>
α

4n
de aquí que

‖ y′ − x′k ‖ >
α

4n

es decir, y < An,k. �

Teorema 2.2. Sea E un espacio de Banach tal que E’ es separable. Entonces E es un espacio de Asplund.

Prueba: Sea D ⊂ E convexo, abierto y no vacío y consideremos f : D → R cualquier función convexa y
continua.
Dado que x 7→ δ f (x) es un operador monótono entonces por el Teorema 2.1 existe A⊂ D(T ) angularmente
pequeño tal que x 7→ δ f (x) es univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en D(T )\A el cual
es un conjunto Gδ denso ya que

A =
⋃
n∈N

An

con cada An subconjunto magro con respecto a los α-conos, es decir, int
(
An

)
= ∅.

Así en virtud de la Proposición 2.4 basta tomar la selección trivial en cada x ∈ D(T )\A para que f : D→ R
sea Fréchet diferenciable en D(T )\A. �

Como ejemplo de espacio de Banach con dual separable, tenemos al espacio de sucesiones Co; pero no
l1, pues su dual l∞ no es separable. Además, los espacios lp y Lp con 1 < p < ∞ si tienen espacio dual
separable.
De manera más general, todo espacio de Banach reflexivo y separable tiene dual separable.

Teorema 2.3. Supongamos que todo subespacio cerrado separable F de E es espacio de Asplund. Entonces
E es un espacio de Asplund.

Prueba: La demostración será por contrapositiva.
Si E no es espacio de Asplund entonces existe f : D → R continua y convexa con D ⊂ E convexo, abierto
y no vacío tal que

G =
{
x ∈ D

∣∣∣ f es Fréchet diferenciable en x
}

no es denso en D.
Ahora bien, construiremos un subespacio cerrado y separable F de E tal que F ∩ D , ∅ y el conjunto{

x ∈ D
∣∣∣ f

∣∣∣
F

es Fréchet diferenciable en x
}

no es denso en F ∩ D.
Para esto, utilizamos los conjuntos Gn dados en (1.19) es decir, dada f definimos

Gn( f ) :=

x ∈ D
∣∣∣∣∣ ∃δ > 0 tal que sup

y∈E
‖y‖=1

{
f (x + δy) + f (x − δy) − 2 f (x)

δ
<

1
n

}  (2.11)

con los cuales se tiene que G( f ) =
⋂

Gn( f ).
Y dado que D es un espacio de Baire (ver Definición 39) podemos concluir que existe m ∈ N tal que Gm( f )
no es denso en D, es decir, existe U ⊂ D\Gm( f ) abierto y no vacío.
Para construir el subespacio cerrado y separable definimos por inducción una sucesión creciente (Fk) tal
que Fk será un subespacio separable y cerrado de E para toda k y tomaremos F =

⋃
Fk.
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Primero, como U es no vacío, dado x1 ∈ U existe
(
y1, j

)
⊂ U con

∥∥∥∥y1, j

∥∥∥∥ = 1 tal que para toda δ > 0 se
satisface que

sup
j

f
(
x1 + δy1, j

)
+ f

(
x1 − δy1, j

)
− 2 f

(
x1

)
δ

≥
1

2m

pues x1 < Gm( f ).

Así definimos F1 := span
(
x1,

{
y1, j

})
j∈N

de esta manera, F1 es separable y F1 ∩ U , ∅ ya que x1 ∈ F1 ∩ U.

Luego, tomamos el conjunto
{
x1,p

}
p∈N
⊂ F1 ∩ U denso numerable y para cada p ∈ N y δ > 0 existe(

yp, j

)
⊂ F1 ∩ U con

∥∥∥yp, j

∥∥∥ = 1 tales que

sup
j

f
(
x1,p + δyp, j

)
+ f

(
x1,p − δyp, j

)
− 2 f

(
x1,p

)
δ

≥
1

2m
.

Entonces definimos F2 := span
(
F1,

{
x1,p

}
∪

{
yp, j

})
p, j∈N

.

Por lo tanto, de manera recursiva construimos una sucesión de espacios densos numerables cerrados Fk

tales que Fk ⊂ Fk+1 y Fk ∩ U , ∅ y hacemos F :=
⋃
k∈N

Fk.

Observamos que F es separable con
{
xn,p

}
n,p∈N

subconjunto denso numerable en F ∩ U y por construcción

se tiene que xk,p < G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
con G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
definido como en (2.11), entonces

{
xk,p

}
⊂

(
D ∩ U

)∖
G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
ya

que U ⊂ D.

Por último, G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
es abierto en F con lo cual F ∩ U ⊂

(
D ∩ U

)∖
G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
pues de lo contrario, existiría

xo ∈ F ∩ U tal que

xo <
(
D ∩ U

)∖
G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
⇒ xo ∈ E\

[(
D ∩ U

)
∩

(
E\G2m

(
f
∣∣∣∣
F

))]
⇒ xo ∈

[(
E\

(
D ∩ U

))
∪G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)]
y dado que xo ∈ U y como D∩U = U se tiene que xo < E\

(
D∩U

)
con lo cual xo ∈ G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
y esto implica

que existe xk,p ∈ G2m

(
f
∣∣∣∣
F

)
lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, f
∣∣∣∣
F

no es Fréchet diferenciable en todo F ∩ U. �

Corolario 2.2. Supongamos que todo subespacio separable de un espacio de Banach E tiene dual separa-
ble. Entonces E es un espacio de Asplund.

La prueba es inmediata del Teorema 2.2 y del Teorema 2.3.

Definición 12. Una rebanada de un subconjunto no vacío A de E es un subconjunto no vacío de A dado
por

S (x′, A, α) :=
{
x ∈ A

∣∣∣∣ < x′, x > > σA(x′) − α
}

donde x′ ∈ E’, α > 0 y σA(x′) := sup
{
< x′, x >

∣∣∣ x ∈ A
}

es la función soporte de A.

En la figura 2.3 mostramos la idea geométrica de una Rebanada para un conjunto.
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Figura 2.3: Rebanada

Definición 13. Sea A ⊂ E’. Definimos la σ(E’,E)-rebanada de A como:

S (x, A, α) :=
{
x′ ∈ A

∣∣∣∣ < x′, x > > σA(x) − α
}

donde x ∈ E, α > 0 y σA(x) := sup
{
< x′, x >

∣∣∣ x′ ∈ A
}
.

Por otro lado, decimos que un subconjunto no vacío A de E admite rebanadas
[
σ(E’,E)-rebanadas

]
de diámetro arbitrariamente pequeño si para todo ε > 0 existe una rebanada

[
σ(E’,E)-rebanada

]
de A de

diámetro menor que ε.

Lema 2.2. Sea E un espacio de Asplund. Entonces todo subconjunto acotado y no vacío A de E’ admite
σ(E’,E)-rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeño.

Prueba: Sea A ⊂ E’ no vacío y acotado, así considerando la función:

P : E→ R; P(x) = σA(x) = sup
{
< x′, x >

∣∣∣∣ x′ ∈ A
}
.

Se tiene que P es una función sublineal y continua ya que por ser A acotado existe M > 0 tal que ‖ x′ ‖ ≤ M
para todo x′ ∈ A por lo cual

sup
x′∈A

< x′, x > ≤ M ‖ x ‖ , ∀x ∈ E.

Por otro lado, si existe ε > 0 tal que toda σ(E’,E)-rebanada de A tiene diámetro mayor o igual que ε
entonces la función P no es Fréchet diferenciable en E:
En efecto, dada x ∈ E se cumple que para cada n ≥ 1 la σ(E’,E)-rebanada dada por S

(
x, A, (∈ /3n)

)
es tal que el diám

(
S
(
x, A, (∈ /3n)

))
≥ ε por lo que existen elementos x′n, y

′
n ∈ S

(
x, A, (ε/3n)

)
tales que

‖ x′n − y′n ‖ > ε.
Entonces tenemos que

< x′n, x > > P(x) −
ε

3n
, ∀x ∈ E

< y′n, x > > P(x) −
ε

3n
, ∀x ∈ E

< x′n − y′n, xn > > ε
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para algún xn ∈ E tal que ‖ xn ‖= 1. Entonces

− < x′n, x > −
ε

3n
< −P(x) , ∀x ∈ E

− < y′n, x > −
ε

3n
< −P(x) , ∀x ∈ E

⇒ − < x′n, x > − < y′n, x > −
2ε
3n

< −2P(x) , ∀x ∈ A.

Ahora bien, dado que

P[x + (1/n)xn] + P[x − (1/n)xn] − 2P[x] ≥

< x′n, x + (1/n)xn > + < y′n, x − (1/n)xn > − < x′n, x > − < y′n, x > −(2ε)/(3n) =

< x′n, x + (1/n)xn > + < y′n, x − (1/n)xn > − < x′n + y′n, x > −(2ε)/(3n) =

< x′n, x > +(1/n) < x′n, xn > + < y′n, x > −(1/n) < y′n, xn >

− < x′n + y′n, x > −(2ε)/(3n) =

< x′n + y′n, x > +(1/n) < x′n − y′n, xn > − < x′n + y′n, x > −(2ε)/(3n) =

(1/n) < x′n − y′n, xn > −(2ε)/(3n) >
ε

n
−

2ε
3n

=
ε

3n
.

Entonces
P[x + (1/n)xn] + P[x − (1/n)xn] − 2P[x]

(1/n)
>
ε

3
.

Por lo que de acuerdo a la caracterización de diferenciabilidad de Gâteaux dada por (1.16) tenemos que P
no es Gâteaux diferenciable en x ∈ E y esto implica que P no es Fréchet diferenciable, por lo tanto, E no es
espacio de Asplund. �

Teorema 2.4. Sea E es un espacio de Banach separable. Entonces E es espacio de Asplund si y sólo si E’
es separable.

Prueba: Para la suficiencia, el Teorema 2.2 muestra que si E’ es separable entonces E es espacio de As-
plund.
Necesidad: Sea E un espacio de Asplund separable y supongamos que E’ no es separable, por lo tanto,
BE’

1 (0) no es separable. Entonces existe A ⊂ BE’
1 (0) no numerable y existe no ≥ 1 tales que

‖ x′ − y′ ‖ ≥ (1/no) para todo x′, y′ ∈ A con x′ , y′.

Por otro lado, como E es separable y BE’
1 (0) es σ(E’,E) compacta entonces BE’

1 (0) es metrizable (ver [16]) y
por lo tanto satisface el segundo axioma de numerabilidad, es decir, existe β base numerable de vecindades

de
(
BE’

1 (0), σ(E’,E)
)
.

Así A tiene a lo más un conjunto numerable de puntos que no son σ(E’,E) de acumulación.
Ahora bien, definimos

Ã := A\
{
x′n

∣∣∣ x′n no es σ(E’,E) de acumulación de A
}

y si tomamos una σ(E’,E)-rebanada de Ã entonces es un conjunto no vacío de la forma S (x, Ã, α) y además
es σ(E’,E)-abierto por ser la imagen inversa de

(
σÃ(x) − α,∞

)
bajo la función evaluación.

Por lo que dado x′o ∈ S (x, Ã, α) ⊂ Ã existe y′ ∈ S (x, Ã, α) con y′ , x′o tal que ‖ y′ − x′o ‖ > (1/no).

Así el diám
(
S (x, Ã, α)

)
> (1/n0) y esto para cualquier σ(E’,E)-rebanada de Ã, por lo tanto, E no es espacio

de Asplund por el Lema 2.2. �
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Definición 14. Un mapeo valuado en subconjuntos de E’, T : E→ 2E′ es n-cíclico monótono si∑
1≤k≤n

〈
x′k, xk − xk−1

〉
≥ 0

para cualquier n ≥ 2 y xo, x1, x2, . . . , xn ∈ E tales que xn = xo y x′k ∈ T (xk) con k = 1, 2, . . . , n.
Y decimos que T es cíclico monótono si T es n-cíclico monótono para toda n.

Observación 4. Sea T : E→ 2E′ 2-cíclico monótono. Entonces T es un operador monótono.

Prueba: Sean x, y ∈ E y consideremos x′ ∈ T (x) y y′ ∈ T (y) entonces por ser T un operador 2-cíclico se
cumple que

< x′ − y′, x − y > = < x′, x − y > − < y′, x − y > = < x′, x − y > + < y′, y − x > ≥ 0.

Es decir, se satisface la condición (2.1) de ser operador monótono. �

Proposición 2.6. El mapeo lineal T : R2 → R2; T (x1, x2) = (x2,−x1) es monótono pero no es 3-cíclico
monótono.

Prueba: Dado que 〈
(x1, x2), (x2,−x1)

〉
= x1x2 − x2x1 = 0

se tiene que T es positivo y por el ejemplo 2 se tiene que T es monótono.
Por otro lado, si tomamos x1 = (1, 1), x2 = (0, 1) y x3 = xo = (1, 0) se tiene que x′1 = (1,−1), x′2 = (1, 0) y
x′3 = (0,−1) por lo que 〈

x′1, x1 − xo

〉
+

〈
x′2, x2 − x1

〉
+

〈
x′3, x3 − x2

〉
=〈

(1,−1), (0, 1)
〉

+
〈
(1, 0), (−1, 0)

〉
+

〈
(0,−1), (1,−1)

〉
=

−1 − 1 + 1 = −1 < 0.

Es decir, T no es 3-cíclico monótono. �

Proposición 2.7. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R continua y convexa. Entonces el
mapeo subdiferencial x 7→ δ f (x) es cíclico monótono.

La prueba será por inducción. Para el caso n = 1 tomamos xo, x1, x2 ∈ D tales que xo = x2 y x′k ∈ δ f (xk) con
k = 1, 2 de esta manera, por ser el mapeo subdiferencial un operador monótono (ver ejemplo 1) se cumple
que

0 ≤ < x′1 − x′2, x1 − xo > = < x′1, x1 − xo > − < x′2, x1 − xo > =

< x′1, x1 − xo > − < x′2, x1 − x2 > = < x′1, x1 − xo > + < x′2, x2 − x1 > .

Por lo tanto, el mapeo subdiferencial es un operador 2-cíclico monótono.
Ahora supongamos que el mapeo subdiferencial es k-cíclico monótono para toda k < n.
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Entonces tomando xo, x1, . . . , xn ∈ D tales que xo = xn y x′k ∈ δ f (xk) con k = 1, . . . , n se tiene que∑
1≤k≤n

〈
x′k, xk − xk−1

〉
=

〈
x′1, x1 − xo

〉
+

∑
2≤k≤n−2

〈
x′k, xk − xk−1

〉
+

〈
x′n−1, xn−1 − xn−2

〉
+

〈
x′n, xn − xn−1

〉
=

〈
x′1, x1 − xo

〉
+

∑
2≤k≤n−2

〈
x′k, xk − xk−1

〉
+

〈
x′n−1, xo − xn−2

〉
+

〈
x′n−1, xn−1 − xn−2

〉
−

〈
x′n−1, xo − xn−2

〉
+

〈
x′n, xn − xn−1

〉
=〈

x′1, x1 − xo

〉
+

∑
2≤k≤n−2

〈
x′k, xk − xk−1

〉
+

〈
x′n−1, xo − xn−2

〉
+〈

x′n−1, xn−1 − xn−2 − xo + xn−2

〉
+

〈
x′n, xn − xn−1

〉
=〈

x′1, x1 − xo

〉
+

∑
2≤k≤n−2

〈
x′k, xk − xk−1

〉
+

〈
x′n−1, xo − xn−2

〉
+〈

x′n−1, xn−1 − xo

〉
+

〈
x′n, xn − xn−1

〉
=〈

x′1, x1 − xo

〉
+

∑
2≤k≤n−2

〈
x′k, xk − xk−1

〉
+

〈
x′n−1, xo − xn−2

〉
+〈

x′n−1, xn−1 − xo

〉
+

〈
x′n, xo − xn−1

〉
≥ 0

por hipótesis de inducción y por ser δ f un operador 2-cíclico monótono.
Así x 7→ δ f (x) es un operador cíclico monótono. �

Cabe destacar que del procedimiento anterior se deduce que todo operador monótono es un operador 2-
cíclico monótono.

Definición 15. Un subconjunto G de E × E’ es monótono si < x′ − y′, x − y > ≥ 0 para cualesquiera
(x, x′), (y, y′) ∈ G.

Observación 5. Sea T : E→ 2E′ un operador monótono. Entonces su `̀ gráfica´́ dada por

G(T ) =
{
(x, x′) ∈ E × E’

∣∣∣ x′ ∈ T (x)
}

es un conjunto monótono.

Definición 16. Un conjunto monótono es monótono máximo si es máximo en la familia de subconjuntos
monótonos de E × E’ con el orden dado por la inclusión.

Definición 17. Un operador monótono T es monótono máximo si su `̀ gráfica´́ es un conjunto monótono
máximo.

Obsérvese que todo operador monótono T : E→ 2E′ puede ser extendido a un operador monótono máximo
T̄ : E→ 2E′ en el sentido de que G(T) ⊂ G(T̄ ) ya que en cada familia de conjuntos monótonos basta tomar
la unión y de esta manera, por el Lema de Zorn, existe un conjunto monótono máximo.
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Proposición 2.8. El mapeo T : E→ 2E′ es monótono máximo si y sólo si se cumple la siguiente condición:
Para cualesquiera y ∈ E, y′ ∈ E’ tales que

< y′ − x′, y − x > ≥ 0 , ∀x ∈ D(T ),∀x′ ∈ T (x) (2.12)

se tiene que y′ ∈ T (y).

Prueba: Para la suficiencia, sea T : E→ 2E′ monótono y supongamos que existe A ⊂ E×E’ monótono
tal que G(T ) ⊂ A y sean x ∈ D(T ), x′ ∈ T (x), y ∈ E, y′ ∈ E’ tales que (x, x′), (y, y′) ∈ A entonces

< y′ − x′, y − x > ≥ 0

y por lo tanto, y′ ∈ T (y).
De aquí que (y, y′) ∈ G(T ) es decir,

G(T ) = A

con lo que G(T ) es un conjunto máximo.
Necesidad: Supongamos que T : E → 2E′ es monótono máximo y sean y ∈ E, y′ ∈ E’ tales que se cumple
(2.12) y si (y, y′) < G(T ) entonces A := G(T ) ∪ {(y, y′)} es un conjunto monótono tal que G(T ) $ A y esto
es una contradicción ya que G(T ) es monótono máximo. �

Proposición 2.9. Sea T monótono máximo. Entonces T (x) es un conjunto convexo para toda x ∈ E.

Prueba: Si y ∈ E, u′, v′ ∈ T (y), x ∈ D(T ), x′ ∈ T (x) y λ ∈ (0, 1) entonces

< λu′ + (1 − λ)v′ − x′, y − x > = < λu′ + (1 − λ)v′ − λx′ − (1 − λ)x′, y − x >

= λ < u′ − x′, y − x > +(1 − λ) < v′ − x′, y − x > ≥ 0.

Así, por la Proposición 2.8, λu′ + (1 − λ)v′ ∈ T (y) para toda λ ∈ (0, 1). �

Proposición 2.10. Sea D ⊂ E abierto, convexo, no vacío y sea f : D → R convexa y continua en x ∈ D.
Entonces para toda y ∈ E

d+ f (x)(y) = sup
{
< x′, y >

∣∣∣∣ x′ ∈ δ f (x)
}

y este supremo se alcanza en alguna x′ ∈ δ f (x).

Prueba: Sea x′ ∈ δ f (x) entonces

< x′, y > ≤ d+ f (x)(y) , ∀y ∈ E.

Y dado que d+ f (x) es una funcional sublineal continua ya que f es continua en x (ver corolario 1.1) se tiene
que para w , 0 y W := span(w) definiendo

z′ : W −→ R

λw 7−→ λd+ f (x)(w)

se cumple que < z′, λw > ≤ d+ f (x)(λw).
Así por el Teorema de Hahn-Banach (ver [2]) se tiene que existe z̄′ : E→ R extensión lineal y continua de
z′ tal que

< z̄′,w > = < z′,w > = d+ f (x)(w) y < z̄′, y > ≤ d+ f (x)(y) , ∀y ∈ E.

Es decir, z̄′ ∈ δ f (x) y

d+ f (x)(y) = sup
{
< x′, y >

∣∣∣∣ x′ ∈ δ f (x)
}

que es lo que se quería demostrar. �
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El siguiente resultado que es una reformulación del Teorema de Valor medio, el cual es necesario para
probar que el mapeo subdiferencial es un operador monótono máximo.

Proposición 2.11. Sean [a,b] ⊂ R y φ : [a,b]→ R continua. Si d+φ(t)(1) ≥ 0 para toda t ∈ (0, 1) entonces
φ es creciente.

Prueba: Ver [8].

Teorema 2.5. Sea f : E → R continua y convexa. Entonces el mapeo subdiferencial δ f es monótono
máximo.

Prueba: Por la Proposición 2.8 basta mostrar que para cualesquiera y ∈ E, y′ ∈ E’ tales que y′ < δ f (x)
implica que existen xo ∈ E y x′o ∈ δ f (xo) tales que

< y′ − x′o, y − xo > < 0.

Para esto definimos g : E → R dada por g(x) = f (x + y) − < y′, x > la cual es una función continua y
convexa además, se satisface que

x′ ∈ δg(x)⇔ x′ + y′ ∈ δ f (x).

En efecto, si tomamos x′ ∈ δg(x) entonces

< x′, u − x > ≤ g(u) − g(x) , ∀u ∈ E.

Por lo que eligiendo u = v − y con v ∈ E se tiene que

< x′, u − x > = < x′, v − y − x > ≤ g(v − y) − g(x)

⇒ < x′, v − (x + y) > + < y′, v − (x + y) > ≤ g(v − y) − g(x)+ < y′, v − (x + y) > .

Así dada v ∈ E se tiene que

⇒ < x′ + y′, v − (x + y) > ≤ f (v)− < y′, v − y > − f (x + y)

+ < y′, x > + < y′, v − (x + y) >

= f (v) − f (x + y)− < y′, v − y >

+ < y′, v − y > + < y′, x > + < y′,−x >

= f (v) − f (x + y)

⇒ x′ + y′ ∈ δ f (x + y).

Por otro lado, si tomamos x′ + y′ ∈ δ f (x + y) entonces

< x′ + y′, v − (x + y) > ≤ f (v) − f (x + y) , ∀v ∈ E.

Por lo que
< x′ + y′, v − (x + y) > ≤ f (v) − g(x)− < y′, x > , ∀v ∈ E.

Entonces

< x′, v − (x + y) > ≤ f (v)− < y′, x > − < y′, v − (x + y) > −g(x)

= f (v)− < y′, v − (x + y) + x > −g(x)

= f (v)− < y′, v − y > −g(x).
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Ahora bien, tomando v = u + y con u ∈ E se cumple que

< x′, u − x > = < x′, u + y − (x + y) >

≤ f (u + y)− < y′, u + y − y > −g(x)

= f (u + y)− < y′, u > −g(x)

= g(u) − g(x).

Es decir, x′ ∈ δg(x). Con lo que queda demostrado que x′ ∈ δg(x)⇔ x′ + y′ ∈ δ f (x).
Luego, si y′ < δ f (y) entonces 0 < δg(0) ya que 0 < δg(0) ⇔ 0 + y′ < δ f (0 + y) y si existen xo ∈ E y
x′o ∈ δg(xo) tales que < x′o, xo > < 0 entonces tomando z = xo + y y z′ = x′o + y′ se satisface que z′ ∈ δ f (z) y

< y′ − z′, y − z > = < y′ − x′o − y′, y − xo − y > = < −x′o,−xo > = < x′o, xo > < 0.

Por lo que basta mostrar que existen xo ∈ E y x′o ∈ δg(xo) tales que < x′o, xo > < 0.
Supongamos entonces que y = 0 y y′ = 0 así g(x) = f (x + 0)− < 0, x >= f (x) y como 0 < δg(0) entonces 0
no es mínimo global para f (Ver Proposición 1.15) por lo cual existe x1 ∈ E tal que f

(
x1

)
< f

(
0
)
.

Consideramos ahora la función convexa h : [0, 1] → R dada por h(t) = f
(
tx1

)
cuya derivada derecha en

cualquier to ∈ (0, 1) es tal que

d+h
(
to
)(

1
)

= lı́m
t→0+

h
(
to + t

)
− h

(
to
)

t
= lı́m

t→0+

f
(
tox1 + tx1

)
− f

(
tox1

)
t

= d+ f
(
tox1

)(
x1

)
.

De aquí que si d+ f
(
tox1

)(
x1

)
≥ 0 entonces d+h

(
to
)(

1
)
≥ 0.

Y por la Proposición 2.11 se tiene que h(0) ≤ h(1), es decir, f (0) ≤ f
(
x1

)
lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, d+ f
(
tox1

)(
x1

)
< 0 para algún to ∈ (0, 1) así definiendo xo = tox1 se tiene que d+ f (xo)(x1) < 0 y

por la Proposición 2.10 existe x′o ∈ δ f (xo) tal que

< x′o, xo > = d+ f (xo)(x1) < 0.

Con lo cual se completa la prueba. �

A manera de ejemplo tenemos la siguiente Proposición referente al mapeo dualidad.

Proposición 2.12. Sea f : E → R dada por f (x) = (1/2) ‖ x ‖2 y J = δ f . Entonces el mapeo monótono
máximo J es el mapeo dualidad para E, es decir,

J(x) =

{
x′ ∈ E’

∣∣∣ < x′, x > = ‖ x′ ‖ ‖ x ‖ y ‖ x′ ‖ = ‖ x ‖
}

=: A. (2.13)

Prueba: Primero observamos que por ser f una composición de funciones convexas y una creciente se
cumple que f es convexa además resulta ser continua por ser composición de funciones continuas y por lo
tanto se tiene que d+ f (x)(y) =‖ x ‖ d+ ‖ x ‖ (y).
Por lo que si x = 0 entonces d+ f (0)(y) = 0 para toda y ∈ E de aquí que d+ f (0) es una funcional lineal y por
lo tanto

J(0) = δ f (0) =
{
d+ f (0)

}
=

{
0
}

Ahora supongamos que x , 0 y mostremos la igualdad mediante contenciones.
⊂
)

Por la Proposición 1.2 se cumple para toda y ∈ E que

x′ ∈ δ f (x) ⇔ < x′, y > ≤ d+ f (x)(y)

⇔ < x′, y > ≤ ‖ x ‖ d+ ‖ x ‖ (y)

⇔
〈
‖ x ‖−1 x′, y

〉
≤ d+ ‖ x ‖ (y)

⇔ y′ := ‖ x ‖−1 x′ ∈ δ ‖ x ‖

⇔ < y′, y − x > ≤ ‖ y ‖ − ‖ x ‖ (2.14)
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Por lo que tomando y = x + z con ‖ z ‖ ≤ 1 se cumple que

< y′, z > = < y′, y − x > = < y′, x + z − x > ≤ ‖ x + z ‖ − ‖ x ‖ ≤ ‖ z ‖ ≤ 1

de aquí que ‖ y′ ‖ ≤ 1.
Por otro lado, al tomar y = 0 tenemos que

< y′,−x > ≤ − ‖ x ‖ ⇒ ‖ x ‖ ≤ < y′, x > .

Pero < y′, x > ≤ ‖ y′ ‖ ‖ x ‖ por lo que

‖ x ‖ ≤ < y′, x > ≤ ‖ y′ ‖ ‖ x ‖ . (2.15)

Y esto implica que 1 ≤ ‖ y′ ‖ es decir, ‖ y′ ‖ = 1.
Por lo tanto, dado que ‖ y′ ‖=‖ x ‖−1‖ x′ ‖ se sigue de (2.15) que

‖ x′ ‖ = ‖ x ‖ y
〈
‖ x ‖−1 x′, x

〉
= ‖ x ‖

⇒ < x′, x > = ‖ x ‖ ‖ x ‖ = ‖ x′ ‖ ‖ x ‖ .

Con lo cual x′ ∈ A.
⊃
)

Si x′ ∈ A entonces definimos y′ :=‖ x ‖−1 x′ =‖ x′ ‖−1 x′ de esta manera,

‖ y′ ‖ = 1 y < y′, x > = ‖ x ‖

⇒ < y′, x − y > = ‖ x − y ‖ ≥ ‖ x ‖ − ‖ y ‖

⇒ < y′, y − x > ≤ ‖ y ‖ − ‖ x ‖

y esto para toda y ∈ E. Así por (2.14) se tiene que x′ ∈ δ f (x) es decir, x′ ∈ J(x). �

Cabe destacar que si la norma en E es Gâteaux diferenciable entonces J(x) es unitario para toda x y por
abuso de notación, la derivada de f será denotada también por J(x).

Definición 18. Un operador monótono T : E→ 2E′ es localmente acotado en x ∈ D(T ) si existen M > 0 y
δ > 0 tales que ‖ y′ ‖ ≤ M para cualesquiera y ∈ BE

δ (x) ∩ D(T ) y y′ ∈ T (y)

Definición 19. Un subconjunto (no necesariamente convexo) A ⊂ E tal que 0 ∈ A es absorbente si

E =
⋃{

λA
∣∣∣∣ λ > 0

}
Equivalentemente, A es absorbente si para cada x ∈ E existe t > 0 tal que tx ∈ A.
Y decimos que un punto x ∈ A es punto absorbente de A si el conjunto trasladado A − x es un conjunto
absorbente.

Claramente todo punto interior de un conjunto es un punto absorbente pero si definimos A1 como la unión
de la esfera unitaria, S 1, del espacio y el

{
0
}

entonces el conjunto A1 es absorbente a pesar de que su interior
es vacío.

Teorema 2.6. Sea T : E → 2E′ monótono y sea x ∈ intD(T ), o de manera más general, sea x punto
absorbente de D(T ). Entonces T es localmente acotado en x.

Prueba: Sea x′ ∈ T (x) para x ∈ D(T ). Definimos el operador T̂ : E→ 2E′ mediante T̂ (y) = T (y+x)−x′.
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El cual resulta ser un operador monótono ya que si u, v ∈ E y û′, v̂′ ∈ T̂ (y) entonces

< û′ − v̂′, v − u > = < u′ − x′ − v′ + x′, u − v > = < u′ − v′, u − v > ≥ 0

dado que T es monótono.
Ahora bien, supongamos sin pérdida de generalidad que x = 0 y que 0 ∈ T (0) (bajo traslación) y mostremos
que T es localmente acotado en 0.
Para esto tomamos x ∈ E y consideramos la función

f : E −→ R; f (x) = sup
{
< y′, x − y >

∣∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

y también definimos C :=
{
x ∈ E

∣∣∣∣ f (x) ≤ 1
}
.

Primero observamos que f es convexa por ser el supremo de funciones afines (y por lo tanto convexas), más
aún como el supremo de funciones continuas es semicontinuo inferiormente se tiene que C = f −1(−∞, 1]
con lo que C resulta ser cerrado.
También notamos que C es convexo, en efecto si u, v ∈ C y t ∈ [0, 1] entonces

f (tu + (1 − t)v) ≤ t f (u) + (1 − t) f (v) ≤ t + (1 − t) = t ≤ 1⇒ tu + (1 − t)v ∈ C.

Luego, como 0 ∈ T (0) entonces f (x) ≥ < 0, x− y > = 0 para toda x ∈ E y por monotonía, para cualesquiera
y ∈ D(T ) y y′ ∈ T (y) se cumple que

0 ≤ < y′ − 0, y − 0 > = < y′, y > ⇒ < y′,−y > ≤ 0.

De aquí que

f (0) = sup
{
< y′, 0 − y >

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

= sup
{
< y′,−y >

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

≤ 0

⇒ f (0) = 0. (2.16)

Es decir, 0 ∈ C.
Por otra parte, denotando por A al conjunto C ∩

(
−C

)
tenemos que A es absorbente, para esto notemos que

C lo es:
Sea x ∈ E como D(T ) es absorbente existe t > 0 tal que tx ∈ D(T ) por lo que existe u′ ∈ T (tx) y si
y ∈ D(T ), y′ ∈ T (y) entonces

0 ≤ < u′ − y′, tx − y > ⇒ < y′, tx − y > ≤ < u′, tx − y > .

Esto implica que

f (tx) ≤ sup
{
< u′, tx − y >

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

= sup
{
< u′, tx > + < u′,−y >

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

≤ < u′, tx > + sup
{
< u′,−y >

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

≤ < u′, tx > + ‖ u′ ‖ < ∞. (2.17)
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Por otra lado, si λ ∈ (0, 1) es tal que λ f (tx) < 1 entonces por la convexidad de f y por (2.16) se cumple que

f (λtx) = f
(
λtx + (1 − λ)0

)
≤ λ f (tx) + (1 − λ) f (0) = λ f (tx) < 1.

Y por lo tanto λtx ∈ C, es decir, C es absorbente.
Así el conjunto A es absorbente, cerrado, convexo y simétrico, entonces

E =
⋃
n∈N

nA

de donde intA , ∅ por el Teorema de Categoría de Baire (ver Teorema B.2).
Ahora tomamos ρA : E→ R+ ∪ {0} la funcional de Minkowski asociado a A (ver A.1.1.4) entonces

intA =
{
x ∈ A

∣∣∣ ρA(x) < 1
}

y esto implica que 0 ∈ intA, es decir, existe δ > 0 tal que f (x) ≤ 1 cuando ‖ x ‖ ≤ 2δ.
Entonces

1 ≥ f (x) = sup
{
< y′, x − y >

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

≥ < y′, x − y > , ∀y ∈ D(T ),∀y′ ∈ T (y) con ‖ y ‖ ≤ 1

⇒ < y′, x > ≤ < y′, y > +1 , ∀y ∈ D(T ),∀y′ ∈ T (y) con ‖ y ‖ ≤ 1. (2.18)

Por lo que y ∈ BE
δ (0) ∩ D(T ), y′ ∈ T (y) y la desigualdad (2.18) implican que

2δ ‖ y′ ‖ = sup
{
< y′, x >

∣∣∣ ‖ x ‖ ≤ 2δ
}

≤ sup
{
< y′, y > +1

∣∣∣ y ∈ D(T ), ‖ y ‖ ≤ 1 y y′ ∈ T (y)
}

≤ ‖ y′ ‖ ‖ y ‖ +1

≤ ‖ y′ ‖ δ + 1. (2.19)

Y de la desigualdad (2.19) se sigue que

2δ ‖ y′ ‖ −δ ‖ y′ ‖ ≤ 1 ⇒ δ ‖ y′ ‖ ≤ 1 ⇒ ‖ y′ ‖ ≤
1
δ
.

Por lo que basta hacer M =
1
δ

. �

A continuación mostramos un operador monótono máximo con dominio convexo el cual no tiene puntos
interiores.

Proposición 2.13. En el espacio de Hilbert

l2 =

 (
xn

) ∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

∣∣∣xn

∣∣∣2 < ∞
consideramos el conjunto D =

{
x =

(
xn

)
∈ l2

∣∣∣ (
2nxn

)
∈ l2

}
y definimos el operador T x =

(
2nxn

)
con x ∈ D.

Entonces D(T ) = D y T es un operador monótono máximo el cual no es localmente acotado.

Prueba: Primero notamos que D es un subespacio lineal denso propio de l2 ya que si
(
yn

)
∈ l2 y ε > 0

entonces existe no tal que ∑
n≥no

y2
n < ε
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de esta manera para cada n ≥ no definimos

zn =
1
2n yn

con lo cual z =
(
zn
)
∈ D y yn = 2nzn para toda n.

Por otra parte, para ver que T es monótono basta observar que T es positivo (ver ejemplo 2, sección 2.1.1).
En efecto, si x ∈ D entonces

< T x, x > =

∞∑
n=1

(
2nxn

) (
xn

)
=

∞∑
n=1

(
2nx2

n

)
≥ 0.

Por último, para ver que T es monótono máximo tomamos y, y′ ∈ l2 tales que satisfacen (2.12) es decir,

0 ≤ < y′ − T x, y − x >

⇒ 0 ≤ < y′, y > − < T x, y > − < y′, y > + < T x, x > . (2.20)

Por lo que necesitamos demostrar que y ∈ D(T ) y Ty = y′.

Para esto fijamos n ≥ 1,m ≥ 1 y α ∈ R y definimos

x =
(
y1, y2, . . . , yn−1, α, yn+1, . . . , yn+m, 0, 0, . . .

)
De aquí que x ∈ D(T ) por Definición de D(T ). Entonces podemos expandir el lado derecho de (2.20) y
cancelar una cantidad de términos para obtener

0 ≤ < y′, y > −α2nyn −

n+m∑
k=1

y′kyk − αy′n + y′nyn + 2nα2

⇒ α2nyn − 2nα2 ≤ < y′, y > −
n+m∑
k=1

y′kyk − αy′n + y′nyn

⇒ α2n (
yn − α

)
≤ y′n

(
yn − α

)
, si m→ ∞. (2.21)

Ya que < y′, y > −
n+m∑
k=1

y′kyk
m→∞
−−−−→ 0, lo cual es valido para toda n ≥ 1.

Luego, de (2.21) surgen tres consideraciones, primero si yn −α > 0 es decir, si yn > α entonces α2n ≤ y′n.
La segunda consideración es cuando yn − α < 0 es decir, cuando yn < α en esta caso se deduce que
α2n ≥ y′n.
Finalmente la tercera consideración es cuando yn − α = 0 es decir, cuando yn = α y esto implica que

y′n = α2n.

Por lo tanto, y′ ∈ l2 con y′ =
(
2nyn

)
y esto quiere decir que y ∈ l2 y que Ty = y′ con lo cual concluimos que

T es monótono máximo (mediante la Proposición 2.8) �

Las siguientes dos proposiciones son generalizaciones de las propiedades del subdiferencial de una función
convexa y continua dadas en la Proposición 1.4 y 2.3
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Proposición 2.14. . Sea T : E→ 2E′ un operador monótono máximo. Entonces T (x) es σ(E’,E)-compacto
para toda x ∈ intD(T ).

Prueba: Sea xo ∈ intD(T ) por lo tanto, T es localmente acotado en xo (ver el Teorema 2.6), es decir,
existen M > 0 y δ > 0 tales que ‖ y′ ‖≤ M para cualesquiera y ∈ BE

δ (xo) ∩ D(T ), y′ ∈ T (y).
Ahora bien, usando el hecho de que BE’

M (y′) es σ(E’,E)−compacta basta mostrar que T (y) es cerrado.
En efecto lo es, ya que dada y′ ∈ E’\T (y), se satisface que existen xo ∈ D(T ), x′o ∈ T (xo) tales que

0 > < y′ − x′o, y − xo > ⇒ < x′o, y − xo > > < y′, y − xo >

⇒ E\T (y) =

{
y′ ∈ E’

∣∣∣∣ < y′, y − xo > < < x′o, y − xo > p. a. xo ∈ D(T ), x′o ∈ T (xo)
}

=
⋃

xo∈D(T )

{
y′ ∈ E’

∣∣∣∣ ŷ − xo(y′) = < y′, y − xo > < < x′o, y − xo >
}
.

Los cuales son conjuntos σ(E’,E)−Abiertos para cada xo ∈ D(T ), x′o ∈ T (xo). �

Proposición 2.15. Sea T : E → 2E′ un operador monótono máximo. Entonces T es norma-σ(E’,E)
semicontinuo superiormente en intD(T ).

Prueba: Sea xo ∈ intD(T ) y supongamos que T no es un operador norma-σ(E’,E) semicontinuo superior-
mente en xo.
Entonces por la Proposición 2.1 se tiene que existe W ⊂ E’ σ(E’,E)−abierto con T (xo) ⊂ W y existe(
xn

)
⊂ intD(T ) tal que ‖ xn − xo ‖→ 0 y además existe

(
xnk

)
⊂

(
xn

)
tal que T

(
xnk

)
* W es decir, para toda

k ∈ N existe x′nk
∈ T

(
xnk

)
\W.

Por otro lado, por ser T monótono se tiene que T es localmente acotado en xo (ver Proposición 2.6) y como
BE’

M (x′o) es σ(E’,E)-compacta se tiene que existen(
x′nkl

)
⊂

(
x′nk

)
y x′ ∈ BE’

M (x′o) tales que x′nkl

σ(E’,E)
−−−−−→ x′.

Afirmación: x′ ∈ T (xo)\W.
Para esto tomamos y ∈ D(T ), y′ ∈ T (y) y de esta manera se tiene que

〈x′ − y′, xo − y〉 =

〈
lı́m
l→∞

x′nkl

− y′, lı́m
l→∞

xnkl

− y
〉

= lı́m
l→∞

〈
x′nkl

− y′, xnkl

− y
〉

≥ 0.

Pues T es monótono máximo, por lo que de la última desigualdad se sigue que x′ ∈ T (xo) pero como
x′nkl

< W para toda l ∈ N y por

x′nkl

σ(E’,E)
−−−−−→ x′

se cumple que x′ < W es decir, x′ ∈ T (xo)\W.
Por último notemos que el hecho de que T (xo) ⊂ W implica que x′ ∈ W lo cual es una contradicción. �
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Teorema 2.7. Supongamos que todo subconjunto acotado no vacío del dual de un espacio de Banach E
admite σ(E’,E)-rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeño. Entonces para todo operador monótono
máximo T : E → 2E′ con intD(T ) , ∅ existe un conjunto G ⊂ intD(T ) que es Gδ denso y tal que T es
univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en cada punto de G.

Prueba: Para cada n ≥ 1 definimos los conjuntos

Gn =

{
x ∈ intD(T )

∣∣∣∣∣ existe V vecindad de x tal que V ⊂ W y diamT (V) <
1
n

}
. (2.22)

De esta manera, T es univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en

G =
⋂
n∈N

Gn

ya que dado U ⊂ E’ abierto tal que T (x) ∈ U existe no ∈ N tal que B(2/no)(T (xo)) ⊂ U.
Y como x ∈ Gn para toda n existe V vecindad de x tal que V ⊂ W y diamT (V) < (1/n) por lo que T (V) ⊂ U.
Como intD(T ) , ∅ basta mostrar que Gn es abierto y denso para cada n ∈ N debido al Teorema de Categoría
de Baire (ver Teorema B.2).
Primero observemos que Gn es abierto por Definición para cada n. Luego para ver que Gn es denso en
intD(T ) tomamos x ∈ intD(T ) y U vecindad de x tal que U ⊂ intD(T ) de aquí que x es punto absorbente
por lo cual T es localmente acotado en x (ver el Teorema 2.6.)
Así podemos suponer que T (U) es acotado y por hipótesis existen z ∈ E y α > 0 tales que si

S ≡ S (z,T (U), α) =
{
x′ ∈ T (U)

∣∣∣∣ < x′, z > > σT (U)(z) − α
}

(2.23)

entonces diamS < (1/n).
Por lo tanto, dada x′ ∈ S tenemos que x′ ∈ T (x1) para algún x1 ∈ U lo cual implica que existe r > 0 tal que
xo = x1 + rz ∈ U por lo que tenemos que T (xo) ⊂ W ya que si y′ ∈ T (xo) entonces por ser T monótono
máximo se satisface que

0 ≤ < y′ − x′, xo − x1 > = < y′ − x′, rz > ⇔ 0 ≤
1
r
< y′ − x′, rz >

⇒ 0 < < y′, z > − < x′, z > ⇒ σT (U)(z) − α < < x′, z > < < y′, z >

Y esto implica que y′ ∈ S .

Finalmente como
{
x′ ∈ E’

∣∣∣∣ < x′, z > > σT (U)(z) − α
}

es σ(E’,E)-abierto y T es σ(E’,E)-semicontinuo

superiormente entonces existe δ > 0 tal que Bδ(xo) ⊂ U y T
(
Bδ(xo)

)
⊂ S de aquí que

diamT
(
Bδ(xo)

)
< (1/n).

Por lo tanto, xo ∈ Gn ∩ U es decir, Gn es denso para cada n ∈ N. �

Nota: La hipótesis del Teorema 2.7 se satisface si E es un espacio de Asplund en virtud del Lema 2.2.

Lema 2.3. Sea D ⊂ E convexo, abierto y sea xo ∈ D y sea f : D → R continua y convexa. Entonces existe
U vecindad de xo en D y existe f̃ : E→ R Lipschitz y convexa tal que f̃ ≡ f en U.

Prueba: Dada n ≥ 1 definimos la función `̀ ı́nf-convolución´́ de f y de n ‖ · ‖, es decir,

f̃n : E −→ R
x 7−→ ı́nf

{
f (y) + n ‖ x − y ‖

∣∣∣ y ∈ D
}
.
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Primero vemos que f̃n es convexa:
Si x1, x2 ∈ E y t ∈ [0, 1] entonces para todo ε > 0 se satisface que

t f̃n(x1) + (1 − t) f̃n(x2) = ı́nf
y∈D

{
t f (y) + nt ‖ y − x1 ‖

}
+ ı́nf

y∈D

{
(1 − t) f (y) + (1 − t)n ‖ y − x2 ‖

}
≥ f (y) + nt ‖ y − x1 ‖ +n(1 − t) ‖ y − x2 ‖ −ε , para alguna y ∈ D.

⇒ ı́nf
y∈D

{
t f (y) + nt ‖ y − x1 ‖

}
+ ı́nf

y∈D

{
(1 − t) f (y) + (1 − t)n ‖ y − x2 ‖

}
≥

ı́nf
y∈D

{
f (y) + nt ‖ y − x1 ‖ +n(1 − t) ‖ y − x2 ‖

}
− ε ≥

ı́nf
y∈D

{
f (y) + n ‖ tx1 + (1 − t)x2 − ty − (1 − t)y ‖

}
− ε =

f̃n(tx1 + (1 − t)x2) − ε.

De aquí que

f̃n(tx1 + (1 − t)x2) ≤ t f̃n(x1) + (1 − t) f̃n(x2) + ε ; ∀ε > 0

⇒ f̃n(tx1 + (1 − t)x2) ≤ t f̃n(x1) + (1 − t) f̃n(x2).

Ahora notemos que f̃n(x) ≤ f (x) para toda x ∈ D pues si tomamos y = x tenemos que

f̃n(x) = ı́nf
{
f (y) + n ‖ x − y ‖

∣∣∣ y ∈ D
}
≤ f (x) + n ‖ x − x ‖ = f (x). (2.24)

Por otro lado, dadas u, v ∈ E y ε > 0 existe y ∈ D tal que

f̃n(u) > f (y) + n ‖ u − y ‖ −ε y f̃n(v) ≤ f (y) + n ‖ v − y ‖

⇒ f̃n(v) − f̃n(u) ≤ f (y) + n ‖ v − y ‖ − f (y) − n ‖ u − y ‖ +ε

= n
[
‖ v − y ‖ − ‖ u − y ‖

]
+ ε

≤ n ‖ v − y − u + y ‖ +ε

= n ‖ v − u ‖ +ε. (2.25)

Como (2.25) se satisface para toda ε > 0 se tiene que

f̃n(v) − f̃n(u) ≤ n ‖ v − u ‖ . (2.26)

Por lo tanto, intercambiando u por v en (2.26) podemos concluir que∣∣∣∣ f̃n(v) − f̃n(u)
∣∣∣∣ ≤ n ‖ v − u ‖ , ∀u, v ∈ E.

Es decir, f̃n es Lipschitz continua con constante n.
Por último hay que ver que f̃n ≡ f para lo cual utilizamos el hecho de que el mapeo subdiferencial es
localmente acotado en virtud de la Proposición 1.4.
Así dada xo ∈ D se tiene que existe U vecindad de xo en D y existe n > 0 tal que δ f (U) ⊂ nB1(0) por lo
que para cualquier y ∈ D se cumple que

< x′, y − x > ≤ f (y) − f (x)

⇒ < x′, x − y > ≥ f (x) − f (y)

⇒ f (x) ≤ f (y)+ < x′, x − y >

≤ f (y) + n ‖ x − y ‖ , ∀y ∈ D.
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Por lo tanto, f (x) ≤ ı́nf
{
f (y) + n ‖ x − y ‖

∣∣∣ y ∈ D
}
, es decir,

f (x) ≤ f̃n(x) ∀x ∈ U. (2.27)

Por lo tanto, al combinar (2.24) con (2.27) concluimos que f (x) = f̃n(x) para todo x ∈ U, es decir, f ≡ f̃n.�

Teorema 2.8. E es un espacio de Asplund si y sólo si todo subconjunto acotado no vacío de E’ admite
σ(E’,E)-rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeño.

Prueba: La necesidad es inmediata del Lema 2.2
Suficiencia: Sea D ⊂ E convexo, abierto y no vacío y consideremos f : D → R continua y convexa,
entonces por el Lema 2.3, dada xo ∈ D existen U vecindad de xo en D y f̃ : E → R convexa y Lipschitz
continua tal que f ≡ f̃ en U.
Además δ f̃ es monótono máximo por el Teorema 2.5 y por el Teorema 2.7 existe un subconjunto Gδ denso
G tal que δ f̃ es univaluado y norma-norma semicontinuo superiormente en G.
Por lo que cualquier selección para δ f̃ es norma-norma continua y por la Proposición 2.4, f̃ es Fréchet
diferenciable en cada punto de G pero esto implica que f tiene puntos de Fréchet diferenciabilidad en U. �

Proposición 2.16. Sea E un espacio de Asplund y M es un subespacio cerrado de E. Entonces M es un
espacio de Asplund.

Prueba: Por el Teorema 2.8 basta mostrar que todo subconjunto acotado no vacío A de M’ admite
σ(E’,E)-rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeño.
Para esto tomemos A ⊂M’ acotado, entonces como

M’ = E’
/
M⊥ con M⊥ =

{
x′ ∈ E’

∣∣∣ < x′,m >= 0 ∀m ∈ M
}
.

Y dado que sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A es σ(E’,E) compacto y convexo, conside-
ramos

Q : E’ −→ E’
/
M⊥

x′ 7−→ x′ + M⊥.

Por lo que dotando a E’ y a M’ con sus topologías débiles o con las topologías de la norma según nos
convenga, notamos las siguientes propiedades de Q.

1. Q es σ(E’,E)-σ(M’,M) continuo.

2. ‖ Q ‖= 1.

3. Q es norma-norma abierta, por lo cual Q
(
B1(0)

)
contiene una vecindad del cero en

(
M’, ‖ · ‖M’

)
.

4. Existe λ > 0 tal que A ⊂ Q
(
λB1(0)

)
= λQ

(
λB1(0)

)
.

Ahora bien, sea
C := λB1(0) ∩ Q−1(A) ⊂ E’.

Como Q−1(A) es convexo y cerrado en ambas topologías de E’ tenemos que C es σ(E’,E)-compacto y
convexo, más aún Q(C) = A por la suprayectividad de Q.
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Por otro lado, sea

F :=
{
C ⊂ E’

∣∣∣ C es convexo,σ(E’,E) − compacto y Q(C) = A
}
.

Así ordenando a F mediante la inclusión, por el Lema de Zorn, existe C1 ⊂ E’ mínimo en F , como E es
espacio de Asplund y C1 es acotado entonces dada ε > 0 existe S ≡ S

(
x,C1, α

)
σ(E’,E)-rebanada tal que

diamS < ε.
Luego, dado que S es σ(E’,E)-abierto relativo a C1 ya que

S
(
x,C1, α

)
=

{
x′ ∈ C1

∣∣∣∣ < x′, x > > sup
x′∈C1

< x′, x > −α
}
.

Se sigue que C1\S esσ(E’,E)-cerrado yσ(E’,E)-compacto y convexo, entonces el conjunto A1 := Q(C1\S )
es σ(E’,E)-compacto y convexo.
Entonces, por ser C1 mínimo en F se tiene que A1 ( A y si x′1, x

′
2 ∈ A\A1 entonces existen y1, y2 ∈ S tales

que Q(yi) = x′i con i = 1, 2 por lo tanto,

‖ x′1 − x′2 ‖ = ‖ Q(y1) − Q(y2) ‖ ≤ ‖ Q ‖ ‖ y1 − y2 ‖ = ‖ y1 − y2 ‖ ≤ ε.

Esto implica que diam(A\A1) ≤ ε.
Finalmente, por el Teorema de Hahn-Banach (ver [2]) existe una S o ≡ S o

(
x, A, α

)
-rebanada de A tal que

S o ∩ A1 = ∅, es decir, S o ⊂ A\A1 por lo tanto, diam(S o) ≤ ε, es decir, M’ es de Asplund. �

Teorema 2.9. Un espacio de Banach E es un espacio de Asplund si y sólo si todo subespacio cerrado
separable de E tiene dual separable.

Prueba: Para la necesidad, sea E espacio de Asplund y M un subespacio cerrado y separable de E, se sigue
de la Proposición 2.16 que M es un espacio de Asplund y por el Teorema 2.4 tenemos que M’ es separable.
Suficiencia: Es inmediata del corolario 2.2. �

Corolario 2.3. Sea E un espacio de Banach que no es espacio de Asplund. Entonces existe una norma
equivalente en E la cual no es Fréchet diferenciable en ningún punto de E.

Prueba: Si E no es espacio de Asplund entonces por el Teorema 2.8 existe A ⊂ E’ acotado, no vacío y
existe ε > 0 tales que para toda S ≡ S (x, A, α) σ(E’,E)-rebanada de A, el diamA > ε.
Luego, sea C la envolvente convexa de A∪(−A) y sea U′ = C+B1(0), dado que C y B1(0) ⊂ E’ son acotados,
simétricos y cualquier σ(E’,E)-rebanada de U′ tiene diámetro mayor que ε ya que

σA1+A2
(x) = sup

{
< x′, x >

∣∣∣ x′ ∈ A1 + A2

}
= sup

{
< x′1 + x′2, x >

∣∣∣ x′1 ∈ A1, x
′
2 ∈ A2

}
= sup

{
< x′1, x >

∣∣∣ x′1 ∈ A1

}
+ sup

{
< x′2, x >

∣∣∣ x′2 ∈ A2

}
= σA1

(x) + σA2
(x).

Por lo que tomando
P : E→ R

x 7−→ σU′(x)

se tiene que P no es Fréchet diferenciable en todo E debido al procedimiento realizado en el Lema 2.2.
Además el intU′ , ∅ debido a que el intB1(0) , ∅, por lo tanto, P define una norma equivalente en E. �

Definición 20. La norma en un espacio de Banach es estrictamente convexa si no hay segmentos lineales
en la esfera unitaria, es decir, si x, y ∈ S 1 tales que x , y entonces

‖ λx + (1 − λ)y ‖ < λ ‖ x ‖ +(1 − λ) ‖ y ‖ = 1 , ∀λ ∈ (0, 1).
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Definición 21. La norma en E es suave si para toda x ∈ E tal que ‖ x ‖= 1 existe un único x′ ∈ E’ tal que

< x′, x > = 1 y ‖ x′ ‖ = 1.

Es decir, el conjunto J(x) es unitario para toda x , 0, lo cual significa que la norma es Gâteaux diferen-
ciable en E\

{
0
}
.

Para ver ejemplos de espacios que cumplen las Definiciones 20 y 21, se puede consultar el apéndice C.

Proposición 2.17. Supongamos que la norma en E es tal que la norma en E’ es estrictamente convexa.
Entonces la norma en E es suave.

Prueba: Sea x ∈ E tal que ‖ x ‖= 1 entonces por una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach[2]
existe x′ ∈ E tal que

‖ x′ ‖ = ‖ x ‖ y < x′, x > = ‖ x ‖2 .

Pero por hipótesis, se satisface que

‖ x′ ‖ = 1 y < x′, x > = 1.

Finalmente, basta mostrar que x′ es único con esta propiedad, para esto utilizamos que la norma en E’ es
estrictamente convexa.
Sea y′ ∈ E’ tal que y′ , x′, ‖ y′ ‖ = 1 y < y′, x >= 1, de esta manera,

‖ λx′ + (1 − λ)y′ ‖ < λ ‖ x ‖ +(1 − λ) ‖ y ‖ = 1.

Mientras que

< λx′ + (1 − λ)y′, x > = λ < x′, x > +(1 − λ) < y′, x >

= λ + (1 − λ) = 1

⇒ ‖ λx′ + (1 − λ)y′ ‖ ≥ 1.

Lo cual es una contradicción, por lo tanto, x′ es único. �

El siguiente resultado requiere de dos hechos generales, el primero es que la norma en E es estrictamente
convexa si y sólo si todo subconjunto convexo de E tiene a lo más un punto de norma mínima (ver Proposi-
ción C.2) y el segundo hecho es referente a que cualquier función semicontinua inferiormente en un espacio
métrico completo tiene la propiedad de que existe un conjunto Gδ denso donde la función es continua, ver
[3].

Teorema 2.10. Supongamos que E es un espacio de Banach tal que admite una norma equivalente cuya
norma dual es estrictamente convexa y sea T : E→ 2E′ monótono máximo con intD(T ) no vacío. Entonces
existe G ⊂intD(T ) el cual es Gδ denso y T es univaluado en cada punto de G.

Prueba: Supongamos que la norma en E’ es estrictamente convexa y consideremos T : E → 2E′

monótono máximo, entonces T (x) es convexo y σ(E’,E)-compacto para toda x ∈intD(T ) debido a la
Proposición 2.9 y 2.14.
Por otro lado, notemos que T (x) tiene un (único) punto de norma mínima. En efecto, si tomamos una red(

x′α
)
α∈I
⊂ T (x) tal que ‖x′α‖ −→ lx := ı́nf

{
‖ x′ ‖

∣∣∣ x′ ∈ T (x)
}
.
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Entonces por compacidad se tiene que existe (
x′αβ

)
α
⊂

(
x′α

)
α

subred convergente a x′ ∈ T (x).
Y como ‖ · ‖E’ es σ(E’,E)-semicontinua inferiormente implica que

‖ x′ ‖ ≤ lı́m ‖ x′α ‖ = lx

y por lo tanto, ‖ x′ ‖ = lx.
Ahora bien, sea g :intD(T ) −→ R; dada por g(x) = lx la cual es una función semicontinua inferiormente en
intD(T ), es decir,

V :=
{

x ∈ intD(T )
∣∣∣ g(x) > λ

}
es abierto para toda λ ∈R, como vemos a continuación:
En efecto lo es, ya que al ser la norma ‖ · ‖E’ una función σ(E’,E)-semicontinua inferiormente se tiene que
el conjunto {

x ∈ E’
∣∣∣∣ ‖ x′ ‖> λ

}
es σ(E’,E)-abierto.
Como T es norma-σ(E’,E) semicontinuo superiormente (ver Proposición 2.15) podemos concluir que si
g(x) > λ entonces T (x) ⊂ V por lo que existe U vecindad de x tal que U ⊂intD(T ) y T (U) ⊂ V , es decir,
g(y) > λ para toda y ∈ U.
Finalmente, por [3], se tiene que existe G ⊂ intD(T ) tal que G es un conjunto Gδ denso donde g es continua,
por lo que basta mostrar que donde g es continua, el conjunto T (x) es unitario.
Supongamos pues que g(x) =‖ x′ ‖ con x′ ∈ T (x) y que existe y′ ∈ T (x) tal que y′ , x′ entonces por
Definición de g se tiene que ‖ y′ ‖ > ‖ x′ ‖ y esto implica que

sup
‖y‖=1
|< y′, y >| > ‖ x′ ‖ .

Por lo que podemos elegir y ∈ E con ‖ y ‖= 1 tal que < y′, y > > ‖ x′ ‖ =: g(x) y por ser g continua entonces
existe δ > 0 tal que BE

δ (x) ⊂ intD(T ) con la propiedad de que

g(z) < < y′, y > , ∀z ∈ BE
δ (x)

Por lo tanto, si definimos zo := x + δy ∈ Bδ(x) y escogemos z′ ∈ T (zo) tal que g(zo) =‖ z′ ‖ entonces por
monotonía de T se cumple que

0 ≤ < z′ − y′, zo − x > = < z′ − y′, δy >

⇒ δ < z′, y > ≥ < y′, y > , ∀δ > 0

⇒ < z′, y > > ‖ z′ ‖ . (2.28)

Pero sabemos que < z′, y > ≤ ‖ z′ ‖ ‖ y ‖ = ‖ z′ ‖ lo cual es una contradicción con (2.28). �
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Corolario 2.4. Supongamos que E admite una norma equivalente cuya norma dual es estrictamente con-
vexa. Entonces E es un espacio débil de Asplund.

Prueba: Sea D ⊂ E abierto, convexo y no vacío, si f : D → R es convexa y continua entonces dada
x ∈ D se tiene por el Lema 2.3 existen U vecindad de x en D y f̃ : E→ R convexa y Lipschitz continua tal
que f̃ ≡ f en U.
Ahora bien, dado que δ f̃ es monótono máximo en virtud del Teorema 2.5 podemos concluir que δ f̃ (x) es
univaluado en G subconjunto Gδ denso de U por el Teorema 2.10 y además por la Proposición 2.3, tenemos
que δ f̃ es norma-σ(E’,E) semicontinua superiormente en D.
Así se tiene que cualquier selección para δ f̃ (x) es norma-σ(E’,E) continua en x.
Por lo tanto f̃ es Gâteaux diferenciable en G ⊂ U por la Proposición 2.4 entonces f es Gâteaux diferenciable
en G. �

2.2. Espacios Débilmente Compactos-Generados.

Definición 22. Un espacio de Banach E es débilmente compacto-generado (DCG) si existe K ⊂ E σ(E,E’)-
compacto cuya expansión lineal es densa con respecto a la norma en E.

Nota: Dado que la envolvente convexa cerrada de un subconjunto σ(E,E’)-compacto de E es σ(E,E’)-
compacto se puede suponer que K es convexo.

2.2.1. Ejemplos.

1. Sea E separable. Entonces E es DCG ya que en E existe una sucesión
(
xn

)
densa, por lo que basta

tomar

K =

{
1
n

xn

‖ xn ‖

}
∪

{
0
}

el cual es compacto y por lo tanto σ(E,E’)-compacto.

2. Supongamos que E es reflexivo. Entonces E es DCG ya que E es reflexivo si y sólo si B1(0) es
σ(E,E’)-compacta.

3. El espacio Co(Γ) que es el espacio con la norma del supremo de todas las funciones x =
(
xγ

)
sobre Γ

tales que para todo ε > 0 existe un conjunto Γε ⊂ Γ tal que
∣∣∣xγ∣∣∣ < ε para toda γ ∈ Γ\Γε es DCG.

Prueba: Sea

K =
{
eγ

∣∣∣ γ ∈ Γ
}
∪

{
0
}

donde eγ(α) =

{
1 α = γ

0 α , γ.

Para ver que K es σ(Co,C′o)-compacto basta tomar
(
aγ

)
∈ l1 ya que C′o ≈ l1, así aγ = 0 excepto en un

conjunto numerable.
Por otro lado, sea

(
xαγ

)
⊂ K red entonces

aγ
(
xαγ

)
=

∑
γ∈Γ

xαγaγ = aγα.

Y consideramos una subred (
xα
′

γ

)
⊂

(
xαγ

)
tal que α′1 < α′2 entonces xα

′
1
γ tiene su coordenada igual a 1 en un índice anterior del que lo tiene xα

′
2
γ ,

por lo tanto, aγ
(
xα
′

γ

)
es una subred convergente a cero de aγ

(
xαγ

)
�
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4. El espacio L1(µ) es DCG si µ es σ-finita ya que basta tomar los subconjuntos σ(L1, L∞)-compactos
de funciones de la forma χA donde µ(A) < ∞.

5. Sean E, F espacios de Banach y supongamos que E es DCG y existe T : E → F un operador lineal
acotado tal que su imagen es densa. Entonces F es DCG.
Prueba: Como E es DCG existe K ⊂ E σ(E,E’)-compacto tal que span(K) es denso en E. Así
T (K) ⊂ F es acotado, denso y σ(F,F’)-compacto pues T es continua. �

Lema 2.4. Sea E espacio de Banach Separable y sea K ⊂ E’ σ(E’,E”)-compacto. Entonces K es separa-
ble según la norma en E’

Prueba: Si K ⊂ E’ es σ(E’,E”)-compacto entonces K es σ(E’,E)-compacto ya que

E ↪→ E” ⇒ σ(E’,E) < σ(E’,E”).

Por lo que dada una cubierta σ(E’,E)-abierta de K es una cubierta σ(E’,E”)-abierta de K la cual tiene una
subcubierta σ(E’,E”)-abierta finita de K con los abiertos originales en σ(E’,E).
Más aún, como (

K, σ(E’,E”)
)

Id
−→

(
K, σ(E’,E)

)
es homeomorfismo, por ser una función biyectiva y cerrada, y dado que E es separable se satisface que(
K, σ(E’,E)

)
es metrizable pues B1(0) es σ(E’,E)-compacta (ver [16]).

Y por lo tanto, K es compacto con respecto a la métrica, lo cual implica que K es σ(E’,E)-separable y por
ser la Id un homeomorfismo se sigue que K es σ(E’,E”)-separable.
Por otro lado, dado A ⊂ K σ(E’,E”)−denso numerable definimos

L :=
{ n∑

i=1

qiai

∣∣∣ qi ∈ Q, ai ∈ A
}

el cual es numerable y L
‖·‖E’ es norma separable, en efecto, ya que L

‖·‖E’ contiene a todas las combinaciones
lineales de elementos de A y por consiguiente L

‖·‖E’ es el menor subespacio lineal cerrado según la norma
que contiene a A entonces

A
‖·‖E’
⊂ A

σ(E’,E”)
= K ⊂ L

σ(E’,E”)
= L

‖·‖E’

Es decir, A es ‖ · ‖E’ denso. �

Teorema 2.11. Supongamos que E’ es DCG. Entonces E es espacio de Asplund.

Prueba: Por el corolario 2.2 basta mostrar que todo subespacio separable F de E tiene dual F′ separable.
Para esto consideremos el epimorfismo natural

Π : E→ E’
/
F⊥

Como la imagen lineal continua de un espacio DCG es DCG y E’
/
F⊥ es isométricamente isomorfo a F′

entonces podemos suponer que F′ es DCG.
Así existe K ⊂ F′ σ(F’,F”)-compacto con spanK densa en

(
F′, ‖ · ‖F’

)
y por el Lema 2.4 se tiene que K es

separable según ‖ · ‖F’

Por lo tanto,
(
F′, ‖ · ‖F’

)
es separable. �



Capítulo 3

Principio Variacional de Ekeland.

En este capítulo probamos el Principio Variacional de Ekeland en espacios de Banach denotados por E.
Además damos una serie de Teoremas equivalentes a este principio.

3.1. Funciones Semicontinuas Inferiormente

En los capítulos anteriores la continuidad de las funciones convexas fue muy importante para la diferen-
ciabilidad pero en ocasiones la continuidad no se satisface, sin embargo podemos utilizar una noción más
débil de continuidad, a saber, la semicontinuidad inferior. Ahora trabajamos con funciones en los reales
extendidos, es decir, con funciones de la forma f : E→ R

⋃
{∞}.

Para esto, adoptamos las siguientes convenciones:

r∞ = ∞, (−r)∞ = −∞, si r > 0 y r ±∞ = ±∞, ∀r ∈ R.

Definición 23. Sea X un espacio Hausdorff y consideremos f : X → R
⋃
{∞}. El dominio efectivo de f es

el conjunto
dom( f ) =

{
x ∈ X

∣∣∣ f (x) < ∞
}
.

Y decimos que f es semicontinua inferiormente si el conjunto{
x ∈ X

∣∣∣ f (x) ≤ r
}

es cerrado en X para toda r ∈ R.

Dado que para una función f : X → R
⋃
{∞} su dominio efectivo puede ser vacío, decimos que la

función f es propia si dom( f ) , ∅.

Proposición 3.1. Sea X un espacio Hausdorff y consideremos f : X→ R
⋃
{∞}. Entonces son equivalentes

1. f es semicontinua inferiormente en x ∈ X.

2. f (x) ≤ lı́m inf
xα−→x

f
(
xα

)
con

(
xα

)
⊂ X red tal que xα → x.

3. La epigráfica de f dada por
epi( f ) =

{
(x, r)

∣∣∣ r ≥ f (x)
}

es cerrada en X×R.
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Prueba: 1)⇒ 2) Si f es semicontinua inferiormente en x y λ < f (x) entonces existe una vecindad V de
x tal que λ ≤ f (y) para toda y ∈ V .
De aquí que, tomando

(
xα

)
⊂ X red tal que xα → x se deduce que

f (x) ≤ lı́m inf
xα→x

f
(
xα

)
.

Ya que si λα → f (x) con λα < f (x) entonces

λα ≤ lı́m inf
xα−→x

f
(
xα

)
⇒ f (x) = lı́m λα ≤ lı́m inf

xα−→x
f
(
xα

)
.

2)⇒ 3) Sea
(
xα, λα

)
⊂ epi( f ) tal que xα → x y λα → λ, entonces (x, λ) ∈ epi( f ) dado que

f (x) ≤ lı́m inf
xα−→x

f
(
xα

)
≤ lı́m inf

λα−→λ

(
λα

)
= λ

pues f
(
xα

)
≤ λα para toda α.

3)⇒ 1) Si epi( f ) es cerrada entonces W =
{
(x, r) ∈ X × R

∣∣∣ f (x) > r
}

es abierto.
Así considerando el mapeo abierto

Π : X × R→ X

(x, r) 7−→ x

tenemos que Π(W) =
{
x ∈ X

∣∣∣ f (x) > r
}

es abierto y por lo tanto su complemento es cerrado. �

Proposición 3.2. Sea f : X→ R
⋃
{∞} convexa. Entonces el dom( f ) es convexo.

Prueba: Sean x, y ∈ dom( f ) y sea t ∈ [0, 1] entonces por las convenciones hechas al principio de este
capítulo se tiene que

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) < t∞ + (1 − t)∞ = ∞.

Es decir, tx + (1 − t)y ∈ dom( f ). �

Proposición 3.3. Sea f : X→ R
⋃
{∞}. Entonces f es convexa si y sólo si epi( f ) es convexo.

Prueba: Para la necesidad supongamos que (x, r), (y, s) ∈ epi( f ) y t ∈ [0, 1] entonces f (x) ≤ r, f (y) ≤ s y

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) ≤ tr + (1 − t)s.

Por lo tanto, (tx + (1 − t)y, tr + (1 − t)s) ∈ epi( f ).
Suficiencia: Si x, y ∈ dom( f ) y t ∈ [0, 1] entonces para r = f (x), s = f (y) ∈R se tiene que(

x, f (x)), (y, f (y)
)
∈ epi( f ).

Y por lo tanto,
(
tx + (1 − t)y, t f (x) + (1 − t) f (y)

)
∈ epi( f ), es decir,

∞ > t f (x) + (1 − t) f (y) ≥ f (tx + (1 − t)y)

Es decir, f es convexa. �
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3.1.1. Ejemplos

1. Sea C ⊂ E convexo, no vacío y consideremos la función indicadora

δC : E→ R ∪ {∞}; δC(x) =

 0 x ∈ C

∞ x < C.

La cual es propia y convexa. Entonces δC es semicontinua inferiormente si y sólo si C es cerrado.
Prueba: La función δC es propia ya que dom( f ) = C , ∅, más aún, sea t ∈ [0, 1] con x, y ∈ C
entonces tx + (1 − t)y ∈ C y

δC(tx + (1 − t)y) = 0 = tδC(x) + (1 − t)δC(y).

Por otro lado, si x, y < C entonces

tδC(x) + (1 − t)δC(y) = ∞ ≥ δC(tx + (1 − t)y).

Luego, si x ∈ C pero y < C entonces

tδC(x) + (1 − t)δC(y) = ∞ ≥ δC(tx + (1 − t)y).

Por lo que cualquiera que sea el caso, la función indicadora es convexa.
Finalmente, hay que ver que δC es semicontinua inferiormente si y sólo si C es cerrado.
Necesidad: Si δC es semicontinua inferiormente entonces

{
x ∈ E

∣∣∣ δC(x) ≤ r
}

es cerrado para toda
r ∈ R. En particular, con r = 0 y como{

x ∈ E
∣∣∣ δC(x) = 0

}
= C.

Se tiene que C es cerrado.
Suficiencia: Si C es cerrado y r ≥ 0 entonces{

x ∈ E
∣∣∣ δC(x) ≤ r

}
= C.

El cual es cerrado.
Y si r < 0 entonces {

x ∈ E
∣∣∣ δC(x) ≤ r

}
= ∅.

Y por lo tanto es cerrado. Así, δC es semicontinua inferiormente. �

2. Sea A ⊂ E’ no vacío tal que la envolvente convexa de A no es todo E’ y A es σ(E’,E)-cerrado o
de manera más simple, A es convexo, σ(E’,E)-cerrado y un subconjunto propio de E’. Entonces la
función soporte

σA : E→ R
x 7→ sup

{
< x′, x >

∣∣∣ x′ ∈ A
}

es propia, convexa y semicontinua inferiormente. (En la sección 2 supusimos que A era acotado.)
Prueba: Primero vemos que σA es convexa, para esto, sean x, y ∈ E y t ∈ [0, 1] entonces

σA(tx + (1 − t)y) = sup
{
< x′, tx + (1 − t)y >

∣∣∣ x′ ∈ A
}

= sup
{
t < x′, x > +(1 − t) < x′, y >

∣∣∣ x′ ∈ A
}

≤ sup
{
t < x′, x >

∣∣∣ x′ ∈ A
}

+ sup
{
(1 − t) < x′, y >

∣∣∣ x′ ∈ A
}

= tσA(x) + (1 − t)σA(y).
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Luego, para la semicontinuidad inferior, tomamos r ∈R y sea

B :=
{
x ∈ E

∣∣∣ σA(x) ≤ r
}
.

Así dada
(
xn

)
⊂ B tal que xn → x se tiene que

σA
(
xn

)
≤ r ⇒

〈
x′, xn

〉
≤ r ∀x′ ∈ A

⇒ < x′, x > ≤ r ∀x′ ∈ A

⇒ sup
{
< x′, x >

∣∣∣ x′ ∈ A
}
≤ r

⇒ σA(x) ≤ r.

Es decir, x ∈ B, por lo tanto, B es cerrado. �

3. Sea C ⊂ E cerrado y no vacío y consideremos f : C→ R convexa y continua. Entonces la extensión
de f dada por

f̃ : E→ R ∪ {∞}; f (x) =

 f (x) x ∈ C

∞ x < C

es una función convexa y semicontinua inferiormente.
Prueba: La función f̃ es semicontinua inferiormente ya que por la continuidad de f se tiene que es
cerrado el conjunto

f −1
((
−∞, r

])
=

{
x ∈ C

∣∣∣ f̃ (x) ≤ r
}
.

Por último, la convexidad de f̃ se sigue del hecho de que f es convexa y de las convenciones hechas
al principio de este capítulo, procediendo de manera similar a la prueba del ejemplo 1. �

Proposición 3.4. Sea f : E → R ∪ {∞} semicontinua inferiormente, convexa y propia con D =int dom( f )
no vacío. Entonces f es continua en D.

Prueba: En virtud de la prueba de la Proposición 1.1 basta mostrar que f es localmente acotada en cada
punto de D ya que esto implica que f es localmente Lipschitz continua en cada punto de D.
Primero notemos que si f es acotada, digamos por M, en Bδ(x) para algún δ > 0 se tiene que f es acotada
inferiormente en Bδ(x).
Dado que si y ∈ Bδ(x) entonces 2x − y ∈ Bδ(x) y además

f (x) = f
(
1
2

y + x −
1
2

y
)

= f
(
1
2

y +
2x − y

2

)

≤
1
2

f (y) +
1
2

f (2x − y) ≤
1
2

[
f (y) + M

]
⇒ f (y) ≥ 2 f (x) − M , ∀y ∈ Bδ(x).

Por lo tanto, basta mostrar que f es localmente acotada superiormente en D, en efecto lo es ya que para
cada n ≥ 1 definimos

Dn :=
{
x ∈ D

∣∣∣ f (x) ≤ n
}
.

El cual es cerrado relativo a D por ser f semicontinua inferiormente y como D = ∪Dn entonces por el
Teorema de Categoría de Baire (ver Teorema B.2) existe no ∈ N tal que U :=intDno

, ∅ y como f es
acotada superiormente por no en U, supongamos sin pérdida de generalidad que Bδ(0)⊂ U (por traslación)
para algún δ > 0.
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Entonces si y ∈ D\{0} se sigue que existe µ > 1 tal que z = µy ∈ D y con 0 < λ = µ−1 < 1 el conjunto

V = λz + (1 − λ)Bδ(0) = y + (1 − λ)Bδ(0)

es una vecindad de y en D.
Así para cualquier punto v = (1 − λ)x + λz ∈ V con x ∈Bδ(0) tenemos que

f (v) ≤ (1 − λ) f (x) + λ f (z) ≤ (1 − λ)no + λ f (z).

Por lo tanto, f es acotada superiormente en V . �

A manera de ejemplo, sea

f : R −→ R ∪ {∞}; f (x) =


1
x

x > 0

∞ x ≤ 0

la cual es una función continua en x = 0 ya que x es un punto frontera de dom( f ) pues las vecindades de∞
en (−∞,∞] son los conjuntos (a,∞] con a ∈R.

Proposición 3.5. Sea C ⊂ E convexo, cerrado y no vacío. La función indicadora δC es continua en x ∈ C
si y sólo si x ∈intC.

Prueba: Para la necesidad, supongamos que δC es continua en x ∈ C, entonces para toda ε > 0 existe
δ > 0 tal que

‖x − y‖ < δ ⇒ ‖δC(x) − δC(y)‖ < ε

Es decir,
‖x − y‖ < δ ⇒ ‖δC(y)‖ < ε , ∀ε > 0

Así δC(y) = 0, por lo tanto, y ∈ C y esto significa que Bδ(x) ⊂ C, es decir, x ∈intC.
Suficiencia: Se sigue de la Proposición 3.4 y por el ejemplo 1. �

En adelante, usaremos el hecho de que si E es espacio de Banach entonces E×R es un espacio de Banach
con ‖(x, r)‖E×R = ‖x‖E + |r| y que el espacio dual (E×R)’ puede ser identificado con E’×R.

Definición 24. Definimos el subdiferencial de una función f : E → R
⋃
{∞} convexa y semicontinua

inferiormente como

δ f (x) =


{
x′ ∈ E’

∣∣∣ < x′, y − x > ≤ f (y) − f (x) ∀y ∈ E
}
, si x ∈ dom( f )

∅ , si x < dom( f ).

Además notamos que la condición < x′, y − x > ≤ f (y) − f (x) para toda y ∈ E es equivalente a la
desigualdad < x′, y > ≤ f (x + y) − f (x) para toda y ∈ E.
Y que el subdiferencial también puede ser vacío para algunos elementos del dom( f ).

Definición 25. Sea f : E→ R ∪ {∞} convexa y semicontinua inferiormente. Entonces definimos la derivada
derecha de f como

d+ f (x)(y) := lı́m
t→0+

f (x + ty) − f (x)
t

, ∀y ∈ E. (3.1)

Reconociendo que d+ f (x)(y) = ∞, si x + ty < dom( f ) para toda t > 0.
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Cabe destacar que puede darse el caso de que d+ f (x)(y) = −∞ pues basta tomar como ejemplo

f : R −→ R; f (x) =

{
−
√

x x ≥ 0
∞ x < 0

para tener que d+ f (0)(1) = −∞.

Proposición 3.6. Sea f : E → R ∪ {∞} convexa y semicontinua inferiormente. Entonces para toda
x ∈ dom( f ) se cumple que:

x′ ∈ δ f (x) ⇔ < x′, y > ≤ d+ f (x)(y) ; ∀y ∈ E.

Prueba: Para la necesidad, tomamos x ∈ dom( f ), y ∈ E y t > 0 suficientemente pequeña tal que
x + ty ∈ dom( f ) y x′ ∈ δ f (x). Entonces

t < x′, y > = < x′, x + ty − x > ≤ f (x + ty) − f (x)

⇒ < x′, y > ≤
f (x + ty) − f (x)

t
; para t > 0 suficientemente pequeña

⇒ < x′, y > ≤ d+ f (x)(y).

Suficiencia: Por monotonía del límite que define a d+ f (x) se tiene que

< x′, y − x > ≤ d+ f (x)(y − x) ≤
f (x + t(y − x)) − f (x)

t

< f (x + y − x) − f (x) = f (y) − f (x)

con t = 1. �

A continuación mostramos una función convexa y semicontinua inferiormente con subdiferencial vacío en
un subconjunto denso de su dominio.

Proposición 3.7. Sea
C =

{
x ∈ l2

∣∣∣∣ ∣∣∣xn

∣∣∣ ≤ 2−n con n = 1, 2, 3, . . .
}
.

Entonces C es cerrado, convexo y f : C→ R; f (x) =

∞∑
n=1

−
(
2−n + xn

)(1/2)
es continua y convexa.

Prueba: La convexidad de f se sigue del hecho de que en cada sumando se tiene una traslación de
la reflexión de la raíz cuadrada, ya que la función raíz cuadrada es cóncava y por lo tanto, su reflexión es
convexa.
Además, en cada sumando, f ′n ≤ 0 y f ′′n ≥ 0 por lo que fn es decreciente y tiene un máximo en −(1/2n) para
cada n.
Por otro lado, dado que cada sumando es continuo y acotado en valor absoluto por∣∣∣∣∣ 1

2n + xn

∣∣∣∣∣(1/2)

≤

∣∣∣∣∣ 1
2n +

1
2n

∣∣∣∣∣(1/2)

=

∣∣∣∣∣ 2
2n

∣∣∣∣∣(1/2)

=

∣∣∣∣∣ 1
2n−1

∣∣∣∣∣(1/2)

= 2(−n+1)/2.

Se tiene que la serie f converge absolutamente y por lo tanto f es continua.
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Veamos que δ f (x) = ∅ para todo x ∈ C tal que xn > −2−n para una infinidad de n′s:
Sea x ∈ C tal que xn > −2−n para una infinidad de n′s y sea en el n-ésimo vector canónico de l2 entonces si
x′ ∈ δ f (x) se cumple por la Proposición 3.6 que < x′, y > ≤ d+ f (x)(y) para toda y ∈ E.
Por lo que para toda n tal que xn > −2−n se satisface que

− ‖ x′ ‖ ≤ < x′, en > ≤ d+ f (x)(en) =
−1
2

(
1
2n + xn

)(−1/2)

⇒ ‖ x′ ‖ ≥
1
2

(
1
2n + xn

)(−1/2)
n→∞
−−−→ ∞.

Lo cual es una imposibilidad y de aquí que δ f (x) = ∅. �

Proposición 3.8. Sea C ⊂ E convexo, cerrado y no vacío. Entonces para cualquier x ∈ C el subdiferencial
de la función indicadora, δC(x), es el cono con vértice en 0 de todas las x′ ∈ E’ tales que soportan a C en
x, es decir,

< x′, x > = sup
{
< x′, y >

∣∣∣ y ∈ C
}
≡ σC(x′).

Prueba: Como

x′ ∈ δδC(x) ⇔ < x′, y − x > ≤ δC(y) − δC(x) , ∀y ∈ C.

⇔ < x′, y − x > ≤ 0 , ∀y ∈ C.

⇔ < x′, y > ≤ < x′, x > , ∀y ∈ C.

⇔ sup
y∈C

< x′, y > ≤ < x′, x > .

Y por otro lado, dado que x ∈ C entonces < x′, x > ≤ sup
y∈C

< x′, y >.

Entonces, < x′, x >= sup
{
< x′, y >

∣∣∣ y ∈ C
}
. �

Ahora mostramos condiciones necesarias y suficientes para que una función semicontinua inferiormente
tenga un mínimo.

Proposición 3.9. Sea f : E→ R ∪ {∞} convexa y semicontinua inferiormente. Entonces f tiene un mínimo
global en x si y sólo si 0 ∈ δ f (x).

Prueba: 0 ∈ δ f (x)⇔< 0, y− x > ≤ f (y)− f (x)⇔ 0 ≤ f (y)− f (x)⇔ f (x) ≤ f (y) , ∀y ∈ E. �

Proposición 3.10. Sea C ⊂ E convexo, no vacío y consideremos f : E → R ∪ {∞} convexa, propia y
semicontinua inferiormente tal que dom( f ) ∩C , ∅.
Entonces f

∣∣∣∣
C

tiene un mínimo en x ∈ dom( f ) ∩C si y sólo si 0 ∈ δ( f + δC)(x).

Prueba:

0 ∈ δ( f + δC)(x) ⇔ < 0, y − x > ≤ ( f + δC)(y) − ( f + δC)(x) , ∀y ∈ C ∩ dom( f )

⇔ 0 ≤ f (y) + δC(y) − f (x) − δC(x) , ∀y ∈ C ∩ dom( f )

⇔ 0 ≤ f (y) − f (x) , ∀y ∈ C ∩ dom( f )

⇔ f (x) ≤ f (y) , ∀y ∈ C ∩ dom( f )

⇔ x es mínimo de f
∣∣∣∣
C
. �
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Definición 26. Sean X ⊂ E y x ∈ X. Entonces decimos que x es punto soporte de X, si existe x′ ∈ E’ tal
que x′ , 0 y x′ alcanza su supremo sobre X en x. Y a tal x′ le llamamos una funcional soporte de X.

Observamos que x′ soporta a X en x si y sólo si σX(x′) =< x′, x > y cabe destacar que la terminología
geométrica viene del hecho de que los hiperplanos cerrados soportan a X si alguno de los semiespacios
cerrados contiene a X y el hiperplano mismo intersecta a X.
De hecho, si x′ soporta a X en x entonces

H =
{
y ∈ E

∣∣∣ < x′, y >= σX(x′)
}
.

contiene a x y es justo el hiperplano buscado.
Por otro lado, como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach (o Teorema de Separación) si C es convexo,
cerrado y con intC , ∅ entonces todo punto frontera de C es un punto soporte de C.

Definición 27. Sea 0 < λ < 1. Entonces definimos el cono con respecto a λ como

Kλ :=
{
(x, r) ∈ E × R

∣∣∣ λ ‖ x ‖ ≤ −r
}
.

Proposición 3.11. Sea 0 < λ < 1. Entonces Kλ es convexo y cerrado.

Prueba: Si t ∈ [0, 1], (x, r), (y, s) ∈ Kλ entonces

λ ‖ tx + (1 − t)y ‖ ≤ λt ‖ x ‖ +λ(1 − t) ‖ y ‖ ≤ −tr − (1 − t)s = −
(
tr + (1 − t)s

)
.

Es decir,
(
tx + (1 − t)y, tr + (1 − t)s

)
∈ Kλ.

Luego, Kλ es cerrado ya que Kλ =
{
(x, r) ∈ E × R

∣∣∣ λ ‖ x ‖ +r ≤ 0
}
. �

El siguiente Lema es un importante resultado debido a Bishop y Phelps

Lema 3.1. (Bishop-Phelps.) Sean A ⊂ E×R cerrado, no vacío y λ ∈ (0, 1) tales que ı́nf
{
r
∣∣∣ (x, r) ∈ A

}
= 0.

Entonces para cualquier (xo, ro) ∈ A existe (x, r) ∈ A tal que

1. (x, r) ∈ A ∩
[
Kλ + (xo, ro)

]
.

2.
{
(x, r)

}
= A ∩

[
Kλ + (x, r)

]
.

Prueba: Sea R : E × R→ R; R(x, r) = r. Si definimos Ao := A∩
[
Kλ+(xo, ro)

]
y escogemos (x1, r1) ∈ Ao

tal que r1 < ı́nf R(Ao) + 1.
Y además consideramos A1 := A ∩

[
Kλ + (x1, r1)

]
y tomamos (x2, r2) ∈ A1 tal que

r2 < ı́nf R(A1) + (1/2).

Tenemos que si (y, s) ∈ Kλ + (x1, r1) entonces

(y − x1, s − r1) ∈ Kλ ⇒ λ ‖ y − x1 ‖ ≤ −(s − r1) = r1 − s.

Más aún, como (x1, r1) ∈ Kλ + (xo, ro) se tiene que

(y, s) ∈ Kλ +
(
Kλ + (xo, ro)

)
= Kλ + (xo, ro) . (3.2)

Ya que si (u1, t1), (u2, t2) ∈ Kλ entonces λ ‖ u1 + u2 ‖ ≤ λ ‖ u1 ‖ +λ ‖ u2 ‖ ≤ −(t1 + t2), es decir,
Kλ + Kλ ⊂ Kλ .
Por lo que de (3.2) se sigue que

A1 = A ∩
[
Kλ + (x1, r1)

]
⊂ A ∩

[
Kλ + (xo, ro)

]
= Ao.
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Por otro lado, se tiene que diamA1 ≤ (2/1λ) dado que si (y, s) ∈ A1 entonces

λ ‖ y − x1 ‖ ≤ −(s − r1)

con s ≥ ı́nf R(A1) y esto implica que

λ ‖ y − x1 ‖ ≤ r1 − s < ı́nf R(Ao) + 1 − s ≤ ı́nf R(A1) + 1 − s ≤ s + 1 − s = 1.

Es decir, ‖ y − x1 ‖ ≤ (1/1λ).
Y como tenemos que λ ‖ y − x1 ‖ ≤ r1 − s entonces |s − r1| = r1 − s < 1.
Con lo cual tenemos que

‖(y − x1, s − r1)‖ = ‖y − x1‖ + |s − r1| < (1/1λ) + 1 = (1/1λ) + (λ/λ) = (1 + λ)/(1λ) < 2/(1λ).

Por lo tanto, diamA1 ≤ (2/1λ).
Así construimos recursivamente An := A ∩

[
Kλ + (xn, rn)

]
y escogemos (xn+1, rn+1) ∈ An tal que

rn+1 < ı́nf R(An) +
(
1/(n + 1)

)
.

Así An+1 ⊂ An y diamAn ≤ (2/nλ) ya que en general, si (y, s) ∈ An entonces s ≥ ı́nf R(An) y

λ‖y − xn‖ ≤ rn − s < ı́nf R(An−1) + (1/n) − s ≤ ı́nf R(An) + (1/n) − s ≤ s + (1/n) − s = (1/n).

Por lo que

‖(y − xn, s − rn)‖ = ‖y − xn‖ + |s − rn| < (1/nλ) + (1/n) = (1/nλ) + (λ/nλ) = (1 + λ)/(nλ) < 2/(nλ).

Finalmente, hemos construido una sucesión
(
(xn, rn)

)
⊂ An tal que

∥∥∥(xn, rn) − (xn+1, rn+1)
∥∥∥ ≤ 2

nλ
.

Es decir,
(
(xn, rn)

)
es de Cauchy, por lo tanto, existe un único (x, r) ∈ E×R tal que

(xn, rn) −→ (x, r).

Pero como A y Kλ son cerrados se tiene que
{
(x, r)

}
⊂

⋂
n∈N

An, de aquí que (x, r) ∈ Ao por lo que se satisface

la condición 1.
Mientras que la condición 2 se sigue del hecho de que para toda n se satisface que

Kλ + (x, r) ⊂ Kλ +
[
Kλ + (xn, rn)

]
= Kλ + (xn, rn)

ya que (x, r) ∈ Kλ + (xn, rn) para toda n y por que Kλ + Kλ ⊂ Kλ.
Y esto implica que si (y, s) ∈ A ∩

[
Kλ + (x, r)

]
entonces (y, s) ∈

⋂
n∈N

An.

Por lo tanto, 0 ≤ ‖ (y, s) − (x, r) ‖ ≤
(
2/(nλ)

)
para toda n pero esto es equivalente a que

0 ≤ ‖ (y, s) − (x, r) ‖ ≤ ε , ∀ε > 0.

Con lo cual se tiene que (y, s) = (x, r), es decir,
{
(x, r)

}
=

⋂
n∈N

An, es decir, se satisface 2. �

Como una consecuencia del Lema 3.1 tenemos el Principio Variacional de Ekeland que dice: Si f (xo) es
cercano al ínfimo de una función semicontinua inferiormente f entonces una pequeña perturbación del tipo
Lipschitz a f alcanza un mínimo estricto en un punto z relativamente cercano a xo.
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Teorema 3.1. Principio Variacional de Ekeland. Sea f : E → R ∪ {∞} propia, semicontinua inferior-
mente, acotada inferiormente y sean ε > 0 y xo ∈ E tal que

f (xo) < ı́nf
{
f (x)

∣∣∣ x ∈ E
}

+ ε.

Entonces para cualquier λ ∈ (0, 1) existe z ∈ dom( f ) tal que

1. λ ‖ z − xo ‖ ≤ f (xo) − f (z).

2. ‖ z − xo ‖ < (ε/λ).

3. λ ‖ x − z ‖ + f (x) > f (z) , para cualquier x , z.

Prueba: Supongamos sin pérdida de generalidad que el ı́nf
{
f (x)

∣∣∣ x ∈ E
}

= 0 (bajo traslación.)
Luego como f es semicontinua inferiormente, la epi( f ) ⊂ E×R es cerrada (ver Proposición 3.1.)
Entonces tenemos que para (xo, f (xo)) ∈ epi( f ) existe (z, r) ∈ epi( f ) tal que

(z, r) ∈ epi( f ) ∩
[
Kλ + (xo, f (xo))

]
(3.3)

y
{
(z, r)

}
= epi( f ) ∩

[
Kλ + (z, r)

]
(3.4)

por el Lema 3.1.
Así de (3.3) tenemos que

0 ≤ f (z) ≤ r < ∞ y (z − xo, r − f (xo)) ∈ Kλ.

⇒ z ∈ dom( f ) y λ ‖ z − xo ‖ ≤ f (xo) − r.

⇒ λ ‖ z − xo ‖ ≤ f (xo) − r ≤ f (xo) − f (z). (3.5)

≤ f (xo) < ε. (3.6)

Y la desigualdad (3.5) es precisamente la condición 1 mientras que la desigualdad (3.6) implica que

‖ z − xo ‖ < (ε/λ)

por lo que se cumple la condición 2.
Por otro lado, si f (x) = ∞ entonces λ ‖ x − z ‖ + ∞ > f (z), es decir, se satisface la condición 3.
Ahora bien, si f (z) < r entonces (z, r) , (z, f (z)) y por (3.4) se sigue que

(z, f (z)) < epi( f ) ∩
[
Kλ + (z, r)

]
⇒ (z, f (z)) < Kλ + (z, r).

Es decir, 0 = λ ‖ z − z ‖ > r − f (z), por lo tanto, f (z) > r; lo cual es una contradicción.
Debido a esto, se tiene que f (z) = r por lo que si f (x) < ∞ con x , z entonces

(x, f (x)) < Kλ + (z, r) = Kλ + (z, f (z))

⇒ λ ‖ x − z ‖ > f (z) − f (x)

⇒ λ ‖ x − z ‖ + f (x) > f (z).

Por lo tanto, se cumple la condición 3. �

Gracias al Principio Variacional de Ekeland nos podemos acercar tanto como queramos al mínimo de la
función f ya que basta definir

φλ : E −→ R
x 7−→ f (x) + λ ‖ x − z ‖ .
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Pues con esta función tenemos que φλ(x) ≥ φλ(z) para toda x ∈ E, es decir, z es punto mínimo de φλ ya
que si x , z entonces

φλ(x) = f (x) + λ ‖ x − z ‖ > f (z) = f (z) + λ ‖ z − z ‖ = φλ(z).

en virtud de la conclusión 3 del Teorema 3.1.
Y tomando λ =

√
ε en la conclusión 2 del Teorema 3.1 obtenemos que ‖z − xo‖ <

√
ε.

Cabe mencionar, que para ver un estudio más profundo sobre estos temas se puede consultar [14].
A continuación, vemos el principio de Ekeland para problemas de equilibrio y para esto definimos que es
un problema de equilibrio.

Definición 28. Sea f : D × D→ R una función dada. Entonces un problema de equilibrio es buscar x̄ ∈ D
tal que f (x̄, y) ≥ 0 para toda y ∈ D.

Teorema 3.2. Principio de Ekeland para Problemas de Equilibrio. Sea E un espacio de Banach y consi-
deremos D ⊂ E cerrado y f : D × D→ R que satisface:

1. f (x, ·) es acotada inferiormente y semicontinua inferiormente para toda x ∈ D.

2. f (t, t) = 0 para toda t ∈ D.

3. f (z, x) ≤ f (z, y) + f (y, x) para toda x, y, z ∈ D.

Entonces para todo ε > 0 y para cada xo ∈ D existe x̄ ∈ D tal que

f (xo, x̄) + ε ‖ xo − x̄ ‖ ≤ 0 y (3.7)

f (x̄, x) + ε ‖ x̄ − x ‖ > 0 , ∀x ∈ D tal que x , x̄ (3.8)

Prueba: Sin pérdida de generalidad supongamos que ε = 1 y consideremos el conjunto

F(x) :=
{
y ∈ D

∣∣∣ f (x, y) + ε ‖ y − x ‖ ≤ 0
}
. (3.9)

El cual es cerrado para toda x ∈ D en virtud de 1.
Más aún, F(x) , ∅ para cada x ∈ D ya que por 2 se cumple que f (x, x) + ‖ x − x ‖ = 0, es decir, x ∈ F(x).
Luego, si y ∈ F(x) y z ∈ F(y) entonces por la desigualdad del triángulo y por 3 se cumple que

0 ≥ f (x, y) + ‖ y − x ‖ + f (y, z) + ‖ z − y ‖ ≥ f (x, z) + ‖ z − x ‖ .

Es decir, z ∈ F(x). Por lo tanto se tiene que si y ∈ F(x) entonces F(y) ⊂ F(x).
Ahora bien, usando el hecho de que f (x, ·) es acotada inferiormente para toda x ∈ D podemos definir el
mapeo

v : D→ R
x 7→ ı́nf

z∈F(x)
f (x, z).

Por lo que para toda z ∈ F(x) se tiene que

‖ z − x ‖ ≤ − f (x, z) ≤ sup
z∈F(x)

[
− f (x, z)

]
= − ı́nf

z∈F(x)
f (x, z) = −v(x).

Y esto implica que si x1, x2 ∈ F(x) entonces

‖ x1 − x2 ‖ ≤ ‖ x − x1 ‖ + ‖ x − x2 ‖ ≤ −v(x) − v(x) = −2v(x) , ∀x ∈ D.
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Es decir,
diamF(x) ≤ −2v(x) , ∀x ∈ D (3.10)

Por otro lado, fijando xo ∈ D existe x1 ∈ F(xo) tal que f (xo, x1) ≤ v(xo) + 2−1 (por propiedades de ínfimo.)

Como x1 ∈ F(xo), existe x2 ∈ F(x1) tal que f (x1, x2) ≤ v(x1) + 2−2.
Por lo que procediendo de manera recursiva construimos

(
xn

)
⊂ D tal que xn+1 ∈ F(xn) y

f (xn, xn+1) ≤ v(xn) + 2−(n+1). (3.11)

Ahora, usando el hecho de que F(xn+1) ⊂ F(xn) se tiene que

v(xn+1) = ı́nf
y∈F(xn+1)

f (xn+1, y) ≥ ı́nf
y∈F(xn)

f (xn+1, y) ≥ ı́nf
y∈F(xn)

[
f (xn, y) − f (xn, xn+1)

]
. (3.12)

Ya que
f (xn, y) ≤ f (xn, xn+1) + f (xn+1, y)⇒ f (xn, y) − f (xn, xn+1) ≤ f (xn+1, y)

para toda y ∈ F(xn).
Pero además se cumple que

ı́nf
y∈F(xn)

[
f (xn, y) − f (xn, xn+1)

]
=

[
ı́nf

y∈F(xn)
f (xn, y)

]
− f (xn, xn+1) = v(xn) − f (xn, xn+1). (3.13)

Así combinando (3.12) con (3.13) tenemos que v(xn+1) ≥ v(xn) − f (xn, xn+1) y esto es equivalente a

− f (xn, xn+1) ≤ v(xn+1) − v(xn). (3.14)

Luego de (3.11), (3.14) y (3.10) se sigue para toda n que

− v(xn) ≤ − f (xn, xn+1) + 2−(n+1) ≤ v(xn+1) − v(xn) + 2−(n+1)

⇒ 0 ≤ v(xn+1) + 2−(n+1)

⇒ 0 ≤ v(xn) + 2−n

⇒ −v(xn) ≤ 2−n

⇒ diamF(xn) ≤ −2v(xn) ≤ 2 · 2−n n→∞
−−−→ 0. (3.15)

Por lo tanto, de (3.15) tenemos que
(
xn

)
es una sucesión de Cauchy y por ser E un espacio de Banach, se

tiene que existe x̄ ∈ D tal que xn → x̄.
Como el hecho de que F(xn) es cerrado para toda n implica que x̄ ∈ F(xn) para todo n, de aquí que
{x̄} ⊂ ∩F(xn) de hecho,

{x̄} =
⋂
n∈N

F(xn)

ya que diamF(xn)→ 0.
Finalmente, del hecho de que x̄ ∈ F(xo) concluimos la condición (3.7).
Más aún, como x̄ ∈ F(xn) para toda n se sigue que F(x̄) ⊂ F(xn) para toda n y así

F(x̄) ⊂
⋂
n∈N

F(xn) = {x̄}.

Por lo tanto, si x ∈ D\{x̄} entonces x < F(x̄) es decir, se satisface (3.8). �

Para un estudio más detallado del Principio de Ekeland para problemas de equilibrio, se puede consultar el
artículo [15].
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Vemos a continuación que el principio de Ekeland para problemas de Equilibrio implica una versión
más débil del principio variacional de Ekeland dado en el Teorema 3.1.

Teorema 3.3. Sea f : E → R una función propia, semicontinua inferiormente y acotada inferiormente.
Entonces para toda λ > 0 y cualquier xo ∈ dom( f ) existe z ∈ dom( f ) tal que

1. λ‖z − xo‖ ≤ f (xo) − f (z).

2. λ‖x − z‖ + f (x) > f (z) , para cualquier x , z.

Prueba: Sea D = dom( f ) y consideremos g : D × D→ R; g(x, y) = f (y) − f (x).
Como f es semicontinua inferiormente entonces g(x, ·) es semicontinua inferiormente, luego, g(t, t) = 0
para toda t ∈D.
Más aún,

g(z, y) + g(y, x) = f (y) − f (z) + f (x) − f (y) = f (x) − f (z) = g(z, x) , ∀x, y, z ∈ D.

Entonces por el Teorema 3.2, se cumple que para ε = λ > 0 y para cada xo ∈ D existe z ∈ D = dom( f ) tal
que  g(xo, z) + λ ‖ xo − z ‖ ≤ 0 y

g(z, x) + λ ‖ z − x ‖ > 0 , ∀x , z.

⇒

 f (z) − f (xo) + λ ‖ xo − z ‖ ≤ 0 y

f (x) − f (z) + λ ‖ z − x ‖ > 0 , ∀x , z.

⇒

 λ ‖ z − xo ‖ ≤ f (xo) − f (z) y

λ ‖ z − x ‖ + f (x) > f (z) , ∀x , z.

⇒

 λ ‖ z − xo ‖ ≤ f (xo) − f (z) y

λ ‖ x − z ‖ + f (x) > f (z) , ∀x , z.

Y estas últimas son precisamente las conclusiones 1 y 2 que coinciden con 1 y 3 del Teorema 3.1. �

3.2. Equivalencias del Principio Variacional de Ekeland.

En esta sección enunciamos una serie de resultados y probamos que son equivalentes a la versión débil
del principio variacional de Ekeland (Teorema 3.3.)

Teorema 3.4. (Teorema de Punto Fijo de Caristi.) Sea f : E→ R+ semicontinua inferiormente. Suponga-
mos que el operador multivaluado T : E→ E satisface que

‖ x − y ‖ ≤ k
[
f (x) − f (y)

]
, ∀y ∈ T (x); para alguna k > 0. (3.16)

Entonces T tiene un punto estacionario en E, es decir, existe x∗ ∈ E tal que {x∗} = T (x∗).

Definición 29. El Pétalo de la Flor conectado con a, b ∈ E y γ > 0 es el conjunto

Pγ(a, b) :=
{
x ∈ E

∣∣∣ ‖ x − b ‖ +γ ‖ x − a ‖ ≤ ‖ a − b ‖
}
.



72 CAPÍTULO 3. PRINCIPIO VARIACIONAL DE EKELAND.

Teorema 3.5. (Teorema del Pétalo de la Flor de Penot.) Sea M ⊂ E con a ∈ M y b ∈ E\M. Entonces para
cada γ > 0 existe x∗ ∈ E tal que

x∗ ∈ M ∩ Pγ(a, b) y {x∗} = M ∩ Pγ(x∗, b).

Teorema 3.6. (Principio de Minimización de Takahashi.) Sea f : E → R ∪ {∞} semicontinua inferior-
mente, propia y acotada inferiormente. Supongamos que para cada x ∈ E con ı́nf

u∈E
f (u) < f (x) existe y ∈ E

tal que
y , x y f (y)+ ‖ y − x ‖ ≤ f (x). (3.17)

Entonces existe x∗ ∈ E tal que f (x∗) = ı́nf
u∈E

f (u).

En lo siguiente consideraremos el conjunto

F(x) :=
{
y ∈ E

∣∣∣ f (x, y) + ε ‖ y − x ‖ ≤ 0
}
.

que es similar al dado en (3.9).

Teorema 3.7. (Teorema de Oettli-Théra.) Sean A ⊂ E y xo ∈ E tales que para cada x ∈ F(xo)\A existe
y ∈ F(x)\{x}. Entonces existe x∗ ∈ F(xo) ∩ A.

Teorema 3.8. Los Teoremas 3.2 a 3.7 son equivalentes.

Prueba: Primero mostraremos que: Teorema 3.3 si y sólo si Teorema 3.4.
Necesidad: Sea f : E → R+ semicontinua inferiormente. Así f (x) ≥ 0 para toda x ∈ E, es decir, f es
acotada inferiormente y propia.
Entonces existe x∗ ∈ E tal que se satisface 2 del Teorema 3.3 con λ = k−1 para todo x , x∗, es decir,

f (x∗) < f (x) + k−1 ‖ x − x∗ ‖

⇒ f (x∗) − f (x) < k−1 ‖ x − x∗ ‖ .

Por lo tanto, {x∗} = T (x∗) ya que de lo contrario, si x ∈ T (x∗) se contradice la hipótesis (3.16) pues
tendríamos que

‖ x∗ − x ‖ ≤ k
[
f (x∗) − f (x)

]
< k · k−1 ‖ x − x∗ ‖ = ‖ x∗ − x ‖ .

Suficiencia: Sea f : E→ R ∪ {∞} semicontinua inferiormente, acotada inferiormente, propia y supongamos
que la conclusión del Teorema 3.3 no se cumple, esto genera dos casos.
Caso 1. Para cada x ∈ E existe yo ∈ E tal que yo , x y

f (x) ≥ f (yo) + λ ‖ yo − x ‖

⇒ f (x) − f (yo) ≥ λ ‖ yo − x ‖ .

Por lo que se satisface (3.16) con λ = k−1.
Así basta definir T : E→ E mediante T (x) = {x, yo} y de esta forma T no tiene puntos estacionarios.
Caso 2. Para cada x ∈ E existe yo ∈ E tal que

f (yo) + k−1 ‖ yo − x ‖ > f (x)

⇒ k−1 ‖ yo − x ‖ > f (x) − f (yo)

⇒ ‖ yo − x ‖ > k
[
f (x) − f (yo)

]
.

Pero por la hipótesis (3.16) tenemos que ‖ x − yo ‖ ≤ k
[
f (x) − f (yo)

]
lo cual es una contradicción. �
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Teorema 3.3 si y sólo si Teorema 3.5.
Prueba: Para la necesidad, sea f : E → R ∪ {∞} dada por f (x) = ‖ x − b ‖ la cual es continua, acotada
inferiormente y propia.
Por lo tanto, f es semicontinua inferiormente, así si M ⊂ E completo con a ∈ M y b ∈ E\M entonces para
cada γ > 0 existe x∗ ∈ M tal que se cumple 1 del Teorema 3.3, es decir,

f (x∗) + γ ‖ x∗ − a ‖ ≤ f (a) ⇒ ‖ x∗ − b ‖ +γ ‖ x∗ − a ‖ ≤ ‖ a − b ‖ .

Y esto implica que x∗ ∈ Pγ(a, b) por lo tanto, x∗ ∈ M ∩ Pγ(a, b).
Por otro lado, como ‖ x∗ − b ‖ +γ ‖ x∗ − x∗ ‖ = ‖ x∗ − b ‖ se tiene que

{x∗} ⊂ M ∩ Pγ(x∗, b).

Ahora bien, si y ∈ M ∩ Pγ(x∗, b) entonces y ∈ M y además

‖ y − b ‖ +γ ‖ y − x∗ ‖ ≤ ‖ x∗ − b ‖ .

Entonces si suponemos que y , x entonces

f (x∗) < f (y) + γ ‖ y − x∗ ‖ ⇒ ‖ x∗ − b ‖ < ‖ y − b ‖ +γ ‖ y − x∗ ‖ ≤ ‖ x∗ − b ‖ .

lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, y = x∗ es decir, {x∗} = M ∩ Pγ(x∗, b).
Suficiencia: Sea f : E→ R ∪ {∞} acotada inferiormente, semicontinua inferiormente, propia y supongamos
sin pérdida de generalidad que ı́nf

x∈E
f (x) = 0 (bajo traslación.)

Si γ > 0 y xo ∈ dom( f ) entonces f (xo) < ∞ así existe k > 0 tal que(
1 +

1
γ

)
f (xo) ≤ k. (3.18)

De aquí que en el espacio de Banach E×R con la norma∥∥∥(x1, r1) − (x2, r2)
∥∥∥ := máx

{
‖x1 − x2‖E, |r1 − r2|

}
.

Se tiene que tomando M = epi( f ) y a = (xo, f (xo)) se sigue que

b = (xo, f (xo) − k) ∈ (E × R)\M.

Ya que si b ∈ M entonces f (xo) ≤ f (xo) − k es decir, k ≤ 0 lo cual es una contradicción.
Por otro lado, si r ≥ ı́nf

x∈X
f (x) = 0 entonces

r − f (x0) + k = r − f (xo) − (1/γ) f (xo) + (1/γ) f (xo) + k

= r −
(
1 + (1/γ)

)
f (xo) + (1/γ) f (xo) + k

≥ r − k + (1/γ) f (xo) + k

= r + (1/γ) f (xo)

≥ r + (1/γ)0 ≥ 0. (3.19)

Así, existe w∗ = (x∗, r∗) ∈ E×R tal que

w∗ ∈ M ∩ Pγ(a, b) y {w∗} = M ∩ Pγ(w
∗, b).
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Entonces w∗ = (x∗, r∗) ∈ epi( f ) es decir, f (x∗) ≤ r∗ y esto implica que r∗ ≥ ı́nf
x∈E

f (x) = 0.
Luego,

‖w∗ − b‖E×R + γ‖w∗ − a‖E×R ≤ ‖a − b‖E×R. (3.20)

Y si w = (x, r) ∈ M = epi( f ) es tal que w , w∗ entonces

‖w∗ − b‖E×R < ‖w − b‖E×R + γ‖w − w∗‖E×R. (3.21)

Y como w∗ ∈ M = epi( f ) se sigue que

f (x∗) + γ‖x∗ − xo‖ ≤ r∗ + γ‖x∗ − xo‖

≤ r∗ + γ‖w∗ − a‖E×R
≤ r∗ + ‖a − b‖E×R − ‖w

∗ − b‖E×R , por (3.20)

= r∗ + máx
{
‖xo − xo‖, | f (xo) − f (xo) + k|

}
−máx

{
‖x∗ − xo‖, |r∗ − f (xo) + k|

}
≤ r∗ + k − r∗ + f (xo) − k = f (xo). (3.22)

Ya que k > 0 y |r∗ − f (xo) + k| ≤ máx
{
‖x∗ − xo‖, |r∗ − f (xo) + k|

}
.

Además como r∗ ≥ 0 entonces r∗ − f (xo) + k ≥ 0 por (3.19).
Por lo tanto de (3.22) tenemos que

f (x∗) + γ‖x∗ − xo‖ ≤ f (xo).

Por lo que se satisface la conclusión 1 del Teorema 3.3.
Para ver la condición 2 del Teorema 3.3 usamos nuevamente el hecho de que

r∗ − f (xo) + k ≤ máx
{
‖x∗ − xo‖, |r∗ − f (xo) + k|

}
.

Y por (3.21) tenemos que

r∗ − f (xo) + k < máx
{
‖x − xo‖, |r − f (xo) + k|

}
+ γmáx

{
‖x − x∗‖, |r − r∗|

}
. (3.23)

Por lo que tenemos que considerar dos casos:
Caso 1) ‖x − xo‖ ≤ |r − f (xo) + k| :
Como |r − f (xo) + k| = r − f (xo) + k ya que 0 ≤ f (x) ≤ r pues w ∈ M entonces tenemos que

‖x − xo‖ ≤ r − f (xo) + k.

Además si |r − r∗| ≤ ‖x − x∗‖ entonces de (3.23) tenemos que

r∗ − f (xo) + k < r − f (xo) + k + γ‖x − x∗‖

⇒ r∗ < r + γ‖x − x∗‖

⇒ f (x∗) < r + γ‖x − x∗‖.

Pues (x∗, r∗) ∈ M, por lo que para cada x , x∗ con r = f (x) tenemos que

f (x∗) < f (x) + γ‖x − x∗‖.

Ahora bien, si |r − r∗| > ‖x − x∗‖ entonces r − r∗ , 0 y ahora de (3.23) deducimos que

r∗ − f (xo) + k < r − f (xo) + k + γ|r − r∗|

⇒ r∗ < r + γ|r − r∗|.
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Por lo que suponiendo sin pérdida de generalidad que r − r∗ < 0 y 0 < γ ≤ 1 tenemos que

r∗ < r + γ (r∗ − r) ⇒ (1 − γ)r∗ < (1 − γ)r.

Lo cual es una contradicción.
Caso 2) ‖ x − xo ‖ > |r − f (xo) + k| :
Se sigue de (3.18) que

‖x − xo‖ > r − f (xo) +
(
1 + γ−1

)
f (xo)

= r + γ−1 f (xo)

⇒ γ‖x − xo‖ > γ
(
r + γ−1 f (xo)

)
.

Es decir,
γ
(
‖x − xo‖ − r

)
> f (xo).

Entonces, gracias a (3.22) tenemos que

r∗ + γ‖x∗ − xo‖ ≤ f (xo) < γ
(
‖x − xo‖ − r

)
. (3.24)

Y si además se cumple que
r∗ ≥ r + γ‖x − x∗‖. (3.25)

Podemos deducir que

r + γ‖x − xo‖ ≤ r + γ
[
‖x − x∗‖ + ‖x∗ − xo‖

]
≤ r∗ + γ‖x∗ − xo‖ , por (3.25)

< r∗ + γ
(
‖x − xo‖ − r

)
− r∗ , por (3.24)

= γ
(
‖x − xo‖ − r

)
. (3.26)

Así de (3.26) tenemos que r < −γr lo cual es imposible ya que r ≥ 0.
Por lo tanto, no es valida la desigualdad (3.25), es decir, r∗ < r + γ‖x − x∗‖ y de aquí que tomando r = f (x)
para cada x , x∗ se cumple que

f (x∗) ≤ r∗ < f (x) + γ‖x − x∗‖.

Por lo tanto en ambos casos se satisface 2 del Teorema 3.3. �

Teorema 3.3 si y sólo si Teorema 3.6.
Prueba: Para la necesidad, sea f : E → R ∪ {+∞} semicontinua inferiormente, propia y acotada inferior-
mente tal que para cada x ∈ E con ı́nf

u∈E
f (u) < f (x) existe y ∈ E\{x} con

f (y) + ‖y − x‖ ≤ f (x).

Entonces por el Teorema 3.3 existe x∗ ∈ E tal que 2 con γ = 1, es decir,

f (x∗) < f (x) + ‖x − x∗‖ , ∀x , x∗. (3.27)

Si f (x∗) , ı́nf
u∈E

f (u) entonces por hipótesis existe x̄ ∈ E\{x∗} tal que

f (x̄) + ‖x̄ − x∗‖ ≤ f (x∗). (3.28)
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Luego de (3.28) y (3.27) concluimos que

f (x̄) + ‖x̄ − x∗‖ < f (x) + ‖x − x∗‖ , ∀x , x∗.

en particular, para x̄.
Así tenemos una contradicción y por lo tanto f (x∗) = ı́nf

u∈E
f (u).

Suficiencia: Sea f : E → R ∪ {+∞} semicontinua inferiormente, propia y acotada inferiormente entonces
para xo ∈ E y γ > 0 definimos

Xo :=
{
x ∈ E

∣∣∣ f (x) + γ‖x − xo‖ ≤ f (xo)
}
.

El cual es cerrado por ser f semicontinua inferiormente, más aún, xo ∈ Xo.
Por otro lado, supongamos que para toda x ∈ Xo existe x̄ ∈ E tal que

x̄ , x y f (x̄) + γ‖x̄ − x‖ ≤ f (x). (3.29)

Entonces de (3.29) y por definición de Xo se tiene que

γ‖x̄ − x‖ ≤ f (x) − f (x̄) ≤ f (xo) − γ‖x − xo‖ − f (x̄).

⇒ f (x̄) + γ‖x̄ − xo‖ ≤ f (x̄) + γ‖x̄ − x‖ + γ‖x − xo‖

≤ f (x̄) + f (xo) − γ‖x − xo‖ − f (x̄) + γ‖x − xo‖

= f (xo).

Es decir, x̄ ∈ Xo.
Ahora bien, como estamos suponiendo que es valido el Teorema 3.6 se tiene que existe x∗ ∈ Xo tal que

f (x∗) = ı́nf
u∈E

f (u).

Pero por nuestra suposición, existe y∗ ∈ E tal que y∗ , x∗ y

f (y∗) + γ‖y∗ − x∗‖ ≤ f (x∗)

⇒ f (y∗) < f (y∗) + γ‖y∗ − x∗‖ ≤ f (x∗).

Lo cual es una contradicción al hecho de que f alcanza su mínimo en x∗.
Por lo tanto (3.29) no es valida y negando (3.29) nos queda que existe x∗ ∈ Xo tal que para toda x ∈ E con
x , x∗ implica que

f (x) + γ‖x − x∗‖ > f (x∗).

Es decir, para cada xo ∈ E, γ > 0 existe x∗ ∈ E tal que

f (x∗) + γ‖x∗ − xo‖ ≤ f (xo) y

∀x , x∗ , f (x) + γ‖x − x∗‖ > f (x∗).

Que son precisamente las conclusiones 1 y 2 del Teorema 3.3. �

Teorema 3.3 si y sólo si Teorema 3.2.
Prueba: Para la necesidad, sea f : E × E→ R ∪ {∞} propia tal que satisface 1, 2 y 3 del Teorema 3.2.
Si xo ∈ E entonces definiendo g : E → R ∪ {∞}; g(x) = f (xo, x) tenemos que g es propia, semicontinua
inferiormente y acotada inferiormente.
Por lo tanto, para cada y ∈ E, γ > 0 existe x∗ ∈ E tal que se satisfacen 1 y 2 del Teorema 3.3, es decir,

g(x∗) + γ ‖ x∗ − y ‖ ≤ g(y) y

∀x , x∗ , g(x∗) < g(x) + γ ‖ x − x∗ ‖ .
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Por otro lado, sea y ∈ G(xo) :=
{
y ∈ E

∣∣∣ g(y) + γ‖xo − y‖ ≤ 0
}
.

Entonces por 1 del Teorema 3.3 se sigue que

g(x∗) + γ‖xo − x∗‖ ≤ g(x∗) + γ‖xo − y‖ + γ‖y − x∗‖ ≤ g(y) + γ‖xo − y‖ ≤ 0.

Es decir, x∗ ∈ G(xo) que es la condición (3.7) del Teorema 3.2.
Y de 2 del Teorema 3.3 obtenemos que para todo x , x∗

f (xo, x∗) < f (xo, x) + γ‖x − x∗‖ ⇒ f (xo, x∗) + f (x∗, x) < f (xo, x) + f (x∗, x) + γ‖x − x∗‖.

Luego, por la condición 3 de f ,

f (xo, x) < f (xo, x) + f (x∗, x) + γ‖x − x∗‖ ⇒ 0 < f (x∗, x) + γ‖x − x∗‖.

Por lo tanto, se satisface (3.8) del Teorema 3.2.
Suficiencia: Es la prueba del Teorema 3.3. �

Teorema 3.2 si y sólo si Teorema 3.7.
Prueba: Para la necesidad, sea f : E × E→ R ∪ {∞} propia tal que satisface 1, 2 y 3 del Teorema 3.2.
Si xo ∈ E entonces existe x∗ ∈ F(xo) tal que se cumple (3.8) del Teorema 3.2.
Por otro lado, sea A ⊂ E tal que para cada x ∈ F(xo)\A existe y ∈ F(x)\{x}.
De aquí que x∗ < F(xo)\A por que de lo contrario, existiría y ∈ F(x∗) con y , x∗ tal que

f (x∗, y) + γ‖x∗ − y‖ ≤ 0.

Mientras que por (3.8) del Teorema 3.2 se tendría que

f (x∗, y) + γ‖y − x∗‖ > 0.

Lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, x∗ < F(xo)\A y x∗ ∈ F(xo) entonces x∗ ∈ A es decir, x∗ ∈ F(xo) ∩ A.
Suficiencia: Sea f : E × E→ R ∪ {∞} propia tal que satisface 1, 2 y 3 del Teorema 3.2.
Luego, para x ∈ E definimos

A(x) :=
{
y ∈ E

∣∣∣ y , x, f (x, y) + γ‖x − y‖ ≤ 0
}

= F(x)\{x}.

Y tomando A =
{
x ∈ E

∣∣∣ A(x) = ∅
}

podemos concluir que si x ∈ F(xo)\A entonces por un lado, x ∈ F(xo).
Y por otro lado, x < A lo cual implica que A(x) , ∅ por lo que existe z ∈ A(x) = F(x)\{x}.
De esta forma, existe x∗ ∈ F(xo) ∩ A, así A(x∗) = ∅, es decir, se satisface (3.8) del Teorema 3.2. �

Por lo tanto queda demostrado el Teorema 3.8.
Para ver otra prueba de la versión débil del Principio Variacional de Ekeland, así como de sus equivalencias,
se pueden consultar los artículos: [1], [7] [10], [9] y [17]; haciendo su lectura en el contexto de espacios de
Banach.



Apéndice A

Espacios de Banach.

Definición 30. Sea X un espacio vectorial sobre R. Entonces X es un espacio normado si para todo x ∈ X
existe un número real no negativo ‖x‖, llamado norma de x, tal que

1. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ para toda x, y ∈ X,

2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖ si x ∈ X y α ∈R,

3. ‖x‖ > 0 si x , 0.

Todo espacio normado puede ser visto como espacio métrico, en el cual la métrica o distancia de x a y
denotada por d(x, y), esta definida mediante ‖x − y‖.
Las propiedades fundamentales de d son:

0 ≤ d(x, y) < ∞ para toda x, y ∈ X,

d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

d(x, y) = d(y, x) para toda x, y ∈ X,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para toda x, y, z ∈ X.

Definición 31. Un espacio de Banach E es un espacio normado el cual es completo con la métrica definida
por su norma, es decir, toda sucesión de Cauchy es convergente.

Como ejemplos de espacios de Banach, tenemos a Rn, lp y Lp con 1 ≤ p ≤ ∞. Además de los espacios de
funciones continuas definidas en espacios compactos.
Dado un espacio de Banach E consideramos los siguientes conjuntos:

BE
ε (x) :=

{
y ∈ E

∣∣∣∣ d(x, y) < ε
}

y BE
ε (x) :=

{
y ∈ E

∣∣∣∣ d(x, y) ≤ ε
}

A dichos conjuntos les llamamos bola abierta y bola cerrada con centro en x y radio ε en E respectivamente.

Así definimos una topología para E mediante τ :=
{
U ⊂ E

∣∣∣∣ para todo x ∈ U existe ε > 0 tal que BE
ε (x) ⊂ U

}
Definición 32. Dado un espacio de Banach E definimos su espacio dual como el conjunto

E’ :=
{
x′ : E→ R

∣∣∣∣ x′ es lineal y continua.
}

y denotamos por < x′, x > a x′(x).
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Además el espacio dual E’ es un espacio de Banach con la norma

‖x′‖E’ := sup
{
| < x′, x > |

∣∣∣∣ ‖x‖E ≤ 1
}

Por otro lado, dado que BE
1 (0) es compacta (según la norma) si y sólo si la dimensión de E es finita consi-

deramos una nueva topología para E mediante su espacio dual E’.

Definición 33. Sean E un espacio de Banach, x′ ∈ E’ y consideramos x̂′ : E→ R dada por x̂′(x) =< x′, x >,
así al variar x′ en E’ obtenemos una familia

(
x̂′
)

x′∈E’
. Entonces definimos la topología débil σ(E,E’) como

la topología menos fina sobre E que hace continuas a todas las funciones de la familia
(
x̂′
)

x′∈E’
.

Así con la σ(E,E’) topología tenemos menos abiertos y por lo tanto mas conjuntos compactos, en
particular, resulta ser σ(E,E’)-compacto la bola cerrada unitaria sin importar la dimensión de E.
En este punto tenemos que dado un espacio de Banach E también tememos un espacio banach E’ por lo
cual podemos definir los conceptos de espacio dual de E’ y de su topología débil.

Definición 34. Dado un espacio de Banach E definimos su espacio doble dual como el conjunto

E” :=
{
x′′ : E′ → R

∣∣∣∣ x′′ es lineal y continua.
}

El cual resulta ser un espacio de Banach con la norma

‖x′′‖E” := sup
{
| < x′′, x′ > |

∣∣∣∣ ‖x′‖E’ ≤ 1
}

Y observamos que tenemos una inyección canónica, llamada función evaluación,̂ : E → E” dada por
(̂x)x′ = x̂(x′) =< x′, x > para x ∈ E fijo. Dicha inyección canónica es lineal e isométrica, por lo que
podemos identificar a E con un subespacio (generalmente propio) de E”
Por otro lado, en el espacio de Banach E’ tenemos dos topologías, a saber, la topología inducida por la
norma dual y la σ(E’,E”) topología definida como en la Definición 33.
Sin embargo definimos a continuación una tercer topología sobre E’ mediante la aplicación ϕx : E′ → R
definida por x′ 7→ ϕx(x′) =< x′, x >, así cuando x recorre E obtenemos una familia de aplicaciones

(
ϕx

)
x∈E

de E’ en R.

Definición 35. Definimos la topología débil (estrella) σ(E’,E) como la topología menos fina sobre E’ que
hace continuas a todas las aplicaciones

(
ϕx

)
x∈E.

Es decir, la topología σ(E’,E) contiene menos abiertos que la topología σ(E’,E”) que a su vez tiene
menos abiertos que la topología inducida por la norma dual.
A continuación definimos otro tipo de espacios muy útiles en el análisis funcional.

Definición 36. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial sobre R dotado de un producto interior
< u, v > y que es completo con la norma dada por < u, u >1/2.

Como ejemplo de espacio de Hilbert tenemos a L2 con el producto interior dado por

< u, v > :=
∫

uv

y también el espacio de Sobolev H1 es un espacio de Hilbert.
Es importante notar que todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach.
A continuación mostramos características importantes de los espacios de Hilbert.
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Teorema A.1. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces para toda x, y ∈ H se cumple la ley del paralelo-
gramo, es decir, se satisface:

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 (A.1)

La prueba es inmediata de la definición de ‖x‖2 =< x, x >.

Teorema A.2. Sean H espacio de Hilbert y C ⊂ H convexo, cerrado y no vacío. Entonces existe un único
x ∈ C tal que minimiza la norma.

A.1. Funciones Convexas.

En esta sección, siempre trabajamos en un Espacio de Banach E sobre R.
Sean D un subconjunto de E no vacío, abierto y convexo y f : D → R una función convexa, es decir, tal
que:

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) ; ∀x, y ∈ D y ∀t ∈ [0, 1].

Si siempre se da la igualdad, decimos que f es una función afín; mientras que f es cóncava si - f es convexa.
Una funcional sublineal es una función P : E→ R tal que: P(x + y) ≤ P(x) + P(y), ∀x, y ∈ E

P(tx) = tP(x) , ∀t ≥ 0, ∀x ∈ E.
(A.2)

A.1.1. Ejemplos de Funciones Convexas.

1. La función f : E→ R dada por f (x) = ‖x‖ es un ejemplo obvio. De manera más general, si C ⊂ E es
convexo y no vacío entonces la función distancia

dC : E→ R
x→ dC(x) = ı́nf

{
‖x − y‖

∣∣∣ y ∈ C
}

es continua y convexa en D = E.

2. El supremo de una familia de funciones convexas es una función convexa en el conjunto donde esta
es finita. De hecho, si A ⊂ E es no vacío y acotado entonces la función

f : E→ R
x→ f (x) = sup

{
‖x − y‖

∣∣∣ y ∈ A
}

es continua y convexa en D = E.

3. La función norma también se puede generalizar por funcionales sublineales. Además el supremo de
una familia finita de funcionales lineales es una funcional sublineal.

4. La funcional de Minkowski es otra generalización de la norma ya que si C ⊂ E es convexo con
0 ∈intC entonces definiendo

PC : E→ R
x→ PC(x) = ı́nf

{
λ > 0

∣∣∣ x ∈ λC
}
.

Tenemos que PC es una funcional sublineal no negativa. Más aún, PC(x) = 0 si y sólo si R+x ⊂ C y
la frontera de C esta dada por

{
x ∈ E

∣∣∣ PC(x) = 1
}
. De hecho,

intC =
{
x ∈ E

∣∣∣ PC(x) < 1
}
⊂ C ⊂

{
x ∈ E

∣∣∣ PC(x) ≤ 1
}

= C.
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Por último, usando el hecho de que una funcional sublineal P : E→ R es continua si y sólo si existe M > 0
tal que P(x) ≤ M‖x‖ para toda x ∈ E. Deducimos que al funcional de Minkowski, PC, es continua ya que
basta tomar M = (1/r) con r tal que C ⊂ BE

r (0).
Inversamente, cualquier funcional P : E→ R continua, no negativa, subaditiva y positiva homogénea es de
la forma PC pues basta tomar C =

{
x ∈ E

∣∣∣ P(x) ≤ 1
}
.

Cabe destacar que estas funcionales fallan en ser seminormas si y sólo si C no es simétrico con respecto al
origen, es decir, si y sólo si existe xo ∈ E tal que PC(xo) , PC(−xo).
Para ver a detalle el desarrollo de lo anterior se pueden consultar [14] y [11].



Apéndice B

Categoría de Baire.

Para esta sección, requerimos de la teoría de los espacios vectoriales topológicos.

Definición 37. Un espacio vectorial V sobre R es un espacio vectorial topológico si existe una topológia
Hausdorff τ en V tal que la suma y la multiplicación por escalares son mapeos continuos.

Teorema B.1. Todo espacio de Banach sobre R es un espacio vectorial topológico sobre R.

Definición 38. Sea S un espacio vectorial topológico sobre R . Decimos que E ⊂ S es en ningún lado denso
si E tiene interior vacío. Así los conjuntos de primer categoría de Baire en S son aquellos que son uniones
numerables de conjuntos en ningún lado denso.
Consecuentemente, a todo subconjunto de S que no es de primer categoría (de Baire) lo llamamos conjunto
de segunda categoría (en S).

A continuación enunciamos una serie de propiedades básicas sobre la categoría de Baire .

1. Si A ⊂ B y B es de primer categoría en S entonces también lo es A.

2. Cualquier unión numerable de conjuntos de primer categoría es de primer categoría.

3. Cualquier subconjunto E de S cerrado con interior vacío es de primer categoría en S.

4. Sean h : S→ S un homeomorfismo y E ⊂,S. Entonces E y h(E) tienen la misma categoría en S.

Definición 39. Un espacio topológico es llamado un espacio de Baire si la unión numerable de cualquier
colección de conjuntos cerrados con interior vacío tiene un interior vacío. Esto es equivalente a que toda
intersección numerable de conjuntos abiertos densos es densa.

B.1. Ejemplos de Espacios de Baire.

1. Dado R con la topología usual, los racionales son de primera categoría y los irracionales son de
segunda categoría en R.

2. Los reales con la métrica usual son un espacio de Baire (ver el Teorema de categoría de Baire más
adelante.)

3. Todo espacio homeomorfo a un subconjunto abierto de un espacio pseudométrico es un espacio de
Baire (esto incluye los irracionales con su topología estándar así como el conjunto de Cantor).
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4. Los espacios de Hausdorff localmente compactos son espacios de Baire (esto incluye todas las var-
iedades).

5. Los espacios topológicamente completos son espacios de Baire.

6. Todo espacio topológico homeomorfo un espacio de Baire es un espacio de Baire.

7. El conjunto de Cantor es un espacio de Baire, pero pertenece a la primera categoría en el intervalo
[0,1] con la topología usual.

A continuación mencionamos algunas propiedades de los espacios de Baire:

Cada espacio no vacío de Baire es de segunda categoría en sí mismo; toda intersección de un número
numerable de subconjuntos de abiertos densos de X es no vacío, pero los contrarios de ambas afirma-
ciones son falsos, como se muestra con la suma disjunta topológica de los racionales y el intervalo
unitario [0,1].

Todo subespacio abierto de un espacio de Baire es un espacio de Baire.

Dada una familia de funciones continuas fn : X → Y con límite f : X → Y, donde X es un espacio
de Baire entonces los puntos donde f no es continua es de primer categoría en X y el conjunto de
puntos donde f es continua es denso en X.

Teorema B.2. Teorema de Categoría de Baire. Sea S un espacio métrico completo o un espacio local-
mente compacto Hausdorff. Entonces la intersección de toda colección numerable de subconjuntos densos
y abiertos de S es densa en S.

Es decir, si
{
Ei

}
es una colección numerable de subconjuntos en ningún lado densos de S y además Vi es el

complemento de Ei entonces cada Vi es denso y la conclusión del Teorema de Categoría de Baire nos dice
que

⋂
Vi , ∅, por lo tanto, S ,

⋃
Ei.

Además, concluimos que los espacios métricos completos y los espacios localmente compactos y Hausdorff
son de segunda categoría en ellos mismos.
Por último definimos un par de conjuntos esenciales para el desarrollo de este trabajo, a los que les apli-
camos el Teorema de Categoría de Baire.

Definición 40. Sea E un espacio de Banach. Entonces decimos que la intersección numerable de subcon-
juntos abiertos de E es un subconjunto Gδ.
Mientras que a la unión numerable de subconjuntos cerrados de E le llamamos un subconjunto Fσ.

Para ver a detalle el desarrollo de lo anterior se puede consultar [16].



Apéndice C

Espacios Estrictamente y Uniformemente Convexos.

En esta sección damos dos conceptos fundamentales motivados por la geometría de un espacio vectorial
normado E, a saber, que la bola cerrada unitaria en E es un conjunto convexo en virtud de la desigualdad
del triángulo.

C.1. Espacios Estrictamente Convexos.

Definición 41. Sea E un espacio vectorial normado. Decimos que E es estrictamente convexo si su norma
es estrictamente convexa, es decir, si x, y ∈ S 1 tales que x , y entonces

‖ λx + (1 − λ)y ‖ < λ ‖ x ‖ +(1 − λ) ‖ y ‖ = 1 , ∀λ ∈ (0, 1).

Una forma de caracterizar esta definición es que dados x, y ∈ S 1 tales que x , y entonces su punto medio
satisface que ‖(1/2)(x − y)‖ < 1 ya que basta visualizar que si E no es estrictamente convexo entonces S 1

debe contener a todo un segmento lineal y por lo tanto al menos a dos puntos, y por ende a su punto medio.
A continuación enunciamos una serie de propiedades de los espacios estrictamente convexos.

Proposición C.1. Sea E un espacio de Banach. Entonces E es estrictamente convexo si y sólo si dados
x, y ∈ E tales que ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ con y , 0 tenemos que x = λy para algún λ ≥ 0.

Proposición C.2. Sean E un espacio de Banach, K ⊂ E convexo. Entonces dado xo ∈ E existe a lo más un
`̀ punto más cercano´́ , es decir, existe a lo más un x ∈ K tal que

‖xo − x‖ = ı́nf
{
‖xo − k‖

∣∣∣∣ k ∈ K
}
.

Definición 42. Sea E un espacio vectorial normado. Decimos que E es suave si su norma lo es, es decir, si
para toda x ∈ E tal que ‖ x ‖= 1 existe un único x′ ∈ E’ tal que

< x′, x > = 1 y ‖ x′ ‖ = 1.

Proposición C.3. Sea E un espacio de Banach. Entonces

1. Si E’ es estrictamente convexo entonces E es suave.

2. Si E’ es suave entonces E es estrictamente convexo.

Corolario C.1. Sea E un espacio de Banach reflexivo. Entonces E es estrictamente convexo si y sólo si E’
es suave y además E es suave si y sólo si E’ es estrictamente convexo.
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Proposición C.4. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es suave y estrictamente convexo.

Así tenemos que los espacios Rn, l2 y L2([a, b]) con sus normas usuales son estrictamente convexos y
suaves pero los espacios l1, c, l∞, L1([a, b]),C([a, b]) y L∞([a, b]) no son estrictamente convexos.

C.2. Espacios Uniformemente Convexos.

Definición 43. Sea E un espacio vectorial normado. Decimos que E es uniformemente convexo si para
todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para toda x, y ∈ BE

1 (0) y ‖x − y‖ ≥ ε entonces ‖x + y‖ ≤ 2(1 − δ).

Geométricamente esta definición quiere decir que dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si x, y son cercanos
en la bola cerrada unitaria con la distancia entre ellos de al menos ε entonces su punto medio dista al menos
δ de la esfera unitaria S 1.
Así todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo mientras que el recíproco es cierto si el
espacio es de dimensión finita.
Ahora bien, como ejemplo de un espacio que no es uniformemente convexo tenemos al espacio C∞ que
consta de todas las sucesiones escalares, las cuales tienen solo una cantidad finita de miembros distintos de
cero y cuya norma se define de manera inductiva como sigue:
Para toda n = 1, 2, . . . , sea

Xn :=
{
x ∈ C∞

∣∣∣∣ x( j) = 0 para toda j > n
}

Así, para x ∈ X1, consideramos
‖x‖ := |x(1)|.

Luego, supongamos que ‖x‖ esta definida para toda x ∈ Xn−1. Si x ∈ Xn, entonces x = yn−1 + x(n)en para
algún yn−1 ∈ Xn−1. Por lo tanto definimos

‖x‖ := (‖yn−1‖
n + |x(n)|n)1/n .

Y de esta manera el espacio (C∞, ‖ · ‖) es estrictamente convexo pero no es uniformemente convexo.
Por otro lado, tenemos que los espacios lp y Lp([a, b]) con 1 < p < ∞ son uniformemente convexos y por
lo tanto son estrictamente convexos.
Un resultado importante sobre los espacios uniformemente convexos es enunciado a continuación.

Teorema C.1. (Milman, 1938.) Sea E un espacio de Banach uniformemente convexo (en alguna norma
equivalente). Entonces E es reflexivo.

Para finalizar esta sección basta remarcar que el recíproco del Teorema C.1 es falso, para ver un con-
traejemplo y hacer un estudio más detallado de los espacios uniformes y estrictamente convexos se puede
consultar: [6], [12], [13] y [4].
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