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Introduccion

La memoizacion® es una técnica fundamental para evitar la redundancia computacional.
Una funcién memoizada® se parece a una funcién ordinaria excepto que almacena en una tabla
sus valores previamente computados. Es decir, si una funcién memoizada f es aplicada por
segunda vez a un argumento particular, devuelve inmediatamente el resultado almacenado en
la tabla en lugar de calcularlo nuevamente. De esta manera esta técnica evita la evaluacion o
el computo repetido ejecutando en su lugar una biisqueda en la tabla de valores almacenados.

La programacién dinamica resuelve problemas al combinar soluciones de subproblemas.
Esta idea es parecida a la ocupada por el principio de divide y vencerds, el cual separa al
problema en subproblemas independientes que se resuelven recursivamente y cuyas soluciones
se combinan para obtener la solucién del problema original. La diferencia entre la técnica
de memoizacién y la programacién dinamica es que en la primera los subproblemas no son
independientes, es decir se comparten subsubproblemas como esté descrito en [5]. Las sub-
soluciones encontradas se almacenan en una tabla para evitar computos que ya se habian
realizado. La memoizacién de funciones o algoritmos proporciona una variaciéon de la pro-
gramacion dinamica al mantener una tabla de valores previos sin modificar un algoritmo
recursivo, que es natural aunque ineficiente. Ejemplos cldsicos de programacién dinamica,
como el problema de la subsecuencia comun mas larga o el problema del costo de la multi-
plicacion de matrices, se sirven de manera importante de esta técnica.

Una funcién memoizada asi como su tabla de valores pueden ser implementadas de di-
versas maneras, en particular la tabla puede ser implementada via tablas dispersas o tablas
hash, arboles de bisqueda basados en comparaciones, etc. De misma forma se pueden utilizar
diversos paradigmas de programacion para aprovechar el reuso de resultados. En nuestro caso
se busca la definicién e implementacién de esta técnica en el ambito de la programacién fun-
cional pura. Si bien a primera vista la ausencia de efectos laterales tales como la asignacién
parecen un obstaculo en la implementacién en el ambito mencionado, se debe notar que las
unicas partes de un programa que deben ser memoizadas son aquellas puramente funcionales,
es decir, aquellas en las que el resultado dependa tnicamente de los argumentos de entrada
y en las que no hay efectos laterales. La razon para esto es que el proceso de busqueda en
la tabla utiliza los argumentos de entrada como “llaves”, de manera que si el resultado final

2En inglés Memoization
3memoized



VI INTRODUCCION

depende de otros valores accesibles mediante llamadas que no son puramente funcionales,
la tabla devolvera un valor incorrecto. Adicionalmente si un componente de programa tiene
efectos laterales, como por ejemplo incrementar un contador, la memoizacién podria des-
truirlos o ignorarlos. En conclusion una condiciéon para una correcta implementacion de esta
técnica es el uso de un lenguaje funcional puro que permita el manejo de las funciones y los
posibles efectos laterales que sucedan durante el cémputo.

Por otra parte hay que asegurar que la memoizaciéon no modifique los resultados de un
programa ni mucho menos alguna propiedad de terminacién del programa, es decir que los
resultados y propiedades de un programa que no estd memoizado deben ser los mismos que
resulten si se memoizara. Determinar las partes puramente funcionales de un programa para
memoizarlas puede ser muy dificil, es mejor desarrollar todo en un ambiente puramente fun-
cional. Pero en la programacion funcional pura no se pueden implementar a las tablas como
se harfa en un lenguaje estructurado o imperativo, no pueden ser desarrolladas como objetos
de almacenamiento que puedan actualizarse, esto es que no requieran rehacerse. De ahi que
sean necesarias otras técnicas para desarrollar la técnica de memoizacién en el ambito fun-
cional.

En este trabajo de tesis se exploraran diferentes enfoques de implementacion de la técnica
de memoizacion, su contenido esta organizado de la siguiente forma: el primer capitulo incluye
conceptos basicos relacionados con todo el trabajo, es decir, contiene las bases para entender
los enfoques a explorar ademas de explicar el paradigma de programacion funcional pura.
El segundo capitulo esta dedicado a discutir la memoizacion ademas de revisar dos de los
enfoques que se han ocupado para implementarla: monadas y programacién politipica. El
tercer capitulo estd dedicado a la memoizacién selectiva, se presenta una modificacién del
sistema expuesto en [2] asi como una demostracion de la seguridad de ese sistema. Finalmente
se discuten las conclusiones y el trabajo futuro.



Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo de esta tesis se necesitaran algunos conocimientos previos como con-
ceptos bésicos sobre tipos modales, ménadas y programacion politipica asi como su manejo
y uso dentro de la programacion funcional.

1.1. Tipos Modales

Desde los griegos se ha estudiado el razonamiento humano y para ello los sistemas for-
males l6gicos han sido una parte importante de la filosofia y de las ciencias. Estos sistemas
formales 16gicos proporcionan un lenguaje y una semantica o interpretacion que permiten la
representacion de razonamientos a través de férmulas bien formadas del lenguaje y la eva-
luacion de ellos mediante un modelo que les asigna un valor, verdadero o falso. Algunos de
estos sistemas son: el calculo de proposiciones, el calculo de predicados, la 16gica modal, etc.,
con extensiones o restricciones.

Sin embargo, existen razonamientos que involucran tiempo, cambios, acciones o eventos.
Por ejemplo la siguiente frase puede cambiar con el tiempo: un boleto del metro cuesta 2
pesos, en cambio la afirmaciéon 27 es el cubo de 3 no cambiard con el tiempo. Para reflejar
estas diferencias se han desarrollado sistemas que ayudan a formalizar el conocimiento y los
eventos que pueden cambiar con el tiempo. El cdlculo de eventos, desarrollado por Robert
Kowalski y Marek Sergot en 1986, permite expresar acciones y cambios en el tiempo. Usando
logica de primer orden se puede determinar el punto en el tiempo donde sucede alguna accion;
las funciones expresan las acciones y los predicados expresan el momento en el tiempo en el
que sucede una accion o permiten expresar el inicio o el fin de una accion.

Otros sistemas son las logicas modales que forman parte de las 1égicas no clésicas. Una
légica modal es un sistema formal logico que maneja modalidades, las cuales califican la
veracidad de un juicio. Las dos clases de modalidades mas comunes son: necesidad y posibil-
idad. El lenguaje de la légica modal propisicional extiende al de la logica de proposiciones
incorporando simbolos para representar las modalidades. Pero en la l6gica modal es necesario
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hacer una asignacién de valores de verdad respecto al tiempo. Asi las férmulas atémicas no
podrian tener esta asignacion ya que se deben hacer diferencias entre grados de verdad. En
1963, Saul Kripke propuso la semantica de la 1égica modal de conocimiento en términos de
mundos posibles.

Las légicas modales han tenido diversas interpretaciones, aqui tomaremos una en donde
se presenta en un sistema de deduccién natural, util para interpretarse como un sistema
de tipos para lenguajes de programacion. Asimismo las aplicaciones que en este trabajo se
desarrollan soélo requieren de la modalidad de necesidad la cual se explica a continuacién.
Dentro de la seméntica de mundos posibles o de Kripke, la modalidad de necesidad (O), es
un operador unario y se interpreta de la siguiente forma:

O p significa que p siempre es verdadera en el futuro

Esta interpretacién puede cambiar dependiendo del contexto en donde es usada la logica
modal, por ejemplo ((JA) puede tener las siguientes lecturas:

= Es necesariamente cierto que A

Siempre serd cierto que A

Que debe de ser A

Que se cree que A

Que se conoce A

Después de la ejecucion de un programa P, se cumple A

La interpretacién que nos interesa es la siguiente:
la proposicion (JA) significa que A es valida. (1.1)

Esta interpretacion se entendera mejor a lo largo de la siguiente subseccién.

1.1.1. Juicios, verdad y validez

Martin-Lof hace una separacion entre juicios y proposiciones, juzgar es conocer, un juicio

evidente es un objeto de conocimiento y una prueba o demostracién es lo que hace a un juicio
evidente. La logica se basa en la nocion de juicios, asi que saber o conocer una proposicion
significa que se sabe cual es la verificacion de ella.
Los juicios mas importantes en logica son aquellos de la forma A es verdadera donde A es
una proposion, por tanto se requiere previamente de juicios para proposiciones, es decir de
la forma A es una proposicién. Como se interpreta en [26], saber que A es una proposicion
significa que se conoce lo que verifica a A y saber que A es verdadera significa que se sabe
cémo verificar A.
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La caracterizacién por medio de juicios permite tener una vision de la demostracion, se
manejan dos reglas por cada conectivo u operador. Estas reglas son las conocidas como de
introduccién y de eliminacion en los sistemas de deduccién natural debido a Gentzen que
formulo este tipo de sistemas. El significado de una proposicion se obtiene de los objetos que
son utilizados para demostrarla. Asi las reglas de introduccién permiten concluir cuando las
proposiciones son verdaderas y las reglas de eliminacién proporcionan una forma de obtener
informacion al destruir o separar una proposicion.

Los juicios de las formas A es una proposicion y A es verdadera no son suficientes para
demostrar el esquema correspondiente a la implicacion, para ello se introducen los juicios
hipotéticos como se explica en [26]. Los juicios hipotéticos, A;,..., A, = B, consideran a
las premisas A; junto con la conclusion B como proposiciones verdaderas ademas de que las
hipétesis se consideran evidencia.

Existen juicios que no dependen de las hipdtesis en el sentido de que no importa la veracidad
de las proposiciones, estos son los juicios categéricos. Aqui se introduce el juicio para A es
vdlida suponiendo que A es una proposicién. La evidencia para la validez de A es la evidencia

de A:
Si - F (A verdadera) entonces A valida

Si A valida entonces I' = A verdadera

Las hipdtesis en I se consideran informacién valida. Asi el significado para el juicio de validez
para proposiciones se explica a través de la nociéon de verdad.
Ahora se pueden incorporar hipétesis validas como informacién dentro de los juicios hipotéticos
mediante la coleccion A. El uso de la separacion entre proposiciones verdaderas y validas se
hara evidente en el capitulo tres.
A partir de la interpretacién dada anteriormente (1.1), se puede derivar el siguiente juicio
categorico para la proposicién A es vdlida:
Aprop qp
LA prop
Por tanto tenemos dos reglas de inferencia para la modalidad de necesidad incluyendo las
dos colecciones de informacién:

I'| -+ Averdadera
I'| A+ UOA verdadera

U7

I'| A+ OAverdadera  T', Avdlida | A+ B verdadera

UE
I'| A+ B verdadera

Este sistema modal légico es estudiado a fondo en [26] haciendo la distincién entre juicios
y proposiciones. El objetivo légico de este sistema es dar un significado constructivo de la
modalidad de necesidad en el sentido intuicionista mediante un sistema de deduccion natural.

Asi mismo, en [26], al seguir el trabajo de Martin-Lof se discute una disticién entre juicios
de acuerdo a las evidencias de él:
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= Un juicio analitico es aquel que es evidente por si mismo, asi el juicio A prop es analitico
ya que es suficiente el conocimiento de A como evidencia.

= Un juicio sintético es aquel en el que se debe buscar evidencia fuera de él para justi-
ficarlo, asi el juicio A verdadera es sintético ya que se debe buscar una prueba de A
como evidencia.

El uso de la légica en ciencias de la computacion es importante ya que las pruebas aportan
construcciones y algoritmos. Martin-Lof utiliza los juicios analiticos para incorporar teoria
de tipos mediante términos M para indicar que M es una demostracion de A, con alguna de
las siguientes notaciones:

M : proof(A) M: A

Esta notacion permite reescribir el sistema anterior mediante:

I'|-FM:A

)}
I'| A+ box M : A

'AFM:O04 T,u:zA|AFN:B

Ur
I'| A letbox u=Min N :B

La correspondencia entre pruebas-proposiciones y términos-tipos que se aprecia en las dos
versiones de un sistema para la modalidad de necesidad es la llamada de Curry-Howard que
relaciona a la légica intuicionista con el calculo lambda tipado. Este tltimo se revisara en la
siguiente seccién.

1.2. Programacion funcional

La programacion funcional es un paradigma de programacion en el cual se tratan los
cémputos como evaluaciones, se construyen definiciones que sirven como reglas para simpli-
ficar expresiones mediante la aplicacion de funciones y asi resolver problemas. Las funciones
son el centro de este paradigma, en el caso extremo no hay estados ni datos mutables y se
deben considerar las relaciones entre valores.

La programacién funcional se basa en el calculo lambda, sistema formal desarrollado
alrededor de 1930 por Alonzo Church que involucra funciones, definiciones, aplicaciones,
recursion, etc. Muchas caracteristicas de los lenguajes de programacion actuales pueden es-
tudiarse mediante extensiones del calculo lambda.

Hay varias caracteristicas que hacen al calculo lambda importante: Church encontré que la
nocion de un “computo efectivo” se puede formalizar dentro de este sistema, el resultado de
una funcién depende sélo de los argumentos de entrada sin tener que depender del estado
en el que se ejecuta el programa, asi los efectos laterales, producto de la evaluacién de una
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expresion dependiente de ciertas definiciones de funciones, no son parte central de la pro-
gramacion funcional pura. Otra caracteristica es que el calculo lambda es un sistema que
permite definir funciones de orden superior asi como tipos de datos.

De las caracteristicas nombradas antes la mas sobresaliente es la segunda, el resultado
de una funcion sélo depende de sus argumentos de entrada. Gracias a esta caracteristica
se obtiene una propiedad primordial de las funciones en este paradigma: la transparencia
referencial’. También se puede decir que una funcién transparente referencialmente es una
funcién pura, es decir es una funcion en el sentido matematico. Esta propiedad indica que la
evaluacién de una funcién puede ser ignorada y en su lugar devolver el resultado correspon-
diente al o los argumentos de entrada de la funcién, es decir que la evaluacion de la funcién
puede ser sustituida en su totalidad por el resultado que se espera. Como consecuecia se
puede deducir que no hay efectos laterales durante la evaluacion de la funcién asegurando
que el resultado global no se vea afectado si una funcién no es evaluada y sélo se devuelve el
valor esperado. Un ejemplo de funciones determinadas son las funciones matematicas, éstas
no generan efectos laterales. La referencia transparencial es importante ya que permite ra-
zonar respecto al comportamiento del programa asi se puede probar la correctud del mismo
al igual que optimizarlo como lo hace la técnica de memoizacién.

Una observaciéon importante es que todas las estructuras de datos en la programacién
funcional son persistentes. Computacionalmente una estructura de datos persistente es aque-
lla que preserva la version anterior de ella, las operaciones de actualizacion de la estructura
siempre generan una nueva estructura actualizada, es decir que al momento de actualizar una
estructura se tienen ambas, la vieja y la nueva estructura. Este tipo de estructuras son in-
mutables, la ventaja que ofrece la persistencia de las estructuras es que se pueden aprovechar
las diferentes versiones de un objeto para su analisis y optimizacion.

Dentro de los lenguajes enfocados en el paradigma funcional existen diferencias en cuanto
a la evaluacion de expresiones, conocido como estrategias de evaluacion. Hay dos principales
estrategias, la estricta y la no estricta, dentro de esta ultima se encuentra la perezosa. El
orden en la evalucién dentro de los lenguajes perezosos no estd especificado, por tanto la
evaluacion perezosa presenta varias ventajas como evitar la evaluacion de argumentos que
no son utilizados dentro de otra evaluacién, inclusive sélo se pueden examinar las partes
necesarias de una estructura sin construir a la estructura completa de ahi que se puedan
manipular estructuras infinitas.

Tratar con programacion puramente funcional es tratar con programaciéon funcional pero
sin modificaciones destructivas o actualizaciones. La técnica de memoizacién esté presente
en la programacién funcional pura bajo la evalucién perezosa debido a la evaluacién de
argumentos. Los argumentos se evalian la primera vez que son requeridos y sus valores se
almacenan para reutilizarlos posteriormente, asegurando que un argumento sélo seré evaluado
una tunica vez.

Lreferential transparency en inglés
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HASKELL es un lenguaje puramente funcional basado en el sistema F,, extensién polimorfi-
ca del calculo lambda, incluye recursién y manejo de efectos. Su semantica es no estricta y
es fuertemente tipado. Sus principales caracteristicas son las discutidas antes y otras mas:

= transparencia referencial o pureza

= evaluacién perezosa

= tiene un sistema de tipos basado en el sistema F,,

= incluye un mecanismo para definir tipos de datos algebraicos
» utiliza el emparejamiento de patrones (pattern matching)

= maneja clases de tipos para soportar el polimorfismo

= permite currificar funciones

= se puede utilizar la definicién de listas por comprension

La sintaxis de HASKELL provee ventajas para la evaluacion perezosa, se incluyen reglas
para realizar calculos dependiendo de la definicién de funcién utilizada ya sea que se aplique
un emparejamiento de patrones, revisiéon de guardias o uso de definiciones locales (where)
que ayudan a que los argumentos se evaliien una sola vez.

La definicion de tipos de datos algebraicos ofrece una forma de incluir nuevos tipos de datos
mediante el constructor basico data:

datanl...xnzKl tll‘--t1m1| |Kn tnl---tnmn

Donde, D es el tipo de datos que se define y cada K; es un constructor correspondiente a un
valor del tipo de datos. El constructor data permite definir tipos recursivos, abstracciones de
tipos, productos y sumas?. Los operadores y el orden de evaluacién de funciones también son
importantes para HASKELL, el orden en que las aplicaciones de funciones son evaluadas es
de gran ayuda, se puede realizar de afuera hacia adentro o de izquierda a derecha, asimismo
todas estas estrategias de evaluacién estan en correspondencia con el calculo lambda, base de
cualquier lenguaje funcional. Respecto a la persistencia de las estructuras de datos, HASKELL
utiliza la recoleccién de basura para evitar que la memoria se sature al tener estructuras
repetidas aunque diferentes. A pesar de que HASKELL es un lenguaje puramente funcional y
rigido en cuanto al tipado de funciones, tiene la ventaja de incluir efectos tales como escritura
y lectura de archivos o simular la programacion secuencial. Estos efectos se manejan mediante
el uso de monadas como se explica en la siguiente seccion.

2categéricamente



1.3. MONADAS 7

1.3. Mobnadas

Como vimos en la seccion anterior, el calculo lambda es considerado como una base fun-
damental para los lenguajes de programacién, pero se debe especificar una semantica que
permita razonar respecto a cémputos como son conocidos en ciencias de la computacion.
Esta seméntica la expone E. Moggi en [21], mediante un sistema formal llamado el célculo
lambda computacional® (A, — calculus) desarrollado para demostrar la equivalencia de pro-
gramas. La idea principal de Moggi es tomar la teoria de categorias como una teoria general
sobre funciones y desarrollar una semantica para computos basado en monadas, para esto es
necesario que los programas sean considerados como objetos de una categoria, en particular
se debe formar una categoria de Kleisli para obtener una ménada. Se puede revisar [32] para
conceptos bésicos y sobre todo para la definicién y propiedades de las ménadas, aqui sélo se
estudiara a las ménadas dentro del contexto de programacién funcional.

El cédlculo lambda computacional es un metalenguaje para semanticas denotacionales de
los lenguajes de programacion, modela fielmente diversas caracteristicas de un lenguaje de
programacion que no provee el calculo lambda tipado ordinario como son el no determinismo,
la no terminacién, especificar alguna estrategia de evaluacion, manejar efectos laterales en
una evaluacion, etc. Estas caracteristicas, Moggi las denomina como nociones de computacion
que se conocen por efectos computacionales.

La correspondencia que muestra Lambek entre la categorias cartesianas cerradas y el
célculo lambda tipado, como se describe en [30], permite a Moggi modelar lo anterior por
medio de una diferencia entre valores y cémputos:

Si A se refiere a un valor de un tipo particular entonces
T(A) se refiere a los computos de tipo A

La operacién T'(-) tiene la estructura de una moénada fuerte en una categoria cartesiana ce-
rrada con valores. La idea de la seméantica de programas utilizando la teoria de categorias es
que un programa denota un morfismo del objeto A, considerado un valor de tipo A, al objeto
T' B considerado un cémputo de tipo B.

La correspondencia de Curry-Howard extendida a la descrita por Lambek (Curry-Howard-
Lambek) permite pasar de la lgica proposicional intuicionista al cdlculo lambda tipado y a
las categorias cartesianas cerradas. Asi el calculo lambda computacional es una teoria que
expresa las nociones de computacion como ménadas y corresponde a las categorias carte-
sianamente cerradas con monadas fuertes, en la misma forma el cdlculo lambda corresponde
a las categorias cartesianamente cerradas con productos.

Una moénada es més facil de entender mediante las ternas de Kleisli:

3The computational lambda calculus
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Definicién 1.1 (Terna de Kleisli). Una terna de Kleisli sobre una categoria C' es una terna
(T,n,—*), donde T : Obj(C) — Obj(C), na: A —TA, f*: TA — TB para cada f : A —

TB y se cumplen las siguientes ecuaciones:
= 0y = ldra
= fr=f
= fhg=(f97)
Intuitivamente se tiene:
= 74 es la inclusién de valores en computos

s f* es la extension de la funcién f, que es una funcién de valores a computos, en una
funcién de cémputos a cémputos

Las tres ecuaciones anteriores son mejor conocidas como leyes de las ménadas, las cuales
indican que los programas conforman una categoria, la Categoria de Kleisli donde:

= el conjunto de morfismos de A a B es C'(A,TB)

= la identidad en A es 14

= la composicién de morfismos, f seguido de g, es f; g*

El uso de ménadas en programacion funcional ha permitido agregar efectos al lenguaje
sin perder la propiedad de transparencia referencial. Las ménadas en HASKELL se definen
como una familia de tipos m a donde m es un constructor polimérfico y tiene las funciones

return, >>= llamado bind correspondientes a n y ()* respectivamente ademds de >> y fail.
Asimismo se cumplen las tres leyes de las ménadas:

= m>>=return ==
s (return x)>>=f == f x
. (m>>=f)>>=g == m>>=(\x.f x >>= g)

Cualquier ménada define una serie de operaciones primitivas basadas en return y >>=
agrupadas en una biblioteca particular permitiendo que el usuario las utilice. Mediante la
notacion do es posible simular la programacion secuencial combinando operaciones de las
bibliotecas incluidas. Uno de los ejemplos iniciales para comprender ménadas es la ménada
de entrada/salida:

= el constructor para la monada es I0

= un valor de tipo I0 a es un cémputo, cuando se ejecuta hace alguna operacién de
entrada o salida antes de devolver un valor de tipo a.
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» la ménada IO provee una serie de operaciones de entrada y salida como getLine :: IO
String que espera una linea de entrada y putStrLn :: String ->I0 () que despliega
una cadena seguida de un salto de linea.

Asi se puede tener el siguiente programa:

main = do putStrLn "Escribe una linea de texto:"
x <- getline
putStrLln (reverse x)

donde reverse obtiene la reversa de una cadena o lista.

1.4. Programacion politipica

En programacién hay muchas veces en que se repiten o reescriben definiciones de fun-
ciones ya que son necesarias debido a los diferentes tipos de datos que manejan. Hay muchos
ejemplos de esta situacién como funciones de igualdad, unificadores, impresiones con forma-
to*, depuradores®, etc. Esto puede evitarse mediante el uso de una funcién “genérica” que
sirva para diferentes tipos de datos o estructuras. La programacioén politipica® es un paradig-
ma que engloba algoritmos que tienen que ser implementados una y otra vez para diferentes
estructuras o tipos de datos. Una funcién politipica (polytipic function) es una funcién que
que se define por induccién en la estructura de los tipos de datos usados, el politipismo es
una herramienta que provee al programador la habilidad de definir funciones de esta forma
como se describe en [15, 13].

Las funciones politipicas son generales y abstractas y resultan tiles al desarrollar sistemas
computacionales complejos (software) ya que se adaptan autométicamente a los cambios en
la estructura. Por ejemplo la funcién que calcula el tamano de alguna estructura conserva la
misma idea, se debe obtener como resultado el nimero de partes. Para el tipo de dato de
listas, la funcién length recibe una lista y devuelve el nimero de elementos; para el tipo de
arboles n-arios esta funcién devuelve el nimero de nodos, asi que sélo es necesario conocer
el constructor de tipo que recibe como argumento para aplicar la definicion.

Hay varias formas de llevar a cabo la programacion politipica:

» Utilizar un tipo de dato universal
Definir las funciones necesarias para el tipo de dato universal asi como funciones de
traslacion entre el tipo universal y los diferentes tipos de dato. Un problema recurrente
se presenta en las traslaciones entre los tipos de dato y el tipo universal ya que se puede
perder informacion al pasar de uno a otro.

dpretty printers
5 debuggers
SPolytipic Programming
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» Utilizar polimorfismo de orden superior y clases de constructores
Al utilizar polimorfismo se conserva la informacién de los tipos pero se crean otros
problemas como trabajar con tipos de datos mutuamente recursivos.

» Utilizar una construccion sintactica especial
Un ejemplo de este camino es la extension de Haskell, Polyp [15], incluye una construc-
cién sintactica para definir funciones mediante clases de Haskell.

Las funciones politipicas son ttiles en casos donde los programas son independientes, por
ejemplo en sistemas de reescritura como se discute en [15], implementando las funciones
politipicas en el sistema Polyp. La caracteristica importante es que las funciones politipicas
se adaptan a estructuras que pueden cambiar.

Nosotros adaptamos la segunda alternativa, la cual se utiliza en [13] para implementar la
memoizacion. A continuacién se introducen algunos términos necesarios para entender este
enfoque en el siguiente capitulo.

1.4.1. Especies

Una funcién politipica se define mediante induccion sobre la estructura de los tipos, para
esto es necesario el uso de especies’, de manera que se pueda considerar a los tipos como
valores, formalmente se requiere polimorfismo paramétrico de orden superior. Consideremos
la siguiente gramatica para construir especies:

K :=x| (K — K)

A partir de un conjunto de variables de tipo X y los constructores C' = {1, Int, (+), (x)}
podemos generar expresiones de tipo como son comunmente conocidos en el ambito de la
teoria de tipos, a través de la siguiente gramatica:

T:=X|B|T+T|TxT|(AX.K —T)|(TT) | (uT)

Donde X es un conjunto de variables de tipo, B es el conjunto de tipos bésicos {1, Int},
AX.K — T denota la abstracciéon lambda para tipos, 77" denota la aplicacion de tipos y pT’
es el minimo punto fijo de AX.K — T 1til para definir tipos inductivos. Asi, los constructores
o primitivas tienen las siguientes especies:

1, Int DK

(+),(x) = *—*—*

Las especies permiten excluir términos que no corresponden a tipos bien especificados®. Esta
representacion de los tipos de datos esta basada en teoria de categorias, los tipos de datos se

"Kinds en inglés.
8well-kinded
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pueden representar mediante objetos iniciales de la categoria de las F'— algebras en donde el
funtor F' describe la estructura del tipo. En la gramatica para tipos, un tipo 1" corresponde
a un funtor F.

Al mantener la descripcion del tipo de dato en el funtor se puede facilitar la programacion
politipica ya que se tienen familias de funciones que se definen por induccién sobre los funtores
como se ve en la gramatica. En conclusion una funcién politipica, como se dijo antes, es una
funcién que esta definida inductivamente sobre la estructura de los tipos de datos o bien por
induccion sobre los funtores.

1.4.2. Tries y Tries Generalizados

Los arboles de busqueda digitales o tries son una estructura de datos para almacenar
informacion, toman ventaja de la estructura del tipo de dato de las llaves. Son parecidos a
los arboles binarios de bisqueda pero pueden tener mas descendientes y emplea las llaves de
busqueda como estructuras para organizar la informacién. La introduccién de esta estructura
es atribuida a A. Thue en 1912 para representar cadenas, en 1959 se sugiere como una
estructura para busquedas. La generalizacion de los tries a cadenas de elementos de un tipo
de dato fue descubierto en 1979 por C.P. Wadsworth y mas tarde, en 1995 se formalizé el
concepto bajo la Teoria de Categorias mostrando que un trie es un funtor y la funcién de
busqueda corresponde a una transformacion natural. Los tries tienen ventajas sobre otras
estructuras de almacenamiento:

= Ventajas sobre arboles binarios de btsqueda.

El tiempo de busqueda en un trie es proporcional al tamano de la estructura que
estd almacenada, es decir si la longitud de la estructura es m el tiempo de bisqueda, en
el peor de los casos, es de O(m). En un arbol de bisqueda de altura log(n), la bisqueda
de la estructura de longitud m realiza en el peor de los casos O(mlog(n)) operaciones,
ya que se realizan comparaciones de estructuras de esa longitud.

Ademas, el espacio de almacenamiento de un trie es menor ya que se comparten prefijos
entre los nodos.

= Ventajas sobre tablas dispersas o tablas hash.
En un trie no se debe dar una funcién para la busqueda como es el caso de la funcién
de dispersion o direccionamiento, ni modificarla cuando se agregan mas llaves junto
con sus valores. Ademads, en los tries no hay colisiones de llaves como sucede en las
tablas dispersas imperfectas en donde se asocia una llave a diferentes valores. Los tries
proveen un orden léxico para las llaves.

Una forma de ver a los tries es considerar las aristas que salen de un nodo y verlas como
un mapeo que va de un nodo a diferentes tries. Por ejemplo para cadenas®, a partir del tipo
de dato para ellas:

type String = [Char]

9recordemos que en HASKELL una cadena es una lista de caracteres
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se puede definir el trie que tiene como llaves cadenas:
data MapStr a = TrieStr (Maybe a) (MapChar (MapStr a))

donde el mapeo a caracteres esta bien definido y el tipo Maybe estd definido por:
data Maybe a = Nothing | Just a
Ahora se puede definir la funcién de bisqueda

lookupStr o Str— MapStr v — v

lookupStr Nil (TrieStr Nothing tc) = error

lookupStr Nil (TrieStr v tc) = v

lookupStr (Cons c s)(TrieStr tntc) = (lookupStr s o lookupChar c) tc

En [25], C. Okasaki da una implementacién de los tries generalizados representandolos
por medio de funtores. En [12], R. Hinze define los tries generalizados y sus operaciones para
tipos de datos polimorficos de primer orden basdndose en la programacion politipica.

La generalizacion de los tries es necesaria para que las llaves no sean sélo cadenas, sino
estructuras mas complejas como un arbol. Modificar las aristas, para que reflejen la estruc-
tura de dato usada como llave, se realiza al extender los mapeos de las aristas al mapeo
correspondiente de la nueva estructura. Las llaves pueden ser estructuras que involucren
tipos recursivos. Asi los tries generalizados son un tipo de dato indexado por tipos.

Con ayuda de la programacion politipica se puede definir a los tries generalizados y sus fun-
ciones, considérese el tipo de dato que asigna un constructor de tipo a la especie x — x por
cada constructor de tipo de la especie x:

Map :: x — x — %

A partir de este tipo es posible implementar todas las operaciones sobre tries generalizados:

empty(k) = Yv.Map(k)v

single(k) : Yv.k x v — Map(k) v

lookup(k) :: Yv.k — Map(k) v — Maybe v

insert(k) = Yv.(v—v—v)—kxv— (Map(k) v— Map(k) v)

merge(k) = Yv.(v — v —v)— (Map(k) v — Map(k) v — Map(k) v)
Los tries generalizados estan basados en los isomorfismos conocidos como leyes de los expo-
nentes:

11— = Maybe v
(k1 +k2) v = (ki — v) X (k2 = v)
(k1><k2>—>'11 = ]{]1—>(l{72—>1})

Donde los mapeos a v son finitos. Estos mapeos pueden ser representados mediante Map(k)v,
asi los isomorfismos anteriores se reescriben como:

Map(1) Maybe

Map(Int) = Patricia.Dict

Map(ky + k2) = Map(k:) x Map(ks)

Map(ky x ko) = Map(ky) - Map(ks)
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Donde Patricia es una variacién de los tries'?, se puede revisar [24] para detalles de la imple-

mentacién de esta variacion. Observemos que para el tipo basico Int se elige una definicién
particular adecuada. Veamos ahora ejemplos de tries vacios, unitarios y la funcién de busque-
da. En estos ejemplos se aprecia la correspondencia de los tipos, es decir los isomorfismos
aplicados a los diferentes tipos.

empty (k) o Yu.Map(k) v
empty(1) = Nothing
empty(Int) = Patricia.empty
empty(ki + ka) = (empty(k), empty(ks))
empty(ky X ko) = empty(k)
single(k) o Yok xv— Map(k) v
single(1)((),v) = Justw
single(Int)(i,v) = Patricia.single(i,v)
single(ky + ko) (Inl iy,v) = (single(ky)(i1,v), empty(ks))
single(ky + ko) (Inr is,v) = (empty(k), single(ks)(iz, v))
single(ky X ka)((i1,19),v) = single(ky)(iy, single(ks)(iz,v))
lookup(k) i Yu.k — Map(k) v — Maybe v
lookup(1)() t =t
lookup(Intyi t = Patricia.lookup v t

lookup(ky + k2)(Inr ig)(t1,t2) lookup(ka)is to

(
(
(
lookup(ky + k2)(Inl iy)(t1,t2) = lookup(ky)ii ty
(
lookup(ky X ko)(i1,12) t1 = do{ty « lookup{ky)iy t1;lookup(ks)is to}

En el siguiente capitulo se describiran dos enfoques de la memoizacion basados en ménadas
y programacion politipica para llegar al ultimo capitulo y concentrarse en la memoi zacion
selectiva.

OPatricia trie (tree) o radix tree



14

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

Memoizacion

La optimizacion de programas es un proceso que modifica la estructura del programa
para mejorarlo. Existen varias técnicas para la optimizacion de programas ya sea para llevar
a cabo la ejecucion en menor tiempo, para utilizar menos recursos computacionales, etc. Hay
diferentes niveles de optimizacion dependiendo del resultado requerido, la memoizacion, del
inglés memoization, es una técnica de optimizacién de programas a nivel de ejecucién que
evita recalcular resultados durante el computo. Esta técnica fue introducida originalmente
por Michie [17] en 1968 para reemplazar funciones no lineales por funciones memoizadas.

Una funcién memoizada (memo function) es como una funcién ordinaria, excepto que

recuerda algunos o todos los argumentos que se le han aplicado junto con los resultados
calculados. Estos pares, argumento-resultado, se almacenan en una tabla llamada tabla de
memoizacién (memo table). Asi, cuando una funcién memoizada es evaluada reutiliza, si es
posible, los resultados antes calculados. Esto es, cuando se evaliia con un argumento el cual
ya ha sido aplicado anteriormente, se reusa el resultado almacenado en la tabla. Por tanto,
la memoizacion intercambia computos que pueden llegar a ser caros por una revision de la
tabla; en términos de complejidad computacional tiempo/espacio, la memoizacién baja el
costo del tiempo de ejecucion del programa a cambio de subir el costo de almacenamiento o
espacio.
Cualquier funcion puede ser memoizada pero puede suceder que no mejore su desempeno a
pesar de que ésta sea una técnica de optimizacion. Por ejemplo la funcion factorial, al tener
complejidad lineal (O(n)), no aprovecha completamente el reuso de resultados previos ya que
sélo utiliza los argumentos una sola vez. Al calcular fact(n) se almacenaran todos los valores,
una llamada posterior fact(2n) no reutilizara todos los valores almacenados. Por otro lado,
las funciones recursivas pueden tener mejor desempeno al ser memoizadas ya que se reutilizan
los resultados de evaluaciones anteriores.

Cada vez que se evaliia una funcién memoizada se le asocia una tabla para almacenar los
argumentos y los resultados obtenidos. La memoizacion se puede implementar en un sentido
funcional puro, como veremos en este capitulo. Sélo que hay una observacién importante
acerca de la tabla de memoizacion: esta tabla requiere ser modificada y actualizada durante
la evaluacion de la funcién memoizada. Se deben almacenar los pares argumento-resultado

15
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que se calculan en las llamadas recursivas y asi reutilizarlos. Las actualizaciones dinamicas
de esta tabla pueden ser vistas como operaciones no funcionales debido a que no se pueden
modificar estructuras existentes sino crear nuevas. Por tanto, el proceso de memoizacion
requiere que cada funcién memoizada o funciones que interactiian con funciones memoizadas
deban ser modificadas para tratar a la tabla de memoizacion como parte de sus argumentos y
resultados. Utilizar una implementacion de la memoizacién puramente funcional requiere que
la tabla de memoizacién sea un argumento extra de la funciéon y una nueva tabla sea devuelta
como resultado. Asi una implementacién funcional permite que la tabla de memoizacién sea
parte de los argumentos de la funciéon de forma que las tablas se transforman funcionalmente
en vez de realizar operaciones destructivas sobre ellas.

Debido a que en la programacién funcional es posible construir funciones de orden superior
se puede construir la funcion memoize, la cual a partir de una funcién obtenga una versién
memoizada de ella. La funcién a memoizar debe ser transparente referencialmente ya que
una llamada a ella debe ser equivalente a devolver solamente el resultado correspondiente al
argumento con el que fue llamada.

Hay tres operaciones auxiliares que deben ser implementadas para manejar la técnica de
memoizacion, en particular sirven para operar la tabla de memoizacion:

= in_memo_table revisa si un argumento ya ha sido utilizado antes y estd guardado en
la tabla junto con el resultado de su aplicacion.

= lookup busca el argumento y su valor almacenado.
= insert actualiza la tabla al agregar un argumento y el resultado calculado.

Estas operaciones pueden variar en nombre pero mantienen la misma funcionalidad, ademas
pueden reducirse sélo a las tltimas dos.

A continuacién se desarrolla un ejemplo caracteristico de la programacién dinamica, el proble-
ma de la subsecuencia comtn mas larga, para exponer como se aplica esta técnica a funciones
recursivas.

Ejemplo Dadas dos cadenas o palabras se debe encontrar la longitud de la subsecuencia
comun mas larga sin importar que los simbolos no sean adyacentes.
Por ejemplo para las cadenas: [2,4,6,5,3,4,7,9] [2,5,4,7,8,9] se tiene como re-
sultado 5 que es la longitud correspondiente a la subsecuencia [2,5,4,7,9].

Una solucién recursiva a este problema es la siguiente:

lcs :: [Int] -> [Int] -> Int

lecs xs [ =0
lcs [] ys =0
lcs (x:xs) (y:ys)
| x== =1 + lcs xs ys

|otherwise = max(lcs (x:xs) ys) (lcs xs (y:ys))
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El caso en que las cabezas de las listas no sean iguales se deben calcular dos subsolu-
ciones que no son ajenas y que generan a su vez mas subsoluciones dependientes de las
anteriores. Estas llamadas recursivas generan recalculos que se podrian evitar usando
memoizacion.

Utilizando programacion funcional pura se puede mejorar la solucién recursiva e incluir
la memoizacion. Como se muestra en [31], un paso intermedio es en tomar las subpartes
de las listas y revisarlas.

lcsl :: [Int] -> [Int] -> Int -> Int -> Int
lcsl xs ys 0 j =0
lcsl xs ys 1 0 =0

lcsl xs ys 1 j
| xs!!1(i-1) == ys!!(j-1) = (lcsl xs ys (i-1) (j-1)) + 1
| otherwise = max (lcsl xs ys i (j-1)) (lecsl xs ys (i-1) j)

Esta solucion intermedia requiere como argumentos extra las longitudes de las listas a
evaluar para obtener un mejor resultado. Finalmente, se agrega la tabla de memoizacion
para almacenar los resultados que se calculan durante la evaluacién, esta definicién no
es inmediata pero es una simulacién de la anterior.

lcst :: [Int] -> [Int] —> [[Int]]

lcst xs ys = result
where result = [0,0..]:zipWith f [0..] result
f i prev = ans
where ans = O:zipWith g [0..] ans
gj v
| xs!!i == ys!!lj = prev!!j + 1
| otherwise = max v (prev!!(j + 1))

Esta definicién genera una lista infinta de listas que sirve como tabla, dado que no
se conoce el nimero maximo de pares argumento-resultado que pueden suceder du-
rante la evaluacién. Se pueden apreciar las bondades de la evaluacién perezosa de
HASKELL al tener una lista infinita para representar una tabla de memoizacién. Si se
toma la n-ésima lista y su m-ésimo elemento se obtiene el resultado de la subsecuencia
comun mas larga entre las listas que tienen como longitud n y m respectivamente:
lcsl xs ys n m = (lcst xs ys)!!n!!m.

Realizando diferentes pruebas con estas definiciones en HASKELL se pudo observar
que a pesar de que la memoizacién es una técnica de optimizacién, el nimero de re-
ducciones que se realizan con la 1ltima definicion es mucho mayor que el ntimero de
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reducciones en la solucion recursiva inmediata para resolver este problema. Por tanto el
desempeno de esta implementacion de la memoizacion es deficiente, ya que el nimero de
reducciones varia por mucho en la definicién memoizada del problema en comparacion
con la definicién recursiva:

Main> lcs [3,2,6,7,9,1] [3,6,7,9]

4

(233 reductions, 303 cells)

Main> lcsl [3,2,6,7,9,1] [3,6,7,9] 6 4

4

(6081 reductions, 7807 cells)

Main> (lcst [3,2,6,7,9,1] [3,6,7,9])!16!!14
4

(3309 reductions, 4423 cells)

Main> 1lcs [1,2,3,4] [4,3,2,1]

1

(418 reductions, 578 cells)

Main> lcsl [1,2,3,4] [4,3,2,1] 4 4

1

(3342 reductions, 4263 cells)

Main> (lcst [1,2,3,4] [4,3,2,1])!14114
1

(2788 reductions, 3714 cells)

Veamos otros enfoques de la memoizacién que aseguran mejorar el desempeno mediante
fundamentos categoricos y programacion de orden superior.

2.1. Memoizacion monadica

Como se discutio en el capitulo anterior, E. Moggi encontré una forma para simplificar
el razonamiento de programas que contienen efectos utilizando ménadas. Wadler toma esta
idea y propone utilizar a las ménadas dentro de la programacion funcional. A partir de esta
idea Frost, en [8], describe un proceso sistemdtico para incorporar ménadas a programas o
partes de programas que requieran memoizarse.

A continuacién se estudia y modifica el ejemplo de Fibonacci: se utilizan dos mdnadas
para modificarlo, la primera sélo para reescribirlo en lenguaje monadico y la segunda para
incluir un estado en este caso un contador. Los c6digos que se muestran a continuacién estan
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traducidos de [8] a sintaxis de HASKELL para poder probarlos, ya que este autor utiliza el
lenguaje funcional Miranda! para ejemplificar las definiciones.
Recordemos la funcion de Fibonacci:

fib 0 = 0
fib1 =1
fib n = fib (n-1) + fib (n-2)

Veamos dos formas de transformar Fibonacci:

» Usando la ménada identidad
Lamédnada de identidad idm A == A se define mediante las dos funciones de las ménadas:

returny :: A— idm A
returnjy x = X

bindiy :: idm A — (A — idm B) — idm B
X bindid f=1fx

Por lo tanto Fibonacci se transforma en:

fibl O = returnyy O
fibl 1 = returnyy 1
fibl n = fibl (n-1) bindy £

where f a = fibl (n-2) bindy g
where g b = returnyy (a+b)

» Usando la ménada de estado
La moénada de estado ste A == edo— (A,edo) donde el estado sera un contador edo == Int:

returng :: A— ste A
returng a = f where f t = (a,t)

bind¢ :: ste A — (A — ste B) — ste B
m bindg k = f
where f x = (b,z)
where (b,z) =k ay
where (a,y) = m x

Por lo tanto Fibonacci se transforma en:

!Miranda es una marca registrada de Research Software Ltd.
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fib2 O = returng O
fib2 = returng 1

[ES
[

fib2 n = cfib (n-1) bindg f
where f a = cfib (n-2) bindg g
where g b = returng (a+b)

cfib

count fib
count f n ¢ = (res, k+1) where (res, k) = f n c

Ahora que se ha ejemplificado la forma de transformar un programa para que incluya
monadas se tomara el segundo ejemplo para incluir tablas de memoizacién como estado, sélo
se modificard la representacion del estado. La tabla de memoizacién estd representada como
una lista de pares argumento-resultado. El estado es una lista de tablas de memoizacién, se
tiene un par que contiene una cadena para indicar el nombre de la funcién memoizada y la
lista de pares argumento-resultado.

edo == [([Char], [(Int,Int)])]

fib 0 = returng O
fib 1 = returng 1
fib n = mfib (n-1) bindy £

where f a = mfib (n-2) bindg g
where g b = returng (a+b)

mfib = memoize ‘‘fib’’ fib

La funcion memoize es la encargada de manejar la técnica de memoizacion, define como
manejar la funcién que incluye una moénada y las funciones de biisqueda (lookup) y de
actualizacion de la tabla (update).

memoize name f in table
| table_res == [] = (res, update newtable name inp res)
| otherwise = (table_res!!0, table)
where table_res = lookup name inp table
(res, newtable) = f inp table

lookup name inp table
| res_in_table == [] = []
| otherwise = [res | (inp, res) <- (res_in_table!!0)]
where res_in_table = [pairs | (name, pairs) <- table]
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update [] name inp res = [(name, [(inp, res)])]
update ((key, pairs):rest) name inp res
| key == name = (key, (inp,res):pairs):rest
| otherwise = (key,pairs): update rest name inp res

En [4], Brown y Cook describen una forma para modificar una funcién que incluya
monadas, monadification. Este proceso es parecido al realizado por Frost sélo que estos
autores utilizan HASKELL para mezclar ventajas de dos diferentes paradigmas de progra-
macion que mejoren la técnica de memoizacién: hacen uso de la evaluacion perezosa que
provee HASKELL junto con el concepto de herencia, como es conocido y usado en la pro-
gramacion orientada a objetos, utilizando clases derivadas, en particular utilizan la subclase
Mizin para especializar el comportamiento de una variedad de clases, esta subclase permite
incluir funcionalidad para ser heredada por otra clase sin tener que definir métodos especifi-
cos, se puede decir que es una forma de tener funciones genéricas. Ambas implementaciones
sacan ventaja de las monadas para incluir efectos, la diferencia entre la implementacion des-
crita por Frost y la de Brown y Cook radica en que la primera es puramente funcional ya
que utiliza las monadas para pasar el estado en cada llamada recursiva, es decir pasa la tabla
de memoizacion en forma de estado para que sea utilizada en cada llamada recursiva. En
esta nueva implementacion, Brown y Cook hacen uso de la notacion do caracteristica del uso
de ménadas en HASKELL para manejar efectos pero sin hacer uso de la ménada de estado
como representacion de la tabla. Una primera version del ejemplo para Fibonacci, llamada
recursiéon mondadica, utiliza una ménada genérica como pardametro (Monad m), devolviendo
computos en esta monada mediante return:

mFib :: Monad m = Int — m Int
mFib 0 = return O
mFib 1 return 1
mFib (n+2) = do a « mFib n
b «— mFib (n+1)
return (a+b)

Utilizando la ménada de identidad se obtiene la funcién original:

fiby, :: Int — Int
fiby, = runldentity o mFib

La etiqueta runIdentity sirve para representar los valores de una ménada como cémputos.
Utilizando recursién abierta y herencia se puede hacer referencia para que la memoizacién
afecte a las llamadas recursivas. La referencia a si misma debe ser explicita y por tanto al
usar puntos fijos es posible combinar generadores que imiten herencia:

gFib :: (Int — Int) — (Int — Int)
gFib self 0 = 0
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gFib self 1 =1
gFib self (n+2) = self n + self (n+1)

fibg, :: Int — Int
fiby, = fix gFib

Al combinar las versiones anteriores, la recursion mondadica y la abierta, es posible crear un
generador monadico de Fibonacci:

gmFib :: Monad m = Gen ( Int — m Int)
gmFib self 0 = return O
gmFib self 1 = return 1
gnFib self (n+2) = do a « self n
b «— self (n+1)
return (a+b)

fibgy :: Int — Int
fibgm = runIdentity o (fix gmFib)

Finalmente la version memoizada de Fibonacci se obtiene al implementar la tabla de me-
moizacion, se dan dos funciones para manejar la tabla check y store. Estas dos funciones
constituyen un diccionario Dict a b m donde a corresponde a las llaves, b a los valores y m
a la monada de estado:

type Dict a bm = (a — m (Maybe b), --check
a— b —m0) --store

Una vez definida la tabla de memoizacion, se puede ocupar mizin para memoizar:

memo :: Monad m = Dict a bm — Gen (a — mb)
memo (check, store) super a = do b« check a
case b of

Just b — return b

Nothing — do b «— super a
store a b
return b

Al combinar el generador de Fibonacci con la memoizacién anterior se obtiene la version
memoizada de Fibonacci:

type Memoized a bm =Dict abm — a —mb
memoFib :: Monad m = Memoized Int Int m
memoFib dict = fix (memo dict o gmFib)

Estos dos enfoques de la memoizacién monadica son dificiles de entender si no se tiene una
base fuerte en programacién funcional y en el uso de moénadas. Son soluciones particulares,
aunque describen un proceso claro y sistematico para memoizar una funcién recursiva.
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2.2. Memoizacion politipica

Otra forma de abordar la memoizacién es mediante la programacion politipica com-
bindandola con la evaluacién perezosa como lo hace Hinze en [13]. Para implementar la tabla
de memoizacion, Hinze utiliza la estructura de datos ¢rie descrita en el capitulo anterior.
Este acercamiento surge para evitar errores que pueden suceder con implementaciones co-
munes de la tabla memo como lo son las tablas dispersas o estructuras de almacenamiento
basadas en arboles. Estas implementaciones toman al argumento de la funcién memoizada
como llave para indexar la tabla, los errores o problemas surgen cuando los argumentos que
se convertiran en llaves son estructuras complejas como un arbol o una lista. Usar los tries
como estructura para el manejo de la tabla asegura que el tiempo de ejecucion de una funcién
memoizada sea independiente del niimero de valores memoizados.

Dado que una funcién memoizada esta determinada por la tabla, entonces es una funcién
que recibe su entrada (llave) y devuelve un resultado (valor). Las dos funciones principales
para manejar la tabla de memoizacién son la biisqueda de una llave (apply) y la insercién de
una nueva llave con su valor (tabulate).

Table(k :: %) = *— %

apply (k) o Yu.Table(k) v — (k — v)
tabulate(k) = Yv.(k — v) — Table(k) v

El tipo Table(k) v es el tipo de las tablas indexadas por llaves del tipo k y que almacena
valores de tipo v. Esta forma de implementar las funciones memoizadas se apoya en la eva-
luacién perezosa de la programacion funcional pura, ya que puede darse el caso en donde el
tipo de las llaves k£ sea una estructura infinita.

Asi, la tabla de memoizacién se puede definir a partir de las funciones que actiian sobre ella
Yy que son inversas:

memo(k) = Yu.(k —v)— (k— o)

memo(k)y = apply(k)(tabulate(k) p)

Las tablas de memoizacién dependen del constructor del tipo de las llaves, por lo que
debe considerarse a los tipos de datos como funtores para aprovechar las definiciones de éstos
mediante 1, +, x?%. En [13] se definen las tablas politipicamente como:

Table(1) v = v
Table(ky + ko) v = Table(ky) v x Table(ksy) v
Table(ky X ko) v = Table(ky)(Table(ks) v)

Esta definicién esta en relacion con los tries, el trie para el tipo unitario es el funtor identi-
dad, el trie para sumas es el funtor de producto y para los productos es la composicién de
productos. Estas definiciones satisfacen las propiedades de un funtor desde el punto de vista
categorico.

2Se puede revisar [9] para comprender cémo se definen los tipos de datos categéricamente.
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Para especializar T'able(1) se utilizardn funtores para especies de tipos, obsérvese que la
especie de Table(k) depende de la especie de k, asi TABLE es una especie indexada por

especies.
TABLE((x)
TABLE(K — L) =

(k= K)

(a) =
Table(t u) =
Table(Aa.t) =
Table(ua.t) =

* — %

TABLE(K) — TABLE(L)

TABLE(K)

table,
(T'able(t))(Table(u))
Atable,. Table(t)
ptable,. Table(t)

Las funciones para la tabla se describen a continuacién, recordemos que éstas dependen
de los constructores y no de un tipo de dato en particular, asi mismo sélo se revisaran para
los constructores 1, 4+, X que son indispensables para los ejemplos posteriores.

= Apply
La funcién politipica para obtener un valor de la tabla a partir de una llave es la
siguiente:
apply (k) 0 Yu.Table(k) v — (kK — v)
apply(1) t () =t
apply(ky + ko) (t1,t2)(Inl in) = apply(ki)t: iy
apply(ky + ko) (t1,ta)(Inriy) = apply(ke)ts is
apply(ky X ko)t (iy,1i2) = apply{ka)(apply(ki)t i1) iz
= Tabulate

La funcién politipica para agregar a la tabla una llave y un valor es la inversa de la
anterior, es decir a partir de la llave y el valor regresa una nueva tabla:

tabulate(k) 2 Yu.(k — v) — Table(k) v

tabulate(1) ¢ = ()

tabulate(ky + ko) = (tabulate(ky)(p - Inl), tabulate(ks)(p - Inr))
tabulate(ky x ko) = tabulate(ky)(Niy.tabulate(ks)(Nig.(i1,12)))

Ejemplos:

= Tabla de memoizacién para nimeros naturales
Recordemos que los niimeros naturales se definen intuitivamente como Nat = 1+ Nat,

en sintaxis de HASKELL tenemos:

data Nat

= Zero | Succ Nat
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Por tanto la tabla de memoizacion que tiene como llaves a niimeros naturales es una

lista infinita:
Table(Nat)v = v x Table(Nat) v

data TNat v = NNat v (TNat v)

donde NNat corresponde al constructor de la tabla.
Las funciones de la tabla de memoizacién son las siguientes:

applyN at : Yo.T'Natv— (Nat — v)
applyNat(NNat tz ts) Zero = tz

applyNat(NNat tz ts) (Succn) = applyNat tsn

tabulate N at . Yu.(Nat — v) — T Natv

tabulate Nat ¢ = NNat(pZero)(tabulateNat(p - Succ))

El ejemplo clésico y sencillo donde las llaves de la tabla son ntimeros naturales es el de
Fibonacci, éste queda de la siguiente forma bajo esta implementacién de la técnica de

memoizacion:

fib :: Nat — Nat

fib Zero = Zero

fib (Succ Zero) = Succ Zero

fib (Succ (Succ n)) = memo-fib n + memo-fib (Succ n)

memo-fib :: Nat — Nat
memo-fib = applyNat(tabulateNat fib)

» Tabla de memoizacién para listas

Las listas cuyos elementos son de tipo A se definen mediante List A =1 x List A, en

sintaxis de Haskell:

data List a = Nil | Cons a (List a)

La tabla de memoizacién es una tabla de orden superior que toma un trie como a y

obtiene un trie para List a:

Table(List) tablea v = v x tablea(Table(List) tablea v)

data TList ta v = NList v (ta (TList ta v))
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El constructor Table(List) es también una rosadelfa generalizada?.
Las funciones de la tabla de memoizacion son las siguientes:

applyList i Vta a.(VMtav — (@ — v))
applyList applya(N List tn tc) Nil tn
apply List applya(N List tn tc) (Cons a as) = applyList applya(applyatc a)as

donde se toma la funcién applya como base ya que List es un tipo paramétrico. El tipo
correspondiente de applyList es uno de rango 2 que puede ser soportado por intérpretes
de Haskell. La funcién tabulate se define a continuacion, de la misma forma es necesaria
la funcion tabulatea como base:

tabulateList i Yia a.(Yv.(a — v) — tav)
— (Yw.(List a — w) — T List ta w)
tabulateList tabulatea ¢ = N List(oNil)
(tabulatea (X a.tabulateList tabulatea
(A as.p(Cons a as))))

Otro ejemplo conocido de programacién dindmica es el problema de la multiplicacion épti-
ma de matrices, a continuacion se desarrolla mediante una transformaciéon de una version
recursiva en una memoizada politipicamente.

Ejemplo Dada una secuencia de dimensiones de matrices [dy, . ..,d,] donde la matriz M,

tiene dimensiones d;_1 X d;, se requiere determinar el costo menor para multiplicarlas.
El costo de multiplicar dos matrices con dimensionest X j yj X k esi*jxk.

La siguiente solucion es una que tiene orden exponencial:

cost :: List Nat — Nat
cost d
| n< 1 =0
| otherwise = minimum [cost (take (i+1) d)
+ d!10*d!!ixd!!n + cost (drop i d)
| 1 <= [1..n-1]]
where n = length d - 1

Donde minimum es una funcién que devuelve el minimo elemento de una lista.
Observemos que el trie para las llaves que son listas es una rosaldelfa generalizada?.

Memoizando esta funcion se obtiene una de menor costo:

3Véase [3] para detalles de las rosadelfas

4

generalized rose tree
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cost :: List Nat — Nat
cost d
| n< 1 =0
| otherwise = minimum [memo-cost (take (i+1) d)
+ d!'!10*d!!ixd!!n + memo-cost (drop i d)
| i <= [1..n-1]]
where n = length d - 1

memo-cost :: List Nat — Nat
memo-cost = (applylList apply Nat) ((tabulatelList tabulateNat) cost)

La idea de esta solucion es tomar el minimo de las subsoluciones, las cuales se generan al
multiplicar un nimero menor de matrices. En este ejemplo se hace evidente el uso de la
mejor subsolucién no independiente del problema, se deben considerar las subsoluciones
mas pequenas o las méas interiores para mezclarlas y encontrar la solucién inicial. Estas
subsoluciones se deben guardar para compararlas con las demés e inclusive reutilizar los
resultados en composiciones de subsoluciones futuras. La tabla guarda parejas entrada-
resultado que son parejas cuya primer entrada corresponde a listas de dimensiones de
matrices y la segunda entrada a listas de resultados dependientes de las subsoluciones
generadas por la lista de dimensiones.



28

CAPITULO 2. MEMOIZACION



Capitulo 3

Memoizacion selectiva

En la técnica de memoizacion, la forma usual de indexar la tabla memo es utilizando
los argumentos de entrada, pero esta forma de indexacién puede pasar por alto la relacién
que existe entre los datos de entrada y los resultados. Para que la memoizacion sea efecti-
va se deben considerar solo las dependencias necesarias entre entrada y salida. Por ejemplo,
consideremos la funcién fun f(x,y,z) = if x >0 then y else z. La pregunta (x>0) sirve
como punto de decisiéon haciendo que f dependa de ella y cambie de forma dinamica. La lla-
mada f(1,2,3) obtendra un resultado en donde sélo estan involucrados x y y, el valor de z
resulta irrelevante. Si observamos con mas detalle, la evaluacion de la funcion no depende del
valor del primer argumento sélo basta con conocer su signo. Asi, si se realiza otra llamada por
ejemplo £ (3,2,35), el resultado es el mismo que se obtiene al procesar la entrada (1,2,3) ya
que el segundo argumento es igual y la guardia = > 0 conserva el mismo valor no requiriendo
de un nuevo calculo. Para hacer eficientes este tipo de funciones se deben modificar las llaves
que se usan para indexar las tablas de memoizacion.

La memoizacion selectiva presentada en [2] modifica la indexacién usual de la tabla, ésta

se realiza mediante una lista de eventos que guardan el flujo de control de la informacién de
entrada. Esta lista de eventos o rama (branch) indica los puntos de elecciéon de acuerdo al
tipo de entrada, estos puntos deben revelar las dependencias entre la entrada y el resultado,
condicién principal para desarrollar adecuadamente la memoizacion. A pesar de esta modi-
ficacién en la técnica se pueden dar casos en donde el recalculo de resultados sea inevitable
como por ejemplo en £(-1,5,2), dado que el primer argumento corresponde a un evento
diferente: not (x > 0).
Asimismo, en [2], se propone un sistema en donde se incluye el tipo modal ! T (bang) para
un manejo especial de las funciones a memoizar. El tipo bang requiere que el tipo subyacente
T sea indexable, es decir que acepte una funcién inyectiva i : T — Int llamada funcién de
indexacién. Cuando el tipo T no es indexable se deben guardar los valores de ese tipo en
“cajas”, para ello, en el articulo mencionado se sugiere el uso del tipo LJT. Los tipos inde-
xables y el tipo LJ T para tipos no indexables permiten una implementacién del sistema en
donde las tablas de memoizacién estan representadas mediante tablas dispersas (hash tables),
mejorando el desempeno de la biblioteca propuesta y desarrollada.

29
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El tipo T o boxT es usado en sistemas que reflejan el comportamiento del almace-
namiento, como por ejemplo el sistema de referencias expuesto en el capitulo 13 de [27]. Las
locaciones dentro de una memoria sirven como indice a los valores guardados en ellas ya que
son unicas. Por otra parte, comparando la sintaxis del sistema con la que aparece en [26] se
puede ver la similitud entre las reglas del tipo bang y las del tipo modal para explicar la
necesidad. Pero de la misma manera se puede ver la semejanza entre este tipo modal y el de
referencias.

En este capitulo se retoma la memoizacion selectiva haciendo algunos cambios pero con-
servando las ideas principales. Nuestras aportaciones incluyen:

= eliminacién del uso del tipo modal bang para incluir el tipo box como el tipo que
distingue a la memoizaciéon dentro del nuevo sistema, es decir que el tipo box se uti-
lizard para la indexacion de tipos y para llevar el recuento de las dependencias de dato
se usard el constructor let box.

= incorporacién de un contexto de etiquetas para hacer uso explicito de la memoria.

= desarrollo de una demostracion mas clara de la seguridad del nuevo sistema mediante
traducciones a sistemas sin efectos, es decir sin memoizacién.

Conservando los siguientes:

= ¢l uso de tipos modales para mostrar los efectos laterales al realizar un cémputo ya que
se considerara como efecto lateral la actualizacion de la tabla de memoizacion.

= la distincion entre términos y expresiones siendo estas ultimas evaluadas respecto a una
tabla de valores previos.

» ¢l uso de expresiones como cuerpo de las funciones memoizadas y el uso del constructor
return para identificar el calculo que genera el resultado a almacenar.

= consideracion de los argumentos de las funciones memoizadas como recursos para ex-
plorar incrementalmente el tipo de los mismos.

= mantener una rama que ‘registre” las dependencias entre la entrada y el resultado
derivadas de la exploracién mencionada en el punto anterior.

Las aportaciones son derivadas de una revision exhaustiva del sistema propuesto por
Acar et al., constituyen una reestructuracion que busca una reformulacién del sistema bajo
la correspondencia Curry-Howard. Asimismo y sobre todo se buscé una demostracién clara
de la seguridad del sistema para la memoizacion selectiva que resulté en el fin principal de
este trabajo.
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3.1. Un sistema para la memoizacion selectiva

En esta seccién se presenta el sistema para la memoizacién selectiva (SM), basado en

el original que aparece en [2] pero con algunas diferencias o cambios. Estos cambios estan
hechos para que el sistema SM sea un sistema de tipos independiente de un lenguaje de
programacion.
Se eliminan los tipos indexables y los tipos bang incorporando los tipos box, también se agre-
gan funciones sin memoizar, el término case y las proyecciones de un término. La semantica
estatica esta definida usando juicios de tipos, en ellos se agrega un nuevo contexto para man-
tener las etiquetas de las tablas de memoizacién. La diferencia entre términos y expresiones
es necesaria ya que al evaluarlos un término corresponde a un programa y se evalta de forma
comun, mientras que las expresiones se evaluaran respecto a una tabla de memoizacion.

A continuacién se describe la sintaxis la cual incluye el tipo modal [ para indicar necesi-
dad, estudiado en la seccién de preliminares y analizado a fondo en [26]:

= Tipos. Los tipos estan construidos a partir de un conjunto béasico de tipos B que incluye
al tipo unitario Unit y a los enteros Int.

Tuo=B[T—=T|T+T|[TxT|OT

s Términos. Los términos estan construidos a partir de un conjunto infinito de variables
de término x, un conjunto infinito de variables de recurso a y una serie de operadores
primitivos o incluyendo a los nimeros n y el tinico objeto * de tipo Unit

* | n|Ax:T.r| mfuny(f.a.e) | rs| inlyr | inrgs |

tyrys = xlalo(t,...,t)]
| (r,s) | fstr | sndr | boxt

case(r, z.s,y.t)

El término boxt es el constructor de términos tipados mediante box, el término que
define una funcién memoizada que generalmente es recursiva es mfun,(f.a.e), su nombre
es (f) y estd etiquetada con la metavariable ¢ que pertenece a un conjunto £ de etiquetas
que es disjunto de las variables ordinarias y de los recursos. La notacion usada en estos
términos es llamada notacion de punto. Esta notacion permite identificar a las variables
que se encuentran ligadas en un término o expresion, es decir, en expresiones de la forma
x.t las presencias de la variable x en t se consideran ligadas. Este mecanismo elimina
el uso de paréntesis, el punto indica que se abre un paréntesis que cierra lo mas a la
derecha posible, sintacticamente hablando.

La sintaxis de los términos es la llamada abstracta determinada por la gramética an-
terior. Los términos en sintaxis abstracta corresponden a los siguientes en sintaxis
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concreta:
suma(r, s) r+s
resta(r, s) r—s
mfun,(f.a.e) mfun, f(a = T) =e
case(r,x.s,y.t) | case rof x = s,y = t)

Los operadores primitivos corresponden a operaciones de los tipos basicos. La estructura
de control if r then s else ¢ se puede ver como azicar sintactica de case: case rof true =
s, false = t.

Tanto la notacién de punto como la sintaxis abstracta también se utilizan para las
expresiones del sistema que a continuacién se definen.

Fxpresiones. Se construyen a partir de términos:

e == return t| letbox (¢, z.e)| letprod (t, a;.as.€) | mcase (t, ay.e1, as.es)
La sintaxis concreta de las expresiones es la siguiente:

let box(t, x.e) letboxx =tine
letprod(t, a;.as.€) letprod{ai,as) =tine
mcase(t, aj.e1, ag.e3) | mcaset of a; = e1] as = €9

El uso de expresiones permite separar las dependencias de dato y las de control uti-
lizando variables ordinarias de tipo modal y variables de recursos respectivamente. El
uso de la expresion return no tiene relacién alguna con la funcion de ménadas. Aqui se
utiliza para denotar los posibles efectos que hay al evaluar las expresiones respecto a
una tabla, esto se entendera mejor en la definiciéon formal de seméantica. Asimismo el
constructor return permite considerar cualquier término como una expresion.

Conteztos. Los contextos son conjuntos finitos de parejas; hay tres clases, los contextos
de variables I, los contextos de recursos A y contextos de etiquetas X:

o= Tz T A= |AaxT Y= X80T

donde - denota al conjunto vacio y en I',x : T se entiende que x no aparece en I' de
igual forma para los otros contextos A, 3.

Haciendo referencia al uso de contextos que aparece en [26], los contextos de variables
corresponden a contextos de validez y los contextos de recursos a contextos de verdad.
El tercer contexto se agregd para llevar un recuento de las etiquetas que figuran en una
expresiéon. Este contexto permite asegurar estaticamente que las etiquetas de diferentes
funciones de un mismo programa sean diferentes.

3.1.1. Sistema de tipos

La semantica estatica se presenta como un sistema de tipos que deriva juicios de la forma

CIA|YSFr:T
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Estos juicios denotan que un término o una expresion r esta bien tipado bajo los contextos
I' A y ¥. Las reglas para derivar estos juicios se definen como sigue:

T T
F,x:T|A|E|—x:T(Var) FNAa:T|XFa:T (Tresource)
CIAZHE:T; (1<i<n) Fo :TiX-+ XTn—T .
Tb
TIAISFo(t,. )T (Tbasicop)
Tunit T
FIAS T+ Ut (" FATS e (™)
I x: AlXEt:
EARRIEY T2 (Tlam)
F|A|Z|_)\33T1tT1—>T2
L, f:T1—=TolAaxTi|XFe: Ty (Tmfun)
DAY, 0:TobEmfun,(fiae): T1— To
CIA|SFG :T1—=T2 TIA[ZFL i Ty
(Tapply)

P|A|E|_t1t2 ITQ

Tinl Ti
TASFinnt TidTs 0" FlAISFinm it TitTs ™)
AIY F t:T1+Toe
F,I1:T1’A|E [ tliT
F,.’L’QIT2|A|E = tQIT
(Tcase)
C|A| X & case (t, x1.ty, x2.ty) 1 T
F|A|2Ft1 :Tl F|A|2Ft2 ZTQ .
(Tpair)
F|A|E|‘<t1,t2> tT1XTo
PIA|SFE :T1xTo CIA[YFt T X Ty
Tfst Tsnd
TIaS ot T, O TTA[Srendi iT, (o
- |ZFt:T

TIA[SF boxt OT 10

La regla (Tbasicop) sirve para tipar un operador primitivo o como las operaciones entre
enteros u operaciones de comparacién, todas estas operaciones se suponen definidas. Este
juicio esta generalizado, se puede particularizar de acuerdo a la operacion requerida, por
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ejemplo:

FIA|EFt:Int T|A|XFt:Int Fsuma :IntxInt — Int
['|A|XF suma (t1,t5) : Int

(Tsuma)

FA|XFt:Int T|A[XFt:Int Fmg :IntxInt — bool
T|A|XFmg (t1,1s) : bool

(Tmenorque)

Asimismo la regla (Tmfun) expande el contexto de etiquetas asegurando que una nueva
funcién memoizada tenga asociada una etiqueta tinica. Para la regla (Tbox) se requiere que el
contexto de recursos sea vacio asegurando que el término ¢ no tenga recursos libres antes de
una encapsulacion en boxt, esto es necesario para un comportamiento operacional adecuado
como se discute para la regla en légica modal en [26].

Las expresiones se tipan de la siguiente forma:

Tl |Skt:T
[|A|XFreturnt = T

(Treturn)

F‘A|Z|—t|:|—|—1 F,.CL'IT1|A|E}_€IT2
[|A| X F letbox(t, z.€) : T

(Tletbox)

CIAISFt:TixTe T|Aya =Ty, a:TeXkFe: T
| A| X & letprod (¢, aj.as.€) : T

(Tletprod)

CIA a T2 F et T
A ay = To|X F e T
[|A|Y F mcase (t, aj.eq, ags.ea) : T

(Tmcase)

La regla (Treturn) permite incluir a los términos como expresiones, esta regla no tiene
una analoga en logica pero permitira modelar la memoizacion selectiva. El término requiere
estar libre de recursos para asegurar que ninguna dependencia generada por un argumento
de una funcién memoizada se haga explicita en el cddigo antes de incluir el constructor de
expresion return. La regla (Tletbox) sirve como regla de eliminacién para los tipos box. El
constructor letbox liga un valor en una caja a una variable ordinaria, de igual forma esta
regla tiene su similar en la 16gica como se puede apreciar en [26]. Para ligar recursos a otros
términos se utilizan los constructores letprod y mcase. De esta forma la expresion let box crea
una dependencia de dato, mcase una dependencia de control y letprod no crea dependencias.
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3.1.2. Semantica dinamica

La semantica dindmica estd dada por reglas mutuamente definidas de evaluacién de paso
grande, éstas involucran memorias en donde se almacenan tablas de memoizacién indexadas
por ramas. Para términos se tiene la relacién p, t ' v, ' que es muy semejante a cualquier
relacién de evaluacién de paso grande; interactiia con la semantica para expresiones al usar la
regla de aplicacion de una funcién memoizada. Recordemos que las expresiones son evaluadas
respecto a una tabla de memoizacion, asi la semantica para expresiones u, € {5q, v, 74
realiza la evaluacién respecto a la tabla que esta almacenada en la memoria i en la locacion
¢, asi mismo estd indexada mediante ramas con las cuales se accesa a un valor. A continuacion
se definen formalmente estos conceptos.

El conjunto de valores es un subconjunto de términos definidos como sigue:

vi=x|n|Ar:T.t| mfun,f.a.e) | inlv | inrv | (v,v) | boxv

Este conjunto de valores estd cuidadosamente definido ya que no contiene ni variables ni
recursos en contraste con el conjunto de valores que aparece en [2].

Definicién 3.1. Un evento senala el punto de decision en la evaluacion de una expresion.
Tal punto se obtiene en el andlisis de casos o por un valor de tipo box denotado por lv.

e == lv|inl | inr

Definicién 3.2. Una rama B es una lista de eventos ¢, puede ser la rama vacia o la con-
catenacion de un evento y una rama:

B = e|c-f3

Definicién 3.3. Una tabla de memoizacion 6 es una funcion parcial 0 : B — V¢ que mapea
ramas a valores de cierto tipo T. Escribimos 03 — v] para la extension de 6 que liga a (3
con v, asumiendo siempre que 3 ¢ dom(0).

Definicién 3.4. Una memoria j es una funcion parcial con dominio finito p: L — T que
mapea etiquetas de locaciones £ a tablas memo 0. Una memoria es inicial si y solo si contiene
solo tablas memo vacias, esto es VU € dom(p)(u(l) = @).

FEscribimos p[l — 0] para la extension de p que liga a ¢ con 0, siempre asumiendo que
0 & dom(u). Mds aun, cuando € € dom(p), escribimos u[l «— 0] para la actualizacion de la
memoria (1 que liga ¢ a 6.

La semdntica de evaluacién para términos est4 dada por la relacién p, t {J* v, u’ que modela
el proceso de evaluacion del término ¢ respecto a la memoria p resultando en el valor final v
y en la memoria 4/, esta definida por las siguientes reglas de inferencia correspondientes a la
relaciéon® descrita en [2]:

Lot Yt v, o’
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w4t oy,

Hn—1, tn ‘U’t Un, Hn Hn,s O(Ula cee 7UVL) ‘U‘t U,,LL/ (

Ebasi
1, 0 (ty, . t) Yo, i asicop)
W B B

El
o Ar T ATt p (Elam)

(& dom(p)
11, mfung (f.a.e) Ut mfun, (f.ae), pll — 2] (Emfun)

¢ € dom(p) :
i, mfung (f.a.e) J* mfuny(f.a.e), p (Emfun —in)

w, t1 Y8 X T
pr, t2 I8 e
po, tlr =] b v, o
Eappl
PR (Eapply)

w, tv U vy =mfung(f.a.e),
pa, ta U v, o
M2, G{f, a =1y, UQ] Uf@é v, :u,

Wy titg I8 v, g/ (Emapply)

p, t v,

) , t t , /
- - Einl pt¥ v op
w, inlt Jt inlv, o

W, inrt Jt inrv, u

(Einr)

2 t Ut inan M1 22 t ‘U’t ian, H1
pastizy =] U, pstolze =0 P g,
(Ecase — 1) (Ecase —r)
i, case (t, x1.ty, xo.ta) It vy, 1/ i, case (t, x1.ty, xo.ta) It wve,

H, tl ‘U’t V1, M1
M1, t? ‘U’t V2, /.L/

122 <t1,t2> Ut <U1),02>7 ,u, (Epalr)

p, t 45 (v, vg), pf
w, fstt 4t v, @

p, t U (g, va), 1
Efst
(B p, sndt 44 vg, pf

(Esnd)

py t U v
w, boxt ¢ boxwv, p

(Ebox)
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Observemos que una funcion memoizada es un valor, pero su evaluacion necesita de la
creacion de una tabla de memoizacion nueva y vacia cuando la funcién no tenga una tabla
asignada. También la aplicacién de una funcién memoizada recae en la evaluacion de la ex-
presién involucrada iniciando en la rama vacia para asi explorar las dependencias generadas
por esa entrada.

La semdntica para expresiones estd dada por la relacion w,e {5q, v, i/, en donde la
evaluacion de la expresion e se realiza respecto a la memoria p, terminando en el valor v y
en la memoria p'; todo esto de acuerdo a la consulta realizada por la rama 3 en la tabla de
memoizacion almacenada en la locacién £ en pu.

Las reglas se presentan a continuacién?:

pO@ =0 e
s, return t 45q, v, p

pu(l) =0
B ¢ dom(6)
Hs t‘U't v, /1’/
W) =0
Enotf
v G, o 00— 0] (B
Hy t U«t bOXU7 1
p elr =0 Yiogar V5 1 (Eletbox)

1, letbox (¢, x.e) YGq, v/, p
M, t Ut <Ula 1/2>, H1
M, 6[@1,@2 =V, UQ] ‘U’%@é v, :u/

Eletprod
1, letprod (t, ai.az.e) 5q, v, p (Bletprod)

/

W, t llt inlv, 1
pi, eifar == v Uienlﬂ@f vr, pf

Emcase — |
p, mcase (t, aj.e1, az.ez) $5ap v1, 1 ( )

H, 13 ‘U’t iana H1
M1, 62[a2 = 1}] U’fnrﬂ@f U2, /L/
W, mcase (t, aj.eq, az.es) llg@e,vg, 7%

(Emcase — r)

En la regla (Enotfound) se debe hacer una observacién importante, para que la condicién
0’3 — v] pueda ser definida se debe tener que 5 ¢ dom(#'), pero la regla sélo necesita que se
cumpla 3 ¢ dom(#). La correctud de esta regla se justificard mas adelante, ver el lema 3.6.
Para evaluar la expresion let box en la memoria p respecto a la tabla almacenada bajo ¢ con

2Est4n en correspondencia con las que aparecen en [2] bajo la relacién o,1 : 3,e ¢ v, 0’
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la llave (3 se requiere evaluar el argumento de let box resultando en un valor de la forma box v
para sustituir  por v en el cuerpo de la expresion. El valor del argumento debe registrarse
en la rama para llevar el recuento de la dependencia de dato. Finalmente, el resultado v de
la evaluacién de la expresion let box es la evaluaciéon del cuerpo e modificado.
Como se mencioné antes, la expresion letprod no genera dependencias que se registran en la
rama pero de igual forma se evaltia el argumento que debe ser un par para sustituirlo en el
cuerpo de la expresion que al evaluarse genera el resultado v.
Por otro lado, la expresiéon mcase genera una dependencia de control que se registra en la
rama. La evaluacién del argumento debe resultar en un caso (inl o inr) para sustituir el valor
interior en el cuerpo de la expresiéon mcase. La evaluacién de este cuerpo modificado es el
resultado v'.

Las propiedades de sustitucion ocupadas en algunas reglas se demuestran a continuacion:

Lema 3.1 (Lema de sustitucion).
1. SiT 2 :RIAISHt: Tyl |2 F7r:R entonces T|A|X Ft[z:=7]: T.
2. 5T, 2:RIAXFe: Tyl |EF7r:R entonces T|A|X F e[z :=7r]: T.
3. SiTIAa=RIEFt:TylA|ESFr:R entonces T|A|S Ftla:=7]:T.
4. SiT|Aa=R|EFe: T yTAXFr:R entonces T'|A|X Fela:=7r]: T.

Demostracion. Induccion sobre la primera derivacion de cada caso.
Algunos casos cuando I'| - [X F 7 : R y se sustituye x por r:

» A partir de la derivacion I', z : R | A| X, £ : To F mfuny (f.a.e) : Ty — T2 y ocupando el
lema de inversién (lema 3.2) se obtiene I', z : R, f: T1 — T2 A, a:xT1|EFe: T Al
aplicar la hipotesis de induccion para el caso de expresiones sobre esta ultima derivacion
se obtiene I'| A| X, ¢ : To F mfun, (f.a.e[z :=7]) : Ty — Ta.

Este nuevo término mfun, (f.a.e[x := 7]) es equivalente a (mfun, (f.a.e))[x := r| ya que
la sustitucién no afecta a los simbolos mfung, f vy a.

» De la derivacién I', z : R |A|X F #1ty : To, se obtienen por inversion las siguientes:
Fye:R|IAIZFH T —=Tay I, 2: R|A|X Fty : Ty. Aplicdndoles la hipétesis de
induccién: T'|A| Xtz =7 T1 > T2y DA S F bz :=7]: T;.

Utilizando éstas se puede derivar el tipo correspondiente al término t1[z := r|ts[x :=
r] = (t1 ta)[x :=7].

» La derivacién I', z : R |A|X F return ¢ : T genera, por inversion, la derivacion I', z :
R|-|XFt:T. Al aplicar la hipdtesis de induccién a esta tltima derivacién de tipo se
obtiene I'| - | ¥ F t[z := r] : T y de esta se deriva la correspondiente a (returnt)[x :=
rl =returnt[z :=r]: T|A| X F (returnt)[z :=7r]t: T

Algunos casos cuando I'|A[X  r : R y se sustituye a por 7:
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De la derivacién T'| A, a :: R | X F case(t, x1.t1, xa.t2) : T se obtienen por inversion
las siguientes: I'|A,a = R|EFt:T1+ T2 , Tz :TiAax=R|EFHGH Ty
[,z TolAya: R|XFty: T. A estas tres derivaciones se les aplica la hipétesis de
induccién resultandoen: T| A [ X tla:=7r] : T1+T2, T, 21 : T1|A|XFHla:=7]:T
y I, 2o : To| A| X F tola :=r] : T para asi derivar el siguiente juicio:

LAY Fcase(tla:==r], z1.tila :==7], za.tala:=7]) = T

Obsérvese que el término case (t[a := 7], z1.t1]a := r|, xe.ts[a := r]) es equivalente al
término (case (¢, x1.t1, Ta.t2))[a :=7].

Para la derivacién I'| A, a :: R | X F letbox(t, x.e) : T2 se obtienen por inversién las
siguientes: I'| A, a =R |2 ¢t: 0Ty D,z:T1|A,aR[XFe:To.

Aplicando la hipétesis de induccién obtenemos: | A | S Ftfa:=7]: OT 1y

I z:T1|A|XFela:=r]: Ts con las cuales se puede derivar el tipo para la expresion
let box(t[a := 7|, z.e[a :=7])

T'|A|XF (letbox(t, x.€))a:=71]: T

ya que (letbox(t, x.e))[a := r] = letbox(t[a := ], z.e[a := r]).

O

El lema de inversién de tipos se muestra a continuacion, este es muy 1util en la demostracion
anterior y en algunas posteriores.

Lema 3.2 (Lema de inversién de tipos).

SiT|A|XFx: T entonces xz € T.
SiT|A|XFa:T entonces a € A.

SiT|A|XFo(ty, ... t,) : T entonces T | A|SFt;: T con (1<i<n) y
Fo :Tiyx--xT,—T.

SiT|A|XF*: T entonces T = Unit.
SiT|A|XFn:T entonces T = Int.

SiT|A|XFEAx :Ty.t: T entonces T =Ty — Ta para algin To con T, x - T1|A| X F
tITQ.

SiT|A|X, 0:To bk mfung (f.a.e) : T entonces T=T1 — T2 para algunos T1 y Ta con
L, f:T1—T2|lA axTeXkFe:To.

SiT|A|X ity : To entonces hay un tipo Ty tal que T|A|XFHt :T1—=To vy
F]A]Zl—tz ZT1.
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» SiT|A|XFinlp,t: T+ Ty entonces T'|A| X Ft:Ty.
» SiD|A|ZFinrp, t:T1+To entonces ' | A| X Ft: To.

» SiT|A|Y Fcase(t, x1.t1, xo.ts) : T entonces T| Al X Ft: T+ Ta para algunos
TiyToyademds U, xy : T1|A|XFt Tyl xo: To|A|XFt: T.

w SiT|A|XE (t1,te) - T entonces T=T1 X T2y T|A|XFt Ty, T|A|XFty:To.
w SiD|A|XFAfstt: Ty entonces T'|A|X 1t Ty X Ty para algin Ta.

» SiT|A|XEsndt: Ty entonces T |A|XEt : Ty X Ta para algin T;.

» SiT|A|XFboxt: T entonces V=0T yl'| - |EF¢:T

» SiT|AlX Freturnt: T entonces I'| - | Xt T.

» SiT|A|X F letbox(t, x.€) : T entonces T|A|XF¢t: 0T, yl,z: T1|A|XFe: Ty

» SiT|A| X F letprod (¢, aj.as.e) : T entonces | A|XFHt: T xToyl|A ag::Ta, ag
TofXke:T

» Si | A|Y F mcase(t, aj.e1, agz.ex) : T entonces U|A|X F t: T14+ To, ['NA a; =
TiXFe :Tyl|A ay::To|XkFex: T

Demostracion. Inmediata a partir de la definicién de la relacién de tipado o juicios de tipo.
]

La formulacién de la seguridad del sistema presentado en [2] se realiza en un lenguaje
cuya semantica no incluye memoizacién. Se describe una traduccion a un sistema sin memo-
izacién en donde es facil demostrar la seguridad. La demostracion se sigue de un teorema
en donde se involucran las evaluaciones de ambos sistemas. Veamos como esta formulada la
seguridad del sistema que se propone en este trabajo:

Teorema 3.1.
1. SiT|- |2k t:T yu,tdt v, i con pinicial, entonces existe X' tal que T'| - |2 Fov: T.

2. Sil|-|¥Fe:Tyla evaluacion u,e V5ae v, 1" se origina en una aplicacion® p*, ity |
v*, ' con p* inicial, entonces existe ' tal que T'| - |X' v T.

Para demostrar el teorema anterior se tomara la misma idea pero con nuevas aporta-
ciones: primero se dard una definicion formal de un sistema sin efectos llamado S, después se
definira la traducciéon del sistema SM al sistema S que no incluye memoizacién en la semanti-
ca del lenguaje pero que esta presente mediante mecanismos de la traslacién.

3Es decir que p,e YGae v 1 se obtiene como parte de la derivacién de la premisa que involucra a g, en
la regla (Emapply).
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Cabe destacar que esta traduccién no aparece en [2] ni se demuestra que es fiel, en este
trabajo se observaran ambas méas adelante. Finalmente, como la idea principal es traducir el
sistema que incluye memoizacion a uno que no la tenga se realiza una segunda traduccion al
sistema PCF que es libre de memoizacion.

Ahora veamos unos ejemplos del uso de la memoizacién para resolver problemas antes de
continuar con lo descrito para demostrar la seguridad de SM.

3.2. Ejemplos
Se desarrollan diferentes ejemplos tanto en sintaxis concreta como en abstracta.

= Fibonacci
El clésico ejemplo de Fibonacci se presenta memoizado:

mfib: OInt -> Int

mfun, mfib (a::0Int) = letbox x = a in
return (if x<2 then x
else mfib (box (x-1)) +
mfib (box (x-2))).

El constructor let box en la definicién hace que el valor contenido en a, que es un recurso,
sea expuesto antes de realizar las llamadas recursivas generando un chequeo en la tabla
de memoizacién . El dominio de la funcién debe ser de tipo LJT para indicar que el
argumento de la funcién debe ser explorado, es decir, se debe hacer una exploracion del
tipo subyacente T dado que el resultado final depende en su totalidad de este valor.
Veamos cémo queda bajo la sintaxis del sistema:

mfun,(mfib.a.letbox(a, m.e))
e = return case(mq(m,2),
x.1,
y.suma(mfib(box(resta(x,1))), mfib(box(resta(x,2)))))

= Dependencias Parciales
Este ejemplo se adapt6é de [2] donde se usa para mostrar el uso de la memoizacion
selectiva:

mf: Int X (OInt x OInt) -> Int
mfun, mf (a::Int x (OInt x OInt)) = mcase (fst a)< 0 of

al => 3]
ay => e
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fst(snd a) in return (y’-1)
snd(snd a) in return (z’+1)

€1
€2

letbox y’
letbox z’

La funciéon mf debe recibir tres nimeros como argumentos, en este caso recibe una
pareja que contiene al primer niimero que es el punto de decisiéon y otra pareja con los
dos nimeros restantes. El primer ntimero no tiene tipo L1 T ya que sélo se explorara me-
diante mcase para iniciar la rama de exploracién. En la segunda pareja cada niimero
tiene el tipo LI T para enfatizar que el resultado final depende de ellos. En sintaxis del
sistema:

mfun, (mf.a.mcase(mq(fst a, 0),
a;.letbox(fst(snd a), y’.return resta(y’, 1)),
as.letbox(snd(snd a), z’.return suma(z’, 1))))

El problema de la mochila

Este ejemplo se deriva del “problema de la mochila”:

Dado un conjunto de objetos, cada uno con peso y valor, se debe determinar el niumero
de objetos que se pueden guardar dentro de una mochila tales que el peso total de los
objetos no rebase el peso de la mochila pero sea el mayor posible.

Se considera el problema 0-1 en donde cada objeto puede estar o no en la mochila, es
decir no puede haber “copias” de objetos en la mochila ni partes de objetos, ademas
de que los pesos son enteros positivos.

Este problema se puede resolver usando programaciéon dinamica. La solucién para una
serie de 7 objetos a escoger esta entre algunas de las dos siguientes:

e 0 bien puede incluir al i-ésimo en donde se debe considerar su valor v; y la solucién
al problema para ¢ — 1 objetos junto con la disminucién en el peso de la mochila
en w;

e 0 bien puede no incluir al i-ésimo objeto generando una solucién en donde se tienen
t — 1 objetos junto con el peso original de la mochila.

Aqui se muestra una codificacién de la solucién usando recursion:
mks: [Int x [List(Int x Int) -> Int
mfun, mks (a::0Int x OList(Int x Int)) =
letbox ¢ = (fst a) in
letbox 1 = (snd a) in

return (if (1=nil) then 0 else t;)

t; = if (c < fst(head y)) then (mks (box c, box (tail y))) else to
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ty = (()\vl.)\VQ.if (v; > vy) then vy else vy)
(mks (box c, box (tail y))))
(snd(head y) + mks (box (c-fst(head y)), box (tail y)))

Se debe suponer que el tipo lista pertenece a los tipos basicos dentro del sistema de
tipos. El argumento de entrada para mks es un par que contiene como primer entrada
el peso maximo de la mochila y como segundo argumento una lista de los objetos. Los
objetos estan representados por parejas formadas con el peso y el valor de cada objeto.
Tanto el peso de la mochila como la lista de los objetos tienen tipo box T para indicar
que el resultado final depende de ambos, del peso de la mochila y de los objetos. En la
sintaxis del sistema:

mfun,(mks.a.letbox(fst a,
c.letbox(snd a, l.return case(l, x.0, y.t1))))

t; = case(mq(c, fst(head y)),
mks (box(c), box(tail y)),
(()\vl.)\VQ.case(mq(VQ, Vi), vi, vo)) (mks (box(c), box(tail y))))
(suma(snd(head y),
mks (box(resta(c, fst(head y))), box(tail(y))))))

= Subsecuencia comtn més larga
El ejemplo que aparece en el capitulo de memoizacién (pég. 16) se puede reescribir de
la siguiente forma:

lcs: O [Int]lx [Int] — Int

mfuny(lcs.a.letbox(fst a, x.mcase(x == [],
wy.return O,
Wwo.letbox(snd a, y.e;))))

e; = mcase(x == [],
wy.return O,
wy.mcase((head x) == (head y),
a;.suma(l, lcs (tail x) (tail y))
as.max( lcs x (tail y), lecs (tail x) y)))

3.3. Un sistema sin efectos

Para probar la seguridad del sistema SM se define un sistema auxiliar S que mantiene
la idea de selecciéon pero elimina los efectos es decir la memoizacion. Este nuevo sistema
no aparece en [2], corresponde a una aportacién de este trabajo. Este sistema es similar al
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original pero tiene diferencias en la semantica dindmica para expresiones. A continuacion se
describe el nuevo sistema:

= Tipos. Los mismos tipos que el sistema SM :
Tuo=B|T—T|T+T|TxT|OT

s Términos. Los mismos términos que en SM excepto que para la declaracion de las
funciones memoizadas no hay una etiqueta asociada a la funcion:

tyrys w= wx|alo(t,....,t)| * |n|Ax:T.r| mfun(fa.e)|rs| inlyr | inres |

case(r,z.s,y.t) | (r,s) | fstr | sndr | boxt

Los términos mfun(f.a.e) son llamados funciones con nombre que reemplazan a los
términos de la forma mfun,(f.a.e) del sistema SM.

= FEzpresiones. Las mismas que en SM :

e == return t| letbox (¢, z.e)| letprod (¢, aj.aq.€) | mcase (¢, a;.e1, as.es)

= Contextos. Solo se conservan los contextos para variables ordinarias I' y para variables
de recursos A.

o= DT A= |Aa:xT

s Sistema de Tipos. Son las mismas reglas que las usadas en SM, eliminando todas las
etiquetas de contextos >. La regla de tipado para las funciones con nombre sustituye a
la regla para las funciones memoizadas:

L, f:T1—=T2|lAaxTike: Ty
I'|AF mfun(f.a.e): T1— T2

Esta regla de inferencia satisface las propiedades de estructura de monotonia, cambio
y contraccion. Més aun, dado que las inferencias son dirigidas por la sintaxis también
se satisface la propiedad de inversion, esta propiedad es nombrada més adelante.

3.3.1. Semantica Dinamica

La relacion de evaluacién para términos es completamente analoga a la del sistema SM,
s6lo es necesario eliminar las memorias y modificar los valores. Para las expresiones, la relacién
e Ug;vf v depende sélo de la rama [y del valor funcional vy que tiene la forma mfun(f.a.e).
Para los casos de let box, letprod o mcase las reglas de evaluacion se obtienen de aquellos casos
para {}5q, reemplazando SQ¢ por [3; vy respectivamente. Para el caso de return se necesita de
una funcién parcial de acceso vy@Qg, definida a continuacién, la cual computa la expresion
return que se obtiene al explorar la rama (.



3.3. UN SISTEMA SIN EFECTOS 45

Definicién 3.5. Dado un término o una expresion r y una rama (3 se define la funcion de
acceso parcial rQB como sigue:
mfun(f.ae) @3 = e@f
returnt @ @ = returnt
letbox(t,z.e) @ f7lv = e[z :=v]Qf
letprod(t, ay.as.¢) @3 = e@f
mcase(t, aj.eq,az.3) @ f7inl = e, Q[
mcase(t, aj.e1,az.62) @ f7inr = e, Q[

La notacion 3¢ hace explicito el iltimo evento € de la rama cuyos elementos anteriores son
aquellos en (3.

La semantica dindmica para los términos ¢ U? v se presenta a continuacion, la diferencia
principal es que la regla de aplicacién para las funciones con nombre cambia:
t t t
tilyv, oo tal,ve o(vr,..vn) Y

o(ty,...,tn) U v

(Ebasicop)

(Eunit)

(Enum)

*  * ndl n

El
Az Tyl Az Tt (Elam)

mfun(f.a.e) {{ mfun(f.a.c) (Emfun)

ti |, v =mfun(f.ae)
ty I v
elf,a:=vi, v s, v
tl tg ‘U;Z [
tQ U«Z ’Ul
tle =27 I, v

tltg »U/Z v

(Emapply)

(Eapply)

tyh v

inlt §¢ inlv

tit v
# (Elnr)
inrt !, inrv

t 4 inlv t {5 inrv
— t — t

t1[331 = ’U] Up U1 (Ecase B |) tQ[JEQ = ’U] ‘U’p (]

case (t, 551-1517 ZEQ.tQ) U«}; V1 case (t, xl.tl, $2.t2) »U,Z V2

(Ecase —r)
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ti U5 u
ty Ub v

(t1,ta) UL (v1,v2)

(Epair)

t‘U’;E) <Ula U2>
fstt »U; V1

t 4, (v1, va)

Efst
(Efst) sndt |, vo

(Esnd)

t
LU
boxt |, boxv

Para la evaluacion de expresiones solo cambia la correspondiente a return, la cual hace
que la evaluacion del argumento ¢t de la expresion siempre se realice. La condicion auxiliar
v;Qf3 = returnt asegura que la rama [ corresponda a la exploracién del valor funcional vy
que se usa para evaluar a la expresion returnt:

v;@Qf3 = return t
t{lv

Ereturn
return t l}gwf v ( )
t {5 boxv
elt :=v] ¢ 5 !
| | Y (Eletbox)

let box (¢, z.e) ilg;vf v

t Ul (v, vg)
elay, ag := vy, vo U%?'L’f

letprod (2, ai.az.¢) U5, v

(Eletprod)

t b inlv
61[(11 = U] ‘Uienlﬂ;vf U1

mcase (¢, aj.eq, as.es) l}gwf,vl

(Emcase — I)

t | inrv

eslag = v Vg

e
inr-Bvy
mcase (t, a;.eq1, as.es) U%;vf’w

(Emcase —r)

3.3.2. Seguridad para S

La seguridad del sistema S resulta facil de demostrar dado que se trata de un sistema sin
efectos. Una de las aportaciones de este trabajo es mostar una prueba clara de la seguridad
del sistema S que ayude a demostrar la seguridad del sistema principal SM.
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Lema 3.3 (Lema de sustitucién). La semdntica estdtica del sistema S satisface las siguientes:

1. SiT 2 :RIAFt: Tyl Fr:R entonces T|AFtlz:=7r]: T.
2. Sil,z:RIAFe:TyTl|-Fr:R entonces '|AFelx:=r]:T.
3. SiT|Aa=REE:Tyl|AFr:R entonces U|AFtla:=7r]:T.
4. SiT|Aa:RFe:TyTl|AFr:R entoncesV|AFefa:=7r]:T.
Demostracion. Induccion sobre la primera derivacion de cada caso. O

Lema 3.4 (Lema de inversién de tipos).

SiT|AFx:T entonces v €T
SiT|AtFa:T entonces a € A.

SiT|AFo(ty,...,t,): T entonces T |AFt; :T;con(1<i<n)y
Fo Tix--xT,—T.

SiI'|AFx: T entonces T = Unit.
SiT'|AFn:T entonces T = Int.
SiT|AF Xz :Ty.t: T entonces T =Ty — Ta para algin To con Ty z: T |AFt: T,

SiI'| A+ mfun(f.a.e) : T entonces T=T1 — T2 para algunos Ty y T2 con
D f:Ti1—=T2lAaxTike:To.

SiT|AFtity: To entonces hay un tipo Ty tal que T |A bt :T1 —>Tay
F|A|_t2 :T1~

SiT|AFinl,t:T1+ T entonces T'|AFt:Ty.
SiT|AFinre, t: T+ To entonces T'|AFt:Tsy.

SiT| A& case (t, x1.t1, xo.ta) : T entonces T| At :T1+ To para algunos Ty y To
yademas U, oy : T1|AFt Tyl 2o : To| At T.

SiD|AF (ty,t) : T entonces T=T1 X Toy|AbFt T, T|AFty: To.
SiT|AFfstt: Ty entonces '| At : Ty X Ty para algin Ta.
SiT|AFsndt: Ty entonces I'| At Ty X To para algin T.
SiT|AFboxt: T entonces V=0T yl|-Ft:T

SiT|Atreturnt: T entonces I'| -1 : T.
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» SiT|AFletbox(t, xz.e): Ty entonces T|AFt:OT, yl,z:T1|AkFe: Ty

» SiT| At letprod (t, aj.as.e) : T entonces T|AFt: T XToyl|A a1 =T1, ag:: To b
e: T

» SiT|A|X F mcase (t, ay.eq, as.ex) : T entonces T| Al X Ht:T1+ T,
DA a =T ZFe Ty DA ay:To|XFex: T

Demostracion. Inmediata a partir de la definicién de la relacién de tipado o juicios de tipo.
]

Con ayuda de los lemas anteriores se puede probar el teorema de seguridad del sistema S:
Teorema 3.2. Ll sistema S es sequro, esto es:

1. SiT|-Ft: Tyt v entoncesT|-Fv:T.

2. SiT|-Fe:Tuye V5., v, para cualquier B y vy, entonces I'|- v : T.

Demostracion. Se probaran ambas partes simultaneamente al realizar induccién en las rela-
: P e

ciones de evaluacion |}, y Uﬁ;vf- o ' 5

Se muestran los casos para la aplicacion de funciones con nombre y para la expresion return.

= Considerar que t = t1ty con tity |} v derivado de t; ! vi = mfun(f.a.e), t5 |} vy
y e[f,a = vi,v] 5., v. Dado que I'|- = £t : T, por el lema de inversién se tiene
que I'|- ¢, : R — Ty |- F t3 : R Por hipdtesis de induccién de la parte (i) se
tiene que T'|- F v : R = Ty I'| F vy : T. Observemos que el tipo de v; implica que
I'f :R— Tla: RF e: T.Porlo tanto por el lema de sustitucién partes (ii) y (iv)
obtenemos que I'|- = e[f,a := vy, vp] : T. Finalmente como e[f,a 1= vy, vq] |5, v, la
hipétesis de induccion parte (ii) de este teorema implica que I'|- F v : T.

= Considerar que e = returnt con returnt l}%wf v derivado de v;@3 = returnt y ¢ ||} v.
Se tiene que I'|- F returnt : T, y por el lema de inversién de tipos, I'|- = ¢ : T la cual
por hipétesis de induccién parte (i), junto con returnt U%?”f v se obtiene T'|- v : T.

O

Este sistema va a ser traducido al sistema PCF ya que en [2] no hay un sistema realmente
puro en donde se pueda demostrar que la memoizacién no afecta el resultado de la funcion
que hace uso de ella. Primero veamos la traduccién a un sistema que no incluye memoizacién
semanticamente para poder demostrar la seguridad de SM.
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3.4.

Traduccion de SM a S
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Esta seccién estd dedicada a desarrollar una traduccién fiel desde SM a S para probar la
seguridad del primero. Para ello se necesitan las siguientes definiciones:

Definicién 3.6. La traduccion (-)~ de términos y tipos de SM a términos y tipos de S se

define como sigue:

s La traduccion en tipos es la funcion identidad.

= La traduccion en términos y expresiones es el mapeo que borra etiquetas:

T r

x x

a a
o(t,...,1t) ot ...,t7)

* *

n n
Ax:T.r Az T.r™
mfun,(f.a.e) mfun(f.a.e™)
s s
inlyr inlyr~
inrt s inrt s~

case(r, x.s,y.t)
(r,s)
fstr
sndr
box t
returnt
let box(t, x.e)
letprod(t, a;.as.€)
mcase(t, aj.eq, as.es)

case(r—,z.s,y.t7)
(,s7)
fstr—
sndr—
boxt~
returnt™
let box(t~, x.e™)
letprod(t~, aj.as.e”

)

mcase(t™, ai.ey, az.€5)

Mas adelante se aplicara esta traduccién a las ramas 3, obteniendo las ramas G~ al reem-
plazar cada evento de la forma !v que aparece en 3, por !(v™).

Caracteristicas importantes de la traslacién son la compatibilidad con sustitucién y con

las derivaciones de tipos.

Lema 3.5. Si r es un término o una expresion entonces r(x := t]

t]-=r7la:=t7].

Demostracion. Induccion simultdnea en términos y expresiones.

Proposicion 3.1. La traduccion t — t~ respeta los tipos.

=r[z:=t7]yrla:
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1. SiT|AIXFt:T entonces T|AFt - T.
2. SiT|A|X Fe: T entonces T|AFe : T.

Demostracion. Induccion simultdnea en las derivaciones de tipos. Se mostraran los casos
importantes:

= Sea t = mfun,(f.a.e), su derivacién de tipo es: I'| A | X F mfun, (f.a.e) : T1 — T2
Por el lema de inversién se obtiene: I', f : T1 — T2 |A,a =T |XFe: To.
Aplicando la hipétesis de induccién para el caso de expresiones se obtiene: I', f: T1 —
To|A a:: Ty F e @ Ta A partir de este juicio se puede derivar el tipo de ¢~ =
mfun(f.a.e”) que es I' | A Fmfun (f.a.e™) : T1 — To.

» Para el caso en que e = returnt la derivaciéon de tipo correspondiente es I'| A|X
return ¢ : T y por inversién se tiene I'| - | X F¢: T.
Aplicando la hipétesis de induccién a esta iltima obtenemos la derivacién I'| - ¢~ @ T
con la cual se puede derivar I'| A F (returnt)™ : T que es el juicio de e~ = returnt™.

]

Para probar que la traduccion es fiel se necesita simular una memoria @ de un modo
adecuado. Para este propdsito se usan tablas de funciones que asocian etiquetas de locaciones
con valores de funciones con nombre.

Definicién 3.7. Una tabla de funciones 7 es una funcion parcial 7 : L — F con dominio
finito, mapeando etiquetas de locaciones a valores funcionales de la forma mfun(f.a.e).

La justificacion de la regla (Enotfound) se realiza mediante el siguiente

Lema 3.6. Si p,t | v, 1/, p(0)@QB = returnt y u(€)(B) estd indefinida entonces p'(€)(53)
también estd indefinida.

Demostracion. Véase la prueba que aparece en [1] en donde se usan las tablas de funcién y
funciones de acceso. []

Para que la simulacién de la evaluacion sea completa, se necesita asociar la tabla de
funciones 7 con la memoria u. La relacion entre la memoria u en el sistema SM y la tabla
T en el sistema S es la siguiente: para cada funcién memoizada f que tiene relacionada una
tabla de memoizacion almacenada en p bajo una tunica etiqueta ¢, existe una funcién con
nombre f~ que es la imagen de la misma locacion ¢ en 7. Esta idea se refleja en la siguiente

Definicién 3.8. Sea p una memoria, T una tabla de funciones, r un término o expresion y
€ una exrpresion.

» T es consistente con v si y solo si para cada subtérmino de r de la forma mfun,(f.a.e),
se tiene T(¢) = mfun(f.a.e™)
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= T es consistente con p siy solo si para toda ¢ € dom(u) y 5 € dom(u(l)), si u(€)(5) =v
entonces T es consistente con v.

= 7 es compatible con p si y solo si:

e dom(p) = dom(T)
e T es consistente con .

e Para toda ¢ € dom(u), B € dom(u(l)) yt término, si u(€)(B) = v y 7(£)QF~ =
returnt~ entonces t~ |, v~. Llamemos a esta condicion (o).

Para probar que la traduccién simula la relacion de evaluacion se necesita de los siguientes
conceptos:

Definicién 3.9. Una rama aumentada v es una lista de eventos aumentados €. Un evento
aumentado guarda los puntos de decision y los relaciona con las variables de recurso.

you= e|e-y
e == (v)]|Ww]|(vy,v2) | inlv]inrv

Las funciones parciales de acceso para las ramas aumentadas se definen como sigue:

mfun,(f.a.e) @~y"(v) = e[f,a:= mfuny,(f.a.e),v] Q~
ce@Qe = ¢

letbox(t,z.e) @~y lv = e[z:=v]Q~y
letprod(t, aj.as.€) @ v vy, v9) = elay, as := vy, v9] @7y
mcase(t, aj.e1,az.2) @y inlv = ejfa; :=v] Q5
mcase(t, aj.eq,az.ea) @y inrv = eyfa; =] Q

Las ramas aumentadas son usadas dentro de la demostracion de la proposicién 3.2 que
aparece mas adelante.

Definicién 3.10. Dada una rama aumentada v se obtiene una rama simple denotada por
~° al olvidar los eventos de la forma (v) y (v1,ve) asi como los eventos v en las inyecciones
inlv e inrv.

Ademds, la traduccion v~, de una rama aumentada 7y, se obtiene al reemplazar cada valor v
que aparece en vy por v .

Operacionalmente, las ramas aumentadas generan el mismo resultado que las ramas sim-
ples como lo asegura el siguiente

Lema 3.7. Las ramas aumentadas no modifican la expresion return. Esto es, si T(£)Qy =
returnt entonces T(¢)Q~° = returnt.

Demostracion. Véase la demostracién que aparece en [1]. O
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La siguiente proposicion muestra que la preservacién de la semantica en la memoizacion
selectiva del sistema SM es la misma respecto a la semantica selectiva sin memoizacién del
sistema S y permite concluir que la traduccion es fiel. Esta proposicion esta reformulada de
la que aparece en [2] para hacerla clara respecto a la traduccion.

Proposicion 3.2. La traduccion t — t~— simula la evaluacion bajo las siquientes condiciones:

1. Sea T consistente con t y compatible con la memoria . Si p,t ' v, 1/ entonces t~ U; v
y existe 7' D T tal que 7' es consistente con v y compatible con .

2. Sea T consistente con la expresion e y compatible con la memoria p, B sea una rama
simple y v una rama aumentada. Si pi,e Y5q, v, ', ¥° = By T(0)Qvy~ = e~ entonces
existe 7' O T tal que 7' es consistente con v y compatible con p' y e~ b%w'(z) v

Demostracion. Las dos partes son demostradas simultaneamente por induccién sobre las dos
relaciones de evaluacion. Se muestran los casos mas relevantes:

w ¢ = (t1,t2) y p, (t1,t2) I* (v1,v9), / derivada de la regla Epair.
La tabla de funciones 7 es consistente con t; y con t, ya que lo es para el par. Entonces,
por hipdtesis de induccién existe 77 consistente con v; y adecuada para pq, también es
consistente con t, ya que 7 lo era.
Asi mismo por hipétesis de induccién existe 5 DO 71 consistente con v5 y adecuada para
io. Finalmente 7 es consistente con vy y vy y asi es consistente con (vl, 112}.

w t = tity y p, tite ' v, p’ derivada de p,t; §F v = mfun,(f.a.€), p1, pi,te I 0 ey
H2, €[f, a .= v, UQ] ‘U’f@é v, ,u’.
Sea 7 consistente con t y compatible con p. En particular 7 es consistente con t, de
la cual por hipétesis de induccién se obtiene que U; vy y 71 2 T consistente con vy
y compatible con p;. Aplicando la hipétesis de induccion a ¢y con 71, que es posible
ya que 7y extiende a 7 y por tanto 7; también es consistente con 5, obtenemos que
129 l}; vy ¥V T 2 Ty consistente con vy y compatible con py. Obsérvese que la tabla de
funciones 7, también es consistente con e[f,a := v1,v5] ya que 75 es consistente con
v1, vy y también con e para e subexpresién de vy.
Falta mostrar una v tal que 7° = o y 75({)@Qy~ = (e[f,a := vy, v5])”. De la hipdtesis
de induccién para e[f,a := vy, vo] se tiene a 7 tal que e[f,a := vy, vo]|” Ve, v~ que

genera a t— ll;, v~ como se desea. Definir v = (vq) - ®, entones se tiene:

7—2(2)@’}/7 = ’Ul_@’y*
= e [f,a:=v, 0]
= (e[f,a:=wvi,v5])” (por lema 3.5)

= e =returnt y p,e |5q, v, ¢ derivada de la regla (found).
De esta regla se tiene que p = p' y pu(€)(5) = v. Suponer que 7 es consistente con
returnt y compatible con p, v° = 3 y 7(£)@Qvy~ = (returnt)” = returnt~. Observemos



3.4. TRADUCCION DESM A S 53

que como p(€)(5) = v la compatibilidad de 7 con p implica que 7 es consistente con v.
Mas aun como 7(£)@Qy~ = returnt—, el lema 3.7 implica que 7(£)Q(y~)° = returnt™.
Pero (y7)° = (7°)~ = 7, por lo tanto 7(¢)@Q3~ = returnt~ y nuevamente por la
compatibilidad se tiene que ¢~ U; v~. Finalmente al utilizar la regla de (Ereturn) se
tiene returnt™ l}gﬁ(@ v~. Asi en este caso es suficiente que se tome 7/ = 7.

= e =returnt y p,e |5q, v, ¢ derivada de la regla (notfound).
Suponer que 7T es consistente con returnt y compatible con p, v° = gy 7({)Qy" =
(returnt)” = returnt~. Por hipdtesis de induccién existe 71 O 7 consistente con v y
compatible con y' y t~ {2 v~. Tomar 7/ = 7, sélo resta demostrar que 7’ es compatible
con " = /[t — 0[]

o dom(y") = dom(7") ya que p” es s6lo una actualizacién de p'.

e 7' es consistente con p”. Obsérvese que, como 7’ es consistente con p’ es suficiente
con mostrar la consistencia de la actualizacién p”(¢)(3) = v. En este caso se
necesita mostrar que 7’ es consistente con v, pero ya lo es por la definicién de 7'.

e Para mostrar la condicién (¢) se cumple, es suficiente demostrar que para ¢, 3 y
un término arbitrario t' tal que " (€)(5) = vy 7(£)@QF~ = returnt’~. Pero se tiene
que 7(£)@QF~ = 7(£)@Qy~ = returnt~ lo cual implica que t = ¢/, para _Q_ funcién.
Falta mostrar que ¢~ l}; v~ pero esto es consecuencia de la hipétesis de induccién.

O

Es facil ver que si t = f v es una aplicacién donde la funciéon f no tiene variables libres, la
parte (i) de la proposicién 3.2 implica que la traduccién de una funcién memoizada calcula la
aplicacion t— = f~ v~ que corresponde a una funcién no memoizada con el mismo resultado
que f bajo el argumento v.

A continuacién se dan las condiciones que garantizan la existencia de una tabla de funcion
como lo requiere la proposicion 3.2.

Lema 3.8. Si (e@~) estd definida, entonces para cada evento aumentado €
(e@ry)@Qe = e@(e-7)
Demostracion. Induccion sobre «y

1. Caso Base 7y = e
De la definicién e @ e = e por lo tanto (¢@e) |, entonces e@Q @ Qe =ec@e =c@Qe¢ - o.

2. Caso Inductivo v = v," €
Suponer que (e @~) | entonces (e@~;" €1) | asi se obtiene que e y € son compatibles
de acuerdo a la definiciéon recursiva para la funcion de acceso parcial y en tal caso
e@~;" ¢ =€ @~ donde €' se obtuvo al aplicar la definicién de la funciéon @ a e y €.
Por lo tanto (¢/ @) | pues (e@~;" €) |.
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De la hipétesis de induccién tenemos que: (¢/ Q) Qe =’ Qe - ;.
Ahora tenemos que:
eQe-y = eQe- (y/e)
= e@Qe-y)e
= € Qe-y
= (dQ~v)Qe
Por otra parte:
(e@ry)@Qe = (e@nfe) Qe
= (¢ @Q~)Qe

O

Lema 3.9. Sea e una expresion tal que p1, € {5q, v, 1 se origina en una aplicacion p*, tits l};
v*, ' con p* inicial, entonces existe una tabla de funciones T, y una rama aumentada 7y tal
que T, es consistente con e y compatible con p, v° = y 1.({)Qy" =e".

Demostracion. De acuerdo al lema se tiene la siguiente situacién:

n, € U%@[ v, ,u,
MN7 6/ U’%l@f v, IU//

*/

wry ty JF vg = mfung(f.a.er), pa, to I vg, o o, erlf,a = vy, va] Yea, v, 1
u*, tth llt U*, :U“*I

La prueba procederéa por induccién en el ntimero n de las reglas de evaluacién desde
e1]f, a := vy, vo] hasta la evaluacién de e.

= Base de la induccién: n = 0 que significa que no hay regla de inferencia, es decir,
e = e1|f,a := v1,v9] y v1 = mfuny(f.a.e;). Como p* es inicial se puede construir 7
consistente con t1t, y compatible con p*. De esta tabla, 7, aplicaciones repetidas de
la proposicién 3.2 obtienen la tabla buscada 7.. En particular se tiene que 7.(¢) =
mfun(f.a.ey).
Definir ahora v = (vy) - @, y observar que 7.(¢)Qy~ = e [f,a:=v],v5 |- @ =e[f,a:=
vy, vy |. Pero por el lema 3.5 se tiene que ey [f,a := vy ,v5| = e1[f,a == v, v9]” =€~
para completar esta parte.

» Paso inductivo: asumir que hay n + 1 reglas de inferencia desde e;[f, a := vy, v9] hasta
e. La prueba se hara por los casos posibles de la regla superior.

e Para el caso de letbox se tiene ¢ = letbox(t,z.€1), e = e[z := v1], 6 =lvy - B4
y p”,t |, boxwvy, p. Por hipétesis de induccién existen 7 y 71 tales que 7o es
consistente con €' y compatible con p”, 7., (¢)Qy; = €'~ y 47 = (1. En particular
T €S consistente con t y por lo tanto, por la proposicion 3.2, existe 7 tal que
7" D 7. es consistente con boxw; y compatible con p. Més atin, 7”7 también es
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consistente con e = ej[r := v;] y como es compatible con u se puede definir
Te=1".

Definir v =lvy - y; y observar que 7° =lvy -y7 =lv; - 81 = 3, suficiente para mostrar
que 7.(0)Qy~ =e".

T()@yT = T (0)@y”
= (] 77)
= (rv(0)@y;)@luy) ( por lema 3.8)
= letbox(t™, z.e] )Qlvy
= e[z :=v]|Qe
= ej[v:=v{]=e" (porlema 3.5)

e ¢ = letprod(t,as.aq.e1) entonces e = eq[ay, as := vy, v9] de donde sabemos que t se
redujo a (vi,v2) y B = fi.
Por hipétesis de induccién existen 7., y 7y; tales que 7., es consistente con €’ y es
adecuada para i, vy = 1y 1o (0)Qy =€~
Sean 7,(0) = 1(¢) y v = (v1,v2) 01, asi v° =7 = § = [3; entonces:

T(0)@y™ = (1e(£)@y)~

= (T (0)Q(vy,v2) - m)~

= (7 (0)@7y1)@(v1,v2))~
(letprod(t, aj.az.e1)@(vy, v9) 0 @)~
(e1]a, ag := vy, ve]Qe)~

= e;lal,as :=vy, vy =€

e ¢/ = mcase(t,ay.e1,as.e5). Hay dos casos:
Si t se redujo a inlv entonces e = e[a; := v| y por hipétesis de induccién existen
Te v 71 tales que 7. es consistente con € y es adecuada para pi, 77 = By
T (0)@y =€~
Sea T, =To yy=inlvyoy,asiy° =77y

(re(0))" @y = (7(0)@y)”
= mcase(t™,as.e;, az.e5)@(vy)oe
ei %al = Ul_%@t

Si t se redujo a inrv entonces e = eyfay 1= v

Después del siguiente lema se podra demostrar la seguridad del sistema SM.

Lema 3.10. Sea r un término o una expresion de SM. Si I'|A Fs r~ : T entonces existe un
contexto de etiquetas de locaciones ¥ tal que T|A|X bFey r: T.
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Demostracion. Induccion sobre g ™.

Veamos el caso para funciones memoizadas:

A partir de T'|A Fs mfun(f.a.e”) : T1 — T2 y por el lema de inversién se obtiene I', f: T1 —
To|A a:TikFse :To.

Aplicando la hipétesis de induccién se puede obtener I', f : T1 — To|A,a:: T1|X Fs e :
T2 en donde X es el contexto de etiquetas para e™. Asi sélo es necesario agregar una etiqueta
nueva a Y que indique la locacion donde se guarda la tabla para la funcién f

X =3U{f} T|AY Fom mfun(f.ae”): T1— Ty

3.4.1. Seguridad de SM

Ahora se puede desarrollar la prueba de seguridad de tipos para el sistema SM que se
describe en el teorema 3.1.

Teorema (Seguridad de SM).
1. SiT|- |2k t:T yu,t v, 1 con pinicial, entonces existe ' tal que T'| - |[X' Fov: T.

2. SiT|-|¥Fe:Tyla evaluacion i, e 5q, v, ' se origina en una aplicacion® p*, ity |
v*, ' con p* inicial, entonces existe ' tal que T'| - |X' v T.

Demostracion.

» Parte (i). Supongamos I'| - |[X ¢ : Ty u,t J' v, con p una memoria inicial.
Sea L; el conjunto de etiquetas que ocurren en t. Sin pérdida de generalidad se puede
asumir que dom(pu) = L; = dom(X). Observemos que el tipado asegura que para
cada ¢ € dom(T) existe una unica expresién e tal que mfuny(f.a.e) ocurre en t. Por
lo tanto se puede definir una tabla de funciones 7 con dom(t) = dom(u) al definir
7(¢) = mfun(f.a.e™) para cada ¢ € dom(7). De esta forma 7 es consistente con ¢ por
construcciéon y es compatible con p dada la inicialidad de p. Luego entonces se puede
aplicar la parte (i) de la proposicién 3.2 para obtener a 7/ O 7 tal que 7’ es consistente
con v, compatible con 'y t= {1 v™.
Por otro lado, de la proposicién 3.1 se tiene la derivacién de tipo parat—, T'|- F ¢ : T,
la cual junto con ¢~ U; v~ implica, por la seguridad del sistema S (prop. 3.2), que
Il-Fo :T.
Finalmente el lema 3.10 produce 3’ tal que I'| - |¥' F v : T.

4Es decir que p, e YGae v 1 se obtiene como parte de la derivacién de la premisa que involucra a g, en
la regla (Emapply).
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= Parte (ii). Ahora supongamos I'|-[X e : Ty u, e |§q, v, i’ originada en una aplicacién
p*, tity I v*, it con p* inicial. Por el lema 3.9 existen 7, consistente con e y compatible
con 1, y 7y tal que 7.(£)Qy~ = e~ y 4° = [.
A partir de la proposicién 3.1 se puede obtener la derivaciéon I'|- + e~ : T y por la
seguridad del sistema S, tomando la evaluacién e~ l}%wf v™, se obtiene T'|- - v~ : T.
Finalmente se agrega el contexto de etiquetas >’ de acuerdo al lema 3.10 T'|-|¥' - v : T.

Se ha demostrado el objetivo principal de este capitulo. Sin embargo, a pesar de que el
sistema S no tiene efectos laterales explicitos, desde un punto de vista estricto, este sistema
no es puro, se conserva la distincién entre términos y expresiones asi como la selectividad.
Para resolver este problema se da una traduccién de S al lenguaje funcional puro PCF. Asi,
se reduce indirectamente el sistema para memoizacién selectiva a uno puramente funcional
demostrando que la seméantica original que incluye memoizacion es correcta respecto a la
semantica pura de PCF.

3.5. Traduccion a PCF

La traduccién anterior, a pesar de eliminar efectos laterales, no queda del todo pura, el

sistema S sélo es un auxiliar para probar la seguridad del sistema SM el cual maneja funciones
memoizadas de manera selectiva. La impureza en la semantica recae en el uso de tablas de
funciones y la selectividad para analizar los argumentos de funciones memoizadas, asi como
la conservacion del constructor return.
En [2] se demuestra que la evaluacién de cualquier funcién memoizada devolveria el mismo
valor si no estuviera memoizada mediante la traduccion del sistema SM a uno que no incluya
memoizacion. Esta idea no queda totalmente expuesta y es la que se interpreta como seguri-
dad del sistema MFL de Acar et al. Un sistema puro debe de eliminar completamente los
efectos de la memoizacion. En esta seccién se describe la traduccién al sistema PCF (Pro-
gramming Computable Functions) de D. Scott y G. Plotkin, un sistema puro y bien conocido
en el ambito de la programacién funcional.

La traduccién en tipos es la funcién identidad excepto para el caso del tipo box: (O T)* =
T*. Ya que el tipo T indicaba cuando un argumento de una funcién memoizada debia
ser explorado para registrar las dependencias entre él y el valor devuelto por la funcién. La
traducciéon de una funcién memoizada es el operador de punto fijo, cominmente llamado fix
para funciones recursivas; en este sistema sélo lo llamaremos fun.

Los términos y expresiones se colapsan en términos de PCF, obsérvese que las variables de
recurso a son mapeadas a variables z, de PCF.
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r r
x x
a Tq
o(t,...,t) o(t*, ... t*)
* *
n n
Ax:T.r Ax T
mfun(f.a.e) fun(f.z,.e*)
rs r*s*
inl+r inl¢r*
inrg s inry s*
case(r, x.s,y.t) case(r*, x.s*, y.t*)
(r;s) (r*,s)
fstr fstr*
sndr snd r*
box t t*
return ¢ t*
let box(t, x.€) let(t*, z.e*)

letprod(t, a;.as.€)
mcase(t, aj.eq, as.e3)

let(snd t*, z,,.(let(fstt*, z,,.€%)))

* * *
case(t*, Tq,.€}, Tq,-€3)

Las funciones con nombre fun y las expresiones let se consideran primitivas de PCF a

pesar de que son azucar sintactica.

Los siguientes resultados prueban que la traduccién (-)* es fiel.

Proposicién 3.3. Sea r un término o una expresion. SiT|A F r: T entonces ', A* Fr*: T*

donde T* ={z: T*|x: TeTl} y A* =

Demostracion.
Induccién sobre la estructura de r:

» r =boxty I'| AF boxt:OT.

{z4la = T € A}.

Utilizando el lema de inversién se obtiene I'|- F ¢ : T y aplicindole la hipétesis de
induccion obtenemos la derivacion del tipo I'* F ¢* : T*. De ésta se puede obtener que
I, Ak t*: T" por la propiedad de monotonia, pero observemos que (boxt)* = t* y
(OT)" =T* por lo tanto I'*, A F (boxt)* : (OT)*

» v =mfun(f.a.e) y T'| A+ mfun(f.ae): T1— To.
Por el lema de inversion se obtiene I', f: Ty — T2|A,a:: T Fe: Toy aplicando la
hipétesis de induccién: T, f: T1* — To*, A% z, = T1*Fe*: To*. Con este resultado
se puede derivar el tipo de 7* = fun(f.x,.€*): I'", A* F fun(f.z,.€*) : T1* — To"
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» r=returnt y I'| A returnt : T.
Sabemos que (returnt)* = t* y por el lema de inversién obtenemos I' |- = ¢ : T. Aplican-
do la hipdtesis de induccion se obtiene I'* - ¢* : T* y por la propiedad de monotonia se
puede agregar el contexto faltante I'*, A F ¢*: T*.

» = letbox(t, z.e) y I'| A F letbox(t, x.e) : T.
Por el lema de inversién se obtienen dos derivaciones de tipo I|AF¢: 0T,y
'z : T1|A F e : Ta. Al aplicar la hipdtesis de induccion a ambas se obtienen las
hipétesis para derivar el tipo de r* = let(t*, z.e*) = (let(t, z.e))*:
Del™, A*Ft*: T y ',z :T1% A" Fe*: To" se deriva I'*, A* F let(t*, z.e*): T1*

[]

*

Proposicién 3.4. La traduccion (+)* satisface las siguientes:

1. Sit ] v entonces t* |pcr v*.
2. Sie U%?’Uf v entonces e* |pcp v*.

Demostracion.
Las dos partes se demuestran simultdneamente por induccién sobre las relaciones de
evaluacion l}; y llg,vf, se muestran algunos de los casos mas relevantes:

=t =1ty y tity J, v derivada de t; |, vi = mfun(f.ae), to U} vy v e[f,a:=
V1, UZ] ‘U’f;vl v.
A cada una de las anteriores se les aplica la hipdtesis de induccion correspondiente:
t1* Ipcr v1* = fun(f.xq.€%), t2* Upcr v2* v €*[f, x4 := v1%, v2*] pcF v* para obtener
la evaluacién (¢ t)* {pce v*.

= e =return ty return tl}%wf v derivada de v;@Q3 = return ¢ y t% .
Calculando e* se obtiene (return ¢)* = t*, basta con aplicar la hipdtesis de induccién a
la evaluacién ¢ |}}, v para encontrar la evaluacién de (return t)*: (return ¢)* {pcr v*

_ . . .-
» ¢ = mcase(t, aj.eq, az.ep) y mcase (t, aj.eq, as.es) llﬁ;vf,vg derivada de t |l inrv y
. — e

62[(12 T U] ‘U’inrﬁ;vf V2.

Aplicando el caso de la hipdtesis de induccién correspondiente se obtienen:

t* Upcr inrv* y e[z, := v*] Ipcr v2*, las cuales derivan la evaluacion de

* * * *
e* = case(t*, x4, .€], Tay-€3)

[]

Finalmente se demostrado que la traduccién del sistema SM a PCF pasando por el sistema
S es fiel. Ademas la propiedad de transparencia referncial se conserva ya que el resultado de
una funciéon memoizada es el mismo que se obtendria si no se memoizara.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

Si bien, la técnica de memoizacion es una técnica para la optimizacién de programas
puede suceder que no sea efectiva. A lo largo de este trabajo se revisaron diferentes enfoques
para implementar la memoizacién, algunos menos intuitivos o menos efectivos. Todos ellos
fueron desarrollados dentro del ambito funcional puro, algunos llevados a la implementacion
en el lenguaje HASKELL donde se pudo comparar su desempeno a través del nimero de
reducciones hechas al momento de la evaluacién. Los desempenos dependen de la forma de
implementacion: de las estructuras utilizadas para el manejo de la tabla de memoizacion y
del manejo de las funciones memoizadas.

Los enfoques estudiados revisan diversas formas y técnicas para manejar e implementar la
técnica de memoizacion:

» Para indexar la tabla se revisaron y estudiaron diversas formas de indexacion. Desde la
mas comun en donde se toman los argumentos de las funciones memoizadas como llaves,
hasta la que requiere de una sintaxis especial para identificar las dependencias generadas
por los argumentos e indexar la tabla utilizando el recuento de estas dependencias.

= Para la implementacién y manejo de las tablas de memoizacion se compararon diferentes
estructuras. La estructura mas sencilla es una lista que almacena tablas las cuales son
parejas que incluyen el nombre de la funcion memoizada y la tabla representada por una
lista de parejas argumento-resultado. Otra estructura usada, que en escencia continia
siendo una lista, es la moénada de estado. Con el polimorfismo politipico de segundo
orden se definieron las funciones de manejo de una tabla de memoizacion como funciones
inversas y finalmente se simularon la memoria y las tablas mediante funciones parciales
en la parte de memoizacion selectiva.

Para transformar una funcién recursiva a una funcién memoizada se revisaron los enfoques
monadico, politipico y selectivo. Del primer enfoque se revisaron dos transformaciones: la
primera propuesta por Frost, utiliza la funcién memoize la cual recibe como argumento una
funcion que incluye la ménada de estado. Este argumento debe ser transformado antes de ser
programado, es decir a partir de una solucion recursiva al problema, ésta se modifica para
incluir la ménada de estado y asi manejar la tabla de memoizacién. La segunda propuesta
por Brown y Cook, describe el proceso monadification el cual es més laborioso que el anterior.
La transformacion de la solucién recursiva incluye el uso de ménadas pero para simular la
programacion imperativa ademas aprovecha la ventaja de la evaluacion perezosa y manejar
la tabla de memoizacién a través de un diccionario.
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El segundo enfoque aplica el polimorfismo politipico de segundo orden usado para definir
la tabla de memoizacion a la implementaciéon recursiva. En este enfoque no es necesaria una
transformacién previa de la solucion recursiva, de hecho es mas elegante el uso de la tabla de
memoizacion al verla como la aplicacion de dos funciones, primero la que agrega valores a la
tabla seguida de la funcion que accesa a la tabla para buscar un resultado almacenado.

La programaciéon funcional pura ayudé a la implementacion sencilla de los enfoques uti-
lizados. Gracias a las ventajas que provee se pudo simular la programacién no funcional y
sacar provecho de las definiciones de tipos de datos para implementar las tablas. HASKELL
permitio comparar los enfoques de las implementaciones estudiadas. La inclusion de la pro-
gramacion genérica dentro de la programacién funcional pura permitié hacer uso del concepto
de herencia, caracteristica importante de los lenguajes orientados a objetos, para definir atrib-
utos y parametros dejando de lado la implementacién particular de los métodos a la clase
que hereda la clase mixin (pag. 21).

El tercero y ultimo define un trato especial de las funciones a memoizar, tanto sintéctica
como semanticamente. En este enfoque, el selectivo, se desarrollo el sistema SM semejante al
sistema MFL de [2] pero con las siguientes mejoras desde un punto de vista tedrico:

» cambio de la modalidad ! T (bang) por el tipo modal OJ T correspondiente a la modal-
idad de necesidad expuesta en [26]

= la seméntica estatica provee un seguimiento exacto de las etiquetas que figuran dentro
de un término o expresion

= del punto anterior se asegura estaticamente la unicidad de una etiqueta para las fun-
ciones memoizadas

= la seguridad del sistema SM se demuestra mediante una traducciéon a un sistema sin
efectos

» finalmente se traduce al sistema puramente funcional PCF

Este dltimo punto muestra que la memoizacion selectiva no afecta el resultado final de
una evaluacién en donde esté involucrada una funcién memoizada, es decir se conserva la
transparencia referencial y se obtiene una optimizacién efectiva.

Dentro del trabajo futuro se busca realizar una implementacion en HASKELL basada en
la memoizacién politipica revisada en el capitulo anterior y desarrollada en [13]. También
se busca formular un sistema que, bajo la correspondencia Curry-Howard, corresponda al
fragmento de necesidad de la reconstruccién con juicios de la 16gica modal vista en [26].
En particular se debe marcar una diferencia entre las reglas de tipado de términos y de
expresiones a pesar de que se encuentran definidas mutuamente para su evaluacién. Ademas
el constructor return debe desaparecer para tener una correspondencia completa. Algunas
posibles extensiones son:
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1. agregar el tipo O T para representar la memoizacién monadica y otros cémputos de
tipo T.

2. incluir tipos compuestos pero las dependencias de dato deben ser refinadas

3. incluir tipos inductivos como aparece en [18] para modelar el principio de recursién por
curso de valores

El esquema de recursién por curso de valores generaliza la iteracion, veamos la definicion
de este principio para los niimeros naturales:

Definicién 3.11. Sean nat el tipo de dato para los nimeros naturales, C' un (co) tipo de
datos, cg,...,c;, € C y la funcién g : ColistC — C°. La funcién f : nat — C se define por
curso de valores con casos base cg, . ..,cr y funcion de paso g si y solo si:

= f(0)=co, f(1)=ci1,..., f(K) =ck
» f(n+1)=g(redfn), n>k

donde rcd : (nat — C) — nat — Colist(C) es la funcion que registra la historia de f:

redfn=[fn, f(n—1),..., f0]

Una funcién interesante definida utilizando este principio es la que genera los niimeros de
Cataléan:

Co=1, Cop1=0CC,+CiCpoi+...C1C + C,Ch

Se puede extender el sistema de tipos al agregar pF' para modelar las algebras iniciales
que permiten definir tipos inductivos como los naturales, las listas finitas de objetos, etc.
Asi los tipos bésicos ya no se considerarian basicos sino una construccién permitida por la
gramatica como lo muestra la siguiente regla:

Tkt F(uF)

I
e G

5Colist es el tipo de dato de las listas no vacias y posiblemente infinitas definidas por el funtor FX =
Cx(1+X)
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