UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Propagacion de Ondas Electromagnéticas en una
Interfase con Tres Medios

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

F I S 1 C O
P R E S E N T A:

RICARDO PEREZ PENA

DIRECTOR DE TESIS:
JUAN ADRIAN REYES CERVANTES
2010



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Datos del alumno

Apellido paterno

Apellido materno

Nombre

Teléfono

Universidad Nacional Autdnoma de México
Facultad de Ciencias

Carrera

Numero de cuenta

Datos del alumno

Pérez

Pefia

Ricardo

56574332

Universidad Nacional Autdnoma de México
Facultad de Ciencias

Fisica

402084244

Datos del tutor
Grado

Nombres
Apellido paterno
Apellido materno

Datos del tutor
Dr.

Juan Adrian
Reyes
Cervantes

Datos del Sinodal 1
Grado

Nombres

Apellido Paterno
Apellido Materno

Datos del Sinodal 1
Dr.

José Manuel
Hernandez
Alcéntara

Datos del Sinodal 2
Grado

Nombres

Apellido Paterno
Apellido Materno

Datos del Sinodal 2
Dr.

José Rufino

Diaz

Uribe

Datos del Sinodal 3
Grado

Nombre

Apellido Paterno
Apellido Materno

Datos del Sinodal 3
M. en C.

Mirna

Villavicencio
Torres

Datos del Sinodal 4
Grado

Nombres

Apellido Paterno
Apellido Materno

Datos del Sinodal 4
Dr.

Carlos Ignacio
Mendoza

Ruiz

Datos del trabajo escrito
Titulo

Numero de Paginas
Ao

Datos del trabajo escrito

Propagacion de Ondas Electromagnéticas en una
Interfase con Tres Medios.

99

2010




Indice General

0.1 Imtroduccidn. . . . . . . . . . . .o

1 Pantallas de Cristal Liquido.
1.1 Visualizadores de Informacién. . . . . . . .. .. ... .. ...

2 Campos Electromagnéticos.
2.1 Ecuaciones de Maxwell. . . . . . .. ... ... ... .. ...,
2.2 Ecuacion de Onda. . . . ... ... ... ... . ........
2.2.1 Solucién de la Ecuacién de Onda. . . . . ... ... ..
2.3 Ondas Electromagnéticas en Medios. . . . . . . .. ... ...
2.3.1 Condiciones de Frontera. . . . . . .. ... ... ....
2.3.2  Amplitud de las Ondas Reflejada y Transmitida. . . . .

3 Ondas Electromagnéticas en Medios Compuestos.
3.1 Modelo Propuesto. . . . ... ... ... ... ...
3.2 Propuesta de campos magnéticos. . . . . .. .. ...

4 Meétodos de Solucién.

4.1 Condiciones de Frontera. . . . . . . ... ... ... ......

4.1.1 Condiciones en la interfase entre los medios 2 y 3, para
H.,.D,yE, . ... ... ... ... .. ......
4.1.2  Condiciones en la interfase entre los medios 0y 2y 3. .
4.2 Solucién a orden ceroen O (g3 —€2). . . . . . . . ...
4.3  Solucién a primer orden en O (63 —€3). . . . . . . ... ...
4.4 Discusién de Resultados. . . . . . ... ...

5 Conclusiones.

6 Apendice:Representacién Integral de la Funcién de Hankel.

36
36

36
45
63
7
88

91

94



0.1 Introduccion.

El trabajo que se desarrollara en esta tesis de licenciatura se inspira en los
esfuerzos précticos de elaborar pantallas de cristal liquido de visién amplia.
Las pantallas de cristal liquido , conocidas cominmente como pantallas de
LCD por su acrénimo en inglés, constan de una matriz multiplexada de
pixeles y a su vez cada pixel de la matriz estd constituido por una celda
de cristal liquido. Dicha celda puede ser facilmente manipulada mediante el
uso de voltajes alternos que varfan la configuracién del cristal liquido (mds
especificamente la variacién en la configuracién del cristal liquido se traduce
en una variacion de su permitividad eléctrica y por lo tanto en su indice de
refraccion). [1], [3]

Para lograr desplegar informacién por medio de visualizadores de cris-
tal liquido, se activan ciertos pixeles de la pantalla para que permitan la
transmisién de la luz o se desactivan para evitar su paso, entonces es posible
imaginar que en algin instante dos celdas adyacentes podrian tener distintos
indices de refraccion.

Para simplificar el problema, se considera una superficie compuesta de
dos medios distintos (que formarian la pantalla) inmersos en otro medio que

se tomard como el vacio. El modelo propuesto tiene como finalidad describir



la propagacién de luz en presencia de estos tres medios y se desea obtener
las amplitudes del campo tanto reflejado como transmitido y analizar su
dependencia con el dngulo de incidencia.

El propdsito de esta tesis es obtener una expresion analitica que permita
determinar la amplitud de las ondas reflejadas y transmitidas en el modelo
simplificado de los tres medios que se mencioné en el parrafo anterior. Para
lograrlo se partird de una soluciéon propuesta en términos de ondas planas
tal y como se hace en algunos libros de texto cuando se tiene el problema de
dos medios solamente|[7]. Al igual que se hace comunmente, se aplicardn las
condiciones de frontera y se obtendra una serie de ecuaciones que se resumen
en un sistema de tres ecuaciones con el cual se obtienen las amplitudes de
las ondas reflejada y transmitida.

La tesis se divide en los siguientes capitulos:

En el capitulo 1 se plantean algunas motivaciones que han llevado al
desarrollo en el drea de los cristales liquidos, se mencionan sus origenes y
principalmente se describe en rasgos generales cémo funciona una pantalla
de cristal liquido.

En el capitulo 2 se revisa la teorfa de la propagacién de luz en medios

y para esto se efectia una revisiéon de la teorfa electromagnética, que se



utilizardn a lo largo del desarrollo del modelo propuesto.

Posteriormente en el capitulo 3 se plantea el modelo propuesto que se
utilizard para estudiar el problema planteado y a lo largo de este capitulo
se aplicard la teorfa ya conocida del electromagnetismo para llegar a tres
ecuaciones analiticas que formardn un sistema de ecuaciones para obtener
las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida. A partir del sistema de
ecuaciones se pueden plantear varios métodos de solucion, y en este trabajo
de tesis se siguié como primera aproximaciéon el método de aproximaciones
sucesivas quedandose hasta primer orden.

Finalmente, se resumen los resultados principales y se comentan algunas

perspectivas.



Capitulo 1

Pantallas de Cristal Liquido.

En 1968 dos cientificos de RCA demostraron que una capa delgada de cris-
tal liquido era capaz de cambiar de turbia a clara cuando se le aplicaba un
voltaje eléctrico. Aunque éste fue el primer visualizador de cristal liquido
(LCD) requeria un voltaje demasiado elevado; consumia mucha potencia y
producia un visualizador de baja calidad. Tres anos después, dos cientificos
que trabajaban uno en Suiza y el otro en Estados Unidos, informaron que
una celda de cristal liquido podria cambiarse de claro a oscuro por medio
de un voltaje eléctrico. La calidad mejorada de este visualizador junto con
su bajo consumo de potencia, hizo a este dispositivo digno de aplicacion.
Diez anos después equipos que funcionaban con baterias tales como relo-
jes y calculadoras, contenfan visualizadores de cristal liquido que requerfan

extremadamente baja potencia.[1], [2]



La combinacién de ambos progresos cientificos y las nuevas ideas tecno-
l6gicas, causaron una explosién en el nimero de investigaciones en el campo.
En el drea de los LCD se desarrollaron por lo menos seis tipos diferentes
de visualizadores, incluyendo algunos que usaban cristales liquidos nemati-
cos y esmécticos. Numerosos articulos de investigaciéon comenzaron a llenar
volimenes cada ano, y aparecieron regularmente nuevas aplicaciones. FEl
nimero de conferencias de investigacién sobre cristales liquidos crecieron en
tamano desde aproximadamente cincuenta participantes en los comienzos de
1960, hasta aproximadamente setecientas personas a finales del 1980. Los
grupos de fisicos, quimicos e ingenieros que estudiaron los cristales liquidos
en sus inicios formaron universidades y laboratorios industriales por todo el
mundo. Este periodo fue claramente excitante en la historia de la investiga-
cioén sobre los cristales liquidos, y muchos de los conocimientos detallados de
los cristales liquidos derivan de estos trabajos.

El estudio de los cristales liquidos jugé un papel importante en nuestro
conocimiento cada vez mayor de cémo la estructura molecular influye en el
comportamiento del cristal liquido. La agitaciéon producto de estas activida-
des también permitié desarrollar visualizadores de cristal liquido para relojes,

calculadoras, teléfonos, camaras, equipos de oficina, ordenadores personales,



televisiones en miniatura y ventanas que cambian de claro a opaco.

Uno de los campos que continuamente se desarrolla es el de la sintesis de
nuevos componentes de cristales liquidos, los cuales contribuyen en nuestro
conocimiento de la sintesis orgdnica en general. Entre otras aplicaciones
de los cristales liquidos encontramos termémetros de cristal liquido y capas
sensibles a la temperatura, polimeros de cristal liquido de elevada dureza,
y agentes tensoactivos para la industria de extraccién del petréleo[3]. Los
progresos en nuestro entendimiento de las fases del cristal liquido también
contribuyen en nuestra comprension de las membranas celulares y de ciertas

enfermedades, tales como la anemia drepanocitica y la arteriosclerosis|4].

1.1 Visualizadores de Informacion.

Todos los visualizadores de informacién utilizan la capacidad de controlar la
luz para funcionar. Controlando que partes del visualizador se iluminan y
cuales quedan oscuras, la informaciéon se comunica al usuario. El ejemplo
més sencillo de este funcionamiento es un visualizador numérico de siete
segmentos. La luz transmitida a través de la superficie de cada uno de los
siete segmentos se controla independientemente, pudiendo producir cada uno
de los diez digitos. Si se quieren representar digitos y letras, se puede usar

una matriz de cinco por siete y controlando la luz proveniente de las treinta
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y cinco dreas distintas se pueden desplegar todas las letras y digitos con més
detalle. FEl arquetipo de flexibilidad es una pantalla de gran escala donde
el campo entero de visién se compone de pequenas dreas (llamadas pixeles),
cada una de las cuales se controlan independientemente. Con una pantalla de
600 filas y 800 columnas (480pixeles), podemos visualizar informacién tanto

alfanumérica como grafica[4].

Figura™1.1: Visualizador de 7 segmentos y matriz de 7x5 pixeles.

Debido a que en este trabajo no se estudiardn las propiedades especificas
de los cristales liquidos, no se hard una revisién de su estructura y de su

comportamiento.



Capitulo 2

Campos Electromagnéticos.

Los primeros fenémenos electromagnéticos conocidos fueron la electrostatica
y el magnetismo. Con el tiempo nuestro dominio en este campo se fue exten-
diendo y comenzaron a aparecer posibilidades técnicas, producto de nuestro
conocimiento. Se hizo posible el envio de senales a largas distancias por me-
dio del telégrafo que transmitia por cables y posteriormente sin necesidad de
conexion alguna. En nuestros dias las aplicaciones son vastas y atn restan

muchas por descubrirse.
2.1 Ecuaciones de Maxwell.

A mediados del siglo diecinueve se reconocié que muchos resultados experi-
mentales de la electricidad y el magnetismo, obtenidos por varios cientificos
entre los que se destacan Ampeére, Oersted y Faraday, podian resumirse en

una serie de ecuaciones sintetizadas por Maxwell, las cuales publicé en su



obra titulada “Ireatise on Electricity and Magnetism”. En ella Maxwell
bosquejé el desarrollo de la teorfa electromagnética. El desarrollo de este
campo no solo se vié impulsado por el deseo de conocer las bases tedricas
del electromagnétismo, sino también por la importancia de las aplicaciones
tecnolégicas. Como fue el de la telegraffa, entre otras aplicaciones.

Hubo muchas personas involucradas en el estudio de la teoria electro-
magnética, Fitzgerald, Poynting, Lodge, Lorentz, entre otros; pero probable-
mente el mds influyente fue Oliver Heaviside quien simplificé notablemente
la notacién matemadtica. Inicialmente la descripcién dada por Maxwell in-
volucraba 20 ecuaciones. De hecho las ecuaciones de Maxwell tal como las
conocemos hoy en dia fueron publicadas por primera vez por Heaviside en
1884, utilizando la notacién introducida por Gibbs[5]. Esta notacién sigue
vigente hoy en dfa.

Las ecuaciones de Maxwell describen la interaccién entre el campo eléc-
trico y magnético, e indican como pueden ser generados ambos. Los campos
electromagneticos se modifican dentro de la materia, y la forma en que se
ven afectados estd dada por las relaciones constitutivas de los materiales.

Para separar las interacciones del campo electromagnético de los efec-

tos del medio, se introducen dos campos eléctrico y magnético adicionales:
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D y H. Estos dos campos se atribuyen a la presencia de cargas y corrien-
tes libres; mientras que los campos E y B son los que actidan directamente
sobre las cargas de prueba. El medio determina como los dos pares de cam-
pos se relacionan mutuamente, por medio de la permitividad eléctrica € y
la permeabilidad magnética p. Esto es, para medios lineales, isotrépicos y

homogéneos

B = uH. (2.2)

utilizando los dos campos D y H pueden reescribirse las ecuaciones de max-
well, para obtener la descripcién electromagnética en medios, la cual se ex-

pone a continuacion (en el sistema MKS)

V- -D =p, (2.3)

V.B=0, (2.4)
0B

VxE= —E, (2 5)
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oD
H= — 2.
V X J+ TR (2.6)

en ausencia de cargas y corrientes libres p = 0, J = 0, respectivamente.
2.2 Ecuacién de Onda.

Para obtener la ecuacién de onda se considerardan medios lineales, isotrépicos,
homogéneos en ausencia de corrientes y cargas libres (dieléctricos). Primero
se tomard el rotacional de la ecuacién (2.6) y se utilizardn las relaciones

constitutivas (2.1), (2.2).

VX(VXE)ZQ(VXgE), (2.7)

de donde se obtiene

S8 () 4L

como V - B = 0, entonces

0’B
V2B :Mé“w, (29)

similarmente se encuentra que
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O’E

V’E =Sy (2.10)
donde la velocidad de la onda es
1 2
v? = = % (2.11)

n es el indice de refraccion, el cual se define como el cociente entre la velocidad

de la luz en el vacio y la velocidad de la luz en el medio.

2.2.1 Solucién de la Ecuacién de Onda.

La solucién en términos de ondas planas a la ecuacién de onda (2.9), (2.10),
en general se representa mediante la combinacion lineal de funciones oscilan-

tes, dependientes de la posicién y del tiempo, tal es el caso de

i} (n t) _ Aei(k~r+wt) + Bei(—k-r+wt)7 (2.12)

donde k es el vector de propagacion,

k| =Fk = % = (2.13)
2.3 Ondas Electromagnéticas en Medios.

Si una onda electromagnética plana con vector de propagacion k; y frecuen-

cia w; moviendose a través de un medio cuyo indice de refraccién es ny, incide
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sobre una interfase plana de un medio cuyo indice de refraccién es ny. En
general debe haber una onda reflejada por la superficie con vector de propa-
gacién k,. y frecuencia w,, y una onda transmitida con vector de propagacion

k; y frecuencia w; después de atravesar la interfase.

Figura™2.1: Reflexién y refraccién de una onda plana.

Al incidir una onda plana cuyo vector de onda es k; sobre la superficie
que divide los dos medios, su vector de onda forma un dngulo, 6;, con el
vector normal a la superficie, denotado por n. De manera similar se definen
el angulo de reflexién 6, y el dngulo de transmisién 6; como los dngulos que
k, y k; hacen con el vector normal n.

Las ondas incidente, reflejada y transmitida son ondas planas y sus ecua-
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ciones son, respectivamente:

E; = Egelkireit) (2.14)
E, = Ege'krmert), (2.15)
E; = Ege'keret), (2.16)

Las relaciones entre estas tres ondas se hallan al utilizar las ecuaciones

de Maxwell y las condiciones de frontera sobre E y B.

2.3.1 Condiciones de Frontera.

En presencia de dos medios distintos en contacto por medio de un interfase,
como se muestra en la figura (2.1), son validas las ecuaciones constitutivas y
de Maxwell, ecuaciones (2.1) a (2.6). Ademds los vectores de campo E, D,
B y H, deben satisfacer las condiciones de frontera al pasar de un medio al
otro; por ejemplo del medio 1 al medio 2, figura (2.1).

Al aplicar la ley de Gauss sobre una superficie cerrada se encuentra que
la discontinuidad en la componente normal de D estd dada por la densidad

suprficial de carga sobre la interfase. Generalmente esta superficie se elige

15



como un cilindro situado entre los dos medios por igual (con sus caras planas

perpendiculares a la interfase).

(D, —D,)-fi=o, (2.17)

en caso de que la densidad de carga, o, en la interfase sea nula la componente
normal de D es continua.

Similarmente al aplicar la ley de Gauss en el caso del campo magnético se
obtiene que la componente normal de B es continua a través de la interfase

entre los medios 1 y 2.

(B, — By) -1i =0, (2.18)

De forma similar al integral sobre un circuito cerrado se pueden determi-

nar las condiciones sobre las componentes tangenciales de E y H.

n x (El — Ez) = O, (219)

n x <H2 — Hl) = K, (220)

en donde K es la corriente superficial ubicada en la interfase de los dos

materiales. Si la corriente superficial es nula, la componente normal de H es

16



continua a través de la interfase entre ambos medios.
Aplicando la condicién de frontera en el caso en que no hay cargas libres,
o = 0, a las ondas incidente, reflejada y transmitida se obtiene de la ecuacién

(2.17) lo siguiente

Eiei(ki-r—wit) + Erei(kr~r—wrt) — Etei(kyr—wtt)’ (221)

para que lo anterior sea posible debe cumplirse que los términos exponenciales
sean iguales en las variables x y t (que son independientes), y esto sélo sucede

si la frecuencia es la misma en los tres casos.

Wi = Wy = Wy, (2.22)

es decir que no cambie el ”color” de la luz en los tres medios; y si ademaés

ki-r=k,-r=k;-r. (2.23)

Lo anterior da como resultado la ley de la reflexién

senf; = senf,., (2.24)

y la ley de Snell.
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nisend; = nysenb;. (2.25)

La ley de la reflexién establece que el dngulo de incidencia es igual al
angulo de reflexién y mds atin establece que al incidir un rayo de luz, este se
encuentra en el mismo plano que el rayo reflejado, y la normal a la superficie
también se encuentra en este plano. A este plano se le conoce como plano de

mcidencia.
2.3.2 Amplitud de las Ondas Reflejada y Transmitida.

En general la onda plana incidente puede tener polarizaciéon arbitraria, de
cualquier modo puede dividirse en componentes. E; paralelo al plano de
incidencia y E| normal al plano de incidencia. En nuestro caso tomaremos el
plano de incidencia sobre la pédgina, ver figura (2.2). Considerando primero
el término normal E; y la condicién de frontera, ecuacién (2.19), para el

campo eléctrico tangencial a la interfase se obtiene

E,+E,,=E, (2.26)

el campo magnético que acompana a E; se obtiene por medio de la siguiente

relaciéon

18



Figura™2.2: Componentes normal y tangencial, del campo eléctrico, al plano
de incidencia que estd sobre la hoja.

k i
B == xE. = %k < E., (2.27)

donde By es el campo magnético paralelo al plano de incidencia.

La relacién anterior se obtiene al escribir las ecuaciones de Maxwell en el
espacio de Fourier.

La componente del campo magnético normal a la interfase debe ser conti-
nua por las condicién de frontera, ecuacién (2.18) y la componente tangencial

a la interfase debe ser continua siempre que no existan corrientes libres, ecua-
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cién (2.20). La componente tangencial a la interfase del campo magnético

cumple con la relaciéon

—Byji cos 0; + By, cos 8, = —Bj; cos 0y, (2.28)

y la componente normal a la interfase cumple con la relacién

B||i sin 91 + BHr sin 9,« = BHt sin 915, (229)

debido a que 0; = 6, y utilizando la ecuacién (2.27) se reescriben las dos

ecuaciones anteriores (2.28) y (2.29) del siguiente modo

nmE;cos0; —niE |, cosl; = ny | cosby, (2.30)

n]_EJ_l' sin 91 + n]_EJ_r sin 91 = anJ_t sin 9,5, (231)

de las cuales se obtienen las relaciénes entre F;, ', y E ;. De estas rela-

ciones derivan las ecuaciones de Fresnel

TL:EM :nlcosei—ngcoset:_s%n(ei—et)7 (2.32)
E.; mnqcosb; + nycosb, sin (0; + 0;)
t = Eiy 2n4 cos 0; 2sin 0, cos 8; (2.33)

E.; njcosb; +nscos b, B _Sin(ei—i-et)’

20



Para el caso en que el campo eléctrico incidente se encuentra en el plano
de incidencia, es posible encontrar de igual modo que en el caso anterior las
ecuaciones de Fresnel las cuales se muestran a continuacion

B\ mnycos; —njcosf,  tan(0; —0;)

= = = 2.34
"l Ey  micosfy +nycos;  tan(6; +6;)’ (2.34)

Ey, 2n4 cos b; B 2 sin 6; cos 0;
Ey; " nycosB +nycosf;  sin (0; +6,) cos (0; — 0;)

(2.35)

A continuacién se presenta la gréfica de las amplitudes reflejada y trans-
mitida, en los casos en que el campo eléctrico se encuentra paralelo al plano
de incidencia, ecuaciones (2.34) y (2.35); y en el caso en que el campo eléc-
trico se encuentra parpendicular al plano de incidencia, ecuaciones (2.32) y
(2.33).

Como se puede ver de la gréfica (2.3) la amplitud r, comienza a dngulo
cero con un valor positivo, lo cual significa que a incidencia normal hay
reflexién y conforme aumenta el dngulo de incidencia la amplitud de la onda
reflejada disminuye hasta llegar a cero a un cierto dngulo, llamado dngulo
de Brewster. A partir de este dngulo la polarizacién del campo eléctrico
paralela al plano de incidencia dejard de reflejarse ya que ahora el campo
reflejado esta en desfase por 7 radianes, es decir que la onda reflejada tiene
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Amplitudes
1

.q.--tlllilta':g;-.
05}t ﬁ:;:
.{=
=43 7474 ‘t
8= ‘
1 I I \ 0
Fno = )
. - nl )
-0.5¢
-eee n(8) =ees B(E)
=1.0F

Figura™2.3: Coeficientes de reflexién y transmisién en funcién del dngulo de
incidencia, dichos coeficientes corresponden a reflexién externa, n; > n; en
una interfase aire-vidrio, n; = v/1.3.

otra polarizacion.
El dngulo de Brewster esta en funcién de la longitud de onda debido a la
dispersién, pero no varfa mucho en el rango de longitudes del visible.
Usualmente el éngulo de Brewster se utiliza para obtener luz polarizada.
Si luz no polarizada incide sobre la interfase al dngulo de Brewster, la luz
reflejada es luz polarizada con el vector eléctrico transversal al plano de
incidencia.

Se debe decir que los coeficientes de Fresnell no siempre son cantidades
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medibles directamente, mientras que las cantidades que pueden medirse son
las intensidades de los campos.

La reflectancia R (o reflecctividad ) y la transmitancia 7' (o la transmiti-
vidad ) que se refieren a la irradiancia reflejada y transmitida.

En ausencia de absorcién o dispersién en la interfase se debe cumplir que

R+T=1, (2.36)

por conservacién de energia. Las energias incidente transmitida y refle-
jada que cruza por unidad de tiempo y por unidad de drea en la interfase

son

—) ~
I, = S;-n=S;cosb;,
H
I, = S,-n=2.5,cosb,,
—) A~
[t = St‘n:StCOSHt, (237)

—

respectivamente, y ya que I = <E) . E*), donde S es el vector de

Poynting definido como

S=E x H, (2.38)
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entonces

Sycosb, I,
R —_— ===
S; cos; I;
Er 2 | |2
= _— = |T
E’i 1]
(2.39)
T - IycosB;  nycosb; | E 2
~ ILcosh; nsgcosh; |E;
ny Ccos (arcsin (ﬂ sin 91)>
- t2]*.
N9 cos 0;
(2.40)

De la figura (2.4) se ve que a incidencia normal la reflectancia es casi nula
y por otro lado la transmitancia es maxima. A un dngulo de 90° se tiene lo

contrario, la reflectancia es maxima y la transmitancia es nula.
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Figura™2.4: Reflectancia y transmitancia con el dngulo de incidencia.
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Capitulo 3

Ondas Electromagnéticas en
Medios Compuestos.

En esta seccién se expondra el modelo propuesto para describir el comporta-
miento de la luz al incidir sobre un medio cuya permitividad eléctrica no es
homogénea a lo largo de la interfase, es decir que cambia de un lugar a otro.
Recordemos que una pantalla de cristal liquido estd formada por pixeles y
cada pixel es una celda de cristal liquido, tal como se muestra en la figura
(1.1). En cada celda de cristal liquido es posible variar la configuraciéon mo-
lecular mediante campos eléctricos y por lo mismo la permitividad eléctrica
varia en cada celda.

Con el objetivo de simplificar el sistema a estudiar se plantea un sistema
en el cual s6lo se consideran dos medios con distintos indices de refraccién

los cuales se unen en un costado. Estos dos medios a su vez estan inmersos
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en otro medio cuyo indice de refraccién es distinto a los anteriores, por lo
que se tiene un sistema conformado por tres medios diferentes tal como se

muestra en la figura (3.1).

Figura™3.1: Tres medios, en cuyas fronteras se sitia el marco de referencia.

En este sistema planteado los medios con indices de refracciéon ng y ns
son medios homogéneos, no se esta considerando que sean cristales liquidos.

Esto como primera aproximacién al sistema a estudiar.

A partir de este modelo se desea obtener la intensidad de la onda elec-
tromagnética reflejada y transmitida para contar con una teoria 1til, la cual

sirva de base para la configuraciéon de pantallas de cristal liquido de visién
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amplia.
3.1 Modelo Propuesto.

En la figura (3.1) se muestran tres medios distintos. Si una onda plana
que se propaga en el medio cuyo indice de refraccién es ng y con vector de
propagacién arbitrario, incide sobre la interfase formada por los medios con

indices n3 y no como se muestra en la figura(3.2), sucedera lo siguiente:

e Se reflejard la onda incidente; pero no hay certeza de que como en
la seccién anterior, tanto las ondas reflejada y transmitida sean ondas
planas. Sin embargo debido a que las ecuaciones de Maxwell se siguen
cumpliendo, las ondas en los tres medios se deben poder expresar como

una combinacion lineal de muchas ondas planas.

e La onda incidente se transmitird, por ejemplo, al medio con indice ns
(medio tres) cumpliendo las condiciones de frontera, y al propagarse
la onda en este medio se encontrara con la interfase que forma con el
medio cuyo indice es ny (medio dos); por lo que en el medio tres habra

tres direcciones de propagaciéon. Del mismo modo sucederd en el medio

dos.
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e Para puntualizar, en la figura (3.2) se muestran las direcciones del
vector de propagacién en los tres medios; como puede verse ya se tomé
en cuenta que al pasar una onda del medio 0 al medio 3, la componente
y del vector de onda debe conservarse y por tanto en el medio tres se
cambi6 a ks, por ko,. Luego si una onda que viaja a través del medio 3
e incide sobre la interfase con el medio 2, la componente del vector de
onda que se conserva es la componente x. De este modo en el medio

dos se cambié a ko, por ks,.

En la siguiente seccién se mostrara la solucién propuesta para el problema
antes mencionado, y siguiendo un método similar al que se emplea en la sec-

ci6én (2.3) se obtendran las amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas.
3.2 Propuesta de campos magnéticos.

El sistema de referencia se elige de la siguiente manera: se definen los ejes
x e y tal como se muestra en la figura (3.2) de modo que el eje y se ubique
en la interfase entre los medios 0, 2 y 3, y el eje = positivo se ubica en la
interfase entre los medios 2 y 3. La direccién positiva del eje y se elige hacia
la derecha de la pagina y la direccion positiva del eje x hacia abajo. Para

completar el sitema de referencia se define al eje z perpendicular a la pagina.
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En las secciones anteriores se utilizé como solucién particular de la ecua-
cién de onda a una onda plana. En virtud del principio de superposiciéon una
solucién mds general es una superposicion de ondas planas para las distintas
regiones, que adopta la forma de transformadas de Fourier en el espacio de
vectores de onda para las amplitudes t; y t3, en el caso de las ondas trans-
mitidas en el medio 2, y de t3 y t4 para las ondas transmitidas en el medio
3; mientras que para las ondas reflejadas en el medio de incidencia es la
amplitud A.

Es necesario especificar al igual que se hizo en la parte final del capitulo
anterior, la direccién en la que varfa el campo eléctrico o bien el magnético.
En el caso que nos concierne se elegird el campo magnético perpendicular al
plano de incidencia, es decir en la direccién z.

En la figura (3.3) se muestra al modelo que se decribié y ademés se senalan
las amplitudes de la onda reflejada A(k,), y de las ondas transmitidas en los
medios t1(kay), t2(kay), ts(ky) y ta(k,). Las flechas que se asignan a cada una
de estas amplitudes en la figura (3.3) son sélo para indicar alguna posible
direcciéon de propagacién en los medios 0, 2 y 3. Notese que las amplitudes
antes mencionadas son funciones de los vectores de onda y esto se hace debido

a que la solucién que se propondra del campo magnético, se hard en términos
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de una transformada de Fourier.

A continuacién se presentard la solucién propuesta para este sistema; pero
antes se discutird un poco sobre esta.

La solucién se dividird en dos partes, la primera corresponde a la solucién
que tomard el campo magnético H en la regién x < 0. En esta regiéon
se tomard a la onda incidente y se le sumard un término relacionado con
la transformada de Fourier inversa de la amplitud A(k,). La intencién de
tomar esta transformada es por que se pretenden considerar todas las posibles
direcciones de propagaciéon de la onda reflejada. Esto se hace ya que desde
un inicio se consider6 que la forma de la onda reflejada era desconocida y esa
informacioén nos la proporcionara la mplitud A(k,), cuando sea determinada.

En la region x > 0, se tienen dos medios los cuales estan bien localizados
debido a que el eje x positivo los divide. La solucion que se propondra tiene la
misma idea que la solucién en x < 0, es decir que se tomarédn a las amplitudes
t1(kay), t2(kay), en el medio 2 y se consideraran todas las posibles direcciones
de propagaciéon. Tambien se toman consideraciones similares en el medio 3 .

Tomando en cuenta lo anterior se propone la solucién del siguiente modo,

para la regién x > 0.

31



H, = @(y)/ VR ke [t1(ay)e™20Y + ty (koy)e™*Y] dk,

+6(~y) / e VI [ty (ky )™ + ta(ky)e "] d,

donde

kzy = k% - k%x

= k3 — k3 + K2,

(3.1)

(3.2)

se elige a ko, de ese modo ya que en la interfase y = 0, z > 0, la componente

del vector de onda que se conserva es la componente en la direccién de z y

O(y) es la funciéon de Heaviside definida como

1, >0
@(y)z{o z<0-

Por otro lado la solucién en el medio 0 es

o0
H, = chortihoy g / etk Ak, )k,

—00
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r < 0, (3.4)

se debe tener presente que la magnitud del vector de onda se puede expresar

por medio de sus componentes del siguiente modo

g = K= (M)

i = 0,2,3 , (3.5)

donde n; es el indice de refraccién en los distintos medios. Si el medio 0 se
considera como el vacfo, entonces ng =1y kg = £.

Como se puede ver existe una dependencia entre k, y k,, por lo que al
integrar sobre k, en las ecuaciones (3.1) y (3.4) se estdn considerando todos
los posibles vectores de propagacién, es decir todas las posibles ondas planas
monocromaticas que se propagan en todas las posibles direcciénes

En el siguiente capitulo se expondra la solucién del modelo propuesto, si
bien esta relacionado directamente con este capitulo, se decidié considerar a

este de forma individual para dar claridad al modelo que se propone.
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Figura™3.2: Onda plana propagandose en el medio con indice de refraccién
ng, incide sobre la superficie que forman los medios dos y tres. En esta figura
se muestran los vectores de propagacién del campo H, en las direcciones de
x ey, en los tres medios.
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Figura™3.3: Amplitudes de las ondas que se propagan en los tres medios.
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Capitulo 4

Métodos de Solucion.

A lo largo de este capitulo se expondrd un método de solucién iterativo para
encontrar las amplitudes t(kay), ta(kay), t3(ky), ta(ky) v A(k,) de el modelo
propuesto, ecuaciones (3.1) y (3.4). Al inicio se seguird un método similar
al aplicado en la seccién (2.3). Se partird de las ecuaciones de Maxwell en
medios y se aplicardn las condiciones de frontera con la finalidad de obtener
algunas expresiones que ayuden a relacionar las amplitudes entre si; para

después hallar sus expresiones en términos del vector de onda k.

4.1 Condiciones de Frontera.

4.1.1 Condiciones en la interfase entre los medios 2 y
3,para H,, D, y E,

Antes de comenzar se define a n como el vector normal a la frontera comin

entre los tres medios, la cual esta sobre el eje y. Del mismo modo se define a
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n' como el vector normal a la frontera comiin entre los medios 2 y 3, en esta

ultima frontera el semieje x > 0 estd sobre la interfase entre los medios 2 y
3.
t

Figura™4.1: Vectores normales empleados al aplicar las condiciones de fron-
tera.

A continuacion se aplicarédn las condiciones a la frontera en y = 0,x > 0.
a) Continuidad de H,
La componente tangencial del campo magnético debe ser continua en

y = 0; siempre que no haya corrientes libres, ecuacién(2.20)

0 x (H(y >0,z >0)-H(y <0,z >0))],_,=0, (4.1)

donde 1’ es el vector normal al plano y = 0

El campo magnético incidente oscila en la direccién del eje z, normal al
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plano de incidencia; por lo que el producto cruz de n’ con Hy y Hj resultars

en un vector en la direccién 7

T(H(y>0,2>0)—H(y<0,z>0)) =0, (4.2)

tomando la solucién propuesta, ecuacién(3.1) y evaluando en y = 0 se obtiene

la siguiente expresiéon

/ " VT 1y (k) + (k)] b, = / " VI 1y(0,) + ta(k,)
(4.3)

se sigue entonces que los términos dentro de las integrales deben ser iguales

tl(k2y> + t2(k2y> = tS(ky) + t4(ky)- (4-4)

b) Continuidad en D,
La componente D, normal a la interfase debera ser continua mientras no

existan cargas libres

(D(y>0,z>0)—D(y<0,z>0))-n"=0, (4.5)

de las ecuaciones de Maxwell, ecuacién (2.6), en ausencia de corrientes libres
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VxH= 88_];)’ (4.6)

tomando la derivada parcial con respecto al tiempo de la expresién (4.5) y

utilizando la ecuacion anterior

(VxH((y>0,z>0)—-VxH(y<0,z>0)) -n =0, (4.7)

debido a que H, es perpendicular al plano de incidencia, es decir en la direc-

cién z, el rotacional de H, queda expresado como

[ OH, _(OH,
VXHZ_Z((?y)_j(@a:)’ (4.8)

dado que n’ esta en direccién de 7, al hacer el producto punto con V x H,

s6lo quedara la componente 7'y la ecuacién (4.7) se reduce a

(4.9)

OH, (y > 0,2 > 0) OH, (y <0,z > 0)
_ + =0.
Ox Ox

Sustituyendo las expresiones para H, (y > 0,2 > 0), H, (y < 0,2 > 0) y

evaluando en y = 0 se obtiene la siguiente relacién

/ ei\/@xi\/ﬂ [t1(Ray) + ta(kay)] dk,y
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_ / VIR [ R2 [ta(R) + talk,y) dE, (4.10)

entonces se satisfece la igualdad

in/2 = k2 (t1(kay) + ta(kay)) = iy /K2 — 2 (ta(ky) + ta(ky)) . (4.11)

Esta ultima ecuacién es la misma que (4.4).

c) Continuidad de E,

La componente tangencial del campo eléctrico debe cumplir con la con-
dicién de frontera planteada en la ecuacién (2.19). Si se toma la derivada

parcial con respecto al tiempo de la ecuacién antes mencionada se obtiene

ot ot

nx

R (8E(y<0,x>0) 8E(y>0,w>0)>:0‘ (4.12)

Utilizando la ecuacién (2.6), de las ecuaciones de Maxwell, junto con la
relacién constitutiva (2.1) y el rotacional de H,, ecuacién (4.8) del inciso

anterior, se obtiene la condicién sobre E,

— (10H,(y<0,z>0) 10H,(y>0,z>0)
n x<{7 —
€3 dy €2 Ay
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(10H,(y<0,z2>0) 10H,(y>0,z>0)
J €3 ox €9 ox

= 0, (4.13)

en el producto cruz anterior sélo es significativa la componente 7 ya que n’ || 7,

por lo anterior

l(’?Hz(y <0,z >0) B i(’?Hz(y >0,z > 0)
€3 dy €2 dy

(& x7) ( ) —0, (414)

como el producto cruz (n’ x7) es distinto de cero entonces el término del

segundo paréntesis deberd ser igual a cero.

10H, (y<0,z>0) 10H,(y>0,2>0) _o, (4.15)
€3 dy €2 dy

sustituyendo a H, (y < 0,2 > 0) y H, (y > 0,2 > 0) en la ecuacién anterior

y evaluando en y = 0

1 [ . == )
5 e’ kg =k [Zkgytl(kgy) — Zkzytz(k2y>] dky
_ gi NI (ike o (k) — ik ta(ky)] dhy, (4.16)
3 J—-c0

41



entonces los términos dentro de las integrales deberan ser iguales

ko, k

2 (11 (0y) — tally)) = 22 (ta(ky) —~talR) (4.17)

por simplicidad se renombrard a Ei;’ y 2 de la ecuacién anterior como

1 _ K
UES 537
1 kzgy
— = —, 4.18
n - (4.18)
entonces
1 1
— (t1(kay) — ta(kay)) = — (ta(ky) — ta(ky)) . (4.19)
Up) UE]

Se han obtenido tres ecuaciones al aplicar las condiciones de frontera en
la interfase de los medios 2 y 3, ecuaciones (4.4), (4.11) que es basicamente
la misma relacién (4.4), y (4.19). De estas tres ecuaciones se obtendran a
continuacion relaciones que més adelante serdn de utilidad.

De la ecuacioén (4.4) se despeja t; y se sustituye en la ecuacién (4.19)

1 1
— (tg+ by — 2ty) = — (t5 — tq), (4.20)
M2 UE]

entonces se obtiene ¢y en términos de t3 y t4
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/ /
@:iO—@>+iO+@>, (4.21)
2 73 2 73

similarmente se encuentra t; en términos de t3 y t4

t3 ( 772) (12} ( 772>
=2 (1+2)+2(1-2) (4.22
! 2 UE] 2 UE! )

Ahora al restar las ecuaciones (4.21) y (4.22)

h—@:<@)%—my (4.23)

UE]

De la ecuacién (4.4) se puede ver que t; — t3 = t4 — to. Si a la ecuacién

(4.22) se le resta t3, después de reagrupar términos se obtiene

1
m—mzu—wzi(-—@>m—my (4.24)
UE!

A continuacién se obtendrén otras dos relaciones. Para obtener la primera

se utiliza la ecuacién (4.4), a ambos lados de la igualdad se suma t3 — t5

t1 4 t3 = 2t3 + t4 — to, (4.25)

luego se sustituye t4 — to de la ecuacién (4.24)

¢ ¢
h+@:§(3+@>+§(r—@>, (4.26)



de manera similar se obtiene

bty (g M2) LB () (4.27)
2 73 2 UE

Una relacién mds se obtiene de la ecuacién (4.19) y la ecuacién (4.24).

Primero se obtiene de la ecuacion (4.19)

h_B_b_h (4.28)
M2 N3 M2 73 ’

luego se multiplica la ecuacién (4.24) por % y se despeja ;—1 después se resta

27

;—3 y después de reagrupar términos queda
3

th oty ty oty 1

W B _ b la_ <_@)@+@. (4.29)

UL UPIE B 21 UE!

De la ecuacion (4.19) y de la ecuacién (4.29), se despeja % y se suma f]—z a
toda la ecuacién. Luego se sustituye el valor de ;—23 - ;—‘; de la ecuacién (4.29)

y finalmente se reagrupan términos

t t t t
_1+_3:_3(1+3@)—|——4(1—@>, (430)
UPIRE 2m, Uk 21, UE]

de manera similar
t t t t
—3+ﬁ:ri—0+3@)+—i(-—@>, (4.31)
UPIRE 21, Uk 21, UE]
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de las ecuaciones que se encontraron, ecuaciones (4.17) a (4.31) se puede
disminuir en dos el nimero de coeficientes independientes, ya que to y t; se
expresan en términos de los otros dos coeficientes t3 y t4. Lo anterior sera de
mucha utilidad al tratar de encontrar dichos coeficientes, que en realidad son

las amplitudes de reflexién y transmisién en los respectivos medios, véase la

figura (3.3).

4.1.2 Condiciones en la interfase entre los medios 0 y
2y 3.

A continuacién se aplicaran las condiciones de frontera en x = 0, V y. Para
poder aplicar las condiciones de frontera se denotard al campo magnético
incidente como H (x < 0) y al campo magnético que se transmitird como
H (x> 0).

a) continuidad de H,

De las condiciones de frontera, la condicién del campo tangencial H, al

plano z = 0, ecuacion (2.20)

fix (H(z>0)—H(z <0) =0, (4.32)

debido a que n || 7, vease la figura (4.1) y H, estd en la direccién del eje z se

obtiene lo siguiente
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Ax(H(@>0)-H(z<0)=7H@>0—Hx<0)=0, (433)

como se tomo la interfase paralela al eje y, debe evaluarse la ecuacién anterior
enz =0

[H (x> 0) — H(z < 0)],_y = 0. (4.34)

Sustituyendo la solucién propuesta, ecuaciénes (3.1) y (3.4), y evaluando en

x = 0 se obtiene lo siguiente

S / eikyyA(kymky = O(y) / (tl(]@y)eikzyy + t2(k2y)€_ik2yy) dky

oo oo

+O(—y) / 7 (talky)e™ Y 4 ta(k,)e ) dk,.

(4.35)
b) Continuidad de E,
Aplicando la condicién de frontera, ecuacion (2.19)
nx (E(x<0)—E(x>0))=0, (4.36)

a continuacién se toma la derivada parcial con respecto al tiempo de la ecua-

cién anterior
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. (<0E (g; 0)> _ (w» _o, (4.37)

utilizando las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones constitutivas, es posible
obtener
OcE  OE

VXH:W_ETW’ (438)

si se sustituye en la condicién de frontera, ecuacién (4.37)

. ((8E (g; 0)> - <aE (g: 0)))

~ 1 1
= n><(—VxH(a:<O)—<—V><H(x>0,y<0)
N €3

1
—|—€—V><H(3:>0,y>0))).
2

=0 (4.39)

Anteriormente se realizo el desarrollo del rotacional del campo H.;, ecua-
cién (4.8), y recordando que 1 || 7 la ecuacién (4.39) se reduce al efectuar el

producto cruz
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4 (8E ((:;t< 0) OE (gt> 0))

L 10H,(x<0) 10H,(x>0,y<0)
= (Bx]) (_60 ox + €3 ox
(LM (2> 0y > 0)> ~ 0. (4.40)
€9 ox

En la ecuacién (4.40) como el producto cruz entre n y 7 es distinto de

cero, el otro término entre paréntesis debe ser igual a cero.

Ox €3 Ox €2 Oz

€o
y una vez mds se evalia en x = 0 debido a la interfase que se esta toman-

do. Sustituyendo la solucién propuesta, ecuacién (3.1), (3.4) se obtiene lo

siguiente

1 ) > .
— {k%el’%y — / kxe"’“yyA(ky)dky}
0 _

oo

o JKE—R2 | |
_ o) / N T (ko)™ 4ty (ko) o00] dk,

00 €2
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oo /K3 — k2 o e
+6(~y) N [t3(k7y)€ Wt ty(ky)e }dky

(4.42)

c) Continuidad de D,
De las condiciones de continuidad para las componentes normales a la

interfase

(D(z>0)—D(z<0) a=0. (4.43)

Tomando la derivada parcial con respecto al tiempo y empleando la ecua-

cién (2.6) de las ecuaciones de Maxwell

(aD(g: 0) _aD(g:O)) A= (VxH, (x>0 —VxH, (z<0)),

al emplear la expresién para el rotacional de H,, ecuacién (4.8), lo anterior

se puede desarrollar de la siguiente manera

((222)s(2422)
() )
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= 0, (4.44)

la ecuacién anterior se simplifica ya que n || 7, con lo que se obtiene

() (<))o

al evaluaren z =0

(8Hz(a:>0,y<0) 8Hz(a:>0,y>0)> (8Hz(a:<0)>
+ = (==
0y 0y 20 0y 20

(4.46)
Dentro de la solucién propuesta, ecuacién (3.1), esta presente la funcién

de Heaviside la cual puede reescribirse en términos de la funcién signo.

1+ sign(y)

O(y) 5 (4.47)
donde
—1 y <0
sign(y) =< 0 y=0 (4.48)
1 y >0

desarrollando la condicién (4.46) y tomando en cuenta que la derivada de la

funcién signo es la funcién delta de Dirac se obtiene finalmente
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6 (y) {/_Oo [tl (k2y> ey 4 1) (k2y) e_i’%y] dk,

o0

ikoye'ovY + / ikye®vv A(k,)dk,.

oo

Haciendo un recuento, se obtuvieron tres relaciones importantes al aplicar
las condiciones de frontera entre los medios 0, 2 y 3, ecuaciénes (4.35),
(4.42) y (4.49). También se obtuvieron varias relaciones ttiles al aplicar
las condiciones de frontera en la interfase de los medios 2 y 3. A partir de
todas las relaciones obtenidas se buscara obtener mediante aproximaciones

sucesivas una expresion para los coeficientes A (k,) , t1(kay), ta(kay), ts(ky) y

Antes de intentar resolver el sistema de ecuaciones, (4.35), (4.42) y
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(4.49), es conveniente simplificarlo. Por tal motivo se hardan algunas ma-

nipulaciones matemadticas, las cuales se exponen a continuacion.

Primero se partird de la ecuacién (4.35), la cual se multiplica por e hyy

y se integra sobre y. También se emplea la ecuacién (4.47) quedando

/ 6i(k0y—k;)ydy +/ / €i<ky_k;/)yA (ky) dl{?ydy

N /_Z /_Z <1+#9”(1/)) [tl (ng) €28 4t (1) €_i<k2y+k;)y] dkydy
+/_‘: /_‘: <1 — S;gn (Z/)) [t3 (k,) ei(koH)y 4 g, (k,) e—i(ky+k;)y:| dk,dy,

(4.50)

es posible simplificar la ecuacién anterior utilizando la representacion de la

funcién delta de Dirac escrita en la base de Fourier

O(t—x) = ! / et=2dy, (4.51)

2 ) o

y la transformada de Fourier de la funcién signo
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> . i k! T
/_ sign (y) e (ky ky)ydy = PR (4.52)

con lo anterior y reordenando la ecuacién (4.50)

216 (koy — ) + 2 / § (ky — k) A(ky) dk,

—00

> 1
—27T/ 2 (751 (k2y) 6 (k2y - k;) + 1o (kyy) 6 (k2y + k;)) dky

oo

—mr /_Oo % (ts (ky) 6 (ky — k) +ta (ky) 6 (ky + k) dk,

oo

5 —

@'_71- [ty (kay) n tg (kay) ts (ky) _ ta (ky) dk,. (4.53)
koy — Ky koy + Ky Ky — Kk,  ky+k,

—c0

En el lado izquierdo de la ecuacién (4.53), las tres integrales que figuran
involucran términos donde aparece una delta de Dirac del tipo 6 (kiy — k;),
donde i = 0,2,3. Recordando la ecuacién (3.5), en la cual se hace explicita
la relacién existente entre k

iy, k2 y ki y junto con la propiedad de la funcién

delta de Dirac

/_ TP @) (e - a0) = f (o), (4.54)

o0
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al emplear esta propiedad en las integrales del lado izquierdo de la ecuacién

(4.53) se obtiene lo siguiente

216 (koy — ky) +2mA (k)

= (ta (k) + s (k) + 2 (=K)) +ta (=K)))

ir [~ ( f(ky) | talkn)  ta(k)  ta(ky) ) dk,, (4.55)
2 koy =Ky koytky ky =k, Ryt

de las ecuaciones (4.26) y (4.27) se puede reescribir el segundo término del

lado izquierdo

ts (K k! ta (k' L/
tl(k;)—{'tg(k;): 3(y) (3+€2 y>+ 4(y) (1_ 9 y)7

/ /

ty (=K KO\t (=K K
ty (—K) +ts (—K) = 1 (h) (3+€2y>+ s (—hy) <1—€2,y>,

/

(B0 (5, Y ) (e,
2 €3k2y 2 €3k2y
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[t (=R 3_'_62/{?; +t3(—k’y) 1_52k:/;
2 €3k2y 2 €3k2y

in /00 (t1 (ko) | ta(ky)  tak)  ts(ky) ) dk,,

koy — Ky key + ki, Kk, tk,  k,—k,

—00

(4.56)

el lado derecho de la igualdad anterior se puede escribir de un modo maés

conveniente al hacer la suma que estd dentro de la integral

t <k2y) + t2 (k2y) _ ta (ky) _ t3 (ky)
kay — kK ko + K, ky+ K, k,—K,

kay (1 +t2) (kay) + Ky (01 — b2) (kay) Ky (85 +ta) (ky) + Ky (s — ta) (ky)

2 _ L2 2 _ L2 ?
k2y ky ky ky

(4.57)

de las ecuaciones (4.4) y (4.23) que se obtuvieron con anterioridad la relacién

anterior queda

Koy (t1 + ta) (kay) + Ky (81 — t2) (koy) Ky (t3 +ta) (Ky) + K (T3 — ta) (Ky)

K2, — k2 K2 kP2
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k2y <t3 + t4) (ky) + Z_zk; (t3 - t4) (ky) k?y (t3 + t4) (l{?y) + ]{?ly <t3 — t4) (l{?y)

k3, — ki? k2 k2

(4.58)

Como es posible observar, el término anterior involucra solamente dos de
las amplitudes, t3 (k,) y ta (k,), gracias a que se utilizaron las ecuaciones (4.4)
y (4.23) que vinculan a las amplitudes entre si. A continuacién se sustituira

la ecuacién (4.58) dentro de la integral en la ecuacién (4.55); también se

kyeo

£ : D)
r ituir 2 por
optard sustitu e POr

, vease la ecuacién (4.18).

6 (koy — ky) + A (K,)
() (y, ) L6 () )
2 2 63]{7531 2 €3kéy

1 (ta(=hy) 5, 22k +M L
2 2 €3kéy 2 83]{7531

1 /Oo <k2y (ts +ta) (ky) + ;;Zyy k/y (ts — ta) (ky)> e
Y

2 _ L2
k2y ky

i /°° (ky (ts + ta) (ky) + Fy (83 — t) <ky)) dk,.

K2 — k72

(4.59)
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Siguiendo un procedimiento similar al que se siguié con la ecuacién (4.35),
ahora con las ecuaciones (4.42) y (4.49) se obtiene lo siguiente.
—ik!

De la ecuacién (4.42) al multiplicarla por e ¥ e integrando sobre y de

—00 a oo

Koz i(koy—k;)ydy_/ / ﬁei(ky—ké)yA(ky)dkydy
—00 J—c0 €0

€
€0 J-co

- o . ]{72 _ k2
_ / / <1+8229n (y)) \/Ty [tl(kzy)ei@zy—k;)y+t2(k2y)e‘i(’”y+%)y} dkydy

€2

€3

(4.60)

de la ecuacién (3.2)

koy = \/ k3 — k3 + k2,

entonces el primer término del lado derecho de la igualdad se reescribe

Koz i(koy—k;)ydy_/ / ﬁei(ky—ké)yA(ky)dkydy
—00 J—c0 €0

e
€0 —00
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B /Oo/ <1+szgn )\/kf2 _k%+k§)x
—00 J —00 €2

x [tl(kzy)e"@?v—’fé)y + tQ(@y)e—i(’“%*%)y} dk,dy

[ (1 —sign(y) ks — ky - , , ,
*/ / ( 2 ) [ty e (80 sy (e o)y |

€3

(4.61)

utilizando la ecuacion (4.54) y la ecuacién (4.52)

Koz / ke g
QWL(S (koy = k) = 272 A(,)

VK3 — k) k3 — k2
v - ! ! _ 2 v 7
% [tl(k )+ ta(— ky)] s -

-2

[Yfg(k’;) + t4(—k;)]

LT & t1<k32 ) tg(]{?Q )
= — k% — k3 { =+ | dk
/ 2 2y k?2y _ k; k2y 4 k; Y

o5 VR [ g

(4.62)
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de la ecuacién (4.58), se pueden simplificar los términos del lado derecho de

la igualdad ya que

b1 (kay)  to(kay)  koy(ti +t2) (Koy) + Ky (T — ta) (Koy)

koy — ki, koy + Ky, kgy — k2

kay (ts + ) (ky) + 32k, (ts — ta) (y)

2 1.2 ?
k2y ky

(4.63)

y también se pueden sustituir t; (k;) y ta (—k;) por las ecuaciones (4.21) y
(4.22), en el tercer término del lado izquierdo de la igualdad

() = 8D (o) Ry

UE! UE]

) =0 (1 m) ) () m)

UE]

koq k!

08 (koy — k) — 2 A(,)
k3 = Koy Tta(k)) ekt () ek
B 262 2 €3kéy 2 €3k/2y
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m (tg(—k’y) (1 B 52%) | tal=k) (1+ 52k’y>)

262 2 €3kéy 2 €3kéy

K2 — k2
e [t3(k;) + 754(‘%)]

koy (t3 + t4) k)+€2yk/(3_t4)(ky)
i F!

(ts +tq) (ky) + K, (t3 — ta) (ky)
2 Y
453 ./ — k2 [ R ] dk,.

(4.64)

Por tltimo de la ecuacién (4.49) se obtiene al multiplicar por e~*4¥ e

integrar sobre y lo siguiente

/ / t1 (Kay) €' B2 80)Y 1ty (Joy,) "(’“Qy*ké)y] dk,

[ [ttty e Ly

o0

+/ / <H%gn<y)> ikay [tl(kzﬁei(k%_k;’)y - tz(kzy)e_i(kzﬁ%)y dkydy
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_ / ‘: AT / Z / Z ity (b)Y A, )y dy,

utilizando la ecuacién (4.54) y la ecuacién (4.52)
2mikoyd (koy — ki) + 2mik, A(k;)
. /_ Z ([tr (Kay) + ta (kay)] — [ts (ky) + ta (ky)]) dky
_%2714; [t1(ky) + ta(ky) — ta(—ky) — ta(—ky)]

[
5 Lo [ -5 )
(4.66)
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de la ecuacién (4.4) se ve que el treer término del lado izquierdo es cero y de
las ecuaciones (4.26) y (4.27) se simplifica el cuarto término. Para simplificar
el lado derecho de la ecuacién, se desarrollan las fracciones y se utilizan las

ecuaciones (4.23) y (4.4).

t
t (k) +1s (k) =

e2ky
ezkay

)

en donde Z

koyd (koy — ki) + ki, A(K)

_lk/ t3<l€;) 3+ 82]{7; i t4<l€;) 1_ 62]{7;
2"\ 2 eok, 2 esky,
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—|—l]{;/ t4(—l€;) 34 82]{7; 4 tg(—]{?;) 1_ 82]{7;
2"\ 2 Eak, 2 Eak,

o0 koy 2220 (ty — t4) (k) + K, (t5 + ta) (k)
/k2y[2ye3k2y(3 1) (ky) + ky (t3 4)(y]dky

2 _ 1.2
k3, — k.

i [ [y (ts — ta) (ky) + K, (ts + ta) (k)
ky dk,.
_ K2 K2

Entonces, finalmente se obtuvieron tres ecuaciones, (4.59), (4.64) y
(4.67), las cuales conforman un sistema de ecuaciones integrales. En dicho
sistema se tienen como incégnitas a las amplitudes A(k,), ta(k,) y ta(ky).
Dicho sistema conviene resolverlo mediante aprorimaciones sucesivas y en

vista de esto es necesario elegir el pardmetro de aproximacion, el cudl serd

(€2 — €3) que mds adelante llamaremos .

Solucién a orden cero en O (g5 — €3).

Para llevar acabo la aproximaciéon a orden cero se desarrolla en series de

potencias a kg,. De la ecuacién (3.2) se puede reescribir a ko, para obtener

su desarrollo en series
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kyy = ,/kg—k§+kg=\/i—2k3—i—zkg+kg

E9 €3
— s 2 k2 k2
(50 €0> 0

kg

= (52—63)6—0+k5,

(4.68)

en la ecuacién anterior se sustituyé a ks por ™# y a su vez ns por /%.
0

Como la gran mayorfa de los materiales que son transparentes en la region
del espectro visible de la radiacién electromagnética, son esencialmente no
magnéticos pu ~ i, debido a que no interaccionan magnéticamente con la luz,
entonces nsg ~ z—i Yy ng R z—i.A su vez si se sustituye a €9 — €3 por y se

obtiene

al expandir a ky, en series de vy
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koy =k, [ 1+ Ko _ 2 ko + (4.69)
=T ogee, T T Bk ) '
A orden cero en O (g5 — €2)
Koy ~ k., (4.70)

por otro lado de las ecuaciones (4.26) y (4.27)

t t
t1+t3:—3 34_@ +_4 1_@ ’
2 UE] 2 UE]

t t
t4—1—t2:—4 34_@ +_3 1_@ ’
2 UE] 2 UE]

se pueden simplificar a orden cero ya que

Ny E2hy
3 eskay
B (62—63)+€3k
= T Ry
€3k’2y
_ oty
Ej3kj2y

(4.71)

y como kg, =~ ky
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77_3 ezkay

(4.72)

entonces las ecuaciones (4.26) y (4.27) quedan del siguiente modo

t t
ty+ts = 53(3+1)+54(1—1)

(4.73)

t t
tit+ty, = §@+m+§u—n

= 2y, (4.74)

al sustituir ko, a orden cero en 7 en las ecuaciones (4.59), (4.64) y (4.67), el

sistema integral de ecuaciones se simplifica, ya que la parte integral se anula.

5 (oy — k) + A (k) — 5 (285 (K,) + 204 (k) = 0.
(4.75)
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Para la ecuacién (4.64) se debe tomar en cuenta que en el tercer término

2 _ k:’2
del lado izquierdo de dicha ecuacién, 2252 2 se puede reescribir utilizando

la ecuacion (4.68)

kg
l{?Qy = (62 — 63) 6_0 + k;,

2 2
[k2 — k2 k(e — e Fa g2
2 2y €27, (62 — €3) o ky
252

252

1 €3
- [3Bp2 g2
262 €0 0 Y

1 1 €3
= () = /2R R
((62—63)+€3) 2 €0 0 4

= (;) 1 /@kg _ k:f],
—Y + &3 2 €0

(4.76)

que a orden cero queda del siguiente modo

L

k% - kézy 1 €
\V 3
- = —k:g — k:g

262 263 €0
1
- ]{?2 — k2
263 3 Y
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(4.77)

Las expansiones en series anteriores, ecuacién (4.72) y (4.77), se sustitui-

ran en la ecuacion (4.64)

Koz k!

=0 (koy = k}) = ZEA(K))
k% - kéz ]{;?2’ — k2
_g [tl(l{?;) —+ tg(—]{};)] — Q |:t3(]{3;) + t4<—]{?;)]

ir [ [y (b 1) (k) + K, (b — ) (Ky)
= o, VTR k2, — kP2 Ay
2 J—0 2y Y

ir /oo T ky (t3 +ta) (ky) + K, (t3 — ta) (Ky) "
25 oo VO Y ky —ky "

por lo tanto la ecuacién (4.64) a orden cero es la siguiente

ka / k;c / k% B ké’? / /
oy O Vo =) = AR = T Ptalky) 2=k =0

(4.78)

Para la ecuacién (4.67) se obtiene a orden cero
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Koy® (Koy — kL) + K A(KL) — K. (ta(k]) — ta(—K)) = 0.

(4.79)

Resolviendo el sistema a orden cero, ecuaciones (4.75), (4.78) y (4.79)

se obtienen las amplitudes A(k;), t3(k;) y t4(—k;)

A(k/) 5 (k k/) 63]{?01 — €04/ k?% — ]{;1/12
- Oy — )
! 7 gkt + 0y K2 — k2

(4.80)

coy/ k3 — k2 (Koy — ky) + 3 (Koykl, + 2k, koo + Ky k)
2k, (0 /4 — k2 + ekt

t3<k;) =0 (k?Oy - k;)

(4.81)
K~k
ta(—k)) = 6 (koy — k) 2o
Yy
—k —k
ta(ky) = 6 (koy + k) —
Y
(4.82)
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Las ecuaciones (4.80), (4.81) y (4.82) pueden simplificarse ya que al in-
tegrar sobre k,, por las propiedades de la funcién delta de Dirac se obtiene
que los términos del tipo (kjoy — k;) se hacen cero; entonces las amplitudes

resultan en lo siguiente

) ) €3k0x — €04/ k% — kZ/JQ
A(k,) = ¢ (l{:oy — k:y) ,
eskl, + €04/ k2 — K12

(4.83)
, , £3 (koyk;, + Qk/ ka + k/ k;})
ts(k,) = (5(1{:() —k) i vy =,
! U ok (e [ — ek
(4.84)
ta(k)) = 0. (4.85)

Lo que estas soluciones para las amplitudes expresan es que a orden cero
el sistema es un sistema de sélo dos medios como el que se revisé en la seccién
(2.3). Lo anterior se puede ver de la figura (3.3), ya que al ser t4 = 0 entonces
no hay interfase en y = 0 que haga que se reflejen las ondas que incidan sobre

ella.
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Una vez que se tiene la expresién de las amplitudes A(k;), t3(k;) y ta(k;),
se deberdn insertar en la solucién propuesta desde un inicio, ecuaciones (3.1)
y (3.4), para obtener finalmente la expresién para el campo H, (z <0) y
H, (z > 0).

Comenzando con la ecuacion (3.4)

i i o . . €3k0x —&o k% — k/’z
Hz (I < 0) — ezk0zx+zk0yy +/ 5 (k()y _ ky) e—zkzx—&-zkyy \/ d/{?y

~oo0 esky + g0y /K2 — k2
/1.2 2
ezkogga:—&-zkoyy + e—zkozx—i-zkoyy )

€3k0x + o k’% — kgy

(4.86)

En la regién x > 0, se tiene la solucién propuesta, ecuacion (3.4)
H,(x>0) = @(y)/ etV Rk [tl(kgy)eikzyy + tQ(ka)e_ikay} dk,

+0(—y) / eV ki—kje [t3(ky)e™¥ + ty(ky)e Y] dk,,

para las expresiones de t(kay) y t2(koy) se recurre a las ecuaciones (4.21) y

(4.22)
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t3 Up) t4<
tt = =(1+2)+=(1-2L
' 2< 773) 2

entonces

Hz (33' > O) _ @(y)/ ei\/k?,—kgx [tg(kfgy)eikzyy + t4(k2y)e—ik2yy] dky

—i—@(—y)/ VR ke [ts(ky)e™Y + ta(ky)e Y] dk,,

= / ng(k‘y) (@(y)eiwk%—kgxﬂkyy_i_@(_y)eiw/kg—kgx—s—ikyy) dk?y

—00

+ / ta(ky) (@(y)ei\/kg_kf/x_ikyy+@(—y)ei\/k§—k5x—ikyy) k.,

—00
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por las propiedades de la funcién delta de Dirac y sustituyendo las expresiones

para ts (k,) y ta (k,) se obtiene

H,(z>0) = / ta(ky) (@(y)eiw/kg—kgx—i-ikyy_i_@(_y)eiw/k%—kgx—&—ikyy) dk,

—00

° Fogks + 2y ko, + kb,
—oo 2k, (00/k8 — K + esk )

> (@(y)ei‘ [k —k2a+ikyy + @(—y)ei‘ /kg—kga:—i—ikyy) dl{?y

€3 (kOkaI + ZkOkax + kOkal‘) ei‘ /k%—k%ya:-‘,—ikoyy (@(y) + @(_y))

2koy (60, [k3 — kg, + 53k0x>

_ €32k, /BB wtikoyy

E04/ ]f% — kgy + €3k0x

(4.88)

Para recapitular se presenta la solucién del campo H, en las dos regiones

xr>0yx<0.

/1.2 2

Hz (33 < O) — eszma:—&—zkoyy + e—zkzozx—i-zkoyy
2 2
63]{?01 + €04/ ]{73 — kOy
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H.(z>0) = £aZfos eV Rk eikoyy, (4.89)

E04/ ]f% — kgy + €3k0x

El primer térmnio de H, (z < 0) corresponde a la onda plana incidente,

cuya amplitud es 1, y el segundo término corresponde a una onda plana que

se refleja con amplitud

2 2

=

. (4.90)
€3k0x + €0 ]f% — kgy

la ecuacién (4.90) es el coeficiente de Fresnel y para analizarlo debe po-
nerse ne funcién del dngulo de incdencia

Como se mencioné anteriormente, las componentes del vevtor de onda
en el medio de incidencia en las direcciones de los ejes x e y son ko, y Koy,
respectivamente. Estas componentes a su vez pueden expresarse en términos

del angulo de incidencia, 6, véase la figura (3.3).

ko = kocos(0)

kOy = ]C()Sifl(&), (491)

entonces la amplitud reflejada en funcién del dngulo es

e3ko cos (0) — e9v/k2 — k3 sin? (0)
e3ki cos (0) + eoy/k2 — k2 sin® (0)

ry
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esko cos () — eg \/ik2 k2 sin? (0)

esko cos (0) + 50\/2—311’2 k2 sin? (0)

Zeos(0) — /2 — sin? (6)
= , (4.92)
2eos(0) +,/2 - sin® (6)
va que ki = Z2k§ o~ 2k,
El coeficiente de transmisién serd
532k0x
t, =
ET(M /k% — kgy + 63]{?01
B £32kq cos (0)
50\/ k2 — k2 sin? (0) + e3kq cos (0)
(4.93)

En la gréfica de los coeficientes de Fresnel, gréfica (4.2), se puede observar
que son de la misma forma que los obtenidos en la seccién (2.3.2); por lo que
se puede decir que a orden cero el modelo propuesto coincide con el resultado
que ya es conocido y se puede observar que la amplitud reflejada cruza toma
el valor de cero a un dngulo de 48.7474°, este dngulo es conocido comunmente
como el dngulo de Brewster.

Por otro lado la Reflectancia y la transmitancia se obtienen sustituyendo
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1 \.

=05
. (@)
-10

Figura™4.2: Coeficientes de refleccién y transmisién para la amplitud como
funcién del dngulo de incidencia, que corresponden a las ecuaciones obtenidas
a orden cero de r (#) y 1 (). Se considero £ = 1.3.

ary yty,en las ecuaciones (2.39) y (2.40)

2

) Zeos(0) — /2 — sin? (6)
R = |7’L| == )
2cos(f) + 4/ — sin? (6)
(4.94)
T = |t
N3 COS (arcsin (%;— sin 9))
= X
ng cos 0
2
€3
y 222 cos (0)

= — sin? () + =2 cos (0)
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(4.95)

En la gréfica (4.3) se puede observar que la transmitancia y la reflectancia
se comportan segin lo esperado , ecuacién (2.36), que implica que la energia
que incide sobre la interfase x = 0 sea igual a la suma de las energias de las

ondas reflejada y transmitida.

| . ~N |

0.6

_ — T(#)
0.4}

A

~
T ir

o
(=
I

B - -

Figura™4.3: Reflectancia y transmitancia obtenidas a orden cero, y su suma
que por el principio de conservacién de la energfa es igual a 1. En este caso
se utilizo e3/eq = 1.3.

4.3 Solucién a primer orden en O (g3 — &3).

El procedimiento para llegar a la expresion de las amplitudes A(k,), t3(k,)

y ta(ky) a primer orden, es en esencia el mismo que se sigui6 en la seccién

7



anterior donde se encontré la solucién a orden cero. En la seccién anterior
se partié6 de expandir en series de potencias de 7 a ks, ecuacién (4.69), y
dicha expansién en series de potencias (a orden cero en 7y) se sustituyé en
las ecuaciones (4.59), (4.64) y (4.67) con lo cual se obtuvo el sistema de
ecuaciones a orden cero. Apartir del sistema de ecuaciones a orden cero se
encontraron las amplitudes buscadas.

A primer orden se hace un procedimiento similar, sélo que la expansién
en series de kg, se tomard a primer orden. De la ecuacién (4.69) se puede ver

que dicha expansién queda de la siguiente forma

]{?2
koy = K, (1 + 7%20 > : (4.96)

y0

Dicha expansién en series a primer orden se sustituye en las ecuaciones
(4.59), (4.64) y (4.67). Al sustituir la expansién de ko, en tales ecuaciones
resultan términos del tipo vt3(ky,) o vt4(k,). Se debe tener cuidado con estos
términos ya que de entrada se supone que se estdn buscando las expresio-
nes para estas amplitudes a primer orden, por lo que los términos vyt3(k,) o
vta(k,) son en principio expresiones a segundo orden en 7. Por tal motivo
se opta por sustituir las soluciones que se obtuvieron en la seccién ante-

rior para dichas amplitudes, ecuaciones (4.84) y (4.85) en los términos antes
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mencionados para hacerlos forzosamente de primer orden.

Al hacer lo antes descrito se obtiene un sistema de ecuaciones a primer
orden en v, donde nuevamente las amplitudes A(k,), t3(k,) y ta(k,) son las
incognitas que se encontrardan al resolver el sistema de ecuaciones.

Debido a la laboriosidad del proceso arriba descrito se opta por presentar

solamente las tres ecuaciones que se obtienen a primer orden.

A(ky) + 6 (koy — ky) — ts(k,) — ta(—k})

]{3/ 2/{:/2 _kz
Ly e RS 0 k) g (k1 )

koo (/K — keo + Kyes)
/oo ko (2K3K, 20 — 2k3ky k)5 + K3k 2e3) 6 (koy — k)
iy

oo 412 (ky — ky)” (ky + k) 20 (/3 — k2eo + hues

dk,

n /oo ]{7 ]{?2 (2]{7/260 + ]{?063) 0 (l{fgy
1
oo 4k2 (ky — Ky)* (ky + k) 20 (/K3 k?eo + kxé;g)
= 0, (4.97)
& i k; k:3 ]{:’2
glé (koy — k.) — EAMk) = [ts(k)) + ta(—K))]
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/K3 — K2 (2k5’2€0 + kjes)
k‘oy — k;)
4]{7/21 / /26063 < ]{7 ]{7/26() + k! €3>

1 [k k/2 (2]€l2€0 — 053
& (koy + k)
k/2 /25063 (\ / k% k/2€0 + k! 53)

00 \/k k:2 k. 2k4 — 2k3/<:’
—I—iv/

X
—oo 42 (ky — k;)2 (ky + k) coss (/K3 — k3o + hucs )
%6 (koy — ky) dk,
S — K2 ey (RZK2 + 203k K, — K3K2) e
~|—w/ X
oo 42 (ky = ky)* (ky + k) 20ms (/2 — koo + hues
%6 (oy — y) dk,
— 0, (4.98)

koyd (koy — ky) + ky A(ky) — Ky, (ts(ky) — ta(—k;))

k! 2k’2 — k2
Ly He o — o) 70 =) i+ )

thygo (/18 — kpeo + kies
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. /oo kx (2]{?;180 — 2]{?2]{?;80 - k%ks&fg - ]{?(2)]{?;263)
—1

X
oo dky (ky = k)" (ky + k) 20 (/K3 — k2eo + ks

X6 (koy — ky) dky
= 0. (4.99)
Las ecuaciones anteriores, (4.97), (4.98) y (4.99), se pueden simplificar ya
que los integrandos de las tres ecuaciones son el producto de una funcién de
k, por una funcién delta de Dirac.

Entonces el sistema de ecuaciones a primer orden que se resolverd es el

siguiente

A(ky) + 6 (koy — ky) — ts(ky) — ta(—F;)

k; (2]€;2€0 — k%é?g)
—
thpeo (/K — koo + Koes)

kOx (Zkgyk;&‘o — Zkgkoykly&?, + ]{?gl{?f&‘g)

4k§y (koy - k;)2 (kOy + k;) €0 (\/ kf?% - kgyso + k0x€3>
kouk3, (2k7e0 + kies)

4kg, (Koy — k;)2 (Koy + kz//) €o (\/ k3 — kg0 + k0x€3>

(5 (kOy - k;) -0 (kOy + k;))

+ay
et 07
(4.100)
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k k/2
ﬂé(koy k) — —ZA(K) — Y [ta(k}) + ta(—k))]

/k2 k/2 (2]{/260 + k0€3
§ (koy — K,
4/<:f21 [k2 — k2eqes ( k2 — k220 + k! 63)

Q / k2 k/2 (2kl2€0 ]f%é‘g
& (koy + k;;)
k;fz, [k2 — k2eqes ( k2 — k2o + k! 63)

N kgy Koz (2k4 ng’yk;)
4k§y (kDy - k;)z (kOy + k;) E0E3 (\ / k3 — kgyé“o + k0x53>

K2 = KB, o (k3KE, + 2k2hoyk, — K3K2) e
43, (koy — k,)” (koy + ) oz (\/ k3 — kg e0 + k0x€3>

= 0, (4.101)

+iry

+iry

koyd (koy — ki) + ky A(ky) — ki, (ts(k;) — ta(—k;))

k?lm (21{?;260 - ]{?(2)63)
~
ko (/18 — Kpeo + ks

kow (2K 20 — 2K kg0 — k3k2 €3 — kEkiPes)

0y "y€0

Y
Loy (Koy — Ky)” (Koy + k) 0 (/K3 — K3, 20 + Koacs )
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= 0. (4.102)

Como se puede observar de las tres ecuaciones anteriores, resolver el sis-
tema de ecuaciones para obtener A(k,), ts(k,) y ta(k,) es laborioso. Para no

perder de vista el objetivo que se persigue, s6lo se presentara la solucién del

sistema
, . 631{703; —601/1{72 ]{3/2
A(ky) = ) (koy k;
631{7/ + €04/ ]{72 ]{3/2
kleoy /k;% — k?’f
+76 (kﬂy - k;) 2
(63]{?; + €04/ ]{?% — k?f)
+ oy S(k’y) , (4.103)
en donde
S(k)) ! ( kos (243,20 — Kies)
= X —
! <k50x€3 +eoy /K2 — k§y> 8k, ko

0y *y€0

dkoyk!) (koy — k1) (Koy + k1) €0

 Foo (2K,20 — 208, b0 — K§iE, 25 — 3kes)
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uckyes (2Kd, 20 — 2K kyeo — Kkd,en — kokyes)

AhioySo (oy — ky)* (Koy + k) (ikyes + okl /2 — k)

kook!, (2K €0 — 2k3 k.20 -+ k2k3 €3 + 2k ko k! 3 — k3ke3)

413, (koy — Ky)” (koy + k) (Kekyes + okl /3 — k)

Fow (252,60 — kes) (k;;gg — ey JR2 — kg)
_l’_
8K3,20 (Kokyes + 2ok /13 — k2)

(4.104)

Por tanto sustituyendo A(k,) dada por la Ec.(4.103) en la Ec.(3.4), ob-
tenemos el H, en la regién x < 0.

El primer término de la solucién a primer orden de A(kj), ecuacion
(4.103), corresponde a la que se obtuvo a orden cero. Como se vi6 en la
secci6én anterior, ecuacién (4.86), este término corresponde a ondas planas en

el espacio de configuracién, que se reflejan

0 eskoe — €01/ k2 — K2
[0y = k) Ve e
~oo eskt, + oy [k} — K2

) ) 63]{?01 — &p k?% — ]{?2
e—zkogga:—&-zkoyy

63]6096 + €o ]f% — kgy

(4.105)

El segundo término de la ecuacién (4.103) también corresponde a ondas
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planas en la misma direccién que la anterior, pero con diferente amplitud.

o Keoy/kE — k2
v/ 2
> <€3]€; + €04/ k?% — k?;f)

/

%6 (koy — K.) e Hemt kv !

ko €04/ k2 — k2
v 3 Oy —ik}ozx+ik0yy
5€ .
/1.2 2
(koxé?g + & k3 — kOy)

Entonces la amplitud de las ondas planas reflejadas serd la siguiente

_ (4.106)

€3k0x — €014/ k% — kgy
63]{?01 —+ €04 /k% — ]{ng

. Koo /K2 — K2, )
(k;Oxgg +eoy /K2 — k§y>

1L =

(4.107)

Las contribuciones, en el espacio de configuracién, aportados por S (k;, kL)
se pueden escribir explicitamente en funcién de integrales y derivadas de la

funcién de Hankel Hél); para tener una idea puede verse el dpendice que esta

al final. Sin embargo, a partir de este punto limitaremos nuestro analisis
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a estudiar solamente la solucién de campo lejano, es decir la dependencia
espacial del campo que se obtiene a una distancia mucho mayor que la lon-
gitud de onda de la senal electromagnética. Para este propdsito nétese que

el término restante en el espacio de configuracion es de la forma

T(z,y) = / S(k!, ke etk g, (4.108)

y T
00

por lo que es conveniente efectuar los siguientes cambios de variables

k, = kosin 6, k;, = ko cos 0, (4.109)

x =rsing,y = rcos e, (4.110)

donde kq y 6 son coordenadas polares en el espacio de Fourier y corresponden
a la magnitud del vector de onda y al dngulo de incidencia, respectivamente.

De modo similar r y ¢ son coordenadas polares en el espacio de configuracén.

De esta manera T'(z,y, z) se transforma en

T(z,y) = / S(kq sin 0, ko cos 0)e o <s0+9) ¢os 9.

o0
Ahora, si consideramos r >> 2w /ky ( condicién de campo lejano ) y

notamos que T'(z,y, z) es de la forma

/Cg(H)Ea:p(rf(H))dH, (4.111)
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en donde C es el circulo unitario, podemos utilizar el método de aproxima-
cién del punto silla [8] que al ser aplicado resulta en la siguiente expresién

aproximada.

_V2mg (0) e TO¢ie

IO

Y

la cual nos muestra que la amplitud de dicho término disminuye con la dis-
tancia. Por tanto, dado que la amplitud de las contribuciones del tipo onda
plana mantiene su amplitud para distancias grandes, entonces en el limite de
campo lejano podemos despreciar los términos provenientes de 7' (r, ¢).

Aunque esn este trabajo no se exponen explicitamente a los términos
T (r, ¢), cabe decir que se analizaron y se encontré que la regién donde estén
presentes las ondas de forma cilindrica es del orden de una longitud de onda,
en el visible.

Finalmente se graficardn los coeficientes de reflexién que corresponden
solo a las amplitudes de la ondas planas, que como ya se vi6 son las tinicas
que contribuyen en el campo lejano, ecuacién (4.107).

Se nota de las gréfica (4.4) y (4.5) que el d4ngulo de Brewster aumenta
al incrementar el valor de la perturbacién, v, en comparacién al dngulo de
Brewster que se obtuvo a orden cero.

Como ya se menciond la reflectancia y la transmitancia son cantidades
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Figura™4.4: Coeficientes de refleccién r1,, para v = (g2 — e3) = 0.01, que
equivale a una diferencia de indices de refraccién de 0.1.

que pueden medirse, pero en este caso no se graficardn debido a que al ser
esto una aproximacion, de entrada no debiera satisfacerse esta condiciéon. En
estudios posteriores se planea desarrollar el modelo presentado, considerando

tanto el campo lejano como las contribuciones que se despreciaron.

4.4 Discusion de Resultados.

Al desarrollar el modelo propuesto, se encontré un sistema de ecuaciones
integrales, para las amplitudes de reflexiéon y de transmisién, dicho sistema
es importante ya que a partir de él se puede tratar de encontrar las amplitudes

buscadas por distintos métodos.
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b \

Figura™4.5: Coeficientes de reflecciéon 71, para v = (g2 — e3) = 0.1, que
equivale a una diferencia de indices de refracciéon de ~0.3.

La solucién obtenida fue mediante aproximaciones sucesivas, y a orden
cero se encontré que la solucién empata con la solucién presentada en el caso
comunmente conocido, que es cuando sélo hay dos medios.

A su vez se obtuvo la solucién a primer orden de la onda reflejada, la cual
esta constituida por funciones de Hankel y sus derivadas (Ondas cilindricas),
y ondas planas. En el limite de campo lejano calculamos el coeficiente de
refleccién y transmisién a primer orden, y se noté que el dngulo de Brewster
puede aumentarse dependiendo de la diferencia entre las permitividades de

los medio que forman la pantalla, ~.
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En este trabajo se dej6 la aproximacién a primer orden y atn falta de-
terminar si una solucién a segundo orden puede proporcionar informacién

util.
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Capitulo 5

Conclusiones.

En este trabajo de tesis se consideré como modelo para entender las pan-
tallas de cristal liquido una pantalla formada por dos medios homogéneos
e isotrépicos. Para encontrar la forma de los campos reflejados se propusé
un modelo que consistié en una superposicién infinita y continua de ondas
planas que se puede expresar como una transformada de Fourier. Con dicho
modelo se obtuvo un sistema de ecuaciones integrales para la amplitud de
la onda reflejada y la amplitud de la onda transmitida. Dicho sistema de
ecuaciones se resolvié en forma aproximada desarrollando en series del pa-
rametro definido como la diferencia de las permitividades de ambos medios
que forman la pantalla.

La solucién a orden cero reproduce consistentemente los coeficientes de

Fresnel de los modos transversos magnéticos (ondas s) estudiados en los cur-
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sos de 6ptica. De igual modo se encontré a orden cero que la Transmitancia
y la Reflectancia cumplen con el principio de conservacién de la energia.

A primer orden se obtuvieron de igual forma los correspondientes coefi-
cientes de refleccién y transmisién (ondas s) en el limite de campo lejano, y
se graficaron como funcién del dngulo de incidencia. Por otro lado se encon-
tré que el angulo de Brewster aumenta conforme se aumenta el pardmetro de
aproximacion, lo que quiere decir que este sistema estudiado polarizard a ma-
yores angulos conforme se aumenta la diferencia en los indices de refraccién
de los dos medios. Aunque debe tenerse cuidado ya que no puede aumentarse
indefinidamente dicho pardmetro ya que en ese caso la perturbacién pudiera
ser mayor que la aproximacién a orden cero, lo cual no debe permitirse.

También se ve de las gréficas (4.4) y (4.5) que la transmitancia a incidencia
normal es mayor cuando la diferencia de los indices de refraccién de los medios
es mayor, lo cual indica a primera aproximacién que para formar pantallas de
vision amplia, debieran configurarse para que la diferencia de indices entre
pixeles fuera grande; pero habria que estudiar que tan grande debiera ser esa
diferencia para tener la configuraciéon maés eficiente, ya que la forma en que
las pantallas de cristal liquido varfan la permitividad en sus celdas es por

medio de la aplicacién de voltajes, lo cual lleva a pensar en otro pardmetro
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que es el consumo de energfa.

Mids alld de este método particular que se eligié es posible resolver el
sistema de ecuaciones integrales, exacto, con varios métodos, tal es el caso
de los métodos numeéricos, con los cuales se podria incluso proponer que la
permitividad en los medios que forman la pantalla no sean isétropos; tal
como sucede en las pantallas de cristal liquido. Esto por que la configuracién
molécular se puede variar aplicando algin campo eléctrico, y asf el modelo
contemplaria una variacién de la permitividad eléctrica con la posicién, en x

, en y e incluso en z; pero debe tomarse en cuenta el tiempo de computo.
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Capitulo 6

Apendice:Representacion
Integral de la Funcion de
Hankel.

En este apéndice se deducirdn las siguientes transformadas de Fourier en la

variable y

. 1 0o eikz|x\+i\ /k2—k2y
HV (kr) = = dk,, (6.1)

TJoo K*2—K2

dy T

(1) . oo . oo
a]—IO (kT) _ l/ eikz|x\+i\/k2—k%ydkx _ i/ eikzx-i-i\/k?—k%ydkx’ x>0,
_ ™ J_

o0 o0

(6.2)
donde Hél) es la funcién de Hankel de orden cero en forma integral.
HSY = Jo(kr) + iYo(kr)

Consideremos la funcién de Green de la ec. de Helmholtz 2D, al cual estd
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definidad por

(3_ N % i k> W(z,y) = 6(2)6(y). (6.3)

si proponemos un desarrollo en ondas planas de la ecuacién diferencial

U(z,y) = / N ekemtikolvl (k) dk, (6.4)

Sustituyendo se obtiene

o2 o2 > . ikpz+i
(3 + ) W) = = [ (24 K24 2k30) ebe=so o)

lo cual puede rescribirse como

2 2 o0
(3_ + & k?) U(z,y) = —2i8(y) / keye™ =t £ (k) dk,. (6.5)
€T Y _

Luego, para que VU(z,y) sea solucién de la Ec.(6.3) es necesario que
—2ik, f(k;) = 1/2m ya que de esta manera se obtiene el desarollo de 6(z)
en la base de Fourier. Insertando f(k,) en la ecuacién (6.4) se llega a la
expresion

i 00 pikeztiky ly|

U(z,y) = E/ Tdk:x. (6.6)

—0o0

Por otro lado, Si definimos a ® como la trasnsformada de Fourier de ¥

se tiene
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O(ky, ky) / / Rt T IU (1 ) dkydky;
27T

por tanto la ecuacién para ¥(z,y) toma la forma
(B~ 2~ 2) B(ka ) = (67)

que al sustituirla en la transformada inversa de ®(k,, k,) queda como

—zkza: —ikyy

U(z = dk dk,. (6.8)

Introduciendo las coordenadas polares k, = »cosf, k, = s»sinf y v =

rcos ¢, y = rsin ¢ en la ecuacién (6.8) se obitene

2 00 —zr%cos
U(z,y) ) / / R %d%d@, (6.9)

que después de identificar a la funcién de Bessel

 Jo(rse) 1 , i
Wiry) = 5 /0 k;(_ O e = o Koikr) =~ H{ k), (6.10)

en donde Kj es la funcién de Bessel de segunda clase y H(()l) es la funcién de

Hankel las cuales estdn realcionadas por la expresion

Ko(—iz) = —iH" (2). (6.11)



Entonces comparando las expresiones Ec.(6.10) y (6.6) se obtiene, tomando

en cuenta que k, = \/k% — k2

H(l)(kr) B _l 00 eik:zac-ki\/k:g—kﬂy\ / 1k |yH—z k2
0 —00 \/ ]f% — kg b k2

)

1 0o ik:z\x|+z k2 k%y / 1l~cyy+1\/k:2 kz\x\
- x
2
—o ki — k2

)

k2
1 00 e—ikz|a:\+z k2 k%y k2 kQ\xH-zkyy
T J oo Ak k2 / / ka

(6.12)
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