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premitió ser parte de su familia por un tiempo, gracias por creer en mi, por toda la confianza,
el apoyo y la paciencia. Y sobre todo por ayudarme a realizar mi primer trabajo profesional.

Un agradecimiento especial a Miguel Monroy.

A Gabriela Gonzalez. A mi hermana Auned. A los amigos que me acompañaron: Rox, Ofe-
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2.1. Escalamientos de los términos Newtoniano y MOND-iano en la ecuación (2.2),
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde Newton tenemos un formalismo para escribir las leyes de la naturaleza con matemáticas,

él describió uno de los fenómenos más importantes del universo que simplificaban las leyes de

Kepler en la Ley de Gravitación universal. Newton definió qué es tiempo, posición, distancia,

movimiento, velocidad, aceleración y una de las definiciones más importantes que hizo fue la de

Fuerza.

1. La ley de Gravitación Universal

F = G
Mm

r2
r̂. (1.1)

Esta ley establece que la fuerza que ejerce un objeto de masa M sobre otro objeto de masa

m es directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia, r, que los separa. La ley de Gravitación Universal se usa para

medir la masa de objetos.

2. La ecuación de movimiento o segunda ley de Newton, toda fuerza tiene relacionada una

aceleración,
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F =
dp

dt
= ma. (1.2)

Podemos asociarle a la Fuerza de Gravedad (ec. 1.1) una aceleración utilizando la ecuación de

movimiento (ec. 1.2). Esto es importante debido a que la fuerza que domina a escalas galácticas

es la fuerza de la gravedad.

En este trabajo supondremos que las trayectorias de los objetos son circulares, lo que implica

que un objeto gira al rededor de otro objeto y por lo tanto esta sujeto a una aceleración

centŕıpeta,

a =
v2

r
r̂. (1.3)

La única herramienta que tienen los astrónomos es conocer bien las caracteŕısticas y compor-

tamiento de la luz que viene de los objetos de estudio ya que la luz es una onda electromagnética

que viaja y se propaga en el espacio. En un objeto astronómico dado, formado por varias es-

trellas, gas y polvo, la información útil para los astrónomos consiste en parámetros f́ısicos como

la masa total y la luminosidad total.

Existen dos formas de determinar la masa total: la masa luminosa, ML, que se obtiene por

medio de la luminosidad del objeto y la masa dinámica, MD, obtenida a través de la dinámica

de dicho objeto.

Primero, el Sol es una estrella bastante normal de la cual ya se conoce la masa total y la

luminosidad total, y sabemos que las galaxias están formadas en promedio por estrellas tipo

Sol. Si observamos una galaxia cualquiera cuya luminosidad es n veces la luminosidad del Sol,

a primera aproximación dicho objeto tendrá n veces la masa del Sol.

En realidad se toma en cuenta la presencia de otros componentes bariónicos, todo lo que

podemos ver, como polvo y gas, la presencia de una distribución de masas en las poblaciones
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estelares y variaciones en sus propiedades luminosas como funciones de la edad y la metalicidad

para estimar la masa asociada al componente luminoso de una galaxia, que llamaremos la masa

luminosa ML.

Por otro lado, para la masa dinámica MD tomamos la enerǵıa potencial K de un sistema

estelar con masa M,

K =
1

2
M < v2 > , (1.4)

donde < v2 > es el cuadrado de la velocidad promedio de un sistema de estrellas, y haciendo

uso del teorema del virial para una configuración de estado estacionario, que dice que dos veces

la enerǵıa potencial más la enerǵıa cinética es igual a cero (2K +W = 0) podemos obtener una

relación para la masa total del objeto en estudio,

< v2 >=
|W |
M

=
GM

rg
, (1.5)

donde rg es el radio que caracteriza el tamaño de un sistema, t́ıpicamente el radio que contiene

la mitad de la masa, o en términos de observables, la mitad de la luminosidad e.g. Binney &

Tremaine (2008). De ésta última ecuación se resuelve para M = MD.

Si calculamos el cociente de la Masa dinámica MD sobre la Luminosidad para poblaciones

estelares normales de masa bariónica obtendŕıamos un cociente M/L en unidades solares (Masa

solarM¯ y Luminosidad solar L¯) con un valor de ∼ 1−7 e.g. Queloz et al. (1995), Romanowsky

et al. (2003).

Conociendo las diferencias entre la masa luminosa, ML, y la masa dinámica, MD, y la

forma de determinar cada una de ellas, se calcularon ambas masas para diferentes sistemas y

se encontraba que en el caso del Sol, de la vecindad del Sol y de cúmulos globulares resultaba

MD = ML, sin embargo para el caso de una galaxia grande o cúmulos de galaxias se encontraba

que MD ∼ 20ML. Es decir que se encontraba una discrepancia de masa.
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En una muestra de estrellas se puede relacionar la masa total con la luminosidad total

suponiendo una función de luminosidad, la distribución relativa de estrellas de diferentes masas

y luminosidades. Pero hay que tener cuidado al relacionar la masa de un objeto astronómico

con su luminosidad, por ejemplo, en una muestra de estrellas en la vecindad del sol el 95% de la

luminosidad total está dada por estrellas más brillantes que el sol que representan sólo el 25%

de la masa total, mientras que las estrellas más débiles que el sol contribuyen con sólo el 5% de

la luminosidad total pero contienen el 75% de la masa e.g. Milgrom (2002).

Se hace la suposición de que los procesos de formación estelar son similares en todos los

sistemas; entonces, al calcular los cocientes M/L en regiones de baja densidad, como seŕıan las

partes externas de una galaxia o cúmulos de galaxias, se obtendŕıan cocientes M/L intŕınsecos

parecidos a cualquier otra población.

La idea de que el cociente M/L no vaŕıa fuertemente está sustentada por los modelos de

evolución qúımica de la Vı́a Láctea y la vecindad solar, que son consistentes con las observaciones

y con los principios básicos de evolución estelar y galáctica, e.g. Carigi (2003), Boissier &

Prantzos (2003). Sin embargo al tratar de extrapolar a escalas galácticas, la mayoŕıa de los

sistemas tienen cocientes M/L mucho más grandes de lo que se observa en las partes centrales

de las galaxias. Estos cocientes son mucho más grandes que los asociados a poblaciones estelares

normales (' 2 − 5 en unidades solares), en muchos casos por más de un orden de magnitud.

Esto llevó a la gente a formular algunas hipótesis, como son:

1. El proceso de formación estelar en regiones de baja densidad de masa origina predominan-

temente estrellas y objetos de baja luminosidad. Esta opción fue descartada hace mucho

tiempo por consideraciones cosmológicas.

2. Hay masa que no brilla, lo que implica que existe alguna part́ıcula elemental desconocida.

A este material exótico que desconocemos y que podŕıa ser responsable de esta anomaĺıa

se le llama materia oscura. Esta hipótesis se ha vuelto tan importante que la trataremos

a continuación detalladamente.
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1.1 Oŕıgenes de la propuesta de la Materia Oscura

3. Que sea necesario modificar la ley de gravitación para campos gravitacionales débiles.

1.1. Oŕıgenes de la propuesta de la Materia Oscura

En 1846 Le Verrier predijo la existencia de un planeta extra de los que ya se conoćıan,

Neptuno, como explicación a las desviaciones de la órbita de Urano con respecto al movimiento

puramente Kepleriano. Poco tiempo después el planeta fue detectado por el astrónomo J.G.

Galle (1846). En ese mismo año Le Verrier descubrió la precesión anómala del perihelio de

mercurio y en 1859 Le Verrier analizó las siguientes opciones para explicar la anomaĺıa.

1. Un campo gravitacional de materia invisible (planeta, asteroides cerca del sol), implicando

la introducción de un nuevo objeto, Vulcano. Aunque la trayectoria completa de Vulcano

fue calculada, el planeta no fue observado.

2. La falta de precisión, implicando que el modelo gravitacional tiene que ser ajustado [A.F.

Zakharov, S. Capozziello (2009)].

3. Cambios a la ley Newtoniana.

Se puede explicar la precesión de Mercurio usando la idea de que la fuerza gravitacional

va como 1
rn

con n=2.0000001574, dónde r es la distancia de la ecuación (1.1), también

modificando un 10% la masa de Venus. Otra modificación a la ley de gravitación universal

que puede explicar fenómenos como éste fue hecha por I. Newton (1686), publicado en su

principia dónde él consideró una generalización de una fuerza gravitacional

F =
brp + crq

r3
, (1.6)

donde b,c,o,q son constantes.

Usando esta generalización Le Verrier explica la precesión de Mercurio (1876) pero usando

a Vulcano. Como sabemos el problema no se resolvió satisfactoriamente hasta que Einstein
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1.1 Oŕıgenes de la propuesta de la Materia Oscura

mostró este fenómeno como una consecuencia natural de su teoŕıa general de la relatividad.

Siguiendo el camino de Le Verrier y analizando cuidadosamente las trayectorias de cuerpos

celestes se pudo reconstruir potenciales gravitacionales y distribuciones de masa que dominan

los movimientos de cuerpos celestes.

Figura 1.1: Curva de rotación para la galax-

ia espiral NGC6503. Los puntos son las ve-

locidades circulares medidas de la rotación en

función de distancia del centro de la galaxia.

Las curvas rayadas y punteadas son la con-

tribución a la velocidad rotatoria debido al

disco observado y el gas, respectivamente, y

la curva punto-raya es la contribución del ha-

lo oscuro.

La Materia Oscura es una materia hipotética de composición desconocida cuya existencia se

infiere sólo a partir de efectos gravitacionales, es un tipo de materia no disipativa, no colisional,

no interactuante con la radiación electromagnética.

J. H. Oort (1932) fue el primer astrónomo que utilizó las observaciones de los movimien-

tos de estrellas en la vecindad solar con el objetivo principal de describir la cinemática de la
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1.2 Materia oscura en cúmulos galácticos y en galaxias espirales

vecindad solar pero también inició el proceso de interpretar la cinemática en términos dinámi-

cos construyendo el primer modelo moderno de nuestra galaxia. Por otra parte, Zwicky (1933,

1937) encontró por primera vez sistemas donde MD >> ML e.g. el cúmulo Coma, lo que inter-

pretó como evidencia de materia oscura. Oort (para la galaxia) y Zwicky (para el cúmulo coma)

encontraron que los potenciales gravitacionales obtenidos de las distribuciones de luz observadas

eran diferentes a los potenciales inferidos de mediciones cinemáticas. Oort usó una aproximación

conservativa, como el caso de Le Verrier con la anomaĺıa de Mercurio, asumiendo que la ley de

gravedad tiene que ser newtoniana y teniendo que introducir una sustancia “invisible” la cual

después se empezó a llamar Materia Oscura. La necesidad de introducir más materia estaba

basada en los estudios de las curvas de rotación para galaxias espirales. No se obteńıa lo esper-

ado por el modelo newtoniano sino que las curvas de rotación se aplanan (véase la figura 1.1),

es decir, para radios grandes las velocidades se manteńıan aproximadamente constantes (Rubin

y Ford, 1970).

1.2. Materia oscura en cúmulos galácticos y en galaxias

espirales

Las curvas de rotación son el método más directo de medir la distribución de masa dinámica

de una galaxia. La información más precisa del comportamiento de curvas de rotación en radios

grandes se ha obtenido para galaxias externas.

Tomando del teorema de Virial, ecuación (1.5), para una configuración en estado esta-

cionario:

mv2 = m
GM(R)

R
, (1.7)

donde v es la velocidad de una part́ıcula de prueba de masa m a una distancia R del centro de
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1.3 Modelos de Gravedad Modificada

la galaxia y M(R) es la masa acumulada de la galaxia hasta un radio R. Si deseamos ajustar

las curvas de rotación con distribuciones de simetŕıa esférica, suponiendo ρ = cte (se tendŕıa

M(R) ∝ R3 y V ∝ R), para la parte plana de las curvas de rotación se sugiere ρ = cte/R2

(por lo tanto, tenemos M(R) ∝ R y V = cte). El problema es que la masa observada M(R)

decae exponencialmente con el radio y el dilema es nuevamente que se tiene la necesidad de una

nueva sustancia (Materia Oscura) o modificar las leyes fundamentales de la gravitación. Los

componentes que conforman un sistema astronómico se mueven en relación unos con otros sin

poder alejarse entre ellos porque están amarrados al jalón gravitacional del resto del sistema y eso

evita la dispersión del sistema. En la actualidad se usa el término “ materia oscura ” para denotar

cualquier forma de materia cuya existencia es inferida únicamente por sus efectos gravitacionales.

El problema de la materia oscura surge tanto por el desajuste que existe en las masas de las

galaxias como en las estructuras cósmicas. Esta discrepancia de masa es omnipresente. Aparece

prácticamente en todos los sistemas, desde galaxias enanas hasta galaxias normales y grupos de

galaxias hasta supercúmulos extensos.

A pesar de su supuesta presencia dominante, varias décadas de múltiples esfuerzos experi-

mentales a nivel mundial no han logrado una detección directa de esta hipotética componente.

Hasta el momento no hay una sola evidencia emṕırica independiente de la realidad de la hipótesis

de la materia oscura.

1.3. Modelos de Gravedad Modificada

Si decidimos respetar las leyes de la f́ısica entonces la materia oscura es la única explicación

a las discrepancias de masa, pero si aceptamos un cambio a las leyes estándares entonces no

forzosamente necesitamos a la materia oscura. Los movimientos de un sistema galáctico son

descritos por una particular fórmula en f́ısica newtoniana, donde se combinan dos leyes básicas:

la ley de la gravitación de newton (que relaciona la fuerza de gravedad entre cuerpos a las masas

8



1.3 Modelos de Gravedad Modificada

de los cuerpos y su separación) y la segunda ley de newton (que relaciona a la fuerza con la

aceleración). La aceleración de un cuerpo en una órbita depende de la velocidad del cuerpo y del

radio de la órbita. Bajo todos estos lineamientos uno deriva la conexión entre masas, velocidad,

tamaño orbital o distancia. Estas leyes newtonianas explican precisamente el vuelo de un misil

y los movimientos de los planetas pero su extrapolación a galaxias presenta problemas, como

ya se explicó al ver las curvas de rotación, entonces modificando la fuerza se espera evitar la

necesidad de invocar materia oscura.

Dos cambios drásticos a la f́ısica newtoniana ya se ha demostrado que son necesarios, im-

plicaciones asociadas a la relatividad y a la mecánica cuántica, en reǵımenes de velocidades

cercanas a la de la luz y escalas subatómicas. Lo que nos interesa averiguar es qué atributos

de los sistemas galácticos son tan extremos que pueden requerir todav́ıa otra modificación. El

primer atributo posible que se nos viene a la mente es el tamaño, la gravedad tal vez se sale de

la ley newtoniana a grandes distancias.

Por el momento no podemos excluir la posibilidad de una modificación a las leyes de grav-

itación tal como lo hacen las teoŕıas MOND (Milgrom 2002), TeVeS (Bekenstein 2005), f(R)

(Capozziello 2009), etc.

1.3.1. MOND

MOND (MOdified Newtonian Dynamics) es una modificación a la segunda ley de newton

cuando se tiene una fuerza gravitacional, propuesta por Milgrom, que cambió la relación entre la

fuerza y la aceleración cuando la aceleración es baja. Esta modificación introduce una constante,

a0, con las dimensiones de una aceleración y propone que la dinámica newtoniana estándar es

una buena aproximación sólo para aceleraciones que son mucho más grandes que a0. Pero cuando

la aceleración es pequeña comparada con a0 la segunda ley de newton se altera: la fuerza se

vuelve proporcional al cuadrado de la aceleración. Para explicar las aceleraciones observadas

en galaxias, MOND propone que una fuerza más pequeña produce una mayor aceleración, por
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1.3 Modelos de Gravedad Modificada

lo tanto, la masa produce una aceleración mayor a grandes distancias de lo que sucede en la

dinámica newtoniana y aśı elimina la necesidad de materia oscura.

Supongamos que la masa de una galaxia está contenida en un cierto radio, la dinámica

newtoniana nos diŕıa que fuera de este radio la velocidad angular de los objetos debeŕıa decrecer

al aumentar la distancia al centro.

Sabemos que en este caso la velocidad tangencial es inversamente proporcional a la ráız del

radio (vT ∝ 1/
√
r ) pues esto es justo lo que pasa en el sistema solar: Mercurio orbita más

rápido que la Tierra, que a su vez orbita más rápido que Saturno. La mayor parte de la masa

en el sistema solar está contenida en el sol y la velocidad orbital de los planetas decrece en

los planetas externos. La situación es radicalmente diferente para distancias suficientemente

grandes desde el centro de la Galaxia (escalas galácticas), la velocidad orbital se incrementa

desde el centro de la Galaxia hasta alcanzar un máximo ' 220 km/s a unos 4 kpc del centro,

nivel al cual permanece prácticamente constante para distancias mayores.

En galaxias espirales, en lugar de que las velocidades disminuyan cuando se incrementa la

distancia desde el centro, se aproximan a un valor constante. Se observa una relación emṕırica

entre la luminosidad total de una galaxia espiral, Ltot, y el valor asintótico de su curva de

rotación V∞, del tipo V 4
∞ ∝ Ltot, lo que se conoce como la relación de Tully – Fisher.

Para tratar de explicar las discrepancias de masa, usando una part́ıcula de prueba a una

distancia r de una masa M sujeta a una aceleracióon a, Milgrom nos dice que la fuerza de la

ecuación (2) va como una aceleración multiplicada por una función adimensional µ
(

a
a0

)
.

F = m µ
(
a

a0

)
a. (1.8)

De aqúı se propone que para aceleraciones grandes (Newton) la µ va como µ(x) = 1. De la

misma forma que para el caso anterior, de igualar las fuerzas se obtiene la siguiente relación

para aceleración, donde a0 es una constante del orden de 10−8 cm s−2 :

10



1.3 Modelos de Gravedad Modificada

µ
(
a

a0

)
a = G

M

r2
. (1.9)

MOND se puede resumir en esta relación (1.9).

Para el caso de aceleraciones más pequeñas que a0, la propuesta es que la función µ(x) tienda

a x, con la x de MOND seŕıa:

µ(
a

a0
) =

a

a0
. (1.10)

En este caso sustituyendo en la ecuación (1.9) llegamos al siguiente resultado

a2

a0
= G

M

r2
. (1.11)

Como seguimos en el caso de velocidades orbitales utilizamos aceleración centŕıpeta (ec. 1.3)

para obtener una relación en términos de la velocidad

v4

a0 r2
= G

M

r2
. (1.12)

Acomodando los términos en esta última ecuación vemos que la velocidad va como la ráız

cuarta de la masa y que además la velocidad tangencial es una constante que depende sólo de la

masa del sistema como se ve en la ecuación (1.13), para el caso de aceleraciones más pequeñas

que a0,

v = 4

√
G a0 M. (1.13)

Se han hecho observaciones suficientemente detalladas para comparar predicciones teóricas

y MOND ajusta notablemente. Estas comparaciones implican un parámetro que se debe ajustar

para cada galaxia: un cociente Masa-Luminosidad (M/L). En cambio, para materia oscura al

comparar con las observaciones se requiere especificar la cantidad y distribución de materia
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1.3 Modelos de Gravedad Modificada

oscura.

En la tierra, y en general en todo el sistema solar, no se pueden medir efectos de MOND

porque la aceleración es newtoniana y es muy grande en comparación con a0.

Necesitaŕıamos ir mucho más lejos que la órbita de Plutón para empezar a medir los efectos

de MOND. Los detalles de la función µ todav́ıa se desconocen, solamente tenemos su compor-

tamiento en los ĺımites.

µ(x) →





1, x >> 1

x, x << 1

Es importante mencionar los hechos fenomenológicos que MOND puede explicar, que son

los siguientes:

1. Las curvas de rotación de galaxias son asintóticamente planas.

2. La velocidad de rotación de una galaxia es proporcional a la cuarta ráız de su masa

bariónica total: la relación Tully-Fisher bariónica. La constante de proporcionalidad es

(G a0)
1/4.

3. Galaxias con altas densidades superficiales centrales correspondientes a aceleraciones

más grandes que a0 no debeŕıan mostrar discrepancia de masa en las partes interiores. La

discrepancia debeŕıa aparecer solamente más allá de ciertos radios pero siempre y cuando

la aceleración sea comparable con a0.

4. En Galaxias LSB, las cuales tienen densidad superficial baja, la discrepancia de masa debe

empezar justo en el centro.

5. La distribución de la materia visible (bariónica) en cada galaxia determina firmemente

el campo de aceleración de una galaxia. Esto debe sostenerse a pesar de las historias de

formación, evolución e interacción que las diversas galaxias han experimentado.
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1.3 Modelos de Gravedad Modificada

Si decidiéramos ignorar a MOND encontraŕıamos problemas para aceleraciones más pequeñas

que a0 pero por otro lado se tienen problemas en velocidades extremas o gravedades demasiado

fuertes, para esto la relatividad es necesaria.

1.3.2. Fundamentos teóricos

MOND surge como una relación emṕırica que describe bien la fenomenoloǵıa de las galaxias

pero sin a ser una teoŕıa de campo fundamental. Se necesita modificar la acción para el campo

gravitacional para garantizar la conservación de la enerǵıa y el momento como consecuencias

inmediatas de las simetŕıas del lagrangiano.

Dado que MOND, ecuación (1.10), es incompatible con las leyes de conservación, excepto

si se aplica sólo a part́ıculas de prueba, el paradigma de MOND puede hacerse consistente

dinámicamente formulandolo como una teoŕıa de gravitación modificada.

En el caso de gravedad Newoniana, un cuerpo se mueve con una aceleración igual a gN =

−∇φN , donde φN es el potencial gravitacional newtoniano, determinado por la ecuación de

Poisson (ec. 1.14)

∇2φN = 4πGρ, (1.14)

donde ρ es la densidad de masa que produce φN . La ecuación de Poisson puede derivarse del

Lagrangiano

LN = −
∫
d3r{ρφN + (8πG)−1(∇φN)

2}. (1.15)

Para hacer una modificación a esta teoŕıa vamos a quedarnos con la noción de que existe

un sólo potencial φ del cual se deriva una aceleración. La modificación más general de LN que

resulta es

L = −
∫
d3r

{
ρφN + (8πG)−1a20f

[
(∇φ)2

a20

]}
, (1.16)
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1.3 Modelos de Gravedad Modificada

donde f(x2) es una función arbitraria. Notemos que es necesaria una escala para la aceleración,

a menos que estemos en el caso newtoniano. Variando L con respecto a φ, con una variación de

φ que desaparece en el ĺımite, resulta una ecuación de Poisson modificada

∇ • [µ(|∇φ|/a0)∇φ] = 4πGρ, (1.17)

con µ(x) = f ′(x2), como la ecuación que determina el potencial modificado. Para recuperar el

caso en el que se tiene una particula de prueba con una aceleración g = −∇φ basta aplicar las

condiciones de frontera |∇φ| → 0 y r → ∞ en la ecuación (1.17).

Es útil escribir la ecuación de campo en terminos de un campo newtoniano no modificado

gN = −∇φN , para la misma distribución de masa, la cual satisface la ecuación de Poisson.

Elimindando ρ obtenemos

∇ • [µ(∇φ/a0)∇φ−∇φN ] = 0. (1.18)

En esta ecuación 1.18 la expresión que está entre parentesis se puede escribir como

µ(g/a0)g = gN +∇× h, (1.19)

donde h es un campo vectorial. Si despreciamos el término ∇ × h en una cierta región del

espacio, la aceleración en particulas de prueba esta dada por la ecuación de campo que es la

misma que la de la ecuación (1.8)(Bekenstein&Milgrom, 1984).

En lo que resta de esta tesis sólo trataremos a MOND como una ley empirica para describir

la fenomenoloǵıa galáctica, dejando para trabajo a futuro el problema de la extensión relativista

de esta teoŕıa.
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Caṕıtulo 2

Desarrollo de la Propuesta

En este trabajo se considera una modificación a la ley de gravitación universal (ec. 1.1), que

consiste en una extensión a la ley de gravitación ya propuesta por Newton, es decir, un segundo

término que describa las observaciones en un campo de interacción gravitacional débil.

En términos de la aceleración newtoniana g que siente una part́ıcula, la propuesta de MOND

es

µ(
g

a0
)g = gN ,

donde la aceleración de gravedad Newtoniana es gN = GM/r2 y µ es una función no especificada.

Ya mencionamos anteriormente que MOND está definido en los limites de la aceleración

(aceleraciones muy grandes y aceleraciones pequeñas). Esto quiere decir que cuando g >>

a0 (aceleraciones grandes) la función µ va como µ(x) = 1 y en este caso observamos que

recuperamos la aceleración de Newton. Sin embargo en el ĺımite opuesto, cuando g << a0

(aceleraciones pequeñas) la función µ se reduce a x y en este ĺımite la propuesta de MOND estaŕıa

dada por g = (a0gN)
1/2. Además mencionamos que la constante a0 tiene unidades de aceleración;

su valor se ha determinado calibrándola en el régimen de MOND con las observaciones de las

curvas de velocidad de rotación de las galaxias espirales grandes.

Sin embargo, lo que es importante señalar es que no se tienen detalles confiables de la
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transición de aceleraciones (cuando pasamos de aceleraciones grandes a aceleraciones pequeñas),

es decir en la transición de la función µ. Esta transición mal definida ha sido dif́ıcil de manejar.

Lo que nosotros hicimos fue aprovechar las diferencias de las escalas de distancia y masa

que existen entre los dos reǵımenes de aceleración, de tal manera que se obtenga una ley de

aceleración que ajuste a todas las escalas:

g = gN + (a0gN)
1/2. (2.1)

Esto implica impĺıcitamente la elección de una cierta función µ como se verá más adelante.

Para el caso de una part́ıcula que se encuentra a una distancia r de una masa M, la ecuación

(2.1) seŕıa

g = −GM

r2
− G2M

1
2

r
(2.2)

donde la G es la constante de Newton y la G2 esta dada por G2 = (a0G)1/2. El potencial

estándar Newtoniano es gN tal que gN = −∇(φN) y de forma general g = −∇(φ).

Vamos ahora a reescribir la aceleración (2.1)en términos de gN para definir un nuevo parámetro

adimensional X;

g = gN(1 +X) (2.3)

donde

X =
(
G2

G

)(
R

M1/2

)
(2.4)

con valores estándares de a0 = 1 × 10−8 cm s−2 ; G2 = 1,2 × 10−34 M
−1/2
¯ s−2 kpc2 y

G = 4,5 × 10−39 M−1
¯ s−2 kpc3, escogiendo estas unidades por comodidad para aplicaciones

galácticas. El objetivo de definir el parámetro X es analizar su comportamiento a diferentes
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escalas.

Los valores obtenidos del parámetro X en la ecuación (2.3) que se calcularon para diferentes

escalas usando los valores de G y G2 ya establecidos se muestran a continuación en la tabla 2.1.

Sistema M(M¯) R(kpc) X

Órbita Terrestre 3×10−6 2.07×10−23 3.23×10−6

Sistema Solar 1 4.86×10−9 1.3×10−4

Cúmulos Globulares 105−6 2-10×10−3 0.1 -0.01
Galaxias Eĺıpticas 109 - 1011 0.5-10 ∼ 0.1

Disco Galáctico al radio solar 5×1010 8.5 2
En las afueras de la via Láctea 0.7×1011 100 20

Tabla 2.1: Valores del parámetro X en varios sistemas de diferente escala.

En escalas terrestres la aportación a la dinámica gravitacional que hace el segundo término

de la ecuación (2.3) es del orden de una parte en 106 y no presenta ningún conflicto con las

observaciones, puesto que la incertidumbre de G es de una parte en 104.

Para escalas del sistema solar esta aportación del segundo término en el valor de X todav́ıa

cae dentro de la incertidumbre de la G sola. Estos valores de X se vuelven aún más pequeños

para los planetas que están más adentro que la tierra en el sistema solar y crecen hacia afuera

del sistema solar, pero las incertidumbres en periodos y radios orbitales también crecen sub-

stancialmente para los planetas externos, con observaciones modernas extendiendose sólo por

una fracción del periodo orbital.

Si nos vamos hacia los cúmulos globulares las correcciones que haŕıa la ecuación (2.3) se

vuelven más pequeñas que los errores y las incertidumbres en las observaciones determinadas

para los valores del radio y las masas de los cúmulos globulares.

En el caso de las galaxias eĺıpticas vemos que la corrección a la dinámica gravitacional debida

a la inclusión propuesta de un segundo término en la ecuación (2.3) es suficientemente pequeña

como para pasar desapercibida, en todos los sistemas dónde no se ha encontrado una anomaĺıa

gravitacional y donde la dinámica es consistente con la gravedad Newtoniana, en ausencia de
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cualquier Materia Oscura.

Por otro lado, en sistemas donde la presencia de Materia Oscura es inferida, y dado que

siempre se infiere que es dominante, vemos que la contribución que hace el término Newtoniano

a la propuesta de MOND es por lo general insignificante. Como se observa en la tabla 2.1 para

el caso del disco galáctico en el radio solar un valor de X = 2 es consistente con una cantidad

de materia oscura inferida de aproximadamente 50% dentro del ćırculo solar. Si nos vamos

a las afueras de la v́ıa láctea con un valor de X = 20 vemos que el sistema está totalmente

dominado por Materia Oscura, o está en un régimen donde el segundo término de la ecuación

(2.3) determina casi completamente la dinámica.

Una representación esquemática de la transición de aceleraciones está dada en la figura (2.1),

donde se muestra una gráfica de las dependencias de gravedad Newtoniana y gravedad MOND-

iana contra el parámetro X. La aceleración tiene una dependencia de suma de leyes de potencias

que asegura que para pequeños valores de X domina el término Newtoniano, gN , mientras que

para valores grandes de X sucede lo contrario dominando el término de MOND, gM , el segundo

término de la ecuación (2.2). La propuesta de la ecuación (2.3) busca ser consistente con todas las

observaciones relevantes, en todas las escalas, sin necesidad de encontrar una µ extra arbitraria

que medie entre el régimen Newtoniano y el MOND-iano.

Ahora mostraremos cómo esta formulación de gravedad modificada es equivalente a tomar

una función µ en MOND que va como

µ(x) =

√
1 + 4x− 1√
1 + 4x+ 1

,

propuesta originalmente por Bekenstein (Bekenstein 2004). Esto le da un amplio soporte a

nuestro modelo dado el buen ajuste a las observaciones que se logran con dicha función.

Como mencionamos en la introducción, MOND se resume en que la fuerza es proporcional

a la aceleración por una función que depende de la aceleración.
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Figura 2.1: Escalamientos de los términos Newtoniano y MOND-iano, gN y gM respectivamente,

en la ecuación (2.2), contra el parámetro X. En la región del lado izquierdo de la primera ĺınea

vertical gN domina sobre gM por más de un orden de magnitud. En esta región se encuentran

sistemas donde no es necesaria la materia oscura para explicar la dinámica observada bajo la

gravedad de Newton. Del lado derecho de la segunda lńea vertical gM domina sobre gN por más

de un orden de magnitud, en esta región se encuentran los sistemas donde la materia oscura es

necesaria para describir la dinámica observada bajo gravedad Newtoniana.
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F = m µ
(
a

a0

)
a = G

Mm

r2
(2.5)

Demostraremos que nuestra propuesta

a =
F

m
= G

M

r2
+ (Ga0)

1/2M
1/2

r
(2.6)

es equivalente a la propuesta de Bekenstein con x = a
a0
,

µ(a/a0) =

√
(1 + 4(a/a0))− 1

√
(1 + 4(a/a0)) + 1

(2.7)

o lo que es lo mismo, demostraremos que las dos propuestas se implican mutuamente.

La fenomenoloǵıa de MOND nos da esta relación

µ
(
a

a0

)
a = G

M

r2
; (2.8)

sustituyendo la aceleracón de la ec. (2.6) en (2.8) obtenemos




√
1 + 4

(
GM
a0r2

+
√

GM
a0r2

)
− 1

√
1 + 4

(
GM
a0r2

+
√

GM
a0r2

)
+ 1





GM

r2
+

√
Ga0M

r2


 = G

M

r2
. (2.9)

Hacemos un cambio de variable para simplificar las cuentas

z2 = G
M

a0r2
(2.10)

y podemos reescribir la ecuación (2.9) como

z2
[√

(1 + 4(z2 + z)) + 1
]
=

[√
(1 + 4(z2 + z)− 1)

]
(z2 + z). (2.11)

Distribuyendo términos
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z2
√
(1 + 4(z2 + z) + z2 = z2

√
(1 + 4(z2 + z)− z2 + z

√
(1 + 4(z2 + z)− z, (2.12)

2z2 = z
√
(1 + 4(z2 + z)− z, (2.13)

2z =
√
(1 + 4(z2 + z))− 1, (2.14)

(2z + 1)2 = 1 + 4(z2 + z). (2.15)

Finalmente, desarrollando los dos términos obtenemos

4z2 + (4)(1)z + 1 = 1 + 4z2 + 4z, (2.16)

4z2 + 4z + 1 = 4z2 + 4z + 1. (2.17)

Con este desarrollo hemos demostrado que nuestra propuesta (ecuación 2.2) es equivalente

a la función µ(x) bajo MOND propuesta por Bekenstein.

A pesar de que estas dos formulaciones son matemáticamente equivalentes, en el caso de

Bekenstein esto se piensa como una transición entre 2 reǵımenes extremos, mientras que en

nuestro caso la ecuación (2.2) se podŕıa interpretar como un desarrollo en serie truncado. Se

antoja añadir un tercer término, una constante probablemente negativa que podŕıa usarse para

modelar la enerǵıa oscura, a nivel cosmológico, aunque para esto seŕıa necesario una extensión

relativista de la propuesta de esta tesis, cosa que formará parte de un desarrollo futuro.

De esta forma la ecuación (2.2) se ve como una aproximación a una ley de gravedad universal,
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2.1 Sistema Solar

sólo los primeros términos de la cual hemos comenzado a apreciar al explorar reǵımenes de

densidades cada vez más bajas, que ocurren a distancias cada vez más grandes, como se muestra

en las siguientes secciones.

El primer paso a seguir es calibrar y probar una ley de gravitación no relativista.

2.1. Sistema Solar

En el sistema solar veremos que los efectos de la introducción del segundo término de nues-

tra propuesta (ecuación 2.2) son despreciables o menores a las incertidumbres asociadas a las

observaciones, para los planetas internos a Saturno y para la luna terrestre. En lo que sigue

supondremos como criterio de comparación órbitas circulares. No es nuestra intención un mod-

elaje preciso de los movimientos planetarios sino una modelación comparativa entre dos leyes

de fuerza.

Dado que las estrellas, los planetas y objetos similares orbitan alrededor de otro cuerpo ce-

leste, están sujetos a una aceleración centŕıpeta de magnitud v2/r. Sustituyendo esta aceleración

en la ecuación de movimiento F = md2x/dt2 obtenemos la relación dada por la ecuación (1.1):

v2N =
GM

r
, (2.18)

donde G es la constante de gravitación universal, M es la masa del Sol (cuerpo atrayente) y r

es el radio orbital.

De igual manera podemos reescribir la ecuación (2.2) usando la aceleración centŕıpeta para

obtener una relación en términos de la velocidad, considerando que la masa M(r) es constante

v2x =
GM(r)

r
+G2M(r)1/2. (2.19)

Entonces queremos comparar v2N/v
2
x con v2N/(v

2
N + δv2), para los planetas del sistema solar,
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2.2 Vı́a Láctea

donde δv2 es el error cuadrático en las velocidades de traslación. Este se calculó propagando el

error de la fuerza de gravitación newtoniana de la siguiente manera:

δv2 =
GM

r2
(δr) +

(δG)M

r
, (2.20)

considerando la incertidumbre en G, δG = 4 × 10−11cm3g−1s−2, reportada por Binney &

Tremaine (2008), para δr tomamos las incertidumbres en los radios máximos en kpc de los plan-

etas del sistema solar y el sistema tierra-luna reportados por P. K. Seidelman (1992). Utilizando

los valores extremos de G2, calibrados para el caso de la Vı́a Láctea que veremos en la siguiente

sección, se obtuvieron los valores que se muestran en la tabla (2.2).

Planeta v2N/(v
2
N + δv2) v2N/v

2
x (G2min) v2N/v

2
x (G2max)

Venus 0.99981 0.99997 0.99987
Tierra 0.99980 0.99995 0.99982
Marte 0.99965 0.99993 0.99972
Júpiter 0.99846 0.99975 0.99906
Saturno 0.99443 0.99955 0.99827
Luna 0.99974 0.99993 0.99975

Tabla 2.2: Muestra que el incremento en la velocidad de traslación al cuadrado, asociado a au-

mentar el segundo término a la fuerza de gravitación de newton (v2x), es menor al incremento

debido a la incertidumbre en las cantidades utilizadas en esta velocidad (v2N + δv2).

2.2. Vı́a Láctea

Las estrellas tienen una órbita aproximadamente circular alrededor del centro de la galaxia,

de radio r y velocidad tangencial v. Por esta razón también consideramos que están sujetos a

una aceleración centŕıpeta (ec. 1.3). Observacionalmente sabemos que para todas las galaxias

espirales, incluida la Vı́a Láctea, la distribución de brillo superficial del disco galáctico tiene

un perfil de luminosidad que decae exponencialmente con el radio. Suponiendo cocientes M/L

relativamente constantes, la masa de la galaxia está fuertemente concentrada hacia el centro de
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2.2 Vı́a Láctea

la misma por lo que podemos considerar que el valor de la masa es aproximadamente constante

con el radio. Si nos alejamos del centro de la galaxia, es decir, en la ecuación (2.2) a radios

grandes el término newtoniano (primer término) se va más rápidamente a cero y entonces la

fuerza gravitacional estaŕıa dada principalmente por el segundo término.

Como primera aproximación para ajustar el valor de G2 , despreciamos el primer término

en la ecuación (2.2) y usamos valores observados en la parte exterior del disco galáctico de la

Vı́a Láctea (M∼ 0.5 × 1011 -1.0 × 1011M¯) con una velocidad tangencial de v = 220Kms−1

y una masa de M= 0.5 × 1011M¯ se obtiene G2 = 1,8 × 10−34M
−1/2
¯ s−2kpc2, mientras que

usando una v = 220Kms−1 y M = 1.0 × 1011M¯ se obtiene G2 = 1,28× 10−34M
−1/2
¯ s−2kpc2.

En una segunda aproximación para ajustar G2 utilizando los dos términos de la ecuación (2.2)

consideraremos distintos valores de las velocidades a distintos radios pero los mismos valores

para la masa de la Vı́a Láctea. Suponemos un movimiento circular de las estrellas en el disco

galáctico y de la ecuación (2.2) sabemos que G2 está dada por:

G2 =
GM1/2

r
− v2

M1/2
. (2.21)

De esta ecuación obtenemos la siguiente tabla (2.3), de donde obtenemos una calibración

de G2, tomando en cuenta rangos máximos de incertidumbre en las estimaciones de la masa

bariónica de la Vı́a Láctea.

v(km/s) r(kpc) G2(M= 0.5× 1011M¯) G2(M= 1 × 1011M¯)
205 15 1.3003× 10−34 0.44313× 10−34

196 30 1.4676× 10−34 0.79957× 10−34

196 60 1.6359× 10−34 1.0377× 10−34

196 90 1.6921× 10−34 1.1171× 10−34

Tabla 2.3: Valores obtenidos para G2.

Los valores máximo y mı́nimo de G2 obtenidos en la tabla (2.3) fueron utilizados en la sec-

ción (2.1) para probar que el segundo término de la fuerza de gravedad de la ecuación (2.2),
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2.3 M31

G2M
1/2/r, es del orden de la incertidumbre del cuadrado de la velocidad de traslación de los

planetas del sistema solar, δv2, calculada con la fuerza de Newton FN = GM/r2. Espećıfi-

camente: G2M
1/2 ∼ δv2, lo que significa que el incluir el segundo término en la fuerza de

gravitación no tiene efectos observables a escala del sistema solar.

2.3. M31

En el caso de la galaxia M31, también conocida como Andrómeda, tenemos los datos observa-

cionales del brillo superficial del bulbo y del disco en función del radio y los datos observacionales

de la densidad superficial como función del radio de gas atómico y molecular. Con estos datos

(amablemente suministrados por L. Chemin) podemos obtener la curva de rotación de M31 bajo

la ley de gravedad propuesta para compararla con la curva observada por L . Chemin como se

muestra en la figura (2.2).

Para sacar la curva de rotación obtuvimos primero la densidad superficial de luminosidad

del disco y del bulbo con la siguiente relación (Binney & Tremaine 2008)

L = 10
m−5log10(d/10pc)

−2,5 , (2.22)

donde L tiene como unidades L¯
arcsec2

pero se hace un cambio de variable de arcsec2 a pc2, d es la

distancia a la galaxia y m es el brillo superficial (magnitud aparente). Con esto obtenemos los

perfiles de luz para el bulbo (Fig. 2.3) y el disco (Fig. 2.4), que son básicamente una relación

de la luminosidad como función del radio.

El bulbo de una galaxia se entiende como la parte central de una galaxia donde se concentra

la mayor luminosidad, en el perfil de luz del bulbo (Fig. 2.3) vemos que toda la luminosidad

se concentra entre 0 y 5 kpc, y en el disco (Fig. 2.4) encontramos la luminosidad concentrada

entre 0 y 25 kpc.
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2.3 M31

Figura 2.2: Curva de rotación de M31. La ĺınea continua corresponde a la curva observada por L.

Chemin, la curva con + corresponde a la curva calculada con la ley de gravedad propuesta en el

presente trabajo.

Figura 2.3: Densidad de luminosidad como función del radio del bulbo de M31.
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2.3 M31

Figura 2.4: Luminosidad como función del radio r del disco de M31.

Figura 2.5: Masa como función del radio del bulbo, •, y del disco, ∗, de M31.
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2.3 M31

Dados los perfiles de luminosidad para el bulbo y el disco podemos obtener una densidad

superficial de masa (Σ) usando valores espećıficos de los cocientes Masa–Luminosidad. En este

caso usamos un valor de M/L = 1 para el disco y de M/L = 5 para el bulbo, tomamos además

una interpolación lineal de radios fijos para todos los componentes y de esta forma obtener la

masa M(r) como función del radio, para el bulbo y el disco (Fig. 2.5).

Para el gas molecular y gas atómico tenemos la densidad superficial como función del radio

(Fig. 2.6).

Figura 2.6: Densidad superficial Σ como función del radio del gas atómico , • y gas molecular, ∗,
en M31.

Usando los valores de Σ como función del radio r se hizo un programa que hiciera la in-

tegración numérica para obtener la masa M(r) interna a una superficie gaussiana esférica con

centro en el centro de la galaxia, a distintos radios. Resultando los perfiles de masa para el gas

atómico y gas molecular (fig. 2.7).

Por último calculamos la velocidad de rotación v de la ecuación (2.19) para cada una de

las componentes, obteniendo la velocidad de todo el sistema como la suma cuadrática de las

velocidades:
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2.3 M31

Figura 2.7: Masa como función del radio del gas atómico, ∗, y gas molecular, •, en M31.

vtotal =
(
v2 disco + v2 bulbo + v2 gasmol + v2 gasatom

)1/2
(2.23)

Estamos suponiendo que no existe la materia oscura y por lo tanto la masa debe ser con-

gruente con las curvas de rotación. En la gráfica (2.8) se muestra la velocidad de rotación de

cada una de las componentes del sistema: bulbo, disco, gas atómico y gas molecular, también

mostramos la curva de rotación que resultó de la ecuación (2.23) y la curva correspondiente a

los datos de L. Chemin.

En la figura (2.8) se observa que la curva de rotación correspondiente a los datos observa-

cionales y la curva que resulta del ajuste que se hizo con la aceleración de la ecuación (2.2) se

asemejan a partir de 25 Kpc. Una galaxia gigante como M31 tiene un radio de ∼ 100− 200 kpc

aproximadamente y no es una galaxia de disco común y corriente, es una galaxia gigante y si

se ve desde afuera, la zona de los 25 kpc internos es pequeña con respecto al tamaño total de la

galaxia M31. Por esto consideramos que la aceleración propuesta śı describe bien este sistema.

La “joroba” que se observa entre los 5 y 20kpc no se puede ajustar con ningún modelo
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2.3 M31

Figura 2.8: Se muestran las Curvas de rotación de M31 correspondientes a los datos observados

por L. Chemin y al ajuste usando la ley de gravedad propuesta en este trabajo. También se

muestran las curvas de rotación de las componentes de M31: bulbo, disco, gas atómico y gas

molecular.

dinámico y muy probablemente sea evidencia de la falta de correlación entre la curva de rotación

medida y la distribución de la masa dinámica de M31 (efectos hidrodinámicos, movimientos

circulares, desajustes entre el lado izquierdo y el lado derecho de la curva de rotación, etc). En

la gráfica donde se muestra la densidad superficial de los gases (fig. 2.6) observamos un anillo

entre 8 y 20 kpc que coincide con el rango del radio en kpc donde se forma la “joroba” de la

curva observacional.

Para el caso del disco y los gases existe un cierto error debido a que se consideró simetŕıa

esférica, sin embargo comparando la curva de rotación de un disco infinitamente delgado y la

curva de rotación asociada a una esfera con el mismo perfil de masa M(r) vemos que este error

es menos del 10% (Binney & Tremaine 2008). Esto es una cota máxima al error ya que el disco

no es infinitamente delgado sino que tiene un cierto ancho. Con respecto al término de MOND

podemos esperar un error similarmente pequeño dada la simetŕıa del problema e.g. los teoremas

de Newton para distribuciones esféricas también se cumple.
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Caṕıtulo 3

Derivación de la Ecuación de Equilibrio

Hidrostático

Existe un número grande de galaxias satélites de baja luminosidad alrededor de la Vı́a

Láctea. Estas galaxias son clasificadas como las galaxias enanas esferoidales, denotadas como

dSph (dwarf spheroidal galaxies). Nos referiremos al grupo local de las dSph para especificar

el grupo de galaxias satélites de la Vı́a Láctea ya que también existe un grupo de enanas

esferoidales en M31. Aunque son muchas las dSph detectadas, en realidad son pocas las que han

sido bien estudiadas. Estas galaxias se encuentran a una distancia ∼ 20−200 kpc medida desde

el centro de la Vı́a Láctea y tienen una masa de estrellas de ∼ 106−7M¯ . Cuando las dSph son

analizadas con gravitación newtoniana se encuentra que los cocientes M/L para estas galaxias

son muy grandes con respecto a los cocientes M/L de una galaxia promedio.

Se ha encontrado que están arriba de >∼100 M¯/L¯. Esto implica que necesitan materia

oscura y convierte a estos sistemas en uno de los principales objetos de estudio para inferencias

de Materia Oscura e.g. Sanchez-Salcedo & Hernandez 2007, Angus 2007. Cuando son analizadas

bajo MOND en algunos ajustes se necesitan a0 diferentes a las propuestas (Lokas 2002) o incluso

se puede seguir necesitando materia oscura aún en MOND.
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La propuesta que se hace en este trabajo pretende describir mejor las observaciones de cómo

lo hace MOND. Los sistemas que presentan más problemas en MOND son precisamente las

galaxias enanas esferoidales (dSph), por lo que probaremos rigurosamente la fuerza de gravedad

que proponemos. Las dSph son sistemas auto-gravitantes con simetŕıa esférica, nos basaremos

en configuraciones de equilibrio para conjuntos auto-gravitantes de estrellas.

Comenzaremos observando la validez de los teoremas de Newton para distribuciones esféri-

camente simétricas de materia, es decir, la fuerza que siente un observador en el interior de una

cáscara esférica desaparece y la contribución del campo en puntos exteriores en la esfera es el

mismo que se produciŕıa si toda la masa estuviera concentrada en el centro. Esto funciona en la

propuesta que se presenta aqúı, ecuación (2.1). Los dos teoremas dependen del hecho de que el

numerador del término newtoniano de la ecuación (2.2) para una fracción fija del ángulo sólido

de una cáscara delgada aumenta con el cuadrado de la distancia a la cáscara, como lo hace el

denominador. Para el segundo término de la ecuación, el numerador se escala como R porque

es proporcional a M1/2, tal como el denominador, asegurando la validez de los Teoremas de

Newton para distribuciones de masa esféricas.

Un gas politropico, donde la presión depende de la densidad, se define por una ecuación de

estado:

p = Kργ, (3.1)

donde p es la presión, ρ es la densidad y γ es la razón de calores espećıficos.

Aśı la ecuación de equilibrio hidrostático para una esfera autogravitante de un gas politropico

es (ec. 3.2),

dp

dr
= ρ∇(φ). (3.2)

Sustituimos la ec. (3.1) en la ec. (3.2) para obtener
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Kγργ−1dρ

dr
= −ρ∇φ = −ρ

(
G
M

r2
+

(Ga0M)1/2

r

)
(3.3)

Kγργ−2dρ

dr
= −

(
G
M

r2
+

(Ga0M)1/2

r

)
. (3.4)

Tomamos la ecuación de continuidad (3.5)

dM(r)

dr
= 4πρr2, (3.5)

la cual podemos escribir equivalentemente como:

ρ =
1

4πr2
dM(r)

dr
.

Ahora sustituimos en (3.4) la ecuación de continuidad (ec. 3.5) para obtener

Kγ
(

1

4πr2

)γ−2 dM(r)

dr

γ−2 d

dr

(
1

4πr2
dM(r)

dr

)
= −

(
G
M

r2
+

(Ga0M)1/2

r

)
. (3.6)

Desarrollando la derivada resulta

Kγ
(

1

4πr2

)γ−2 dM(r)

dr

γ−2 ( −2

4πr3
dM(r)

dr
+

1

4πr2
d2M(r)

dr2

)
= −

(
G
M

r2
+

(Ga0M)1/2

r

)
. (3.7)

Esta ecuación será resuelta numéricamente. El objetivo de la ecuación (3.7) es obtener una

relación de la Masa como función del radio y usar la masa para obtener los cocientes M/L

de las galaxias enanas esferoidales. Hemos utilizado la correspondencia entre configuraciones

politropicas de equilibrio hidrostático y sistemas estelares autogravitantes, la cual no depende

de la forma de la ecuación de Poisson, y está asegurada si se fijan las siguientes condiciones

(Binney & Tremaine 2008):
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K = σ2 y γ = 1

Con esto podemos reescribir la ecuación (3.7) como

σ2
(

1

4πr2

)−1 dM(r)

dr

−1 ( −2

4πr3
dM(r)

dr
+

1

4πr2
d2M(r)

dr2

)
= −

(
G
M

r2
+

(Ga0M)1/2

r

)
(3.8)

σ2

[−2

r
+

d2M(r)

dr2
dr

dM(r)

]
= −

(
G
M

r2
+

(Ga0M)1/2

r

)
. (3.9)

Obtenemos una ecuación diferencial de segundo orden para M(r) donde, σ = cte es la

dispersión de velocidad isotrópica para una población de estrellas, y tomando condiciones a la

frontera M(r) → 0 y dM/dr = 4πr2ρ para r → 0, una densidad central ρ0 =cte, podemos

resolver la ecuación (3.9) numéricamente.

Resolvimos la ec. (3.9) con el método de diferencias finitas de Euler, con una resolución de

diez mil puntos. Verificamos la convergencia de la solución aumentando la resolución con un

factor de 3 y confirmando que se obtienen los mismos resultados.

Además notamos que ignorando el primer término del lado derecho de la ecuación (3.9), el

comportamiento ĺımite de M(r) para valores grandes de r cuando el término de MOND domina

es como M(r) → Mtot. Por lo tanto, podemos contar con soluciones completas de la ecuación

(3.9) que produzcan perfiles de densidad de volumen caracterizados por una masa total finita.

En contraste con lo que pasaŕıa en sistemas newtonianos, donde las configuraciones isotérmicas

tienen una masa total infinita, bajo la ley de gravedad propuesta, configuraciones isotérmicas

autogravitantes serán naturalmente acotadas en sus masas y tendrán un radio medio total bien

definido y finito, rhm, para caracterizar las configuraciones de equilibrio resultantes. Se espera
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que la masa total de la configuración vaya como σ4, como en el caso de MOND, y de la escala

dimensional de masa < M >∝ σ4(Ga0)
1/2, se esperaŕıa llegar a una relación análoga a la relación

Tully-Fisher para sistemas galácticos esferoidales.

En la figura (3.1) se muestra una gráfica de la variación de la densidad, ρ, como función

del radio, R, para una solución de la muestra numérica a la ecuación (3.9), para σ = 7kms−1

y ρ0 = 0,1M¯pc−3. Obtenemos como resultado una masa total final bien definida, Mtot, de

3×106M¯, y un radio final a media masa de 0,39 kpc. Vemos que el decaimiento esperado del

perfil de densidad a grandes radios es más rápido que r−3. Este tipo de perfiles de densidad se

usarán para modelar el sistema de las galaxias enanas esferoidales.

Figura 3.1: Un perfil isotérmico de la densidad de equilibrio, para ρ0 = 0,1M¯pc−3 y σ = 7km/s,

resultando en una masa total de 3×106M¯pc−3. La distancia está en unidades de kpc. La ĺınea

recta tiene una pendiente de r−3
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Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

Según lo que discutimos en el caṕıtulo (3), una vez que se dan los valores para la dispersión

de la velocidad, σ, y la densidad central, ρ0, la solución de la ecuación (3.9) nos da perfiles

completos de la densidad de equilibrio hidrostático.

Para modelar ahora las galaxias enanas esferoidales (dSph) tomamos valores que ya han

sido reportados para la dispersión de velocidad de estos sistemas, que fijan por lo tanto uno

de los dos parámetros necesarios para el modelo. El perfil de densidad que obtuvimos en el

caṕıtulo (3) está integrado sobre una dimensión, para darnos un perfil de densidad superficial

del cual se mide el radio medio total proyectado. Esto nos da una segunda restricción. Ahora

deberemos variar los valores de la densidad central de entrada ρ0 hasta conseguir que el radio

a media masa rhm concuerde con los valores del radio a media luz rhl ya reportados para las

dSph. Los valores observacionales de la dispersión de velocidad y el radio a media luz rhl de una

cierta galaxia dSph determinan completamente el modelo. Dividiendo la masa total Mtot para

el modelo resultante por la luminosidad total Ltot de las dSph nos da los cocientes M/L para el

modelo.
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

Los valores de los radios a media luz y las luminosidades totales las tomamos de Gilmore

et al.(2007), quien resume los resultados publicados para las referencias dadas en la tabla (4.1),

excepto para Ursa Minor, donde tomamos los valores revisados para Ltot de Palma et al (2003).

Aunque otros sistemas estelares muestran perfiles de dispersión de velocidad que general-

mente decaen conforme incrementa el radio, por ejemplo cúmulos globulares, el caso para galax-

ias dSph es diferente, con estos sistemas mostrando esencialmente perfiles de dispersión de

velocidad planos. En casos en que se observa que el perfil de dispersión de velocidad baja, esto

comunmente ocurre hacia los bordes de la galaxia, afectando sólo un muy pequeño porcentaje

de la masa total del sistema. La constancia de estos perfiles de dispersiones de velocidades ob-

servados valida el uso de la ecuación (3.9) bajo condiciones isotérmicas para el modelo local de

las dSph, bajo la ley de gravedad propuesta.

Los valores de σ los tomamos al ajustar valores constantes a los perfiles σ de Angus (2008), los

cuales son a buena aproximación planos, con la excepción de Ursa Minor que muestra un cierto

decrecimiento al aumentar la distancia radial. Esta galaxia también muestra estructura interna

en el espacio fase en radios pequeños, la cual puede explicar en gran parte el aumento de la σ

hacia el centro. El valor que tomamos para σ es un valor representativo de la situación al rededor

del radio a media luz. Si una dependencia radial de σ en Ursa Minor fuera confirmada, este

sistema debeŕıa ser excluido de la muestra pues entraŕıa en conflicto con el modelo isotérmico

que nosotros tomamos en este trabajo.

La tabla (4.1) muestra los resultados para las ocho galaxias dSph mejor estudiadas. Los

valores de los cocientes M/L que obtuvimos son comparables con los que obtiene Angus (2008)

para los mismos sistemas, (M/L)A en la tabla, pero se observa un decrecimiento, consistente con

incluir otro término a la fuerza: la componente Newtoniana, la cual reduce los cocientes M/L.

En general, los valores del parámetro < X > encontrados, calculados del modelo resultante

como
(
G2/G

)(
21/2Rhl/M

1/2
tot

)
explican por qué la adición del término Newtoniano es requerida

para explicar completamente la dinámica. La amplia gama de valores de < X > mostrados en la
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

tabla (4.1), explica por que a veces una diferente a0 se ha encontrado para varios dSph, cuando

se ajusta la dinámica con funciones µ MOND que converjan rapidamente al ĺımite g = gM .

El caso donde el efecto del segundo término en la ecuación (2.3) es más grande, es el de

Draco, donde la configuración compacta y los valores de σ relativamente altos permiten que el

término Newtoniano influya, llevando a una disminución importante del cociente (M/L) inferido

de entre 8.1 y 30.9, con respecto al de Angus (2008) entre 22.6 y 72.9 para una función µ(x) en

MOND que tiende muy rápido al ĺımite g = gM . Con la posible excepción de Fornax y Sculptor,

el valor del parámetro < X > para Draco, es el más bajo de la muestra.

Los intervalos de confianza (1 − σ) de nuestros resultados son ĺımites inferiores, ya que su

cálculo incluye sólo las incertidumbres en los valores asignados a σ, no los errores observacionales

en las luminosidades totales y radios a media masa. La libertad en el ajuste funcional del perfil

de luz aumentaŕıa ligeramente nuestros intervalos de confianza, e.g. los valores de rhl reportados

para Ursa Minor, Fornax y Sculptor son simplemente ĺımites inferiores, para estas galaxias

la cantidad disponible es el radio de core para ajustes a un perfil de King. Esto último es

simplemente un efecto a segundo orden, nuestros valores M/L no son muy sensibles a los valores

usados de rhl por la forma en que son obtenidos. Según lo esperado, el determinante principal

de la masa total resultante de la solución numérica de la ecuación (3.9) es la entrada de σ.

Encontramos que según lo esperado en el régimen de MOND, existe una fuerte correlación, con

el escalamiento resultante para todas las galaxias descrito por:

Mtot =
(5,5σ2)

2

a0G
(4.1)

Podemos ver esto como una extensión de la relación de Tully-Fisher a las escalas galácticas

más pequeñas, una consecuencia natural de la ley de gravedad que estamos usando. Consideran-

do los valores grandes de M/L naturales para poblaciones estelares viejas, e.g. Queloz et al.

(1995), Romanowsky et al. (2003) encuentran cocientes M/L ∼ 7 − 8. Los nuevos resultados
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

Galaxia Ltot × 105 Rhl σ (M/L)A < X > (M/L) Edad

Lodot kpc km/s Gyr

Carina 4.3 0.290 7±1.8 5.6+5,2
−2,9 7 6.88,3−4,6 3

Draco 2.6 0.230 8±1.5 43.9+29
19,3 4.1 17.0+13,9

−8,9 10

LeoI 48.0 0.330 8±1.2 0.70,650,3 5.7 1.0+0,6
−0,44 2

Sextans 5.0 0.630 7±1.0 9.2+5,3
3,0 13.4 6.3+4,2

−2,8 (2−6)

Fornax 150.0 0.400 12±1.3 1.4+0,45
−0,35 >3.4 1.4+0,6

−0,4 (2 − 3)

Sculptor 22.0 0.160 9.5±1.7 3.7+2,2
1,4 > 2.2 3.42,1−0,7 >5

LeoII 7.0 0.185 6±1.4 1.85+2
1,1 5.5 2.3+2,4

,04 6.5

Ursa Minor 5.8 0.300 8±2 5.8+6,5
3,6 >5.3 8.0+9,8

−5,1 12

Tabla 4.1: Propiedades básicas y cocientes (M/L) resultantes para la muestra de las galaxias

enanas esferoidales (dSph) para G2= 1.40×10−34M
−1/2
¯ s−2kpc2. En la columna (M/L)A se muestran

los valores calculados por Angus (2008) bajo MOND estándar y en la columna M/L están los

valores resultantes del modelo que se propone en este trabajo. Las luminosidades totales (en el

visible) y los radios a media luz rhl fueron tomados de Wilkinson et al. (2006), Wilkinson et al.

(2004), Koch et al. (2007), Kleyna et al. (2004), Walker et al. (2006), Mateo (1998), Coleman et

al. (2007), Irwin & Hatzidimitriou (1995). Las galaxias en la tabla fueron tomadas de Gilmore et

al. (2007) en ese orden. Las velocidades de dispersión están ajustadas a un valor constante a los

datos de Angus (2008). < X > nos da el valor promedio del parámetro X como se definió en la

sección 2, la cual mide la importancia relativa de los términos Newtoniano y MONDiano en la

ecuación (2.3). La última columna muestra una estimación de la edad de la poblacion estelar más

jóven presente en cada uno de los sistemas, permitiendo una interpretación de los valores inferidos

M/L en términos de evolución estelar. Los datos de la edad fueron tomados para Carina, Ursa

Minor, LeoI, LeoII de Hernandez et al. (2000), para Fornax de Coleman & de Jong (2008), para

Draco de Aparicio et al. (2001), para Sextans de Lee et al. (2003) y para Sculptor de Babusiaux

et al. (2005).
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

que obtuvimos ahora están en el ĺımite para ser compatibles con los cocientes M/L para pobla-

ciones estelares viejas, para todas las galaxias dSph bien estudiadas. Esto sucede para todas las

galaxias excepto para Draco que apenas es compatible, en el nivel 1− σ, para nuestros ĺımites

inferiores en los intervalos de confianza. Tenemos una ley de gravedad que para configuraciones

de equilibrio isotérmico puede explicar la dinámica observada para las galaxias dSph locales, sin

la necesidad de usar Materia Oscura. De los resultados que acabamos de mencionar arriba, en-

contramos una consistencia en la comparación de los cocientes M/L y la edad de las poblaciones

estelares más jóvenes presentes en cada una de las galaxias, como se infiere de la modelación

directa de los CDMs observados de las galaxias en cuestión, dada en la última columna de la

tabla (4.1).

Los valores más altos para nuestros cocientes (M/L), para Ursa Minor y Draco, coinciden

con las galaxias que no muestran población estelar más joven de 10 Gyr, las galaxias más

viejas en la muestra, mientras que los valores más bajos de M/L son obtenidos para Leo I y

Fornax, las galaxias más jóvenes en la muestra con poblaciones estelares con edades menores

a 2 Gyr. El resto de la muestra son galaxias que muestran sus estrellas más jóvenes en edades

intermedias a los valores mencionados y para las que encontramos también cocientes M/L con

valores intermedios. La interpretación de la dinámica bajo la ley de gravedad propuesta está de

acuerdo con el incremento natural en los cocientes M/L de poblaciones estelares debido al

envejecimiento de estrellas y a la acumulación de agujeros negros y enanas blancas.

Mostraremos el perfil resultante de densidad de masa superficial proyectado para el modelo

de la galaxia Leo II, normalizado por la luminosidad total del sistema, para construir el perfil

de brillo superficial determinado por la ley de gravedad propuesta para un sistema de equilibrio

isotérmico teniendo una dispersión de velocidad y un rhl proyectado igual a los observados para

Leo II (suponiendo que rhm es equivalente al rhl observado).

En la figura (4.1) está graficado el perfil de luz observado de densidad superficial para Leo

II, junto con el correspondiente perfil del modelo, hasta el radio donde las medidas caen por
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

Figura 4.1: Comparación de nuestro perfil proyectado de densidad superficial para una solución de

equilibrio isotérmico a la ecuación (3.9), tomando los valores observacionales de σ y rhm proyectado

para Leo II. Para comprar, presentamos el perfil de densidad superficial de cuenta de estrellas

contadas de Leo II por Coleman et al. (2007). Ambos perfiles fueron normalizados a la misma

luminosidad total.
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debajo del ruido de fondo , normalizados a la misma luminosidad total. Las barras de error

que se muestran en la figura (4.1) tomadas de Coleman et. al. (2007), son estimaciones para los

intervalos de confianza para hacer la comparación de nuestro perfil con el de Coleman (2007).

Notamos que las barras de error de Coleman et al. (2007), dadas en la Figura (4.1), son es-

timaciones inferiores a los intervalos de confianza para comparar con nuestro perfil. Los errores

se refieren sólo a las cuentas de estrellas medidas y no al perfil de densidad superficial. Obser-

vamos que existe un buen ajuste que demuestra que el modelo propuesto es bueno, consistente

con la dinámica y con la distribución de luz tanto integral como con resolución espacial para

las galaxias dSph bien estudiadas.

4.1.1. Relaciones de Escala

Se muestra en la figura (4.2) el comportamiento de las configuraciones de equilibrio isotérmico

que resolvimos en términos del rhm resultante proyectado como una función del valor de entrada

de ρ0 y con un valor constante de σ = 10 km/s. Una caracteŕıstica que podemos remarcar de

la figura (4.2) es que la curva decrece conforme incrementa la ρ0, y cuando ρ0 alcanza un valor

de 0,3 M¯pc−3, el radio rhl se estanca en un valor aproximadamente constante de 150 pc, del

cual ya no baja.

Esto se reproduce cualitativamente para todos los valores de σ en el rango de los valores

observados para las galaxias dSph locales, encontrando pequeños cambios en los valores mı́nimos

de rhm. Esto se ve interesante porque ofrece una explicación natural para el hecho de que las

galaxias dSph locales muestran valores mı́nimos de rhl proyectados muy bajos de aproximada-

mente 150 pc. Estos modelos para las galaxias dSph locales están restringidos por los valores

observacionales de σ y rhl que se encuentran dentro de la región plana del espacio rhm vs. ρ0.

Ahora para entender los valores newtonianos de (M/L) asignados a las galaxias dSph locales

y los escalamientos que muestran con la luminosidad total, Ltot, o magnitud absoluta,Mv, vemos

que los valores newtonianos asignados a los cocientes (M/L) nunca están lejos de
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

Figura 4.2: Dependencia del radio proyectado a media masa resultante en kpc, contra la densidad

central asumida en M¯pc−3, para una configuración de equilibrio isotérmico bajo la ley de gravedad

propuesta, con una σ fija de 10 km/s. Es evidente una amplia región donde el rhm permanece casi

constante, precisamente al nivel donde estan los valores del rhl para las galaxias dSph observadas,

sistemas que tienen valores t́ıpicos de σ ' 10km/s.
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

(M/L)N =

(
10σ2rhl

G

)(
1

Ltot

)
. (4.2)

Tomando nuestros resultados dados en la sección (3) o tomando alternativamente como

un hecho emṕırico el rhl observado de aproximadamente 300 pc, podemos evaluar la ecuación

anterior a primer orden en rhl = 0,3. Además podemos ver el caso de una población estelar vieja

media tomando un valor constante de M/L = 5 como un valor representativo para las galaxias

dSph locales y reemplazando σ2 por el valor correspondiente de la ecuación (4.2) obtenemos

(M/L)N =

(
3
√
5

5,5

)(
G2

G

)(
1

Ltot

)1/2

. (4.3)

Sacando el logaritmo de esta ecuación y utilizando la magnitud absolutaMv = −2,5log(Ltot)+

4,83 obtenemos

log(M/L)N = 3,77 + 0,2Mv. (4.4)

Graficando esta ecuación ( 4.4) y sobreponiendo en la misma gráfica los valores (newtonianos)

recientes determinados para (M/L)N para las galaxias dSph locales obtenemos la figura (4.3).

Vemos que es un buen ajuste, extendiéndose por más de 8 ordenes de magnitud en Mv , aún

más notable es que la tendencia encontrada se extiende por varios órdenes de magnitud hacia

los nuevos sistemas de las más pequeñas galaxias dSph recién detectadas (Gilmore 2009).

Vemos que las expectativas de la ley de gravedad propuesta para los valores de los cocientes

(M/L) newtonianos, modelando con soluciones de equilibrio isotérmico de la ecuación (3.9) y

teniendo radios t́ıpicos de cerca de 0,3 kpc concuerda muy bien con medidas independientes. La

dispersión restante en la figura (4.3) es compatible con las variaciones en los valores de M/L

reales para las galaxias individuales, y variaciones de rhl alrededor del promedio de 0,3 kpc

usado en la ecuación (4.4), la cual no es un ajuste a los datos sino un estimado a primer orden

dentro de la ley de gravedad propuesta. Una explicación muy simple para los valores de (M/L)N
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

Figura 4.3: Logaritmos de los valores de los cocientes Newtonianos (M/L) de las galaxias dSph

locales, contra las magnitudes totales observadas en la banda V. La ĺınea recta muestra los val-

ores Newtonianos M/L que estarán asignados a configuraciones de equilibrio isotérmico de una

población de estrellas teniendo un cociente constante intŕınseco estelar M/L de 5, y un radio

a media masa constante de 300 kpc, consistente con lo que se observa, y para lo que el mode-

lo propuesto proporciona configuraciones de equilibrio teniendo dispersiones de velocidad de 10

km/s, como muestran las dSph observadas, de acuerdo con la ley de gravedad presentada en este

trabajo.
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4.1 El grupo local de las galaxias enanas esferoidales

asignados a las ya bien estudiadas galaxias dSph se obtienen con la ley de gravedad propuesta,

sin la necesidad de invocar procesos astrof́ısicos (Fuerzas de marea, etc) o de afinar cualquier

parámetro.
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Caṕıtulo 5

Discusión Final

5.1. Conclusiones

Al principio comentamos que la masa luminosaML tiene un valor distinto a la masa dinámica

MD en sistemas astronómicos a escalas grandes y que esta discrepancia de masa se observa

también en las curvas de rotación de galaxias que se aplanan a un cierto radio. Con el fin

de buscar una explicación a esto, en este trabajo se propone que cuando la aceleración de un

objeto astronómico es pequeña comparada con una constante de aceleración a0 sea necesario

alterar la segunda ley de Newton y MOND propone que una fuerza más pequeña produce una

mayor aceleración. Dentro de MOND Milgrom nos dice que la fuerza va como una aceleración

multiplicada por una función µ(x). En términos de la aceleración g que siente una part́ıcula, la

propuesta de MOND es µ(g/a0) = gN que en el caso de aceleraciones pequeñas µ se comporta

como µ(g/ao) = g/a0.

Con MOND tenemos una teoŕıa definida en aceleraciones muy grandes (Newtonianas) y en

aceleraciones pequeñas, pero esta teoŕıa no especifica a detalle que pasa en la transición entre

estos ĺımites de aceleración, que en términos de MOND es la transición de la función µ.

En este trabajo se introduce una variante de MOND que elimina la necesidad de este régimen
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de transición, que consiste en sumar un término Newtoniano gN = GM
r2

con un término MOND-

iano gM = (a0gN)
1/2, estos términos son componentes de la aceleración que contribuyen a

todas las escalas, es decir, que cuando nos encontramos a escalas del sistema solar el término

que domina es gN pero cuando nos vamos a escalas galácticas el término gM tiene una mayor

contribución.

En el capitulo 2 con la ecuación 2.3 definimos un nuevo parámetro X. Este parámetro deter-

mina la importancia relativa del término Newtoniano y MOND-iano en la ecuación, entre más

grande es el valor de X mayor es la contribución del término gM . Vimos que a escalas pequeñas,

como seŕıa la órbita terrestre o el sistema solar, el valor de la X es pequeña e insignificante y

es compatible con las observaciones. Yendo a escalas un poco mayores, como son cúmulos glob-

ulares, la X sigue siendo pequeña y cae dentro de las incertidumbres de las observables. En el

caso de galaxias eĺıtpticas vemos que la corrección que se hace es suficientemente pequeña y no

contribuye pero en estos sistemas no se ha encontrado anomaĺıa gravitacional por lo que nues-

tra propuesta es compatible también a estas escalas. Sin embargo en aquellos sistemas donde

es necesaria la Materia Oscura , como seŕıa a las afueras de la v́ıa láctea vemos que el término

gM determina completamente la dinámica dandonos valores de X considerablemente grandes.

Por otro lado, con el análisis que hicimos para M31 vimos que el ajuste que se hizo con

la aceleración de la ecuación (2.2) nos da una curva de rotación que se asemeja a la curva de

rotación observacional a partir de 25 kpc, por lo que consideramos que la aceleración propuesta

si describe bien este sistema.

Además cabe mencionar que la formulación de gravedad modificada presentada en este

trabajo está sustentada por la equivalencia de tomar una función µ en MOND propuesta por

Bekenstein en el año 2004: µ = z−1
z+1

con z =
√
1 + 4x. Con todo esto hemos mostrado que esta

propuesta es consistente con observaciones dinámicas en todas las escalas del sistema solar hasta

grandes escalas externas.

Para el caso de las enanas esferoidales dSph, donde los resultados de MOND resultan haber
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sido más controversiales, nosotros demostramos que los cocientes M/L se mejoran sin necesi-

dad de utilizar materia obscura, debido a la inclusión del término newtoniano. Los cocientes

M/L resultantes concuerdan cualitativamente con las edades de las poblaciones estelares de las

galaxias individuales dSph, para la muestra estudiada.

Esto debeŕıa ser útil para explicar la fenomenoloǵıa de MOND en la extrapolación teórica

de Relatividad General, si la materia oscura siguiera sin detectarse.

5.2. Trabajo Futuro

Dentro del marco clásico, hay varios otros problemas de dinámica galáctica que se tendŕıan

que explorar en el contexto de la ley de fuerzas propuesta en esta tesis, problemas como la

estabilidad de discos galácticos, brazos y barras galácticos y problemas de fricción dinámica.

La ecuación 2.2 se podŕıa interpretar como un desarrollo en serie, donde se puede agregar un

tercer término que podŕıa ser una constante, probablemente negativa, que ayudaŕıa a modelar

la enerǵıa oscura , para esto seŕıa necesaria una extensión relativista.

Para extender la exploración de las consecuencias astrof́ısicas de esta propuesta hacia la

cosmoloǵıa y problemas de la autoconsistencia de ondas gravitacionales y observaciones de

lentes gravitacionales, se necesita de un marco tipo relatividad general que converja al ĺımite

newtoniano a velocidades bajas, y a lo que aqúı presentamos a aceleraciones bajas o distancias

grandes.

Una propuesta como la que se hizo en esta tesis sirve para guiar los modelos de gravedad

modificada al aportar el ĺımite de bajas velocidades a las que dichas teoŕıas debeŕıan tender.
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