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CAPITULO |

INTRODUCCION.

Los sistemas de percepcion remota han sido estudiados extensivamente en las
Ultimas décadas. Sin embargo todavia existen grandes desafios que resolver en el uso
de las ondas de radio para estos sistemas, por ejemplo el desvanecimiento de las
ondas ante diversos materiales atenuantes o ante fendbmenos meteoroldgicos y
atmosféricos. Aunado a lo anterior, los escenarios que se presentan para los sistemas
de percepcion remota generalmente exhiben propiedades constitutivas complejas y de
forma desordenada, lo que tradicionalmente representa obstaculos para la deteccion de
los objetivos. La propagacion por mdultiples trayectorias que los obstaculos generan,
hace que las sefales recibidas de los objetivos a detectar sean débiles y
distorsionadas, y es causa de que haya detecciones e identificaciones erroneas,
localizacion equivocada o una falta de informacién necesaria para la reconstruccion o

clasificacion.

Sin embargo, los mas recientes hallazgos de investigacion contrastan con la
anterior vision tradicional al sugerir que los ambientes multi-trayectoria hostiles a las
sefales pueden ser usados a favor. Esto a través de usar técnicas de procesamiento
digital basadas en la invariancia a la transformacion por reversion temporal de las

ecuaciones de Maxwell.

El presente trabajo busca determinar y analizar las condiciones en las que
ocurre este proceso, especificamente el fendmeno de super-resolucion usando los

espejos de reversion temporal.

El problema tiene gran relacion y aplicacion a los sistemas de comunicaciones y
de radar al tener el potencial de aumentar en gran medida la relaciéon sefial a ruido y

aumentar la resolucién por arriba del limite clasico.
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El trabajo expuesto tiene ademas el propdsito de introducir las bases para el
manejo de uno de los métodos computacionales para electromagnetismo mas

poderosos llamado FDTD (Finite Difference Time Domain).

Se inicia en el capitulo dos con los antecedentes de teoria electromagnética,
desde las ecuaciones de Maxwell hasta los modos transversales electromagnéticos. El
capitulo tres titulado Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo inicia con
el algoritmo de Yee y el origen del método, y concluye con las condiciones absorbentes
de frontera usando un material virtual llamado PML (por sus siglas en inglés). Se
continua el trabajo con el capitulo cuatro titulado Reversion Temporal y que muestra
ocho experimentos que ilustran este fendmeno. En este capitulo se efectua también la
validacion del método FDTD al comparar la solucién obtenida por el mismo con la

solucion por métodos analiticos para las frecuencias resonantes en una cavidad.
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CAPITULO I

ANTECEDENTES DE TEORIA ELECTROMAGNETICA.

En este capitulo se busca aportar los conocimientos béasicos de la teoria
electromagnética, la cual constituye el marco teérico de referencia del trabajo expuesto.
Se inician los antecedentes con las ecuaciones de Maxwell, que rigen el
comportamiento de los campos electromagnéticos, seguido de las propiedades del
medio como la permitividad eléctrica, la conductividad eléctrica y la permeabilidad
magneética, y cuyo vinculo con los campos se conoce como relaciones constitutivas. Se
exponen también las condiciones de frontera, las cuales expresan el comportamiento
de las componentes de los campos en una interfaz, continuando con la ecuacion de
onda, de cuya solucion se obtienen caracteristicas relevantes, finalizando con los

modos de propagacion.
II.1. Ecuaciones de Maxwell.

Las expresiones matematicas que explican la relacidn existente entre los
campos eléctrico, magnético y sus fuentes son conocidas como las ecuaciones de
Maxwell. Vale la pena definir de manera simplificada que un campo es una funcion en
el espacio de tres dimensiones. Aunque las ecuaciones son producto de multiples
investigaciones hechas por cientificos como Faraday, Ampere, Gauss, Lenz, Volta y
Weber, reciben el nombre de ecuaciones de Maxwell por ser este ultimo quien las lleve
a su forma final. Estas ecuaciones pueden ser escritas de forma diferencial o integral,
para fines de este trabajo se utilizaran principalmente las ecuaciones de Maxwell en su

forma diferencial.
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I1.1.1. Ecuaciones de Maxwell en Forma Diferencial.

La forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell es cominmente la forma mas
utilizada para resolver problemas de electromagnetismo con valores en la frontera. Son
usadas para describir el campo electromagnético en funcion de sus fuentes, como son
densidad de corriente y densidad de carga, en cualquier punto del espacio. Las
ecuaciones de Maxwell pueden ser representadas también en el dominio de la
frecuencia, siendo en el dominio del tiempo la representacién que prevalecera para

este trabajo, y que a continuacion se presenta:

0B (2.1)

VXE = ——

ot

X = E-I-]
_ 2.3
V-D=p, (2.3)
V-B=0 (2.4)

E: Campo eléctrico [Volts/metros]

H: Campo magnético [Amperes/metros]

B: Densidad de flujo magnético [Weber/metros?]

D: Densidad de flujo eléctrico [Coulombs/metros?]

J: Densidad de corriente eléctrica [Amperes/metros?]

p: Densidad volumétrica de carga [Coulombs/metros?]

8
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La ecuacion (2.1) es conocida como la ley de induccién de Faraday, la cual
muestra que la variacion respecto al tiempo de la densidad de flujo magnético B genera
un campo eléctrico E de forma rotacional, o alternativamente una fuente rotacional de
campo eléctrico produce una variacion de densidad de flujo magnético cambiante en el
tiempo. Figura 2.1.

O,

D
=l
|

=
=Y

Figura 2.1. Representacion de la circulacion del campo eléctrico alrededor de la densidad de

flujo magnético (Ley de Faraday).

La ecuacion (2.2) es conocida como la ley de Ampere. Esta expresa que la
variaciéon en el tiempo de la densidad de flujo eléctrico D o de la densidad de corriente
eléctrica J genera un campo magnético H de forma rotacional. Alternativamente se
puede interpretar que una fuente rotacional de campo magnético produce una variacion

de densidad de flujo eléctrico y de corriente. Figura 2.2

La ecuacion (2.3) es conocida como la ley de Gauss. Nos explica que las cargas
eléctricas son fuentes puntuales del campo eléctrico. Representa también que el
namero de lineas de densidad de flujo eléctrico es proporcional a la carga total

encerrada por la superficie en estudio “S”. Figura 2.3
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O

—
an]

Figura 2.2. Representacion de la circulacion del campo magnético alrededor de la corriente de

conduccion J (Ley de Ampere).

A

(=]

\ 4

Figura 2.3. Relacion de las lineas de flujo eléctrico que atraviesan la superficie S que encierra la

carga g en el volumen V (Ley de Gauss).

La ecuacion (2.4) explica que no existen fuentes puntuales de campo magnético
debido a que no se ha comprobado la existencia de una carga magnética.
Consecuentemente el flujo magnético entrante es igual al flujo magnético que sale en

un volumen V.

10
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[1.2. Relaciones Constitutivas.

Los materiales tienen propiedades magnéticas y eléctricas. Estas propiedades
bajo el efecto de un campo electromagnético tienden a modificar algunas
caracteristicas del mismo en comparacion al caso donde no existe ningun material
(vacio). Estos cambios se describen a través de un conjunto de expresiones que son
mejor conocidas como relaciones constitutivas. La primera relacion constitutiva

involucra la densidad de flujo eléctrico con el campo eléctrico:

x E (2.5)

mll

D=

Donde & es la permitividad eléctrica del medio en forma de tensor y en el

dominio del tiempo * representa una convolucion. La permitividad eléctrica del medio
equivale para el espacio libre a £,=8.854X10™"? [Farads/metros]. En general las

propiedades de los medios dependen de la posicion, direccion, la frecuencia y la
intensidad de los campos. De manera simplificada, si omitimos la dependencia anterior
considerando que el medio en estudio es homogéneo, isotropico, no dispersivo y lineal,

se puede escribir la ecuacién anterior como:
D=sE (2.6)

En la expresion anterior se puede substituir € por €9 cuando se trata del espacio
libre el medio de propagacién. Pero si se trata de un medio diferente, la polarizacién de
las cargas del material no es despreciable. Se ha probado que cuando los materiales
son sometidos a campos eléctricos estaticos, los centroides de las cargas positivas y
negativas son desplazados relativamente el uno al otro formando un dipolo eléctrico
lineal. Cuando un material es examinado macroscopicamente, la presencia de todos los
dipolos eléctricos es integrada por medio de un vector de polarizacion, lo cual da como

resultado que (2.6) se exprese como:

11
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D=gF+P (2.7)

Cuando el vector de polarizacion es proporcional al campo eléctrico, entonces se

tiene:

D =¢5,(1+ x.)E (2.8)

Donde X, es una cantidad adimensional llamada susceptibilidad eléctrica del

medio. Tomando el término (1+ Xe) y sustituyéndolo por €, se tiene:
D = g,¢,E (2.9)
€= g

La siguiente relacidon constitutiva, corresponde a la densidad de flujo magnético
con la intensidad del campo magnético, siguiendo con la consideracion que el medio es

lineal, isotropico y homogéneo se tiene:
B =uH (2.10)

Donde u es la permeabilidad magnética del medio y que para el espacio libre
equivale a y,=4110" [Henrios/metros]. De forma similar a la densidad de flujo eléctrico

con el vector de polarizacién, existe un vector de magnetizacion el cual puede hacer
cambios en el campo magnético. EI campo magnético generado por un material es
debido al spin o giro del electrén, la suma de todos estos giros genera un campo
magnético interno. Si este se encuentra alineado con el campo magnético externo
aplicado al material, puede amplificarlo o atenuarlo y por consiguiente la ecuacién

(2.10) puede ser escrita como:

=
Il
=
o
]
+
=l

(2.11)

12




FACULTAD DE INGENIERIA

B = p,(1 + xm)H (2.12)

Donde X, es una cantidad adimensional llamada susceptibilidad magnética del

medio. Tomando el término (1+ Xm) y sustituyéndolo por pr se tiene:
B = pouH (2.13)

K= Hollr

La tercera relacion involucra la densidad de corriente eléctrica con la intensidad

de campo eléctrico, y es equivalente en circuitos a la ley de Ohm, y se define como:
T = oFE (2.14)

Donde o, la conductividad, representa la disposicion de un material a conducir
una corriente eléctrica bajo la influenza de un campo eléctrico cuando hay cargas libres
gue se puedan mover. Se debe mencionar que la conductividad puede ser dependiente

del campo, pero siempre lo es de la temperatura, y varia de un material a otro.

Las ecuaciones (2.6), (2.10) y (2.14) son referidas como relaciones constitutivas,

0, M Yy € son conocidos como parametros constitutivos.
11.3. Medio Lineal, Homogéneo, No Dispersivo e Isotropico.

La interaccion de los campos con los diferentes materiales es caracterizada por

sus parametros constitutivos (g, u y 0).

Los materiales en los cuales sus parametros constitutivos estan en funcién del
campo eléctrico, magnético, o de ambos (bianisotropicos) son conocidos como nho
lineales. En el caso contrario son conocidos como lineales. Por ejemplo
e(E,H),u(E,H) y o(E, H).

13
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Cuando los parametros constitutivos de los materiales no son funcion de la
posicién, son conocidos como materiales homogéneos. En el caso contrario son
conocidos como materiales no homogéneos. Propiamente e(x,y,z), u(x,y,z) Yy
o(x,y,z). En la mayoria de los casos en los materiales usados para la experimentacion
la no homogeneidad es muy pequefia, por lo que se les da el tratamiento como

materiales homogéneos.

Si los parametros constitutivos varian en funcién de la frecuencia, (w), u(w) y
o(w), son conocidos como materiales dispersivos. En el caso contrario son conocidos

como no dispersivos.

Anisotropicos son aquellos materiales cuyos parametros constitutivos estan en
funcidn de la direccion, en el caso opuesto son conocidos como materiales isotropicos.
Por ejemplo, muchos materiales especialmente los cristales tienen un grado alto en
anisotropia, por lo que la permitividad eléctrica no puede ser representada como un

escalar, si no como una matriz de 3 X 3 o mejor dicho en forma de tensor:

D = 5E (2.15)
D, Exx  Exy Exz E,
Dyl =|%x &y &z [|Ey
D, Ezx  fzy &2z ||E, (2.16)

Teniendo en cuenta las propiedades antes mencionadas en este subtema, el
presente trabajo considerara principalmente medios lineales, no dispersivos e
isotrépicos, excepto en algunas regiones donde se especificara, y en general seran no

homogéneos. Expuesto lo anterior se puede escribir las relaciones constitutivas como:

14
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o

= e(x,y,2) E
B= u(x,y,z)H

J= o0y 2)E

Se puede concluir que las relaciones constitutivas definen la interacciéon de los

materiales con el campo electromagnético.

[1.4. Condiciones de Frontera.

Las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial representan derivadas con
respecto al espacio coordenado del campo. En algunos puntos del campo en donde
existe discontinuidad, las derivadas del vector del campo no pueden usarse de forma
adecuada para definir el comportamiento de este a través de la frontera entre un medio

y otro. Por lo que son utilizadas las ecuaciones de Maxwell en su forma integral.

Considérese inicialmente una interfaz, superficie de separacion entre dos
medios diferentes, como se muestra en la figura (2.4), y que ademas en ella existen

cargas.

Los medios 1 y 2 son definidos por sus parametros constitutivos &, i,,0; Y
&, L, ,0,. Se selecciona el perimetro Co que delimita la superficie So, y utilizando la

ecuacion de Faraday en su forma integral se tiene:

15
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821 .uZJ 0-2 @

—

&1, 41,01 @

Figura 2.4. Interfaz de dos medios para obtencién de las componentes tangenciales.

iog_az_gﬂi%_%gg_ag (2.17)

Considerando que Ay tiende a cero, la superficie Sp se vuelve cada vez mas
pequefia, asi que la aportacion de la superficie en la integral del dltimo término se
vuelve despreciable, no asi la de la densidad de corriente magnética que permanece

en la superficie, por lo que (2.17) se puede escribir como:
El . ﬁxﬂx - Ez . dxAx = MS . fizﬂx

Eit — Ezr = Mg, (2.18)

Siguiendo el procedimiento mostrado en [4]:

Considerando que no existe densidad de corriente magnética impresa, es decir

M, = 0 tenemos:

16
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Ax (E;—E) =0 (2.20)

De la ecuacion (2.20) se interpreta que las componentes tangenciales del campo

eléctrico a través de una interfaz entre dos medios son continuas.

Usando de manera similar la forma integral de la ecuacion de Ampere se tiene:

ioﬁ‘m=£fﬁc-%+%g5.g (2.21)

Considerando nuevamente que Ay tiende a cero, la superficie Sy se vuelve cada
vez mas pequeia, asi que la aportacion de la superficie en la integral se vuelve

despreciable, por lo que la integral de la ecuacion de Ampere se puede escribir como:
—AXx (H — Hy) =Js (2.22)

Nuevamente, si se considera que la densidad de corriente eléctrica impresa es

cero, (2.22) se puede escribir como:
Ax(H —Hy) =0 (2.23)

La expresion (2.23) expresa que las componentes tangenciales del campo
magnético a través de una interfaz entre dos medios, en el cual ninguno de los dos

medios es un conductor, son continuas.

Del resultado anterior en el producto cruz, los calculos nos arrojan solucion para

componentes tangenciales; para componentes normales se utilizara la figura (2.5).

17
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€2, U2,0; @

€1, 49, 01

Figura 2.5. Interfaz de dos medios para la obtencién de componentes normales.

Para componentes normales se utilizara la figura (2.5) y la ley de Gauss en

forma integral. Se considerara que ninguno de los medios es conductor por lo que se

#55'35=ﬂquevdv (2.24)

Considerando nuevamente que Ay tiende a cero, la superficie A; se vuelve cada

tiene:

vez mas pequefia, asi que la aportacion de la superficie en la integral se vuelve

despreciable, por lo que (2.24) se puede escribir como:
n - (52 - 51) = Qes (2.25)

Utilizando la ecuacion (2.6) se puede expresar (2.25) en funcion de la intensidad

del campo eléctrico.
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(I (EZEZ - 31E1) = {es (2.26)

Considerando que no existen fuentes a lo largo de la interfaz (2.26) puede

reescribirse como:

ﬁ . (82E2 - 81E1) = 0 01, 02 F* 00 (227)

La expresion (2.27) declara que las componentes normales de la densidad de
flujo eléctrico a través de una interfaz, en donde los materiales son conductores

imperfectos y ademas de no haber fuentes, son continuas.

Usando un procedimiento similar con la superficie cilindrica. Para la ecuacion de

flujo magnético en forma integral se tiene:

ﬁg e (2.28)

S

El ‘ ﬁon _Ez N ﬁyAO =0 (229)
Al - (BAo — B1Ap) =0 (2.30)

Usando (2.10) se puede expresar (2.30) en funcion de la intensidad de campo

magnético.
A (upHy — pyHy) =0 (2.31)

La expresion (2.31) declara que las componentes normales de la densidad de

flujo magnético a través de una interfaz en la cual no existen fuentes, son continuas.
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Los resultados anteriores se enlistan en la tabla (2.4.1) los cuales se conocen
como las condiciones de frontera. Donde los resultados en la columna ndamero tres se
expresan Unicamente en funcion de E, debido a la tercera relacion constitutiva (2.14)

que produce que E, tienda a cero, es decir:

] = 0'1F1 (2.32)
01— 0’1
Condiciones de General Medio con conductividad finita Medio 1 con
frontera. sin fuentes ni cargas conductividad infinita
04 = 00,0, #+
01,02 # D, es, qms Ms, Js = 0, Mg, Gms = 0
0
Componentes Ax (E, —E,) = M, AX(E, —E)=0 AXE, =
Tangenciales de E
Componentes -AX(H —H,) =] -AxX(H, —H,) =0 —AX—H, =]
Tangenciales de H
Componentes A .(Dan — D1p) = Qs fi.(Dyy —D1p) =0 A.Dyp = qos
Normales de D
Componentes Ai.(By — By) = Qs fi.(B,—By) =0 Ai.B,=0
Normales de H

Tabla 2.4.1. Condiciones de frontera.
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[1.5. Ecuacion de Onda.

Las diferentes ecuaciones de Maxwell estan interrelacionadas formando un
sistema de ecuaciones acopladas. La ecuacion de onda es el resultado de desacoplar
las ecuaciones de Maxwell con la consecuencia de incrementar su orden. Tiene una
profunda importancia dado que describe la manera en la cual la energia
electromagnética es distribuida y transportada, por lo que su estudio no debe ser
omitido.

[1.5.1. Ecuacién Helmholtz.

Sea un medio lineal, isotropico, homogéneo y libre de fuentes, se pueden
escribir las ecuaciones de Maxwell que cuentan con el producto cruz en forma fasorial

expresadas en funcion de E y H por medio de sus parametros constitutivos como:
VXE= —jowuH (2.33)

VxH= joweE (2.34)

El sistema de ecuaciones anterior puede ser resuelto ya sea para E o H.
Aplicando el rotacional a (2.33) en ambos lados de la igualdad, y sustituyendo (2.34) en
(2.33) se tiene:

VXVXE= —jouV xH = w?suE (2.35)

El resultado anterior es una ecuacién Unicamente en funcién de E. Este

resultado se puede simplificar a través del uso de la identidad vectorial VXV X 4 =
V(V-4) —V?.4, la cual es valida para componentes rectangulares para un vector

arbitrario A. Entonces se tiene:

V2E + w?euE = 0 (2.36)
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Dado que V - E = 0 para una region sin fuentes. La ecuacion (2.36) es conocida

como la ecuacién de Helmholtz para E. Una ecuacién idéntica para H puede ser

derivada de la misma manera.
V2H + w?euH = 0 (2.37)

La constante k = w+/eu es definida y llamada el nUmero de onda o constante de

propagacion del medio, y sus unidades son [1/m].

A manera de explicar el comportamiento de la onda, se estudiara la solucion de

la ecuacion de Helmholtz en su forma mas simple en un medio sin perdidas.

En un medio sin perdidas ¢ y u son nameros reales, por lo que k lo es también y
es conocida como relacion de dispersion. Una solucion de onda plana para la ecuacion

anterior puede ser encontrada considerando un campo eléctrico con una sola de sus

. . , L . . o _ 0
componentes, por ejemplo %, y sin variacion en la direccion de x y vy, =—=0.

ox ay
Entonces la ecuacion de Helmholtz se reduce a:
092 E, (2.38)
2 —
72 +k“E, =0

La solucion para (2.36) es facil de ver, por sustitucion debe tener la forma:
E.(z) = Ete /¥? + E~e/¥? (2.39)
Donde E* y E~ son amplitudes constantes.

La solucion expuesta es para el caso del tiempo armdnico a una frecuencia w.

En el dominio del tiempo este resultado es escrito como:

E.(z,t) = E*cos (wt — kz) + E~cos (wt + kz) (2.40)
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Donde se ha asumido que E* y E~ son constantes reales. Considérese el primer
término de (2.40). Este término representa la onda viajera en la direccion +z. Fijandose
un punto sobre la onda (wt — kz) = constante, uno debe moverse en la direccién +z
conforme el tiempo se incrementa. De forma similar, el segundo término en (2.40)
representa la onda viajera en la direccion -z lo que produce la notacién E* y E~ para
las amplitudes de onda. La velocidad de la onda en este sentido es llamado velocidad
de fase, porque es la velocidad en la cual el punto de fase fijado se mueve con la onda
vigjera, y es dado por:

dz _d (a)t - constante) o 1 (2.41)
ko en

Y= T dt K =

En el espacio libre tenemos v, = 1/ = 2,998 X 108[m/seg] la cual es la
v €oto

velocidad de la luz.

La longitud de onda A es definida como la distancia entre dos maximos
sucesivos 0 minimos como puntos de referencia de la onda en un instante fijado en el

tiempo.
[wt —kz] — [wt—k(z+ )] =21

1= 2_7'[ _ vap _ v_p (2.42)
k w f

Una especificacion completa del campo electromagnético de onda plana debe
incluir el campo magnético. En general cualquiera que sea el vector conocido E o H el
otro vector puede ser facilmente encontrado usando las ecuaciones de Maxwell que
contengan el producto cruz. Aplicando este concepto, y usando (2.33) en (2.38) se

produce H, = H, =0,y
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(2.43)

H

= %[EJre_ka — E ¥

Donde n = “)'“/k = /“/g es la impedancia de onda para la onda plana, definida

como la relacion entre el campo E y H. Para ondas planas, esta impedancia es

inclusive la impedancia intrinseca del medio. En el espacio libre se tiene n, = /‘uo/go =

377 [2]. Se debe notar que E y H son vectores ortogonales entre si, ademas de serlo
también a la direccion de propagacion +Z. Esta es una caracteristica de las ondas

transversales electromagnéticas (TEM) [5].

//l

Figura 2.6. Componentes del campo eléctrico y magnético ambos perpendiculares a la

direccion de propagacion.
11.6. Modo Transversal Electromagnético.

Un modo es una configuracion particular del campo electromagnético. Para

problemas de electromagnetismo valuados en la frontera, las soluciones que satisfacen

24




FACULTAD DE INGENIERIA

las condiciones de frontera para las ecuaciones de Maxwell son referidas como modos

de propagacion.

Un modo TEM es aquel en el cual las intensidades de campo E y H en cada
punto del espacio estan contenidas en un plano local referido como plano equifasico
gue es independiente del tiempo, es decir a cualquier instante y en cualquier punto del
espacio, las componentes del campo eléctrico y magnético estan contenidas en planos.

En general la orientacion de los planos locales asociados con la onda TEM es
diferente en diferentes puntos del espacio, es decir no deben ser forzosamente

paralelos, lo anterior se ilustra en la figura 2.7.

A X

A\ 4

I
i
I
I
I
I
f
I
I

AN
N
AN
N
\
\

y
Figura 2.7. Frente de fase de una onda TEM (Advanced Engineering  Electromagnetics. Constantine
A. Balanis 1998).
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Si la orientacién espacial de los planos para un modo TEM es la misma, planos
equifasicos paralelos, como se muestran en la figura (2.8), entonces el campo forma
ondas planas. Adicionalmente si la onda consta de la misma amplitud en cada plano

equifasico entonces el campo es llamado onda plana uniforme.

A\ 4

Figura 2.8. Planos equifésicos caracteristica de las ondas planas uniformes TEM (Advanced

Engineering Electromagnetics. Constantine A. Balanis 1998).

Una vez mostrado el marco tedrico se procederd a exponer en el siguiente

capitulo el algoritmo de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo FDTD (Finite

Difference Time Domain), mediante el cual se resolverdn numéricamente las

ecuaciones de Maxwell. Este algoritmo es la base para la solucion de los problemas

tratados en el presente trabajo.
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CAPITULO Il

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS EN EL DOMINIO DEL
TIEMPO.

El presente capitulo discute el andlisis del campo electromagnético mediante el
método de diferencias finitas en el dominio del tiempo FDTD (por sus siglas en inglés),
algoritmo para la solucion de las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial por medio
de diferencias centrales, las cuales se obtienen a partir de la expansién de Taylor y que
sirven para discretizar los campos electromagnéticos. FDTD establece una relacion
geométrica, por ejemplo la celda de Yee, para el muestreo espacial de las

componentes vectoriales de los mencionados campos.
l1l.1 Diferencias Finitas.

Considérese la expansion de Taylor de la funcion u(x,t,,) alrededor del punto x;

hacia el punto en el espacio x; + Ax, durante el tiempo t,,:

(4x)? 0%u (4x)% d3u (Ax)4_64u (3.1)

ou
+ Ax -

u(x; + 4x) ¢, = Uy, abﬁ,tn — Wlxi,tn o 3.3 |xstn +7 9t |1rtn

tn

El dltimo término se conoce como el error. Donde &; es un punto localizado en
algun lugar del intervalo (x; x; + 4x). De forma similar considérese la expansion de la

serie de Taylor hacia el punto en el espacio x; — Ax, durante el tiempo t,,:

ou (Ax)?* 0%u (4x)3 03u Ax)* o0*u (3.2)
A P Pl S TE Pl

Nuevamente tenemos que ¢, es un punto localizado en algun lugar del intervalo

u(x; — Ax) ¢, = Uly,e, — Ax -

(x;, x; — Ax). Sumando las expresiones (3.1) y (3.2) se tiene:
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0%u Ax)* 0*u (3.3)
a2 i ¥ T gl

Por el teorema del valor medio, &3 es un punto localizado en algun lugar del

u(x; + A0, + ulx; — Ax)|,, = 2uly,,, + Ax)?* -

intervalo (x; — 4x, x; + Ax). Reordenando los términos se tiene:

0%u u(x; + Ax) — 2u(x;) + u(x; — Ax) (3.4)
ﬁ Xi,tn = (Ax)z |tn + 0[(Ax)2]

Donde el valor 0[(4x)?] es el término de error, el cual tiende a ser cero conforme
al cuadrado del incremento 4Ax y al nimero de términos que se toman en (3.1) y (3.2).
Asi como se presenta, la ecuacion (3.4) tiene una exactitud de segundo orden y es
referida como una aproximacion diferencial-central de la derivada parcial espacial de
segundo orden de u. Por conveniencia se adopta el subindice i para la posicion

espacial y el superindice n para el punto de observacion en el tiempo.

62_u| o ul, —2ul +ult, +0[(4)?] (3.5)
Q2 Fitn (4x)?
De forma similar obtenemos la derivada temporal, pero fijando la posicion en el
espacio x;.
0%u utt — 2ul + u? (3.6)
37 bretn = =gz * 0L@D)’]

La ecuacion (3.5) y (3.6) son la aproximacion por diferencias finitas centrales de

las derivadas de segundo orden con respecto al espacio y al tiempo respectivamente.

[11.2. Notacion.

Se denota un punto en el espacio en una malla tridimensional uniforme como:

(i,j, k) = (iAx, jAy, kAz) (3.7)
Donde Ax, Ay y Az son los incrementos de espacio de la malla en las direcciones

X,y Y z respectivamente, e i,j y k son enteros. Ademas, se denota cualquier funcién u
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del espacio y el tiempo, evaluada en un punto discreto en la malla y un punto discreto

en el tiempo como:

u(idx, jAy, kdz,nAt) = u{fj’k (3.8)
Donde At es el incremento de tiempo, asumiéndolo como uniforme sobre el
intervalo de observacion, y n es un entero que frecuentemente se le conoce como

“time-step” o indice de tiempo.
[11.3. El algoritmo de Yee [13].

El algoritmo de FDTD mas elemental y mayormente usado es el algoritmo de
Yee, quien lo introdujo en el afio de 1966, y que fuese posteriormente desarrollado por
Allen Taflove y otros [1].

Yee usé diferencias finitas centrales de segundo orden para las derivadas
espaciales y temporales, las cuales se programan de manera simple. Considerando la
primera derivada parcial espacial de u en la direccion x, evaluada en el tiempo fijo
t, = ndt:
uﬁl/z,,-,k - u?—l/z,j,k

Ax
Se nota el incremento +1/2 en el subindice i (coordenada x) de u, refiriéndose a

du

a(iﬂx,jz]y, kAz,nAt) = + 0[(4x)?] (3.9)
una diferencia finita espacial sobre +1/2 Ax. Yee derivé la ecuacion (3.9) restando la
ecuacion (3.2) de la ecuacion (3.1), pero substituyendo Ax/z por Ax, y después resolvio

para du/dx. El objetivo de Yee fue obtener diferencias centrales de segundo orden,

pero parece que dese6 tomar los datos de sus diferencias centrales a la derecha e

izquierda de su punto de observacion pero solo A"/2, en vez de Ax.

De la misma manera, la primera derivada parcial temporal de u, evaluada para el

punto fijo (i, j, k), sera:
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n+1/, n-1/,

iik Yijk
At

Ahora el incremento £1/2 est& en el superindice n (coordenada de tiempo) de u,

+ 0[(At)2] (310)

du
s (idx, jAy, kAz,nAt) =

denotando una diferencia finita temporal sobre +1/2 At. Yee escogi6 esta notacion para
intercalar las componentes de E y H en el tiempo en intervalos de 1/2 At lo que se

conoce como una implementacion “leapfrog” o intercalada en el tiempo [1].
[11.3.1 Solucién de la Ecuacion de Onda en una Dimensién.

02%E(z,t) _ C2 02%E(z,t)

ez Py numericamente,

Para resolver la ecuacion de onda escalar

se divide el eje z en intervalos de longitud Az y el eje del tiempo en intervalos de

longitud At. Figura 3.1.

t A
) @) @) @) @) @)
nAt @ O O @) @) @)
) @) @) @) @) @)
At O O @) @) @) O
0 ® -t o o o o >
0 Az 20z kAz z

Figura 3.1. Malla usada para resolver numéricamente la ecuacién de onda.

Se usard el subindice |, como referencia al eje coordinado en z y |* para
referirse al eje del tiempo, expresando en funcién de tiempo y espacio se tiene que
E|} = E(kAz,nAt). Se obtiene enseguida la ecuacion discreta usando una

aproximacion por medio de diferencias estandar para las derivadas.
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EI* = 2EIf + ER™" _ L Elfy = 2R + I, (3.11)
@02 (42)?

Despejar la ecuacion (3.11) da una expresion especifica para E en el tiempo
mas avanzado n + 1 en términos de E anteriores:

En+1_2En En—l cAt ’ En ZEn En (312)
lk™" =2E|g —E[g™ + s (Elk+1 — 2E[R + Elk-1)

La ecuacién de onda vectorial es una ecuacién diferencial de segundo orden
para el campo eléctrico o magnético unicamente. Como se mostro en el capitulo
anterior, la ecuacion puede ser establecida como un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas de primer orden para ambos campos E y H. Las ecuaciones de
Maxwell (2.1) y (2.2), representadas en tres dimensiones en una region sin fuentes, da

un sistema de seis ecuaciones escalares, tres para la ley de Ampere:

0E, 0H, 0H, (3.13)

£ = -
at ady 0z

gaag_mh_aHz (3.14)
ot 0z  0x

. 0E, _ OH, 0H, (3.15)
ot 0x dy

y tres para la ley de Faraday:

0H, O0E, OE, (3.16)

K9 oz "oy

oH, O0E, OE, (3.17)
Rt T ox ~ oz
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oH, 0E, OE, (3.18)

Kot oy ~ Tox
El método de FDTD es un esquema de diferencias finitas particularmente
disefiado para estructurar estas seis ecuaciones de primer orden [2].

[11.3.2. Celda de Yee.

La celda de Yee es la relacibn geométrica para el muestreo espacial de las
componentes vectoriales del campo electromagnético que establece el algoritmo de
Yee.

La figura 3.2 representa esta relacion. Como se aprecia el algoritmo de Yee
centra las componentes de E y H en el espacio de tres dimensiones de tal manera que
cada componente de E estd rodeada por cuatro componentes de H, y cada

componente del campo H es rodeada por cuatro componentes del campo E.
[11.3.3. Caracteristicas del Algoritmo de Yee.

El algoritmo de Yee tiene las siguientes caracteristicas:

Resuelve para ambos campos, eléctrico y magnético en el tiempo y espacio
simultdneamente usando las ecuaciones de Maxwell, en lugar de resolver el campo

eléctrico o el campo magnético solo, usando la ecuacién de onda.

Al utilizar la informacion de E y H la solucién es mas robusta que utilizando a

cada uno por separado.

Las propiedades eléctricas y magnéticas del material pueden ser modeladas de

forma simple.
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A 4

Figura 3.2. Celda de Yee [3].

Se pueden modelar las caracteristicas Unicas de cada campo, como
singularidades tangenciales de H cerca de las orillas y esquinas, singularidades

azimutales de H cerca de cables, y singularidades radiales de E cerca de puntos, orillas
y cables delgados, si se dispone de ambos campos.

Las expresiones de diferencias finitas para las derivadas espaciales utilizadas en
los rotacionales son diferencias centrales y de segundo orden de exactitud.
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La continuidad tangencial de los campos E y H se mantiene a través de una
interfaz de materiales diferentes si la interfaz es paralela a uno de los planos de los
ejes coordenados, en este caso no se necesita reforzar las condiciones de frontera del
campo en la interfaz. Al principio del problema, se especifican simplemente la
permitividad y permeabilidad del material en cada lugar de las componentes del campo,
esto produce una aproximacion escalonada (“staircase”) de la superficie y de la
geometria interna de la estructura con una resolucién espacial determinada por el

tamano de la celda.

La ubicacion de las componentes de E y H en la malla de Yee y las operaciones
de diferencias centrales sobre estas componentes implicitamente refuerzan las dos
leyes de Gauss. Asi, la malla de Yee es libre de divergencia respecto a sus campos E y

H en ausencia de carga libre ya sea magnética o eléctrica.

En la figura 3.3 se ve como el algoritmo de Yee centra sus componentes E y H
en el tiempo, en lo que se le llama un arreglo “leapfrog”. Todos los calculos de E en el
espacio modelado son completados y almacenados en memoria para un tiempo en
particular utilizando los datos de H previamente almacenados, después todos los
célculos espaciales de H son completados y almacenados en la memoria utilizando los
datos de E que se han calculado, el ciclo comienza nuevamente respecto a los céalculos

de los componentes de E basados en los nuevos de H.

El escalonamiento de tiempo “leap frog” es explicito, por lo tanto se eliminan los

problemas involucrados con las ecuaciones simultaneas y la inversién de matrices.
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H H H H
T i T i T i | t=2At
E E E
@ @ o t = 1.5At
H H H H
P S SN B
E E E
@ ® ® t = 0.5At
H H H H
1 1.
x=0 |x=Ax|x=2Ax |x=3Ax

Figura 3.3. Algoritmo espacio-tiempo de Yee para la propagacion de onda en una dimension. Se
muestra el uso de diferencias centrales para las derivadas espaciales y el “leapfrog” para las derivadas
temporales. Las condiciones iniciales tanto para el campo eléctrico como el magnético son cero en

cualquier punto de la malla [1].

111.4. Mallas Entrelazadas “Staggered Grids”.

Para ilustrar el uso de las mallas entrelazadas, se comenzara con un problema
en una dimension. Considérese una onda plana propagandose en la direccién z a

través de un medio en el cual todas las cantidades son constantes con respecto a las

. a @ Lo .
coordenadas x y, por ejemplo gy 0. Se asume que el campo eléctrico esta

orientado (polarizado) en la direccion x, y el campo magnético en la direccion y.

Entonces (3.13)-(3.18) se reduce a:
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ok, _ OH, (3.19)
€9t T oz

0H,  OE,
ﬂW =72 (3.20)

El truco usado para tener este buen algoritmo es no poner las componentes
diferenciales de E y H en la misma posicién, si no desplazadas 1/, de celda. Las

ecuaciones diferenciales de primer orden son mas precisas si se evaluan en mallas

entrelazadas, esto es tanto para el espacio como para el tiempo.

Si se elije colocar E, en puntos enteros de la malla en espacio y tiempo,

entonces H, debera ser colocado en puntos intermedios de la malla tanto para espacio

como para tiempo, como se ilustra en la figura 3.4. A este arreglo se le llama mallas

entrelazadas.

Se utilizard el subindice |, como referencia para la coordenada z y al
superindice |* para referirse a la coordenada del tiempo. Aplicando la notacion a (3.19)

para puntos en el espacio de valor entero indexados como k y medio entero para

puntos temporales indexados como n + 1/2. Similarmente para (3.20) medio entero

para puntos en el espacio indexado como k + 1/2, y enteros para puntos temporales n.
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n="t/p
4 I o o o o o
3l/) e ':’:' b i O Ex
—_ 1 e
3¢ tor- :. -10) o o o [ ] Hy
2/} o 1o ° °
26 o o o «:Ic?) o
11/l e ° ° (@ -r-1®)
1¢ o o o l:lc?) o
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o 1, 1 1lf 221, 331, 44l s

Figura 3.4. Mallas entrelazadas en 1D algoritmo de “leap-frog” [2].

H In+% |n+%
y 1~ Myl 1
A A N N B @21)
At 3 Az
n+s 1
H 2—H 2
y|k+% y|k+% _ _lEme —E, |k (3.22)
At U Az

1

: Lo n+ .
Despejando los términos E, |?*!y Hy|k ? se tiene:
+_

2

37




FACULTAD DE INGENIERIA

ns nel

TR A
E it = E |p — At| =——2 : 3.23
& Az (3.23)

1 1 n n

n+= n— 1E |k 1 _Exlk

H 2 = H 2 — At xR+l  xlk
y|k+% y|k+% (u Az (3.24)

Como condicion inicial se necesita un nivel en el tiempo para E, y uno para H,,.
Para problemas con permitividad y permeabilidad variables, es importante recordar que
(3.23) es evaluada en la malla en valores enteros, mientras que para (3.24) en valores
medios de la malla. Consecuentemente, es natural muestrear la permitividad en valores
enteros de la malla lo cual produce que &= ¢&(z;,) con k =Az. Similarmente, la

permeabilidad es evaluada en valores medios de la malla, lo cual produce que u =

l"l(zk+%) "

En interfaces entre regiones con materiales homogéneos, pero diferentes
parametros, se pueden tratar de la siguiente manera: se pone un punto en la malla z,
en la interfaz donde el campo eléctrico esté definido, y se hace la permitividad en este

punto como el promedio de las permitividades de los dos medios que comparten la

interfaz, por ejemplo, ¢ = (g4 + SB)/Z en el punto z,, asi la permeabilidad deja de ser

problematica, desde el momento en el que es evaluada en la mitad de la celda de la

interfaz[2].

En la figura 3.5.1 y 3.5.2 se puede observar la solucién numérica realizada por
medio del método FDTD para la ecuacion de onda en 1D en 500 celdas de dominio

espacial. En las figura 3.5.1 (a) se observa un pulso que fue excitado inicialmente en la
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celda numero 200, el cual en las figuras posteriores se observa como se divide en dos,
y como viajan en direcciones opuestas como se indica en la solucién analitica E,(z) =
E*te/kz + E~e/*z, En la figura 3.5.2 (e) se observa reflexion total de la parte de la
ecuacion E*e~/*z en la frontera, caracteristica del método al estar terminado en su
frontera con un conductor eléctrico perfecto (“PEC”). Para fines practicos, y con
fundamento en las condiciones de frontera (seccién 2.4), esto se obtiene simplemente

al forzar E,, en la frontera con cero para todo tiempo n.
[11.4.1. Dimension Espacial Tridimensional.

El esquema de Yee extiende el entrelazado a tres dimensiones con un arreglo
espacial de todas las componentes de E y H. Las componentes del campo eléctrico
son computadas para valores enteros del indice temporal n y valores medios para el
campo magnético, lo cual para fines practicos se obtiene calculando en el mismo ciclo
de tiempo primero E y luego H o indistintamente primero H y luego E. El espacio es

dividido en bloques con lados Ax, Ay y Az (usualmente cubos con Ax = Ay = Az = h).

Las diferentes componentes son puestas en la malla de acuerdo con la celda
unitaria mostrada en la figura 3.6. Las componentes del campo eléctrico estan puestas
en los puntos medios de los lados correspondientes; E, es puesto en los puntos medios
de los lados orientados en la direccion x, E, es puesto en los puntos medios de los
lados orientados en la direccion y y E, es puesto en los puntos medios de los lados
orientados en la direccién z. Las componentes de H, estan puestas en el centro de las
caras en el plano yz, las componentes de H,, estan puestas en el centro de las caras en
el plano xz y las componentes de H, estan puestas en el centro de las caras en el

plano xy.
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Figura 3.5.1. Solucion numérica de la ecuacion de onda en 1D usando FDTD para el tiempo (a)
n=1, (b) n=20, (c) n=200, (d)n=500.
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Figura 3.5.2. Solucion numérica de la ecuacion de onda en 1D usando FDTD para el tiempo (e) n=1000,
(f) n=1100, (g) n=1200, (h) n=1300.
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Figura 3.6. Celda Unitaria en tres dimensiones en el algoritmo de FDTD [2].

Como se acordd previamente, se usaran los subindices |; ; para referirse a las

coordenadas x,y y z y al superindice |* para la coordenada temporal, asi la

aproximacion de las diferencias finitas para las ecuaciones de Maxwell en 3D queda

como [2]:
+1 o1 +1 +1
n+1 n H |n 2 —H |n 2 In 2 _ In 2
wligtye Bl el T e e T
2 ) Ty el Tk ) 2T
At Ay Az (3.25)
+1 +1 41 41
E n+1 E n |n2 _ |n2 Inz _Hlnz
yl. 1 yl. 1 .11 xl, . 1 zl, 1.1 z .
l,]+5,k L,]+E,k l,]+5,k+5 i, +2,k 5 l+§,j+§,k l—E]+—k
= 3.26
At Az Ax (3.26)
n+s s n4s n+s
n+1 n 2 _ 2 2 _ 2
L 2l Hy|. 1,,.1 Hy'. 101 Hel 51— Hel 5
L,],k+§ L,],k+§ i+3, ,k+5 i 2,j,k+§ l,j+§,k+§ l,]—i,k+2 (3 27)
& = .
At Ax Ay
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y
1
H |n+§ H | _E |n E |n |n E |n
x Lj+3 k+ x Lj+3 k+— Y Lj+ Je+1 Y ,}+ ko z i,j+1,k+% z i,j,k+% 3.08
At B Az Ay (3.28)
1
"2 Hy|" Z & E,|" " E, "
yl. 1, Tyl 1.1 zl,, .1 bz 1 xl, 1. T Ly, 1,
l+§,],k+2 +f']'k+f _ L+1,j,k+§ l,j,k+§ l+?],k+1 l+5,],k (329)
At Ax Az
1 1
H |n+§ |n—§ n n E " —E "
il etk FENTEY x|i+%,j+1,k x|i+%,j,k y|1+1,;+ ke yli,j+%,k
At - Ay Ax (3.30)
1
Despejando los términos H|U Y E|U & obtenemos:
H |n+% In+% |n+% |n+%
zl, 1 — Mzl 1, vl 1, Myl 1
|n+1 " +g i+5.)+5k i+5j-3k i+5.)k+5 i+3,j,k— (3.31)
X1, s .
l+2,] ko l+E,],k &£ A_’y Az
n+s s n+s n4s
2 2 2 2
H, | 1~ Hy Hz| 5 —Hy| 1 4
At l]+ k+ l}+ k— i+ ,]+ Lk i—5,j+5,
y|n+1 Eyln + — 2 2 2 (332)
Lj+5 Lk }+ Lk £ Az Ax
n+s s n4s n4s
2 2 2 2
Hy| +1 1 y| 1,,.1 x| _Hx|.. 1,.1
At S k+ i-5,7,k+5 ,j+ k+ i,j—5,k
E["Y . — " i 2 ) )
A 1= ET (3.33)
Ljk+s Likts & Ax Ay
y
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n n n n

| |

E —E -
n—1 At 7Y |i,j+1,k+1 y li,j+1,k Lj+1 k4 ijk+t
2 2 2 2 2 2
Hx|..1k1—Hx|..1k1+_ Az - A 3.34
Ljtgkty Ljtgkty M y (3.34)
E n _ E n E n _ E n
nal n-l At Z|i+1,j,k+1 Zli,j,k+1 x|i+1,j,k+1 X|i+1,j,k
2 _ 2 2 2 2 2 (3.35)
Byl =l by Ax B Az
i3] k+3 i+5jk+5 U
E n n E n _ E n
i s u |n—% At x|i+%,j+1,k x|i+%,j,k y|i+1,j+%,k yli,j+%,k
= + J— —
B R e [ Ay Ax (3.36)

Considérese ahora un medio que tiene fuentes de corrientes eléctricas y
magnéticas. Bajo estas condiciones las ecuaciones de Maxwell que utilizan el

rotacional se pueden reescribir como:

O0H 1_ - 1, - (3.37)
E:_;VXE_;(Mfuente'i'o-H)
0F 1_ - 1., . (3.38)
EZEVXH_E(]fuente'i'O-E)

A continuacion se escriben las componentes coordenadas cartesianas de los
operadores cruz de (3.37) y (3.38). Esto produce el siguiente sistema de seis

ecuaciones escalares acopladas:

1[9E, 0E, . (3.39)
ot ﬁ [ 92 - ay - (Mfuentex +o Hx)

0H, 1[0E, 0E,

. ] 3.40
ot plox oz _(Mf”‘*"teerUHy)_ (349
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2 (40 e
) (@4
aiy _ % :a;:x B aalj: B ( Jruente, +0 Ey): (3.43)
e = [ 52 - T U, + 08| (3.44)

Se aplican ahora las ideas y notaciones usadas anteriormente para alcanzar la
aproximacion numérica de las ecuaciones rotacionales de Maxwell en tres dimensiones
para el sistema de seis ecuaciones mencionadas anteriormente. Se inicia el

planteamiento usando la ecuacion (3.39).

ned - (3.45)
Hxl.,l I_Hxl,,l 1
l,]+z,k+z l,]+z,k+z
Ey" —E,|" " —E,I”
yl. . 1 yl.. 1 zl, . 1 zl, . 1
At l,]+2,k+l l,]+2,k _ l,j+l,k+2 l,],k+2
y— Az Ay

Hij+1/2,k+1/2 n

-M 11— 0" 1 aH " 1 4
fuentexli,j-l-z,k'l'z l,]+§,k+§ xll',j+§,k+§

Debe hacerse notar que todos los términos dentro del paréntesis son evaluados
en el “time-step” n, incluyendo el campo magnético H, que aparece junto al término de
las perdidas magnéticas ¢*. Dado que los valores de H, evaluados en el time-step n se

supone no estan guardados en la memoria de la computadora (solamente los términos

evaluados en el “time-step” n — 1/2), es necesario buscar una manera de estimar dicho

44




FACULTAD DE INGENIERIA

término. Una buena manera es usando una aproximacion llamada aproximacion semi-

implicita y consiste en:

n+s n—1
Hel 5 1+HJ] 5 4
n . l,j+§,k+§ l,]+5,k+5
I = (3.46)

.. 1 1
Ljt5k+s 2

X

Aqui los valores en el “time-step” n son un simple promedio de los valores
guardados de H, en el time-step (n—l/z) y los aun siendo computados nuevos

valores de H, en el time-step (n + 1/2). Sustituyendo (3.46) en (3.45) se obtiene:

. % B (3.47)
Hxl. , 1k 1~
l,}+E, +§
nl
H 2
xli,j+%,k+%
E n _E n E n _ n
yli,j+%,k+1 yli,j+%,k z'i,j+1,k+% Zli,j,k+%
Az Ay
At 1 _1
S Hel 2 G+ H 5
Hijs1/2,k+1/2 y n i Lj+kts Ljtmpkts
- — 0 .. 1,1
fuente x'i,j+%,k+% l,j+§,k+§ 2
L n+ n—
Se observa que los términos H,| ?, .Y H,|. % , aparecen en ambos lados
Fijaskas 7 ket

de (3.47), juntando todos los términos de este tipo y luego factorizando el término

n+ . . . sz .
H.| % ., entonces del lado izquierdo de la ecuacion se obtiene:

2’ +2
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o' 1, 1At 1 o". . 1. 1At 1
L,]+E,k+5 n+s l,j+§,k+§ n-s
1+—22 =\ 15— —— |H
Hij+1/2,k+1/2 Ljtokts Mij+1/2,k+1/2 Litok+s (3.48)
n n n n
yl..l _Eyl..l zl.. 1= zl.. 1
At l,]+2,k+1 L,j+2,k _ l,j+1,k+2 l,],k+2
y— Az Ay

Hij+1/2,k+1/2 M "
fuente i,j+%,k+%

Dividiendo los dos lados entre el término (1+a*LH%k%At/Zyi,j+1/2,k+1/2) se

1

L. n+=
produce el término buscado H, | 21k+1, entonces:
i >

2" 2
g* At
Ljtakty
1 1- IO 1
H |n+5 _ Hij+1/2,k+1/2 H In-§ ( )
xl, 01 1= * xl, .11 3.49
1,.1 o At 1,..1 :
Ljglts . i,j+%’k+% Ljtgk+s
2Ui j41/2,k+1/2
E n _ E n n _ n
At y |i,j+%,k+1 yli,j+%,k Zli,j+1,k+% Zli,j,k+%
Hijr1/2,k+1/2 -
+ ]0* At Az Ay
Lt i+t M n
1+ 2# fuente xli,j+1,k+l
Hij+1/2,k+1/2 22

La aproximacion hecha en (3.46) fue encontrada para producir un resultado

estable y preciso para los valore de ¢* de cero a infinito. Como se observé arriba, esta

. ., . . . . 1
aproximacion afortunadamente permite evadir ecuaciones simultaneas para H, |"* /2. El
término introducido en (3.48) del lado derecho puede ser agrupado con su término igual

en el lado izquierdo de la ecuacion y ser resuelto explicitamente.

46




FACULTAD DE INGENIERIA

Se debe de recordar que la ecuacién (3.49) fue obtenida con base a la figura 3.6
y que en bibliografias como en [1] se obtienen a partir de una figura parecida, es decir,

se cambia a E en la figura por H.

De forma similar se hace un andlisis para las ecuaciones restantes (3.40)-(3.44)

obteniéndose finalmente un sistema de expresiones en diferencias finitas.

Para implementar el sistema de expresiones en diferencias finitas de (3.39)-
(3.44), para una regién con variaciones debidas a propiedades de materiales, es
deseable definir y guardar los siguientes coeficientes para cada componente del vector

del campo antes de que la progresién en el tiempo (“time-stepping”) comience:

Coeficientes adaptados para la localizacion de las componentes (i,j, k) de un

campo eléctrico en general.
C | =1 O'i,j,kAt / 1+ O-i,j,kAt (350)
a l;}!k zgl’J’k —zgl’J’k
At
nlisse =)/
At
Coalisse = (75 )/

O-i,j,kAt
1
T 26k ) (3.51)

O-i,j,kAt
1
+ 26,k ) (3.52)

Coeficientes adaptados para la localizacion de las componentes (i,j, k) de un

campo magnético en general.

Daliir = 1_0i’fj.kAt / 1+”i’fj,kAt (3.53)
alijk — Z‘ui'j'k Z‘ui’j’k
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At o’ At 3.54
D, |1 = ( >/<1+ i)k ) (3.54)
M j 1D 20k

At o’ At 3.55
Dbzli,j,k — < >/<1+L) ( )
M j D2 20k

En las ecuaciones (3.51), (3.52), (3.54) y (3.55) se denota la posibilidad de dos
posibles incrementos espaciales A; y A,. Se tiene que para una rejilla cubica
Ax,Ay,Az = Ay Ay= A,= A, en este caso, Cp,, = Cp,, Y D, = D, por lo que se reducen
los requerimientos para actualizar los coeficientes por cada componente del vector del

campo. Asi reescribiendo (3.39)-(3.44) se tiene:

1 1
Hx|n+51 1= DaHxl- 1,01 Hx|n_51 1 (3:59)
Lj+ak+s TRkt T ks
Dy | Ey|2j+%,k+1 B Ey|2j+%,k
Dot i'j+%‘k+% EZle,k+1 - Ez':,lj+1,k+% - Mfuente x |2j+%,k+%
1 1
ns _ n—3 (3.57)
Hy|i+%,j,k+% B D“'Hyli%.j.k% Hy|i+%,j,k+%
+ Dy | EZ|?+1,j,k+% B EZIZj,k+% +
b,H,, i+%.}'.k+% Exl:’:%,j,k — Ex|?+%,j,k+1 — Mfuente y|?+%,j,k+%A

48



FACULTAD DE INGENIERIA

I P (3.58)
z i+%.j+%.k @Hzliy J+ ok +%,}+ k
n n
—E
x |i+1,j+1,k X |i+1,j,k
+ DbHZ|l+1]+ Kk E |n E |$l M 2 |n A
' Yijoste "V lipnjelp TSuentezl 1 1k
E n+1 — C E n 359
x|i+%.]',k arelisl i X|i+%,j,k (3.59)
n+ nts
Hz 12 Hzl 12 +
l+2,}+ k i+5,] 2,k
+ Cb,Ele_l‘j‘k 1 1
A 2 = Jruente 1 4
Viedie-d Vil il uente il
1 _ o 3.60
y|11+ k aEyll}+ K yll}+ k ( )
n+s n+s
2 2
Hxl _Hxl +
c | l]+ k+ ,}+ —
+ o1
b,Ey l,]+z,k H |n+% H | 2 ] In
- L. 1
z i—%,j+%,k +%,}+ K fuente ,, l.J+§;k
P En 3.61
le‘,j,k'l‘% Cl,EZ |i,j,k+% le‘,j,k'}'% ( )
1 1
H |n+§ _ H |n+§ n
yi. 1. 1 yi, 1, 1
| l+5,],k+§ l—i,j,k'{'i
R -
n
Hxl 1 1_Hx|_, 1, 1 ]fuentezl K
i,j 2,k+5 l,]+§,k+§ i +_
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Con el sistema de expresiones en diferencias finitas, el nuevo valor de la
componente del vector del campo electromagnético en cualquier punto de la rejilla
depende Unicamente de sus valores previos, los valores previos del otro vector del
campo en puntos adyacentes y las conocidas fuentes de corriente eléctrica y magnética
introducidas.

[11.5. Dispersion [10].

Un medio es dispersivo cuando la velocidad de propagacién de la onda
electromagnética varia con la frecuencia en ese medio. En un medio no dispersivo

como el espacio libre, la frecuencia radial y el nUmero de onda satisfacen la relacion:

2 62
(3) =Kz +i3+43 (362)

Donde k. k, y k, son las constantes de propagacion a lo largo de las

direcciones x,y y z. Incluso aun cuando un medio no sea dispersivo, las ondas
electromagnéticas que viajan en la malla de FDTD lo hacen a diferente velocidad, este
fendmeno es conocido como error de dispersion numérica. Este error es funcion del
tamafo de la celda en el mallado que se hace en FDTD. A continuacion se procedera a
investigar la dispersion numérica caracteristica del método de FDTD en un sistema de

coordenadas cartesianas comenzando por representar una funcion de onda como:

W(x,y,2,t) = Poel(@-kex—kyy=ksz)] (3.63)

Donde la frecuencia radial esta dada por w = 2rf. Si se discretiza en las
direcciones x,y y z y en el tiempo t sustituyendo respectivamente por Ax, Ay Az y At se

puede reescribir a (3.63) como:
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Yr(i,j, k) = hoelilenbentaibemy by =ickiz)] (3.64)

Donde n,i,j y k son los indices en tiempo y espacio respectivamente. En el
espacio libre las ondas electromagnéticas satisfacen la siguiente ecuacion de onda:

LA I S W (3.65)
0x2  0y2  0z2 c20t? v=

Donde ¢ es la velocidad de la luz en el espacio libre. Usando diferencias
centrales para discretizar (3.65), se tiene:

Yri+1,j,k) — 29", j, k) +yYn(i—1,j,k) (3.66)
+
Ax?

Y@, j+ 1, k) = 29", k) + Y3, j — 1, k)
Ay? +

Y@, k+ 1D =290 k) + (G, k—1)
Az2 B

1 Y™, k) — 29" @, j, k) + ™13, j, k)
c? At?

Sustituyendo (3.64) en (3.66) se tiene:

(e [i(wnAt—ky(i+1)Ax—ky jAy—k;kAz)| _ Ze[j(wnAt—kxiAx—kyjAy—kzkAz)] + e[j(wnAt—kx(i—l)Ax—kyjAy—kaAz)])

(e li(wnAt—kyidx—ky (j+1)Ay—kzkAz)| _ ze[j(wnAt—kxiAx—kyjAy—kzkAz)] + e[j(wnAt—kxiAx—ky(j—1)Ay—kaAz)])

¥o e +

(e [i(wnAt—kyibx—ky jAy—kz(k+1)Az)] _ 9 o[i(wndt-kyidx—kyjAy—kzkdz)| | e[j(wnAt—kxiAx—kyjAy—kZ(k—l)Az)])

¥, v =
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(e [j(wn+1)At—ky (i+1)Ax—ky jAy—kzkAz)| _ Ze[j(wnAt—kxiAx—kyjAy—kzkAz)] + e[j(w(n—1)At—kxiAx—kyjAy—kzkAz)])

Reduciendo la expresion anterior factorizando el término

eli{wndt—kyidx—kyjAy~kzkAz)] de yn lado de la igualdad y despejando se tiene:

1 eJ(@BD) _ 9 4 p=j(wht)  gjlkxdx) _ 9 4 p—j(kyhx) (3.67)
c2? At?2 Ax2 +

el(kydy) _ 9 4 o=ilkydy)  ojlkzAz) _ 9 4 p=j(kzA2)
_|_
Ay? Az?

X e—lx

. . e .
Recordando la identidad de Euler para el seno, senx = 2 la expresion

(3.67) se reduce a:

<%Sen (‘UTM))Z _ (igen (kszx)>2 N (ésen (kyZAy)>2 ) (ésen (kzzAZ))z (3.68)

El caso con dispersibn numérica, ecuacion (3.68), puede reducirse al no

dispersivo (3.62), por medio de la propiedad del limite de la funcién trigonométrica
seno, cuando el seno de un argumento es muy pequefio, la funcién tiende al
argumento. Esto implica que el error por dispersibn numérica decrece cuando el
tamafo de la celda se hace mas pequefio. Adicionalmente, se observa que el error es
diferente a lo largo de las direcciones de propagacion, lo cual se ilustra por medio de un
ejemplo en dos dimensiones, donde se muestra la propagacion de un pulso a través de
una malla uniforme (Ax = Ay). Se asume que existe una fuente con distribucién
espacial lineal, orientada a lo largo de la direccion z localizada en el espacio libre. En la

figura 3.7 se grafica la distribucion de la radiacion del campo E, en el plano xy.
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(@) (b) (©)

Figura 3.7. Error de dispersion numérica del método FDTD, (a) Ax = Ay = ’1/5, (b) Ax = Ay =

'1/10, (c)Ax = Ay = '1/20

El circulo blanco en la figura 3.7 describe un frente de onda ideal en el cual no
existe dispersion. Se observa que el error de dispersion es menor en los angulos
¢ = 45°,135°225° y 315° mas que en otras direcciones, donde en el peor caso (a)
hasta un frente de onda cuadrilatero se observa en lugar de idealmente circulos.
Adicionalmente se puede observar que el error de dispersion se hace cada vez menor
a medida que el tamafo de la celda se hace mas pequefia en términos de la longitud
de onda [10].

Asi, continuando con la explicacion hecha en el parrafo anterior, se obtiene una
expresion de (3.68) que permita evaluar la velocidad de propagacién en funcién del
angulo de propagacion ¢, lo que permitira un mejor entendimiento del error de
dispersion. Con base a la explicacion dada y recordando las siguientes identidades se

tiene:

k, = kcosg, k, = ksen¢
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Donde m es un entero positivo, A= A,= A,,. Ademas se analizara Unicamente un

cuadrante de ¢ es decir ¢ = 0°—90°, teniendo la consideracion de que R =0.5 se
obtendra una expresién de (3.68) en dos dimensiones, es decir % = 0. Calculando

entonces para la velocidad de propagacion, a partir de (3.68) se tiene:

2 2
2 kAcos kAsen
v, = Msen‘1 R (sen( > ¢)> + (sen (Tqb))

De esta manera, graficando la expresion anterior se obtiene la figura 3.8 donde

se puede observar que la v, para diferentes muestreos de la longitud de onda es
maxima cuando ¢ = 45°, otra caracteristica importante es el observar que entre mayor

sea el muestreo, es decir m muy grande, la velocidad de propagacion se acercara a ser
la velocidad c.

Alternativamente es posible obtener la relacion de dispersion numérica para una
dimension por medio de (3.11), sustituyendo E|? por e U®MAE=JKKAZ) qonde K es el

nimero de onda. Dividiendo la ecuacion por e U@nAt=jKkAz).

eJ®ht — 2 4 eJwAt .2 e JkAZ _ D 4 gJkhz (3.69)
(At)? a (Az)?

La ecuacién anterior puede ser reescrita como:

54




FACULTAD DE INGENIERIA

<eijt/2 _ e—ijt/2>2

A2 [elkbz/2 _ p=jknz/2\? (3.70)
3 () ( )

Az 2j

Tomando la raiz cuadrada, se llega a que la relacion de dispersiébn numérica en

una dimension es:

wAt N cAt  kAz (3.71)
sen 2 =T Az sen >
Relacién de Dispersion

f T T T T T |

20 puntos en la longitud
de onda

0.99

10 puntos en la longitud
de onda

098

097+

5 puntos en la longitud de
onda

elocidad de fase Normalizada “/c

0%

0.94 | | | | | | | |
0 10 20 0 40 50 60 70 80 90

Aingulo de propagacion en grados

Figura 3.8. Variacion de la velocidad de fase numérica con angulo de propagacién en una malla

2D en FDTD para tres densidades de muestreo y un R=0.5 (Courant Factor).
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Para la solucién numérica, la frecuencia angular w es aproximadamente una
funcién lineal del niumero de onda Kk, ‘U/k =, cuando Az = cAt. En otros casos
consecuentemente, ondas con numero de onda diferente o frecuencias diferentes, se
propagaran a diferentes velocidades. Esto también significa que en una onda que
contenga diferentes frecuencias, se observara en el dominio del tiempo una distorsion

con respecto al caso ideal donde no hay dispersion.

La ecuacion (3.71) muestra la importancia del parametro R = cAt/AZ, el cual

explica en cuantas celdas se propagara la solucion exacta en una unidad de tiempo o

mejor dicho en un “time-step”. Diferentes valores de la relacion de dispersion para

R < 1 son mostrados en la figura 3.9.

pi

pif2 -

wlx/c

D 1
0 pif2 pi

kAx

At

Figura 3.9. Relacion de Dispersién Numérica para valores diferente de R = C

A continuacion se tienen las siguientes situaciones distintivas:

R=1: At = AZ/c, bajo esta consideracion (3.70) se reduce a w = *ck, la cual es
exactamente la relacion de dispersion analitica que se muestra en el capitulo anterior

en (2.41), donde la velocidad de propagacion es igual a la velocidad de la luz v, = c.
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Esta eleccion de At es llamado como paso magico “magic step”. Los errores de las
aproximaciones temporales y espaciales de las diferencias se cancelan, y la sefial se
propaga una celda cada “time-step” en ambas direcciones. En realidad esta seleccion
de incremento de tiempo es dificil de usar por estar en el limité de la estabilidad del

método.

R<1: At <%/, |a relacion de dispersion numérica difiere de la analitica. Para

valores pequefios de R se representa una dispersion numeérica alta .

R>1: At > AZ/C, entonces R>1 y (3.70) produce una frecuencia angular compleja
para numeros de onda como [sen(k AZ/z) |>AZ/CM = 1/R. Como consecuencia,

algunas ondas tendran un crecimiento exponencial lo que ocasionara que el algoritmo
se vuelva inestable, ademas implica que la sefal se propagara mas de una celda por
cada “time-step”, lo cual es imposible bajo las condiciones mostradas en (3.12). La
condicion de estabilidad cAt < Az es comunmente conocida como condicion de Courant
o factor de Courant, el cual es indispensable en el andlisis y solucion de problemas con
FDTD [2].

I11.6. Estabilidad.

Uno de los temas principales a los que se debe uno referir cuando se desarrolla
un cédigo que se basa en la marcha en el tiempo, es la estabilidad del algoritmo. La
caracteristica de la estabilidad del algoritmo de FDTD depende de la naturaleza fisica
del modelo, técnicas de diferenciacion empleadas y la calidad de la estructura de la

rejilla.

El método para el andlisis de la estabilidad en FDTD y usado en el presente
trabajo es conocido como Fourier-Von Neumann [14]. El método de Von Neumann
cuenta con la caracteristica de ser muy universal, es decir, se puede aplicar a cualquier

tipo de ecuacién en diferencias para problemas en el espacio. El andlisis de estabilidad
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de Fourier-Von Neumann examina la estabilidad de un método dado para resolver una

ecuacion diferencial parcial con las siguientes condiciones:

a) La ecuacion diferencial parcial es lineal.

b) EI dominio de interés es infinito.

c) El espaciamiento de la reticula es constante.

d) Los coeficientes de la ecuacion diferencial parcial son constantes.

En este método no se toman en cuenta los efectos de las condiciones reales en
la frontera. A veces, un esquema numerico se vuelve estable bajo ciertas condiciones
en la frontera, incluso cuando el analisis de estabilidad de Fourier lo declara como
inestable. A pesar de esto, el analisis de estabilidad de Fourier se considera como un

criterio importante que garantiza la estabilidad de un esquema.

El andlisis de estabilidad de Fourier se puede aplicar a cualquier aproximacion
por diferencias de una ecuacion diferencial parcial de tipo parabdlica o hiperbdlico, bajo

las condiciones mencionadas.
A manera de ejemplo considérese el método explicito en el dominio del tiempo
infinito:
M=o +y (P, — 297 + ®i1) (3.72)

Supongase que la condicion inicial para este problema estd dada como una

funcién de Fourier:

op = (") (3.73)

O en forma equivalente:
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P° = e (10) (3.74)

Donde j =+v—1, k es un entero distinto de ceroy 6 = ”/k, —-t<f0<mkesla

mitad de la longitud de onda de los términos del niumero de intervalos de la reticula.

Entonces la solucién del método numérico tiene la forma;:

¢! = (Gg)"e'® (3.75)

Donde Gy, es el factor de la amplitud (generalmente complejo), el cual se
determina sustituyendo (3.75) en (3.72) de la siguiente manera:

Go.(G"eU9) = Go"el? +y(Go"e I8 — 2Gy"elU? + G el1I0)

Gg =1+ y[e(}e) —24 e(—jﬂ)]

=1+ 2y[cos(0) — 1] (3.76)

Si |Gyl <1 para —m < 0 <, el método es estable, ya que ¢} no crece con el

tiempo. Puesto que —1 < cos () < 1, la condicion 0 < |Gy| < 1 requiere que

y <05 (3.77)

Podria surgir la pregunta de por qué se hace el andlisis de la sub-seccion
anterior que toma en cuenta el efecto de las condiciones en la frontera y da los mismos
resultados que el andlisis de estabilidad de Fourier para el dominio infinito. La
respuesta es que la estabilidad de los esquemas de diferencias para las ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas queda determinada por el modo de Fourier de la
longitud de onda mas pequefia (k = +1,6 = +m) que no depende de las condiciones en

frontera, pero si Unicamente del espaciamiento en la rejilla.
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Un andlisis similar muestra que los factores de amplitud para el método implicito
de Euler hacia atras son:

o - 1 (3.78)
714 2y(1 = cos(6)

El denominador es igual a 1, por lo que G4 < 1, lo que demuestra que el método

es incondicionalmente estable.

Haciendo el analisis de Von Nuemann [16] para FDTD, partimos de la ecuacion

de onda en una dimension:

EIM*' —2E| + B _ Elt — 2EI7 + EIY,
(A1)? (82)?

. L At : .
Haciendo el término y = (c E)’ sustituyendo entonces se tiene:

EIF*Y = 2E[R + EIF ™' = y*(El741 — 2EI7 + E[7-1) (3.79)

Teniendo en cuenta la condicion inicial:

E|0 = ™0 (3.80)

Se puede inferir que una solucién para el método es:

El} = (Gg)"e™® (3.81)

Utilizando las siguientes igualdades:

E|M* = Gg(Gg)"e ™
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E|", = (Gy)ne(r+Dj)
E|r_, = (Ge)ne((r—l)jf?)
Y sustituyendo en (3.79) se tiene:

(Ge)n+1e(rj0) _ z(Ge)ne(Tje) + (Ge)n—le(rje) (382)
— yz((Ge)ne((r+1)j6) — 2(Gy)ne O + (Ge)ne((r—l)jf?))

) o) 4o (—i0) _
Recordando la igualdad de Euler cos(0) = —, ——se tiene:

(Gg) — 2+ (Gg)™' = 2y2(cos(8) — 1) (3.83)
Usando la identidad trigonométrica (sen(0))? = 1= 605(29)/2 se tiene:

9 2
(Gg) =2+ (Gg) ™" = —4y? (sen (E)) (3.84)

Teniendo en cuenta la igualdad 6 = k;As donde s = x,y,z y sustituyendo en

(3.84) para las tres dimensiones espaciales se tiene:

(Gg) =2+ (Ge)™! (3.85)

L (sen (kszx)>2 N (Sen (kyZAY>>2 N (sen (kzzAz)>2

Simplificando la ecuacion del lado izquierdo de la igualdad y llamando ahora a

s2 = ((sen (k"zAx))z + (Sen (kyzﬂ))z + (sen (kZZAZ))2> se tiene:
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(Gg)? — 2(Gg) + 1 = —4y?52(Gy) (3.86)
Resolviendo la ecuacion de segundo grado obtenemos:
Gy = (1 —2y2s) + zys\/m (3.87)

Analizando la ecuacién anterior se puede dar cuenta que si el término y2s? < 1,
se tendra una parte imaginaria en el segundo término. Con esta condicién G4 es ahora

complejo y haciendo uso de, |(a + bi)|? = (a + bi)(a — bi) = (a® + b?) se obtiene:
12 = (1 - 2y%s%)? + 49?252 (1 — y?%s?) (3.88)

Por lo tanto, si y2s2 < 1, entonces G4 = 1. Dado que el término s? soélo puede

ser < 3, ademas si Ax = Ay = Az, se puede concluir que la condicion general de

estabilidad es:

1 (3.89a)
'~
0
Ax
At < — (3.89b)
cV3

Adicionalmente otro método para establecer la estabilidad del algoritmo de
FDTD se hace a partir de la resolucién de la ecuacion (3.68) para w, lo que produce

que:

2 . 1 qkbxy 1 (kMY 1 ckAz
w:Esen cAt msen ( )+A—yzsen > +AZZS€7’1 ( > ) (3.90)

Si w es un numero imaginario, se conoce de la ecuacion (3.63) que las ondas
electromagnéticas se atenuaran hasta llegar a cero, o creceran exponencialmente y
seran divergentes, dependiendo de la posibilidad que la parte imaginaria sea positiva o

negativa. Con la finalidad de asegurarse que w es un numero real, se debe hacer que
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la expresion que se encuentra dentro del paréntesis externo de (3.90) satisfaga la

condicion siguiente:

At 1 2(kxAx)_l_ 1 5 k, Ay N 1 2(kZAZ)<1
a2 ) Ty T2 ) a2 )= (3.91)

Dado que el valor maximo posible del término seno cuadrado dentro de la raiz

cuadrada es 1, el “time-step” debe satisfacer la condicidn siguiente:

1
At <

.11 3.92
C\/Ax2+Ay2+A22 (3.92)

Para hacer estable la solucion, el criterio mencionado en (3.92) es llamado
condicion de estabilidad para el método de FDTD, y es referido como la condicion de
Courant. La ecuacién (3.92) indica que el “time-step” es determinado por el tamafio de
las celdas en las direcciones x,y y z. Si la celda es un cubo, es decir Ax = Ay = Az,
entonces la ecuacion (3.92) se puede escribir como (3.89b). Asi se ha obtenido la

misma condicion de estabilidad por medio de dos métodos diferentes.

l11.7. Condiciones de Frontera Absorbente:
Capas Perfectamente Acopladas “Perfectly Matched
Layer (PML)” [1].

Uno de los mas grandes retos del método de FDTD ha sido la solucion eficiente
y precisa de la interaccion de las ondas electromagnéticas en regiones sin frontera.
Para simular la extensién de la rejilla al infinito, debe de ser introducida una condicién
de frontera absorbente (ABC por sus siglas en inglés), en la parte interna de la rejilla en

la frontera.
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Terminar la parte exterior de la rejilla en un material absorbente es analogo al
tratamiento que se le da a las paredes de una camara anecoica. Idealmente el medio
absorbente consta de unas cuantas celdas de grosor, las cuales son no reflejantes para
todas las ondas dentro de su espectro completo, altamente absorbentes y efectivas
ante campos cercanos a la fuente. Un intento temprano de implantar este material
absorbente fue reportado por R. Holland [11], quien utilizé un medio convencional con
pérdidas, sin dispersién y absorbente. El problema de esta tactica es que esta capa

absorbente est4 acoplada Unicamente a ondas planas normales incidentes.

En el afio de 1994, un nuevo fervor en esta area fue creado con la introduccién
de un material virtual altamente absorbente por J.P. Berenger, llamado capas
perfectamente acopladas (PML por sus siglas en inglés). La innovacion de Berenger es
gue las ondas de incidencia arbitraria, polarizacion y frecuencia son acopladas a la

frontera.

Berenger derivé la formulacion de las ecuaciones de Maxwell, donde cada
componente vectorial del campo es dividido en dos componentes ortogonales (Split
Field). Cada una de estas doce componentes resultantes es expresada para cumplir

con el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

La PML del campo dividido incluso puede ser utilizada en un medio anisotrépico,
teniendo las permitividades en forma de tensor, introduciendo pérdidas dentro de los
tensores resultantes en un medio absorbente perfectamente acoplado. A continuacion

se revisara la fundacion teérica de la PML del campo dividido [1].

[11.7.1 Onda Plana Incidente a través de una

Frontera Infinita con Pérdidas.

Para establecer un fundamento para la discusiéon de la PML absorbente, en este
subtema se revisan los efectos de una onda plana sinusoidal, con un angulo de

incidencia 6 relativo al eje x, a través de un material convencional con pérdidas.
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Especificamente se considerara una onda incidente polarizada en modo TE,, desde la
region 1, la mitad del espacio con pérdidas que se representa con x < 0, hacia la region
2, la otra mitad del espacio representada con x > 0. Teniendo la conductividad eléctrica
y las pérdidas magnéticas respectivamente como (g, ¢*). Figura 3.10.

A
Regidén 1 y

Medio arbitrario

&, Wy Regién 2 PML

=

Onda transmitida

e ;

7] X

x=0

Figura 3.10. Transmision de una onda plana de un medio arbitrario hacia la PML.

La onda incidente del campo magnético esta dada por H = zH,e /Pxx-iPiyy
donde A denota que la cantidad es un fasor. Entonces el campo total en la region 1

esta dado por:

Hy = 2Hy (1 + Te?iPuxx)g=iBrxx—iBiyy

(3.93)

E, = [_Q‘Bﬁ (1 + r‘erﬁlxx) + yﬁi (1 — Te?iPxx)| Hye IP1xx=iPiyy
wE; wE;

Asi el campo transmitido en la region 2 esta dado por:
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H)Z — ZAHOTe_jBZxx_j:BZyy

(3.94)

= ~ .823/ 49 .BZx

E,=|-% i y
wey (1 +jw_52) we (1 +

HOTe_])BZxx_J)BZyy

o
jwfz)

Donde t es el coeficiente de transmision y se expresa como t = [1+T].

Expresando la variable g en dos dimensiones para cada medio se tiene:

Pix = kqic0s0; By, = kysind } x <0

(3.95)

= |(k )2(1+ g )(1+ o ) ( )2 >0

Bax = 2 jwe, o ,323/ }x
Donde k; = w./y;¢; para i = 1,2. Forzando nuevamente la continuidad de los
campos tangenciales a traves de la regién 1 y la region 2, se obtiene en la interfaz

x=0,32y =.81y =k1$en9y:

Bi, B2,
W (1 + ——)
[= JO5 (3.96)
B, + B2,
G
W1 we,(1 +ja)82)

En general, I # 0 para el angulo arbitrario incidente 6, sin embargo para el caso

especial en el que la onda incidente es normal (68 = 0°), se tiene:

_ N — 1Mz (3.97)
N +1

Donde las impedancias de la region 1y 2 estan dadas por:
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n = fﬂ 1, = B2+ jooy,)
1~ v 12 —

£ sz(1+‘7/jw£2) (3.98)
Entonces, si se hace ¢, = &, Y i, = p, ademas de forzar la condicién de que:

0*/;11 =0/, 2 0" = U‘ul/el = 0(n,)? (3.99)

Entonces k; = k, Y 1, = n,. Esto produce una region 1y 2 sin reflexiones para la

onda incidente (T' = 0). De (3.97), se encuentra el caso que:

o . 3.100
32x:(1+jw81)k1:k1_]0'711 ( )
Sustituyendo en la ecuacion (3.94) se tiene:
Ezv’z — yanOe—jklxe—o'nlx (31018)
Consecuentemente se tiene:
ﬁz — 2Hoe—jk1xe—crn1x (3101b)

Se observa que para el caso de la onda normal incidente, la onda transmitida en
la region 2 se atenlia exponencialmente a lo largo de la direccién normal, asi el material
del medio espacio de la region 2 tiene pérdidas magnéticas y eléctricas, y esta

perfectamente acoplada a la region 1 para ondas incidentes [1].
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[11.7.2. Onda Plana Incidente a través de un Medio PML.

El medio con pérdidas discutido en el subtema anterior ha sido usado con éxito
limitado como capa absorbente para terminar la frontera exterior de la rejilla espacial de
FDTD. Una gran dificultad es que el medio interior de la rejilla estd acoplado
Unicamente a ondas incidentes normales. En consecuencia, ondas parcialmente
oblicuas se reflejan de vuelta al interior de la regibn computacional, corrompiendo la

solucién.

Berenger propuso la base de un material absorbente que podia ser
independiente de la frecuencia y del angulo de incidencia, usando una estrategia
novedosa llamada division de campo (Split-Field). Este material absorbente permite la
construccion de lo que Berenger denomina capas perfectamente acopladas (PML), a la

frontera exterior del espacio de la rejilla de FDTD, para todas las ondas que podrian
contaminar la solucion. Berenger reportd coeficientes de reflexion de 1/3000avo. Toda

la potencia relacionada al ruido en la rejilla que llega a la frontera exterior, es reducida
alrededor de 70 decibeles o0 mas. En este subtema se revisa la base tetrica de la PML

de Berenger para el caso de una onda plana incidente a través de un medio espacio

[1].

[11.7.3. Divisién del Campo en Dos Dimensiones. Modificacion de las

Ecuaciones de Maxwell, Caso TE;.

Considérese una onda plana TE; incidiendo en la interfaz plana x = 0 hacia el el
medio espacio en la region 2. Pasando a la region 2, las ecuaciones de Maxwell
rotacionales fueron modificadas por Berenger y expresadas en su forma dependiente

del tiempo como:

68




FACULTAD DE INGENIERIA

oE 0H 3.102

&r a—tx + o—yEx = a_yz ( )
oE 0H 1

25 T oy = =57 3109

J0H. i} oE 104

he gy O e = = 2109

0Hy, . 0E, 3.105

U —at + ay sz = _ay ( )

Se asume que H, es dividido en dos componentes aditivas

H, = Hy, + H,, (3.106)

Los parametros o, Yy o, denotan conductividades eléctricas, y los parametros oy

y o, denotan pérdidas magnéticas.

Se puede observar que la formulacion hecha por Berenger representa una

generalizacion del problema descrito en Ill.7.1. Si 0, =0, =0y 0y =0, =0 (3.102) y
(3.99) se reducen a las ecuaciones de Maxwell en un medio sin pérdidas. Si g, = o), =
oy oy =0, =0 (3.102)-(3.105) describen un medio eléctricamente conductivo. Y si
& = &,y = Up,0, =0, =0 Y 0y =0, =0" y se satisface (3.99), entonces (3.102)-
(3.105) describen un medio absorbente, cuya impedancia esta acoplada a la regién 1

del medio espacio, x < 0, para ondas planas normalmente incidentes.

Una posibilidad adicional se presenta cuando o, = g; = 0, aqui el medio puede

absorber una onda plana teniendo componentes (Ey,Hzx) propagandose a lo largo de
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X, pero no absorbera las componentes (Ex,sz) de un campo propagandose a lo largo
de la componente y. El primer caso es gobernado por las ecuaciones (3.103) y (3.104)
y en el segundo caso por las ecuaciones (3.102) y (3.105). La situacién inversa para las
componentes del campo (E,, H,) y (E. H,) se da cuando o, =g; =0. Estas
propiedades particulares del medio de Berenger son caracterizadas por el conjunto de
parametros (o,, 0y, 0,0) y (0,0, oy,cr;), gue son cercanamente relacionadas a la premisa

fundamental de las condiciones de frontera absorbente (ABC). Lo anterior es, si los
pares de pérdidas eléctricas y magnéticas satisfacen (3.99), entonces las interfaces

normales a x y y respectivamente tendran cero reflexiones.

Considérese ahora las ecuaciones (3.102)-(3.105), expresadas en su forma

temporal-armonica en un medio con las condiciones descritas por Berenger.
Nuevamente usando ~ para denotar una cantidad fasorial, se puede escribir a las

ecuaciones (3.102)-(3.105) como:

, ay )V _i - _ (3.107)
jwe, (1 +jw£2 ¥ =3y (Hpe + Hyy)
ey (14-22)E, = 2 (H,, + A
jwé; +j(l)€2 y _a( o T zy) (3108)
, 0"\ — O,
1+~ )H = ——
JOH ( i) =T ox (3.109)
g, oE
' 1+—2—|H,, =—
J “Z< jwu2> 27 9y (3.110)

La notacion anterior puede simplificarse al introducir las variables:
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*

Ow Ow )
sW:(1+ );SW*:(1+ ):W:x,y (3.111)

jwe, jwey

Entonces (3.107) y (3.108) se pueden escribir como:

(3.112)

[

. Jd ,_ .
jweysy Ey = @(Hzx =+ sz)

[

. J .
jweysyEy, = —%(Hzx =+ sz) (3.113)

[11.7.4. Solucidén de la Onda Plana dentro del Medio de Berenger.

El paso siguiente es derivar la solucion de la onda plana dentro del medio de

Berenger. Las ecuaciones (3.112) y (3.113) son diferenciadas respectivamente a y y x.

0E, OF
Sustituyendo las expresiones 6—xy y 6_; de las ecuaciones (3.109) y (3.110) se tiene:
_ 1010 , . _ (3.114)
—w?u,e,H,,, = —————(H,, + H
:u2 244zx S; ax Sx ax( zZX zy)
_ 101090 ,. _
_(‘)ZMZEZH = _____(Hzx + sz) (3115)

Sumando las ecuaciones anteriores se obtiene la ecuacibn de onda

representativa.

1o10. 1010, _ (3.116)
- -2 -7 2 _
Sk 0x s, atz * sy 0y's,, E)yHZ T EH, =0

Una solucién para la ecuacién diferencial anterior es:
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H,=H Te_jmmxx_j SySyPayy (3.117)
z — 10

Usando la relacion de dispersion:

(Br)? + (Bsy)” = (ky)? (3.118)

Entonces, de (3.112), (3.113) y (3.106) se obtiene:

by o Poy |85 sk [sysifayy (3.119)

* * we, |s,

By = HOTf)Zex ﬁ; o I xSKPaxx=] [sysybayy (3.120)
2 x

Haciendo real la continuidad del campo dividido, los campos tangenciales E y H
se deben de preservar a través de la interfaz x = 0. Para reforzar la continuidad del

campo se tiene que s, =s; =1, 0 equivalentemente g, =0 = oy, esto produce la

condicion de acoplamiento de fase §,, = f;, = kysen6 [1].
-1
r = ﬂlx_ﬁZx ﬁ ,le_l_ﬁZx ﬁ ,'T=1+F
we we& |S, |\ wg  we, |s, (3.121)

[11.7.5. Condicion de Acoplamiento sin Reflexién.

Se asume ahora que & =&, U = i, Y S, = S;. Esto es equivalente a hacer

b= = 11y = [F2/e,y /e, = ey Con By = iy y (3:118) se produce que

Box = Bix- Sustituyendo en (3.121) se obtiene I' = 0 para todos los &ngulos incidentes

72



FACULTAD DE INGENIERIA

0. Para este caso, (3.117), (3.119) y (3.120) especifican los siguientes campos
transmitidos hacia el medio de Berenger x > 0:

Bix = kycos0; n= |

Sy = (1+%) 5 SyfPix :(1+%)a) e cos@

SyxfP1x = kq cos O + o,n,c0s60
Hz — Hoe_js"ﬁlxx_jﬁlyy — HOe—jﬁlxX—fﬁlyye—dxxnlcosﬁ (3122)

Ex = —Hyn,senb e—jﬁIXX—jﬁlyye—dxxnlcosﬁ (3123)

E, = HonycosO e /11y g-owmycost (3.124)

Con el medio de Berenger acoplado, las ondas transmitidas se propagan con la
misma velocidad y direccion al igual que la onda no deseada, mientras que
simultdneamente decae exponencialmente a lo largo del eje normal x hacia la interfaz
entre la region 1 y 2. El factor de atenuacion o,n,cosf es independiente de la
frecuencia. A diferencia del material convencional con perdidas considerado en 11l.7.1,
esta deseable propiedad aplica para todos los angulos de incidencia. Haciendo

acertado el nombre usado por Berenger de capas perfectamente acopladas [1].

[11.7.6. Estructuracion de una Rejilla de FDTD empleando

la PML de Berenger.

El analisis anterior puede ser repetido para PML que son normales en la
direccion y. Esto permitio a Berenger proponer la rejilla de FDTD TE, mostrado en la
figura 3.11, la cual usa la PML para reducir las reflexiones en la capa superior de la

frontera. En una zona computacional rodeada por la PML seguido por paredes de
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conductor eléctrico perfecto (PEC) por sus siglas en inglés. Al lado izquierdo y derecho

de larejilla x; y x,, cada PML tiene o, y a5 acoplados de acuerdo a (3.99) con o), =0 =
o, para no permitir una transmision por reflexion a través del espacio de la interfaz de
la PML. Para el lado superior e inferior de la rejilla y; y y, cada PML tiene o, y o

acoplados de acuerdo a (3.99), con o, = 0 = 0. Para las cuatro esquinas donde se

superpone dos de las PML, todas las pérdidas (o,,0y,0,,0,) estan presentes y son

iguales [1].
PML(le, Oy1, Oy2, cry*z) PML(0,0, Oy2, Jy*z) PM L(sz, 032 Oy2, 0';2)
T : \ v /
........................................ Conductor
Eléctrico

Perfecto (PEC)

Fuente de la onda

PML(O’xl, 0-;1' 0'0) 4 ......... ........... , .‘ ........... ......... » PM L(O-le 0-;2; 0]0)

en el vacio
y \ ;

’ -
/ ...... b / T
PML(O’xl, 041, Oy1, O'y*l) PML(0,0, Oy1, 0';1) PM L(sz, Ox2, Oy1, oy*l)

Figura 3.11. Estructura en dos dimensiones de una malla de FDTD para un modo TE,

empleando la PML de Berenger.
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[11.7.7. El Caso de las Dos Dimensiones en Modo TM,.

El analisis de la seccién anterior se puede repetir para el caso de una onda
incidente polarizada en modo TM,, implementando nuevamente la division de campo

E, = E,, + E,,. Analogamente de (3.102)-(3.105) la modificacion de las ecuaciones

para la PML para el caso TM, son las siguientes:

oH, .. OE (3.125)
gy Ty =%

oH oF

9y ey _ Y%z (3.126)
et oty =52

0E,, OH, (3.127)

£ TP T gy

0E 0H
e, o | 0,E,, = — x (3.128)
ot ay
La derivacion de las propiedades de la PML para este caso se lleva de forma
analoga al caso TE; produciéndose solo ligeros cambios. En la mayoria de los casos, el
cambio es Unicamente una permutacion de € por i y o por ¢*, de cualquier manera, las

condiciones de acoplamiento de la PML permanecen sin cambio [1].
[11.7.8. El Caso de las Tres Dimensiones.

Anélogo al caso de las dos dimensiones, las ecuaciones de Maxwell para la PML
de campo dividido han sido disefiadas. En tres dimensiones, las seis componentes
vectoriales cartesianas son divididas. Por ejemplo, la ley de Ampere modificada se

escribe como:
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d 0
(e— + az) E,, = g(ny +H,,)

i 0
(ea + az) E, = E(ny +H,,)

9 9
(ea + ay) E,y = —@(ny + H,,)

Similarmente, la ley de Faraday modificada se puede escribir como:

o 9
(“E+ oy )ny = —@(sz +E,y)

i . 9
(“E + o, )sz = E(ny +E,,)

0 . ]
(“E+ o, )Hyz = —&(Exy +E,;)

0 . ]
(“E + o, )ny = a(sz + Ey,y)

i . ]
(“E+ Oy )Hzx = —a(ny +Ey,)
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(3.130f)

o 9
(u%+ ay )sz = @(Exy + Ey;)

Las condiciones de acoplamiento usadas, son analogas al caso de las dos
dimensiones para la PML discutidas previamente. Especificamente, si denotamos
w = x,v, 2, las condiciones de acoplamiento a la interfaz normal de la PML en la rejilla
tiene la pareja de parametros (o,,0,,) satisfaciendo (3.99). Esto causa que la onda
transmitida dentro de la PML decaiga exponencialmente en la direccién +w. Las otras
parejas de (o, 0,,) dentro de la PML son cero. En la region de la esquina, la PML es
provista con cada pareja acoplada de (og,,,0,), que es asignada como resultado del
traslape de las PML que forman la esquina. Estas PML localizadas en las regiones de
traslape diédricas tienen una pareja de ceros de (o,,0,) Yy dos parejas de
(o, o) diferentes de cero. Las PML localizadas en las regiones en las esquinas de

traslape triedricas tienen tres parejas (o,,, g,,) diferentes de cero [1].
[11.7.9. Graduacién Polinomial.

Aunque en teoria con el desarrollo anterior ya se tiene I' = 0 es decir que no hay
reflexiones, numéricamente existen debido al cambio abrupto de las pérdidas eléctricas
y magnéticas. Una forma para eliminar estas reflexiones es graduar o, (x) a través de
una variacion polinomial o geométrica de las pérdidas de la PML, con una profundidad

x. De esta manera la graduacién polinomial puede ser escrita como:

Ux(x) = (x/d)mo-x,opt (3131)

Esto incrementa el valor g, de la PML desde cero en x = 0, hasta la parte mas
externa de la PML con x = d, que usualmente es un conductor eléctrico perfecto (PEC).

Se ha encontrado a través de numerosas investigaciones, que un valor 6ptimo para d
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es igual a 10 celdas o equivalentemente a 10 capas. De igual manera se ha encontrado

que el pardmetro m es 6ptimo en 3 < m < 4.

De esta forma se obtiene una expresion para o,,,,, para medios homogeneos y

no homogéneos que puede ser escrita como [1]:

0.8(m+ 1) (1.132)
Oxopt = 5 ——
UoA Erly
Asi sustituyendo la expresion (1.132) en (1.131) se obtiene la expresion Optima
para la graduacion de las pérdidas eléctricas, y utilizando (3.99) la graduacion de las

pérdidas magnéticas.

0.8(m+ 1) (1.133)

o, (x) = (x/d) UOAW

Con la obtencién de las expresion (1.133) se expone una base teorica suficiente

para el desarrollo e implantacién del material PML.

En este capitulo se han desarrollado las expresiones que permiten la
implantacion del método FDTD, asi también las consideraciones que deben de hacerse
para tener las caracteristicas deseadas como estabilidad y baja dispersién numérica.
Otro punto importante es la introduccion del material PML dentro del método FDTD,
gue permite la simulacion numérica de fenédmenos electromagnéticos en dominios

infinitos.

El desarrollo mencionado sera puesto en practica en el capitulo siguiente, con el

propdsito de simular el fendbmeno de la reversién temporal.
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CAPITULO IV

LA REVERSION TEMPORAL ELECTROMAGNETICA.

Este capitulo tiene como objetivo mostrar el fendmeno de la reversion temporal
electromagnética haciendo uso del método FDTD. Se explicaran conceptos como el
espejo de reversion temporal (“TRM” por sus siglas en inglés) y la super resolucion.
Posteriormente se presentan una serie de experimentos electrodinAmicos cuyos
resultados dan luz al entendimiento del fendmeno de reversion temporal
electromagnética (TR). La invariancia por reversion temporal la conocen los fisicos
desde hace mucho tiempo, pero no fue si no hasta después del trabajo seminal
“Acustica Revertida en el Tiempo” del fisico francés Fink en 1999, que se ha observado
un interés creciente en la invariancia ante la reversion temporal. El llevo a cabo
experimentos que mostraron que la teoria de reversion temporal puede ser extendida a
los campos electromagnéticos. En afios recientes, fisicos, ingenieros y matematicos

han teorizado y calculado numéricamente el problema de la reversion temporal [18].
I\VV.1. Validacion del Método.

Antes de empezar a estudiar el fenomeno de la Reversiéon Temporal por medio
de la herramienta FDTD para la solucion del campo electromagnético, se necesita
determinar qué tan confiable es el método FDTD que en este trabajo se programo en
Matlab para resolver los experimentos. Se le llama validacién al proceso de comparar
los resultados analiticos contra los resultados numéricos obtenidos por la herramienta

para un problema clasico del electromagnetismo.

El problema que se usa como referencia es una cavidad con paredes
perfectamente conductivas (PEC) y que puede estudiarse en la bibliografia

comprendida en [4] y [5]. La cavidad resonante se construye a partir de una seccién
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cerrada de guia de onda, un tipo de linea de transmision. Las cavidades resonantes
presentan frecuencias de resonancia caracteristicas para cada modo de campo
electromagnético, entonces se compararan los valores de estas frecuencias de

resonancia calculadas numéricamente y analiticamente.

En la figura 4.1 se pueden observar las dimensiones para la cavidad que se
usara en el presente experimento.

z[m]

0.03

0.04

0.05

x [m]

Figura 4.1. Dimensiones de la cavidad.

Se inicia el experimento discretizando la cavidad con N, X N, X N, celdas, con
N, =25 N,=20 y N,=15 respectivamente. Para guardar los valores de los

campos dentro de la cavidad se necesita guardar los valores en arreglos numéricos con
las siguientes dimensiones [2]:

Ex =Ny x (N, +1) X (N, + 1) (4.1)
E, = (N, + 1) X Ny X (N, + 1) (4.2)
E, = (N, + 1) x (N, +1) XN, (4.3)
H, = (N, + 1) XN, X N, (4.4)
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H, = N, X (N, + 1) X N, (4.5)
H, = Ny X N, X (N, + 1) (4.6)

Los incrementos por medio de los cuales se discretiza el espacio en estudio se
representan como Ax, Ay y Az, cuyo valor se obtiene a partir de la siguiente ecuacion:

_ Longitud fisica (4.7)
" Numero de celdas

De lo anterior y lo presentado en el capitulo tres, se tiene que la rejilla de FDTD
mide 25 x 20 x 15 celdas, Ax = 3[mm] Ay = 2[mm] y Az = 4[mm], At = 4.44 [ps], un
Courant factor de uno Cf=1 y Nt=8192 time-steps. La cavidad estara vacia por lo que

H=H Y &= ¢&.

Cuando se utilizan frecuencias en el rango de las microondas, las superficies
metalicas tienen una buena aproximacion a conductores eléctricos perfectos (PEC), por
esta razon en el programa se hara que las componentes tangenciales del campo

eléctrico sean cero en la frontera del metal.

Para poder observar las frecuencias principales en el espectro de frecuencias,
se deben de excitar los modos principales, por lo tanto como condicion inicial el campo
E sera inicializado con ruido blanco, asi se asegura que la mayoria de los modos sean

excitados.

Para el muestreo es importante que la mayoria de los modos sean detectados,
seria dificil elegir un punto en el cual alguno de los modos tenga un nodo cero, pero
para evadir este problema se elegiran tres puntos del campo que seran
E(4,44)=(E,(44,4),E,(4,4,4),E,(4,4,4)), similarmente para E(7,7,7) y E(10,10,10).

Enseguida se pueden obtener las frecuencias de resonancia aplicando la

transformada de Fourier de la suma de E,, E, y E, en el punto de intereés.
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Por otra parte se tiene que las frecuencias de resonancia tedrica en una cavidad

se obtienen a partir de f,,, = %l\/(m/Lx)2 + (n/Ly)2 + (p/Lz)Zl donde m,n y p son

los indices de los modos, de manera que para obtener un modo TMunp, Se sustituye
m# 0, n# 0y para los modos TEmmw, p #0y m o n# 0, donde L,,L, y L,, son las
longitudes de la cavidad en metros. Los resultados numéricos y analiticos se comparan
en la tabla 4.1, y pueden ser observados en la figura 4.2 para los diversos modos. En el
lado izquierdo de la figura se representan de manera continua y en la derecha de

manera discreta usando el comando de Matlab steam.

Modo Frecuencias Frecuencias %EE porcentaje de

resonantes resonantes error de exactitud

tedricas experimentales
[GHZz] E(4,4,4) [GHz]

TEO12 6.2500 6.2350 2.40E-01
TEO21 7.9057 7.9650 7.50E-01
TE201 6.5000 6.4820 2.77E-01
TE102 5.8310 5.7950 6.18E-01
TM111 5.4141 5.4110 5.73E-02
TE111 5.4141 5.4110 5.73E-02
TM110 4.8023 4.8070 9.79E-02
TEO11 4.5069 4.5040 6.43E-02
TE101 3.9051 3.9000 1.31E-01

Tabla 4.1. Frecuencias Resonantes para |os modos TMynp Y TEmnp €n tres puntos diferentes.
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Modo Frecuencias Frecuencias %EE porcentaje de

resonantes resonantes error de exactitud

tedricas experimentales
[GHZz] E(7,7,7) [GHZ]

TEO12 6.2500 6.2070 6.88E-01
TEO21 7.9057 7.9650 7.50E-01
TE201 6.5000 6.4820 2.77E-01
TE102 5.8310 5.7950 6.18E-01
TM111 5.4141 5.4110 5.73E-02
TE111 5.4141 5.4110 5.73E-02
TM110 4.8023 4.8070 9.79E-02
TEO11 4.5069 4.5040 6.43E-02
TE101 3.9051 3.9000 1.31E-01
Modo Frecuencias Frecuencias %EE porcentaje de

resonantes resonantes error de exactitud

tedricas experimentales
[GHZz] E(10,10,10) [GHZ]

TEO12 6.2500 6.2350 2.40E-01
TEO021 7.9057 7.8830 2.87E-01
TE201 6.5000 6.4820 2.77E-01
TE102 5.8310 5.7950 6.18E-01
TM111 5.4141 5.4110 5.73E-02
TE111 5.4141 5.4110 5.73E-02
TM110 4.8023 4.8070 9.79E-02
TEO11 4.5069 4.5040 6.43E-02
TE101 3.9051 3.9000 1.31E-01

Continuacion de tabla 4.1. Frecuencias Resonantes para los modos TMpynp Y TEmnp €N tres

puntos diferentes.

De las tablas se observa que el valor mas alto del porcentaje de error de
exactitud no supera el 1%. Apoyandose ademas en las graficas de la figura 4.2 se
observa que los picos entre las graficas de los tres puntos muestreados no coinciden
en amplitud, esto es debido a que para cada una de las muestras se inicializé la
cavidad con ruido blanco, sin embargo las frecuencias de resonancia se conservan aun
para diferentes puntos de muestreo. Con las distinciones hechas anteriormente se

puede concluir que el método de FDTD es una herramienta exacta, ademas de robusta,
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por lo que sera la herramienta ideal para el andlisis en el domino del tiempo de los
subsecuentes problemas que se abordaran en el presente capitulo.

Cavidad Rectangular en el punto Et{4 4 4) Cavidad Rectangular en el punto Et(4 4 4)

50 50 ol
40 ¢
30
20¢
10t
0 : A
2 4 B 8 10
flHz] « 10° fiHz] % 10°
Cavidad Rectangular en el punto Et{7 7.7}
60 . ; : .
40 ¢ 1 ot
£
e
20t . t
. IR,
0 2 4 6 g 10
flHz] ¥ 10° fiHz] x 10°
Cavidad Rectangular en el punto Et{10,10,10)
50 : : . .
40 ¢ 1
30 .
20 .
10¢
0
2 4 B 8 10

flHz] ¥ 10° fiHz] x 10°

Figura 4.2. Frecuencias resonantes en la cavidad para diferentes puntos de muestreo.
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IV.2. La reversion Temporal (“TR”).

Transformacion por Reversion Temporal [16].

Las leyes basicas de la fisica son invariantes, al menos a nivel clasico, al sentido
del transcurso del tiempo. Esto no significa que las ecuaciones sean simétricas con
respecto a t, pero que ante la transformacion por reversion del tiempo t - t' = —t, las
cantidades fisicas se transforman consistentemente de manera que las ecuaciones
guedan con la misma forma que tenian antes de la transformacion, es decir son

invariantes.
Reversion Temporal Electromagnética [16].

De las ecuaciones de Maxwell (2.1)-(2.4) considérese la carga como una
cantidad escalar, por lo que no se ve afectada por la variacion del tiempo,
consecuentemente si le aplicamos la transformacion t—-t'=—t a (2.3), el lado
derecho permanece sin cambio, y se infiere que el lado izquierdo debe permanecer sin
cambio también para mantener la invariancia, diciendo entonces que el campo eléctrico
E se transforma de manera par (que no tiene cambio) ante la reversion temporal. Ahora

aplicando la transformacion a la ecuacion de Faraday (2.1), el miembro derecho sufre
. . . 7] =
un cambio de signo por la presencia del operador PR aunado a que E se transforma de

manera par, y para mantener la invariancia de la ecuacién, hace que sea necesario que

B sea impar (que cambie de signo) ante la transformacion.

Para la ecuacién de Ampere (2.2) conocemos que E transforma par y B impar, y
considerando que el operador % sufre cambio, se deduce que ] es impar ante la

reversion temporal. Con todo lo anterior se demuestra que las ecuaciones de Maxwell

son invariantes ante la reversion temporal.

En el contexto numérico, la reversion temporal es una técnica de procesamiento

digital de sefiales, basada en la invariancia ante la reversion temporal, la cual permite
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el enfoque de ondas en espacio y tiempo. Para entender la reversion temporal se
explica lo que es el sistema espejo de reversion temporal (TRM), dicho sistema consta
de uno o varios elementos que reciben, procesan y trasmiten sefiales que proceden de
la reversion temporal, y que se observa en la figura 4.3 y 4.4. En el caso de sefiales
electromagnéticas, el sistema de antenas TRM puede ser una antena o un conjunto de
antenas llamado también arreglo de reversion temporal (“TR array”). Es importante
hacer la diferencia con un conjunto de antenas en arreglo de fase, ya que el “TR arrary”
o “TRM” mas bien se considera que es un conjunto de antenas radiadoras que trabajan

independientemente.

El TRM puede ser operado y diseiiado en el dominio del tiempo o de la
frecuencia, de cualquier forma la mayoria de los experimentos que implican la reversion
temporal han sido desarrollados en el dominio de la frecuencia, y después
transformado por medio de Fourier al dominio del tiempo. Considerando que la
reversion temporal es un proceso en el tiempo, existen muchas ventajas de desarrollar

este sistema en el dominio del tiempo, como se hara en este trabajo.
Proceso de Reversion Temporal Electromagnética.
A continuacion se describe el proceso de reversion temporal electromagnética:

1. El espejo reversion temporal (TRM) emite una sefial, la cual fue esparcida
por el objetivo, dicha sefial actia como un débil emisor de la fuente hacia
el TRM.

2. El TRM capta y graba sefales débiles y esparcidas que son emitidas por

el objetivo
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E—
_ .V

— ¥

TRM

Figura 4.3. Proceso de la Reversién Temporal
Electromagnética pasos 1y 2.

3. La informacion grabada es transformada usando el concepto de la
reversion temporal.
4. La informacion transformada es re-radiada. El proceso puede ser

ejecutado iterativamente.

—

w__
Q
TRM

Objetivo

Figura 4.4. Proceso de la Reversion Temporal
pasos 3y 4.

Conceptos importantes de la reversion temporal.

Propagacion multitrayectoria. En algunos medios la propagacion ocurre con
multiples reflexiones ocasionando una propagacion a través de multiples trayectorias.
Esto ocasiona en el proceso de reversion temporal electromagnética que las ondas que
originalmente se estarian alejando del TRM ahora sean capturadas, causando que la

apertura a, del TRM aparezca mas grande que su longitud fisica a.

a, >a
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Cavidad Ergddica.

En esta cavidad una onda generada en cualquier punto de ella, eventualmente
alcanzara cualquier otro punto de la cavidad. Esto ocasiona que la sefial experimente
un ambiente rico en multitrayectorias de propagacion, lo que beneficia el proceso TR
como se mencioné arriba. Para propoésitos practicos en electromagnetismo (EM) una
cavidad de paredes perfectamente conductivas PEC emulan este efecto. Es posible
deducir que cualquier condicién de frontera absorbente, por ejemplo PML, degradara el

proceso de reversion temporal.

Super-resolucion.

Una consecuencia directa del incremento en la apertura a por multitrayectorias
es el fendmeno de la super resolucion. Esto es la capacidad de un sistema de resolver
caracteristicas de forma mas fina que las predichas por el criterio de Raleigh. Este

fendmeno es atribuido por el efecto de multiples reflexiones.

Una de las mas importantes ventajas de usar TR, es la de obtener enfoques

espaciales d mas alla del limite clasico o de difraccion (difraccion de Raleigh), por

ejemplo:
AL :
g~ (4.8a)
a
Para super resolucién se tiene:
d,=2L (4.8b)
Qe

Donde a, > a y L=distancia del objetivo al espejo.

Lo anterior se verificara mas adelante en un experimento de reversion temporal
(Iv.2.8).
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De esta manera se presentan a continuacion una serie de experimentos de

reversion temporal hechos en el dominio del tiempo usando el método FDTD.

IV.2.1. Variacion del numero de elementos del espejo de Reversion

Temporal.

Se presentan a continuacion los resultados calculados para una cavidad
metalica en dos dimensiones de 30[cm] por 30[cm], dicha cavidad se dividira en 100
celdas por lado, es decir 100 X 100 y Ax = Ay = 3[mm]. Como paso siguiente se
emitird un pulso de amplitud 10, con frecuencia central de 10[GHZz], situada en el punto
(is=25, js=25), un factor de Courant punto nueve (Cf=0.9), e=¢y,, U=, Yy
cuatrocientos time-steps (Nt=400). Después de excitar el pulso en la cavidad, este se
propaga hasta llegar a las paredes y ocasionar multiples reflexiones, posteriormente
estas sefiales reflejadas se graban en el espejo de reversion temporal ubicado en la
columna j=75 y las filas i=10,20,30,40,50,60,70 y 80, elementos que se aumentaron
subsecuentemente en cada realizacion. Las sefales grabadas son invertidas en el
tiempo y re-radiadas al sistema, a esta segunda fase se le llama la fase de reversa. En
esta fase se muestrea en el punto donde se situaba la fuente original (is=25, js=25)
para observar si las sefiales en reversa se enfocan en dicho punto. Este experimento
busca determinar qué ocurre en el punto original conforme se aumenta el nimero de
elementos del espejo. En las gréficas siguientes se muestra la amplitud de la sefial en
fase reversa recibida en su punto original, variando el nimero de antenas que

conforman el espejo de uno a ocho elementos.
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Figura 4.5.1. Sefal recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original usando 1,2y 3
elementos en el espejo “TRM” no usando PML.
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Figura 4.5.2. Sefal recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original usando 4,5y 6
elementos en el espejo “TRM” no usando PML.
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Figura 4.5.3. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original usando 7 y 8 elementos
en el espejo TRM, sin PML.

En las graficas anteriores se observa del lado izquierdo la evolucién de la sefal
en el tiempo, mientras que del lado derecho se observa la distribucion espacial para el
tiempo de reversa donde ocurre el maximo, en este caso TR=9. Por su parte la figura

4.6 muestra una vista alternativa en el plano xy de la distribucion espacial mencionada.
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time reversal=9

rows

100
columns

Figura 4.6. Sefial recibida en fase reversa en el punto de la fuente original usando 8
elementos en el espejo TRM sin PML visto en el plano xy.

Se observa que al usar un mayor numero de elementos en el espejo TRM se
incrementa la amplitud de enfoque en el punto de la fuente original, pasando de 1.3
para un elemento hasta 8.7 para 8 elementos en el espejo, representando una
ganancia de 16.5 [dB]. Esto es debido a que al aumentar el nimero de elementos del
TRM se graba mas informacion de las multiples reflexiones, lo que en la fase de
reversa favorece el enfoque, hecho que se ve mejor en la grafica 4.7.

Efecto del ndmero de elementos del espejo en el enfoque
10 . :

Amplitud Enfocada

Mimero de Receptores

Figura 4.7. Efecto del nUmero de elementos del espejo
en el enfoque.
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IV.2.2. Presencia de condiciones absorbentes de frontera (PML).

Para el presente experimento se conservan las mismas condiciones que en el

anterior debido a que la cavidad es la misma. FijAndo el nUmero de elementos del

espejo en ocho, se analizara qué efecto tiene la presencia de un material absorbente

PML en el perimetro interno de la cavidad, buscandose el enfoque en el punto original

de la fuente. Los resultados se observan en las gréaficas 4.8 y 4.9.
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.....................

50
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0 40 B0 g 100
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Figura 4.8. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original usando 8

elementos en el espejo “TRM” usando PML.
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Figura 4.9. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original

usando 8 elementos en el espejo “TRM” usando PML visto en el plano xy.

Puede observarse que a diferencia de la cavidad que no contiene condiciones
de frontera absorbente, la amplitud en el enfoque se reduce considerablemente, siendo
las multiples reflexiones un factor primordial en la obtencion de una mayor amplitud en

el enfoque cuando se aplica la reversion temporal.

Para el presente experimento en el cual se utiliz6 el material absorbente se
puede concluir que al no haber reflexiones del campo, la amplitud del enfoque se ve
disminuida a pesar de tener el mismo numero de receptores y estar posicionados de
igual manera que en el experimento anterior. Adicionalmente se agrega la grafica 4.10
en la cual se varia el numero de elementos en el espejo en presencia de una PML y
gue refuerza la afirmacion anterior. Se sugiere contrastar esta figura con la 4.7, donde
es posible observar que para un elemento del espejo la amplitud pasa de 1.3 a 0.17 al

colocar la PML, similarmente para ocho elementos pasa de 8.7 a 1.3, representando
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una degradacion de 17.7 [dB] y 16.5 [dB] respectivamente en presencia del material
absorbente. Se puede afirmar que un medio rico en reflexiones multiples es mas

favorable para la reversion temporal que uno terminado en material absorbente.

Al contrastar la figura 4.8 con la 4.5, asi como la 4.9 con la 4.6 se puede

observar de manera cualitativa lo expresado anteriormente.

Efecto del ndmero de elementos del espejo en el enfoque
15 . . : ;

Amplitud Enfocada

1 1 1 1

1 2 3 4 5 B 7 8
Nimero de Receptores

D 1

Figura 4.10. Efecto del nimero de elementos del espejo
usando el material PML.

IV.2.3. Variacidon del nimero de “Time-Steps”.

De igual manera se manejan los mismos parametros que en el experimento
anterior, amplitud de la fuente igual a 10, frecuencia central del pulso de 10 [GHz],
rejilla de 100 X 100, Ax = Ay = 3[mm] y Cf=0.9. Sin embargo, ahora se mantiene fijo
en uno el nimero de elementos del espejo, ubicando un punto de prueba para la
recepcion del pulso en la posicion (75,75), ademas de no incluirse las condiciones
absorbentes y de variar el numero de “time-steps” con Nt= 200, 300, 400, 600, 800,
1000, 1200 y 1500 en la simulacion. Se pretende determinar qué efecto tiene prolongar

el tiempo de grabacion en la amplitud del enfoque.

Se observa en la grafica 4.11 el incremento de los “time-steps” y el impacto que

tiene en el incremento de la amplitud en el enfoque.
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Figura 4.11. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original usando 200, 300, 400,
600, 800, 1000, 1200 y 1500 “time-steps”.
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Se aprecia que el incremento del nimero de time-steps de calculo, da como
resultado una mayor amplitud de enfoque, resultado que puede verse mas claramente
en la grafica 4.12. En este experimento se observa para 800 time-steps una amplitud
de 4.2, mientras que para 1500 time-steps una amplitud de 10.2, teniéndose una
ganancia de 12.4 [dB] y 20.2 [dB] correspondientemente. La razén por la que al
aumentar el tiempo de simulacion aumenta el enfoque, es debido una vez mas a que
se cuenta con mayor informacion en el tiempo acerca de las multiples reflexiones que
fueron grabadas por un lapso mayor. Por otra parte, al aumentar el tiempo de
simulaciéon se tiene como desventaja el incremento en el tiempo de computo o

procesamiento.

Adicionalmente puede observarse en la figura 4.13 que al no existir condiciones
de frontera absorbente se obtiene o recibe mayor informacion en los elementos del
espejo para diferentes time-steps, en comparacion con 4.14 lo cual se convierte en un

mayor enfoque en el punto de la fuente original al usarse la reversion temporal.

Efecto del ndmero maximo de Time Steps en el enfoque
12 T T

Amplitud Enfocada
[22]
1

1 |
o 500 1000 1500
Mdmero Maximo de Time Steps

Figura 4.12. Amplitud enfocada en funcién del nimero de Time-steps
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Magnitud de E2 en (75,75) hacia adelante sin PML Magitud de E2 en (75,75) hacia adelante con PAL
05 T T T T T T T 04 i T T T T T T
N w02
woq W
T T
H : 10
5 5
g-U.S- g_m
1 | | | | | | | 04 | | ) | | | |
1 N 1T < | O N A | 0 % MW ®w W H W AH O
Time-steps Time-stepshtagitud Ez

Figura 4.13. Magnitud recibida en el punto de prueba Figura 4.14. Magnitud recibida en el punto de
para diferentes time-steps sin PML. La sefial muestra prueba para diferentes time-steps con PML. La
un mayor contenido de informacion. sefial muestra un menor contenido de informacion

IV.2.4. Variacion de una apertura.

Para el presente experimento se dividié de forma transversal la cavidad en dos
regiones por medio de una pared metalica, colocando cuatro elementos del espejo en
el lado opuesto al del origen de la fuente en los puntos (85,10), (85,20), (85,60) y
(85,70), conservando la amplitud de la fuente igual a 10 con frecuencia central de 10
[GHZ], rejilla de 100 X 100 , Ax = Ay = 3[mm], Cf=0.9, Nt=400, ¢ = &, y 1 = po. En este
experimento se busca determinar qué efecto tiene variar gradualmente una apertura,
medida en celdas, en el centro de la pared divisora del medio. Cabe mencionar que en
este experimento el término apertura no se refiere al tamafo del espejo TRM. Los

resultados se observan a continuacion en las graficas 4.15.1, 2, 3y 4.

Sefial recibida en fase reversa en el punto de la fuente original is=25 js=25 Tamafio apertura=0 Ez time reversal=9 Tamafio apertura=0
10F ; : : . . : : ) 100
U st %
3 , B
30 z
£ I
£ 51
® 20
-0k I I I I I I I ]
0 B0 0 X W 180 100 50 0 M 20 31 40 N B0 W W W 100
time step columng

Figura 4.15.1. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original variando el tamafio de
la apertura en 0 celdas.
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Figura 4.15.2. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original variando el tamafio de
la apertura en 0,20 y 30 celdas.
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Figura 4.15.3. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original variando el tamafio de

la apertura en 40,50 y 60 celdas.
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Figura 4.15.4. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original variando el tamafio de
la apertura en 70, 80 y 90 celdas.

En las graficas 4.15.1, 2, 3 y 4, en la izquierda, se puede ver que el incremento

del enfoque o de la amplitud se va aumentando a medida que la apertura se
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incrementa también. Similarmente en la derecha se puede observar la localizacion y el

incremento en el enfoque en el medio dividido por la pared metalica.

A partir de las gréficas anteriores y de la figura 4.16, se observa que mientras
mayor sea la apertura se obtiene una mayor amplitud en el enfoque. Se observa que
cuando la apertura es minima 0, no ocurre enfoque alguno, pero a medida que se va
incrementando su tamafo, la amplitud de enfoque aumenta hasta llegar a 4.7 cuando la
apertura comprende 90 celdas, lo cual se traduce en una mejora de 13.4 [dB] con
respecto al caso en el que no hay apertura. Esto es debido a que al incrementar el
tamafno de la apertura las multiples reflexiones alcanzan los elementos del espejo lo
cual resulta en un mayor enfoque en la fase de reversa, el peor caso ocurre en cero

celdas por que se aisla de las multiples reflexiones a los elementos del espejo.

Efecto de a apertura en el enfogue
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Figura 4.16. Amplitud enfocada en funcién del tamafio de la apertura.
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IV.2.5. Variacion de la posicion de los elementos del espejo.

Para este experimento se fija una apertura de 30 celdas y se posicionan tres
elementos del espejo en tres diferentes ubicaciones que se observan en la figura 4.17
en el lado izquierdo. Conservando del experimento anterior la amplitud de la fuente
igual a 10 con frecuencia central de 10 [GHZz], rejilla de 100 X 100, Ax = Ay = 3[mm],
Cf=0.9,e =¢, y 4 =, . La primera posicion de los elementos coincidira en sus dos
componentes espaciales, es decir (51,51) para los tres elementos del espejo. Para la
segunda posicion se fijara la componente en x, mientras que se varia la componente y,
cuyas coordenadas son (51,51), (51,30) y (51,70). Para la posicion numero tres se
varian ambas componentes espaciales con coordenadas (25,60), (51,51) y (60,25) de
los elementos del espejo, y se fijan 1000 “time-steps” para todos los casos. A
continuacion se observa el efecto de la posicion de los elementos del espejo en el

enfoque.
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Figura 4.17. 1zquierda sefial captada por los elementos del espejo. Derecha sefial recibida en fase de
reversa variando la posicion de los elementos del espejo.

En la grafica 4.17 se observa del lado izquierdo la magnitud captada por cada

uno de los elementos del espejo para diferentes “time-steps”, asi como sus respectivas
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posiciones que al irse variando modifican la sefal captada. La columna derecha

muestra la localizacion de las amplitudes maximas enfocadas.

Puede observarse que para la posicién en la que coinciden los tres elementos
del espejo, se genera un fendmeno en la simulacion numérica, el cual consiste en la
creacion de cuatro enfoques que se posicionan de forma simétrica y que pueden
observarse mejor en la figura 4.18. Conforme la localizacién de los elementos del
espejo es mas diversa, la ambigledad de la solucion disminuye, como se ilustra en la
columna derecha de 4.17, donde en el primer caso se observan cuatro puntos de
enfoque predominantes. En el segundo caso se observan soélo dos, y en el Ultimo caso

uno sélo predominante, en el punto real de la fuente original.

Ez, Time reversal=9 Tamafio apertura=30
e - 12

40 ‘
Bl &0 100 rows
columns

Figura 4.18. Amplitud enfocada con 3 elementos del espejo en la misma
posicion.

De esta manera, y con base a la gréfica anterior y a la figura 4.17 se concluye
gue cuando se busca obtener la posicion de la fuente, se debe evitar posicionar los
elementos del espejo de manera tan cercana en ambas de sus componentes
espaciales. Esto por que los elementos del espejo recibiran sefiales muy parecidas y

proporcionaran menor informacion al ser revertidas en el tiempo. Debe hacerse notar
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también, que la posicion de los elementos del espejo influird en el incremento del
enfoque, hecho que se observa en las graficas del lado izquierdo de la figura 4.17 y se

vera reforzado en un experimento subsecuente a este.

IV.2.6. Variacion de la posicion de los elementos del espejo de la
Reversion Temporal en una oficina.

Para este experimento se considera una oficina de 5 X 5 [m], usando una escala
1:50, y una rejilla para el cédigo de 100 X 100 y Ax = Ay = 5[mm]. En dicha oficina se
usara un plano acimutal para obtener un plano xy de vision, y en el cual se encuentran
varios objetos distribuidos que son: dos escritorios de madera y sus dos sillas, dos
estantes de metal, dos personas, tres paredes hechas de marmol, un ventanal de
vidrio, y el marco de metal de la puerta de entrada. Para que la simulacion se acerque
lo mas posible a la realidad, se pone un material absorbente PML en el perimetro de
dicho espacio, para simular un dominio infinito y evitar reflexiones que no sean debidas
a los objetos del medio. A continuacion se colocaron cuatro elementos del espejo
alineados en la posicién (40,50), (50,50), (60, 50) y (70,50). Usandose un pulso de
amplitud 10 de 10 [GHz] de frecuencia central, cuatrocientos time-steps y un Cf=0.9, se
procede a emitir el pulso en el punto (60,65) para que los elementos del espejo reciban,
graben y apliquen la reversion temporal, encontrando asi después la posicion original

del pulso.

En la figura 4.19 se observa la distribucion inicial de la oficina que arroja los
resultados que se muestran en la grafica 4.20, donde puede apreciarse la amplitud del
enfoque en su punto original amplificado debido a las multiples reflexiones obtenidas

por los objetos del medio.

El experimento se repite usando una nueva distribucion para los elementos del
espejo y de la fuente, siendo sus posiciones: (85,50), (50,70), (50,20) y (20,50) para los
elementos del espejo y (50,50) para el pulso. Para esta nueva distribucién pueden

observarse los resultados en la figura 4.21.
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Figura 4.19. Distribucién de los objetos de la oficina en la posicién uno del
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Figura 4.20. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original posicién de los elementos
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del espejo (40,50), (50,50), (60,50) y (70,50).
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Figura 4.21. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original posicién de los elementos
del espejo (85,50), (50,70), (50,20) y (20,50).

En la figura 4.21 puede observarse que la amplitud maxima que se alcanza es
de 41.93, mientras que en la figura 4.20 la amplitud maxima para Ez que se alcanza es
de 87.66, lo que se traduce en una diferencia de 6.3 [dB] con respecto de a una

posicion de la otra.

Con base a los resultados anteriores se concluye que la posicion de los

elementos del espejo, pueden aumentar o disminuir la amplitud del enfoque.

IV.2.7. Variacion de la posicion de los objetos en una oficina
aplicando la Reversion Temporal.

Para este experimento se conservaron las caracteristicas de la amplitud de la
fuente igual a 10 con frecuencia central de 10 [GHZz], rejilla de 100 X 100, Ax = Ay =
5[mm] y un Cf=0.9. Se conserva la posicion de la fuente y de los elementos del espejo
del primer experimento del subtema anterior, (60,65) para la fuente (40,50), (50,50),
(60, 50) y (70,50) para los elementos del espejo, esta vez distribuyéndose de manera
diferente los objetos del medio, como puede observarse en la figura 4.22. De esta
nueva distribucion de los objetos del medio se puede observar en la figura 4.23 la

amplitud maxima del enfoque la cual es 73.87 y que al compararse con la figura 4.20 se
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observa es menor en amplitud 1.5 [dB], conservandose la misma posicién de los

elementos del espejo del experimento anterior.

100
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10

20 40 60 a0 100

Figura 4.22. Distribucién de los objetos de la oficina en la posicion dos del experimento.
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Figura 4.23. Sefial recibida en fase de reversa en el punto de la fuente original posicién de los elementos
del espejo (40,50), (50,50), (60,50) y (70,50).
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Observando las gréficas de la figura 4.23 y comparandola con las graficas de la
figura 4.20 que conserva las mismas condiciones para los elementos del espejo y de la
fuente, puede concluirse que algunas distribuciones de los objetos del medio pueden
generar mayor numero de reflexiones que otras y que se traduce en una amplificacién
de la amplitud del enfoque, cualidad que puede ser utilizada en la reversion temporal
en la busqueda del mayor enfoque.

IV.2.8. Verificacion de la super-resolucion.

En el estudio que se presenta a continuacion se busca demostrar el fenomeno
de la super resolucion, es decir alcanzar una resolucion por arriba del limite clasico
(difraccion de Raleigh). Con este propoésito se colocaran dos fuentes de forma muy
cercana (5 celdas=25[mm]), de esta manera al acortar mas la distancia que hay entre
ellas se determinara la distancia minima en la cual todavia es posible distinguir las dos
fuentes. De acuerdo a la teoria se espera que esta distancia minima (d), que se llamara
resolucién, sea menor que la que provee el limite clasico en (4.8a). Para el experimento
se conservaron la posicion de los objetos del experimento 4.2.6, teniendo un Cf=0.9,
Ax = Ay = 5[mm], una rejilla de 100 X 100, una escala 1:50, dos pulsos de amplitud 10
y frecuencia central de 10[GHz] ubicados en las posiciones (47,50) y (53,50). Dichas
posiciones se reducirdn consecutivamente en una celda en su componente y durante
las tres repeticiones del experimento, tbmese en cuenta por favor que matlab guarda y
grafica los arreglos en términos de renglones y columnas lo que ocasiona que los
renglones generalmente asignados como x, aparezcan en el eje vertical, sin embargo
esto no afecta el resultado si se mantiene la convencion usada en este trabajo

(renglones, columnas).
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Con la ayuda de los cuatro elementos del espejo de la reversién temporal
ubicados en (20,90), (40,90), (60,90) y (80,90) se medira la resolucion que se alcanza

por medio del limite clésico, utilizando la formula d = %L donde A es la longitud de onda
de los pulsos de igual frecuencia, L es la distancia que hay medida de la componente x
del espejo a la componente x de ambas fuentes y a es la apertura fisica comprendida

por la longitud que se obtiene de la diferencia de la componente y del primer elemento

del espejo con la componente y del ultimo elemento del espejo.

Chjetivo
Lx | L THI':.-'1

Figura 4.24. Variables del limite clasico de resolucion.

De la posicion de los elementos del espejo y de la posicién de las fuentes se
obtiene el valor de L = 40celdas, A= 20 [cm] y a = 30 [cm]. Del valor de la frecuencia
central se tiene que A =3[cm]. Usando los valores anteriores, se obtiene una

resolucién clasica d = 2[cm].

A continuacion se muestran las graficas en las cuales se varia la distancia entre
ambas fuentes de donde se obtiene una resolucion virtual d,, que es el espacio minimo
en el cual es posible distinguir claramente los dos pulsos. Se usa como referencia un
umbral de 3[dB] por debajo de la amplitud maxima del enfoque 50.46 figura 4.25 para
distinguir los dos pulsos.
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Figura 4.25. Corte en y=50 de las amplitudes de Ez de dos fuentes separadas 5 celdas.

Enfoque espacial de Ez, corte en y=50, para el time-step=5 y con las fuentes en (48, 50) y (52, 50) separacion=3 celdas
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Figura 4.26. Corte en y=50 de las amplitudes de Ez de dos fuentes separadas 3 celdas.

113




FACULTAD DE INGENIERIA

Para la figura 4.26, con una separacion de 3 celdas, siguen siendo distinguibles
los dos pulsos aun por debajo del umbral de 3 [dB], pero aun no se determina si ya se

ha alcanzado la resolucién minima para este experimento.

Enfoque espacial de Ez, corte en y=50, para el time-step=5 y con las fuentes en {49, 50} y (51, 50) separacion=1 celda

time reversal=5
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Figura 4.27. Corte en y=50 de las amplitudes de Ez de dos fuentes separadas 1 celda.

Para el siguiente caso mostrado en la figura 4.27 con una celda de separacion,
resulta imposible hacer la distincion de cada uno de los pulsos, por o que se toma
como la resolucion maxima experimental la anterior de 3 celdas, es decir d, = 1.5[cm],
obteniéndose una apertura virtual a, = 40[cm] la cual es mayor a la apertura obtenida
por el limite clasico, lo que significa a, > a, lo que implica que es posible alcanzar

resoluciones por arriba del limite clasico.

Usando un mallado mas fino puede ser posible determinar con certidumbre una

resolucién mayor.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Se alcanzo6 el objetivo fundamental de este trabajo que consistié en realizar un
estudio sobre la invariancia electromagnética ante la reversion temporal usando el
método FDTD.

A lo largo de este trabajo se llegaron a determinar los pardmetros que influyen
en el fendmeno de la reversion temporal, los cuales son: numero de elementos que
conforman el espejo de la reversion temporal, presencia de condiciones absorbentes, el
numero de “time-steps” en la simulacidon numeérica, presencia de una pared metélica
con una apertura, posicionamiento de los elementos del espejo y posicionamiento de
los objetos del medio. Especificamente se observd una ganancia de la amplitud del
campo eléctrico de 16.5 [dB] al pasar de un elemento del espejo a ocho. Se pudo
demostrar también que la presencia de un material absorbente PML en la frontera, en
comparacion de un material perfectamente conductivo que ocasione mdultiples
reflexiones, degrada entre 16.5 [dB] y 17.7 [dB] la amplitud de enfoque. Con respecto al
tiempo de simulacion fue posible determinar que un mayor tiempo de simulacion
impacta directamente en la amplitud del enfoque al haberse obtenido una ganancia de
enfoque de 12.4[dB] para 800 time-steps y 20.2[dB] para 1500 time-steps que se
simularon como maximo. Para el experimento de la apertura se pudo observar que
conforme se aumenta la apertura en la pared metalica la amplitud de enfoque aumenta

gradualmente desde 0 hasta 4.7 en su maxima apertura, y que se traduce en 13.4 [dB].

En el caso de la posicion de los elementos del espejo fue posible observar
cualitativamente que su localizacion tiene gran influencia en la certeza con la que se
determina el punto de enfoque, para evitar mdltiples soluciones que causen

ambigiedad.
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En un caso més realista se model6 un experimento de reversion temporal en
una oficina y se determiné que la presencia de los objetos cotidianos mas que
constituirse como obstaculos, son favorecedores para aumentar la amplitud de
enfoque. Un primer experimento arrojé como conclusién que diferentes posiciones de
los elementos del espejo pueden representar hasta 6.3 [dB] de diferencia. En un
segundo experimento se constatdé que diferentes distribuciones espaciales de los
objetos pueden representar hasta una ganancia de 1.5 [dB] con respecto a una

distribucién y otra.

En el dltimo experimento se hizo una verificacion del fendmeno de super
resolucién, llegandose a demostrar una resolucion del enfoque de 1.5 [cm] que es

mayor que la que para este caso predecia el limite clasico de 2 [cm].

En este trabajo se lograron presentar los antecedentes mas importantes de la
teoria electromagnética en los que se fundamenta el método FDTD y la reversion

temporal.

Se codificaron y ejecutaron en Matlab los diversos escenarios que permitieron
estudiar el problema de la reversion temporal electromagnética. Las caracteristicas
propias del método utilizado FDTD, por ejemplo su capacidad de generar animaciones
y Su caracteristica intrinseca de ser en el domino del tiempo, lo hicieron una
herramienta muy apropiada para analizar y visualizar con detalle el problema de la
reversion temporal. Adicionalmente se mostréo que con FDTD es posible llevar acabo
analisis numérico de campos electromagnéticos con un alto grado de exactitud, por
ejemplo en la validacién del método se alcanzdé un maximo porcentaje de error de
exactitud de 0.68%.

Se espera que este trabajo pueda ser una referencia para todo aquel que se
inicie en el manejo y desarrollo de codigos de FDTD. Este método puede ser aplicado
en diversas areas de la ingenieria eléctrica donde se requiera una solucion completa de

los campos electromagnéticos.

116



FACULTAD DE INGENIERIA

Los resultados obtenidos sugieren estudios futuros de la reversion temporal en
medios descritos por propiedades estadisticas, aplicaciones en comunicaciones
inaldmbricas, y sistemas cripticos, donde seria atractivo explotar la capacidad
sobresaliente de alta resolucion de enfoque. Se sugiere el futuro andlisis del fenémeno
con equipo y técnicas de computo de alto rendimiento para poder obtener soluciones
mas extensas y en menos tiempo.
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