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Resumen

Esta tesis tiene por objeto ilustrar la nocién de fases geométricas utilizando
el péndulo de Foucault como ejemplo fundamental.

Para poner nuestro trabajo en perspectiva, discutimos algunos antece-
dentes y aspectos histéricos de la nocién de fase geométrica en la fisica.
Después de revisar las herramientas matematicas que nos permiten abordar
el tema desde el punto de vista de la geometria diferencial, calculamos la
fase geométrica del péndulo de Foucault usando la teoria de conexiones en
un contexto puramente geométrico. En la parte final del trabajo, aborda-
mos nuevamente el problema de determinar la fase geométrica del péndulo
de Foucault pero ahora desde un punto de vista fisico tratando el problema
como un sistema sobre un marco en movimiento con dos escalas de tiempo
distintas, lo cual demanda aplicar una técnica de promediacién. La conexién
de Cartan-Hanny-Berry resulta ser la herramienta adecuada para atacar el
problema.
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Capitulo 1

Introduccion

La Geometria Diferencial es el marco matemético natural para describir
la dindmica de los fenémenos fisicos que ocurren en la naturaleza, desde la
mecénica clasica con “el péndulo de Foucault”, hasta las teorias modernas
de la fisica de altas energias “Yang-Mills”.

Muchos de los fenémenos que ocurren en la naturaleza son ciclicos, sin
embargo las variables fisicas que describen estos fendmenos no regresan a su
valor inicial cuando completan un ciclo, un ejemplo de lo anterior aparece
en mecanica clasica con el péndulo de Foucault, donde el plano de oscilacién
del péndulo, ha rotado un cierto angulo después de que la tierra ha comple-
tado un ciclo en su movimiento de rotacién. La descripciéon geométrica de
la rotacion del plano de oscilaciéon del péndulo de Foucault consiste en con-
siderar un marco anclado en un punto en la superficie de la tierra y luego,
considerando a la tierra como una esfera, dicho marco lo movemos a lo largo
de una curva cerrada sobre la esfera. Cuando regresamos al punto inicial, el
marco ha sido rotado un angulo 6 por efectos de la curvatura.

El hecho de que las variables no regresen a su valor inicial después de
completar un ciclo, como en el ejemplo del péndulo de Foucault, es indicativo
del cardcter intrinseco de la geometria en la dindmica del fenémeno, es decir,
la geometria del espacio de configuracién tiene un efecto determinante sobre
la dindmica del sistema.

Desde el punto de vista fisico, el que las variables no regresen a su valor
inicial en un proceso ciclico, se describe diciendo que el sistema ha adquirido
una fase geométrica o Fase de Berry; véase[2]|. Las Fases geométricas
aparecen primero en mecédnica cuantica con Berry en [2] y posteriormente
su contraparte clasica con Hanny [8], pero su origen se reporta en trabajos
publicados muchos antes como el de Rytov [15]. Sin embargo, como des-



cribimos en el capitulo 4, las fases geométricas en el péndulo de Foucault
se pueden ver como un concepto puramente geométrico en términos de la
holonomia de un conexién en un haz fibrado.

A continuacién describimos, para conveniencia del lector, el contenido
de los capitulos que conforman esta obra.

En el capitulo 2 se hace una revision histérica del concepto de fase
geométrica y el concepto de transporte paralelo. En el capitulo 3 hacemos
una revision de la herramienta matemaética que se necesita para comprender
el fenémeno de holonomia, haciendo un breve repaso de la teoria de conexio-
nes en haces fibrados. En los capitulos restantes nos restringimos tinicamente
a la interpretacion de la fase geométrica para el péndulo de Foucault como
la holonomia de una conexién en una haz fibrado.

Para ello, en el capitulo 4, calculamos la fase geométrica utilizando un
punto de vista puramente geométrico, en donde la fisica del sistema se cifra
en postular que instantdneamente el plano de oscilacién del péndulo no rota
alrededor del eje del péndulo. Este postulado nos permite ver al sistema
como un haz fibrado con una conexién de Ehresmann. La fase geométrica la
calculamos de dos maneras diferentes: a) resolviendo las ecuaciones diferen-
ciales del transporte paralelo (a lo largo de una trayectoria sobre la esfera de
latitud constante) y b) modificando nuestro haz fibrado para convertirlo en
un haz fibrado principal (el haz unitario de la esfera) de tal suerte que po-
demos usar la formula de holonomia sin necesidad de resolver una ecuacién
diferencial.

En el capitulo 5 volvemos a estudiar el péndulo de Foucault pero ahora
viéndolo como un sistema en movimiento. Nuestro objetivo en este capitulo
es comprender la fisica asociada al efecto combinado del movimiento de la
tierra y la dindmica del péndulo en un marco de referencia movil anclado en
la tierra. De esta manera la fase geométrica se interpreta como la holonomia
de la conexion de Cartan-Hanny-Berry. Las nociones fundamentales que se
incorporan en esta conexién son: a) la conexién de Cartan, que corrige las
velocidades en el marco de referencia mévil anclado a la tierra con una
contribucién no-inercial que viene del movimiento de rotacién de la tierra y
b) promediar la conexién usando el hecho de que se tienen dos escalas de
tiempo muy diferentes.



Capitulo 2

Nociones basicas y resumen
historico

Este capitulo resume algunos antecedentes fenomenolégicos de la apa-
ricién de las fases geométricas en el contexto de la fisica. Para las ideas
generales de este capitulo nos hemos basado en la sintesis histérica que hace
M. Berry en [3]. Las descripciones detalladas y el desarrollo matematico,
que ponemos en un lenguaje moderno, lo hemos tomado de [6].

2.1. Conceptos basicos

Uno de los rasgos mas caracteristicos en la fisica tedrica del primero y
ultimo cuarto del siglo XX ha sido sin duda alguna el de su creciente geo-
metrizacién. Pero es también en este siglo, donde aparece la fisica cuantica
con la formulacion de la mecénica cuantica, que los intentos de geometrizar
a la fisica se ven colapsados, ya que algunas cantidades fisicas se tornan
indeterminadas en esta nueva teorfa.

Concebir una teoria geométrica de la mecénica cudntica suena un poco
ambicioso, sin embargo en las entranas de esta teoria aparecen manifestacio-
nes geométricas inherentes a la misma. Este es el caso de las fases de Berry
o fases geométricas, las cuales él reporté en [2].

Dos conceptos son importantes en el entendimiento de la fase geométri-
ca reportada por Berry: el transporte paralelo (holonomia) y el teorema
adiabatico de la mecénica cuantica.

La holonomia es un fenémeno puramente geométrico que surge cuando
variables que son gobernadas por los parametros del hamiltoniano del siste-
ma no regresan a su valor inicial, cuando los pardmetros los variamos sobre



una curva cerrada (circuito).

2.1.1. El péndulo de Foucault

El péndulo de Foucault es un ejemplo fisico cuyo plano de oscilacién
queda determinado por su direcciéon de oscilacion, descrita por un vector
unitario € y que es siempre tangente a la superficie de la tierra, y por el eje
del péndulo, descrito por un vector radial . El transporte paralelo del vector
€ estd descrito por la condicién de que no rote respecto del eje vertical de
la tierra 7. A pesar de esta condicién, el vector € no regresa a su posicion
inicial después de que el vector ¥ ha completado un ciclo. Recorriendo la
curva generada por un circulo de latitud sobre la superficie de la tierra, en
este ejemplo la holonomia es el dngulo entre la posicién inicial y final del
vector €y es igual al angulo sélido subtendido en el centro de la esfera por
el circuito (circulo de latitud).

2.1.2. Historia del transporte paralelo

La nocién de transporte paralelo es un concepto que se conocia desde los
tiempos de Euclides para espacios con curvatura cero. En 1917 Levi-Civita
introduce el transporte paralelo a lo largo de una curva en una variedad
riemanniana. La idea geométrica es muy sencilla: dada una superficie y la
envolvente de sus planos tangentes, conseguimos una superficie (desarrolla-
ble) con curvatura igual a cero. Regresando a los espacios tangentes, pode-
mos efectuarlo de manera euclidiana, simplemente mover el vector sobre una
curva conservando una direccién fija. Esta construcciéon depende de la cur-
va que nos tomemos. Este concepto fue generalizado por Cartan, utilizando
marcos moviles.

En 1930 aparecieron muchas generalizaciones del concepto de espacio
producto. Los haces principales y vectoriales son los mas familiares. Durante
1950 Kozul y Ehresmann definieron el concepto de conexién para haces
vectoriales de una manera axiomatica. Usando formas diferenciales a valores
a un espacio vectorial lo hicieron para haces principales. Lo importante
de este hecho radica en que es una generalizacién natural del concepto de
transporte paralelo.

2.2. Fases geométricas en fisica

La fase geométrica reportada por Berry surge de la aproximacion adia-
bética en la soluciéon de la ecuacién de Schrodinger para procesos ciclicos



donde el hamiltoniano depende de parametros.

Consideremos un hamiltoniano H (R) que depende de parametros exter-
nos R = (z1,....,z,). La evolucién adiabatica del sistema esta descrita por
la dependencia temporal del hamiltoniano H(t) = H((R(t)) a lo largo de
la curva c(t) = R(t) en el espacio de parametros. Pedimos que ¢(t) sea una
curva cerrada, i.e., R(0) = R(T), para un tiempo ¢t = 7' muy grande com-
parado con la tiempo de evolucién del sistema. Ademas asumimos que los
eiginestados |n(R(t))) son discretos y no degenerados V.

Si al tiempo t = 0 el sistema estd en uno de los eiginestados ‘n(R(O))>,
entonces el estado del sistema a un tiempo posterior ¢ > 0 estd dado por

w0) =exp{ 5 [ BuR) ds e () n(Re0).

El primer término es la fase dinamica; el segundo es la fase geometrica,
donde 7,(t) esta definida por la siguiente integral

ity =i [ (n(isn || ris)) as = [ a0,

donde A™ = i(n(R) |dn(R)) es 1— forma. Cuando c(t) es una curva cerrada
la fase total esta dada por

d
ds

Yalc) = 1(T) = %CA(H) .

Usando el teorema de Stokes, la fase geométrica 7, (c) lo podemos escribir
como

() :/F(")dS
>

donde ¥ es una subvariedad en el espacio de parametros tal que 9% = ¢(t)
y la dos forma F(™) esta definida por

F = —Im{dn(R)| A |dn(R)).

Podemos citar el siguiente ejemplo donde aparecen manifestaciones geo-
métricas ligadas a aspectos cudnticos. Esto concierne a un vector de estado
con spin dado, entero o semientero, para la componente del spin a lo largo
de una direccién 7. Un ejemplo es un eigenestado del spin s = £1/2 de
un neutrén en un campo magnético B con direccién 7, el hamiltoniano del

sistema esta definido por
1
H=-uo-B
Pl

7



donde o = (01, 09, 03) es el vector de matrices de Pauli y B € R3 es el campo
magnetico que lo identificamos como los parametros en el hamiltoniano.
Escribiendo el campo magnetico en coordenas esfericas

B = B(sinf cos ¢, sin 0 sin ¢, cos ) ,
tenemos el problema de valores propios
HB) = |+ (0,¢)>=FE+(B)| £ (0,¢9)).
Sus correspondientes energias estan dadas por
Fi(B) = JuB

con vectores propios dados por

0

I ). 0 -

a0
. >ta >
1P o —ip [ )
e SlIl2 e COS2

La I-forma para los estados | + (0, cp)> esta dada por

[+(0,¢)) =

At = z< + (9,@)}d‘ + (9,g0)> = —%(1 —cosf)dy,

- . 1
A =i(—(8,9)|d| — (6,¢)) = 5(1 + cosf)dyp .
La 2-forma esta dada por
F) = —% sin 0d6 A dy

1
FO) = isinﬁde/\dgo.

Si el cambio en la direccién del campo magnético B es ciclica, tomada sobre
una curva cerrada en la esfera unitaria de direcciones, el eigenestado asociado
adquiere una fase geométrica

el = [ FE=35090)

donde Q(c) es el angulo solido subtendido por la curva en la esfera de direc-
ciones.



Fases geométricas en Optica

Raymond Y.Chiao, Akira Tomita y Young-Shi Wu fueron los prime-
ros en verificar experimentalmente la férmula del angulo sélido para la fa-
se geométrica del eigenestado del spin[5]. Ellos realizaron un experimento
simple: mandaron un haz de luz linealmente polarizado con direccién de
propagacién kalola largo de una fibra éptica en espiral.

Si la forma de la fibra es representada por una curva en el espacio

c:t—r(t)
consideremos su vector tangente unitario

f(t):’ff& €S2

el cual nos define una curva ¢é(t) € S?(esfera de direcciones). El hecho de
que la direccion inicial y final de la fibra optica sean la misma quiere decir
que &(t) es una curva, i.e. £(0) = #(T") para algun T > 0, y entonces tenemos
la siguiente transformacién

G:c(t) — ¢é(t).

Sea ¥ el plano ortogonal a £(0) = #(7T") con una base ortonormal(ey, €2),
y supongamos que £(0) = €1 es el vector de polarizacién inicial. Entonces el
vector de polarizacion final estaria dado por

donde R(y) es una rotacién SO(2) en el plano X. Introduciendo los vectores

de polarizacién
€1 L ie9

1L =
T2

el estado de polarizacion inicial lo podemos escribir como

 Epte-

e(0)=¢; = 7

Entonces el estado de polarizacion inicial es una superposicion de estados de
polarizacién circular derecha (s=1) e izquierda (s=-1), los cuales al pasar a
lo largo de la fibra adquieren una fase geométrica €(¢) igual al angulo solido



subtendido por la curva ¢ en la esfera de direcciones. De aqui que el estado
de polarizacién final estaria dado por

1
V2
=108 Q(¢) + e28in Q(¢)
= R(Q(¢))e(0) .

e(T) = —=(e ™ @c 4 O¢c_)

Una manifestacion de fase geométrica para la luz es por lo tanto la rotacion
del plano de polarizacion descrito por € después de que la luz ha viajado a
lo largo de una fibra 6ptica en espiral tal que la direccién de propagacion
inicial y final son la misma. El angulo de rotacién es igual al dngulo sélido
Q(¢) descrito por una curva en la esfera de direcciones.

El trabajo publicado en 1941 por Vassily V. Vladimirskii [17] da una
explicacion preliminar al experimento de Chiao-Tomita-Wu y es el primer
trabajo de anticipacion a la fase geométrica reportada por M. Berry. Este
es una extension del trabajo publicado en 1938 por Sergei M. Rytov el cual
trataba acerca de el limite asintético para ondas cortas de campos electro-
magnéticos en medios inhomogéneos. Vladimirskii estaba en desacuerdo con
la derivacién de la ley de refraccion de Snell de la éptica geométrica ya que
ésta ignoraba la naturaleza vectorial de la luz. Habia una ley para transpor-
tar las direcciones €'y h de los campos eléctricos y magnéticos. El mostro que
esta ley es un transporte paralelo del triedro ortogonal formado por €| h y la
direccién del rayo 7. La contribucién de Vladimirskiii fue mostrar que la ley
de difraccién de Snell derivada por Rytov era no integrable (en el sentido
del teorema de Frobenius) e implicaba la rotacién del plano de polarizacion.
En esencia la teoria que Vladimirskiii y Rytov desarrollaron contiene la ex-
plicacién del experimento del grupo de Chiao. (Una exposicién moderna de
la ley de Rytov se puede consultar en [6, secc. 6.1.3].)

Una manera diferente de generar fases geométricas en dptica es conside-
rando luz que viaja en una direccién fija con cambios lentos en los estados
de polarizacién. Este hecho fue anticipado por Pancharatnam en un trabajo
publicado en 1956 [14]. El investigo los patrones de interferencia producidos
por un cristal anisotrépico y para ello tuvo que encontrar una manera de
definir cémo dos haces de luz en diferentes estados de polarizacién (lineal y
eliptico) podrian tener la misma fase.

Consideremos una onda elctromagnetica que viaja en la direccién k la
cual esta descrita por



donde w = k/c (c es la velocidad de la luz), E+ € C determinan el esta-
do de polarizacién de la onda electromagnetica. Podemos definir un vector

complejo
E,. FE_
d=(dy,d-) = (J‘FE})

que en notacion de Dirac lo podemos escribir como

@) =] 5 )

La primera contribucién de Pancharatnam fue establecer la diferencia
de fase de dos estados estados distintos de polarizacién |A>7 |B> la cual
estd determinada pidiendo que la interferencia de los estados sea méaxima

(CA[+(BI)(14) + |B)) = |A]>+|B[*+2Re(A|B)

es decir que <A\B> tiene que ser real y positivo. La segunda observacion
importante de Pancharatnam fue establecer: la ley de preservacién de fases
de los estados de polarizacién no era transitiva. Un haz puede iniciar en
un estado de polarizacién \A>, después pasar a un estado |B> en fase con el
estado |C >, llegar a un estado |C > en fase con el estado | B >, para terminar en
el estado ]C’> no necesariamente en fase con el estado inicial de polarizacién
\A>, lo cual nos produce una diferencia de fases relativas entre diferentes
estados de polarizacién de la luz.
El vector de polarizacion esta descrito por

=] 5" )

tal que \d> es un vector propio con eginvalor valor 1/2 de una matriz her-
miciana de la forma

L. 1 z r—ay) 1 cos 6 sin sen § exp —i(p
H(F)_T.U_2<a:+iy -z >_2<sen9expi<p —cosf

donde 7 es un vector unitario escrito en coordenadas esfericas (6, ) que
parametrizan S? el cual es la esfera de Poincaré ya que para cada ©© €
5? define una matrix H(6,¢) cuyo eigenvector |d) nos da un vector de
polarizacién. En los polos con § = 0,0 = 7 se tiene que d— =0y dy =0
representan estados de polarizacién circular, en el ecuador cuando 6 = 7/2

11



Figura 2.1: Esfera de Poincaré

tenemos polarizacion lineal y en los puntos restantes tenemos polarizacién
eliptica.

Al cambiar los estados de polarizacién de la luz nos produce una curva
cerrada 7y en X, sean ]A> y |A > dos vectores que definen el mismo estado de
plarizacién |A’ > = ei‘p|A> y supongamos que que |A’ > esta en fase con |C>,
Pancharatnam descubrié que el cambio de fase esta dado por

1
0= _§QABC(7)

el cual es la mitad el angulo sélido subtendido por el triangulo geodesico en
la esfera de Poincaré. Este descubrimiento en el lenguaje de hoy en dia lo
podemos llamar “la fase geométrica para estados de polarizacién de la luz”.

Fases geométricas en mecanica cuantica

La existencia de fases geométricas implica que los eigenestados cudnticos
no son univaluados bajo continuacién de los pardmetros en el Hamiltoniano.
Cuando las sacamos de su contexto original en la mecanica cuantica, las
fases geométricas las podemos ubicar como una propiedad de las matrices
que dependen de los pardmetros. Sus vectores propios no son univaluados
cuando realizamos un trasporte paralelo via cambios en los parametros.

Un ejemplo son las matrices Hermitianas, real y simétricas, que en mecani-
ca cuantica pueden representar Hamiltonianos de sistemas con simetria de
reversién temporal, por ejemplo un sistema de particulas cargadas en cam-
pos eléctricos. Los vectores propios de estas matrices son reales y el cambio

12



de fase es m, que corresponde a un cambio de signo de los vectores propios. El
cambio de signo ocurre unicamente si el circuito ¢ encierra una degeneracion
del estado transportado.

Configuraciones nucleares nos pueden producir degeneracién en las ener-
gi as electrénicas. En 1958 H. Christopher Longuet-Higgins, Uno Opik, Mau-
rice H. L. Pryce y Robert A. Sack [10] notaron que en la solucién de un
modelo la parte electrénica de la funcién de onda cambia de signo cuando
las coordenadas nucleares recorren un circuito encerrando una degeneracion
en las energias. El cambio de signo (holonomia) es 7, donde las coordenadas
las tomamos como parametros. El Hamiltoniano del sistema corresponde a
una matriz real simétrica.

Otros contextos

Actualmente las fases geométricas no son exclusivas de la mecénica
cuantica. Han aparecido en diferentes areas de la fisica, como estado sélido,
particulas elementales, gravedad cudntica, por citar algunos ejemplos. Pos-
teriormente al trabajo publicado por Berry aparecieron trabajos donde quita
la condicién de adiabaticidad y sélo se pide que la evolucién sea ciclica; cf.
[1]. También podemos encontrar las fases geométricas cuando la evolucién
del sistema no necesariamente se realiza en una curva cerrada; cf. [16].

Lo ma&s importante es que el tema discutido en este capitulo es una ma-
nera de geometrizar fenémenos fisicos en donde la dindmica estd gobernada
por la geometria.
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Capitulo 3

Fundamentos matematicos
sobre las fases geométricas

En este capitulo elaboramos los requisitos matematicos minimos necesa-
rios para poder abordar el tema de fases geométricas. Los resultados de este
capitulo son basicamente una recopilacioén, elaboracién y andlisis de material
expuesto en [6] y [11].

3.1. Haces fibrados

La fisica tedrica de este siglo ha tenido una tendencia a geometrizar los
fendmenos que ocurren en la naturaleza. Una prueba de ello son las fases
geométricas. Estas ocurren en el contexto de un espacio abstracto llamado
haz fibrado.

Un haz fibrado lo podemos entender como una variedad diferenciable
que localmente se ve como el producto cartesiano de dos espacios, pero con
geometria y topologias no triviales.

Para definir un haz fibrado necesitamos de 5 elementos:

1. Variedades: E = el haz (6 espacio total), M = el espacio base, F' = la
fibra estandar (6 tipica).
2. Un grupo de Lie G, el cual actia efectivamente en F', i.e. existe una
accion
d:GxF—F

tal que si ®, = Id entonces g = e

14



3.

Una proyeccion:
n: B — M

tal que F, = 7~ !(x), que la llamamos la fibra sobre z € M, es homeo-
morfa a F.

Estos elementos no son independientes y se le pide que:

El haz es localmente trivial, i.e., es localmente homeomorfo al producto
cartesiano de dos espacios cartesianos. Para una cubierta abierta {U;}
de M 3 un conjunto de homeomorfismos

gpj : 7T_1(Uj) E— Uj x F
de la forma

@j(p) = (m(p), d(p))

donde ¢; : Wil(Uj) — F, tal que el siguiente diagrama conmuta:

1 ®j )
7 (Uj) Uj x F
x /ﬁceion canonica
Uj

Al conjunto {Uj, ¢;} se le llama una trivializacién local.

La restricciéon del mapeo ¢; a la fibra x € U; define un difeomorfismo
b= ¢j |k Fo — F
Para una x € U; N Uy, el difeomorfismo inducido
a0 dj i F— F

corresponde a un elemento de la estructura de grupo G, i.e. 3 y; € G
tal que

() 7) = Gk © B
Los mapeos
:L'EUjﬁUk —>’ykj(x) V%GUjﬂUk
son llamadas funciones de transicién. Ver la figura 3.1 (tomada de [6,

§1.3)).
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Figura 3.1: Funciones de transicién

Definicion 1. Un haz fibrado es trivial si
E=MxF.

Esto es, existe un difeomorfismo h : M x F' — FE tal que

m(h(z, f)) =z
para cualquier x € My f € F.

Cualquier haz fibrado cuyo espacio base es contractil es trivial. Por lo
tanto los haces fibrados con espacio base el cual es topolégicamente a una
bola de R" es trivial. Podemos construir haces fibrados cuando el espacio
base no es contractil (ejemplo: sobre una esfera de R™). Un ejemplo de tal
construccién es la banda de Mobius.

La banda de Mébius. Vamos a tomar como espacio base a S', tomando
las siguientes parametrizaciones

Uy ={0| —e<b<nm+e} U_:={0|m—e<l<e}
con € > 0. Tomemos como fibra tipica a un intervalo de la recta real

F=[-1,1CR
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parametrizado por ¢ € [—1,1]. Para construir un haz fibrado con espacio
base S! y fibra tipica F, tenemos que pegar los conjuntos

{U4 x F'} parametrizado por (0, )

{U_ x F} parametrizado por (0,t_)

asi como dar sus correspondientes funciones de transicion en la interseccion

de Uy NU_- = AU B donde
A={0|—-e<b<e} y B={0|r—e<l<m+e}.

Vamos a tomar como estructura de grupo a Zs, el grupo que consta de
dos elementos (e, —e). Las correspondientes funciones de transicién quedan
definidas de la siguiente manera

e si e A
7+(0’t):{—e si #eB

ie.
v4—(0,t) — (0,t) sife A
v4—(0,t) — (0,—t) sifeB

De esta manera podemos construir una 2-variedad que es la banda de
Mobius.

Definicion 2. Una seccidn local de un haz m :—— M es una transformacién
f:U— FE,
con U C M tal que mo f = Idy.

Una seccién es global si ésta defina en todo el espacio M. La existencia
de secciones globales depende de la geometria global del haz.

En aplicaciones a la fisica los méas importantes son los haces vectoriales
v los haces principales:

= Un haz vectorial es un haz fibrado cuya fibra tipica es un espacio
vectorial de dimensién k, i.e. F = R¥ (1o C* en el caso de un haz
complejo), con estructura de grupo G un subgrupo de GL(k,R) o
GL(k,C)).
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= Un haz principal es un haz fibrado cuya fibra tipica F' coincide con
la estructura de grupo G, el cual actiia en si mismo por una accién
izquierda L.

Proposicién 1. Para cualquier haz principal (P, M, 7, G) existe una accion
libre (derecha) de G en el espacio total P

R:GxP—P

con la propiedad de que las drbitas coinciden con las fibras, i.e., si p € P,
entonces la G-drbita que pasa por p define una fibra sobre x = m(p), i.e.,

F,=0,.

Proposicién 2. Cada haz principal se puede obtener de la accion derecha
que es libre de un grupo de Lie G sobre alguna variedad P.

Para la demostracién de las dos tltimas dos proposiciones consultar [9,
p. 52].

Observacion. Dado un haz fibrado general 7 : E — M, con fibra tipica
F, podemos tomar como grupo de estructura a G = Diff(F'), es decir, el
grupo de difeomorfismos de F' sobre si mismo. En este caso, y cuando la fibra
tipica quede clara por el contexto, usaremos a veces la notaciéon (E, M, )
en lugar de la notacién mas larga (E, M, 7, G, F).

3.1.1. Ejemplo de un haz principal

Un ejemplo de un haz principal con aplicaciones en fisica es el haz de
Hopf.
Consideremos la siguiente transformacion

7:C?— R?
7T(Zl, ZQ) = (,2_122 + le_Q,i(,271Z2 — 212—2), |2:1‘2 — ‘2’2’2) V21,29 € (C2 .
Cualquier punto en S3 lo podemos escribir de la siguiente manera.
s ={(21,22) € C* | |z1]* + |22 = 1}

21 =1 +1ixy 29 = X3+ x4

Es facil ver que 7(S3) C S2. La restriccién de m a S le llamamos la
transformacién de Hopf, una propiedad de 7 es ser U(1l) invariante, i.e
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m(e 21, 29) = m(21,22). Esta propiedad nos permite construir un haz
principal (93, 52,7, U(1)).
La transformacién
T8 — §?

en coordenadas estd dada por

m(21,22) = (1, €2,€3)
con

§1 = 2(w123 + 1274)

& = 2(xox3 — T124)

& =af + a3 —af — a3,
Vamos a tomar una cubierta abierta para S? dada por {Uy,Ug}
Unv =8*—-{(0,0,1)} y Us=5*-1{(0,0,-1)}.
Utilizando la proyeccién estereografica tenemos que un punto p = (£1,&2,§3) €
S? lo podemos escribir como
& +ie  xptire oz

= — =— VpeUy,
1—¢&3 T3 + 124 29 p N

oG mstin oz peUs.
1+&s T +ire 2

Ahora vamos a construir las trivializaciones locales

p:7m Y (Uy) — Uy x F

Z1 22

Z1,29) — (—, —
(21,22) (Z72 |Z2!)
Q: 7T_1(Us) — U, x F

z9 Z1

21,29) — (—, —
(21,22) (z1 |Z1’)

Es facil ver que las trivializaciones estan bien definidas ya que
20#0 VpeUny y z21#0 VpeUg

asi que la funcion de transicion la construimos a partir de

Z1 z9
ON :(21,22) = — @5 (21,22) =

v la correspondiente funcién de transicion estd dada por

_ 2 |z

VNS:¢NO¢§1 - |Z]_| 29 .
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3.2. Conexiones

Una conexion en un haz fibrado es un objeto que nos permite comparar
vectores entre diferentes fibras y nos da una regla de correspondencia para
mover los vectores a lo largo de las fibras.

Consideremos a un haz fibrado arbitrario (E, M, ), con fibra tipica F.
Dada una curva 7(t) en el espacio base

[0,1] 5t — ~(t) € M.

Una conexién nos da una manera de realizar el transporte paralelo de la
fibra F' a lo largo de «. Nos define el siguiente mapeo

F’y:FxoﬁFﬁlu I0:7(0)7 1"1:7(]-)7
que satisface las siguientes condiciones:
1. Iy depende continuamente en trayectoria ~y
2. Iy =Ty x Ty,
3. T = ()t

Aqui la operacién de multiplicacién de curvas 71 *y2 es la concatenacion:
Siy1 y 2 dos curvas definidas en [0, 1] tal que v1(1) = ~2(0), entonces
1 * 2 es una nueva curva definida por

(20 para 0 <t < 1,
(71 % 72)(t) = { (2t —1) parai<t<l1

La inversa v~ ! de la curva v estd definida por

) = (1 —1).

Podemos definir de una manera equivalente una conexién, como sigue:
Sea v € TpE, decimos que v es vertical si v € T,F, con = = m(p), i.e. es
vertical en p si es tangente a la fibra en p. Denotemos por V), el espacio de
vectores verticales en p

Vo= {ve T,E | Tym(v) = 0}

entonces ahora V), le llamamos el subespacio vertical de T}, F. Una conexién
consiste esencialmente en asignar una distribucién sobre el espacio total,
p€ Ew— H,CT,E, tal que T,E = H,®V,. A H, le llamamos el subespacio
horizontal de T),E. El transporte paralelo se obtiene entonces mediante un
levantamiento horizontal ¥(t) C E de «(t), definido por la condicién de que
los vectores tangentes de 4(t) tengan componente vertical nula.
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3.2.1. Conexion de Ehresmann

Definicién 3. Una conexién de Ehresmann sobre un haz fibrado (E, M, )
es una asignacion suave de una distribucion en cada p € E, que define el
siguiente mapeo

E>p— H,CT,E

tal que H), es transversal a V), , y
T,E=V,® H,

El espacio H), es el subespacio horizontal de T,E y cualquier vector
v € Hp es un vector horizontal, de aqui que cualquier vector v € T,/ debido
a la descomposicién de subespacios vectoriales lo podemos escribir como

v = hor(v) + ver(v)

donde hor(v) € H, es la parte horizontal de v y ver(v) € V, es la parte
vertical de v.

Definicion 4. Una curva
0,1] 5t —¢c(t) € E

decimos que es horizontal si su vector velocidad— dc/dt es horizontal, i.e,
dc/dt € ny(t)-

Sea y(t) una curva en M. Decimos que ¥ es el levantamiento de v si

T(3(1) = 7(8)-

Ademas 74 es un levantamiento horizontal si 4 es una curva horizontal.

Teniendo la definicién de conexién en términos de distribuciones, po-
demos definir el transporte paralelo a lo largo de las fibras de la siguiente
manera: Sea 7y(t) una curva en M tal que v(0) = zo y v(1) = x1, sea
po € Fy, v sea 4(t) el levantamiento horizontal de ~(t) tal que ¥(0) = po ,
el transporte paralelo queda definido por el siguiente mapeo

Fv(pO) = 5/(1) € Fxl

Iy es llamado el operador de transporte paralelo determinado por la cone-
xién. Es equivalente dar el mapeo v — I'y a dotar un haz fibrado de una
conexién, ya que en cada punto tenemos una manera de identificar vectores
tangentes a las fibras.
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Dada una distribucién H,, € T),E, tenemos una forma dual para definirla,
en términos de formas diferenciales que toman valores a un espacio vectorial
Vp. El mapeo definido por

T,E > u— ver(u) €V,

que a cada vector le asocia su parte vertical nos permite introducir una
1-forma A € E con valores al subespacio vertical de T),E,

Ap(u) = ver(u) € V.

De aqui que el espacio horizontal lo podemos identificar como el espacio nulo
o aniquilador de la 1-forma A,

H,={veT,E|A,(u)=0}.

Llamamos a A la forma de conexién en E. La forma algebraica de definir la
forma de conexién para un haz fibrado en general, nos permite introducir
de manera natural una conexién en un haz fibrado principal, simplemente
es transcribir la definicién anterior, notando que ahora la fibra es un grupo
de Lie G.

Recordemos que cualquier haz principal estd equipado con una accién
derecha Rg : P — P en el espacio total. Vamos a pedirle en la definicién
de conexién que la asignacién del subespacio horizontal H), sea compatible
con la accion.

3.2.2. Conexion de Ehresmann-Levi-Civita

Siguiendo a [7, Ejercicio 2 del capitulo 3] vamos a introducir una cone-
xi6n de Ehresmann en w : TM — M. A esta conexion la llamaremos de
Ehresmann-Levi-Civita. E1 nombre que le hemos asignado queda justificado
por la proposicién 3. Debido a que su definiciéon queda completamente deter-
minada por la métrica riemanniana sobre M, ésta resulta ser una conexion
natural sobre T'M.

Comenzamos introduciendo una métrica riemanniana en TM: sea (p,v) €
TM y V,W vectores tangentes de TM en (p,v). Consideremos las siguientes
curvas

a:t— (p(t),v(t)) y B:s— (q(s),w(s)) tal que

p(0)=q(0)=p , v(0)=w(0)=v y V=d(0) , W=p(0)
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Definimos un producto interno en T M

VW) ) = (dn(V),dn(W))y + {220, 2L 0),

el cual nos define una métrica riemanniana en 7M.

Definicién 5. Decimos que un vector V' € T{, ,)T'M es horizontal si V/
es ortogonal a la fibra F, = dr1(p,0) C TpyTM con la métrica antes
definida en T M, donde el conjunto dr—!(p,0)) estd definido por

dr ™ (p,0) = {7(t) € TM | 7(t) = (p,v(t)) } = T, M .

A la conexién en (T'M, M, ) definida de esta manera la llamaremos cone-
xi6on de Ehresmann-Levi-Civita.

Consideremos la siguiente curva
(-1L,1) —ct)eM y VeX(M),V|=V()

Proposicién 3. El levantamiento ¢ = (x(t),v(t)) es una curva horizon-
tal <= V(t) es un campo paralelo (en el sentido de que su derivada
covariante es nula).

Observacién. La derivada covariante queda determinada por la conexién
afin de Levi-Civita. Es por ello que decimos que la proposicién 3 justifica el
nombre que le hemos asignado a la conexién introducida en la definicién 5.

Demostracion de la proposicion 3. =) supongamos que ¢ es una curva ho-
rizontal, sea y(s) € dr~1(p,0) en coordenadas ~ la podemos escribir

y:s— (p,o(s))

Sea ¢ :(— (z(t),v(t)) tal que W = & es un vector tangente en (p,v),
entonces tenemos que

(#0) 7 (0 = (dr(Z(0), dr( Oy + (70 (0), 22 (O (31)

La proyeccion @ : TM — M
doe: T(TM) — TM
d”T(p,v) (7/(0)) = (p7 O)
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Entonces 0 = (52(0), £2(0)), la igualdad se da cuando Z%(0) = 0 por

lo tanto V'(¢) es un campo paralelo
<) Si V(t) es un campo paralelo entonces es horizontal.

— ~ ~ . Dot
Seay(s) € dr—(p,0) y & = (x(t),v(t)) donde & es paralelo , i.e d)f )

(#(0),7/(0)) gy = (dn(@(0)  dm(+/ (O} + (o (0), 22 0),
(@(0), 7 (0)) oy = (dn(€(0) , dm(/(0))}, = 0

ya que dr(7/(0)) = 0 concluimos que &(t) = (z(t),v(t)) es una curva hori-
zontal. O

Los espacios horizontales en T'(T'M) los identificamos con curvas

Dv

= =0
dt

(—1,1) —c(t)yeM y VeX(M) tal que
de aqui que la conexién inducida por la métrica en T'M esta definida por:
Hi, o) ={V € T (TM)|(V, V) (o) = (dr(V),dr(V),)}.

Los espacios verticales en T(T'M) los identificamos con

Dv Dv

Vipaw) = {V € Tpu) (TM)[(V,V) () = (0 )0}

Todo vector vertical en T'(T'M) se puede ver como la derivada de una curva
B(t) en 7~ L(p) = T,M, es decir B(t) = (p,w(t)). En este caso, w'(t) =
Dw/dt. Por lo tanto, si V = o/(t), con a(t) = (p(t),v(t)), entonces ver(V) =
(p(0),v(0),0, Dv/dt). Por lo tanto, la 1-forma de conexién esta dada por

Dv
./4 . T(p,v) — V(pm) 5 A(V) = E

3.2.3. Conexién en un haz principal

Definicion 6. Una conezion principal de Ehresmann en un haz principal
(P,M,m,G) es una asignacién suave de subespacios lineales H, de T,

P>p— Hp CT,P

tal que satisface las siguientes condiciones:
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1. El mapeo lineal
Tym: Hy — Tr(nyM

es un isomorfismo Vp € P

2. La asignacién de los subespacios H), son invariantes bajo la accién
derecha de G, i.e,

TyRy(H,) =H,y, YpeP y geq.

Para definir la 1-forma de conexién A, dado que A toma valores V), y
para haces principales F' = G, tenemos un isomorfismo entre V, y g.

Este isomorfismo se construye de la siguiente manera: para haces prin-
cipales tenemos la accién derecha Rg, asi que tomemos § en g y sea X¢ el
generador infinitesimal de la accién definida por

- ~ ~ d -
Rﬁ(tap) = R(exp(tg)vp) Rexp(tﬁ) :P— P Xf(p) = %’tZOReXp(tﬁ) (p)

ya que
Rexpép = plexpg) Vp € P
es una curva en P que en t = 0 pasa por p, utilizando la proyeccion , se tiene
que
T(Rexp(ie)(P)) = m(pexp(té)) =

) =
La curva estd en la fibra u = 7(p). El generador infinitesimal es tangente a
la fibra en G, y de aqui que X¢(p) € V).
El mapeo dado por
g3&— Xe(p) €V

nos define un isomorfismo entre g y V,. Este isomorfismo lo podemos usar
para definir la 1-forma de conexién. El campo vectorial

P>p— Xe(p)

es llamado el campo vectorial fundamental. Para v € V,, sea ¥ un tnico

elemento en g tal que
Xo(p) =v

Definicién 7. Una forma de conexién A en un haz fibrado principal(P, M, w, G)

es una 1-forma en P con valores en g definida por
A(u) = veru,

para cualquier u € X' (P).
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3.3. Holonomia

Sea m: P — M un haz principal y supongamos que dotamos al haz de
una forma de conexién. Sea:

01] 3t — ()3 M tal que ~(0)=zg,v(1) = 2.

Definimos el transporte paralelo de 77! (zg) — 7 !(z1) a lo largo de la
curva « de la siguiente manera:

7 H(x0) 3 po — Ty(po) = 7(1) € 7" (21)

donde # es el tnico levantamiento horizontal de ~ tal que 5(0) = py.

Ahora vamos a considerar una curva cerrada vy tal que v(0) = (1) =
T, entonces de la definiciéon de transporte paralelo el cual nos induce un
difeomorfismo en la misma fibra 771 (x¢) llamado la holonomia de la curva
5.

El transporte paralelo manda yuxtaposiciones de lazos en xg en la com-
posicién de difeomorfismos de m~!(zg). De aqui se sigue que la operacién de
holonomia es un grupo. Determina un tdnico elemento ®[y] de G,

L'y (po) = po®[] .

Fijemos py € 7 (o) , consideremos el siguiente conjunto:
Hol(po) = {®[] | 7 es cerrada, 7(0) = v(1) = z0,7(0) = po} -

Holonomia de 7 con referencia a py. Sea p{, = ppg puntos distintos en

la misma fibra y se 4’ el levantamiento horizontal de una curva cerrada ~y
tal que 7'(0) = po
L(po) = ro®[3'] = pog @[]
~/

T'(po) = Ty (po)g = pol[7']g

de lo anterior tenemos que
o[i] =g @[y

Por lo tanto, los grupos de holonomia de Hol(py) y Hol(ppg) son isomorfos.
En el caso de haces principales la holonomia se puede calcular de manera
explicita, fijemos py € 7~ !(z0), asociado a cada I'y un elemento g € G

Hol(po) = pog -

A esto le llamamos la holonomia medida de p
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Proposicion 4. Sea 7 : P — M un G haz principal y sea A la forma de
conexion, sea vy una curva cerrada en M que esta contenida en un abierto
U de M: Sea f: U € M — P wuna seccion local y sea A = A*f la forma
local de conexion, estd definida en U. Sea g(t) una solucion a la ecuacion
diferencial

W) A @)t (3.2

con g(0) =1 . La holonomia de ~, medida de s(v(0)) es g(1).

La solucién ¢(t) de esta ecuacién diferencial la podemos escribir

o(t) =Pexp ([ (7 A) () (e)at)

v
donde P es el operador de trayectoria.

La demostracién de 4 aparece en [11, proposicién 4.1, p. 40].
Observacion. Si el grupo G es Abeliano, en un caso particular g es de la

forma expn. Entonces T'L,~1g = 1) , de la proposicién anterior el elemento
de holonomia se puede calcular simplemente con una integral

1
o) = expn(1) = exp (= [ (FAmEOLm OF) (33

sin necesidad de resolver la ecuacién diferencial (3.2); cf. [11, §4B], donde
m(t) es una curva cerrada en el espacio base.
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Capitulo 4

La fase geométrica para el
péndulo de Foucault

El fenémeno de rotacién del plano de oscilacién del péndulo de Foucault
se puede entender de la siguiente manera. Instantaneamente, la direccion
€ de oscilacién del péndulo no rota alrededor del eje radial 7 de la tierra.
Esta condicién determina un transporte paralelo de € a lo largo del circulo
de latitud constante que la base del péndulo recorre debido a la rotacién de
la tierra. Geométricamente esto quiere decir que la derivada covariante de
el vector de direccién € es nula a lo largo del recorrido. El objetivo de este
capitulo es entender este fenémeno desde el punto de vista de un transporte
paralelo inducido por una conexién de Ehresmann. Del capitulo anterior, la
conexién apropiada para describir el transporte paralelo del péndulo de Fou-
cault es la conexién de Ehresmann-Levi-Civita introducida en la definicion

5.

4.1. Calculo de la Fase usando el haz tangente a
la esfera
Consideremos el siguiente haz principal con estructura de grupo G = R2.
n:TS8% — §?
T (p,v) —p

Puntos en el espacio total los identificamos como (p,v), donde p = X (¢, 0)
corresponden a puntos en la esfera bajo la parametrizacion

X(p,0) = (cospcosf,senpcos,senf), (4.1)
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v
— <0<
5 S0<
y donde v = X, v1 + Xgvo y v = (v1,v2) € Tx(%g)SZ son las componentes
de v en términos de la base {X,, Xp} de T'S?.

0< <o, — 5

Definicién 8 (Notacién). Si p = X(p,0) y v = v1X, + v2Xy entonces
denotaremos el punto (p,v) € T'S? como (¢, 0;v1,v2).

Consideremos ahora la accién derecha en T'S? dada por
®:TS*xG — TS?,

@, :TS? — TS? donde h=(hi,hs) €@,
Qp(p,0,v1,v2) — (@,0;v1 + h1,v2 + ha).

La accién anterior no estd definida en los polos, ya que en esos puntos el
vector X, se anula. Cualquier curva en TS? en coordenadas la escribimos
como

a:t = (p(t),0(t);vi(t), va(t))
de donde cualquier vector tangente a «(t) en coordenadas lo escribimos como

V= a(t) = ((t),6(t);v1(t), 02(t))

Los espacios horizontales dados por la conexién de Ehresmann inducida
por la conexién de Levi Civita en 7'S?, de acuerdo a la seccién 3.2.2, estan
definidos por

Hip) = AW € Tip)(TS*) (W, W)y = {dm (W), dm(W),)} -

Es claro que dim H, ) es isomorfo a Tp5’2 por lo que dim H;, ,,) = 2.
Una curva en la fibra 7=1(p) en coordenadas la escribimos como

v s — (p;vi(s),va(s)) -

Los espacios verticales inducidos por la conexion son

Dv Dv

V(p,v) - {V S T(p,v) (TS2)‘<V7 V>(p,v) = <Ea %)P} .

Nuevamente es claro que Vy, .,y es isomorfo a 7},S 2 por lo que dim Vipw) = 2.
De aqui podemos escribir T, ,) (T S?) como una suma directa de Vipw) ¥
Hipo) » e, T(TS?) = Hipo) © Vipo)-

p?U
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Sea A la matriz que representa a la 1-forma de conexién ver V. = %,

donde D/dt representa la derivada covariante asociada a la parametrizacion
X(p,0)

Dv . ; ; : : 0
—— = (1 + 0111y + v2¢@l ]y + 01603, + 026075, ) -
dt Oy
. ) ) : . 0
+ (Vg 4 v19I3 + 19T 2y 4+ v10T3, + 126013, )8—0 .
Entonces A es una matriz de 2 x 4, ya que A(V) = 5.

Los simbolos de Christoffel para la parametrizacién (4.1) son:

r, =0 I'?, = cosfsenf
Iy = —tané 2, =0
Iy, = —tané I3, =0
F%Z =0 F%2 =0

Por lo tanto:

D . 0 0
—U:(v'l—vggbtaHH—letanG)— + (vY2+vipcoshsend )—
dt 650 19
Entonces la matriz de la 1- forma de conexién estda dada por
_ —vg tan @ —vitanf 1 0
~ \wycosfsent 0 0 1/)°

Observaciéon. Notemos que A no es G-equivariante respecto a la accién
definida en 7,52 ya que depende de (v, vs) elementos de 7,52,

La observacion anterior implica que la conexién de Ehresmann que he-
mos definido en esta seccidn no es una conexién que preserve los espacios
horizontales, debido a la siguiente

Proposiciéon 5. Sea A: TP — g la 1-forma de conexidn asociada a una
conexion de Ehresmann definida sobre un haz fibrado principal (P, M, 7, G).
Entonces A es G-equivariante sii el levantamiento de la accion preserva
los espacios horizontales. Es decir, si ¢ : G x P — P denota la accion
(izquierda) de G sobre P, entonces

Hor (g (p)) = dipg - Horp

sty solo si

A(dpg - vg) = Adg(A(vg)) -
Prueba: Véase [6, proposicién 1.3.7, p.43]. ]
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Observacién. La proposicién anterior nos dice que la conexién de Ehres-
mann que hemos definido en esta seccién no es una conexion principal y
por lo tanto no es aplicable la férmula de holonomia de la proposicion 4
para calcular la fase geométrica. Sin embargo, si podemos calcular la holo-
nomia resolviendo explicitamente una ecuacién diferencial. A continuacion
describimos ese procedimiento. (En la seccién 4.2 discutiremos una mane-
ra alternativa de calcular la fase sin necesidad de plantear una ecuacién
diferencial.)

4.1.1. Calculo del Transporte Paralelo

Dotando a el haz 7 : T'S? — S? de una conexién, el transporte paralelo
se calcula de la siguiente manera: consideremos un paralelo sobre la esfera,
es decir la curva y(t) € S% que en coordenadas la escribimos como

[0,27] 5t — ~(t) = X(t,60) tal que ~(0) =~(2m) =po,
cuyo levantamiento horizontal 7(t) a T'S? estd dado por la siguiente expre-
sion
F(t) = (t,00;v1(t),v2(t)) € TS?.

Sea po = 7(0) = (0,00;v1(0),v2(0)) = (po,v) € 7 (po), ;1 = F(27) €
7 1(po). El transporte paralelo viene dado por

I (fo) = 7(27) € 7 (po) -

En este caso y(t) es una curva cerrada. El transporte paralelo es una trans-
formacién que regresa a la misma fibra 7! (pg), es decir

Iy (po) — 7 (po)

dado que el levantamiento horizontal 5(¢) en general no es una curva cerrada
7(0) # 4(27), la transformacién

L (o) = 7(27)

no regresa al mismo punto py en la fibra 7=1(pg),i.e, Ty (Po) = 7(2m)®[7],
donde ®[7] € G.
Para encontrar I'y(pg) resolvemos la ecuacion diferencial

A(3(t)A(t) = 0. (4.2)

31



La conexién restringida a la curva 4(t) y aplicada a su vector tangente 7 es
la multiplicacién de las siguientes matrices

1
—vg tanf —vytanfy 1 0 0] _ (0O
v cos O sen Oy 0 0 1) v | \o/°
vy
Lo anterior nos lleva a resolver el sistema de ecuaciones
—vgtan® +v] =0
vy cosf 4+ vy =0
con condiciones iniciales
v(0) = (v1(0),v2(0) )

El sistema anterior lo escribimos en forma matricial

o — 0 —tan by v
~ \cosfysen b 0

cuya solucion la escribimos de la siguiente manera

0 — tan 90)

v(t) = exp(tB)vg, donde B = (cos B0 sen b 0

El elemento en la misma fibra valuado en ¢ = 27 estd dado por
v(2m) = exp(B2m)v(0) = v(0) = exp(—B2m)v(27).
El primer paso para resolver (4.2) es observar que
Proposicién 6. El transporte paralelo preserval la longitud del vector v(t).

Demostracion. Queremos probar que

d
Z(v(t),v(t) = 0.

El producto punto esta dado por la siguienete expresién

(w(t),v(t)) = v(0)T exp(tBT)M exp(tB)v(0) con M = ( 0 —cosfl seneo)

tan 0 cos 63 0,

!Esta proposicién es consecuencia de un resultado general de geometria diferencial.
Aqui aportamos una prueba elemental en el contexto de nuestro problema.
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donde M es la matriz de la métrica en S?, entonces

d

a@(t),v(t)) = i(v(O)Texp(tBT)MeXp(tB)v(O))

dt
= 0(0)T exp(tBT)[BT M + M B] exp(tB)v(0)

se verifica que el siguiente producto de matrices satisface

[BTM + MB] =0

0 — cos By sen n 0 cos? 6 tan 6, _0
tan 6 cos 03 0 — cos 8y sen Oy 0 B

de donde se sigue que
d
4w, o) =0

por lo que concluimos que la matriz exp(tB) satisface la siguiente relacién

exp (BTt)Mexp (Bt) =M.

4.1.2. Holonomia (versién 1)

En esta subsecciéon vamos a ocupar el resultado de la proposiciéon 6 para
resolver la ecuacién diferencial (4.2).
Dada una curva y(t) € S? y el levantamiento horizontal 7(t) a T.S2,

del célculo anterior se tiene que el transporte paralelo preserva la longitud
del vector v(t). Entonces podemos escribir? v(t) en términos del dngulo ¢(t)
que forma con el vector X, de la base unitaria {X,, Xy}

cos ¢(t)

=L——2X L X,
v(t) cosfy + Lseno¢(t) Xy ,

donde L es la norma del vector v.

El levantamiento horizontal v(t) € S? en coordenadas lo escribimos de
la siguiente manera

310) = (1,00 2200

2Esta idea aparece en el articulo de Oprea [13], en el cual nos inspiramos para comenzar
a escribir este capitulo.
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—Lsen ¢(t)
cos By

5(t) = (1,0; ¢’<t>,Lcos¢<t>¢'<t>) |

Dado que la curva 4 horizontal, es necesario resolver las ecuaciones del trans-

porte paralelo para encontrar la funcién ¢(t). Ya que estamos restringien-
do la matriz de conexién A a la curva 7, identificamos vy = ng:g)o(t)

vy = Lsen ¢(t). Las ecuaciones de transporte paralelo estdn definidas por

AQ(®).(¥ () =0

1

— L sen ¢(t) tan 0 _L%Sef(t)taneg 10 0 0
L cos(¢(t)) —Lsen ¢(t)¢’ = 0

cos Oy cos fy

Lcos ¢(t)¢'

lo cual nos lleva a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

cos By sen g 0 0 1

Lseno(t) ,

—Lsen ¢(t) tan 6y — ¢'(t) =0,

7,608 o(t)

cos By

cOosg

cos B sen Oy + Lcos p(t)¢' = 0.

Ambas expresiones definen la misma ecuacién para ¢'(t), que tiene por so-
lucion

27
o(t) = ¢o —/0 senfdt y ¢(2m) = —2msen by

donde 27 sen 6y es la holonomia de la curva ~ respecto de la conexion, i.e es
el &ngulo de rotacién después de haber realizado el transporte paralelo a lo
largo de un circulo maximo en la esfera.

4.2. Calculo de la fase utilizando el haz tangente
unitario a la esfera

En la seccién anterior calculamos la holonomia del transporte paralelo
resolviendo directamente la ecuacién diferencial inducida por una conexién
de Ehresmann. Como ya hicimos notar, el haz fibrado que consideramos
en la seccién anterior no es un haz fibrado principal porque la conexién
no es G-equivariante. En esta secciéon volvemos a calcular la holonomia del
transporte paralelo utilizando ahora una conexién principal lo cual nos va a
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permitir calcular la holonomia a partir de la integral (3.3), sin necesidad de
resolver una ecuacién diferencial.

Para ello trabajaremos con un haz fibrado principal donde el espacio
total es (T'S?)!, el haz tangente unitario a la esfera (el conjunto de vec-
tores unitarios tangentes a la esfera), y la fibra tipica la identificamos con
S1. En simbolos, el haz fibrado principal con el que vamos a trabajar es
(TS*)t, 82,7, S1).

Vamos a construir una 1-forma de conexion definida en el espacio total
(TS?)! jalando atréds la conexién de Ehresmann-Levi-Civita definida sobre
T'S? e identificando el algebra de Lie de S con el espacio tangente a (T'S%)!.

De nuestros calculos se verificard que la 1-forma de conexién asi cons-
truida corresponde a una conexion principal. Como consecuencia de esto,
serd aplicable la formula de la proposicién 4 para calcular la holonomia.

Sea

m: (TS*) — 8% con G=S' y g=R

un haz fibrado principal, donde
(TS*)! = {v € T,S* | (v,v) =1}.

Puntos en el espacio total los identificamos bajo la siguiente parametri-
zacién local.

U:S5% —{N,S} x St — (15*)!
U(p,0) +— cosOE,(p) + sen0E,(p)

donde el punto p corresponde a puntos en la esfera y {FEy, F,} son los vec-
tores tangentes unitarios inducidas por la parametrizacion en el punto p

X (u,v) = (cosucosv,cosusenv,senu),
0<u<2m, —-7/2<v<m7/2.
La accién en el espacio total (T'S?) estd definida por
®: St x (1T5*)! — (TSH?!,
O :(0+ ¢, p) — cos(0+ ¢)Ey(p) +sen(d + ¢)Ey(p) -

La 1-forma de conexién en (T'S?)! se obtiene de jalar la conexién de Ehres-
mann en T5%:

A =30"A.
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Cuando jalamos atrds la 1-forma de conexion A simplemente nos restringi-
mos a fibras donde los vectores son unitarios. En coordenadas la escribimos
de la siguiente manera:

0 0
Ai | w | = AP0, u,v)). Y, |0
v v

En el espacio total, a ¥(6,u,v) lo identificamos de acuerdo a las compo-

nentes del vector v = (Ul, 112). Aqui v; = gg:g,vg = senf, por lo que

0
\IJ(Q,U,U) = (U>U7 &8 , Sen 9) 9
asi que,
—senftanv —<%¢any 1 0
W 9 _ COos v
AP0, u,v)) <ggzg COs v sen v 0 0 1> ’

matriz que aplicamos al vector dado por

9' U
N\ 4 v
Ply] TEY0 7| dame | seengns
6 cos b

Haciendo el producto de matrices obtenemos el siguiente vector

os 6 .senf)  vUsenvcosf vcosfcosvsenv -
tanv — 6 + 5 ; +6cosh) .
0S vV COs v cos? v COS v

. . C
(—tdsenftanv —v
c

Ya que existe un isomorfismo entre los espacios verticales y el generador
infinitesimal de la accién, calculemos el generador infinitesimal de la accion

d d cos(t& + 0)
X£(07 u, U) = % ‘t:OQ)eXpté(ev u, U) = % ‘tzo(ua v, W ,sen(t{ + 9))
de donde obtenemos el siguiente vector
0
Xe(0,u,v) = (0,0, —ise“ ,£cosh)

oS v

igualando el generador infinitesimal X¢(6,u,v) con el vector vertical dado
por ¥* A nos define un tnico elemento £ de g ,al cual le corresponde un
tinico elemento en el subespacio vertical de (T'S?)!,

Esenf . fsenf
— = —usenftanv —
CoS v CoS v
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asi que

&= usenv 4+ 6 ,

0

&= (1,senv,0) [ @
v

Por lo tanto, identificamos a la 1-forma de conexién como la matriz A; de
dimensiones 1 x 3 dada por

A; = (1,senwv,0) .

Es importante notar que la conexion es G-equivariante respecto a la acciéon
®, por lo que 7 : (T'S?)! — S? es en efecto un haz fibrado principal con
grupo de estructura S'.

4.2.1. Holonomia (versién 2)

Sea 7 : (T'S?)! — 52 con grupo G = S' y A; = (1,senv,0) su 1-forma
de conexién. Consideremos la curva cerrada a(t) € S?

[0,27] 5t — a(t) = (¢, vo) ,
la cual corresponde a un paralelo de radio méximo, y la seccién local s
5:58% — (T5%)!
(u,v) € 8% — ®(0,u,v) € (TS*)'.
En coordenadas la escribimos de la siguiente manera

1

) 9
COS vV

V(0,u,v) = (u,v 1).
El levantamiento de la curva « al espacio total (7'S?)!, utilizando la seccién
s, es

B(t) = soa(t) = (0,t,v) .

El transporte paralelo a lo largo de la curva a(t) nos determina un tnico
elemento ®[a] de G el cual es la holonomia de «, ya que en este caso el
grupo es abeliano (véase la observacién después de la proposicién 4). La
holonomia se calcula resolviendo la siguiente integral

21

ot2m) = (~ [ (A Oat) = e (= [ AG0) 0ar)

0
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0

g(27r):exp(_/o%(l,senvo,O). (1] dt) :eXp(_/027rsenvOdt>

g(2m) = exp(—2msenvy)

Dado que en este caso caso la funcion exp es la identidad tenemos que
Pla] = g(27) = —2mwsenwy, el cual corresponde el dngulo de rotacién del
plano de oscilacion de un péndulo sobre la superficie de la tierra, después de
que esta ha completado un ciclo completo en su movimiento de rotacién.

Supongamos que nosotros estuviéramos en el ecuador, donde v = 0° en
este punto el plano de oscilaciéon no tiene rotacién alguna, mas sin embargo
en el polo norte, v = 7/2 la rotacion del plano de oscilacion esté en direccién
opuesta a la rotacion de la tierra y toma su maximo valor, el cual indica que
el plano de oscilacién ha completado un ciclo en un movimiento circular.
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Capitulo 5

El Péndulo de Foucault como
un Sistema en Movimiento

En éste capitulo vamos a estudiar el péndulo de Foucault como un siste-
ma en movimiento. Con esto queremos decir que vamos a ver al péndulo de
Foucault como un sistema en un marco de referencia que a su vez se mueve
en un espacio ambiente. De esta manera, el péndulo de Foucault se puede
ver como un péndulo esférico en un marco de referencia (pensemos en un
cuarto en algin museo de la ciencia donde se ha montado el péndulo) que
se mueve por la rotacién de la tierra.

Vamos a calcular la fase geométrica basandonos en la nocién de conezxion
de Cartan, de acuerdo a como ésta se define en [11]. La conexién de Cartan
estd definida en Q x M, donde @ es el espacio de configuraciéon anclado
en un sistema de referencia mévil y M es el espacio de encajes de () en el
espacio ambiente (de tal suerte que una curva en M describe la evolucién
del sistema de referencia en el espacio ambiente.)

La conexién de Cartan induce una conexién en T*Q x M, donde T*( es
el espacio fase en el sistema de referencia mévil. Esta conexion inducida de
Cartan captura la dindmica que se obtiene al combinar la dindmica en T*Q)
con el movimiento impuesto en M.

Calcular la holonomia usando la conexién inducida de Cartan es to-
davia un problema innecesariamente complicado. Para nuestro péndulo de
Foucault podemos aprovechar que tenemos dos escalas de tiempo muy di-
ferentes: por un lado tenemos las oscilaciones del péndulo en el marco de
referencia movil, cuyo periodo es del orden de segundos, y por otro lado
tenemos la rotacién de la tierra cuyo periodo es del orden de un dia.

La manera adecuada de proceder cuando se tienen dos escalas de tiempo
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tan distintas es usando alguna técnica de promediar. En el contexto de la
teoria de conexiones, la herramienta adecuada para promediar es el método
de la conexion de Hannay-Berry. Este método consiste en lo siguiente: dada
una conexion de Poisson-Ehresmann y un grupo de Lie G, que actida me-
diante transformaciones compatibles con la estructura de haz fibrado y de
manera Hamiltoniana, la conexién de Hannay-Berry se obtiene promedian-
do con respecto a la accién de G. La conexién de Hannay-Berry resulta ser
una conexién de Ehressman natural en el sentido de que su levantamiento
horizontal preserva el momento asociado a la accién de G.

En el caso del péndulo de Foucault, G sera el grupo de rotaciones alrede-
dor del eje del péndulo, que es precisamente el grupo de simetria del espacio
fase en el marco de referencia del museo.

La conexién que se obtiene al aplicar el método de promediacién de
Hannay-Berry a la conexién inducida de Cartan se conoce como la conexion
de Cartan-Hannay-Berry.

5.1. Teoria de conexiones para sistemas en movi-
miento

En esta seccién vamos a discutir las distintas conexiones relevantes en la
descripcién de un sistema en movimiento como lo es el péndulo de Foucault,
culminando con la definicién de la conexién de Cartan-Hannay-Berry. (El
material que aqui se expone estd tomado de [11].)

5.1.1. Conexién de Cartan

Consideremos una variedad () como el espacio de configuracién de un
sistema fisico, el cual estd inmerso en una variedad riemanniana S, y sea M
el espacio de encajes de @ en S. Un ejemplo es una canica que se mueve
sin friccién sobre un aro parametrizado por una curva a(t) € R3, la cual
esta rotando alrededor de un eje arbitrario 7. El espacio de configuracién
es la curva a(t), la cual esta inmersa en R3 y cada rotacién nos define un
encaje de la curva a(t) en R3. En este caso el espacio de encajes M es el
grupo G de rotaciones alrededor del eje 7. (Véase la figura 5.1.)

Para la aplicacién a fendmenos fisicos, se quiere estudiar los movimientos
superpuestos en ) y en M. Para ello consideremos el siguiente haz fibrado
trivial

T:QXM— M,
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Figura 5.1: Canica deslizando sobre un aro que esta rotando. (Figura tomada
de [6].)

asi que el espacio vertical lo identificamos con

Vigm) = ket T(gmym = {(U4,0) € T(gm)(Q x M)|7; € T,Q} .

Un vector en el espacio de encajes M, anclado en m € M, es un campo
vectorial sobre la imagen de m, es decir, una transformacion

Un:Q — TS ,Un(q) € Thy(g)S -

Consideremos un encaje

m:Q —S.

El haz tangente T'S lo podemos descomponer en una suma directa

1
Tn(g)S = Tin(g)@ ® (Trn(9) Q)

donde el subespacio ortogonal se toma respecto a la métrica g de S.
Tomemos la proyeccién ortogonal de Uy, (q) a Tpy,(qym(Q) = (Tym) (T,Q).

Denotemos a este vector por (U,,(q))”; de esta manera hemos definimos otro

elemento de T, M. Podemos jalar atras atrds (U,,(q))? aplicando

Tm™" : Ty ym(Q) C TS — T,Q

y asi definir

U(q) = Tm ™ ((Un(a)") .
lo cual nos da un campo vectorial U € X(Q). Mas en general, para Z €
X (M) definimos

Z™aq) =Tm ™ ((Zmn(a)") .-
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La transformacion
M >m — Z(m)"

define un campo vectorial en M que lo vamos a denotar por Z7, entonces
para cada m € M,

Z™=Tm ' (Z"(m)) € X(Q) .

Para sistemas en movimiento elegimos los encajes a ser las restricciones
de isometrias de S.

Definiciéon 9. La conexién de Cartan en 7w : Q X M — M es la 1 - forma
Ve € wl (Q X M, ker T7r) definida por
Ye(g,m)(Uq, Up) = (Uq + (Trrf1 o (Um(q))T),0>

donde (U,,(q))" denota la componente tangencial a T'Q.

El espacio horizontal de esta conexion esta dado por
H(q,m) = kerv.(q,m) = {—(Tm_1 o (Um(q))T, Um) | U € TnM}.

Se verifica que T(Q x M) = H @ V. Por lo tanto la conexién de Cartan
define una conexién de Ehresmann en 7w : @ x M — M.

El levantamiento horizontal de un campo vectorial Z € X' (M) estd dado
por

(horeZ)(q,m) = (— (Tm_1 o ZT(m))(q), Zm) .

5.1.2. Conexién inducida de Cartan

Cuando estudiamos la evoluciéon temporal de un sistema nos fijamos en
su flujo ®; en el espacio fase T*(Q). En el caso de sistemas en movimiento
tenemos la superposicién de movimientos en 7%Q y de M. Una conexién
en el haz 7 : T"Q x M — M nos permite comparar la superposicién de
movimientos en T*Q y M con el correspondiente movimiento en M.

La conexién de Cartan 7. induce una conexién 7, en el haz

T T*QxM— M.
en donde el espacio vertical lo identificamos con

‘/(ozq7m) = ker T(aq7m)7r = Taq (T*Q) X Om .
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la 1-forma de conexién v € Q! (T*Q X M ;ker T7r) estd dada por

70(aq7 m) (Ua(ﬂ Um) = (an + X’P.Um (aq)a Om)

donde P.Uy, es la funcion de momento de U = (Tm~' o UL) € X(Q),
definida por
P:X(M)— F(T*Q),

P(Um)(aq) = aq.(Tm_l(Ug,;(q)) .
A la conexién 7y la llamaremos la conexion inducida de Cartan.
Observaciéon. La proyeccion a @) del flujo del campo vectorial hamilto-

niano X(p y,,) corresponde con el flujo de . La prueba de esta afirmacion
aparece en [12, capitulo 12].

Es facil ver que levantamiento horizontal de un campo vectorial Z €
X (M) esta dado por

(horoZ)(ag,m) = (= Xp.z(m)(0g), Z(m)) .

5.1.3. La conexién de Hannay-Berry

Consideremos un haz fibrado 7 : £ — M. Sea G un grupo de Lie. Una
familia de G-acciones hamiltonianas en E es una accién izquierda Ly en E,
con un mapeo de momento [ : £ — g* definido por

y para cada ( € g
Ce(p) = Xic(p)

0(exp sC - p) es el generador infinitesimal de la accién

donde Cp(p) = |

definida por ¢ y X ¢ es el campo hamiltoniano de la funcién I¢ : E — R.

Teorema 1 (Promedio de una conexién). Sea 7 : E — M un haz
fibrado y v € Q* (E, V) una conexion de Poisson-Ehresmann. Supongamos
que un grupo de Lie G compacto actua mediante una transformacion de haz.
Entonces el promedio <7> es también una conexion de Ehresmann. Ademds
la accion de G conmuta con el transporte paralelo respecto a la conexion

(7).
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A la conexién promediada <7> que se obtiene a partir de una conexién
~ dada se conoce como la conexion de Hannay-Berry.

A continuacién explicamos a que nos referimos con el promedio <'y> que
se menciona en el teorema anterior. Ya que G actia en el haz por automor-
fismos, jalar atrds (¢*) la conexién v tiene la siguiente expresién

(g*)(e)(v) =Tg™ " -~(g-€)- Tg- (v).

Ademés se cumple que Tg : Vo — V. Definimos el promedio de una
conexién v dada por la siguiente expresion

1 k
<7> = \G|/G(g v)dg

donde dg es la medida de Haar y | G | es el volumen de G.
La demostracién del teorema 1 aparece en [11, teorema 6.1, p. 57].

5.1.4. La Conexién de Cartan-Hannay-Berry

En esta seccion aplicamos el método de promediar de Hannay-Berry a
la conexién inducida de Cartan, obteniendo una nueva conexion de acuerdo
con la siguiente

Definicion 10. La conexiéon de Cartan-Hanny-Berry es la conexién <70>,

que se obtiene de promediar la conexion g definida en el haz fibrado 7 :
T"Qx M — M .

El siguiente teorema nos caracteriza la conexién de Cartan-Hanny-Berry.

Teorema 2. Supongamos que un grupo de Lie G actia en T*Q con una
accion izquierda y mapeo de momento equivariante I : T*Q — g*. Si G de-
fine una accion hamiltoniana en T*Q) x M dejando que G actie trivialmente
en M, entonces se cumple lo siguiente

1. La condicion de adiabaticidad: el transporte paralelo asociado a la co-
nexion <’yo> preserva los conjuntos de nivel de I.

2. La conezion inducida de Cartan en w: T*Q x M — M define una
conexion de Hannay-Berry dada por la 1-forma de conexion

<'yo>(ozq,m) (an, Um)) = (an + X<P.Um>(aq)’ 0) .
Su levantamiento horizontal para Z € X (M) tiene la expresion

(horZ)(ag,m) = (— X< Z(m)) .

P.Z(m))’
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Demostracion. Véase [11, teorema 11.3, p. 89]. O

La construccion del campo hamiltoniano Xp z(,,) de la conexién de Car-
tan se obtiene del hamiltoniano para sistemas donde estamos considerando
una superposicién de movimientos tanto en la variedad () como en el espacio
de encajes M. A partir del lagrangiano del sistema L : T'() — R tomemos
la transformada de Legendre.

FL:TQ — TQ

d
F(v) -w= p SZOL(v+sw) Vo ov,we T,Q.

Sea una curva m; C M. Si la particula en @) se mueve siguiendo una tra-
yectoria ¢(t) € @, el movimiento de la particula en el espacio ambiente S es
la superposicion de los movimientos tanto en Q como en M, el cual esta des-
crito por la curva my(q(t)) C S. La velocidad de la particula estd dada por
la expresion

Tyyme(4(1)) + Ze(ma(q))

donde Z;(mi(q)) = Emy(q) y Tyeyme(q(t)) es un elemento de Tym(T'Q) que
encaja en T'S. Consideramos un lagrangiano en T'Q)

Lo (@) = 3| Tyeyma(w) + Ze(imu()) |2 = V(@) = U (@)

donde V' es un potencial en Q) y U es un potencial en S. De la definicién de
transformada de Legendre obtenemos

DLy,

T
oy WTPw= (Tyyme(v) + Zi(me(q(t)) ", Tywyme - w>mt (a) "

La expresion p - w indica la aplicaciéon natural entre el covector p € T*Q
y el vector w € Ty;)Q, donde el vector Z; (mt(q))T denota la proyeccién
ortogonal al espacio tangente 1, (T Q) usando la métrica de S en my (q(t)),
donde otra vez descomponemos a T'S como

TS = T (Q) @ (Tn(Q)) "

A @ lo dotamos de una métrica (Q, g) que depende del tiempo, inducida
por el encaje m;. Recordar que estamos considerando isometrias de S. El
momento p en () esta dado por la siguiente expresién

0L

Tn;@ Cw = <“ + Tyymy (Z(mt(q“)))) ’ w>q<t>
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donde en esta expresion estamos usando los paréntesis angulares para deno-
tar el producto interior. Haciendo uso del producto interior para identificar

T*Q con TQ, tenemos que, de la definicién p = 9L, (4 /v se obtiene

p= (U + (Tq(t)mt . [Zt (mt(q(t)))T}) .

El Hamiltoniano del problema lo escribimos como

H=pv—-L

Ho(a.0) = 310l — P(Z2) — L1 ZH12 + Via) + U mela)

donde

7= Tyymi - [Zu(mala))]”

P(Zi(a))(a.p) = (p. Ze(q)) -

El campo hamiltoniano Xp(z,) de la funcién de momento P(Zt) re-
presenta las fuerzas no inerciales en el variedad S, también como vimos
anteriormente corresponde al levantamiento horizontal del campo vectorial
Z € X(M) de una conexién g en el haz 7 : T*Q x M — M.

5.2. Calculo de la fase geométrica

El péndulo de Foucault visto como un sistema en movimiento consiste
en un péndulo esférico tangente a la superficie de la tierra. Utilizando la
conexion de Cartan-Hanny-Berry vamos a calcular la fase geométrica para
este sistema.

Denotemos por ¢ el vector que indica la posicion inicial de la masa del
péndulo en el espacio de configuracién @ = S? una esfera de radio [ = [|q]|.
Sea 7 el vector del centro de la tierra al punto de suspensién del péndulo,
la posicion del péndulo en el espacio esta dada por Ry (7’_(') + Lf) donde R; es
una rotacién alrededor del eje z, la energia potencial del péndulo es V' (q) =
mglq.ry donde 7y = ﬁ La velocidad (de la masa) del péndulo en el espacio
esta dada por la siguiente expresiéon

Rig+ Ry [@5 X (7”_6 + 5)]

donde W = wZ y w es la velocidad angular de la tierra.
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Figura 5.2: Péndulo de Foucault. (Figura tomada de [11].)

El lagrangiano del sistema esta dado por
1 . N
L= gmljw x (Fo+ @) +dlI” - V(g)

aplicando la transformada de Legrende para calcular el momento, el cual
estd dado por la siguiente expresién

ds

~ L(g,q+sv) =
a4
ds

S:O% [(w X (Fo+ @) + 7+ s7) - (w X (7o + q) + 7+ 7)]

De aqui que
oL )
a0l @x o0+ )]

donde (w x (o + q) + (T)T denota la componente tangencial al espacio de
configuracién S2. El momento § esté definido por la siguiente expresion

p=m(q+wx (fo+ff))T =mlj+(@x (o +q)].

Proposicién 7. El hamiltoniano del péndulo de Foucault viene dado por la
expresion

1 1 i
H=—"—|p*+V(¢) — P - — 2 2
5, IP°ll + V() 5 1w x (o +4)) 7l
donde la funcion P estd dada por

P=[p-(wx(+q)"].
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Prueba: Vamos a identificar T*S? en T'S? a través de la métrica usual.
Comenzamos con la definicién

H=p-¢—L.

Sustituyendo las expresiones para p, (j’ yL obtenemos la siguiente expresién

H = P~ [ wx (5-0) 4V (@)~ 3 X (5+0) T+ wx 5-2) -+

donde la velocidad de la masa del péndulo en el espacio, la hemos descom-
puesto en su parte componente tangencial y ortogonal al espacio de confi-
guraciéon del péndulo.De la bilinealidad del producto interno, la expresién
anterior la podemos escribir como

1 . . m .
H= %Hﬁll2 — [P wx (B + )]+ V() = S W x (% + )P+
- 5 m -
m[(wx (% + )" - q] + S W x 5+ )"
escribiendo (j' en términos de p se llega a la expresién del hamiltoniano

1 1 . 1
H = o+ V(@) = P = 5l x (0 + )P

En nuestro sistema fisico tenemos dos movimientos superpuestos, el de
oscilacion del péndulo en la esfera, y el movimiento de rotacién de la Tierra.
El encaje del espacio de configuracién del péndulo esférico que lo identifi-
camos con S? al espacio ambiente S = R2, estd definido por la siguiente

transformacién
m:S8? — R3

m(q) = Ri(roa + q)

donde rg, nos parametriza respecto al eje polar el punto de tangencia a la
tierra del péndulo esférico, en este caso o € [0,7] y t € [0,27] es el dngulo
de rotacion respecto al eje Z de la tierra, entonces el espacio de encajes M
estd definido por

M = {(a,t)‘()g a<m0<t<2r}

de aqui (a,t) parametrizan un esfera M = S? dada un m € M nos da el
punto de tangencia del péndulo y el &ngulo que ha sido rotado, trabajaremos
en el haz fibrado

m:T*8? x 5?2 — 52,
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La conexidn 7 inducida por la conexién de Cartan, definida en la pagina
42, estd dada por el levantamiento horizontal del campo vectorial hamilto-
niano de la funcién de momento P

horoZ)(ag,m) =(—X
( 0 )( @ ) ( p.(wx(ﬁ)ﬂ))

Vamos a considerar el grupo de Lie G = S! el cual va a actuar por
rotaciones alrededor de 7( en el espacio fase del péndulo T%S?, la accién
estd definida por

r(ag), Z(m)) VZe x(S%). (5.1)

d: S8 xT*S? — T*S?,
donde Ry es la matriz

cosf) sinf 0
Ry= | —sinf cosf O
0 0 1

La conexién de Cartan-Hannay-Berry es el levantamiento horizontal del
campo hamiltoniano del promedio de la funcién de momento <P>

(P)=(p-(wx (fo+q)")
respecto al grupo G, su levantamiento horizontal estd definido por
_(_ 2
(horoZ) (aq,m) = ( X<p.(wx(rb+q))T>(aq)’ Z(m)) VZ € X(59).
Para calcular el promedio de <P> descomponemos el vector

S ., T L, 1
(wx (F+q) =(wx(Fo+7q) + (wx(+q)
donde la componente ortogonal es la proyeccién sobre el vector ¢

(w X (FO + LD)CT(T
[l ’

de aqui que la componente tangencial estd dada por la expresién

(wx (fo+@)" =

—

(w X (7?0 + (j))q]
lg1|?

(wx (@+D) =wxF+d] - 7,

entonces
(7w x (o +@)") = (B0 x (o +a))

Hagamos la siguiente observacion:
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Proposicién 8. Si U es un vector constante entonces el promedio de <]§’.17>
se puede expresar como

(p-0) = (T.5°0)(P-r0) -

Prueba: Tomemos la base ortonormal dada por (7, a, I;), donde a y b
estan en el plano ortogonal a 77y y son ortonormales entre ellos. El vector ¥
lo escribimos en términos de la base (7, a,b) de la siguiente manera

asi que

El promedio
1
2= — [ ®a(5
<p U> 27T/ 9(p U)d@,

del vector p lo descomponemos en términos de la base ortonormal , dada
por la siguiente expresién

D = poTo + Pal + ppb ,

la accion ®y al vector p estd definida por la siguiente multiplicacién de

matrices
cosf senf 0 Da

Pyp= | —send cosf O o |
0 0 1 Do

para calcular el promedio, tenemos que evaluar las siguientes integrales

Lo e N Y .
(P T) = (T 7o) (P 7o) + (T~ a)%/ [pa cos 0 + py sin 0]df
0

1
2T

[wpbs

2w
+ (V- b) / [—pa sen @ + py, cos 0]db ,
0

los dos 1ltimos términos son igual a cero y el primer término no cambia ya
que estamos rotando al rededor del eje ry. Concluimos por lo tanto lo que
se queria demostrar. O

Utilizando el resultado anterior, vamos a calcular el promedio de la si-
guiente expresién

(B (wx (o + D)) = (P x (o +))
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distribuyendo el producto cruz sobre la suma

(oo x (04 D)) = (Ao x0) + (o x )
en el primer término, si hacemos ¥ = (w X 77) , se tiene (por la proposicién
8) que
(P.(w x 7o) = [(w x 7ip) - 7ig] (Prig) = 0
Llegamos por lo tanto a la siguiente

Proposicién 9. El promedio de la funcion de momento estd dado por la
expresion

(P)= (5 (wx (fo+q) )= (7 (wx D) ={w- (TxP)).

El levantamiento horizontal de la conexién de Cartan-Hannay-Berry, co-
rresponde al campo vectorial hamiltoniano del promedio de la funcién de
momento, que para este problema corresponde generador infinitesimal de la
accién de S' en T%S2. Para justificar lo anterior, vamos a calcular el mapeo
de momento de la accion y su campo vectorial hamiltoniano.

d: St xT*8? — T*5?,
®(0,(¢,p)) — (Roq, Ryp) -

Si escribimos los vectores ¢y p en términos de los vectores (7o, da,b), el
generador infinitesimal esta definido por

d o 5
T )t:() (R, Reop)

y la multiplicacion de matrices para el vector ¢ estd dada por

X@(q’p) =

d costd sintd 0 Qa
— Rij9p¢= | —sintf costfd 0 @G| =7 X q.
df 1t=0

0 0 1 qo

El calculo para el vector p’ se hace de manera andloga y por lo tanto el
generador infinitesimal lo identificamos con el vector

Xo(q,p) = (0 x ¢,70 X D) .

Por definicién, se cumple que Xy(q,p) = X;0(q,p), donde el campo vectorial
hamiltoniano del mapeo de momento satisface las siguientes ecuaciones

a1°(q, p) _51'9(61,10))
op dq '

Xpo(g,p) = (
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Igualando término a término, tenemos

819 R R

(q p) (7"0 % (D
810 y ~

9(3 p) - (TO X p) )

integrando las ecuaciones obtenemos el mapeo de momento
I:7*58% — g
el cual estd definido por la expresién

I(q,p) =P (ro x Q).

Recordemos que, por la proposicién 8, el promedio del campo hamilto-
niano de la funcién de momento estd dado por la siguiente expresion

(P)=(&-(@xp).

Si aplicamos la proposicién 8 a la expresion anterior, haciendo v = &, se
tiene que

(P) = (& 70){ro- (% P)) = (&-70){I(q,p)) -
X r0)> = I, ya que el

Pero el promedio de la funcién de momento I = <(j’ (P
producto cruz es invariante ante rotaciones

Ryro x Ryp' = Ri(r9 x p)
y de la misma manera para el producto punto
Riq- Ry(p'x r9) = G- (9 X 1) -

De aqui el promedio de la funcion de momento esta dado por la siguiente
expresion

<P> = Jwcosa,

donde « es el angulo entre 7 y el vector de velocidad angular &.
El levantamiento horizontal de Z € X(S?) dado por la conexién de
Cartan-Hannay-Berry esta dado por la siguiente expresion

(=X(p):2) = (= Xiweosa: 2) -
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El campo hamiltoniano estd definido por

91(q,p) _3I(q,p>
op dq ’

Xlwcosa = wcosa(

de aqui que

XIwcosa = WCOS QU —

00’
donde /0y es el generador infinitesimal de la accién de S' en T*S%. El
levantamiento horizontal respecto a la conexién de Cartan-Hannay-Berry

esta dado por 5
(—X<P>,Z> = (—wcosa%,Z) .

Sea («, ¢) las coordenadas que parametrizan el espacio de encajes M
M ={(,0)[0 < <7,0< ¢ <27},

La linea de flujo del campo vectorial Z = w(% con angulo de latitud « es la

curva cerrada y(t) € M

V() — (o, 0(t) tal que ~(0) =~(T)

donde T es el periodo de rotacién de la tierra. El levantamiento horizontal
de la conexién de Cartan-Hanny-Berry del campo vectorial Z ‘7 estd dado
por

(—X<P>,w§;> = <—wcosa§9,waa¢).

Identificando ' '
0=—wcosa y ¢=w

e integrando en un periodo 7T, se tiene que

T 27
0(0)—9(T):/0 —wcosadt; /0 dp = wT.

De la segunda ecuacién obtenemos que T' = 27 /w. Sustituyendo este valor
en la primera ecuacién, se sigue que

0(T)—0(0) = —2mcos .

la cual corresponde a la holonomfia de la conexién de Cartan-Hanny-Berry.
Es decir aunque la tierra completa un ciclo completo en su movimiento de
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rotacién el péndulo no regresa a su estado inicial, sino que difiere por una
fase, la cual corresponde a la rotacion del plano de oscilaciéon del péndulo.

En conclusion, hemos construido la conexién de Cartan-Hannay-Berry,
la cual nos ha permitido comparar los movimientos superpuestos, el de osci-
lacién del péndulo en T%S? y de la rotacién de la tierra vista como una curva
en M, promediando la conexién inducida de Cartan respecto a G = S* con
lo cual hemos podido comparar los péndulos esféricos inicial y final después
de un periodo de rotacién de la tierra.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis hemos calculado la fase geométrica del péndulo de
Focault de tres maneras diferentes: dos de ellas en un contexto puramen-
te geométrico, mostrado que la fase geométrica del pendulo de Focault se
interpreta como la holonomia de una conexién en un haz fibrado, y una
desde el punto de vista de la fisica de sistemas en movimiento, mostrando
como la fase geométrica se puede ver como una manifestacién de la fuerza
de Coriolis.

El ejemplo de la fase geométrica para el péndulo de Focault nos ensena
como la fisica y la geometria estan estrechamente relacionadas, ya que para
calcular la fase geométrica el ingrediente principal es el transparte paralelo,
que es un concepto puramente geométrico, pero el cual estd condicionado
por la fisica del problema. Para el caso del Péndulo de Focault, la fisica
del problema se puede capturar postulando que el plano de oscilacién del
pendulo no rota instantaneamente respecto al eje radial de la Tierra. Ma-
tematicamente, esto se describe diciendo que, en el haz fibrado natural para
describir el problema, que es el haz tangente a la esfera 7 : TS? — S2, se
anula la derivada covariante del vector ¢ de direccién de oscilacion. Es decir,
U es un campo paralelo (sobre la curva que describe el laboratorio cuando
la tierra rota) con respecto a la conexién de Ehresmann-Levi-Civita.

Uno de los objetivos que nos planteamos en esta tesis, fue el de simpli-
ficar el calculo de la fase geométrica utilizando la teoria sobre la holonomia
asociada a una conexion. Nos dimos cuenta que esto no lo podiamos hacer
trabajando directamente con la conexién de Ehresmann-Levi-Civita. Sin em-
bargo, algo interesante ocurre cuando llevamos esta conexién al haz tangente
unitario

7 (TSH! — §2

95



pues esto resulta en que la conexién se vuelve equivariante y la fase geométri-
ca se obtiene directamente de la férmula integral (3.3) para holonomia de
una conexién principal, sin necesidad de resolver una ecuacion diferencial.
De esta manera la fase geométrica aparece por efectos de la curvatura de
S2.

De este ejercicio, surge la pregunta: ;Dado un sistema hamiltoniano con
simetria, bajo qué condiciones podemos garantizar que la conexién asociada
a la reduccion del sistema estd descrita por una conexién principal? No
hemos podido encontrar referencias que den luz a esta pregunta general.

El objetivo final de la tesis fue relacionar los efectos no inerciales de la
fuerza de Coriolis con aspectos geométricos, los cuales estan capturados por
la conexién de Cartan-Hannay-Berry, toda vez que el transporte paralelo de
esta conexion estd dado por un campo vectorial hamiltoniano (5.1) que se
obtiene del momento asociado con la componente tangencial de la fuerza de
Corilis.

Hay una justificacién adicional para el uso de la conexién de Cartan-
Hannay-Berry, que es la siguiente. Podemos usar la adiabaticidad del pro-
blema para desacoplar el movimiento del péndulo con respecto al movimiento
de rotacién de la Tierra. Esta nocién de adiabaticidad viene de tener dos
escalas de tiempo completamente diferentes, por un lado el periodo de os-
cilacién del pendulo que es del orden de segundos comprado con el periodo
de rotacién de Tierra que es del orden de horas. Desde el punto de vista
geométrico, hemos capturado la adiabaticidad mediante la promediacién de
la conexién de Cartan alrededor del eje radial 7, obteniendo de esta manera
una conexién invariante ante rotaciones alrededor de dicho eje. Lo que re-
sulta es precisamente la conexién de Cartan-Hannay-Berry. Asi, el cédlculo
de la holonomia se reduce a integrar las ecuaciones de Hamilton sobre un
periodo completo de oscilacién de la Tierra.

Finalmente, hacemos notar que todos los cdlculos de la fase geométrica
del péndulo de Focault nos han llevado al mismo resultado:

Después de una rotacion completa de la Tierra, el plano de osci-
lacion de un péndulo rota un dngulo igual a 27 multiplicado por
el coseno de la colatitud de la ubicacion del péndulo.
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