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8.6. Campo medio para la macrodindmica



Resumen

El concepto de red se considera esencial en el entendimiento de la emergencia y sustentabilidad
del comportamiento colectivo en diversos sistemas complejos estudiados en ciencias fisicas, socia-
les, biolégicas y econdémicas, por nombrar algunos ejemplos. No obstante, aunque éstos pueden ser
representados por una simple grafica, la caracterizacion precisa de enlaces y nodos en ella es usual-
mente bastante arbitraria, y por tanto cantidades basicas como la dimensién y métrica del espacio
no estan bien definidas, lo cual lleva a ambiguedades en el establecimiento de ecuaciones dindmicas
que dicten el estado del sistema. En el presente trabajo se propone un marco tedrico general para
estudiar la dindmica de redes basado en el concepto de coevolucién, que implica una retroalimen-
tacion entre las variables dindmicas definidas sobre los nodos y la propia estructura de la red. La
utilidad y generalidad del marco tedrico se muestra modelando un proceso de formaciéon de opinion
en sociedades humanas, en el cual se predice y caracteriza la formacién de miltiples comunidades en
la red independientemente de las condiciones iniciales y para una region amplia de los pardametros
del modelo. A pesar de la aparente complejidad del proceso en cuestién, es posible hacer un andlisis

de campo medio que concuerda con los resultados numéricos.



Introduccion

En los ultimos anos, la comunidad cientifica ha presenciado la abrumadora produccion de traba-
jos donde el concepto de red se utiliza como el elemento bésico y comtn para describir un conjunto
extremadamente variado de fenémenos en la Naturaleza, entre los que se pueden mencionar las
redes de amistad, colaboracion cientifica o algin otro tipo de interaccién social entre individuos,
las redes organizacionales y de relaciones de negocios entre empresas, la Internet, la WWW vy las
redes de llamadas telefénicas, las redes neuronales, genéticas, metabdlicas y de proteinas, y las redes
de distribucién de materiales, como la asociada al torrente sanguineo en un ser vivo, o las redes

eléctricas, de carreteras y de correo en una ciudad.

A pesar de las obvias diferencias entre todos estos fenémenos, su estudio dentro de un marco ma-
tematico presenta muchas similitudes, principalmente en lo que respecta a su estructura y funcién.
Por un lado la estructura de todos estos sistemas corresponde a una red, es decir, a un conjunto de
elementos constitutivos que interactian o no entre si de diversas maneras. Por el otro, su funcién
corresponde a la evolucién temporal de las caracteristicas de tales elementos e interacciones, lo cual
se puede describir por un sistema dinamico. Mas aun, estas estructuras y funciones presentan mu-
chas propiedades estadisticas y dindmicas en comin que usualmente sélo se observaban en sistemas
fisicos, como la percolacién y otras transiciones de fase, la invariancia de escala de ciertas distribu-
ciones de probabilidad, y la aglomeracién y formacién de ciimulos en la red. En otras palabras, estos
sistemas estan generalmente formados por un conjunto muy grande de componentes interactuantes
cuyo comportamiento colectivo no puede ser descrito sélo en términos de los elementos individuales,
y con el tiempo se han llegado a conocer como sistemas complejos en la literatura de las ciencias

fisicas, biolégicas y sociales.

La abstraccién de los sistemas complejos a partir de los conceptos de estructura y funciéon permite
dos andlisis extremos: podemos estudiar las caracteristicas estaticas y dinamicas de la estructura
de una red sin funcién, o la forma en que la funcién evoluciona en el tiempo en una estructura de

red estatica. Sin embargo, el caso intermedio en el cual la red tiene tanto estructura como funcién



resulta a la vez mads interesante y complicado, pues la interaccién explicita entre la topologia de
una red y un sistema dindmico definido sobre ella es un ingrediente tedrico util para describir las
propiedades que emergen del comportamiento colectivo de las componentes del fenémeno. Dicho de
otra forma, en el modelado de un sistema complejo se pueden definir variables dindmicas (desde
ahora las denominaremos “variables de estado”) que describen el estado temporal de cada elemento
(es decir, la funcién), las cuales hacen que la topologia de la red (es decir, la estructura) cambie
en el tiempo adaptandose a la funciéon. Esta interaccidén entre estructura y funcién en un sistema

complejo serd referida de ahora en adelante como coevolucién.

Hasta donde sabemos, el concepto de coevolucién no ha sido atin considerado de manera formal y
abstracta en un régimen matematico, mas alld de los detalles especificos de cada fenémeno analizado.
Por tanto, en el presente trabajo se propone un marco tedrico general que utiliza la coevolucion
para explicar la existencia de algunas propiedades emergentes en un sistema complejo. Tal marco
tedrico se ejemplifica en detalle con un modelo particular para describir y caracterizar la emergencia
de comunidades en un proceso de formacién de opinién en una red social. A fin de consolidar la
presentacién de nuestros resultados, se incluye también una revisién detallada de los logros en el
campo de Sistemas Complejos, con especial énfasis en el uso de los conceptos de estructura y funcién

para la construccién de modelos, la deteccién de comunidades y la descripcién de redes sociales.

En el primer capitulo se presentan los conceptos matematicos basicos utilizados para estudiar a
los sistemas complejos, tomados principalmente de las Teorias de Gréficas y Ecuaciones Diferencia-
les. En el segundo capitulo se revisan las propiedades de varios ejemplos arquetipicos de redes sin
funcidn: las redes ordenadas, aleatorias, de mundo pequeno y libres de escala. En el tercer capitulo
se estudian tres dindmicas basicas que pueden ser definidas sobre cualquier estructura de red: la
difusién y el problema de caminantes aleatorios, los procesos de propagacién de enfermedades, y la
sincronizacién en sistemas oscilatorios. En el cuarto capitulo se discute el concepto de comunidad
en una red, asi como algunos de los algoritmos computacionales para su detecciéon mas relevantes

en la literatura.

En el quinto capitulo se introduce nuestro marco tedrico de coevolucién, y sus caracteristicas
generales basicas con respecto a la emergencia de propiedades en un sistema complejo. En el sexto
capitulo se describen los antecedentes en el problema de formacion de opinién en redes sociales,
especialmente los modelos que ya consideran el concepto de coevolucién. En el séptimo capitulo se
introduce y analiza de forma numérica nuestro modelo coevolutivo de formacién de opinién, para

ejemplificar como el régimen coevolutivo del marco tedrico posibilita la emergencia de comunidades



en el sistema. En el octavo capitulo se realiza un andlisis de campo medio para los procesos de
formacion de opinién y reconexion de la red fuera del régimen coevolutivo, donde las correlaciones
entre las variables dindmicas del sistema se reducen a un minimo. Finalmente, se enlistan algunas
conclusiones de la investigacion realizada, y se describe el algoritmo computacional de nuestro

modelo coevolutivo de formacion de opinién.



Parte 1

Dinamica de Redes



Capitulo 1

Redes, dinamicas no lineales y

sistemas complejos: Nociones basicas

A fin de poder describir y predecir el comportamiento de un fenémeno de la Naturaleza des-
de un punto de vista cientifico, es conveniente abstraer sus propiedades dentro de un formalismo
matematico cuyo éxito depende, en esencia, del grado de similitud entre los elementos estructura-
les, dindmicos y de interaccién del fenémeno y sus correspondientes conceptos en el modelo. Entre
las herramientas de abstraccién a nuestra disposicién, el formalismo de redes ha resultado de gran
utilidad en los ltimos anos, con aplicaciones a sistemas fisicos, sociales, bioldgicos, tecnolégicos,
econémicos y semdnticos, entre otros, principalmente por haber encontrado propiedades y com-
portamientos cuya forma especifica no depende del sistema particular estudiado [1-5]. Parte del
éxito de esta teoria se deriva de la generalidad de sus conceptos basicos, pues la estructura de un
fenémeno se modela simplemente por una red donde los nodos representan las partes del sistema y
los enlaces las posibles interacciones entre dichas partes. Ademds de la estructura, es fundamental
considerar la funcion de la red, es decir, la forma en que propiedades medibles definidas sobre los
nodos y enlaces cambian con el paso del tiempo, lo cual usualmente se aborda usando conjuntos
de ecuaciones diferenciales o de diferencias con acoplamientos no lineales, conocidos como sistemas

dindmicos en la literatura fisica y matemética [6-8].

Asi, el fendmeno méas general considerado por este formalismo es aquél que puede ser descrito
por una o varias estructuras de red y funciones definidas sobre ellas, que nosotros denominamos
un sistema complejo. En este trabajo se considera el caso en que las evoluciones temporales de
las estructuras y las funciones de la red estan acopladas entre si, lo cual implica la existencia de

propiedades emergentes (es decir, de comportamientos o propiedades del sistema que no pueden



ser explicados a partir del andlisis individual de sus partes). Este proceso en que la estructura y
la funciéon producen propiedades emergentes a partir de una dindmica acoplada lo denominamos

coevolucion.

El formalismo de sistemas complejos puede introducirse de manera casi inmediata en la es-
tructura conceptual de cualquier teoria en Fisica, aunque no haya sido considerado y analizado
de manera explicita hasta hace algunas décadas. De manera arquetipica, un sistema fisico es un
conjunto de particulas en el espacio-tiempo interactuando entre si y con el exterior a través de
campos que definen un hamiltoniano para el sistema. El movimiento de las particulas se describe
con variables dindmicas conjugadas (como la posicién y el momento, o la energia y el tiempo) a
través de un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas conocidas como leyes de movimiento,
las cuales normalmente se derivan de un principio de minima accién. Si las interacciones decaen con
la distancia, uno puede despreciar interacciones a largo alcance y definir una red de interacciones
donde los nodos son las particulas y los enlaces son las interacciones entre particulas definidas por
los acoplamientos en las leyes de movimiento. En otras palabras, la estructura de la red esta dada
por una configuracién de particulas e interacciones, mientras que su funcidn estd determinada por

el comportamiento de las variables dindmicas conjugadas.

En principio la estructura y la funcién de la red pueden interactuar entre si, pues el estado de
las variables dindmicas determina el tipo de interacciones que existen entre las particulas, y a su vez
las interacciones presentes en un momento dado definen la forma de las leyes de movimiento que
rigen a las variables dindmicas. Un ejemplo claro de como un sistema fisico puede ser representado
por una red se toma del campo de la Fisica del Estado Sélido [9], donde la estructura de un cristal
se modela por una configuracion periédica y estatica de atomos. En el modelo de amarre fuerte
utilizado para calcular la estructura de bandas electrénicas en un sélido, el hamiltoniano del cristal
se aproxima por una suma de hamiltonianos atémicos localizados en diferentes sitios de una red,
donde las funciones de onda son aproximadas por funciones de Wannier en los sitios atémicos.
Si los electrones estan fuertemente ligados a sus respectivos ntcleos, el traslape es menor y por
tanto podemos considerar a las funciones propias del hamiltoniano de una particula como funciones
propias del hamiltoniano del cristal. Asi, se llega de forma natural a la idea de una red asociada
al cristal donde cada atomo es un nodo y los enlaces representan las interacciones de intercambio
y directas con los atomos vecinos. Esta idealizacién ha resultado muy 1til en el analisis estadistico
de los sdlidos cristalinos y amorfos, pues ha sido fundamental para predecir y caracterizar efectos
tan relevantes como las transiciones de fase y las propiedades de las excitaciones elementales en los

materiales dieléctricos [10,11].
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La utilidad de los sistemas complejos como herramientas de descripcién de fenémenos en la
Naturaleza es particularmente clara cuando éstos presentan auto-organizacion, es decir, cuando los
elementos individuales del sistema alcanzan, a través de sus interacciones, estados caracterizados
por propiedades emergentes nuevas que trascienden las propiedades de las partes constitutivas del
sistema. Estas propiedades emergentes dependen de las caracteristicas de los elementos y sus in-
teracciones, las condiciones de frontera con el exterior y las distintas escalas en las cuales existe el
sistema. Por lo tanto, no pueden ser descritas a partir del anélisis de los componentes por separado,

y es necesario estudiar las interacciones presentes en todo el sistema a través de las distintas escalas.

Aunque aun no se tienen muchos avances en el andlisis matemaético formal de las propiedades
emergentes, desde hace algunos anos se reconoce de manera intuitiva que su presencia es comin en
los sistemas complejos, e incluso se considera como parte de su definicién. Al variar la escala en que
se observa un sistema complejo, desde las partes individuales hasta el sistema completo, se puede
ver una jerarquia emergente donde las estructuras de los niveles altos son nuevas caracteristicas
globales que no pueden ser descritas a partir de interacciones locales en periodos largos de tiempo,
pues los sistemas complejos en general presentan comportamientos cadticos [12,13]. Esto implica que
tales sistemas no pueden ser analizados en cada nivel de jerarquia por separado, ya que su evolucién
temporal depende del comportamiento del sistema a varias escalas. Bajo esta idea la coevolucién
es un concepto tutil para describir la emergencia de patrones, pues tal interaccion entre estructura
y funcién implica que el nimero de grados de libertad del sistema puede cambiar, y por tanto el

sistema complejo puede tener comportamientos cualitativamente distintos en cada escala.

Posiblemente la razén principal por la cual la teoria de sistemas complejos ha ganado tanta
popularidad en los ultimos afios radica en que se ha mostrado la existencia de estas propiedades
estadisticas emergentes en muchos sistemas fuera del ambito de la Fisica, y ha unificado varios de
ellos en cuanto a los modelos y propiedades requeridas para describirlos. En las ciencias sociales, por
ejemplo, resulta ya comun considerar a las comunidades de personas como redes donde los nodos
representan a los individuos y los enlaces las posibles interacciones o relaciones entre ellos (ya sean de
amistad, confilanza o sexualidad, o de cardcter profesional, politico o financiero, entre otros) [2,5].
Desde hace tiempo tales redes sociales han sido estudiadas de forma cuantitativa a partir de la
aplicacién de cuestionarios y el andlisis comparativo de las respuestas de los individuos [14] a fin
de determinar propiedades locales como la relativa importancia o centralidad de una persona en
la red [15,16]. Sin embargo, estos resultados son limitados debido al reducido tamafio de las redes

utilizadas o por la ambigiiedad presente en la asociacién de ntimeros o intensidades a ciertos tipos
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de relacion entre personas, donde las respuestas de los individuos dependen en gran medida de su

personalidad y los ambientes culturales, politicos y econémicos en los que viven.

Para evitar este tipo de problemas, recientemente muchas investigaciones en sistemas complejos
sociales han utilizado la gran cantidad de datos disponibles en la Internet, la WWW y otras re-
des tecnoldgicas de comunicacion para obtener sistemas de tamafio considerablemente mas grande,
donde las interacciones pueden ser cuantificadas de forma mds simple y directa (es decir, con un
registro electrénico cuantificable), como la relacién de colaboracién entre investigadores basada en
el nimero de articulos compartidos [17], o la relacién de amistad asociada al nimero y duracién
de llamadas telefénicas entre personas [18], en los cuales las herramientas matematicas de analisis
estadistico (heredadas principalmente de teorias fisicas) pueden usarse para describir propiedades
estructurales y funcionales de estas redes, como la presencia de correlaciones y transiciones de fase
de percolacién [19]. Aunque uno debe ser cuidadoso al derivar conclusiones sociales o de compor-
tamiento individual a partir de tales estudios, resulta convincente pensar que no sélo los sistemas
fisicos presentan propiedades emergentes dependientes de la escala; una red con un gran niimero
de interacciones sociales puede ser descrita a partir de un pequeno ntmero de variables globales,
pues los individuos se comportan estadisticamente de manera equivalente a pesar de que sus va-
riables microscépicas (basadas en la personalidad y fisiologia caracteristica, por ejemplo) sean muy

diferentes.

Para poder profundizar en el estudio de algunas propiedades generales de los sistemas complejos y
su aplicacion a fenémenos particulares de la Naturaleza, tenemos que establecer formalmente ciertos
conceptos y nociones bésicas que son utilizadas con frecuencia en este campo de investigacién. Por
lo tanto, en la primera seccion de este capitulo se presenta una pequena introduccién a la Teoria de
Graficas, el formalismo matematico usado para describir la estructura de una red. En la siguiente
seccion se describen las caracteristicas usuales de los sistemas dindmicos, los cuales representan la
funcién de la red. Finalmente, en la tiltima seccion se presenta la definicién maés general de un sistema
complejo que concierne a nuestro trabajo, en la cual las evoluciones temporales de estructuras y

funciones pueden interactuar entre si para determinar el comportamiento macroscopico del sistema.

1.1. Representacion y caracterizacién de redes

Histéricamente, la Teoria de Graficas fue iniciada por el matematico suizo Leonhard Euler en
1736 con su famosa solucion del “problema de los puentes de Konigsberg”, donde se cuestionaba

la existencia de un camino cerrado que cruzara cada uno de los siete puentes de la ciudad prusa
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solamente una vez'. En vez de encontrar todos los posibles caminos y eliminarlos progresivamente
hasta encontrar uno que cumpliera las restricciones del problema, Euler abstrajo la situacion consi-
derando cada parte de la ciudad como un nodo y cada puente como un enlace (los elementos bésicos
de una red o grafica), y posteriormente demostré que el camino deseado no existia. De manera si-
milar, la estructura de diversos fenémenos naturales, situaciones o sistemas puede representarse por
una grafica, donde las partes de dichos sistemas son los nodos, y las interacciones o relaciones entre
partes son los enlaces [1,4]. Claramente, la forma en que uno define tales partes e interacciones tiene
un efecto decisivo en la grafica resultante y por tanto en la abstraccion del fenémeno, por lo que
es fundamental que estas definiciones se hagan a partir de las necesidades descriptivas del modelo.
Desde la época de Euler (y en especial durante el siglo XX) la Teorfa de Graficas se ha desarrollado
de manera extensiva, y diversas referencias [20-24] compilan los numerosos resultados y aplicaciones
en ella. Las cantidades basicas para describir la topologia de una grafica que son relevantes para el

presente trabajo son comunes en la literatura matemaética y fisica, y se presentan a continuacion.

1.1.1. Representacién de redes

Una grdfica o grdfica no dirigida G se define como el par ordenado G = (N, €), formado por
el conjunto N = {nq,ng,...,ny} de nodos (también llamados vértices o puntos) y el conjunto
€ = {e1,e2,...,ep} de enlaces (también conocidos como bordes o lineas) e, = (n;,n;) que unen a
los nodos. Para enfatizar el nimero de nodos N y el nimero de enlaces E.? la grafica G se puede
denotar por G(N, E) o G, g mientras que los nodos n; se denotan por su orden i y el enlace ey, entre
los nodos i, j por e;; = (i, j) = (j, i) = ej;, pues ey es un par no ordenado. La forma usual de dibujar
una grafica consiste en representar los nodos por puntos o circulos y los enlaces por lineas entre
tales puntos o circulos, como se muestra en la figura (1.1a). Siguiendo la convencién de la literatura
fisica en sistemas complejos, las palabras grdfica y red se utilizan como sinénimos en este trabajo,
aunque tengan significados distintos en la literatura mateméatica®. Por otro lado, en una grdfica
dirigida G= (N, g) cada enlace tiene una direccién definida (representada por una flecha, como se
presenta en la figura (1.1b)), por lo que € tiene como elementos pares ordenados y (i, 7) # (j,1). La
grafica no dirigida G (dirigida C_j) se llama una grdfica con pesos G* = (N, E,'W) (C_fw = (N, g, 'W))
si la intensidad de cada enlace e;; se asocia a un peso w;; € W, los cuales se esquematizan con
diversos gruesos de linea (de forma similar a lo mostrado en la figura (1.1c). Finalmente, La grafica

no dirigida G (dirigida G) se llama una red geogrdfica G¢ = (N, &,C) (G° = (N, €, €)) si la posicién

LSolutio problematis ad geometriam situs pertinentis (Euler, 1736).

2En la nomenclatura usual, N y E se denominan el orden y tamano de G, respectivamente.

3En Teorfa de Gréficas, una red es una multigréfica (una grafica con posibles auto-enlaces o enlaces miltiples) con
capacidades naturales asociadas a cada enlace y nodos fuente y sumidero definidos [23].
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(a) (b) ()

Figura 1.1: Representacién de una grafica (a) no dirigida, (b) dirigida y (c) con pesos, la cual tiene
N = 18 nodos y E = 26 enlaces. En la grafica no dirigida tanto los nodos como los enlaces son
equivalentes entre si, en la dirigida la direccién de cada enlace se muestra con una flecha, mientras
que en la grafica con pesos éstos se representan esqueméticamente con diversos gruesos de linea.

de cada nodo n; se asocia a un conjunto de coordenadas ¢; € € en un espacio n-dimensional R".

La relacién entre N y E también da una nomeclatura para la grafica Gy . Si E ~ O(N?)
la grifica es densa, mientras que si E ~ O(N) la gréfica es rala*. La grafica Gy g se denomina
completa (o clique) si todo par de nodos comparte un enlace, y se denota por Ey. Si Ex es no
dirigida el nimero de enlaces en ella estd dado por E = (];f ) = N(N — 1)/2, mientras que si es

dirigida E = N(N — 1), pues en el segundo caso (i,j) # (j,4) V i,j € N. En particular, el clique €3

se llama triangulo.

Existen varias definiciones que conciernen secuencias dentro de gréficas. Entre ellas, una cami-
nata de longitud [ es una secuencia alternante no vacia ngeg . ..e;_1n; de nodos y enlaces en G tal
que e¢; = (i,i+ 1) Vi < [. La caminata de menor longitud entre los nodos ,j se conoce como el
camino mds corto o geodésica entre ¢ y j, mientras que un ciclo de longitud [ es una caminata
cerrada que empieza y acaba en el mismo nodo sin repetir algin enlace, y se denota por C;. Asi,
C3 = €3 es un triangulo y C4 un cuadrado, por ejemplo. Si existe una caminata entre cualquier par
de nodos 7, j en G la grafica se denomina conexa o conectada; en caso contrario se tiene una grafica
disconexa o no conectada. Una grafica G' = (N, &’) es una subgrdfica de G = (N,&) si N C Ny
g Cé.

Una forma 1til de representar completamente una red se logra con la matriz de conectividad o

adyacencia A. En una gréfica no dirigida G = (N, €), también llamada grdfica simple, A es una

4Formalmente, estas definiciones s6lo tienen sentido en familias de graficas con N — 0o, aunque de manera intuitiva
se pueden utilizar en gréficas individuales [23].
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matriz N X N con entradas

1 si(i,j)€é
Aij = : (1.1)

0 de otro modo
por lo que A es una matriz simétrica donde los enlaces se representan por unos y la diagonal tiene
ceros si no hay auto-enlaces. En una gréafica dirigida A no es necesariamente simétrica, mientras
que en una gréfica con pesos® se tiene A;; = w;; (ver la figura (1.1c)), donde la ausencia del enlace
(i,7) se representa con el peso w;; = 0. Para una grafica simple G, las potencias (o momentos) de
A se relacionan directamente con el nimero de caminatas de longitud determinada entre un par

cualquiera de nodos. Dada una longitud [ € N,

N N
(AN =D > Ay Ay, (1.2)
k=1 k=1
es decir, (Al )ij esta dado por una suma a la que sélo contribuyen los términos Ay, ... Ag,; = 1 que
corresponden a las caminatas n;(i, k1) . . . (k;, j)n; de longitud [ entre i y j. Asi, (A');; es el nmiimero
de caminatas de longitud | entre los nodos i, j de GG. La matriz de conectividad A y sus momentos
sirven para determinar varias cantidades cominmente utilizadas para caracterizar topolégicamente

una red, las cuales se presentan en la siguiente seccién.

1.1.2. Caracterizacion de redes
El grado de un nodo: distribuciones y correlaciones.

El grado (o niimero de coordinacion®) k; del nodo i en la red no dirigida G ~,E se define como el
nimero de vértices conectados con i a través de un enlace. A partir de las ecuaciones (1.1) y (1.2),

k; estd dado por
N

ki=Y_ Aij = (A%, (1.3)

j=1

pues cada entrada no nula en la columna 7 de A corresponde a un nodo incidente con i, y equi-
valentemente, por cada uno de tales nodos existe un ciclo Co que empieza y termina en i. En una
grafica dirigida G N,E, los enlaces cumplen (i, j) # (j,4) y resulta 1til definir los grados interno y

externo del nodo 7 como

N N
ki;nt = ZAJZ y kiemt = ZAU’ (14)
j=1 j=1

5 i )
°En este caso A también se conoce como la matriz de pesos, denotada por W.
STambién referido como conectividad en este trabajo.
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donde el grado total del nodo i en G es kit 4 k¢*t T Si la red tiene pesos las definiciones (1.3) y

(1.4) son equivalentes, pero ahora A;; = w;; V4,5 € N.

Si consideramos el grado como la tnica variable topoldgica relevante, la forma mas bésica de
caracterizar la red G se logra a través de la distribucion de grado P(k), definida como la probabilidad

de que un nodo escogido uniformemente al azar tenga grado k, o bien
Pk)=— (1.5)

donde Ny, es el nimero de nodos con grado k en G, y la relacién ), N = N define la normalizacién
de la distribucién, ) 5, P(k) = 1. En el caso de G necesitamos dos distribuciones, P(ki"t) y P(ket),
definidas de manera similar. De aqui, la forma en que el grado se distribuye en los nodos se puede

conocer calculando los momentos de P(k), dados por
(k") =Y k"P(k) para n€N. (1.6)
k

El primer momento (k) se conoce como el grado promedio de G, y se puede escribir también como
(k) = (1/N)°N | ki, donde (1/N)S2N | es el operador explicito de promedio para cantidades
discretas definidas en los nodos de la red®. Para las gréficas simples y conexas existe una relacién
bésica bastante ttil entre (k), N y E. Claramente, el nimero de enlaces E se puede calcular sumando
las conectividades de todos los nodos y dividiendo entre dos (pues cada enlace se cuenta dos veces),

por lo que E = (1/2) "N | ki = N (k) /2, es decir,
E
k) =2—. 1.
k) =27 (1.7

Una red cuya topologia estd completamente definida por su grado promedio (como la red al azar
de Erd6s-Rényi [25], que se aborda en el capitulo 2) se puede considerar como una aprozimacion de
orden cero para la descripcién de un fenomeno real, valida cuando el comportamiento del sistema se
puede definir totalmente a través de un parametro fijo. Por el otro lado, el segundo momento </~c2>
mide las fluctuaciones en la distribucién de conectividad P(k), las cuales resultan fundamentales
para establecer la estructura de ciertos tipos de redes. Por ejemplo, como se ve también en el

capitulo 2, la red libre de escala de Barabdsi-Albert [26] esta caracterizada por fluctuaciones libres

"No se debe confundir el grado total k™ + k£%¢ de un nodo en una grafica dirigida con el grado k; de un nodo en
una red no dirigida.

8Para simplificar las ecuaciones la notacién (o) se puede obviar, suponiendo la accién del operador de promedio a
través de la eliminacién del subindice i, es decir, @ = (1/N) 3 | o;.
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de cota, pues <k2> diverge en el limite kg — 00, con kyqq €l grado mdximo en la red. Se pueden
conocer momentos superiores, o incluso determinar la forma explicita de P(k), lo cual nos lleva a
una aproximacion de primer orden para la descripcién de un fenémeno real, dada por una red cuya
Unica constriccién es la forma de su distribucién de grado. Aunque esta aproximacién puede resultar
més precisa que la anterior, sigue basandose en propiedades locales de la red, e ignora correlaciones
entre nodos que pueden existir en sistemas reales [27,28]. Asi, una aprozimacion de sequndo orden se
caracteriza por tener una distribucién P(k) dada y una funcién de correlacién de dos puntos, como
la probabilidad condicional P(k'|k) (también llamada probabilidad de transicion), definida como la
probabilidad de que un nodo con grado k previamente conocido esté conectado a un nodo con grado

k', la cual cumple con la condicién de normalizacién ), P(K'|k) = 1.

Para encontrar una relacién entre P(k) y P(K'|k) es necesario considerar el nimero total de
enlaces entre un vértice con grado k" y otro con grado k, denotado por Ej/. Este nimero (simétrico

ante el intercambio de sus indices) cumple las relaciones
> Ewk=kNy y Y.> Ewx=2E=(k)N, (1.8)
k' kK

pues el nimero de enlaces que emanan de nodos con grado k es kNj y, por la ecuacién (1.7), el
doble del ntimero total de enlaces es igual a la suma de todos los grados en G. Asi, a partir de la
ecuacion (1.8) la probabilidad conjunta P(k',k) (la probabilidad de que en la eleccién aleatoria de
un enlace en G encontremos en sus extremos nodos con grados k' y k de forma simultédnea) se puede
calcular como

Eyi Eyg

PRR = s T ~ TN (19)

y con las ecuaciones (1.5), (1.8) y (1.9) la probabilidad condicional toma la forma

9

iy Ewk  Ewpx (k) P(K k)
Pklk) = Bk kNy  kP(k) (1.10)

Ahora bien, la simetria de la probabilidad conjunta (heredada de la simetria de Fj) implica
P(K' k) = P(k, k'), por lo que podemos escribir nuevamente la ecuacién (1.10) con los indices £/, k
intercambiados e igualar las dos ecuaciones para obtener la relacién de conservacion de nimero de

enlaces

kP(K|k)P(k) = K P(k|k)P(K), (1.11)

9De hecho, esta expresién es un caso particular del axioma de probabilidades condicionales en Teoria de Proba-
bilidad, P(A|B) = P(A, B)/P(B) [29], de donde se puede inferir que el evento B corresponde en este caso al hecho
de seguir un enlace y encontrar al final un nodo con grado k, por lo que la probabilidad asociada a tal evento es
Penc(k) = kP(k)/ <k>
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llamada en la literatura condicion de balance detallado de grado [30], la cual establece simplemente
que el niimero de enlaces que van de nodos de grado k a nodos de grado k' debe ser igual al niimero
de enlaces que van de vertices de grado k' a vértices de grado k, y se puede ver como una relacién
de cerradura que asegura la existencia de la red (pues todo enlace en G debe tener dos nodos en los

extremos).

En el caso de una red G™¢ sin correlaciones entre los grados de sus nodos, una expresién explicita
para la probabilidad de transicién se puede derivar de forma relativamente sencilla. Cuando no
existen correlaciones entre los grados k', k de dos vértices conectados entre si, la probabilidad
conjunta P™(k’, k) es simplemente el producto de las probabilidades de seguir un enlace y encontrar
en sus extremos nodos con grados k' y k, es decir, P" (k' k) = K'kP(k')P(k)/(k)?. De este modo,

a partir de la ecuacién (1.10) la probabilidad de transicién en el caso no correlacionado es

K P(K)

(1.12)

En cuanto a la ecuacién (1.11), es afortunado que exista una relacién fundamental entre las
distribuciones P(k) y P(k'|k) que permita establecer caracteristicas de las correlaciones en una red
con tan pocas restricciones y de manera formal, pero atn asi, los datos correspondientes a P(k'|k)
en sistemas reales son en general dificiles de interpretar debido al ruido existente por el orden finito
N de la red, por lo que resulta practico definir el promedio del grado de los nodos adyacentes a un
vértice dado a partir de tal distribucién. Dicha cantidad, conocida como el grado promedio de los

vecinos mds cercanos de los vértices con grado k [31], estd dada por

N
1
— / / — .. .
<k3nn(k7)> - ;k P(k |k) - T]Vk ;;Awkjv (1'13)
donde la primera expresién (en términos de P(K’|k)) muestra la dependencia explicita en k de

manera formal, y la segunda es una definicién operativa de tal promedio, con una suma sobre los

nodos ¢ de grado k.

La correlacién promedio (kyy,(k)) es una forma simple, intuitiva y itil de definir una estructura de
grado en la red, conocida como asortatividad [28]. En la gréfica no correlacionada G"¢, las ecuaciones
(1.12) y (1.13) resultan en (k7'¢) = (k?) / (k), es decir, (kI%) es una constante independiente de k,
por lo que G™ se denomina no asortativa. En cambio, las redes correlacionadas se clasifican como
asortativas si (knyn(k)) es una funcién creciente de k (lo cual es usual en redes asociadas a sistemas

sociales, e indicador de que nodos de cierto grado tienden a conectarse con vértices de grado similar),

18



(Fnn () (knn (K)) (knn (K))
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Figura 1.2: Representacién esquematica de los comportamientos caracteristicos del grado promedio
de los vecinos mas cercanos (kn,(k)) como funcién del grado k, conocidos como (a) no asortatividad,
(b) asortatividad y (c) disasortatividad. En las gréficas no asortativas (ky,) es independiente de k,
mientras que las redes correlacionadas son asortativas o disasortativas si (k. (k)) es una funcién
creciente o decreciente de k, respectivamente.

y como disasortativas si (knyn(k)) es una funcién decreciente de k (visto en redes que representan
sistemas biolégicos o tecnoldgicos, donde normalmente los nodos de grado alto tienden a conectarse
con vértices de grado bajo). Un esquema de estos comportamientos caracteristicos se presenta en

la figura (1.2).

El coeficiente de agrupamiento.

La propiedad de agrupamiento o transitividad en una red es una medida de la cantidad de
tridngulos €3 presentes en ella. Una red no dirigida G es altamente transitiva si, una vez encontrados
los enlaces (i,7) y (j,1) para nodos i, j y [ arbitrarios, existe una alta probabilidad de que el enlace
(i,1) también exista, de donde se deriva el nombre. La palabra agrupamiento proviene del lenguaje
de redes sociales, pues un tridngulo (que representa, por ejemplo, el caso en el que “el amigo de
mi amigo también es mi amigo” [5]) es el bloque bésico de una estructura social, y por tanto la
presencia de muchos tridngulos indica la existencia de grupos o comunidades en la red'®. Al igual
que el grado de un nodo, el agrupamiento es una propiedad local de G (aunque ya toma en cuenta
correlaciones de corto alcance pues implica la existencia de ciertos enlaces entre vértices) y puede
usarse para describir la red de manera global a través de un coeficiente promediado sobre todos los
nodos de G. La forma en que tal promedio se evalia define dos coeficientes bésicos asociados a esta

propiedad. En primer lugar, el coeficiente de transitividad T se define como la fraccién de tripletes

10No obstante, el problema de caracterizacién y deteccién de comunidades en G (encontrar una subgréfica G’ C G
que comparta ciertas propiedades topoldgicas definidas como relevantes) va mds alld de la simple determinacién de
una propiedad local en la red como el agrupamiento, y se analiza con detalle en el capitulo 4.
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conectados que también forman triangulos en G [2,17], es decir,

T_ 3 X numero de tridngulos

, 1.14
numero de tripletes conectados ( )

donde un triplete conectado se forma por un vértice con enlaces a un par no ordenado de nodos, y
el factor 3 estd presente pues cada tridngulo contribuye con tres tripletes conectados (centrados en
cada vértice de €3), y asegura la normalizacién 0 < T' < 1, con los valores extremos T'=0y T =1
correspondientes a una red sin triangulos y al clique €y, respectivamente. Asi, T es la probabilidad

media de que dos nodos conectados con el mismo vértice también esten conectados entre si.

Por el otro lado, el coeficiente de agrupamiento local del nodo i, Cj, se calcula como el niimero
de enlaces existentes entre los k; vecinos de i dividido entre los k;(k; — 1)/2 posibles enlaces [32,33],
o de manera equivalente, como la fraccién de los posibles tridngulos con ¢ como uno de sus vértices
que de hecho estan presentes en G. Entonces, si niA denota al nimero de tridngulos €3 que incluyen
ai,
n (A3);

Ci= Ki(k; - D) ki(ki—1) (1.15)

pues el nimero de ciclos C3 que empiezan y acaban en i, (A3%);, es igual al doble del niimero
de tridngulos que incluyen a ¢. De forma adicional, se define C; = 0 en los casos indeterminados
k; = 0,1. Con esto, el coeficiente de agrupamiento C de la red es el promedio de C; sobre todos los

nodos en G, es decir,
1
C = NZC’" (1.16)

Aunque Ty C coinciden en la normalizacién y el tipo de gréficas correspondientes a sus valores
extremos, consideran 6rdenes distintos en el cdlculo de la razén entre tridngulos y tripletes y el
promedio sobre vértices. Mientras que T mide la razén de los promedios, C calcula el promedio de
la razén, por lo que en C' pesan mas las contribuciones de nodos con grado bajo y en general los

coeficientes toman valores diferentes para la misma grafica G.

El coeficiente de agrupamiento local se puede generalizar a una grafica dirigida G considerando
la asimetria de su matriz de conectividad A. De acuerdo a la ecuacién (1.15), en una gréfica no
dirigida C; cuenta el nimero relativo de tripletes conectados (formados por los enlaces (7, j) y (4,1),
por ejemplo) que forman un tridngulo con el enlace adicional (j,1). Asi, en G esta definicién se
puede extender separando las contribuciones correspondientes al grado interno kf"t (los triangulos
formados por (j,7) y (I,7)) y al grado externo k¢** (los tridngulos formados por (i, ) y (4,1)), pero

aun asf se tiene una ambigiiedad en la seleccién del enlace adicional, pues (j,1) # (I, 7). Normalmente
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tal problema se resuelve tomando un factor simétrico que considera ambos enlaces [22], y a partir
de la ecuacién (1.4) los coeficientes de agrupamiento local interno y externo del nodo i en la grafica

dirigida G se definen como

N
. 2 A+ A
omt — ____— A~iAig,
LRk 1) ZZ_ T
" (1.17)
2 A+ A
e E A Ay J
CZ kiext(kiezt _ 1) J l 92

jl=1

En el caso de una red no dirigida con pesos G%, los enlaces adicionales (j,1) no presentes para
formar tridngulos no tienen un peso definido, por lo que también existe una ambigiiedad en la
redefinicién del factor de normalizacién k;(k; — 1)/2 de la ecuacién (1.15). A diferencia del caso
dirigido, aqui no existe una nomenclatura tan establecida, y la definicion del coeficiente local de
agrupamiento con pesos C; depende de las necesidades especificas del modelo en cuestién. Por
ejemplo, se puede normalizar de manera global con el peso promedio (w) = (1/2E) nyj:l w;j sobre

todos los enlaces de G* [22],
w_ (A

i = W7 (1.18)

o se puede normalizar de manera local con el peso conjunto s; = Z;VZI w;; de los enlaces de @ [34],

N

“= si(ki — 1) jlz_:l 5 0(wij)0(wi)0(ws), (1.19)

111

donde 6 es la funcién escalén usual'*. Estas definiciones se pueden extender al caso dirigido G* de

manera relativamente directa a partir de las ecuaciones (1.17).

Distancias y medidas de centralidad sobre la red.

La caracterizacién topolégica de una grafica a través de medidas locales como el grado o el
coeficiente de agrupamiento puede servir para establecer la “importancia” de un nodo respecto a
los otros, donde la importancia de un vértice se relaciona con el efecto que su exclusion tiene sobre
la estructura y funcionamiento de la red [35]. No obstante, cuando la grafica se utiliza para describir
procesos de transporte o comunicacién en un sistema real, medidas relacionadas con las distancias
entre nodos han resultado de mayor utilidad, y llevan al concepto de centralidad de un vértice en la

red, utilizado principalmente en el &mbito de las ciencias sociales para describir dicha “importancia”

119(;15):{1 siz >0

0 siz<0’
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de los elementos en un sistema dado [14]. Como se menciona en la seccién 1.1.1, la geodésica entre
los nodos i y j es la caminata de menor longitud entre ellos, y su tamano L;; sirve para definir la
matriz de distancias L, una matriz simétrica que contiene todas las geodésicas en la red no dirigida
G. Con esto, la longitud promedio del camino mds corto entre los nodos de una subgrafica conexa

G’ C G, también denominada longitud caracteristica de G’ se define como

1
L= N,(N,_DEJ:LJ (1.20)
i
donde los indices i y j corren sobre todos los vértices pertenecientes a G' = G’y /. Claramente,

el promedio L sélo esta bien definido para componentes conexas de la red, pues L;; tiene un valor
indeterminado cuando no existen caminatas entre los nodos i y j. Si en tal caso se considera que
la distancia L;; diverge, el factor L;; en la ecuacién (1.20) se puede sustituir por su inverso para
definir la eficiencia de G [36], la cual estd bien determinada en una red disconexa. Como se ve en
el capitulo 2, la relacién entre la longitud caracteristica y el coeficiente de agrupamiento sirve para
definir una clase de graficas conocidas como las redes de mundo pequeno de Watts-Strogatz, donde

un coeficiente de agrupamiento alto puede coexistir con una longitud caracteristica pequena [33].

La forma mads simple de cuantificar la centralidad de un nodo en G’ se logra con el coeficiente

de centralidad o cercania del vértice i [2,22], definido como

(1.21)

donde, como antes, el indice j corre sobre los vértices de G’. Asi, el nodo i mds central en G’ es
aquel para el cual ¢(7) es maximo, es decir, el nodo con una geodésica de longitud promedio minima
con cualquier otro vértice. No obstante, en ciertas situaciones no es suficiente con tener el nodo
mas cercano en promedio a los demads, pues se necesita informacioén acerca de la capacidad de dicho
vértice para transmitir informacién entre cualquier par de nodos. En tales casos resulta util definir

la proximidad del nodo i [15,16] como

. n;i(i)
b(7) = 290 1.22
0=y " (1.22)
gl
i#j#l
donde n;; es el nimero total de geodésicas distintas entre los vértices j y [, y nj; () es el nimero de

tales caminatas que pasan por . Con esta definicién, un nodo es central si b(i) es maxima, es decir,

si hay una alta probabilidad de que una transmisién de informacién (o alguna otra variable relevante
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del sistema) sobre las geodésicas de la red pase por i. En las ciencias sociales es comun considerar
al grado, la cercania y la proximidad como las medidas bésicas de centralidad de un individuo en
una red social [14]. La ecuacién (1.22) se puede extender de manera directa a los enlaces en G’ en
la llamada proximidad de enlaces, donde se considera el niimero relativo de geodésicas que pasan

por un enlace dado.

1.2. Dinamicas no lineales

Una vez establecida la estructura de una red, que usualmente se utiliza para representar las
partes de un sistema en la Naturaleza y las interacciones entre éstas, resulta coherente considerar
su funcion, es decir, la evolucién temporal de las propiedades medibles de tales partes y sus inter-
acciones en términos de conjuntos de ecuaciones diferenciales o de diferencias (en general acopladas
de manera no lineal) denominados sistemas dindmicos en la literatura fisica. Desde hace tiempo
tal enfoque ha sido utilizado con éxito en las areas de Fisica de Estado Sélido y Materia Conden-
sada para describir fenémenos tan diversos como la estructura de bandas electrénicas en un sélido
(calculada, por ejemplo, con el modelo de amarre fuerte), el magnetismo proveniente del comporta-
miento colectivo de millones de espines (donde se reconoce el famoso modelo de Ising y sus multiples
variaciones), la condensacién de Bose-Einstein y la superfluidez en sistemas cudnticos de muchas
particulas, el auto-ensamblaje en materiales nanoestructurados y los procesos termodindmicos en
sistemas astronémicos, entre muchos otros [11]. Con el paso del tiempo se descubrié que las propie-
dades estadisticas emergentes de tales sistemas también eran caracteristicas de procesos bioldgicos
y ecolégicos como la morfogénesis (descrita usualmente con los sistemas de reaccién-difusién), las
oscilaciones y sincronizaciones en sistemas quimicos, celulares y de grupos de animales, la dispersion
y propagacién de enfermedades, el funcionamiento de redes metabdlicas, neuronales y de expresién
genética, y muchos mas [2,37]. En los tltimos anos, la ubicuidad de dichas propiedades emergentes
en la Naturaleza ha sido utilizada en el campo de Sistemas Complejos para estudiar sistemas sociales
basados en relaciones personales y colaboraciones profesionales, redes de transporte, comunicacién
y tranferencia de informacién (entre las que destacan las redes de llamadas telefénicas, la Internet y
la WWW), e incluso sistemas lingiiisticos y seménticos [1,3]. Algunos de los fenémenos y procesos
mencionados con anterioridad son analizados en detalle y desde esta perspectiva en el capitulo 3, por
lo que por ahora nos restringiremos a describir las propiedades generales de los sistemas dindmicos

no lineales.
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Un sistema dindmico continuo no lineal se define formalmente a partir del conjunto de ecuaciones

ds =

— =F.(5 1), 1.23

B R (1.23)
donde el vector § = {s1(t),...,s,(t)} contiene las variables de estado o campos s;(t) del sistema

(que codifican las propiedades dindmicas relevantes a estudiar)'? y las componentes del vector F. =
{F1(58,t;7r),...,F,(8 t;7)} son funciones no lineales que dictan la evolucién temporal (o cinética)
de las variables de estado de forma acoplada y en términos de un conjunto de pardmetros {r} que
definen las posibles acciones externas sobre el sistema. Aunque estos sistemas de ecuaciones no
lineales son en general imposibles de resolver y sus comportamientos cuantitativos y cualitativos
sélo se han establecido en casos particulares, existen ciertas propiedades cualitativas universales que
dan intuicién sobre ellos. Para encontrarlas es necesario definir el espacio de estados o espacio fase
del sistema, un espacio n-dimensional con un eje por cada variable de estado s; (y por cada variable
conjugada también), donde la trayectoria del sistema 5(t) se visualiza de manera abstracta como
un “flujo” por el espacio fase guiado por un “campo de velocidades” ds/dt = F’;, de manera similar
a lo que sucede en un liquido. El tipo de trayectorias que dicho flujo describe define tres posibles

comportamientos tipicos del sistema, caracterizados por sus atractores asociados [8]:

= Los puntos 5j en el espacio fase tales que dsp/dt = 0 se conocen como puntos fijos o singulares,
y representan los estados de equilibrio del sistema, donde el campo de velocidades es cero y
por tanto las variables de estado no cambian con el tiempo. Si la trayectoria 5(¢) tiende a 5p
conforme ¢ — oo para un conjunto {r} dado Sy se conoce como un punto fijo estable (es un
punto que “atrae” estados en un vecindad inmediata) mientras que en el caso contrario se
conoce como un punto fijo inestable. La forma precisa en que 5(t) tiende o se aleja de 5y define
varios tipos de puntos fijos como los nodos, los nodos degenerados, los focos y los puntos silla,

cuya definicién precisa no nos concierne aqui.

» Las superficies conexas y cerradas que separan regiones del espacio fase y atraen o repelen
trayectorias §(t) de acuerdo a la regién donde se encuentren se denominan ciclos limite, y
representan comportamientos oscilatorios del sistema sustentados a lo largo del tiempo. Segin
el teorema de Poincaré-Bendixson, las trayectorias en una region compacta de un espacio fase
plano de dos dimensiones sélo pueden tender a puntos fijos o ciclos limite, lo cual es un

resultado importante en el andlisis cualitativo de sistemas dindamicos continuos.

2Formalmente, el vector § también contiene a las variables conjugadas de las variables de estado, lo cual permite
definir correctamente el espacio fase del sistema, como se ve a continuacién.
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» Un conjunto de estados por los que 5(t) pasa sin hacer repeticiones o parar se conoce como
un atractor extrano, y caracteriza un comportamiento cadtico del sistema donde estados ini-
cialmente cercanos pueden alejarse de manera exponencial con el paso del tiempo (de acuerdo
a los llamados exponentes de Liapunov [12]), lo cual limita bastante la predictibilidad en el
modelo y en los fenémenos naturales asociados. Tomando en cuenta el teorema de Poincaré-
Bendixson, el caos puede aparecer en espacios fase no planos o de dimensién mayor a dos, lo
cual lo hace una caracteristica bastante comin en los sistemas dinamicos, y parte de su éxito

como herramienta matematica de descripcién de fendmenos reales.

Asi, la distribucién y tipo de atractores presentes en un espacio fase (que forman el llamado
retrato fase del sistema) determinan la manera cualitativa en que las trayectorias 5(t) se comportan
a lo largo del tiempo. Cuando el espacio fase tiene puntos fijos estables solamente, el sistema tiene
a un patrén estatico sobre el espacio en el cual estd definido. Si existen interacciones F; y F; que
compiten entre si, el sistema usualmente presenta muchos puntos fijos correspondientes a estados
de equilibrio local que pueden no coincidir con los minimos o méaximos globales de un potencial
definido en todo el espacio fase. Tal incapacidad de alcanzar los valores extremos de un potencial
asociado a §(t) se conoce como frustracion del sistema, y es comun en estructuras fisicas como los
vidrios de espin. Por el otro lado, en presencia de ciclos limite las variables de estado s;(¢) tienden a
oscilar en el tiempo con amplitudes y fases determinadas, y la existencia de interacciones acopladas
puede permitir que las partes del sistema se auto-organicen y sincronicen en una oscilacién global,

fenémeno conocido como un fijamiento de la amplitud y fase del sistema.

Estos dos comportamientos caracteristicos (la formacion de patrones espaciales y el fijamiento de
amplitudes y fases) son ejemplos particulares de una de las propiedades universales de los sistemas de
ecuaciones diferenciales con acoplamiento no lineal que los hacen especialmente aptos para describir
sistemas complejos en la Naturaleza, el rompimiento espontdneo de simetria, en el cual la seleccion
de valores criticos del conjunto de pardmetros externos {r} lleva al sistema a un estado de baja
simetria muy robusto ante perturbaciones y cambios en las condiciones iniciales [6]. Esta situacién es
similar a la dictada por un principio presente en cualquier sistema fisico conocido hasta la fecha, que
relaciona el comportamiento dindmico del sistema con las simetrias de los campos que actiian sobre
é1'3. El rompimiento espontdneo de simetria se debe a bifurcaciones en el espacio fase, las cuales
aparecen cuando un cambio continuo en el conjunto de pardmetros {r} causa una modificacién

topoldgica en el retrato fase del sistema, es decir, cuando la estabilidad de los puntos fijos 55 cambia

13De manera més especifica, el teorema de Noether nos dice que en cualquier sistema mecénico con un lagran-
giano definido la presencia de una simetria continua y diferenciable de la accién indica la existencia de una ley de
conservacion, es decir, una variable del sistema que no cambia con el tiempo [12].
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(las bifurcaciones locales, como la bifurcaciéon de Hopf) o cuando ciclos limite y puntos fijos se unen

para formar un atractor distinto (las bifurcaciones globales).

Un ejemplo habitual y muy socorrido de formacion de patrones espaciales ocurre en algunos
sistemas de ecuaciones diferenciales de reaccién-difusiéon conocidos como modelos de Turing, en
los cuales sustancias quimicas denominadas morfégenos interactian entre si para formar patrones
de concentracién estacionarios y muy robustos ante perturbaciones externas [37]. En la ecuacién
(1.23) de un modelo de Turing tipico, las variables de estado s; son las concentraciones de los
morfégenos considerados, y las funciones de interacciéon F; contienen las leyes cinéticas de reacciones
quimicas y de difusién de componentes diluidos. Aunque un proceso difusivo tiende a crear estados de
concentracién uniforme, en un sistema de Turing la interaccién de fenémenos de reaccién y difusion
puede causar el paso de estados altamente simétricos a estados con patrones estructurados estables.
Este mecanismo de rompimiento de simetria, conocido como una “inestabilidad causada por la
difusién” o simplemente como una inestabilidad de Turing, es un ejemplo de cémo las bifurcaciones

en el espacio fase pueden generar cambios dindmicos considerables en el sistema.

Por el otro lado, un caso de fijamiento de fases ocurre en el modelo de Kuramoto, el cual
describe un conjunto de osciladores de ciclo limite acoplados, donde las frecuencias naturales de
cada uno siguen una distribucién determinada [38]. Aqui las variables de estado s; son las fases
de los osciladores, mientras que la interacciones F; involucran a las frecuencias naturales y ciertas
funciones de acoplamiento entre las fases. Cuando la fuerza de acoplamiento excede un limite dado,
el sistema presenta una transicién de fase en la cual algunos de los osciladores se sincronizan de
inmediato, mientras que otros permanecen incoherentes. En otras palabras, una bifurcacién en el
espacio fase genera un rompimiento espontaneo de simetria, como en el modelo de Turing. Estos

dos sistemas se analizan con mas detalle en el capitulo 3.

La presencia de bifurcaciones puede ilustrarse matematicamente de forma sencilla, sin tener
que considerar los detalles de un modelo en particular. Dado un sistema dindmico 5(t) que sigue
la ecuacién (1.23) y se encuentra sobre un punto fijo 5y en su espacio fase, es razonable pensar
que una pequena perturbacion de tal estado de equilibrio hard que el sistema responda de manera
lineal, sin importar la estructura especifica del vector de interaccion F.. En otras palabras, para

una perturbacion Sy + €@l con € ~ 0, el sistema (1.23) se puede sustituir por la ecuacién

&, (1.24)

donde L, es un operador lineal asociado a F,. Las soluciones a la ecuacién (1.24) son de la forma
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exp(wnt)Zy,, donde cada modo normal Z, debe cumplir la ecuacién de valores propios

LT = wnZn, (1.25)

y la cardinalidad del conjunto {n} define la dimensién del espacio en el cual se expande linealmente
la solucién no perturbada 5(t). La forma especifica de los valores propios complejos w, = Re(wy,) +

iJm(wy,) define el tipo de atractores posibles del sistema [6]:

» Para Re(w,) > 0 el modo &, es inestable.

Para Re(wy,) < 0 el modo Z, es estable.

Para Re(wy,) > 0 y IJm(wy,) # 0 hay oscilaciones en el tiempo.
» Para Re(w,) > 0y IJm(w,) = 0 puede haber fluctuaciones espaciales.

De esta forma, la posicion de los valores propios wy, en el plano complejo determina el retrato fase
del sistema §(t) en la cercania del punto fijo 5y, y las bifurcaciones se presentan cuando un cambio
del conjunto de pardametros externos {r} hace que algin w, cruce el eje real o imaginario y por

tanto modifique la dindmica del sistema.

1.3. Sistemas complejos

En las secciones anteriores se han introducido los conceptos de red y sistema dinamico, que
se utilizan respectivamente para describir la estructura y la funcién de un sistema complejo. Esto
nos permite definir dos formas extremas y opuestas de analizar la manera en que el fenémeno
descrito cambia a lo largo del tiempo: podemos estudiar las caracteristicas estaticas o dinamicas
de una estructura de red sin funcion, o la forma en que la funcion evoluciona en el tiempo en una
estructura de red estdtica. En el primer caso consideramos la estructura del sistema como una red de
partes constitutivas e interacciones entre ellas (que cambian en el tiempo de acuerdo a ciertas reglas
dadas por el modelo particular utilizado) e ignoramos la funcién de la red (ya que, por ejemplo, las
variables de estado cambian en una escala de tiempo mayor a la considerada por la estructura), por
lo que el andlisis del sistema consiste en caracterizar cémo la red crece y evoluciona algin estado
final, y posteriormente en relacionar tales estados finales con las condiciones iniciales y las reglas
de evolucién de la red. Este método (utilizado de manera fructifera para describir la generacién
y desarrollo de ciertas redes tecnolégicas, de comunicacién, sociales y lingiiisticas [1]) ha llevado

al estudio exhaustivo de las redes aleatorias, de mundo pequeno y libres de escala revisadas en el
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capitulo 2, y es especialmente 1til cuando nos interesa predecir la estructura estdtica final de una red
(como la red eléctrica en una ciudad) a partir de sus reglas bésicas de evolucién (como la necesidad

de conectar eficientemente cualquier zona de la ciudad a una central eléctrica).

Por el otro lado, podemos suponer que la red de interacciones del sistema estd fija en la escala de
tiempo considerada por el modelo, y preocuparnos tan solo por la evolucién temporal de la funcién de
la red, es decir, estudiar el sistema dindmico asociado al fenémeno. En este caso el analisis del sistema,
consiste en relacionar el retrato fase, las posibles bifurcaciones y rompimientos de simetria con el
tipo especifico de red sobre el cual se define el sistema dindmico. Este segundo método (utilizado,
entre otros, para describir procesos de difusién, propagacién y sincronizacion en sistemas biolégicos,
ecoldgicos y sociales [2], algunos de los cuales se abordan en el capitulo 3) proporciona informacién
acerca de la manera en que la red de un sistema puede afectar la transmision de datos, bienes o
enfermedades en ella, y por tanto es fundamental para determinar las estructuras de red necesarias
para optimizar dichas transferencias (como en el caso del envio de datos entre computadoras) o
disminuirlas al maximo (como, por ejemplo, al considerar la propagacién de enfermedades infecciosas

en una comunidad).

No obstante, existen situaciones en las cuales modelar al fenémeno solamente como una estruc-
tura sin funcién o como una funcién sin estructura no es suficiente, pues existe una interaccion
explicita entre la topologia de la red y las variables de estado definidas sobre sus nodos. En el pro-
ceso de diferenciacién celular en un sistema organico, por ejemplo, las redes genéticas contenidas en
los cromosomas pueden seleccionar distintos pozos de atraccién para expresar genes determinados
de acuerdo a cambios en condiciones externas como la composicién quimica del ambiente en el que
se encuentra la célula o incluso la curvatura del tejido cercano [39,40]. En el proceso de formacion de
opinién en una comunidad humana, la forma en que cada individuo desarrolla su opinién respecto a
un tema especifico depende en gran medida de las personas con las cuales discute tal tema, y dicha
red de amistades o conocidos cambia todo el tiempo debido a la propia dindmica de la comunidad
social [41-45]. A fin de poder establecer una base mas formal para estudiar este tipo de fenémenos
en los cuales la coevolucion entre estructura y funcién tiene un papel relevante, en este trabajo

definimos un sistema complejo como el conjunto de ecuaciones

G = (N({5i}, 1), E({5i} . 1),

A (1.26)
— = F(G, {5}, t;r),  i,j=1,...,N,

donde se retoma la notacién establecida en las secciones 1.1 y 1.2, es decir, un sistema complejo
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esta formado por una red G cuyos nodos y enlaces cambian por el paso del tiempo y la forma del
conjunto de vectores de estado {S;}, y por sistemas dindmicos 3; para cada nodo de G cuya evolucién
temporal depende de la red, el conjunto mismo de vectores de estado y el conjunto de pardmetros
externos {r} 4. En otras palabras, la ecuacién (1.26) nos dice que en un sistema complejo en general
las variables dindmicas que describen el estado temporal de cada nodo (es decir, la funcién) hacen
que la topologia de la red (es decir, su estructura) cambie en el tiempo adaptandose a la funcién, y

por tanto incluye de forma automatica el concepto de coevolucién.

Aunque la mayor parte de la literatura considera la evolucién temporal de estructura y funcién
por separado [1-8], existen ya algunos trabajos que implementan cierta interaccién entre la topologia
de la red y el sistema dindmico definido sobre ella. En la referencia [46], los autores introducen un
modelo evolutivo para describir las interacciones cataliticas entre poblaciones de distintas especies,
las cuales cambian debido a mutaciones de las especies menos aptas. En éste se introducen dos tipos
de variables dinamicas que interactian entre si; las variables rdpidas que modelan la dindmica de las
poblaciones de las especies, y las variables lentas que describen los enlaces en una gréafica dirigida,
la cual representa a su vez las interacciones cataliticas entre especies diferentes. De esta forma, la
dindamica definida sobre la red modifica su topologia y viceversa, y la red puede pasar de un estado
inicial aleatorio a uno altamente no aleatorio dependiendo de los valores tomados por los parametros
del modelo. Como otro ejemplo, en la referencia [47] se presenta un modelo matematico simple para
describir la coordinacién y agrupamiento de conjuntos de peces, animales e insectos, el crecimiento
de colonias de bacterias, y en general la emergencia de movimiento auto-ordenado o sincronizacion
en sistemas bioldgicos, en el cual las particulas se mueven con velocidad absoluta constante y en
cada paso de tiempo toman la direccién de movimiento promedio de sus vecinas en cierta regién con
una perturbacion aleatoria adicional. Variando el valor de la perturbacion, los autores demuestran
que existe una transicién de fase de una velocidad promedio nula a un transporte neto finito a partir
de un rompimiento espontaneo de la simetria rotacional. En otras palabras, la evolucién del sistema
se mapea a una red dinamica, donde los enlaces se agregan o quitan entre particulas que son vecinas
0 no, lo cual depende a su vez de la dinamica de cada particula, es decir, de su variable de estado, y
tal interaccién entre dinamica y topologia produce una propiedad emergente, el movimiento grupal

en una direccién escogida de manera espontanea.

Existen trabajos més recientes [48-50] en los que se ha reconocido (aunque atin de manera intui-

4 Claramente, esta definicién se puede extender de manera inmediata para incluir una o varias redes no dirigidas,
dirigidas o con pesos dependiendo de las necesidades particulares del modelo utilizado, aunque en lo que respecta a
nuestro trabajo usualmente sélo consideraremos el caso més sencillo, es decir, una sola red no dirigida con vectores
de estado de una entrada.
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tiva y basada en ejemplos particulares) que la interaccién entre estructura y funcién es fundamental
para permitir la existencia de propiedades emergentes de los sistemas complejos tan relevantes como
la emergencia y segregacion en comunidades de la red, razén por la cual tal interacciéon ha recibido
el nombre especial de coevolucién, concepto béasico sobre el cual se basa la presente investigacion.
Como en las referencias mencionadas con anterioridad y otros trabajos el estudio de la evolucién de
tales redes adaptativas tan sélo se realiza en casos particulares sin dar una importancia explicita a
este concepto, en nuestra investigacion se propone disefiar un marco tedrico general que establezca
la coevolucion como parte de cualquier sistema complejo y la relacione directamente con sus pro-
piedades emergentes (como se muestra en el capitulo 5) y se pretende ejemplificar su utilidad con el
estudio de un caso particular en los capitulos 7 y 8, el modelo coevolutivo de formacién de opinién

en una red social.
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Capitulo 2

Estructura: topologia de redes

Como se establece en el capitulo anterior, los desarrollos teéricos alrededor del concepto de red
se han utilizado de manera fructifera en los ultimos anos para describir la estructura de fenéme-
nos naturales o sistemas reales, sus partes constitutivas y las interacciones entre ellas. Cuando se
desprecia el efecto de las variables dindmicas definidas sobre los nodos de la red y sélo se toma
en cuenta la estructura del sistema, podemos analizar la topologia asociada a un tipo particular
de fenémenos. Esto nos permite estudiar las causas (externas o internas) por las cuales el sistema
tiene tal topologia, lo cual posibilita (por ejemplo) buscar formas de modificar la red para eficientar

procesos de transporte o comunicacion dentro del sistema.

En el presente capitulo se hace una revisién breve de las estructuras de red mas utilizadas y
estudiadas de forma analitica en el campo de Sistemas Complejos: las graficas ordenadas, aleatorias,
de mundo pequeno y libres de escala. Las redes ordenadas (como las redes de Bravais, los arboles
de Cayley y las redes exponenciales ordenadas) tienen una estructura simple producto de un algo-
ritmo determinista (que puede ser recursivo o no), y son ttiles para encontrar soluciones exactas
a problemas dindmicos definidos sobre ellas. Las redes aleatorias son el caso mas sencillo de redes
desordenadas, donde los enlaces entre nodos se distribuyen al azar siguiendo una distribucién de
grado especifica. Las redes de mundo pequerio son redes ordenadas donde un parametro mide la can-
tidad de desorden introducido al sistema en la forma de enlaces “atajo” entre nodos lejanos, lo cual
permite coeficientes de agrupamiento altos y longitudes caracteristicas bajas. Finalmente, las redes
libres de escala se basan en un proceso explicito de evolucién temporal de la red que genera leyes
de potencias en las distribuciones de grado. Tanto el efecto de mundo pequenio como la invariancia
de escala son propiedades comunmente observadas en redes reales, razén por la cual este tipo de

topologias tienen un especial interés en el estudio de los sistemas complejos.
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Junto con sus definiciones y ciertas notas histéricas, se presentan algunos resultados numéricos y
analiticos de las propiedades topoldgicas tipicas de estas redes, como el coeficiente de agrupamiento

C, la longitud caracteristica L y la distribucién de grado P(k).

2.1. Redes ordenadas

De manera general, en una red ordenada los enlaces conectan nodos de acuerdo a una condicién o
algoritmo determinado que no tiene elementos aleatorios, y usualmente se asocia a una red geografica
donde los nodos se sitian en puntos especificos de un espacio métrico. La clase méas tipica de redes
ordenadas y utilizada como fundamento en la Fisica de Estado Sdélido corresponde a las redes
cristalinas, las cuales se construyen a partir de la infinita repeticion de una unidad estructural
de nodos, enlaces y coordenadas en el espacio (conocida como base) y normalmente se usan para
modelar matematicamente las estructuras periddicas de atomos y moléculas conocidas como cristales
[9]. Formalmente, el conjunto de coordenadas € asociado a una red cristalina en un espacio euclidiano

n-dimensional R™ esta dado por

n
C= E ulc_il | u; €7 , (2.1)
i=1
donde {ay,...,d,} es una base de R" y sus componentes se conocen como los vectores fundamen-

tales de traslacion, pues combinaciones lineales de ellos generan traslaciones entre cualquier par de
nodos en la red cristalina, y por tanto definen la simetrfa traslacional en n direcciones del sistemal.
Dependiendo de la dimensién n del espacio, existe un cierto ndmero finito de redes que llenan com-
pletamente el espacio, las cuales también se conocen como redes de Bravais®. Debido a su estructura
relativamente simple, las redes de Bravais (como la red cuadrada bidimensional presentada en la
figura (2.1a)) se pueden utilizar para encontrar soluciones exactas a modelos dindmicos definidos
sobre ellas, lo cual ayuda al anélisis de las propiedades de tales modelos y da una primera intuiciéon
acerca de su comportamiento en redes con topologias méas complejas. De hecho, este procedimiento

es utilizado por nosotros en el andlisis de nuestro modelo coevolutivo en el capitulo 7, donde la

dinamica se estudia tanto en redes cuadradas como en redes al azar.

Existen otros tipos de redes ordenadas cuya construccion se basa en una condicién sobre alguna

YA partir de esta definicién, el concepto de red cristalina se puede extender de manera inmediata a espacios
vectoriales arbitrarios sobre cualquier campo y a variedades diferenciales. Por otro lado, relajando la condicién de una
base unica para la generacién de la red, podemos preguntarnos por las posibles redes con miltiples bases que llenan
completamente un espacio de dimensién dada, lo cual lleva a la llamada Teoria de Teselaciones.

2Para las dimensionalidades no triviales con relevancia fisica, n = 2 y n = 3, existen 5 y 14 redes de Bravais
respectivamente. Dentro de la nomenclatura cominmente utilizada en los estudios de cristalografia y estado sélido,
las redes de Bravais en el caso n = 3 se generan combinando uno de los 7 sistemas de cristales (o sistemas axiales)
con uno de los 4 centramientos de red [9].

32



(a) (b)

Figura 2.1: (a) Red cuadrada bidimensional con N = 19% nodos y (b) red exponencial ordenada con
N = 34 nodos y grado k = 4, visualizada con el c6digo presente en [51].

de las propiedades locales de la topologia de la red. Por ejemplo, los drboles en Teoria de Graficas son
redes conexas sin ciclos en su interior [23], mientras que los drboles de Cayley (también conocidos
como redes de Bethe®) son drboles donde todo nodo tiene el mismo grado constante k, excepto los
nodos en la superficie del arbol (conocidos como hojas) que tienen conectividad igual a uno. En
otras palabras, una red de Bethe esta formada por ¢+ 1 capas donde la primera capa tiene un solo
nodo, los nodos en cada una de las ¢—1 capas internas se conectan a k—1 nodos en la capa siguiente
y a uno en la capa anterior, y los nodos en la tltima capa (la superficie) sélo estén conectados a
un nodo en la capa anterior. A pesar de su simple estructura, una cualidad que hace a los arboles
de Cayley interesantes es su pertenencia a la familia de objetos con dimensién infinita. Existen dos

argumentos bdsicos para corroborrar tal idea [1,51]:

= Mientras que el volumen y la superficie de un objeto regular en R? con d € Z (como la

hiperesfera en d dimensiones) obedecen la ley de escalamiento superficie volumen'!~1/¢ (

y
por tanto sélo en el limite d — oo tenemos la relacién superficie o< volumen), en un arbol
de Cayley con k,c > 0 dados el nimero de nodos en la superficie es N, = k(k — 1)1 y el
nimero total de nodos en la red (el volumen) es* N = Y7 (N; = [k(k—1)°—2] /(k — 2),

por lo que para c suficientemente grande tenemos N, x N, es decir, la superficie del arbol es

proporcional a su volumen y por tanto tenemos un objeto correspondiente al caso d — oo.

» Por otro lado, en las redes de Bravais definidas sobre R? el nimero de caminatas de una

3La aproximacién de Bethe-Peierls para modelos de espines es de hecho exacta en un 4rbol de Cayley, de ahi el
nombre alterno.
4Claramente, la primera capa cumple Ny = 1.
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longitud dada crece mucho maés rapido que el nimero de ciclos de la misma longitud conforme
d aumenta, por lo que para d — oo es mucho més probable encontrar caminatas que ciclos
en la red. Como por definicién un arbol de Cayley no tiene ciclos, éste corresponde al caso de

infinita dimensionalidad d — oo.

Si las superficies de dos redes de Bethe con los mismos parametros k, ¢ < oo se unen de tal manera
que los nodos sean topolégicamente equivalentes®, se tiene una red exponencial ordenada [51,52]
como la que se muestra en la figura (2.1b), donde la palabra exponencial se deriva de la forma
funcional de N; con el nimero de capa i en cada arbol de Cayley que conforma la red. En las
referencias anteriores se muestra que debido a su robustez ante ataques, el reducido tamano de las
geodésicas en términos del tamaifio de la red y su estructura completamente determinista, las redes
exponenciales ordenadas son utiles para encontrar soluciones analiticas a problemas de difusion y
caminantes aleatorios como los que se estudian en redes al azar, y han sido utilizadas con éxito para

simular redes de guias de onda que filtran frecuencias especificas y redes de neuronas.

No obstante, aunque las propiedades deterministas y de equivalencia de nodos presentes en las
redes ordenadas en general proveen resultados interesantes en el estudio de sistemas dindmicos de-
finidos sobre ellas, resulta fundamental estudiar el papel del desorden en estos sistemas, es decir,
saber como la introduccion de factores aleatorios en las estructuras de red puede afectar el com-
portamiento de las variables dindmicas a lo largo del tiempo, y si el orden o el desorden es un
requerimiento basico para la presencia y sustentamiento de propiedades emergentes y colectivas en
el sistema. Para cumplir tal propdsito, en las siguientes secciones se hace una pequena revisiéon de

las estructuras de red con elementos aleatorios, empezando por las redes al azar de Erdos - Rényi.

2.2. Redes al azar: modelo de Erdds - Rényi

Con el fin original de estudiar las propiedades de las graficas como funciéon del ntmero de
enlaces aleatorios en ellas con métodos probabilisticos, en 1959 Paul Erdés y Alfréd Rényi iniciaron
el estudio de las redes al azar o redes aleatorias GY p, definidas como las gréaficas no dirigidas
con N nodos conectados por E enlaces seleccionados de manera aleatoria entre los N(N — 1)/2
posibles [25], es decir, el conjunto de (N(Ng D/ 2) graficas con N nodos y E enlaces que forman
un espacio probabilistico (o ensamble estadistico) donde cada realizacién (una gréfica aleatoria

especifica) es igualmente probable [1]. Una forma alternativa de definir las redes aleatorias se basa en

el modelo binomial, donde una grafica al azar G%; , tiene IV nodos y cada par de ellos esta conectado

SEn otras palabras, de forma tal que el ciclo minimo al que pertenece cualquier nodo sea de la misma longitud y
que los grados de todos los nodos sean iguales.
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con una probabilidad 0 < p < 1, por lo que el nimero de enlaces tiene un valor esperado de (E) =
pN(N —1)/2, y todas las redes G » forman un ensamble estadistico diferente donde las graficas

W (N-1)/2-E 103 espacios probabilisticos correspondientes

%7 g aparecen con probabilidad pP (1—-p
a estos dos procesos coinciden entre si en el limite N — oo al mantener el grado promedio (k)
fijo [2,53,54]. Mientras que el primer proceso de construccién de redes al azar es pertinente en las

simulaciones numéricas, el segundo proceso es mas formal desde el punto de vista mateméatico y

bastante 1til para encontrar predicciones analiticas, algunas de las cuales se ven a continuacién.

El grado promedio y el coeficiente de agrupamiento de una red al azar tienen una relacion
relativamente simple, utilizada més adelante en el andlisis de campo medio de nuestro modelo
coevolutivo. Por un lado, el valor esperado del niimero de enlaces en una red aleatoria y la relacion
general dada por la ecuacién (1.7) se pueden combinar para encontrar que el grado promedio de G%’p
estd dado por (k) = 2(F) /N = p(N — 1) ~ pN para N grande. Por otro lado, segin la ecuacién
(1.15), el coeficiente de agrupamiento local de un nodo con grado k es C; = 2nlA/[k(k -1)]=p=0C,
pues la probabilidad de tener un enlace entre cualquier par de vecinos de i es p (es decir, hay
pk(k—1)/2 tridngulos que contienen a ¢) y esto se cumple para cualquier nodo i. Asi, las propiedades

locales (k) y C en Gf, estdn relacionadas por
k

La longitud caracteristica L en una red al azar también tiene una forma peculiar. Para en-

(d)

contrarla es 1til definir n;’ como el nimero de d-avos vecinos del nodo i, es decir, el nimero de

vértices cuya geodésica con i tiene longitud d. De esta forma, encontramos de manera inmediata

(d)

, . . 1 d
que el nimero de primeros vecinos es ng ) = (k) = pN, pero para encontrar los valores de n,’ para
d > 1 es necesario realizar ciertas aproximaciones. Como se ha visto en la secciéon 2.1, en un arbol

de Cayley de grado k el nimero de d-avos vecinos del nodo central (es decir, el tamano de la d-ava
(d)

capa del arbol) es Ng = k(k — I)d*1 ~ k? asi que podemos aproximar n, ~ por este valor siempre

y cuando el nimero de ciclos en G%; p sea despreciable, pues la presencia de ciclos hace que algunos
nodos contados en realidad tengan geodésicas con tamafio menor a d. En el limite N — ooy p — 0
tal que pN = (k) sea una constante esta condicién se cumple®, asf que podemos escribir n'® ~ (k:)d

i
con d cualquier distancia en la red. Por otro lado, tenemos la condicién general’ N = 1+ ZZ’:’“{I nz(-d)

SEsto es especialmente claro en el caso de los segundos vecinos del nodo ¢, pues bajo la condicién N — oo con
(k) constante y siguiendo la ecuacién (2.2) tenemos C' — 0, lo cual nos dice que el nimero de tridngulos (ciclos de
longitud 3) que incluyen a i es despreciable.

"Por simplicidad, consideramos que G4y, es conexa, aunque estas consideraciones se pueden generalizar al caso
disconexo.
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(donde dynqq es la longitud méaxima de geodésica alcanzada desde i, también conocida como didme-
tro), una suma cuyos términos relevantes deben estar concentrados alrededor de d = L, pues L es
la longitud promedio de las geodésicas en la red. De esta forma, despreciando los demés términos

. ., . . L .
en la suma y tomando en cuenta la aproximacién anterior podemos escribir N ~ (k)" es decir,

InN
L~ .
In (k)

(2.3)

En otras palabras, la longitud caracteristica de la red crece de forma logaritmica con el tamano
de ésta, por lo que para redes grandes tenemos distancias exponencialmente pequenas entre sus
nodos, lo cual se conoce como el efecto de mundo pequeno en las redes. Como se ve en la siguiente
seccién, las redes construidas segiin el modelo de Watts-Strogatz también poseen esta cualidad, pero
la implementan con la posibilidad de tener un coeficiente de agrupamiento elevado, es decir, son
redes con geodésicas pequenas y muchos ciclos de longitud pequena, lo cual no se encuentra en las

redes aleatorias, como ya se ha constatado.

Para terminar esta pequena revisiéon de las redes al azar de Erdés-Rényi consideramos la dis-
tribucién de grado P(k). Despreciando las posibles correlaciones entre los grados de los nodos en
G?{,”’p bajo la hipdtesis de N suficientemente grande, para tener un nodo con grado k se requie-
ren k conexiones con probabilidad p y N — 1 — k ausencias de conexién con probabilidad 1 — p,

lo cual puede suceder de (N E 1) formas distintas, por lo que la distribucién de grado es de he-

cho la distribucion binomial P(k) = (lel)pk(l — p)V=17% la cual estd correctamente normaliza-
da pues SN P(k) = [p+ (1 — p)]V' = 1 [22]. En el ya conocido caso limite de N — oo y
p — 0 con pN = (k) constante podemos aproximar tal expresiéon por una distribucién de Poisson

(pN)* exp™PN /K, es decir,

(2.4)

razén por la que esta clase de redes aleatorias normalmente se conocen como redes al azar de

Poisson [2,5].

Las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) resumen las propiedades fundamentales de las redes al azar, las
cuales resultan en una 1til primera aproximacién a cualquier red real con cierto grado de desorden
debido a sus caracteristicas analiticas simples y los reducidos requerimientos de su construccion.
Sin embargo, en la descripcién de muchos fenémenos naturales normalmente se encuentran redes
que no tienen relaciones lineales entre (k) y C, o en las cuales la distribucién de grado no es de tipo

Poisson, sino posee una estructura auto-similar tipica de las leyes de potencia o una forma altamente
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no simétrica con colas alargadas, por lo que es necesario utilizar otro tipo de redes desordenadas que
presenten esta clase de propiedades. En primer lugar se revisa un modelo de redes que presentan

geodésicas caracteristicamente pequenas, las redes de mundo pequeiio de Watts - Strogatz.

2.3. Redes de mundo pequeno: modelo de Watts - Strogatz

Como se menciona en la seccién anterior, el fenémeno de mundo pequefio se presenta cuando
las geodésicas entre nodos en una red son relativamente pequenas a pesar del gran tamano de ésta,
lo cual usualmente se relaciona con la cantidad de desorden en la estructura de la red®. La primera
evidencia real del efecto de mundo pequeno fue investigada por Stanley Milgram en el dmbito de
las cadenas de conocidos en una red social [14,55]. En este experimento fue requerido que personas
en Nebraska hicieran llegar cartas a individuos en Boston con nombres, ocupaciones y direcciones
determinadas, bajo la tnica condicién de que las cartas fueran intercambiadas entre conocidos, es
decir, entre personas que se hablaran por su primer nombre. Aunque se pensaba que el nimero
de intercambios necesarios podria llegar a varios centenares, el resultado impresionante obtenido
por Milgram fue que se necesitaba un nimero promedio de 6 pasos para alcanzar el objetivo final,
es decir, a pesar del gran tamano de la red (la poblacién de Estados Unidos) las geodésicas entre
conocidos tienen un tamano muy pequeno. Con la motivacién de este descubrimiento, en los anos
subsecuentes se encontraron y estudiaron muchas redes con el efecto de mundo pequeno en &dreas
sociales, bioldgicas, tecnoldgicas y semdnticas [1-3], lo que en 1998 llevé a Duncan Watts y Steven
Strogatz a proponer un modelo de redes de mundo pequeno, las cuales comparten valores pequenos de
L (como las redes aleatorias) y valores altos de C' (como las redes ordenadas) [33]. En la formulacién
original, una red de mundo pequeiio G%f? p se genera a partir de un anillo de N nodos, donde cada
vértice tiene enlaces con sus 2m vecinos mas cercanos para dar un total de £ = mN enlaces.
Después, los nodos se seleccionan individualmente y cada uno de sus enlaces se reconecta a un nodo
al azar con probabilidad p, generando pmN conexiones de largo alcance (o atajos) no presentes en el
anillo original. De esta forma, como se muestra en la figura (2.2a), tenemos una transicién continua
desde una red ordenada (p = 0) a una red al azar’ (p = 1) donde la regién intermedia 0 < p < 1

caracteriza a las redes de mundo pequeno debido a la presencia de tales atajos.

8Por ejemplo, en una red de Bravais hiperciibica en d dimensiones las longitudes de geodésica se escalan con el
tamano N de la red como Nl/d, mientras que en una red al azar, como se ha visto en la seccién 2.2, la longitud
caracteristica L crece tan sélo de manera logaritmica con N. En otras palabras, tipicamente las redes ordenadas
presentan geodésicas mas grandes que las redes desordenadas, aunque esto no sucede con las redes exponenciales
ordenadas.

9Formalmente, la red al azar correspondiente a p = 1 tiene una constriccién de grado minimo kmin = m para cada
uno de sus nodos, es decir, conserva una cierta “memoria” de su proceso de costruccién y por tanto no es una red
aleatoria equivalente a la estudiada en la seccién anterior.
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Figura 2.2: (a) Diagrama del proceso de generacién de redes de mundo pequeno de Watts-Strogatz
como funcién de p, con redes ordenadas para p = 0 (aa), redes de mundo pequeno para valores inter-
medios de p (ab-ac), y redes aleatorias para p =1 (ad); tomado de [32]. (b) Longitud caracteristica
L y coeficiente de agrupamiento C' como funcién de la probabilidad p en G\, normalizados por
sus valores correspondientes en la red ordenada inicial, para N = 1000 y (k) = 10; tomado de (33].

En la figura (2.2b) se presenta uno de los calculos numéricos de [33] que compara la longitud
caracteristica L y el coeficiente de agrupamiento C' de la red como funcién de p, y muestra claramente

la “regién de mundo pequeno” donde se cumplen las condiciones cualitativas [51]

Lordenada >> Lmundo pequeno > Lazar (2 5)

C(ordenada > Cmundo pequeno >> Cazar

para una regién considerable de p. La formulacién original del modelo de Watts - Strogatz (con
reconeriones), aunque bastante intuitiva, presenta dos problemas fundamentales que dificultan su
tratamiento analitico. Por un lado la reconexién de nodos puede provocar que alguna componente
de la red se desconecte del resto, de tal manera que (siguiendo la ecuacién (1.20)) la longitud
caracteristica para toda la red no sea finita y tengamos que hacer un andlisis separado para cada
componente. Por el otro, el hecho de que sélo una de las terminaciones de cada enlace sea reconectado
al azar sin formar auto-enlaces o enlaces multiples introduce una asimetria en el ensamble estadistico
de G]mvf’ 7w que dificulta el calculo de promedios sobre €l [5]. Para evitar tales situaciones, en [56] se
propone una construccién alternativa (sin reconexiones) en la que atajos entre pares de nodos del
anillo seleccionados al azar se introducen de acuerdo a un parametro p, definido como la probabilidad
por enlace del anillo inicial de que haya un atajo en algiin lugar de la red. De esta forma el niimero

de atajos es igual al caso anterior (pmN), G\ permanece conexa y su ensamble estadistico es
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simétricotV.

Sin importar la formulacién especifica que se seleccione, podemos buscar formas aproximadas
de las propiedades topoldgicas de la red como se hizo en el caso de las redes aleatorias. En cuanto
al coeficiente de agrupamiento C'(p) en la formulacién con reconexiones, se observa que para p = 0
(el anillo) el nimero de triangulos que incluyen a un nodo i cualquiera es noA = 3m(m — 1)/2, por
lo que C(0) = 3(m —1)/[2(2m — 1)]. Para p > 0, la probabilidad de que dos vecinos de ¢ conectados
entre sf en p = 0 sigan siendo vecinos de i conectados entre sf es (1 —p)3 hasta términos del orden de
1/N, por lo que el nimero promedio de enlaces entre los vecinos de i es noA (1-p)3+0O(1/N). Ahora
bien, si en vez de utilizar la expresién (1.16) del coeficiente de agrupamiento como un promedio de
la razén usamos una razén de promedios (como el coeficiente de transitividad de la ecuacién (1.14)),
es decir, redefiniendo C (p) como la razén entre el promedio de tridngulos que contienen a i y el
promedio del méximo nimero de tridngulos que contienen a i, podemos escribir [2,32]

3(m—1)

C(p) ~ é(p) = m

(1-p)°. (2.6)

De forma alternativa, en el modelo sin reconexiones se puede derivar [5,57] que

3(m—1)
22m — 1) +4dmp(p+2)°

Clp) = (2.7)

Desde el trabajo inicial de Watts y Strogatz, gran parte del trabajo numérico y analitico en
redes de mundo pequeno se concentrd en la longitud caracteristica L, y aunque ain no se tiene
una solucién general completa, se conocen varios resultados parciales, relaciones de escalamiento y
aproximaciones. Sin entrar en detalles innecesarios, en [56] se realiza un tratamiento con el grupo de
renormalizacién del modelo sin reconexiones para encontrar una relacién de escalamiento de tamano
finito

L= %f(pm]\/'), (2.8)

donde la funcién f(a) del nimero a = pmN de atajos en la red (encontrada por un andlisis de

campo medio para valores extremos de a [58]) toma la forma

_ 1 1 a
f(a) = 72\/mtanh Ha—{—Q' (2.9)

0Como se explica al final de esta seccién, en la formulacién con reconexiones el grado promedio (kY = 2m es
constante en el sentido que no depende de N y p. Por el otro lado, en la formulacién sin reconexiones la adicién de
enlaces al azar hace que (k) ya no sea constante, como se puede derivar directamente de la ecuacién (1.7), y tiene el
valor (k) =2mN(p+1).
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Finalmente consideramos las distribuciones de probabilidad de grado P(k). En la formulacién
con reconexiones, m de los 2m enlaces iniciales de cada nodo no se modifican, por lo que el grado
del nodo ¢ se puede escribir como k; = m + n; donde n; > 0 se puede dividir en dos partes: nzl <m
enlaces que no se modifican con probabilidad 1 — p (y por tanto siguen una distribucién binomial
Pi(n}) = (;3)(1 —p)hipmTi) y n? = n; — n} enlaces que se reconectan hacia i con probabilidad
p/N (es decir, siguen una distribucién de Poisson Py(n2) = [(pm)™ /n2!] exp(—pm) para N grande)

por lo que la distribucién de grado completa tiene la forma [32]

)k—m—i

P(k)y= Y

min(k—m,m) <
=0

T;) (1- p)ipmi%_.)! exp(—pm) (2.10)

para k > m, y es 0 en el caso contrario. En el modelo sin reconexiones tenemos un anillo con grado
2m més un conjunto de atajos distribuidos sobre él de manera binomial, por lo que la distribucién

de probabilidad toma la forma simple [5]

P(k) = (k _N2m) (%”)Hm <1 - %”)Nmm (2.11)

para k > 2m, y es 0 en el caso contrario.

Para concluir esta seccién podemos comentar algo més acerca de las diferencias entre las dos
formulaciones de las redes de mundo pequenio. Como ya se ha mencionado, en la formulacién con re-
conexiones los enlaces del anillo original se reconectan aleatoriamente y por tanto el grado promedio
tiene el valor constante (k) = 2m, pues no se agregan nuevos enlaces a la red. Sin embargo, para N
grande y a orden p*™ (o més alto) existe una probabilidad finita de que una parte de la red se des-
conecte del resto y por tanto dé una contribucion infinita a la longitud caracteristica promedio. Por
el otro lado, en la formulacién sin reconexiones se agregan enlaces entre pares aleatorios de nodos,
por lo que la longitud caracteristica promedio se mantiene siempre finita y el analisis matematico
es mas sencillo. No obstante, la adicién de nuevos enlaces a la red hace que el grado promedio tenga
ahora el valor (k) = 2mN(p+ 1), el cual es en general mas grande que el grado promedio del anillo
inicial. Curiosamente, para N grande las dos formulaciones tienen la misma longitud caracteristica

hasta el orden p?>™~! [56].

2.4. Redes libres de escala: modelo de Barabasi - Albert

Aunque las redes ordenadas y aleatorias logran describir algunas de las propiedades topoldgicas

de las redes reales, su capacidad de descripcion es esencialmente estatica, pues no consideran ni
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introducen en su estructura la evoluciéon temporal de la topologia de la grafica. A fin de predecir
las propiedades libres de escala encontradas de forma experimental en muchas redes tecnoldgicas,
biolégicas y sociales (como la Internet, la WWW, ciertas redes genéticas y de colaboracién cientifica),
el modelo de Albert-Laszlé Barabési y Réka Albert [26,35] introduce de manera explicita dicha
evolucién temporal a través de dos procesos caracteristicos: el crecimiento de la red y la conexion
preferencial de nodos''. A diferencia de las graficas desordenadas analizadas con anterioridad, donde
el nimero N de nodos esta fijo y las conexiones entre ellos se introducen o reordenan de forma
aleatoria, en las redes de Barabédsi - Albert el crecimiento implica que nuevos vértices se anaden
a la red de acuerdo a una tasa especifica durante todo su proceso de generacion, mientras que la
conexion preferencial nos dice que la probabilidad de conectarse a un nodo depende de alguna de sus
caracteristicas topoldgicas locales, como el grado!?. Estos dos procesos se incluyen especificamente
para describir el desarrollo relativamente rapido de redes como la Internet y la WWW, donde nuevos
routers y paginas web se introducen todo el tiempo, y sus conexiones generalmente se dirigen a
routers y paginas web pre-existentes con cierta autoridad en la red debido a su gran ntmero de
enlaces. Formalmente, una red libre de escala de Barabasi - Albert Gé\e,, p Se inicia con un conjunto
pequeno de Ny nodos sin enlaces entre ellos, y en cada paso de tiempo un nuevo nodo se introduce
con Ey < Ny enlaces (el crecimiento de la red), el cual se conecta a los viejos nodos i con una

probabilidad II(k;) proporcional al grado k; de cada viejo nodo (la conexién preferencial), es decir,

Zj kj’

TI(k;) (2.12)

por lo que después de t pasos la red tiene N = Ny + t nodos y E = Eyt enlaces. A partir de
simulaciones numeéricas se puede ver [26] que este proceso lleva la red a un estado invariante de escala
donde la distribucién de grado es una ley de potencias P(k) o< k™7 con un exponente caracteristico

v ~ 3, de donde las redes de Barabasi-Albert toman su nombre.

Existen diversos métodos analiticos para derivar la distribucion de grado de Gﬁ\e, p- La forma més
sencilla e intuitiva es una teoria del continuo enfocada en la dinamica de los grados de los nodos de

la red, desarrollada por Barabasi y Albert junto con la presentacién del modelo. En este caso k; se

" También podemos construir gréficas invariantes de escala sin una evolucién temporal explicita, conocidas en
la literatura como redes libres de escala estdticas [2]. Tales redes son simplemente una generalizacién de las redes
aleatorias, donde se pide como constriccién tener una ley de potencias en la distribucién de grado en vez de una
distribucién de Poisson.

12F] concepto de conexién preferencial tiene muchos antecedentes, como los procesos de Yule para explicar las
relativas abundancias de especies y géneros en arboles taxénomicos en biologia, el modelo de Simon en economia para
describir las ganancias en una sociedad (normalmente conocido como el proceso en el cual “los ricos se hacen més
ricos”, o como el “Efecto Mateo”), y el modelo de Price en redes de citas entre articulos cientificos (donde la conexién
preferencial se denomina ventaja acumulativa), por citar algunos ejemplos [5,22].

41



considera una variable continua, y segin la ecuacién (2.12) su cambio en el tiempo estd dado por

Ok;
ot

ki
= Eoll(ki) = 5, (2.13)

pues la suma de todos los grados en un tiempo dado es Zj k; = 2Ept. Con la condicién inicial

k;i(to) = Eo podemos integrar de manera inmediata y obtener

k() = Eq <t) " (2.14)

to

es decir, los grados en la red siguen una ley de potencias con el tiempo. Con la ecuacién (2.14) se
observa que la probabilidad P[k;(t) < k| de que un nodo tenga grado menor a k es Plk;(t) < k] =
P (to > Egt/ k2), donde la distribucién de tiempos t( tiene una densidad de probabilidad constante
P(ty) = 1/N siempre y cuando los nodos se anadan a la red en intervalos de tiempo iguales. De
esta forma podemos escribir

E?t E?t 1 E?t
Pltg>"L ) =1-Plte <=L ) =1- —0 2.15
<°> k:?) (0— k:2> No+t k2’ (2.15)

pues N = Ny + t, y sustituyendo la ecuacién (2.15) en P[k;(t) < k] obtenemos

. 8P[k,(t) < /{] - 2E3t 1 - 2, —3
Pk) = o = Vi 2E2k3, (2.16)

por lo que asintéticamente Glf,’ p tiene una distribucién de grado libre de escala con exponente
~v = 3 [1,22]. Existen formas alternativas algo més rigurosas para derivar la distribucién de grado de
las redes de Barabasi - Albert, basadas en ecuaciones maestras [4,59] o en ecuaciones de tasas [60],
las cuales son equivalentes a la teoria del continuo anterior en el limite asintético t — oo pero son
mas apropiadas para obtener resultados analiticos en sistemas libres de escala complicados, pues

eliminan la hipotesis de grados continuos en la red.

Es interesante hacer notar que esta teoria del continuo también puede utilizarse para mostrar
que el crecimiento y la conexién preferencial son requisitos indispensables para que Gl]{ff’ p Sea una
red libre de escala. Como se observa en [1,26], en un modelo con crecimiento y una distribucién
I1(k;) constante (es decir, sin conexién preferencial) la distribucién P(k) decae exponencialmente
con el grado, mientras que en un modelo sin crecimiento y con conexién preferencial (donde N
permanece constante y en cada paso de tiempo un nodo se conecta a otro con probabilidad II(k;)

segun la ecuacion (2.12)) P(k) fluctia hasta alcanzar asintéticamente una distribucién gaussiana.
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De esta forma, siempre y cuando se mantengan estas dos caracteristicas, el modelo de Barabdasi y
Albert puede ser generalizado para que el exponente v tenga otros valores, o para que el estado final
de la grafica presente propiedades mas cercanas a las de la red real que se desea describir. Siguiendo
esta filosofia se han disenado varias extensiones al modelo de Barabasi-Albert, donde el algoritmo
de generacion de la red se modifica para incluir pardmetros de aptitud de los nodos en la expresién
de II(k;), para que los enlaces tengan su propia regla de crecimiento, o para que los nodos tengan

una taza de “desaparicién” de la red, por ejemplo [5,22].

A diferencia de las redes aleatorias donde el coeficiente de agrupamiento tiene la forma C' =
(k) N1 o de las redes de mundo pequefio donde C' es independiente de N, para Gljf,’ g ¢l coeficiente
C' es aproximadamente cinco veces mas grande que su equivalente en una red al azar y decrece con
el tamafo de la red de acuerdo a la relacién numérica C ~ N~3/4 [1]. Como se ve en [61], un andlisis
de campo medio se puede llevar a cabo para mostrar que el coeficiente de agrupamiento local C;
no es tan homogéneo como en las otras redes desordenadas, y presenta desviaciones del coeficiente
global especialmente para los nodos “viejos” (es decir, aquellos con ty < t). Mds ain, en el caso de
redes grandes (t > 1) y densas (Ep > 1) se puede encontrar una expresién de campo medio de la

forma

_ E3(Ep+1)? FEo+1 1 [In ¢]?
=Sy () me (2.17)

que en este limite se puede aproximar por C' ~ (Eg — 1)(Int)?/8t, es decir, el coeficiente de agru-
pamiento se escala como su equivalente en una grafica aleatoria generalizada con una distribucién
de grado libre de escala como la de la ecuacién (2.16)'3. Finalmente, también se puede demostrar
que tanto la longitud caracteristica L [62] como el didmetro D [63] muestran un comportamiento
de “ultra mundo pequeno”

In N

LD~ Ny (2.18)

con una doble correccién logaritmica a la dependencia logaritmica en N de las redes aleatorias.

2.5. Distribuciones de rango: la funcion tipo beta

Las leyes de potencias han sido cominmente utilizadas para modelar un tipo especial de distribu-
ciones de probabilidad conocidas como distribuciones de rango. Estas dan la frecuencia relativa p(r)

con la cual los elementos de un sistema presentan un valor dado de una cierta propiedad medible,

13Formalmente, para realizar este anslisis de campo medio es necesario suponer que la red inicial de No = Fo nodos
estd completamente conectada y que la probabilidad de conexién preferencial es II(k;) = (Eoki)/ >_; kj, lo cual lleva
a los mismos resultados de la teoria del continuo expresados en las ecuaciones (2.14) y (2.16).
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como funcién de todos los valores de tal propiedad ordenados respecto a alguna regla de jerarquia,
es decir, del rango r. Las distribuciones de rango son especialmente tutiles para caracterizar sistemas
formados por secuencias de simbolos, pues pueden describir la frecuencia de aparicién de palabras

4

o letras en un texto, de codones'* en genes, o de notas musicales en una composicién, por ejemplo.

Uno de los resultados més famosos al respecto es la llamada ley de Zipf, desarrollada por el
linguista George Zipf en 1949 [64], la cual establece que la frecuencia relativa p(r) de las palabras
en un texto (el nimero de veces que una palabra aparece en el texto dividida entre el nimero total

de palabras) como funcién del orden decreciente o rango r =1, ..., R tiene la forma

: (2.19)

p(r) = %

donde r = 1 corresponde a la palabra mas abundante, r = 2 a la segunda, y asi sucesivamente hasta
la R-ésima palabra encontrada en el texto. K es una constante de normalizacion sin relevancia cua-
litativa. El exponente caracteristico o define la magnitud de la pendiente negativa de la distribucién
en una escala logaritmica, como se muestra en la figura (2.3), lo cual se encuentra también en las

distribuciones de grado libres de escala de la seccién anterior.

Desde entonces, las leyes de potencias de la forma (2.19) han sido utilizadas con bastante éxi-
to para ajustar distribuciones en sistemas fisicos, sociales, tecnolégicos, biolégicos, econémicos y
lingiiisticos [1,2,5]. Sin embargo, es comun que las distribuciones reales se desvien de la recta pre-
dicha por la ley de Zipf para rangos pequenos o grandes, que se conocen como las “colas” de la
distribucién [65,66]. Esto es un efecto producido por el tamano finito del sistema, el cual claramente

no puede ser descrito por una distribucién libre de escala como la ecuacién (2.19).

Hasta donde sabemos, no existe ain una formulacion tedrica general que derive la distribucion
de rango de un sistema complejo a partir de principios basicos, es decir, que pueda explicar de forma
satisfactoria la razon por la cual las colas de la distribucién se alejan de una ley de potencias. Sin
embargo, resulta coherente pensar que la naturaleza de tal formulacién debe ser estadistica, similar a
la Mecanica Estadistica de sistemas fisicos de muchas particulas [10,11], aunque las hip6tesis deben

ser corregidas para corresponder a las propiedades algo méas generales de los sistemas complejos.

Como se menciona en la seccién 1.1.2, podemos considerar la descripcién de un fenémeno real
como una aprozrimacion de orden cero cuando la topologia de la red estd definida por un pardmetro
fijo (como el grado promedio en una red al azar), y como una aproximacion de primer orden cuando

existe una constriccién sobre la distribucién de grado del sistema (como en las redes libres de escala).

1T,0s codones son tripletes de dcidos nucléicos que sirven para codificar aminodcidos.
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Figura 2.3: Representacién esquematica de distintas distribuciones de rango en escala logaritmica,
las cuales describen la forma en que los elementos de un sistema se distribuyen de acuerdo a su
rango respecto a una propiedad dada. El rango es el valor medido de la propiedad para un elemento
dado, mientras que la frecuencia es el niimero relativo de elementos del sistema que tienen un cierto
rango. Se presentan tres distribuciones de rango: la distribucién homogénea (lineas y puntos), la
distribucién libre de escala (linea punteada) y la distribucién tipo beta (linea continua).

En cuanto a las distribuciones de rango, la aproximacion de orden cero corresponde al caso en que
los valores de la propiedad medida estan uniformemente distribuidos sobre los elementos del sistema,
por lo que la distribucién de rango es homogénea y no se detecta una estructura en la red (observe
la figura (2.3)). En la aproximacién de primer orden existe una constriccién sobre la distribucién
de rango, como la invariancia de escala. No obstante, en general los sistemas complejos presentan

tres propiedades no consideradas por estas aproximaciones:

» Fxiste una cantidad conservada. De manera analoga a la energia en un sistema fisico, se puede
definir un parametro cuyo valor no cambia con la dindmica del sistema complejo, como el

valor maximo R del rango.

= Friste una escala fija. El tamano N de la red fija una escala maxima para cualquier proceso
dindmico dentro del sistema, por lo que se puede tener un conjunto de dinamicas que suceden

a distintas escalas menores a ésta.
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= Las particiones existen, y no son arbitrarias. El sistema complejo puede ser dividido en subsis-
temas que interactian entre si, pero la presencia de correlaciones indica que tales particiones

no son arbitrarias, sino que dependen de la estructura y la funcién del sistema.

Tomemos ahora un sistema complejo que presenta estas tres propiedades, es decir, un sistema
de tamano N con rango maximo R y un conjunto de particiones no arbitrarias, dos en el caso mas
simple. Consideramos el subsistema formado por todos los elementos con rango menor o igual a
r < R, cuyo numero de microestados estd dado por la funcién Q(r). De manera andloga a lo que
sucede en un sistema termodindmico en equilibrio, podemos suponer que el niimero de microestados
se escala con el nimero de grados de libertad f del subsistemal!®, por lo que Q(r) ~ rf. Como el
rango maximo R es una cantidad conservada, el resto del sistema sélo puede tener un rango menor
o igual a v = R — r. Ademads, la presencia de correlaciones indica que el niimero de microestados
del resto del sistema no puede tener la misma forma 2, sino alguna otra funcién /(r"). Asi, la

probabilidad de que el subsistema tenga rango r» cumple con la relacién

p(r) ~ Q) (R —7) ~ I (R — 1), (2.20)
donde f’ es el nimero de grados de libertad del resto del sistema. En otras palabras, estamos
analizando el caso mas simple en que solo hay dos escalas dindmicas en el sistema complejo, una

para el subsistema con exponente caracteristico f, y otra para el resto de la red con exponente f’.

Recientemente, una férmula del tipo (2.20) se ha introducido de forma fenomenoldgica para
ajustar las distribuciones de rango asociadas a ciertas composiciones musicales [67], los factores de
impacto de revistas cientificas [68], y diversos sistemas fisicos, biolégicos y sociales [65,66]. En estos

trabajos se introduce la funcion tipo beta

p(r) = K———, (2.21)

donde los exponentes a y b son ajustados a partir de los datos del sistema real, y la constante de
normalizacién cumple la relacién K ! = Zle [(R41—7)?/r?]. Esta distribucién de dos parametros,
mostrada también en la figura (2.3), se ajusta muy bien en los valores extremos del rango donde las

leyes de potencia dejan de funcionar, pues toma en cuenta un efecto de tamano finito en el sistema.

Aunque la funcién de tipo beta ha sido ya derivada en un proceso estocdstico multiplicativo

5Como se menciona de manera breve al final de esta seccién, un problema teérico de esta derivacién consiste en
definir correctamente un grado de libertad en un sistema complejo.
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como el limite asintético de la distribucién de rango de un producto sucesivo de nimeros [66,69],
una derivacién a partir de principios fisicos bésicos (como la que se acaba de sugerir) es un problema
abierto de investigacién. En particular, es necesario definir formalmente un grado de libertad en un
sistema complejo. A diferencia de un sistema fisico, donde los grados de libertad de una particula
tienen que ver con el espacio fisico donde ésta reside, en un sistema complejo los grados de libertad
de cada elemento no tienen que ser iguales, y pueden depender de la topologia local de la red (como
la conectividad del elemento). Tal definicién serfa 1til para relacionar los exponentes tedricos f y

/' de la ecuacién (2.20) con los exponentes fenomenoldgicos a y b de la ecuacién (2.21).
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Capitulo 3

Funcion: dinamica sobre redes

Cuando la estructura de un fenémeno natural dado se establece con cierta topologia de red, y
considerando que la escala de tiempo en que tal red cambia es suficientemente grande como para
que ésta pueda ser considerada estatica, podemos analizar la funcion de sus elementos, es decir, la
forma en que ciertas variables de estado definidas sobre los nodos de la red cambian en el tiempo
de acuerdo a un sistema dindmico determinado. La evoluciéon temporal de una variable de estado
dependerd entonces de su ecuacién de movimiento, el acoplamiento con las variables de estado de
los elementos restantes, y la topologia de red especifica sobre la que se define el sistema dinamico.
Como se presenta en la seccién 1.2, el retrato fase de un sistema dindmico nos permite conocer el
comportamiento cualitativo del fenémeno asociado, y la existencia de rompimientos espontaneos
de simetria y bifurcaciones es fundamental para poder describir con éxito problemas tan diversos
como la morfogénesis en procesos bioldgicos y ecolégicos [37], las oscilaciones y sincronizaciones
en sistemas quimicos, celulares y de grupos de animales [38, 70, 71|, la dispersién y propagacién
de enfermedades [27, 30, 72], el funcionamiento de redes metabdlicas, neuronales y de expresién

genética [2,5], y muchos més.

En este capitulo se revisan tres dinamicas arquetipicas que se pueden definir sobre cualquier
estructura de red: la difusidn y el problema de caminantes aleatorios (cuyas caracteristicas son
especialmente claras y ttiles en los modelos de reaccién-difusiéon de Turing), los procesos de pro-
pagacion de enfermedades (con los modelos bésicos SIR y SIS), y la sincronizacién en sistemas
oscilatorios (donde el ejemplo més representativo es el modelo de Kuramoto). Ademéds de sus defi-
niciones y propiedades bésicas, se analizan las posibles bifurcaciones y transiciones de fase que estos

modelos presentan, y la dependencia de sus valores criticos en la topologia de la red subyacente.
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3.1. Difusién y caminantes aleatorios

En 1828 el botanico Robert Brown hizo una serie de observaciones cuidadosas de la forma en
que los pequeinios granos de polen de una planta se mueven dentro de un recipiente con agua, apa-
rentemente sin la necesidad de ningin movimiento macroscépico del fluido. La primera explicacién
tedrica satisfactoria de este fenémeno (conocido como movimiento browniano en honor del boténico)
fue iniciada por Albert Einstein en 1905', con una serie de articulos en los cuales adjudicé el movi-
miento de las particulas brownianas al choque incesante y aleatorio de éstas con las moléculas del
fluido que las contiene, y establecié la base matematica de tal teoria en el “problema del caminante
al azar”, uno de los primeros ejemplos de la relacién entre procesos macroscépicos irreversibles y

fluctuaciones microscopicas reversibles? [11].

Los elementos basicos del problema del caminante al azar se pueden apreciar considerando el caso
lineal. Dada una red unidimensional donde los nodos (separados por una distancia caracteristica
l) representan las posibles posiciones z(t) de una particula browniana al tiempo ¢ que se mueve
debido a los impactos con las moléculas del fluido (que suceden en un tiempo caracteristico 7) bajo
la condicién inicial 2(0) = 0, podemos considerar que las probabilidades p;, py de que un impacto
dado mueva a la particula a la izquierda o a la derecha son iguales, es decir, p; = pg = 1/2. Bajo
esta condicién, la probabilidad de que la particula ocupe el nodo correspondiente a la posicién x
en el tiempo ¢ es igual a la probabilidad de que después de n = t/7 saltos entre nodos la particula
haya tenido un desplazamiento neto m = z/l, o en otras palabras, la probabilidad de que haya
n; = %(n — m) saltos a la izquierda y ng = %(n + m) a la derecha, por lo que tal probabilidad es
una distribucién binomial de la forma [11]

Po(m) = - (;) 3.1)

n;'ng!

de donde se obtiene inmediatamente que los primeros dos momentos de la distribucién son (m) =0
y <m2> = n, lo cual implica que el desplazamiento de la particula tiene los valores promedio
(z(t)) = 0y (2?(t)) = 1*t/7 o t. Esta proporcién lineal entre el segundo momento y el tiempo es
caracteristica de los sistemas aleatorios y se presenta en muchos fendmenos naturales, en especial

en aquellos donde la difusién es relevante [10]. Ahora bien, podemos utilizar la férmula de Stirling

'En 1906 Smoluchowski derivé los mismos resultados que Einstein, aunque usando un método matemético relati-
vamente distinto basado en funciones generadoras.

2En general, las propiedades disipativas de un sistema (que generan procesos macroscépicos irreversibles) y las
propiedades microscépicas en un estado de equilibrio (como las fluctuaciones de las variables estadisticas alrededor de
sus valores promedio) se pueden relacionar formalmente a través de los teoremas de fluctuacion-disipacion en Mecédnica
Estadistica.
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n! ~+/2mn(n/e)” en el limite asintético n — oo para aproximar los factoriales en la ecuacién (3.1)
y escribir P,(m) ~ /2/mnexp(—m?/2n) en el régimen m < n, lo cual se puede expresar como la

distribucién gaussiana

dr 2
—x? /4Dt
e ) 3.2
vVar Dt ( )

considerando a x como una variable continua. En esta expresién el coeficiente de difusion D (una

p(x)dr =

propiedad macroscépica) se escribe en términos de propiedades microscépicas del sistema (I y 7) a

través de la relacién de Einstein D = [2/27.

Para esclarecer esta relacién fundamental entre las fluctuaciones microscépicas aleatorias (el
movimiento del caminante al azar) y el comportamiento macroscépico del sistema, podemos analizar
el movimiento de las particulas brownianas considerandolas en su conjunto como un fluido que se
difunde. Si su densidad de ntimero se denota por n(r,t) y su densidad de corriente por j(r,t) =
n(r,t)v(r,t), podemos escribir la ley fenomenolégica de Fick para la difusién de un fluido como
j(r,t) = =DVn(r,t) y la ecuacién de continuidad como V - j(r,t) + dn(r,t)/0t = 0, de donde se

obtiene la ecuacion de difusion
on(r,t)

T DV?n(r,t), (3.3)

cuya solucion tipica bajo condiciones de frontera con simetria esférica es la expresion gaussiana

N —r2 /4Dt
n(r,t) = WC / N (34)

con N = fooo n(r,t)4rridr el nimero total de particulas brownianas en el fluido, que determina la
constante de normalizacién de la expresién anterior. La ecuacién (3.4) corresponde al caso tridi-
mensional del resultado (3.2), y clarifica la estrecha relacién entre los problemas de difusién y de

caminantes aleatorios.

La ecuacion de difusion (3.3) es un ejemplo simple y tipico de la definicién (1.23) de un sistema
dindmico, 0s/0t = F,(s,t), donde la evolucién temporal de la tnica variable de estado s = n(r, )
es dictada por la funcién F, = rV2s en términos del pardmetro de bifurcacién r = D. Aunque
el operador laplaciano sélo esta formalmente definido sobre espacios continuos diferenciables, su
definicién se puede aproximar para actuar sobre variables de estado s; en posiciones discretas de
una red como V2s; = Zj(sj —8) = Zj sj — kis; (donde el indice j corre sobre los primeros
vecinos de i), lo cual es bastante 1til para realizar simulaciones numéricas de procesos de difusién

en la computadora. Un modelo que ejemplifica estas consideraciones se conoce como la agregacion

limitada por difusion, utilizado tipicamente para describir procesos irreversibles de combinacién de
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Figura 3.1: Algunos ejemplos bésicos de patrones de Turing. En (a) se presentan soluciones numéricas
del modelo BVAM con condiciones de frontera sin flujo, las cuales favorecen “rayas” si la interaccién
ctbica es fuerte (aa, ab), o “puntos” si la interaccién cuadritica prevalece (ac, ad). En (b) se
muestran imagenes del pez Pomacanthus Imperator en su forma juvenil (ba) y adulta (bb), con sus
simulaciones numéricas correspondientes en dominios crecientes con la curvatura de la piel del pez.
Tomado de [6].

materia que generan objetos aparentemente aleatorios como el polvo, el hollin y los crecimientos
dendriticos [73]. En el juego que define este modelo una particula se sitia inicialmente en el centro
de una red estatica, y posteriormente particulas adicionales se agregan de manera sucesiva en la
frontera de la red, las cuales se mueven como caminantes aleatorios hasta “depositarse” cerca de
una particula ya fija, formando finalmente un “agregado” comparable al tamano de la red que
presenta propiedades libres de escala. En otras palabras, la agregacion limitada por difusion es una
forma simple y prototipica de modelar el crecimiento fractal de procesos fisicos como el depédsito de

particulas y la corrosién [22].

Como se menciona en el capitulo 1, otro ejemplo de cémo el proceso de difusién y los cami-
nantes aleatorios se pueden utilizar para modelar procesos reales se encuentra en los sistemas de
reaccién-difusién de Turing. En 1952 el matemético Alan Turing propuso un modelo para descri-
bir la morfogénesis (la forma en que un huevo altamente simétrico toma una forma anatémica),
en el cual estados uniformes que son estables en ausencia de difusiéon pueden volverse inestables
en presencia de ésta y dar lugar a patrones espaciales estacionarios, conocidos como patrones de
Turing. Este resultado es sorprendente, pues en general la difusién tiende a borrar toda estructura,

y sin embargo en la bifurcacién de Turing la difusion es la responsable de obtener estructura en un
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medio homogéneo. Tipicamente, un sistema de reaccién-difusiéon generaliza la ecuacién (3.3) con un
conjunto de funciones no lineales {F;} que introduce la cinética de las reacciones quimicas entre los
morfégenos, es decir, estd dado por ecuaciones de la forma [37]

8ui
ot

= DiV?u; + Fi({us}, {r;}), (3.5)

donde u; es la concentracién del morfégeno i (la variable de estado) y D; es el coeficiente de difusién
correspondiente. En general el pardmetro de bifurcacién del sistema también depende del conjunto
de pardmetros {r;}, los cuales estdn conectados con las constantes de reaccién entre morfégenos. En
el caso genérico de un sistema de dos morfégenos con concentraciones U y V' cuya cinética quimica
tiene un punto fijo en (Up, Vp), se puede expander en serie de Taylor alrededor de tal punto fijo

hasta tercer orden para obtener el denominado modelo BVAM?3 [6]

21; = D6V2u + au(l — r1v?) + v(1 — rou),
o - (3.6)
a =6V + ﬂ’l)(l + 7“”) + u(’y =+ er)v

donde u = U — Uy y v =V — Vj son las concentraciones respecto al punto fijo, 4 es un factor de
escala, D es la razén entre los coeficientes de difusiéon de los dos morfégenos, r1 2 son pardmetros
de interaccion que definen respectivamente la fuerza de las interacciones ctbica y cuadratica, y «,
B v v son pardmetros generales que definen la porcién del espacio fase a estudiar. Siguiendo a la
ecuacion de difusidn, la ecuacion (3.6) es un ejemplo algo mas complicado de un sistema dindmico,
donde las variables de estado u y v se acoplan de forma no lineal a través de 712, y la variacién de

los pardmetros «, 8 y «v define las posibles bifurcaciones del sistema.

Entre otros resultados correspondientes al modelo BVAM, se puede mostrar que bajo la condicion
a — 2vaD > (D existe una regién de Turing con patrones espaciales estacionarios (formados
por “rayas” o “puntos” para interacciones ctibicas o cuadréticas fuertes respectivamente®, como se
muestra en la figura (3.1a)), que el modelo presenta una bifurcacién de Hopf, y que al relajar la
condicién o = —+ se pueden obtener soluciones de onda viajera, biestabilidad y solitones [6,37].
Debido a esta riqueza de propiedades el modelo BVAM ha sido utilizado para describir numerosos
fenémenos en la Naturaleza, entre los que se encuentran el desarrollo de los patrones en la piel de
los peces Pomacanthus conforme éstos crecen (como se aprecia en la figura (3.1b)), el experimento

de Faraday y su relacién con la morfogénesis de los erizos de mar, la actividad eléctrica en corazones

3También conocido como el modelo Barrio-Varea-Aragén-Maini.
4Esto es vélido para un espacio (u,v) plano sin flujo o con condiciones de frontera periédicas. En dimensiones
mayores se pueden tener combinaciones mas complicadas de estos patrones.
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de mamiferos, algunos sistemas con difusién anémala, y mezclas de liquidos con interacciones no
lineales [6]. También se han modelado los patrones en pieles de mantarrayas y bagres de agua

dulce [74], en las alas duras de “lady bugs” [75], y en las alas de mariposas [76].

3.2. Procesos de propagacion

En términos generales, una propagacion epidémica es el proceso por el cual una enfermedad
infecciosa en particular se disemina por una poblacién, y los modelos mateméticos asociados intentan
describir su dindmica a fin de disefiar estrategias para controlar y erradicar la infeccién. Por el otro
lado, en una propagacion de rumores el fin consiste en favorecer la dispersiéon de “rumores” de la
forma mads eficiente posible, por lo que los modelos asociados se enfocan en disefiar dindmicas y
encontrar estructuras de red que promuevan dicha diseminacién [2]. Como el objetivo del presente
capitulo consiste en analizar brevemente el comportamiento de ciertos sistemas dinamicos en funcion
de la topologia de la red sobre la cual estdn definidos, por ahora sélo consideraremos algunos
modelos arquetipicos de propagacién epidémica, cuyas caracteristicas generales son compartidas

por la mayoria de los modelos de procesos de propagacion.

Durante la segunda mitad del siglo XX el modelado matematico de los procesos de propagacion
epidémica se volvidé una herramienta fundamental en el anélisis de la dispersion y el posible control
de enfermedades infecciosas, pues sus predicciones cuantitativas son bastante ttiles en el disefio y
optimizacién de programas de deteccién, prevencion, terapia y control [77]. De manera adicional,
desde la perspectiva de los fisicos estos modelos resultan interesantes por su equivalencia con ciertos
procesos de percolacién, ya que entonces la estructura de la red sobre la cual se lleva a cabo la
propagacién epidémica es fundamental para determinar sus caracteristicas dindmicas [27,30,72]. La
forma usual de abordar teéricamente un proceso epidemioldgico se basa en modelos compartimen-
tales, es decir, modelos en los cuales los individuos se clasifican en grupos o clases de acuerdo a
su estado de infeccién. En primer lugar se tiene la clase M de las personas nacidas con inmunidad
pasiva y el grupo S de individuos susceptibles a la enfermedad. Cuando alguien de la clase S contrae
la infeccién, entra al grupo ezpuesto E de las personas en estado latente, y eventualmente entra a
la clase de infecciosos 1 pues ya puede transmitir la enfermedad. Finalmente, cualquier individuo
que salga del periodo infeccioso al contraer inmunidad causada por la enfermedad (o muera), entra
a la clase de recuperados (o removidos) R [77]. Asi, podemos definir de manera inmediata dos mo-
delos paradigmaéticos de propagacién epidémica al considerar tan sélo los grupos S, I y R: el modelo

susceptible-infeccioso-recuperado (SIR) y el modelo susceptible-infeccioso-susceptible (SIS).
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Como su nombre lo indica, en el modelo SIR los individuos s6lo pueden estar en uno de tres
estados, susceptible, infeccioso o recuperado. Las personas susceptibles se vuelven infecciosas con
probabilidad A si al menos uno de sus primeros vecinos en la red definida por el modelo esta infectado,
mientras que los individuos infecciosos se vuelven recuperados de forma espontanea con probabilidad
p. En otras palabras, para dos primeros vecinos ¢ y j en la red del sistema el modelo SIR se resume
esquematicamente en las reglas dindmicas [2]

. NA . .
S@) +1(5) — 1) + 1(5),
(3.7)
I(i) £ R(i).
Por el otro lado, en el modelo SIS los individuos simplemente se mueven entre las clases de suscep-
tibles e infecciosos, por lo que en este caso el pardmetro A regula la transferencia del grupo S al I,
y el pardmetro p el paso de I a S. Asi, el modelo SIS estéd definido por las reglas dindmicas [2]
. NA ) .
S(@) +1(j) — I(i) +1(j),

(3.8)
I(i) 2 533,

donde, como antes, los nodos ¢ y j son primeros vecinos en la red del sistema.

La primera simplificacién de estos modelos que de hecho hace posible su escritura como sistemas
dindmicos de la forma (1.23) se conoce en la literatura como la hipdtesis de la mezcla homogénea,
y presupone que los individuos infecciosos con los cuales un susceptible tiene contacto pueden
ser escogidos al azar de la poblacién entera. En otras palabras, esta hipdtesis implica que la red
del sistema es una red aleatoria sélo con constricciones sobre su distribucién de grado®, y por
tanto permite que las relaciones (3.7) y (3.8) se escriban como sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias para las densidades de individuos en las clases S, I y R, denotadas por s(t), i(t) y r(¢)
respectivamente. En el caso del modelo SIR, dicha homogeneidad topoldgica en la red nos permite

escribir el sistema dindmico [2,5,27]

% = =\ (k) is,

D\ (kyis — pi (3.9)
dt ’

dr ,

% = M,

donde (k) es el niimero de contactos con infecciosos por unidad de tiempo (constante para toda la

poblacién), y la condicién de normalizacién s(t) +i(t) +r(¢) = 1 V¢ implica que el sistema (3.9) sélo

5Es decir, no tiene una estructura heterogénea y correlaciones en sus propiedades topolégicas locales.
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tiene dos ecuaciones independientes. Por el otro lado, el modelo SIS se puede escribir como [5]

s _ =X (k) is + pi,
gﬁ (3.10)
pri A(k)is — pi.

A diferencia del sistema (3.9), el modelo SIS no se puede resolver de manera exacta en una red
especifica®, pero el sistema (3.10) puede ser sustituido por una ecuacién mas sencilla en la aproxi-
macién de campo medio’. Si sélo nos interesa investigar el inicio de un estado epidémico en una
red homogénea sin correlaciones, podemos no considerar términos de orden mayor y escribir una

ecuacién para la densidad de infecciosos en el régimen i(t) ~ 0, dada por®

di S
o = i AR 1), (3.11)

donde el segundo término nos da la probabilidad en campo medio de la infeccién de un nuevo vértice,
proporcional a la tasa de infeccién A, a la probabilidad de que un nodo sea susceptible (s = 1 — i)
y a la probabilidad de que haya un enlace entre un susceptible y un infeccioso (igual a (k)i en una

red homogénea sin correlaciones) [27].

Uno de los resultados tedricos més interesantes en procesos de propagacién es que, bajo la
hipétesis de la mezcla homogénea (es decir, utilizando redes aleatorias), los modelos SIR y SIS
presentan un umbral epidémico distinto de cero en funcién del pardmetro o = A/u. En el caso
del modelo SIR, existe un valor o. tal que para o > o, la infeccién se dispersa e infecta a una
porcion finita de la poblacién, mientras que para o < o, el niimero total de individuos infectados®
Too = limy oo 7(t) es despreciable en el “limite termodindmico” de poblaciones muy grandes'®. En
el caso del modelo SIS bajo la aproximacién de campo medio de la ecuacién (3.11), el umbral
epidémico es o, = A\, = <k:)_1, y define las regiones A < A, para la cual i = 0, y A > A, donde
i~ (A—Ac) [2,27]. Curiosamente, al sustituir la red aleatoria por una red libre de escala con o sin
correlaciones y exponente caracteristico 2 < v < 3 en el limite de redes muy grandes, el umbral
epidémico desaparece para los modelos SIR y SIS [27,72], lo cual implica que las propagaciones
epidémicas son imposibles de evitar en redes reales libres de escala (como la Internet o ciertas redes

de interaccién sexual) bajo la aproximacién de estos modelos.

5El modelo SIR tiene solucién exacta en el limite de tiempos muy grandes.

"Como aqui también tenemos una condicién de normalizacién, s(t) +i(t) = 1 V¢, el sistema SIS sélo tiene una
ecuacién independiente.

8En este caso se supone p = 1 por simplicidad, siguiendo a la referencia [27].

9También conocido como incidencia o prevalencia epidémica (2,27].

10Fste fenémeno es de hecho equivalente a una transicién de fase en un sistema fisico, donde el umbral epidémico
toma el lugar de un punto critico y 7« es un parametro de orden.
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El estudio de la evoluciéon temporal y el posible control de enfermedades puede extenderse al
considerar una propagacion geogrifica, es decir, la forma en que una enfermedad infecciosa, el abuso
de alguna droga o los rumores se dispersan en el tiempo y en el espacio. Para esto, generalizamos el
modelo SIS al suponer que las poblaciones de susceptibles S(z,t) e infecciosos I(z,t) son funciones
tanto del tiempo ¢ como de la variable espacial z. Podemos modelar la dispersién espacial de S e
I por una difusién simple de la forma (3.3) donde las dos poblaciones tienen el mismo coeficiente
de difusién, y la dispersién temporal por las ecuaciones (3.8) y (3.10) que definen al modelo SIS.
En este caso, nuestro interés reside en analizar la propagacién geotemporal de una enfermedad en
una poblacién homogénea de susceptibles al introducir cierto nimero de infecciosos. Después de

adimensionalizar las variables y pardmetros del sistema, podemos escribir [78]

2
oI " oer (3.12)
a = IS — O'I+ @,

donde el inico pardmetro relevante es la tasa de reproduccion 1/o, que mide el niimero de infecciones
secundarias causadas por un infeccioso primario en una poblacion de susceptibles. El pardmetro
o también fija las dos escalas de tiempo relevantes en el problema: el tiempo de contagio de la

enfermedad y la esperanza de vida de un infeccioso.

Como estamos interesados en la dispersién espacial de una onda de infeccion en una poblacion
uniforme de susceptibles, buscamos soluciones de onda viajera en el sistema (3.12) al exigir que se

cumplan las condiciones

I(z,t) = I(2), S(z,t) = S(2), z=ux—ct, (3.13)

donde c¢ es la velocidad de propagacion a determinar. Esta solucion representa un frente de onda
de forma constante viajando en la direccién x positiva. Asi, al sustituir las condiciones (3.13) en el
sistema (3.12) obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

I"+cl'+1(S —0) =0,

(3.14)
S" + ¢S — 18 =0,

donde la prima indica derivacién con respecto a z. El problema de valores propios (3.14) implica
encontrar los valores de o para los cuales existe una solucién con ¢ > 0 y poblaciones S e I no

negativas tales que se cumplan las condiciones de frontera I(—oc0) = I(00) =0y 0 < S(—0) <
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S(00) = 1. En otras palabras, el sistema (3.14) describe la situacién en que un pulso de infecciosos
se propaga en la poblacién no infectada y produce un frente de onda epidémico que se mueve en la

direccién espacial.

Sin entrar en detalles, la primera ecuacién del sistema (3.14) se puede linealizar cerca del frente

de onda (donde S — 1y I — 0) para encontrar la relacién de la velocidad de propagacién [78]

c>20-0)2 o<1, (3.15)

que es la condicién de existencia de soluciones de onda viajera en el sistema. La relacién (3.15) tiene
algunas consecuencias importantes para el control de una propagacién epidémica. Por ejemplo, si
o > 1 no existe una solucién de frente de onda y por tanto o, = 1 es el umbral epidémico de
una propagacién geografica. Por el otro lado, una enfermedad muy fatal (para la cual el pulso de
infecciosos se propaga rapidamente) de hecho disminuye la probabilidad de que haya una onda

epidémica en la poblacién, pues puede no cumplir con la condicién (3.15).

3.3. Dinamicas colectivas y sincronizacion

Como tltimo ejemplo de un grupo de dindmicas definidas sobre redes consideramos el asociado
al fenémeno de sincronizacidn, definido como un proceso por el cual muchos elementos (equiva-
lente o no equivalentes) ajustan una propiedad de su movimiento debido a una configuracién de
acoplamiento adecuada, o por causa de un forzamiento externo [2]. En este caso, los elementos en
movimiento (o cuyas propiedades varian en el tiempo) son representados por los nodos de la red,
mientras que los enlaces entre nodos representan los acoplamientos en el sistema, es decir, la forma
en que el movimiento de un elemento es influenciado por el de otro. Un ejemplo paradigmético de
este fendmeno es la coordinacién de los destellos producidos por luciérnagas, observada en algunos
lugares del sur de Asia. En la noche conjuntos inmensos de luciérnagas pueden verse volando sobre
los arboles, algunas de las cuales emiten luz de forma incoherente; sin embargo, después de un tiem-
po tales destellos se coordinan, generando un efecto visual impresionante [70,71]. Los fenémenos
naturales que presentan sincronizacién son innumerables, incluyendo las redes de células marcapasos
en el corazon o en el nicleo supraquiasmatico del cerebro, la sincronia metabdlica en suspensiones
de levadura, ciertos conjuntos de laseres, osciladores de microondas y juntas superconductoras [38],

y muchos otros presentes en sistemas biolégicos, quimicos, fisicos y sociales.

Histoéricamente, el proceso de sincronizacion fue observado por primera vez por el fisico holandés
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Christiaan Huygens en el siglo XVII, quién descubrié que las oscilaciones de fase de dos relojes de
péndulo pueden sincronizarse perfectamente si estan colgados de la misma viga, o si ambos se
encuentran suficientemente cerca en una pared y por tanto estan acoplados por las vibraciones en
ésta [79]. Ya en el siglo XX, el tratamiento matematico de la sincronizacién fue desarrollado en térmi-
nos de integrales de Fourier por Norbert Wiener, y posteriormente con un conjunto de osciladores
de ciclo limite interactuantes por Arthur Winfree. Aunque ambas descripciones son practicamente
intratables de forma analitica, la segunda es bastante til si consideramos que los osciladores son
casi idénticos y los acoplamientos entre ellos relativamente débiles. Bajo esta aproximacion el mo-
vimiento de cada elemento ¢ del sistema se describe por su fase 6; en el ciclo limite, y el efecto de
los acoplamientos de tal oscilador con el resto de los N — 1 elementos del sistema se puede resumir
en un sélo término!!, por lo que las ecuaciones de movimiento de tales osciladores de fase tienen la

forma [38,79]

N
0 =wi+ Z(0:)>  X(0;), (3.16)
j=1

donde w; es la frecuencia natural del oscilador i, Z(6;) es una funcién que representa la sensibilidad
del elemento i respecto a la accién del resto del sistema, y X (6;) es una funcién que describe la
influencia del oscilador j en todos los demés. A través de simulaciones numéricas y aproximaciones
analiticas, Winfree encontré que la relacién entre el ancho de la distribucion de frecuencias natu-
rales g(w) y la fuerza del acoplamiento (que depende de las funciones de sensibilidad e influencia)
determina el analogo temporal de una transicién de fase entre dos comportamientos cualitativa-
mente distintos del sistema: uno en el cual los elementos oscilan de forma incoherente siguiendo
sus frecuencias naturales particulares, y otro en el cual un subconjunto de los osciladores fijan sus
frecuencias y se mueven en sincronia. Esta idea basica de Winfree determina el arquetipo de los mo-

delos matematicos de procesos de sincronizacion, entre los cuales destaca el modelo de Kuramoto.

En 1975, Yoshiki Kuramoto utilizé un método perturbativo para promediar los términos de la
ecuacién (3.16), y considerando el caso mds sencillo de una red completamente conectada donde
los acoplamientos son equivalentes y tienen una forma sinusoidal, escribié el conocido modelo de

Kuramoto,

N
= Z n(0; — ;) (3.17)

donde € > 0 es la fuerza de acoplamiento (constante para todos los osciladores), el factor 1/N

"De manera similar a lo que sucede en las aproximaciones de campo medio en Fisica.



asegura un buen comportamiento del modelo en el limite termodinamico N — oo, y la distribucién
de frecuencias g(w) es unimodal y simétrica respecto a su valor promedio wp. La ecuacién (3.17) es
andloga al modelo XY en magnetismo!'?. Este sistema presenta sincronizacién en términos de una

transicion de fase de segundo orden caracterizada por el parametro de orden complejo
N
w(t) _ 0,
r(t)e = z;e 7, (3.18)
j:

es decir, el centroide de las fases, el cual puede interpretarse como el ritmo colectivo de la poblacién

entera. Aqui, el pardmetro de orden r(t) mide la coherencia de las fases y ¥ (t) la fase promedio,

como se muestra en la figura (3.2a). Multiplicando ambos lados de la ecuacién (3.18) por e~
igualando las partes imaginarias y sustituyendo en la ecuacién (3.17), podemos escribir
0; = w; + ersin(y — 6;), (3.19)

una ecuacién que muestra claramente la naturaleza de campo medio del modelo de Kuramoto, pues
el oscilador ¢ sélo interactiia con el resto a través de los parametros de campo medio r y ©. De
acuerdo a este resultado, la fase 0; se acerca a la fase promedio ¢, mientras que la proporcionalidad
entre el acoplamiento efectivo er y r crea una retroalimentacion positiva entre tal acoplamiento y la
coherencia del sistema: si una parte de la poblacién es coherente, r crece y el acoplamiento efectivo
aumenta, lo cual incluye mas osciladores en el subconjunto sincronizado; en el caso contrario r
disminuye y la sincronizacién se auto-limita. Asi, el modelo de Kuramoto muestra de forma bastante

evidente el mecanismo de sincronizacién esponténea presente en la ecuacién de Winfree [8,38].

Especificamente, la variacion del pardmetro de orden r nos permite pasar entre regiones sin
o con sincronizacién en el sistema, es decir, muestra la transiciéon de fase. En cuanto a los casos
extremos, y de acuerdo a la ecuacién (3.18), podemos ver que el valor » = 0 corresponde a una
distribucién aleatoria de las fases sobre todos sus posibles valores (es decir, alrededor del circulo
unitario en el plano complejo) e implica por tanto una incoherencia completa, mientras que el valor
r = 1 corresponde a una sincronia total del sistema. Kuramoto utilizé6 una condiciéon de auto-
consistencia para demostrar que, en las condiciones asintéticas N — oo y t — 00, el inicio de
la sincronizacién (es decir, la transicién de fase) se presenta con un valor critico de la fuerza de

acoplamiento €, = 2/mg(wp). De hecho, mostré que para € < €. tenemos r = 0 y por tanto el sistema

12E] modelo XY definido sobre una red ordenada de dos dimensiones no presenta una transicién de fase de segundo
orden, de acuerdo al teorema de Mermin-Wagner. Como el modelo de Kuramoto se define sobre una red completamente
conectada, la dimensionalidad de la red es mucho mayor y por tanto si puede existir una transicién de fase.
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Figura 3.2: Algunas caracteristicas del modelo de Kuramoto. En (a) se representa graficamente
el pardmetro de orden complejo re® (el centroide de las fases 6; del sistema), donde r mide la
coherencia de las fases y v es la fase promedio. En (b) se muestra el comportamiento asintético del
parametro de orden r como funcién de la fuerza de acoplamiento e.

no presenta sincronia, mientras que para € > €. el parametro de orden se escala como 7 ~ /€ — €.
y un subconjunto de los elementos se sincroniza. Finalmente, cuando € es muy grande el sistema
completo entra en un estado de sincronizacién y r ~ 1. Estos comportamientos se presentan de

forma esquemadtica en la figura (3.2b).

De manera similar a lo que sucede con los modelos de propagacién epidémica de la seccion
anterior, el comportamiento del modelo de Kuramoto puede cambiar drésticamente si sustituimos
la red completamente conectada por redes desordenadas como las presentadas en el capitulo 2.
Por ejemplo, en las referencias [79, 80] se estudian numérica y analiticamente las condiciones de
sincronizacion del modelo de Kuramoto definido sobre redes ordenadas, aleatorias y de mundo
pequeinio, encontrando que la presencia de atajos aleatorios aumenta la sincronizacién en la red, y
por tanto las redes al azar y de mundo pequefio son en general mas eficientes en su proceso de
sincronizacién que las redes ordenadas. Por el otro lado, en [81] se utilizan redes libres de escala,
y se encuentra de forma numérica que el inicio de la sincronizacion en el sistema se da para un
valor pequenio (pero distinto de cero) de la fuerza de acoplamiento, mientras que el punto critico no
depende del nimero de elementos N, a diferencia del modelo definido sobre la red completamente

conectada.
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Capitulo 4

Deteccion de comunidades

En los capitulos anteriores se ha analizado la estructura y funcién de diversas redes complejas
a partir de la evoluciéon dindamica de propiedades topoldgicas locales como el grado y el coeficiente
de agrupamiento, las cuales dan informacién global al promediarlas sobre toda la red. Sin embargo,
tales promedios son inservibles si queremos conocer las posibles correlaciones entre los nodos de
una subgréfica dada, o la existencia de una estructura heterogénea en la red. En tal caso es ttil
el concepto de comunidad, definida de manera informal como una subgréfica G’ = (N, &’) de la
red G g donde los nodos en N’ y los enlaces en £ comparten alguna propiedad en comin. Dicha
propiedad puede ser estructural si involucra caracteristicas topolégicas de G’ como el niimero total
de enlaces en ella (en cuyo caso la comunidad es un conjunto de nodos altamente conectado entre si y
poco conectado con el resto de la red), o funcional si se relaciona con las variables de estado definidas
sobre los nodos y enlaces de G’ (en cuyo caso la comunidad es un conjunto de nodos que poseen los
mismos valores en sus variables de estado). La idea de comunidad fue formalizada matematicamente
por primera vez en las ciencias sociales, donde se utilizan herramientas para medir el nimero de
comunidades en una red, asi como su cohesién [14]. Las comunidades son una caracteristica usual de
las redes sociales, pues los individuos en ellas pueden formar parte de grupos altamente conectados
(elites sociales), estar completamente aislados, o servir como “puentes” que conectan a estos grupos.
Las comunidades sociales generalmente tienen sus propias normas, orientaciones y subculturas, por
lo que su identificacién y caracterizacion es fundamental si se desea analizar la identidad de una
persona en la red [2]. Fuera del ambito social, comunidades en las redes asociadas a la WWW
pueden corresponder a grupos de péginas con temas similares [5], mientras que las comunidades
encontradas en redes de software, neuronales, celulares, genéticas y metabodlicas pueden indicar las
unidades funcionales existentes en tales sistemas [82]. En econofisica, por citar un tultimo ejemplo,

las comunidades pueden identificar alianzas entre empresas.
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Dentro de la investigacién en sistemas complejos realizada en los ultimos anos, la presencia
y segregacion de comunidades en una red se ha considerado de forma intuitiva como un ejemplo
arquetipico de las propiedades emergentes de ésta, es decir, de comportamientos o caracteristicas
del sistema que no pueden ser explicados a partir del andlisis individual de sus partes. Como se
menciona al final del capitulo 1, el propdsito de este trabajo consiste en mostrar como la coevolu-
cién (es decir, la interaccién entre las evoluciones temporales de la estructura y la funcién en un
sistema complejo) tiene un papel fundamental en la descripcién tedrica de la aparicién de propie-
dades emergentes, en particular de la segregacién en comunidades. Sin embargo, antes de poder
hacer esto es necesario formalizar el concepto de comunidad, y analizar algunos de los algoritmos

computacionales requeridos para caracterizarlas.

A pesar de la cantidad de trabajos existentes en el problema de caracterizacién de comunidades
[83—88] no existe un consenso ain en su definicién, y por tanto la estructura de los algoritmos de
deteccién y sus resultados pueden variar bastante, pues dependen de la definicion de comunidad
utilizada. El concepto basico utilizado para definir una comunidad es el clique, denotado ya en la
seccién 1.1.1 como una grafica donde todos los nodos estan conectados entre si. Esta definicion
fuerte se cumple poco en redes ralas, por lo que es 1til relajarla con el concepto de n-clique, una
grafica donde la geodésica mas larga entre dos nodos es n.! Por el otro lado, una comunidad se puede
definir comparando el nimero de enlaces en su interior con el nimero de enlaces que la conectan
con el resto de la red, lo cual nos da dos definiciones: las comunidades en el sentido fuerte (donde
cada nodo en ella tiene més enlaces con la comunidad que con el exterior), y las comunidades en
el sentido débil (donde la suma de todos los enlaces dentro de la comunidad es méas grande que la

suma de los enlaces conectédndola con el resto de la gréfica)? [89].

Una vez seleccionada la definicién apropiada de comunidad, los algoritmos de deteccién se cons-
truyen generalmente a partir de un proceso de mapeo entre la red y un arbol, también conocido
como dendograma. En éste, la superficie (o ultima capa) corresponde a los nodos por separado de
la red, mientras que cada elemento de las capas subsiguientes representa comunidades formadas
por grupos de nodos de la capa anterior . Finalmente, la primera capa tiene un sélo nodo que
representa a la comunidad formada por toda la red. Asi, mientras més alta sea la capa mayor es la

“importancia”’ de las comunidades representadas en ella, y por tanto el drbol construido representa

'De esta forma, un clique es equivalente a un 1-clique. Estas definiciones se conocen como auto-referidas, pues
la comunidad se define sélo en referencia a si misma. Las definiciones auto-referidas son ttiles para caracterizar
comunidades ya conocidas, pero los algoritmos de detecciéon basadas en ellas son usualmente muy costosos desde el
punto de vista computacional [84].

2Estas definiciones se conocen como comparativas, y son las més utilizadas por su bajo costo computacional en la
bisqueda de comunidades en redes grandes [84].
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Figura 4.1: Una red con estructura heterogénea (izquierda) y su correspondiente dendograma (dere-
cha). El dendograma representa una posible estructura jerdrquica de comunidades en la red, donde
cada capa del arbol constituye una particién de la red en comunidades, y la altura de la capa en el
dendograma nos da el nivel de la particién en la jerarquia. Tomado de [89].
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una estructura jerarquica de comunidades en la red. Como se muestra en la figura (4.1), cada capa
del dendograma representa una particion de la red en comunidades, y la altura de tal capa en el
arbol muestra su jerarquia. Dependiendo de la propiedad utilizada para definir las comunidades, el
dendograma resultante y las comunidades correspondientes pueden ser muy distintas, y la eleccion
depende del tipo de analisis requerido para cada sistema complejo en particular. Una medida 1til
y relativamente béasica para evaluar particiones es la modularidad introducida por Mark Newman y
Michelle Girvan en [87]. Para definirla, es necesario considerar una particién particular de una red
en N, comunidades, y una matriz simétrica N, x N, denotada por e cuya entrada e;; es la fracciéon
de todos los enlaces en la red que conectan a las comunidades ¢ y j. La traza Tre = ) . e;; da
entonces la fraccién de enlaces que unen nodos en la misma comunidad, y las sumas a; = Zj €ij
dan la fraccion de enlaces en la red que conectan con vértices en la comunidad ¢. De esta forma, en
una red sin estructura donde los enlaces conectan nodos sin importar a qué comunidad pertenecen
tenemos e;; = a;aj, por lo que una medida de la presencia de comunidades en la red, o modularidad,

puede calcularse como

Q= (ei—a?)=Tre—|e, (4.1)

donde ||e?|| indica la suma de los elementos de la matriz e?. De acuerdo a la ecuacién (4.1), la
modularidad mide la fraccién de enlaces que conectan nodos de la misma comunidad menos el
valor esperado de tal cantidad en una red con la misma particién pero con enlaces aleatorios entre
nodos. Asi, para una red sin estructura tenemos = 0, mientras que para redes cada vez més

heterogéneas podemos observar el comportamiento () — 1. Cabe mencionar que, en contra de
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lo que puede indicar la intuicién, es posible encontrar particiones en redes aleatorias de tamano
finito que produzcan valores relativamente altos de modularidad, por lo que las redes al azar (que
aparentemente no tienen estructura) presentan de hecho estructura de comunidades debido a las

fluctuaciones presentes en su proceso de construccién [2,84].

Los algoritmos de detecciéon de comunidades tradicionales se dividen en dos categorias: aglome-
rativos y divisivos. El ejemplo cldsico de un algoritmo aglomerativo es el agrupamiento jerdrquico,
donde un peso w;; se asocia a cada par de nodos 7, j en una grafica sin enlaces de acuerdo a cierta
propiedad de la red original, y los enlaces (i,j) se agregan sucesivamente por orden de peso decre-
ciente. Asi, empezando por una red sin enlaces, comunidades cada vez més grandes se van formando
hasta terminar con una sola comunidad idéntica a la red original. En cambio, los algoritmos divisivos
revierten el proceso de construccion del dendograma asociado a la red: empezando por la grafica
original, uno corta sucesivamente enlaces para maximizar cierta cantidad (como la modularidad) y
por tanto divide la red en graficas mas pequenas desconectadas entre si que se identifican como las
comunidades de la red original [89]. Existen otros algoritmos que escapan de estas dos categorias,
como aquellos basados en el andlisis espectral de la red (donde la estructura de comunidades se
determina por los valores y vectores propios de ciertas funciones de la matriz de conectividad A),
algoritmos basados en redes de resistencias, curvatura y caminatas al azar [84], e incluso en el mo-
delo de g-Potts para un sistema de espines [90]. Una revisién exhaustiva de la investigacién actual

en deteccién de comunidades se presenta en la referencia [85].

Aunque la mayoria de estos algoritmos ya incluyen una estructura jerarquica de comunidades
(es decir, la posibilidad de que ciertas comunidades estén formadas por otras mas pequenas), no
consideran el caso en que varias comunidades compartan los mismos nodos, pues los dendogramas
dividen a la red en grupos de nodos de forma exclusiva. En la referencia [91] los autores presentan un
algoritmo para detectar comunidades tanto jerdrquicas como sobrepuestas basado en la optimizacion
local de una funcién de aptitud similar a la modularidad, el cual es utilizado por nosotros en
la caracterizacién de comunidades en nuestro modelo coevolutivo. Por tal razén, presentamos a

continuacién un breve resumen de la estructura de dicho algoritmo.

4.1. El algoritmo de Lancichinetti - Fortunato - Kertész

Como se menciona con anterioridad, el algoritmo de deteccién de Lancichinetti - Fortunato -

Kertész [91] identifica a las comunidades en una red particular a través de la maximizacién de una
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propiedad de los nodos que la conforman denominada aptitud, la cual estd dada por

kY
(kg +kS,)°

out

fo = (4.2)

donde k:gl y k9, son los grados totales interno y externo de los nodos de la comunidad G (definidos
respectivamente como el doble del nimero de enlaces en el interior de la comunidad, y el niimero
de enlaces que la unen con el resto de la red), y @ > 0 es un parametro que controla el tamano de
las comunidades. El proposito del algoritmo consiste en determinar de forma dindamica la subgrafica
maximal empezando por un nodo ¢ (que se identifica entonces como la comunidad natural de i
en la red), en el sentido que la inclusién o exclusién de méds nodos en G disminuiria fg. Esto
equivale a encontrar maximos locales de la aptitud para « dada, pues el maximo global corresponde

g

trivialmente al caso k;,;, = 0 en el que la comunidad natural de cualquier nodo es la red completa.

Para poder encontrar las comunidades naturales es necesario introducir también la aptitud del
nodo i con respecto a la subgrafica G para una aptitud dada, denotada por fé, la cual se define

como la variacién de fg con y sin el nodo i, es decir,

6 = foriy — fa—iay» (4.3)

donde G + {i} indica a la subgréfica G con y sin el nodo i. Ahora bien, el proceso de busqueda de
la comunidad natural de ¢ empieza con la identificacién G = {i} (es decir, con klgn = 0), a partir de

lo cual se iteran los siguientes pasos:
1. Se realiza un ciclo sobre todos los primeros vecinos de los nodos de G que no estén ya en G.

2. El vecino con la aptitud de nodo mas grande se agrega a G, generando una subgrafica més

grande G'.
3. La aptitud de cada nodo de G’ se calcula nuevamente.
4. Si un nodo tiene aptitud negativa se remueve de G’, creando una nueva subgréfica G”.

5. Si el paso 4 ocurre se repite desde el paso 3; en caso contrario se repite desde el paso 1 para

la subgréfica G”.

El proceso termina cuando todos los nodos examinados en el paso 1 tienen aptitud negativa,
y por tanto la subgrafica analizada es la comunidad natural del nodo i. En este caso se redefine

el concepto de particion como un conjunto de comunidades naturales tal que cada nodo de la
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red estd asignado al menos a una comunidad (es decir, las comunidades se pueden sobreponer y
compartir los mismos nodos), y por tanto el resto del algoritmo se dedica a determinar tal particién

de acuerdo a los siguientes pasos:
1. Se selecciona un nodo ¢ de forma aleatoria.
2. Se detecta la comunidad natural de <.
3. Se selecciona de forma aleatoria un nodo j que aun no esté asignado a alguna comunidad.

4. Se detecta la comunidad natural de j, explorando todos los nodos de la red sin que importe

su posible pertenencia a otras comunidades.
5. Se repite desde el paso 3.

El algoritmo acaba cuando todos los nodos se han asignado al menos a una comunidad, y por
tanto se tiene una particion de la red para un valor dado del parametro a. El valor de « fija la escala
en la cual estamos analizando la red: Para a grande el algoritmo tiende a encontrar comunidades
pequenas, mientras que para a pequena se encuentran comunidades grandes. Una eleccién natural
para empezar a examinar una red desconocida es o = 1, pues en este caso fg mide la razén entre
el nimero de enlaces internos de la comunidad y el nimero total de enlaces en ella (internos y
externos), y por tanto es una expresion matemédtica de la definicién de comunidad en el sentido
débil [89]. Al seleccionar un valor fijo de « se restringe la resolucién del método y se obtiene un
algoritmo similar a aquellos que optimizan la modularidad de Newman y Girvan [86-88], pero
el pardmetro se puede variar libremente para obtener una jerarquia de particiones que contienen
comunidades de distintos tamanos, donde usualmente las comunidades grandes de una particiéon
correspondiente a @ = a7 estdn formadas por comunidades pequenas asociadas a la particién de
a = ag > «a1. Bajo esta idea, resulta coherente pensar que una buena particion es estable en el
sentido que sélo cambios considerables en « la pueden destruir, y por tanto las particiones que dan
mas informacién relevante acerca de la estructura de comunidades en la red son aquellas que se

recuperan por el algoritmo para un intervalo amplio de valores de a.
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Parte 11

Coevolucion en Sistemas Complejos
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Capitulo 5

Interaccion entre estructura y funcién:

el concepto de coevolucion

En la Parte I de este trabajo se han introducido los conceptos béasicos para analizar la estructura
y la funcién de un sistema complejo, y se han estudiado con cierto detalle casos particulares en los
que tal sistema se puede considerar como una estructura sin funcion o una funcion sin estructura,
dependiendo de la escala de tiempo utilizada para observarlo. Si la evolucién temporal de la funcién
del sistema complejo es mucho mas lenta que la de la estructura, podemos describirlo como una
estructura sin funcion donde lo Unico que nos interesa es la dinamica de la topologia de la red
(que representa las partes e interacciones del sistema), lo cual nos lleva al estudio de estructuras
determinadas como las redes ordenadas, aleatorias, de mundo pequeno y libres de escala revisadas
en el capitulo 2. En cambio, si la dindmica de la funcién es mas rdpida que la de la estructura,
el sistema puede ser visto como una funcion sin estructura y nuestro interés reside en analizar la
forma en que un conjunto de variables de estado definidas sobre una red estatica evoluciona en el
tiempo, lo cual sirve para describir procesos de difusién, propagacién y sincronizacién en sistemas
bioldgicos, ecolégicos y sociales como los que se abordan en el capitulo 3. Sin embargo, resulta
més realista relajar las condiciones de tales casos extremos y considerar la situacion intermedia en
que las escalas de tiempo para las dindmicas de estructura y funcion son similares, y por tanto
existe una retroalimentacién explicita entre las evoluciones temporales de la topologia de la red
y de sus variables de estado que denominamos coevolucion. Como se menciona en la seccién 1.3,
tal interaccién entre estructura y funcién ya se reconoce de manera intuitiva como un ingredien-
te fundamental para analizar el comportamiento de algunos sistemas complejos y caracterizar la
presencia de propiedades emergentes en ellos, como en el caso de las interacciones cataliticas entre

poblaciones de distintas especies [46], la emergencia de movimiento auto-ordenado y sincronizacién
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en sistemas bioldgicos [47], las redes adaptativas en Teoria de Juegos [50], y la formacién de opinién

en comunidades humanas [48,49].

No obstante, la caracterizacion del proceso de coevolucion en fenémenos particulares de la Na-
turaleza y sus consecuencias en los comportamientos de éstos no es suficiente, pues es sabido que
la eleccién de la red compleja, en donde se dan la estructura y la funcion, depende fuertemente de
las caracteristicas o procesos especificos que se desean estudiar, y por tanto un mismo fenémeno
natural puede ser asociado a muchas estructuras y funciones acopladas o no entre si que pueden
comportarse de manera abismalmente distinta. Esta particularidad de las redes complejas hace que
la eleccién de cantidades béasicas para su descripcién general sea complicada o tal vez imposible (a
diferencia de lo que pasa con los sistemas fisicos, donde siempre existe un espacio fisico comun a
todos ellos que puede ser descrito a través de su métrica y dimensionalidad), y por tanto es comin
que existan ambigiiedades y definiciones informales en la proposicién de ecuaciones dindmicas para
modelar la estructura y la funcién del sistema. Para intentar resolver tal problema y dar un paso
en la formalizacién abstracta de los sistemas complejos, proponemos considerar a la coevolucion
como el elemento fundamental que define a una red compleja, y después derivar el comportamiento
y propiedades emergentes de ésta en funcién de los distintos tipos de interaccién que pueden existir
entre su estructura y su funcién [41,42]. A continuacién se presenta una descripcién de este marco

tedrico.

5.1. EIl marco tedrico de coevolucion

Como se muestra en la ecuacién (1.26), un sistema complejo coevolutivo se puede definir como

G = (N({5i}, 1), E({5i} . 1),

| (5.1)
7:F‘Z(G7{§j}at7’r)7 éajzla"'va

es decir, es un sistema con una estructura dada por la red G y una funcién descrita por el sistema
dindmico ds;/dt = F}, donde el proceso de coevolucién implica que las funciones F"Z actuando sobre
los vectores de estado §; dependen de los nodos y enlaces de G, y de la misma forma los nodos y
enlaces de la red cambian de acuerdo a los valores de los vectores s; definidos sobre cada elemento
de G. Sin pérdida de generalidad y por simplicidad consideraremos de ahora en adelante que G
es una red no dirigida y que los vectores de estado son de hecho escalares s; definidos sélo sobre

los nodos de la red. De esta forma, para cada variable de estado podemos escribir la ecuacion de
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coevolucion
dsi 881'

i vl ;O(Siasjag)Aija (5.2)
donde O(si, s;) son las componentes de un operador 0) que cambia las entradas y el tamano de
la matriz de conectividad A. En la ecuacién (5.2) el término 0s;/0t representa la microdindmica
o dindmica funcional del sistema, es decir, la dinamica de s; que sélo depende en forma explicita
del conjunto de variables de estado y no de la red, mientras que el término ) j O(si, sj,9)Aij se
refiere a la macrodindmica o dindmica estructural del sistema, es decir, a la forma en que s; cambia
explicitamente por la red G y no por el conjunto de variables de estado. Los prefijos micro y macro
implican la existencia de dos escalas de tiempo caracteristicas: una rdpida (dt) para la dindmica de
las variables de estado (el intercambio de informacién o transaccion en la red), y una lenta (dT')
para el cambio de nodos y enlaces en G (la modificacién de la topologia o generacidn de la red),
las cuales estén relacionadas por el pardmetro de coevolucién g = dT'/dt que controla el nimero de
transacciones por generacién, o en otras palabras, la intensidad de la interaccion entre las dindmicas
estructurales y funcionales en el sistema. De esta forma, el pardametro g delimita tres regiones con
comportamientos cualitativamente distintos: el caso limite ¢ — 0 en que la dindmica de las variables
de estado es irrelevante y por tanto tenemos un sistema complejo descrito tan sélo por su estructura
(una estructura sin funcion), el otro caso limite ¢ — oo en el cual no existe una modificacién
de la topologia de G y por tanto el sistema sélo tiene funcién (una funcién sin estructura), y el
caso intermedio en el cual la estructura y la funcién interactiian coevolutivamente a través de la
ecuacion (5.2) para definir el comportamiento del sistema complejo en cuestién. En otras palabras,
la ecuacién de coevolucién incluye dentro de la misma estructura tedrica a las topologias de red y
los sistemas dinamicos a través de la variacién continua del pardametro g, y muestra asi la existencia

de una regién intermedia donde se hace explicita su interaccion.

Considerando solamente la microdindmica del sistema, el primer término de la ecuacién (5.2)
puede ser separado en términos que dependen del niimero de variables de estado que interactian
entre si en un tiempo dado, ya sean interacciones por pares (“lineales”), por trios (“cuadraticas”),
etcétera, lo cual se puede ver como una expansion en serie de Taylor en términos de la complejidad
de la interaccién. Asi, la microdindmica de la variable s; alrededor de un estado estacionario se
puede escribir como

8;;_fo-l-zj:fl(sj)si—i-zj:zk:fg(sj,sk)s?—|—..., (5.3)
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donde los coeficientes fy, f1, f2, etc., de la expansion dependen, en principio, de las variables de
estado en toda la red, por lo que es posible definir interacciones de corto alcance (entre primeros o
segundos vecinos, por ejemplo) e interacciones de largo alcance que se extiendan a lo largo de G,
segun las necesidades descriptivas del modelo. Segin la expansién de la ecuacién (5.3), el término
fo es “constante” en el sentido que depende de todas las variables de estado excepto s; y por tanto
representa la accién externa del sistema sobre el nodo 4; el término » j f1(s;j)si es lineal en s; y
entonces representa las interacciones por pares entre el nodo ¢ y cualquier otro nodo en la red; el
término Zj >k fg(sj,sk)s% es cuadratico en s; y representa las interacciones por trios centradas
en 7, y asi sucesivamente. De esta manera la ecuacién (5.3) incluye todas las posibles interacciones

directas entre variables de estado que no dependen explicitamente de la estructura de la red.

Por el otro lado, la macrodindmica del sistema complejo estd regida por el operador O, el cual
actlia en cada generacion de forma discreta y sélo puede modificar la red en cuatro formas béasicas:
agregando/eliminando nodos, o agregando/eliminando enlaces. Las operaciones compuestas llevan
entonces a procesos importantes como la reconezrion en la red, dada por la eliminacién de un enlace
seguida de la creacién de otro, manteniendo un nodo en comun. El proceso de reconexién se ha
utilizado frecuentemente en redes adaptativas para describir la forma en que la topologia de la
red cambia en términos de juegos, automatas celulares o las variables de estado definidas sobre los
nodos, como en el caso del modelo de la referencia [50] donde la red de interacciones del sistema se
adapta por reconexion al resultado de un juego espacial, o en la referencia [92] donde una red con un
conjunto de reglas de reconexién (que definen su dindmica) se utiliza para describir un proceso de
auto-organizacion en redes neuronales y redes regulatorias en el genoma. El operador O sélo actia
sobre la matriz de conectividad A en los tiempos especificos de generacién (es decir, en tiempos
t/dt multiplos del parametro de coevolucién g), lo cual puede representarse mateméaticamente por

medio de funciones delta de Dirac, es decir,
O(si, 55, 9)A = A’ 5(t/dt — ng), (5.4)

donde A’ es la matriz de conectividad de G' modificada después de cada tiempo de generacién por
el operador 0) (que representan la forma especifica en que se lleva a cabo el proceso de reconexién
en la red) y >, 0(t/dt — ng) es una suma de deltas de Dirac que representa la accién discreta
de O. En otras palabras, la macrodindmica (5.4) describe la forma en que la topologia de la red
se modifica en cada generacién por un conjunto de reglas légicas que dependen del valor de las

variables de estado, y a su vez esta variacién en la topologia cambia los términos en la ecuacién de
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microdindmica (5.3) que define la evolucién temporal continua de las variables de estado. Asi, la
ecuacién (5.2) desglosada en las expresiones (5.4) y (5.3) representa la forma mas general en que

un proceso de coevolucién define la dindmica estructural y funcional de un sistema complejo.

Como se menciona en la seccién 1.3, existen muchos sistemas complejos en los cuales la coevo-
lucién toma un papel relevante. En el proceso de formacion de opinién en una sociedad humana,
por ejemplo, la forma en que cada individuo desarrolla su opinién respecto a un tema especifico
depende en gran medida de las personas con las cuales discute tal tema, y dicha red de amistades
o conocidos cambia todo el tiempo debido a la propia dindmica de la comunidad social [41-45].
En consecuencia, una correcta descripcion de la evoluciéon temporal de tal sistema debe incluir los
efectos de la interaccién entre su estructura y funcién, y por tanto las propiedades emergentes de
éste (como la existencia de comunidades cuyos individuos comparten una opinién) deben presentar-
se para un valor intermedio de g, y su caracterizacion debe poder establecerse en términos de los
parametros que definen las dindmicas micro y macro del sistema social. Dedicamos los capitulos 7 y
8 a mostrar tales afirmaciones, es decir, a exponer la utilidad del marco tedrico de coevolucién des-
crito con anterioridad al describir un proceso de formacién de opinién y caracterizar la emergencia

de comunidades en él.

Antes de eso, necesitamos presentar algunos de los trabajos anteriores mas relevantes en el
estudio de tales sistemas sociales, a fin de tener una base mas firme sobre la cual justificar la
validez de las hipd6tesis de nuestro modelo coevolutivo de formaciéon de opinién. A esto dedicamos

el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

El problema de formaciéon de opinién

en sistemas sociales

Un sistema social es una red donde los nodos representan individuos o grupos sociales y los
enlaces describen los posibles tipos de interacciones que existen entre ellos, ya sean de amistad,
companerismo, estatus, sexualidad o politica entre personas, de matrimonios entre familias, de
negocios entre empresas, etcétera [2,5], y han sido estudiadas desde hace tiempo en las ciencias
sociales [14] a fin de determinar de forma cuantitativa ciertas caracteristicas de la estructura de una
sociedad dada o la relativa importancia de una persona en la red [15,16]. Entre los trabajos més
famosos en este campo se encuentran los experimentos de “mundo pequenio” de Stanley Milgram [55]
descritos en la seccién 2.3. En contra de lo esperado, sus resultados muestran que tan sélo un niimero
promedio de 6 pasos es necesario para trasladar una carta entre cualquier par de personas, lo cual
indica que las redes sociales pueden tener geodésicas pequenas a pesar de su gran tamano, y dio

origen al concepto popular de los “seis grados de separacién” entre individuos en una sociedad [5].

A pesar del ingenio de este tipo de estudios indirectos, la mayor parte del trabajo en redes
sociales sufre de imprecisiones estadisticas por los tamafios pequenios de red utilizados, y tiene
problemas asociados a la subjetividad de sus datos, pues éstos normalmente se obtienen a través
de cuestionarios o entrevistas que completan los participantes del experimento. A fin de evitar
estos obstdculos y realizar investigaciones mas fructiferas en el campo de los sistemas sociales,
en los ultimos afios se han utilizado las bases de datos presentes en la Internet, la WWW y otras
redes tecnoldgicas de comunicacién para obtener sistemas de tamano considerablemente més grande
donde las interacciones pueden ser cuantificadas de forma maés simple y directa, como las redes de

colaboracién entre actores de cine, directores de companias [1] o académicos [17], las redes de paginas
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de internet o articulos de periédico similares, o la relacién de amistad asociada al niimero y duracion
de llamadas telefénicas entre personas® [18,19]. De manera adicional, se han estudiado redes que
son un producto indirecto de la interaccion social entre individuos, como las redes seméanticas de
lenguajes humanos donde las silabas o palabras son los nodos y los sinénimos o reglas de sintaxis
son los enlaces [2], o las redes de transmisién de agentes infecciosos [77] estudiadas con modelos de
propagaciéon como los presentados en el capitulo 3. Normalmente, gran parte del andlisis de estos
sistemas consiste en caracterizar la topologia particular que posee la red social (ya sea aleatoria, de
mundo pequeno o libre de escala), encontrar medidas de cercania y proximidad para los individuos,

y medir la asortatividad de la red [28].

En particular, el problema de formacion de opinion considera la dinamica en que un conjunto de
individuos poseen opiniones acerca de un tema de discusién controversial, como una pregunta politica
o la aceptacién de un elemento de innovacién en la sociedad, las cuales son influenciadas por las
discusiones e intercambios de informacién con otras personas. Con el paso del tiempo tal problema
ha atraido bastante atencién en la comunidad cientifica y por tanto existen diversos modelos que
han sido introducidos para intentar caracterizarlo y controlarlo [93]. Entre los casos mas sencillos
se pueden mencionar el modelo del votante [94] en el que la opinién de un nodo es una variable con
dos estados que se modifica de acuerdo a una eleccién aleatoria de primeros vecinos, los modelos
discretos de formacién de opinién de Sznajd [95,96] y Weidlich [97] donde el proceso de eleccién de
una nueva opinién depende de mas de dos nodos, y el modelo multicultural de Axelrod [98] para
la difusién de cultura en una sociedad, todos los cuales son reminiscentes de un modelo de Ising
para la interacciéon magnética en un solido y por tanto predicen estados finales de consenso de la
poblacién (anélogos al estado ferromagnético en un sélido). Estos modelos pueden ser estudiados en
redes desordenadas (lo cual cambia de forma significativa la dindmica temporal de la transicién de
fase entre los dos tipos de consenso), o bajo la accién de un campo externo que describe la influencia
de los medios de comunicacién masiva en la sociedad, y también han sido extendidos al caso de mas

de dos opiniones posibles o al caso de opiniones continuas [99].

Sélo hasta hace poco un modelo explicitamente coevolutivo (en el cual la dindmica de las opinio-
nes es mediada por una red de relaciones sociales y a su vez la red es influenciada por tal dindmica)
ha sido introducido de forma particular para describir un proceso de formaciéon de opinién con
dindmicas continuas [43,44] y discretas [45], en el cual la frecuencia relativa de los procesos de

cambio de opinién y de reconexién de la red es un parametro que define el tipo de consenso ob-

! Aunque una red de llamadas telefénicas no representa directamente la dindmica de opinién de la comunidad social,
su gran tamafio permite una descripcién estadistica satisfactoria, pues los efectos de tamaiio finito y las fluctuaciones
son menores que en un sistema pequefio.
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tenido en la red y su topologia final. A continuacion se describen de forma breve algunos de estos
modelos y sus resultados mas relevantes, como un antecedente tedrico a nuestro modelo coevolutivo

de formacion de opinién.

6.1. Antecedentes del problema

En la formulacién original del modelo de consenso de opinion de Sznajd [95,96], los individuos
o agentes de la dinamica forman una cadena unidimensional, y la variable de opinién discreta o;
de cada uno de ellos puede tomar uno de los dos valores 41, por lo que en ese sentido el modelo
de Sznajd es analogo al modelo de Ising en Fisica. Inicialmente cada agente toma la opinién +1
con probabilidad p y la opinién —1 con probabilidad 1 — p, y la dindmica se basa esencialmente en
la idea de que dos amigos con la misma opinion tienen una alta probabilidad de convencer a otros
conocidos de la misma opinién?. En otras palabras, en el algoritmo de este modelo un par de nodos
vecinos i e i+ 1 se selecciona de forma aleatoria: si o; = 0,41 entonces los vecinos i — 1 e i+ 2 toman
la misma opinioén o;; en caso contrario cada agente del par impone su opinién en el vecino del otro, es
decir, 0,1 = 011 ¥ 0iy2 = 0; [99]. El uso exclusivo de la primera regla lleva el sistema a un estado
ferromagnético de consenso en el cual todos los individuos tienen la misma opinién, mientras que
la inclusién de la segunda regla permite la existencia de estados antiferromagnéticos metaestables
en los que hay configuraciones heterogéneas de opinién [100]. Muchos trabajos se han dedicado al
estudio de este modelo, donde el andlisis se concentra en diversas topologias de red (ordenadas,
pseudo-fractales y libres de escala, entre otras) o en variaciones de las reglas de “convencimiento”
de los agentes. Por ejemplo, el modelo de Sznajd con la primera regla en una red ordenada de
dimensién mayor a uno presenta una transicién de fase como funcién de la probabilidad p: para
p = 1/2 la dindmica genera dos grupos de igual tamano y opinién opuesta, mientras que para
p <1/2 (p>1/2) el sistema alcanza un consenso con opinién -1 (41). También se ha estudiado la
transicion de un estado de no consenso a uno de consenso total en redes de mundo pequeno y libres
de escala (donde aparentemente un aumento del coeficiente de agrupamiento facilita el desarrollo
de consenso en la red), y en redes libres de escala en crecimiento (donde un estado de consenso es

imposible) [2].

Una generalizacién directa del modelo anterior al caso de opiniones continuas se logra con el
modelo de Guillaume Deffuant y colaboradores [101], en el cual las opiniones son nimeros reales

0 < 0; < 1. En cada paso del algoritmo, dos agentes ¢ y j elegidos al azar comparan sus opiniones

?Esta simplificacién de la dindmica de formacién de opinién, conocida como validacidn social [96], estd basada en
el lema publicitario “United we stand, divided we fall” [100].
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para ver si un intercambio de opinién es posible. Si |o; — 0| > € (con 0 < € < 1 un pardmetro
de umbral fijo conocido como el limite de confianza) las dos opiniones no cambian, mientras que
si |o; — 0j| < € cada opinién se mueve en la direcciéon de la otra una cantidad p|o; — o;|, donde
0 < p < 1/2 es un pardmetro de convergencia para la simulacién numérica®. Al terminar la dindmica,
en el caso € > 1/2 todas las opiniones convergen al mismo valor central y se genera consenso, mientras
que para € < 1/2 diversas opiniones sobreviven (y el nimero de éstas varia como 1/¢). El modelo de
Deffuant se ha analizado en redes libres de escala estaticas y en crecimiento, con resultados similares

a los del modelo original [2].

En los dos casos anteriores (como en la mayoria de los modelos de formacién de opinién) se
analiza la dindmica de un conjunto de opiniones sobre una red estatica, es decir, se analiza una
funcion sin estructura, donde el conjunto de variables de estado tiene una evolucién temporal que
no modifica la topologia de la red, pues se considera que la escala de tiempo en la que ésta cambia
es demasiado lenta como para ser tomada en cuenta. Sin embargo, es més realista considerar un
proceso de coevolucion entre estructura y funcién, pues normalmente la dindmica de formacion de
opinién en un individuo depende de su red de interacciones sociales, y a la vez tal red se modifica por
la opinién particular que tiene el agente. En el modelo de formacién de opinién de Balazs Kozma y
Alain Barrat [43,44] se generaliza el modelo de Deffuant para incluir una red de interacciones entre
agentes que cambia en la misma escala de tiempo que la dindmica de opiniones, y se analiza como
la retroalimentacién entre estructura y funciéon afecta el tamano y las propiedades topolégicas de
grupos de la misma opinién en la red, asi como el tiempo de convergencia al estado final estable de
la dindmica. Empezando por una red aleatoria con grado promedio (k), las opiniones de los nodos
siguen una dindmica de Deffuant como la que se describe en el parrafo anterior. Con probabilidad
w, en cada paso de tiempo dos nodos vecinos i y j se seleccionan al azar, y si |o; — 0| > € entonces
el enlace (7, ) entre ellos se rompe y se sustituye por (i,m), donde m es un nodo elegido al azar.
En cambio, con probabilidad 1 — w la dindmica de opiniones no se altera si éstas no se separan
més que el limite de confianza €. De esta forma el modelo considera dos procesos simultdneos: una
convergencia local de opinién para los agentes cuyas opiniones son suficientemente cercanas, y un
proceso de reconexién aleatoria para los agentes con opiniones que difieren méas que el limite de
confianza, donde el pardmetro w € [0, 1] mide las frecuencias relativas de los dos procesos. Asi, para
w > 0 la dindmica termina cuando no hay enlaces entre nodos con opiniones distintas, y la red final

consiste de un solo grupo con la misma opinién o varios que representan opiniones distintas?. En

3Estas reglas se pueden considerar como un caso especial de difusién, pues las opiniones dentro del limite de
confianza tienden a compartir el mismo valor después de cierto tiempo.
4Claramente, el caso w = 0 corresponde al resultado cldsico de Deffuant en el que agentes vecinos comparten la
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estos trabajos, los autores muestran que la adaptacion coevolutiva de la red promueve la formacion
de grupos al permitir la comunicacién entre agentes con opiniones similares. Ademads se observa
un cambio en la evoluciéon temporal de las opiniones: mientras que para el modelo de Deffuant en
redes estaticas ésta se determina por propiedades de percolacion, en una red adaptativa la evolucién

temporal del sistema al principio y al final de la dindmica se define por el proceso de reconexion.

Para concluir nuestra breve revisién de la incipiente investigacién en modelos coevolutivos de
formacién en opinidén, en la siguiente seccién se presenta con algo més de detalle otro modelo en
el cual la distribucién de opiniones en una poblacién de agentes evoluciona al mismo tiempo que
su red de interacciones, el modelo de dispersion de opinion y segregacion de agentes de Damian

Zanette y Santiago Gil [48,49].

6.2. El modelo de Zanette - Gil

En el modelo de formacién de opinién de Damidn Zanette y Santiago Gil [48,49], se tiene una
red completamente conectada donde los N nodos representan agentes con opiniones dadas por las
variables binarias m; = £1, y los enlaces describen las interacciones o discusiones entre ellos que
posibilitan un cambio de opinién. En cada paso ¢t de la dindmica se selecciona un par de agentes
al azar: si sus opiniones son iguales no pasa nada, pero si son distintas un agente toma la opinién
del otro con probabilidad p;. En el caso complementario 1 — p; las opiniones no cambian, y con
una probabilidad ps el enlace entre ellos se remueve, por lo que la red disminuye su conectividad®.
De esta forma, una red que al inicio estd completamente conectada y tiene una distribucién uni-
forme de opiniones se separa por la dindmica en un conjunto de comunidades desconectadas entre
si formadas por agentes con la misma opinién. Aunque las probabilidades p; y ps determinan por
separado las frecuencias de los procesos funcionales y estructurales en la dindmica (cambio de opi-
nién y rompimiento de enlaces, respectivamente), las propiedades estadisticas del estado final del
sistema estan determinadas por un parametro ¢ dado por una combinacién de tales probabilidades.
Especificamente, si p_(t) es la fraccién de enlaces que conectan agentes con opiniones distintas, la
probabilidad de que un agente cambie de opinién es m1(t) = p_(t)p1 y la probabilidad de que un
enlace se rompa es ma(t) = p_(t)(1 — p1)p2, por lo que la probabilidad 7 (¢) = 71 (t) + m2(t) de que

exista un cambio en la red define la escala de tiempo de la dindmica. Asi, el pardmetro relevante

misma opinién o difieren en ellas més que el limite de confianza.
5 Asi, el modelo de Zanette - Gil es una generalizacién del modelo del votante [94] sobre una red adaptativa.
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Figura 6.1: La fracciéon r de enlaces restantes en el modelo de Zanette - Gil como funcién del
pardmetro ¢, para redes con N = 20 (x), 50 (o), 100 (-) y 500 (e), donde cada punto se promedia
entre 500 y 5 x 10* veces. La linea punteada (- -) es la aproximacién de campo medio (6.3) para ¢
grande. En (a) se presenta un acercamiento para ¢ pequena con la aproximacién de campo medio
(6.2), donde = 0.89. En (b) se muestra la posicion g, (o) y la profundidad ry,;, () del minimo
de r como funciones de N, donde las lineas son ajustes por minimos cuadrados. Tomado de [48].

para caracterizar estadisticamente el estado final es

m1(t) _ jal
()  pir4+(1—p1)p2’

q= (6.1)

pues una variacién de p; y p2 que mantenga q constante sélo cambia la escala de tiempo de la

dindmica, sin generar estados finales estadisticamente diferentes.

El estado final de la dinamica como funcién de g puede caracterizarse a través de la fraccion de
enlaces restantes 1 = 2P/N(N — 1), donde P es el nimero final de pares de agentes conectados.
Como se observa en la figura (6.1), el valor final de r para los valores extremos de ¢ se deduce
facilmente de las reglas de evolucién: para ¢ = 0 no hay cambios de opinién, y por tanto la red
se separa en dos grupos desconectados entre si de tamanos iguales y opiniones opuestas, lo cual

implica r» = 1/2. Por el otro lado, para ¢ = 1 ninguin enlace se rompe, y se alcanza un estado de
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consenso total en el cual la red sigue completamente conectada, por lo que » = 1.5 A pesar de lo
que puede indicar la intuicién, la transicién entre tales casos extremos no es monotona, y existe un
minimo (¢min, "min) que tiende a cero conforme N crece, como se aprecia en el recuadro (b) de la

figura (6.1).

Como se menciona en [48], la presencia del minimo indica que en la transicién entre dos comu-
nidades del mismo tamano (¢ = 0) a una del tamano de la red (¢ = 1), uno de los grupos crece
a expensas del otro, y cerca del minimo existen generalmente comunidades muy pequenas desco-
nectadas de las dos més grandes. Comprobamos esta afirmacién con una cantidad considerable de
simulaciones numeéricas en la regién intermedia de g, donde observamos que la red final estd formada
por dos comunidades grandes muy conectadas en su interior y separadas entre si, y un cierto ntime-
ro de comunidades mucho mas pequenias con pocos nodos y enlaces. Asi, el modelo adaptativo de
Zanette - Gil logra generar estados finales con més de dos comunidades (a diferencia de los modelos
clésicos de Sznajd y Deffuant), pero falla en crear una distribucién de tamanos de comunidad similar
a la encontrada en redes sociales reales, donde la diferencia entre las comunidades mas grandes y

las mas pequenas no es tan drastica.

Como se muestra en [49], es posible hacer un andlisis de campo medio para predecir el compor-
tamiento de 7 como funcién de g en los casos extremos antes mencionados. Para valores intermedios
de ¢ el campo medio es inutil, pues la coevolucién entre la distribucién de opiniones y la red de
interacciones crea correlaciones fuertes entre los estados individuales de los pares de agentes que
quedan conectados. Una ecuacion de evolucién de campo medio se puede escribir en términos del
numero de enlaces que conectan agentes con opiniones iguales o distintas, denotado por Py (t). Al
principio de la dindmica el nimero de enlaces que conectan a un agente dado con individuos de
opinién igual o distinta es 2Py (t) /N, pero conforme el tiempo pasa la correlacién entre las opiniones
de los agentes conectados aumenta, y por tanto tales promedios no son validos ya. Introduciendo
un parametro de campo medio 8 que considera el efecto de las correlaciones en estos promedios al

escribir 26Py(t)/N, es posible derivar el resultado aproximado

r~———qN, (6.2)

para el caso extremo ¢ 2 0, cuya comparacion con los resultados numeéricos se presenta en el recuadro
(a) de la figura (6.1), donde se fija = 0.89 para todas las curvas. En el limite opuesto ¢ < 1 la

evolucién del nimero de agentes con cada opinién esta determinado por fluctuaciones aleatorias, y

SEstos dos resultados son similares al estado final del modelo de Sznajd para redes ordenadas en los casos p = 1/2
y p # 1/2, respectivamente.
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se puede derivar el resultado de campo medio

re~l— ——, (6.3)

es decir, r es un valor independiente de N que se representa por la linea punteada en la figura (6.1).

En la figura (6.2) se presentan los resultados de nuestra propia simulacién numérica del modelo
de Zanette - Gil para algunas de las topologias de red introducidas en el capitulo 2 y diversos
valores de N, donde cada punto se promedia sobre 1000 realizaciones. En (6.2a) se utilizan redes
completamente conectadas equivalentes a las del modelo original, y los resultados para N = 20, 50 y
100 corresponden con los de la figura (6.1). En (6.2b) se usan redes exponenciales ordenadas [51,52]
como las descritas en la seccién 2.1. En (6.2¢) se utilizan redes aleatorias, y en (6.2d) se compara
tal resultado con el modelo original, donde se observa que aunque el comportamiento cualitativo de
r como funcién de ¢ no cambia, el minimo (Gmin, rmin) se aleja més del origen.

Finalmente, en (6.2e) y (6.2f) se usan anillos con N = 50 y 100 respectivamente, y diversas
conectividades. La conectividad en los anillos se mide a través de la variable v = (k) /2 con (k) =
2,4,...,N — 2, la cual mide la “lejania” con la cual un nodo dado estd conectado en la red. En
otras palabras, empezando con un anillo simple (v = 1) en el cual cada nodo se conecta con sus dos
vecinos inmediatos, un valor creciente de v implica que el nodo se conecta con pares de nodos cada
vez mas lejanos, hasta terminar con una red completamente conectada en la cual v = N/2.

Los resultados de la figura (6.2) extienden el trabajo preliminar de Zanette y Gil al indicar que
el estado final de la dindmica entre los casos extremos de ¢ es similar para casi cualquier topologia
de red utilizada (todas las curvas tienen un minimo y los mismos valores extremos de r, excepto
los anillos con v = 1). Ademads, nos permiten mencionar los siguientes puntos como un resumen
del analisis de este modelo, y como una motivacién para introducir nuestro modelo coevolutivo de

formacién de opinién:

= Posicion del minimo. Para las redes exponenciales ordenadas, aleatorias y los anillos con
v # N/2, la posicién del minimo se aleja del origen respecto a lo esperado para una red
completamente conectada del mismo tamafio. Esto se debe a las diferencias en los grados
iniciales. Para las redes completamente conectadas el grado inicial es maximo ((k) = N — 1),
por lo que en promedio es necesario hacer mas cortes de enlaces que cambios de opinién para
alcanzar el punto intermedio de la dindmica correspondiente al minimo, lo cual implica un
valor pequeno de ¢ segin la ecuacién (6.1). En cambio, las otras redes tienen un valor inicial

de (k) menor, y por tanto el valor de ¢ necesario para alcanzar el minimo es mayor.
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s Numero y tamano de comunidades. El uso de distintas topologias de red no afecta cualitativa-
mente el nimero y tamano de comunidades en el estado final del sistema, pues en el régimen
coevolutivo de ¢ intermedia siempre se obtienen dos comunidades grandes con una multitud
de comunidades mucho més pequenas. Esto es probablemente consecuencia de la simplicidad
de las reglas del modelo, que es en si un modelo de Ising definido sobre una red adaptativa.
Por tanto, es necesario introducir reglas dindmicas mas complicadas que ayuden a obtener
otras distribuciones de tamano de las comunidades, mas cercanas a lo observado en sistemas

sociales reales.

» Interaccion entre estructura y funcion. En el modelo de Zanette - Gil la coevolucion entre
las variables de opinién y la topologia la red se introduce al cortar enlaces entre agentes
con opinién distinta. Sin embargo, estos cambios se realizan de forma aleatoria y el modelo
no posee un mecanismo de creacién de enlaces (lo que corresponderia a la generacién de
nuevas relaciones en una red social), por lo que resulta pertinente utilizar una dindmica més
determinista y un acoplamiento entre procesos de creacién y destrucciéon de enlaces. Como se
ve en los siguientes dos capitulos, nuestro modelo coevolutivo introduce estas ideas bajo la
misma estructura tedrica, y las utiliza para crear estructuras de red notablemente parecidas

a las esperadas en un sistema real.
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Capitulo 7

El modelo coevolutivo de formacion

de opinién

Con los antecedentes en el estudio de sistemas sociales presentados en el capitulo 6, los cuales
incluyen resultados experimentales y modelos tedricos para describirlos, se puede establecer que las
redes sociales presentan en general tres caracteristicas que las distinguen de otros sistemas complejos,
las cuales son el centro de atencién de la construccion y andlisis de nuestro modelo coevolutivo de

formacion de opinién:

= La longitud caracteristica L es pequernia en comparacién con el tamano N de la red, por lo que
es usual encontrar geodésicas particularmente cortas en redes sociales muy grandes. Desde el
punto de vista tedrico introducido en el capitulo 2, las redes aleatorias de Erdds - Rényi [25]
presentan este efecto gracias a la relacién asintética L ~ In N/ In (k) con (k) el grado promedio,
mientras que la presencia de atajos en las redes de mundo pequeno de Watts - Strogatz [33]
permite la coexistencia de valores pequenos de L (como en las redes al azar) y valores altos
del coeficiente de agrupamiento C' (como en las redes ordenadas). Las redes exponenciales

ordenadas también presentan geodésicas pequenas en relaciéon a N [51,52].

= La conectividad de las redes sociales también es pequeria en relacion a su tamano, es decir,
(k) < N. Segun el antropdlogo britédnico Robin Dunbar, existe un limite cognitivo al niimero
de personas con las cuales un individuo puede mantener relaciones sociales estables, debido
a la capacidad de procesamiento neocortical de los humanos. Este valor, conocido como el
numero de Dunbar y cercano a 150, fue deducido a partir de un estudio de las correlaciones

en los tamanos de grupos sociales de primates [102,103].

= Existen comunidades sociales, definidas como subgraficas de la red que tienen una interaccion
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estrecha entre sus miembros y estan débilmente ligadas al resto de la sociedad. Las comuni-
dades son una caracteristica usual de las redes sociales, pues los individuos en ellas pueden
formar parte de grupos altamente conectados (elites sociales que comparten normas, orienta-
ciones y subculturas), estar completamente aislados, o servir como “puentes” que conectan a
estos grupos [2]. Dentro de un modelo tedrico, las comunidades pueden ser definidas de forma
estructural (si se considera la topologia de la subgrafica) o de manera funcional (si se toman en
cuenta las variables de estado de sus nodos), por lo que resulta 1égico pensar que su presencia

en redes sociales reales debe ser influenciada por procesos de coevolucién.

A pesar de que los modelos de formacién de opinién de Kozma - Barrat [43,44] y de Zanette
- Gil [48,49] (descritos en el capitulo 6) incluyen a la coevolucién entre funcién y estructura como
un elemento fundamental de la evolucién temporal del sistema, las dindmicas de estos elementos
son algo idealizadas y por tanto no parecen corresponder a un proceso de interaccién social realista:
por un lado la funcién del sistema (es decir, el conjunto de opiniones de los agentes) evoluciona de
manera similar a un modelo de Ising con variables de estado continuas o discretas, y por el otro la
estructura (es decir, la topologia de la red) se modifica por un proceso de reconexién puramente
aleatorio que no toma en cuenta correlaciones entre las opiniones de los individuos. En cambio,
en la siguiente seccién se propone un nuevo modelo de formacién de opinién [41,42] que aplica
directamente el marco tedrico de coevolucién (introducido en el capitulo 5) a partir de hipétesis
sociales méas validas para la microdindmica de cambio de opinién y la macrodinamica de reconexion
en la red. De esta forma, se pretende construir y analizar un modelo que genere dindmicamente las
tres propiedades de las redes sociales descritas con anterioridad, y que muestre la utilidad general

del marco tedrico de coevolucion a partir de un caso particular.

7.1. Descripcion del modelo

Consideremos un sistema de formacién de opinién en el cual una pregunta simple! se presenta
a un conjunto de N individuos. La poblacién de agentes se considera homogénea en el sentido que
todos tienen atributos similares en su trasfondo cultural, educacion, etcétera, y en que inicialmente
no tienen una opinién completamente definida respecto al tema de la pregunta. Entonces, el proceso
de formacién de opinién permite que los agentes discutan e intercambien sus puntos de vista con
sus conocidos preferidos o amigos por cierto tiempo, después de lo cual ciertas discusiones se inte-

rrumpen y otras nuevas se crean. La opinién de los agentes cambia continuamente como resultado

1 - . - . .
En el sentido que sélo admite si 0 mo como posibles respuestas.
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de su interaccién social con las demds personas, pero el tiempo en que la gente decide renovar sus
discusiones es mayor. En cualquier momento un agente puede decidir “fijar” su opinién entre dos
limites irrevocables de acuerdo o desacuerdo total. Al tomar una opinién irrevocable el agente puede
seguir discutiendo e influenciando a otros, pero ya no puede cambiar de opinién. Asi, el proceso
acaba cuando la poblacion entera ha fijado su opinién, o cuando existe un subconjunto pequeno for-
mado por agentes que ya no pueden decidirse. Se observa que el objetivo del proceso no es alcanzar
un estado de consenso (como en muchos de los modelos de formacién de opinién analizados en el
capitulo 6), sino permitir que cada agente utilice la red social de interacciones a su alrededor para

clarificar su punto de vista respecto a la pregunta propuesta a través del intercambio de informacién.

Con esto en mente, el sistema puede ser descrito por una red G(t) donde los nodos corresponden
a los agentes y los enlaces representan las interacciones por pares o discusiones entre ellos. A cada
individuo 7 se le asocia una variable de estado dependiente del tiempo z;(t) € [—1,1] que mide la
inclinacion instantanea u opinidn del agente respecto a la pregunta propuesta, y las interacciones
entre individuos se representan por los elementos A;;(t) de la matriz de conectividad que indican
la presencia (A;;(t) = 1) o la ausencia (A4;j(t) = 0) de discusiones entre los agentes i y j en
un momento dado t. De esta forma, los valores extremos x; = 1 corresponden a los estados de
acuerdo o desacuerdo total mientras que los valores intermedios |x;| < 1 representan estados de
indecisién gradual?, y la topologia de la red dada por la matriz A(t) define las discusiones que
existen en un momento dado, las cuales cambian cuando a los agentes se les permite cambiar su red
de interacciones. Como condicién inicial de la estructura se toma una red al azar con grado promedio
(ko) y tamano N dados, y como condicién inicial de la funcién se considera una distribucién uniforme
o gaussiana x(0) = [z1(0),...,;(0),...,2zn(0)] de opiniones iniciales sobre todo el intervalo [—1, 1].
Si se selecciona la distribucién gaussiana, la homogeneidad de la poblacién de agentes implica un

ancho € < 1 y una media igual a cero.

En cuanto a la evolucién dinamica del sistema, asumimos la hipdtesis coevolutiva presentada en
la seccién 5.1, es decir, que la variable de estado x; del nodo i depende de los enlaces de la red,
v a la vez los enlaces de la red cambian de acuerdo a los valores de la variable de estado de cada
nodo. Estos procesos mutuamente dependientes pueden ser descritos en general con una ecuacion
dindmica de la forma (5.2), la cual incorpora dos escalas de tiempo separadas. De esta manera

consideramos que existen muchas discusiones entre los agentes antes de que haya un cambio en la

2En este sentido, nuestro modelo es similar a aquellos que incluyen opiniones continuas y un pardmetro de limite
de confianza, como el modelo de Deffuant [101] y el de Kozma - Barrat [43,44].
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estructura de la red, es decir, la escala de tiempo para cada discusién o intercambio de informacion
(una “transaccién”) es dt, mientras que la escala de tiempo para un cambio de enlaces en la red (una
“generacién”) es dT' = gdt. Como ya se menciona en la seccién 5.1, el pardmetro de coevolucién
g fija el numero de transacciones por generaciéon y describe asi la separacién entre las escalas de
tiempo de transacciones rapidas y generaciones lentas. Como se ve en las siguientes secciones, g es

el inico parametro necesario para caracterizar la emergencia de comunidades en la red.

A continuacién se presentan las ecuaciones de movimiento y reglas légicas que definen las dindmi-
cas micro y macro de nuestro modelo requeridas por el marco teérico coevolutivo, las cuales estan

basadas en hipdtesis sencillas y reconocidas de las ciencias sociales.

7.1.1. La microdinamica de formacién de opinién

La microdinamica del sistema considera la forma en que los agentes cambian su opinién indivi-
dual, la cual se cuantifica por la variable de estado x;(t). El valor de la opinién cambia continuamente
en una escala de tiempo réapida dt debido a las dindmicas internas en el cerebro del agente y por
la influencia e interacciones con otros individuos, por lo que su evolucién temporal es descrita por
la ecuacion (5.3). Al considerar que la poblacién es homogénea en su trasfondo cultural, podemos
ignorar las dindmicas internas (pues son similares para todos los agentes), y por tanto sélo debemos
tomar en cuenta las diversas formas en que un agente puede interactuar con otros para cambiar
su opinién. Estas incluyen interacciones directas (de corto alcance) como las discusiones entre las
personas que constituyen la red, e interacciones indirectas (de largo alcance) como la percepcién
individual de la opinién del resto de la sociedad. El efecto de tal percepcién global en la opinién del
agente ¢ se mide por el pardmetro de actitud «a;, cuyas caracteristicas se describen méas adelante.
Asi, los agentes considerados por este modelo son homogéneos en su trasfondo cultural pero no

uniformes en su actitud respecto a la opinién de las masas.

Segin la descripcién de la microdindmica de un sistema complejo incluida en la seccion 5.1,
los términos de la expansién en serie de Taylor de la ecuacién (5.3) pueden definir interacciones
de corto o largo alcance entre los agentes de la red. Las interacciones de corto alcance representan
las discusiones directas entre dos individuos, y por tanto describen la influencia en la opinién de
un agente resultado del intercambio de informacién con sus amigos o compafieros mas cercanos.
Si las discusiones son constructivas, es razonable pensar que si los agentes ¢ y j comparten la
misma inclinacién (es decir, si z; y x; tienen el mismo signo), entonces ambos puntos de vista son
reforzados (es decir, ambos agentes terminan més cerca de un estado de opinién irrevocable). En

caso contrario (si los individuos tienen inclinaciones opuestas), ambos tienden a estar menos seguros
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de sus convicciones originales, y por tanto terminan mas lejos de un estado de decisién irrevocable
(x; = £1) después de la discusién. Ademads, se reconoce que una persona no sélo discute con sus
amigos mas cercanos (es decir, con sus primeros vecinos en (), sino que puede tener discusiones
con amigos de amigos o incluso con conocidos atin mas lejanos en la red de interacciones, los cuales

son en general menos relevantes en la formacién de opinién del individuo.

Por el otro lado, las interacciones de largo alcance representan la influencia del resto de los
agentes distantes en la opinién de un individuo, y por tanto existen sin un contacto directo entre
agentes. Debido a esto, en una primera aproximacién las interacciones de largo alcance se pueden
modelar como un campo medio que describe la influencia promedio del resto de la red sobre un
agente particular ¢, es decir, la percepcion individual de la opinién del resto de la sociedad. Tal
influencia debe disminuir con la distancia respecto a i y ser modulada por la actitud personal
«;, vy por tanto cada agente siente un campo medio distinto. Asi, cada agente reacciona de forma
positiva (c; > 0) o negativa (o; < 0) a la inclinacién promedio de la mayoria descrita por el campo
medio, dependiendo de si su personalidad los obliga a “seguir a las masas” o a “llevar la contraria”,
respectivamente. Debido a lo anterior, se observa que el campo medio puede tener fluctuaciones
locales considerables y por tanto no es equivalente a un potencial global sobre el sistema. De esta
forma, podemos introducir también un campo externo h; que represente la tendencia o predisposicion
personal del agente ¢ creada por los medios masivos de comunicacion en la sociedad, como el radio,

la television y los periddicos.

Bajo todas estas consideraciones, la microdindmica de formacion de opinion de nuestro modelo
estd dada por la expansion en serie de Taylor de la ecuacién (5.3) hasta el término lineal en z;, es

decir,
8951-
ot

= a;fo({z;}) + fr{z; )i + ha, (7.1)

donde, como hemos dicho ya, a; mide la actitud ante la percepcién de la opinién de las mayorias,
y h; mide la predisposicién ante la opinién sustentada por los medios masivos de comunicacién. Es
relevante mencionar que los agentes también podrian tener actitudes distintas ante las discusiones
directas, lo cual introduciria otro parametro de actitud en el segundo término de la ecuacién (7.1). En

cambio podemos considerar a «; como un parametro relativo de actitud. Los términos de interaccion
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de corto y largo alcance en la expresién (7.1) estdan dados por

mmnzz ’ (7.2)
fO - Z M Z ZTj (n)7
n=m-+1 i

donde las sumas sobre j se restringen a los nodos tales que L;; = n, es decir, a los agentes j que estan
separados una distancia n de 7. El parametro m define la extensiéon de la interaccién de corto alcance,
Mmag €S €l maximo valor de L;; para nodos j arbitrarios, y ¢(n) es un factor de normalizacién para
cada “capa” de vecinos n de i. Asi, la microdindmica de una opinién z; estd dada por un término
completamente independiente de las variables de estado (la propaganda), un término de largo alcance
independiente de x; que mide la opinién promedio de las personas “lejanas” tomando en cuenta su
distancia, y un término de corto alcance que promedia las interacciones por pares o discusiones
entre el agente y sus vecinos cercanos. Como condicién inicial se toma una distribucién aleatoria
uniforme en el intervalo [—1, 1] para las constantes «;, y los pardmetros m, h y £(n) se fijan para

una dinamica dada.

De esta forma se determina y analiza la dindmica de las variables de estado, la cual depende
fuertemente de la topologia de la red en cada generacién. Por tanto, a continuacién describimos las

maneras en que tal dindmica dicta los cambios y la evolucién de los enlaces en G.

7.1.2. La macrodinamica de reconexion de la red

La macrodindmica del sistema toma en cuenta las formas en que la topologia de la red de
interacciones se modifica a causa del proceso de formacion de opinién. Si consideramos que la
duracién total de tal proceso es suficientemente pequena como para ignorar el nacimiento y muerte
de individuos, y que el tiempo que cada agente dedica a las discusiones es limitado y relativamente
constante a lo largo del fenémeno, podemos suponer que el tamano N de la red se mantiene constante
y que los individuos no eliminan o crean enlaces de manera excesiva, sino que siguen un proceso de
reconexién en el cual dejan de discutir con alguien (por tener diferencias irreconciliables respecto al
tema controversial) para empezar a hablar con un agente nuevo, el cual presuntamente los ayudara a
alcanzar un estado de opinién irrevocable en menos tiempo. Como se menciona en la seccion 5.1, el
proceso de reconexion de la macrodinamica se da en intervalos regulares segin una escala de tiempo
lenta y discreta dT’, y estd determinado por reglas y tendencias sociales basadas en los valores de

las variables de estado, a diferencia de los modelos coevolutivos del capitulo 6 donde la reconexién
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Figura 7.1: Probabilidad empirica diaria promedio ppe, de un nuevo enlace entre dos individuos
en la red social analizada en [104] como funcién de su geodésica d;j, que en nuestra notacién es
L;;. Los circulos (e) corresponden a pares de agentes que tienen un atributo en comun, y por tanto

describen a la cerradura focal. En cambio, los tridngulos (A) corresponden a pares sin atributos en
comun, y por tanto se refieren a la cerradura ciclica. Tomado de [104].

se realiza de forma aleatoria.

La accion de cortar enlaces es una decision selectiva, y la situacién mas clara en la cual los
agentes ¢ y j deben dejar de discutir entre ellos se da cuando sus opiniones son incompatibles. Asi,
la probabilidad de eliminar el enlace (4, j) debe ser proporcional al valor absoluto |z; — x;|/2, pues

lo tinico que importa es la magnitud de la diferencia de opiniones.

El proceso de crear enlaces es mas elaborado, pues en una red social con (k) < N normalmente
existen mas opciones para generar una nueva conexion que para destruir una antigua. Es coherente
pensar que un individuo deseoso de formar un nuevo enlace seleccionard un agente cuya opinién
es similar a la suya, y por tanto la probabilidad de realizar tal accién debe ser proporcional a
1 — |z; — xj|/2. En nuestro sistema, este mecanismo es equivalente a la cerradura focal introducida
en el estudio empirico de redes sociales reales de Gueorgi Kossinets y Duncan Watts [104], en el
cual se describen las propiedades estadisticas de una red formada por alumnos, investigadores y
trabajadores en una universidad, e inferida por la comunicacion a través de correos electrénicos, las
afiliaciones y los atributos de cada individuo. En este trabajo, la cerradura focal corresponde a la
probabilidad de que un individuo se relacione con gente que posee los mismos atributos (ya sean
actividades, gustos, o en nuestro caso, opiniones). Como se muestra en la figura (7.1), la probabilidad
de hacer nuevos amigos por cerradura focal no disminuye mucho con la distancia entre personas
en la red, y por tanto debe ser el proceso fundamental detras de la creaciéon de enlaces cuando la

distancia L;; es grande.

Por el otro lado, un ritual social bastante establecido para conocer nuevas personas se da cuando

89



un amigo comun “presenta” a dos individuos. Como el agente que realiza la “presentacién” conoce a
los otros dos y por tanto tiene enlaces con ellos en la red, esta accién social tiene como consecuencia
la generacién de un tridngulo, lo que le da el nombre de cerradura triddica o cerradura 3-ciclica [104].
Tal proceso se puede generalizar a una cerradura n-ciclica donde dos agentes con geodésica L;; = n
se conocen gracias a la cadena de amigos que los une, pero como se observa en la figura (7.1), la
probabilidad de este evento decae rapidamente con la distancia y por tanto es razonable considerar
tan sélo a la cerradura triddica. Asi, en nuestro modelo se considera que un agente puede iniciar
discusiones con “el amigo de un amigo” (es decir, con un segundo vecino en G) si éste le ayuda a
alcanzar un estado de opinién irrevocable, por lo que la probabilidad de crear un enlace entre los

segundos vecinos i y j debe ser proporcional a |z; + z;|/2.

Como se puede inferir de la descripcion de la macrodindmica de un sistema complejo presentada
en la seccion 5.1, la ecuacién (5.4) es altamente no lineal y complicada, y generalmente sélo admite
soluciéon numérica, por lo que en vez de dar una expresion analitica del operador 0, la macrodindmica
puede ser descrita con un algoritmo facilmente incorporable a una simulacién numérica. De esta
forma, y tomando en cuenta todas las consideraciones mencionadas en los parrafos anteriores, cuando
la dindmica alcanza un tiempo de generacién ¢ = ng con n € Z, para cada agente ¢ se calculan las

probabilidades
i — ;]

5 = Pij(A)pi(x), (7.3)

pij = Aij

y los enlaces (i, j) se ordenan de acuerdo a ellas. Asi, los agentes j con probabilidad p;; més alta se
desconectan de ¢, siempre y cuando un numero igual de agentes k se conecten después con el nodo
1. La creacién de enlaces se realiza por cerradura focal con probabilidad y y por cerradura triddica
con probabilidad 1 —y, donde el parametro y mide las cantidades relativas de nuevos enlaces que se
producen con cada cerradura, y se fija para toda la dindmica. En el caso de la cerradura triadica,
se calculan las probabilidades

|x¢—|—xkl

ik = (1 — Agi) O[(A%)ir] 5

= qik(A)qir(X), (7.4)

donde el término O[u] = Y12 8., identifica a los segundos vecinos de i (Lg, = 2), y en el caso de

la cerradura focal se calculan las probabilidades

|z — g

rip = (1= A) (1 — O[(A%)ur]) (1 T2

) = rip(A)ri(x). (7.5)

Con esto, los enlaces (i, k) se ordenan nuevamente de acuerdo a sus valores de g;; o 7%, y aquellos
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agentes k con probabilidad ¢;i o r;x mas alta se conectan a i, de tal forma que el niimero de enlaces
destruidos y generados sea igual para cada agente ¢, y por tanto la macrodinamica esté efectivamente
formada por un proceso de reconexién. Asi, el proceso de creacién de un enlace entre los nodos i y k
est4 regido por la relacién yrix + (1 —y)gx. Las identidades gz (A) = (1 — Ag) O[(A2)i] v qin(x) =
|z; + 1] /2 en la ecuacién (7.4), y rip(A) = (1 — Ai) (1 — O[(A?)ix]) ¥ rie(x) =1 — |2 — 21]/2 en
la ecuacién (7.5) se incluyen para presentar a las probabilidades de corte y conexién en términos
de factores que dependen tanto de la topologia de la red (la matriz de conectividad A) como
del conjunto de variables de estado (el vector de opiniones x), lo cual muestra explicitamente la

interaccién coevolutiva de la ecuacién de macrodindmica (5.4).

7.2. Calculos numéricos

Una vez establecida la estructura del modelo, las ecuaciones de movimiento y las reglas l6gicas
que definen la evolucién temporal del sistema, se utiliza el algoritmo incluido en el apéndice A para
realizar simulaciones computacionales en las cuales la microdinamica se integra numéricamente en la
escala de tiempo rapida dt, mientras que la macrodinamica sigue la escala de tiempo lenta y discreta
dT. Como ya se ha mencionado, las condiciones iniciales estructurales son N y (ko), mientras que
las funcionales son las componentes del vector x(0). Los parametros del modelo son g, m, h, £(n) y
y, por lo que debemos explorar la dindmica en todo el espacio definido por ellos para caracterizar

el comportamiento completo del sistema.

Después de explorar exhaustivamente el espacio de parametros del sistema con un niimero con-
siderable de simulaciones numéricas, encontramos que el fenémeno de emergencia de comunidades
depende tan s6lo del pardmetro g y las condiciones iniciales N y (kg), por lo que los resultados
presentados en esta seccidn corresponden a simulaciones donde el resto de los parametros tienen los
valores fijos tipicos m = 1, h; = 0, £(n) = n y y = 0.3 El efecto de y en el estado final del sistema
(que mide la proporcién de eventos de cerradura focal a través de la relacion yri + (1 — y)qix)

4

es facilmente explicable a partir de las reglas de la dinamica descritas en las secciones anteriores®,

mientras que un andlisis detallado del efecto de los pardmetros m, h; y ¢(n) se reserva para futuras

3Esto implica que las interacciones de corto alcance o discusiones sélo se realizan con los primeros vecinos, que no
existe un campo externo y por tanto ignoramos los efectos globales sobre la red, que la influencia de cada “capa” de
la grafica se pesa de forma lineal con la distancia, y que la introducciéon de nuevos enlaces en la red se realiza por
cerradura triddica solamente.

4Para N = 400, (ko) =4, g =100 y y entre 0 y 1, el coeficiente de agrupamiento promedio se mantiene préctica-
mente constante excepto para y =~ 1, donde decae. La longitud caracteristica promedio se reduce cuando y aumenta,
lo cual es de esperarse pues la cerradura focal produce atajos de gran longitud en la red de la misma forma que
el desorden genera el efecto de mundo pequefio en un anillo (véase la seccién 2.3). Finalmente, el grado promedio
aumenta un poco con ¥, lo cual se puede explicar con la misma razon.
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investigaciones.

El pardmetro de coevolucién g = dT'/dt determina el tiempo caracteristico en el que las variables
de estado evolucionan por si solas antes de que haya un cambio de generacién y la red se modifique.
Las opiniones x; pueden fluctuar cadticamente o acercarse de manera exponencial a los valores
x; = £1 de opinidn irrevocable, pero una vez que alcanzan tales limites su microdinamica se detiene
a propoésito y la opinién se fija en +1 (es decir, los valores |x;| > 1 no tienen sentido y por tanto se
excluyen de la dindmica), pues se intenta describir un estado de decisién irrevocable en la cual el
individuo ya ha tomado su posicién respecto al tema controversial, aunque pueda seguir discutiendo

e influenciando a otros.

Asi, como se puede apreciar en el apéndice A, la simulacién numérica es un proceso de dos
pasos. En el primer paso la dindmica de transacciones descrita por la ecuacién (7.1) se integra
numéricamente con un método de Euler simple, en el cual el paso de tiempo dt = 10~* asegura
la estabilidad de la simulacién. Manteniendo los parametros fijos, el sistema evoluciona durante g
pasos de tiempo hasta alcanzar el segundo paso del proceso, es decir, la reconexién de la red descrita
en la seccion anterior. Tal proceso de dos pasos se itera hasta alcanzar el estado final del sistema,
donde la mayoria de los individuos se encuentran en un estado de opinién irrevocable y no hay
cambios nuevos en la estructura de la red®. Es importante resaltar que la reconexién de la red se
realiza de forma paralela, no secuencial, por lo que las reconexiones de dos vecinos pueden provocar

la creacion o destruccién neta de un enlace, como se analiza con detalle en la seccién 8.2.

Hemos encontrado que la forma en que el sistema se aproxima a su estado final tiene dos regime-
nes, los cuales pueden ser analizados al medir el nimero promedio de reconexiones por generacion
(ng(t)) en el sistema como funcién del tiempo ¢ de la dindmica. El primer régimen presenta un de-
caimiento exponencial de (ny(t)) donde el nimero de agentes que cambian su opinién y el nimero
de enlaces reconectados es alto. Este decaimiento rapido da paso a un régimen muy lento después
de que la mayoria de los agentes ha alcanzado alguna de las opiniones irrevocables z; = +1, donde
(ng(t)) cambia poco y es cercano a 0. Durante tal decaimiento lento la estructura de la red no cam-
bia significativamente, pues s6lo se observa un conjunto pequeino de enlaces frustrados que intentan
obtener posiciones éptimas y de agentes indecisos que intentan hacer converger sus opiniones a los

valores extremos +1.

Analizamos el estado final de la red a través de la medicién del grado promedio (k), el coeficiente

5Se observa que, en general, el estado final del sistema puede tener un ntimero pequeiio de agentes indecisos con
fluctuaciones minimas en sus variables de estado, y pares de agentes que crean y destruyen los mismos enlaces en las
ultimas generaciones de la dindmica. Afortunadamente, estos procesos son irrelevantes en la caracterizacién estadistica
del estado final del sistema.
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Figura 7.2: El grado promedio (k)(x), el coeficiente de agrupamiento promedio (C') (A), el nimero
de segundos vecinos promedio <n(2)> (%), el tamano de cimulo promedio normalizado (s*) /N (+)
y la longitud caracteristica promedio (L) (e) como funciones del pardmetro de coevolucién g para
(ko) = 4 y redes de tamanios N = 50 (lineas continuas), 100 (simbolos) y 200 (lineas y simbolos).
Los puntos en la figura se promedian sobre 100 realizaciones. Las lineas verticales indican aproxi-
madamente los intervalos extremos de g donde tales cantidades casi no varian como funcién de g.
Tomado de [41].

de agrupamiento promedio (C), el nimero de segundos vecinos promedio <n(2)>, el tamano de
ctimulo promedio normalizado® (s*) /N y la longitud caracteristica promedio (L), y lo representamos
graficamente con el software de visualizacién de redes Himmeli” a fin de comparar con la red aleatoria
inicial.

En la figura (7.2) se presentan graficas de las propiedades topolégicas de la red antes mencionadas
como funciones del pardmetro de coevolucién g para (ko) = 4 y varios tamanos de red, N = 50, 100
y 200. También se incluyen lineas verticales para indicar aproximadamente los intervalos extremos
de g donde estas propiedades topoldgicas casi no varfan como funcién de g. En la figura (7.3) se
muestran de nuevo varias propiedades del estado final de la red para (ko) =4 y N = 200. En este
caso el tamano de cimulo promedio se sustituye por la susceptibilidad promedio de la Teoria de
Percolacién [105] definida como (s) = >, nss?/ >, ngs, donde ny es el nimero de cimulos en la

red con s nodos ®. La figura (7.3) incluye flechas que indican los valores de g donde (s) cambia

5Un cimulo es una subgréfica disconexa de G, que puede ser considerado como el caso més extremo de una
comunidad, pues no comparte enlaces con el resto de la red.

"El cédigo fuente y documentacién de tal software se puede encontrar en www.finndiane.fi/software/himmeli/.

8El segundo momento (s) difiere del tamano promedio (s*) pues en su suma se excluye el componente gigante, es
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drésticamente, y visualizaciones de la red para N =400y g = 5, 10® y 10°.

Figura 7.3: Varias propiedades del estado final de la red como funciones del parametro de coevolucion
g para (ko) = 4 y una red de tamano N = 200. Los puntos en la figura se promedian sobre 100
realizaciones. Las flechas indican los valores de g donde la susceptibilidad (s) cambia drasticamente.
Las gréaficas en la parte de arriba son ejemplos del estado final de una red con N =400y g = 5,
103 y 10°, que presentan tres configuraciones distintas del sistema. Su cédigo de color es: blanco
(x; = 1), negro (x; = —1), rojo (0.1 < z; < 1), azul (-1 < x; < -0.1) y gris (|x;| < 0.1). Tomado
de [42].

Las lineas verticales de la figura (7.2) (o las flechas de la figura (7.3)) separan tres regiones

cualitativamente distintas para el comportamiento del sistema de formacién de opinién. Para g < 10

decir, el cimulo més grande de la red.
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la dindmica de las opiniones es irrelevante pues las reconexiones se hacen demasiado seguido, por lo
que la evolucién de la topologia de la red es aleatoria y favorece la creacién de tridngulos (véase la
ecuacién (7.4)). En consecuencia el estado final de la red corresponde a dos cimulos de igual tamafio
con opiniones opuestas, completamente conectados en su interior y desconectados entre si (como
se ve en las figuras (7.3) y (7.4a)), lo cual reproduce el resultado de los sistemas de formacién de
opinién no coevolutivos basados en el modelo de Ising (y descritos en el capitulo 6), que son a fin

de cuentas, estructuras de red sin funcion.

Cuando g > 10* (es decir, g més grande que el niimero promedio de iteraciones necesario para
alcanzar el estado final) el sistema practicamente se desarrolla dentro de una sola generacién, por lo
que no hay reconexiones y las opiniones evolucionan sobre una red fija. Esto implica que el estado
final es una red aleatoria (idéntica a la inicial, como se ve en las figuras (7.3) y (7.4b), y por tanto
regida por las ecuaciones (2.2) y (2.3)) con una distribucién no trivial de opiniones sobre ella, que
claramente corresponde al estado final de un sistema dinamico definido sobre una estructura de red

estatica (es decir, una funcion sin estructura)?.

Finalmente, en la regién intermedia de g la interaccién entre los procesos rapido y lento de
la dindmica produce un resultado revelador: la coevoluciéon entre estructura y funciéon en
escalas de tiempo similares produce una propiedad emergente: la red ya no estd comple-
tamente conectada ni es aleatoria, sino que posee una estructura heterogénea con subconjuntos de
nodos altamente conectados entre si y poco conectados con el resto de ella, que identificamos como
comunidades sociales y se muestran en las figuras (7.3) y (7.4c). Como se observa en la segunda
imagen, las comunidades que se reconocen de forma visual (y son producto del algoritmo de mi-
nimizacién del software de visualizacién Himmeli) corresponden con las comunidades jerarquicas
y sobrepuestas del algoritmo de deteccién de Lancichinetti - Fortunato - Kertész [91], el cual fue
implementado numéricamente de acuerdo a las reglas descritas en la seccién 4.1 (con el pardme-
tro de resolucién o = 0.9). Cabe mencionar que la emergencia de comunidades de este estilo no
ha sido encontrada en modelos de formacién de opinién anteriores, aunque se reconoce como una

caracteristica tipica de las sociedades humanas [18,19].

9Tal distribucién no trivial de opiniones cobra sentido sobre una red cuadrada. Como se muestra en la figura (7.7),
existen grupos de nodos con la misma opinién que se identifican como comunidades funcionales derivadas sélo de la
microdindmica de formacién de opinién.
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(c)

Figura 7.4: El estado final de una red con N = 400 y (ko) = 4 para g = 5 (a), 10° (b) y 103
(c). El cédigo de color para (a) y (b) es como el de la figura (7.3). Las comunidades en la red
heterogénea (c), coloreadas para su facil identificacién, se encontraron con el algoritmo de deteccién

[91] y corresponden con las comunidades del software de visualizacién Himmeli. Los nodos de cada
comunidad comparten la misma opinién irrevocable 1 6 —1.
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Mientras que en la parte superior central de la figura (7.3) la optimizacién de Himmeli permite
que el ojo distinga 5 comunidades, en la figura (7.4c) el algoritmo [91] separa la red en 7 comunidades.
Esto implica que, aunque hay en general una buena correspondencia entre las dos particiones, el
algoritmo de detecciéon logra encontrar una sub-estructura no capturada por Himmeli o el ojo
humano. Ademas, es importante notar que en cada comunidad detectada (por cualquiera de los
dos algoritmos) todos los nodos comparten la misma opinidn, por lo que las comunidades generadas
por nuestro modelo cumplen con los requisitos estructurales y funcionales introducidos de forma
heuristica al principio del capitulo 4. Hasta donde sabemos, la similitud de atributos entre

agentes no ha sido utilizada atin para definir comunidades [85].

Ademas, las curvas en la figura (7.2) comprueban que las propiedades de las redes sociales des-
critas al principio de este capitulo aparecen de forma dinamica para los mismos valores intermedios
de g. En primer lugar, se cumple la relacién (k) < N, por lo que la conectividad promedio en la
red es considerablemente mds pequena que su tamano, y se puede encontrar un valor de g en el cual
coincide con el nimero de Dunbar [102,103], pues (k) varfa continuamente con g entre los valores
altos de las redes completamente conectadas y los valores bajos de las redes aleatorias. En segundo
lugar, se tiene un coeficiente de agrupamiento promedio (C) alto (cercano al de una red comple-
tamente conectada) y una longitud caracteristica promedio (L) pequeria (con un valor intermedio
entre los correspondientes a las redes completamente conectadas y aleatorias), por lo que el sistema

presenta el efecto de mundo pequeno [33].

La figura (7.5) presenta el escalamiento de varias propiedades del estado final de la red con el
tamano N para (ko) = 4 y g = 1000. Nétese que la susceptibilidad (s) presenta el mayor cambio
como funcién de N, lo cual implica que la fluctuacién dréstica de (s) en la regién coevolutiva de g
que se observa en la figura (7.3) (donde la susceptibilidad aumenta dos érdenes de magnitud para
g entre 10 y 10%) se escala fuertemente con el tamafo de la red. Las otras propiedades topoldgicas
presentan comportamientos mas graduales como funciones de g, y por tanto su escalamiento con
N es mas débil. Un anélisis detallado del escalamiento de nuestro sistema de formacién de opinion

también se propone como un tema de investigacién futura.

Los valores de (k) y (C) encontrados en el estado final de la red para g intermedia son una
consecuencia de la emergencia de comunidades. Si existen aproximadamente X comunidades de
tamaiio n en la red entonces N ~ Xn, y si las comunidades son subgraficas aleatorias entonces
cada una cumple con (k) / (C) ~ n (es decir, la ecuacién (2.2)). Por lo tanto, la regién intermedia

de g donde (k) / (C) es constante corresponde a redes formadas por comunidades de tamanio N/X.
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Figura 7.5: Escalamiento de varias propiedades del estado final de la red con el tamano N para
(ko) =4 y g = 1000. Los puntos en la figura se promedian sobre 1000 realizaciones.

En la figura (7.6) se muestra esta razén como funcién de g para sistemas con distintos valores
de N, y en el recuadro se grafica X como funcién de N para g = 1000, lo cual muestra que el
numero de comunidades crece con el tamano de la red, y que la tasa de cambio de X disminuye
conforme N aumenta!®. Resulta relevante mencionar que esta prediccién de campo medio para una
red con N = 400 nos indica que el sistema tiene aproximadamente 8 comunidades, lo cual concuerda
satisfactoriamente con las 7 comunidades encontradas por el algoritmo de deteccién [91] en la red

de la figura (7.4c).

Las simulaciones numéricas muestran que el parametro de actitud personal «; tiene un papel
importante en la emergencia de comunidades de aproximadamente el mismo tamano. En una red
formada por puros agentes con «; positiva la dinamica del sistema alcanza un consenso de opinién
rapidamente (sin que se genere una estructura de comunidades), mientras que en una red donde

todos los agentes tienen «; megativa el estado final del sistema estd formado por dos cimulos con

10 Aunque no hemos analizado redes con tamafios mayores a N = 1000 por la lentitud de las simulaciones numéricas
asociadas, es posible que X llegue a un “régimen termodindmico” donde ya no dependa de N, lo cual implicaria que
el nimero de Dunbar asociado a cierto valor de g no varia con el tamano de la sociedad, y por tanto respaldaria los
resultados al respecto [102,103] dentro de un modelo.
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Figura 7.6: (a) La razén (k) /[N (C)] como funcién de g para distintos valores de N. Cada punto
corresponde a un promedio sobre 100 realizaciones de los cdlculos numéricos. El recuadro muestra el
nimero de comunidades X como funcién de N para g = 1000 y promediado sobre 1000 realizaciones.
Tomado de [42].

opiniones opuestas!!. Sin embargo, al tomar una distribucién aleatoria de los valores de a; (como
en todos los célculos numéricos presentados en esta seccién) se introduce frustracion en el sistema,

y por tanto la red tiende a estructurarse.

Con esto en cuenta, resulta interesante analizar con algo méas de detalle cémo se distribuyen los
valores de «; en las comunidades del estado final de la red. Para valores pequefios de g, cuando el
proceso de reconexién es muy rapido y se forman dos ciimulos de opiniones opuestas, los parametros
de actitud no tienen un papel importante en la dindmica, por lo que las distribuciones de «; en
cada cimulo son uniformes en el intervalo [—1,1] y similares entre si. No obstante, en el régimen
coevolutivo de valores intermedios de g la situacién es distinta. Témese por ejemplo la red de la
parte superior central de la figura (7.3), que representa la configuracién tipica encontrada para
valores intermedios de g: dos comunidades grandes de opiniones opuestas y un cierto nimero de
comunidades mas pequenas, en este caso tres. Se ha observado que las comunidades méas pequenas

tienen una distribuciéon de «; relativamente estrecha donde la mayoria de las «; son negativas,

1En la interpretacién social del modelo, el primer limite corresponde al caso en que todas las personas “siguen la
opinién de la mayoria” y por tanto forman una sola comunidad uniforme, y el segundo limite corresponde al caso en
que todos los individuos “se oponen a la opinién de la mayoria” y en consecuencia se obtienen dos comunidades de
opinién opuesta sin enlaces entre ellas.
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Figura 7.7: Estado final de la microdindmica de formaciéon de opinién sobre una red cuadrada de
tamano N = 400. El cédigo de color es como el de la figura (7.3). Aunque no haya reconexién en
el sistema, la dindmica produce comunidades con la misma opinién, algunas veces separadas por
agentes indecisos.

mientras que en las dos comunidades mas grandes las distribuciones son mas anchas y favorecen
valores positivos de «;. En otras palabras, los agentes con «; negativa no se sienten a gusto dentro de
una comunidad grande y homogénea, y prefieren formar comunidades mas pequenas. Es interesante
que la actitud personal de los agentes tenga un papel tan importante en la estructura final de la
red a pesar de que no esté definida como una tendencia a cierta opinién, sino como la abilidad o
intenciéon de un agente para ajustarse o no a la opinién mayoritaria del resto de los individuos en

el sistema.

Para finalizar esta seccién se presentan dos resultados mas. En primer lugar, podemos estudiar
las funciones sin estructura del caso extremo g > 10* al utilizar como condicién inicial una red
cuadrada, y observar como la microdindmica de formacién de opinién genera por si sola una distri-
bucién de opiniones no trivial sobre la red. Como se muestra en la figura (7.7), la red cuadrada con
N = 400 tiene comunidades bien definidas de agentes con la misma opinién irrevocable (los nodos
blancos o negros), separados en ocasiones por agentes en diferentes estados de indecisién gradual

(los nodos rojos, azules o grises, segin el cédigo de color de la figura (7.3)).
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Figura 7.8: El grado promedio de los vecinos més cercanos (k,, (k)) como funcién del grado promedio
< k >, en el estado final de un sistema con N = 50 y (ko) = 4 para varios valores de g. Los puntos
se promedian sobre 100 realizaciones. La red es (a) asortativa si se usan las ecuaciones (7.3) y (7.4)
en el proceso de reconexion, y (b) disasortativa si en tales ecuaciones se intercambian los factores

Pij(X) ¥ Gir(x).
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Esto implica que nuestro modelo también puede generar comunidades puramente funcionales
derivadas de la microdindmica de las variables de estado, ademas de las comunidades coevolutivas

que se han mostrado a lo largo de este capitulo.

En segundo lugar, hemos calculado el grado promedio de los vecinos mdas cercanos (kp,(k))
(introducido en la ecuacién (1.13)), el cual presenta asortatividad en el régimen coevolutivo de g.
Como se puede notar en la figura (7.8a), en el estado final del sistema los agentes de cierto grado

estan conectados con agentes de grado similar, como es usual en las redes sociales reales [28].

Si modificamos la ecuacién (7.3) al sustituir |x; — x| por |z; + ;| y la ecuacién (7.4) al cambiar
|z; + x| por |x; — x| (es decir, favorecemos el corte de enlaces entre agentes con la misma opinién
y la creacién de enlaces locales entre agentes con opiniones distintas), la red final presenta en
cambio un comportamiento disasortativo en el régimen intermedio de g, como se puede apreciar
en la figura (7.8b). Esto implica que las reglas de reconexién introducidas en la seccién (7.1.2) son
fundamentales para reproducir la asortatividad encontrada en sistemas sociales reales. De manera
adicional, en ambos casos se observa que la red es esencialmente no asortativa en el caso extremo
g 2 10%, lo cual indica la relevancia de la interaccién coevolutiva en la aparicién de asortatividad

en la red.

En resumen, se ha mostrado de manera cuantitativa y cualitativa que nuestro modelo coevolutivo
de formacion de opinion genera de forma dindmica redes con las mismas caracteristicas observadas
empiricamente en redes sociales, al incluir a la interaccién entre estructura y funcién como un ele-
mento fundamental de la evolucién temporal (lo cual sucede para valores intermedios de g). Cuando
la coevolucién no es relevante (es decir, para valores extremos de g), los estados finales correspon-
den a topologias triviales que no representan redes sociales reales, como las redes completamente

conectadas y las redes aleatorias.
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Capitulo 8

Analisis de campo medio

A fin de completar el andlisis de nuestro modelo coevolutivo de formacién de opinién, se presenta
un analisis de campo medio para algunos casos particulares. Como sucede con el modelo de Zanette
- Gil [48,49], una descripcién de campo medio para nuestro modelo en el régimen intermedio de g
resulta inttil, pues la coevolucion entre la distribucién de opiniones y la red de interacciones crea
correlaciones fuertes entre los estados individuales de los pares de agentes que estadn conectados.
Esta particularidad del sistema hace que una caracterizacién analitica explicita del proceso de
coevolucion sea muy dificil o tal vez imposible, por lo que en esta seccién tan sélo se presenta un
andlisis de campo medio para los casos extremos de g en que tenemos una funcidn sin estructura
o una estructura sin funcion. En otras palabras, consideramos los casos ¢ — oo (donde sdlo la
microdindmica de formacién de opinién es relevante) y g — 0 (donde sélo se toma en cuenta la

macrodindmica de reconexion de la red).

8.1. Campo medio para la microdinamica de formacion de opinién

En esta seccion describimos el andlisis de campo medio para la dindmica de las variables de
estado x; en el limite ¢ — o0, a fin de estudiar la rapidez con la que los agentes alcanzan una
opinién irrevocable, es decir, la forma en que el nimero de agentes decididos (o indecisos) varia en

funcién del tiempo al principio de la dindmica, cuando t = 0.

De acuerdo a las ecuaciones (7.1) y (7.2), la evolucién temporal de x; sigue la relacién

or; 1 &1
o = sign(aai )~ win) e Y~ ai(n) + hi, (8.1)
n=1 J n=m+1 7

donde, como se menciona en la seccién (7.1.1), la suma sobre j se restringe a los n-ésimos vecinos
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del agente i. Como el campo externo constante h; solo acelera la forma en que la variable se acerca
a alguno de los estados de opinién irrevocable o estados fijos x; = *1, su efecto en la dindamica
de x; es relativamente simple y por tanto no sera considerado en este analisis. Asi, con h; = 0 no
hay términos en la ecuacién (8.1) que favorezcan un estado fijo |z;| = 1 sobre el otro, por lo que
el sistema es simétrico respecto al signo de ;. Por tal simetrfa se toma z;(0) = 29 € [0, 1] como
la condicién inicial de la variable de estado del agente 7, es decir, sélo consideramos las opiniones

iniciales positivas.

Entonces, tomando en cuenta que z; € [1, 1] Vj, algunos de los términos en cada suma ) _; z;(n)
para n dada se cancelaran entre si, manteniendo a las sumas sobre j esencialmente en el mismo orden
de magnitud para una red arbitrarial. En esta situacién, la expresién para dx; /0t es una serie sobre
n donde cada término se escala como 1/n, asi que en una primera aproximacién podemos despreciar
todos los términos para n > m y por tanto eliminar el segundo término en la ecuacién (8.1). De

L ;xj(n) tenemos

esta forma, con ;(t) =

dﬂ:‘i
dt

donde consideramos una dependencia total x; = x;(t) por simplicidad, y partiendo de la hipétesis
de que en este caso la topologia de la red es estatica y por tanto no influye dindmicamente en las

variables de estado. Integrando tal ecuacién obtenemos

In % = /0 vi(T)dT = Ty(t) — T;(0), (8.2)

con I';(¢) tal que v;(t) = dI';(t)/dt. Con esto podemos expander I';(¢) en una serie de Taylor alrededor

del estado inicial £ = 0, es decir, escribir

dr; 1 d2T
Ii(t) —T;(0) = —* = o ,
dt |,_y 2 dt?|,_,
donde
dr; Uiy |
G| =0 =3 L b =
t=0 n:ln J

! Aqui, una red arbitraria se refiere a aquella donde la presencia de ciclos mantiene al niimero de n-ésimos vecinos
en el mismo orden de magnitud para n < Mmumaez. Esto no es cierto cuando la topologia de la red tiene cierto orden;
en un arbol de Cayley, por ejemplo, el nimero de de n-ésimos vecinos crece exponencialmente con n, por lo que las
sumas sobre j pueden variar mucho en magnitud incluso con la cancelacién de términos debido a la simetria de signo
en las variables de estado ;.
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Al considerar sélo términos de primer orden y sustituir en la ecuacién (8.2), obtenemos
00
x;=xet (8.3)

lo cual se puede generalizar directamente al caso x) € [—1,1].

En otras palabras, en esta aproximacién de campo medio el primer término de la ecuacién (8.1)
lleva a z; de forma exponencial al estado fijo z; = 1 o a ; = 0 dependiendo del signo de %O con
una tasa proporcional a su magnitud, donde 7? es una suma pesada por “capas”’ de las condiciones
iniciales para las variables de estado de los vecinos de ¢ con geodésicas menores o iguales a m. Por
tanto, un cambio en el signo de z; s6lo puede deberse al segundo término en la ecuacién (8.1) o al

campo externo h;, pues éstos no son proporcionales a x;.

Para entender un poco més la ecuacién (8.3) analizamos ahora el comportamiento de la tasa 7).

0

Asumiendo que las condiciones iniciales T

son variables aleatorias independientes que siguen una
distribucién de probabilidad con media 7 y varianza o2, la tasa %Q estd regida por una distribucién

con media y varianza dadas por

0 - nl(n) 0\2 2 - ”z(n)

donde ngn) es el nimero de n-ésimos vecinos del agente ¢. Entonces, de acuerdo a la desigualdad de
Chebychev en Teoria de Probabilidad [29], para un pardmetro de tiempo ¢; > 0 en una red finita

con A7 < 0o podemos escribir

1
PR} = ()1 > tidal) < 5,
(A

es decir, conforme el tiempo aumenta, la probabilidad de que 'y? se aleje mas de t; desviaciones
estdndar de la media es siempre menor que 1/t;2. Esto implica que el intervalo de confianza para la

tasa 'y? correspondiente al nodo ¢ es

AA~9 AA~9
e |- T 60+ T

i

Ahora bien, debe existir un nodo i,,;, para el cual la longitud de tal intervalo sea minima y por

tanto su tasa esté méas definida, por lo que podemos usar los limites de su intervalo de confianza como
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la aproximacion de campo medio de todas las tasas de la red. Explicitamente, tomamos entonces

’Yiot = <79mn> 2= A’ygmnti Vi, (84)

max

donde (~9,;,,) es el valor promedio de la tasa del n0do ipin, AYY,;, es la desviacién esténdar corres-
pondiente y t,,q. €l valor més grande adquirido por su parametro de tiempo, es decir, el tiempo
méximo requerido por un nodo para alcanzar el estado fijo z; = 1 o x; = 0. Como en esta aproxi-
macién de campo medio la ecuacion (8.1) es simétrica respecto al signo de x;, es valido suponer que
<’y?m-n> ~ 0y por tanto tal cantidad puede ser despreciada. Ademas, por la definicién del nodo %,
la desviacién estandar A’ygu.n es pequena, y el tiempo 4, €s tipicamente un nimero muy grande
que en principio debe depender de g y N. En consecuencia, el exponente 'yzot de la ecuacion (8.3)
se puede aproximar por t/7, con 7 un pardmetro de campo medio muy grande ajustado con las
simulaciones numéricas. Este exponente de campo medio es utilizado al final de esta seccién en la

derivacién de la densidad promedio de agentes indecisos al tiempo t.

Como se menciona antes, en la aproximacién de campo medio el signo de 7Y determina el estado
final alcanzado por z;, ya sea ; = 1 o z; = 0. Como la distribucién del vector inicial de opiniones
x(0) es simétrica alrededor de 0, en promedio N/2 agentes cumplen x; > 0. Entre todos estos, sélo
los agentes con ’y? > ( alcanzaran eventualmente el punto fijo z; = 1, y en una primera aproximacion
tal nimero es del orden de N/4. En los siguientes parrafos sélo consideramos tales nodos, para los

cuales el exponente de campo medio cumple con 7 > 0.

Para tiempos tempranos de la dindmica, el nimero de agentes que ya han alcanzado la opinién
irrevocable z; = 1 (denotado por N7) es pequeno, y por tanto la probabilidad de tener un subsistema
de N agentes en un “bafio térmico” de N es de la forma canénica [10, 11]

Pi(Ny) = L

1\iV1) = z’e )
donde el “potencial quimico” u’ debe fijar el valor promedio (N;) y 2’ normaliza la distribucién.
Como la probabilidad de tener un subsistema de nodos con cierta z; es de la misma forma para
cualquier valor de x;, y el sistema tiene la relacién de conservacién N = Ny + N con Ny el niimero

de agentes indecisos al tiempo t, la probabilidad de tener Ny nodos con z; # 1 es Py(Ny) = e~ HNo /z,

donde la “funcién de particién” z asociada a los agentes indecisos es la serie geométrica [29]

N

— e H(N+1)
1—e+
No=0
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Después de un poco de algebra podemos escribir tal relacién como

_,v Sinh (%)

z=e 2 8.5
sinh (%) (8:5)

Ahora bien, si se denota por ng = Ny/N a la densidad de niimero correspondiente (es decir, a
la fraccién promedio de agentes indecisos que atin no alcanzan un estado de opinién irrevocable),

la ecuacién (8.5) implica que el valor promedio de ng estd dado por

N
1 Z %G*UNO _ _i@lnz

(o) = 7 N N o

No=0

El potencial quimico p es dificil de calcular incluso dentro de una aproximacién de campo medio,
pues tiene que ver con las correlaciones introducidas al sistema por la interaccién entre estructura y
funcién. Sin embargo, siguiendo la discusién de la ecuacién (8.4), podemos considerar a p como un
parametro ajustable de la forma t/7, donde 7 es un nimero grande que se obtiene a partir de las
simulaciones numéricas. Entonces, tomando en cuenta ambos valores de sign(aj?), podemos derivar

respecto a u la expresién de z dada por la ecuacién (8.5) y simplificar para obtener

N +1 N+1t 1 t t
<n()> =1- T coth <27‘> + N coth (27’) =1-B <7’> s (86)
es decir, la densidad de nimero promedio de variables de estado fuera de los puntos fijos |z;| = 1

(o en otras palabras, la fraccidn promedio de agentes indecisos) decae en el tiempo siguiendo una
funcion de Brillouin B(x), similar a la utilizada para describir la magnetizaciéon de un material

paramagnético ideal en Fisica [9-11].

En la figura (8.1) se muestra la comparacién entre la prediccién de campo medio de la ecuacién
(8.6) y las simulaciones numéricas correspondientes a sistemas de distintos tamafios y g = 10°. El
pardmetro 7 se ajusté con una técnica de minimos cuadrados al valor 7 &~ gN/40. Sin embargo,
para N > 50 la ecuacién (8.6) es précticamente indistinguible de su limite clésico de Langevin,
(no) ~ 1 — coth(t/7) + 7/t, y en tal caso el pardmetro de campo medio se puede ajustar como
T = ¢g/20, que es independiente de N. En otras palabras, el tiempo caracteristico que le toma a un
agente alcanzar una opinién irrevocable es del orden de g/20, por lo que en el caso extremo g = 10°
casi todos los nodos del sistema han obtenido una opinién definitiva antes de la primera reconexion

de la red.
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Figura 8.1: Fraccién promedio de agentes indecisos (ng) como funcién del tiempo normalizado t/g
para g = 10° y distintos valores de N, durante la primera generacién de la dindmica. Los puntos
se promedian sobre 1000 realizaciones. Se incluye la aproximacion de campo medio de la ecuacion
(8.6) para 7 &~ gN /40, que en el limite cldsico de Langevin corresponde a 7 =~ ¢g/20. Tomado de [42].

Este resultado practicamente no depende del tamafio N y el ajuste es muy bueno para tiempos
pequeinios, pero aparece una desviacion significativa y sistemadtica para tiempos mas grandes. En la
simulacién numérica hay de hecho mas agentes indecisos que los predichos por el campo medio de
la ecuacién (8.6). Esto es de esperarse, pues no hemos tomado en cuenta los efectos de frustracion
producidos por la distribucién de los pardmetros de actitud «;. De hecho, la diferencia entre la
prediccién de campo medio (8.6) y el valor real de (ng) puede ser utilizado como una medida de la
cantidad de frustracion existente en el sistema, la cual se vuelve relevante en generaciones posteriores

de la dinamica.

8.2. Campo medio para la macrodinamica de reconexién de la red

Finalmente, esta seccién se dedica al analisis de campo medio del proceso de reconexion de la
red por cerradura triddica (y = 0) en el limite ¢ — 0. En este caso resulta interesante comparar las
desviaciones que nuestro modelo genera en ciertas propiedades de las redes aleatorias del capitulo
2, como (k) = (C) N. Segin las reglas de reconexién introducidas en la seccién 7.1.2; en nuestro

modelo (k) deberia ser constante a primer orden, pues cada vez que un enlace es cortado se crea
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uno nuevo. Sin embargo, después de una generacién la red puede tener un cambio neto (Ak) en la
conectividad promedio, que se debe a las reconexiones simultaneas realizadas por vecinos en la red.
La aproximacién de campo medio de esta seccion se enfoca en cuantificar tal cambio en el grado

promedio del sistema.

Segun las ecuaciones (7.3) y (7.4), el nimero de primeros y sequndos vecinos de un nodo i se

pueden definir como las cardinalidades ngl) = \Nl-(l)] y nZ@) = \Nl@)] respectivamente, donde
1 . : 2 , .
N =G eN\{i}pgA) =1}y N ={eN\{i} [ ay(A) =1},

con N el conjunto de nodos de GG. Como se describe en la seccion 7.1.2; para realizar el proceso de

reconexion asociado al agente ¢ es necesario construir los conjuntos
p—fic N 0 ={je NP | g 0
i = {] € LV ’plj(x) > }7 y Qi = {] € LV ‘ sz(x) > }7

después ordenar sus elementos del més grande al mas pequeinio de acuerdo a las cantidades p;;(x) y

¢ij(x) respectivamente, y por tltimo encontrar el minimo de sus cardinalidades, es decir,

que es el nimero de enlaces destruidos y creados en la reconexion del nodo «.

De esta forma, los n; primeros vecinos {j} con probabilidad p;;(x) més grande (que conforman
el subconjunto reducido P; C P;) se desconectan del nodo i, y los n; segundos vecinos {j’} con
probabilidad ¢;;(x) més grande (que forman a su vez el conjunto reducido Qi C Q;) se conectan a
1, de tal forma que el cambio en el grado del agente i resultado de su propio proceso de reconexion
es cero: Ajk; = —n;+n; = 0. En otras palabras, la conectividad de la red se conserva localmente (es
decir, para cada nodo), pero un efecto no local que modifica el grado promedio de G puede aparecer
debido a la interaccién entre las reconexiones de agentes cercanos. Este fendmeno, que denotamos

interferencia de reconexiones, se describe con detalle a continuacion.

8.2.1. Interferencia de reconexiones

La reconexién del agente i puede interferir con la de otro nodo cercano, lo cual resulta en la

creacién o destruccion neta de un enlace en la red. Ahora revisamos cada situacién por separado.
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Figura 8.2: (a) Creacién de un enlace en la red. El enlace (i, j7) se rompe dos veces por los primeros
vecinos i y jT; a fin de conservar sus grados locales se crean los enlaces (4,5) y (j T, j), incrementando
en uno el nimero de enlaces en la red. (b) Destruccién de un enlace en la red. El enlace (i,57) se
genera dos veces por los segundos vecinos ¢ y j~, formando un tridngulo con el agente [; para
conservar sus conectividades locales se eliminan los enlaces (i,7) y (7, J’), disminuyendo en uno el
nimero de enlaces en la red.

Creacion de un enlace. Respecto al primer caso, se considera la reconexién de un primer vecino
de i, denotado por j*.Si jT e Pyie 15j+, entonces ambos nodos i y j deciden cortar el mismo
enlace (i,j7) en sus respectivas reconexiones, y luego crean enlaces con ciertos agentes j y j’ tales
quej€Q;yj € Qj+, a fin de mantener Ajk; =0y Aj+kj+ = 0. Sin embargo, como un solo enlace
((4,57)) ha sido destruido y dos enlaces ((i,5) y (47,4")) han sido creados, se obtiene un cambio
neto A;;+ £ = +1 en el nimero de enlaces E de la red. Esta situacion se muestra esquematicamente

en la figura (8.2a).

Destruccion de un enlace. FEn el segundo caso se considera la reconexién de un segundo vecino
de i, el agente j=.Sij- € Qiyie ij entonces ambos nodos ¢ y j~ deciden crear el mismo enlace
(i,77) en sus respectivas reconexiones, pero también cortan sus enlaces con ciertos agentes j y j’
(tales que j € Pyj e ]5j7) a fin de mantener Ask; = 0y A;-k;- = 0. Asi, como s6lo un enlace
((i,77)) ha sido creado y dos enlaces ((¢,7) y (j—,7')) han sido destruidos, se obtiene un cambio
neto A;;- ' = —1 en el nimero de enlaces en la red. Este proceso se muestra en la figura (8.2b),
donde se observa que el resultado de la interferencia de reconexiones es un tridngulo, la estructura

basica de una comunidad social.

En resumen, la interferencia de reconexiones puede aumentar o disminuir el nimero de enlaces

en la red, aunque cada agente ¢ intente mantener su grado k; constante en su propio proceso de
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Figura 8.3: Cambio total final promedio (Akf) = (ky — ko) en la conectividad de la red, como
funcién del grado promedio inicial normalizado (ko) /N para redes de tamano N = 200 (H) y 400
(A). Los puntos se promedian sobre 100 realizaciones para g = 100.

reconexion. Explicitamente, el cambio total en el nimero de enlaces de G después de una generacién

(S}

1 N
AFE = 3 ‘Zl AjiE,
,J]=

donde se agrega el factor 1/2 pues la simetria Aj;E = Aj;;E implica que los enlaces creados o
destruidos se cuentan dos veces en esta suma. Siguiendo a la ecuacién (1.7), el grado promedio

(k) = (1/N) >N k; se puede escribir como

2 2

por lo que, después de una generacion, los cambios totales y locales en la conectividad de la red

cumplen las relaciones
| X
(Ak) =~ Zl AyE#0, vy  Ak=0 VYi=1,..,N, (8.8)
Z?]:

donde la igualdad (Ak) = A;k; = 0 Vi sélo se cumple cuando no hay interferencia de reconexiones en
la red, o cuando los efectos de las interferencias se cancelan entre si. En la figura (8.3) se muestra el

cambio total final promedio (Aky) = (ky — ko) en la conectividad de la red, como funcién del grado
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promedio inicial normalizado (ko) /N para redes de distintos tamaiios y g fija?. Como se observa

aqui, la condicién inicial estructural (ko) define tres estados finales distintos para (Aky):

» Con (ko) ~ 0, (ko) ~ N/2y (ko) ~ N, el grado promedio de G casi no cambia respecto a su

correspondiente valor en la red aleatoria inicial y (Akg) ~ 0.

» Con 0 < (ko) < N/2, la interferencia de reconexiones provoca un aumento significativo en la
conectividad de G, por lo que el proceso fundamental en este caso es la creacién de enlaces de

la figura (8.2a).

» Con N/2 < (ko) < N, sucede el caso inverso en el que hay una disminucion en la conectividad

de la red por la destruccién de enlaces mostrada en la figura (8.2b).

Es notable la aparente simetria entre las regiones de creacién y destruccién de enlaces, lo cual indica

que el mismo andlisis de campo medio puede ser utilizado para describir ambas situaciones.

De esta forma, para encontrar una expresion del cambio (Ak) en la aproximacién de campo
medio, es util definir cantidades que midan la cantidad relativa de términos positivos y negativos
en la suma de la ecuacién (8.8), es decir, que determinen los momentos de la dindmica en que existe

un aumento o una disminucion en la conectividad de la red.

8.2.2. Los factores f

Consideremos la interferencia de reconexiones entre los agentes ¢ y j, donde j € 151' (oje QZ)
yi € Pj (0i € Q). Para i dado, se denota por F; C P, U Q; al conjunto de nodos {j} cuyas
reconexiones interfieren con la del agente 7. Como se ha visto en la seccién anterior, existen dos
tipos de nodos en Fj: los agentes j 1 € P, que ayudan a incrementar (k) (y que forman el subconjunto
denotado por F;F), y los agentes j~ € Q; que ayudan a disminuir (k) (y que forman el subconjunto
denotado por F; ), de tal forma que F; = F; UF, y Ff NF;” = (. Con esto definimos las fracciones

de reconerxiones positivas y negativas fii como

+ —
L H - _ H +
T = e€fo,1 T = =1-—f, 8.9
pues |F;| = |EF;"| + |F|. Como sus nombres lo indican, para un nodo i dado f;" es la fraccién

de la interferencia de reconexiones que produce un cambio neto positivo en (k) después de una

generacion, mientras que f;” es la fraccién que provoca un cambio neto negativo. Podemos promediar

2Claramente, el cambio total (Aks) es la suma de los cambios parciales (Ak) de la ecuacién (8.8) durante todas
las generaciones de la dindmica.
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las expresiones de la ecuacién (8.9) sobre todos los nodos de la red para encontrar los factores f,

dados por

P R A
=20 (8.10)
i=1

que en la aproximacién de campo medio representan una medida del aumento (f* > 1/2y f~ < 1/2)
o disminucion (fT < 1/2y f~ > 1/2) sistemdtica de la conectividad de G después de la modificacién

de su topologia realizada al final de cada generacién?.

En esta notacion, el punto fijo (Ak) = 0 en el cual la conectividad promedio de G no cambia se

determina por la condicion

fr=fT=y5  (ak=0) (8.11)

Debido a esta identidad, podemos evitar la indeterminacién |Fj| = |F;5| = 0 (es decir, cuando no
hay interferencia de reconexiones para el agente i, y por tanto no hay cambio en (k) por su causa)

al definir también

fr=fr=5  (EI=0). (312

Esto se debe a que, en la aproximacién de campo medio donde las tnicas variables relevantes son
(Ak) y los factores f, la ausencia de una interferencia de reconexiones y la cancelacién de sus efectos
sobre (k) son equivalentes. El punto fijo (Ak) = 0 entre dos generaciones caracteriza los tltimos
momentos de la dindmica, pues en tales tiempos ya no hay un cambio en el grado promedio de la
red. Asi, las ecuaciones (8.11) y (8.12) nos dicen que en el final de la dindmica la red cumple con la

condicién de campo medio f* = f~ =1/2.

8.2.3. Notacién matricial

Podemos expresar todos los resultados anteriores en forma matricial con las siguientes defini-
ciones, las cuales sirven bastante para implementar los cdlculos numéricos de la aproximacion de

campo medio en el algoritmo del apéndice A. Sean P, Q y R las matrices de corte, conezrion y

3Para simplificar la escritura de las siguientes ecuaciones se obvia la notacién del promedio sobre toda la red en
los factores f, es decir (f*) = (1/N) SN A=t
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reconexion respectivamente, cuyos elementos estan dados por

-1 sijep
Py = ;
0 de otro modo
1 sije; (8.13)
Qij = ,

0 de otro modo

Rij=PFPj+Qi Yi=1,...,N.

En otras palabras, el i-ésimo renglén en P (Q) contiene los indices de los nodos j que son des-
conectados de (conectados con) el agente i en su proceso de reconexién. A partir de la ecuacién
(8.13), se observa que P (Q) no tiene traza y que P;; = Pj; = —1 (Qi; = Qj; = 1) si y sélo si hay
interferencia entre las reconexiones de i y j, pues ésta condicién es equivalente a j € Py y i € ]5]
(jeQivieq).
Maids aun, se tiene la relacién
N
ZRij = Z[Pij +Qijl = —|Pi| +1Qi| = —ni +ni = Ak =0,

Jj=1 J=1

es decir,

N
Aiki = Ri;j =0, (8.14)
7j=1

lo cual es equivalente a la segunda parte de la ecuacién (8.8), y nos dice que la nulidad de los

renglones de R implica la conservacién local del grado de cada nodo.

Siguiendo este resultado, uno podria pensar que (Ak) es proporcional a la suma de los cambios
locales Ak;, pero como A;k; = 0 Vi esto implicaria que (k) no cambia después de cada generacion,
lo cual no sucede en general, como se puede apreciar en la figura (8.3). De hecho, en tal argumento
estarfamos considerando la reconexién como un proceso de un cuerpo, en el que el cambio total
de una propiedad del sistema es la suma de los cambios de tal propiedad en los componentes del
sistema. Este caso, que se puede tomar como una aproximacién de primer orden a (Ak), es de hecho

lo que sucede en el sistema cuando ninguna pareja ¢ y j cumple las condiciones

P@'j = le' =-—1

Qij = Qi =1
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es decir, cuando no hay interferencia de reconexiones. En tal situacién la reconexién de cada agente

se puede considerar por separado y la conectividad promedio de G' no cambia.

En el caso més usual en que s hay interferencia de reconexiones, tenemos que considerar por
tanto correlaciones de dos cuerpos y calcular una aproximacién de segundo orden para (Ak). Esto es
similar a lo que sucede con las funciones de densidad de probabilidad [29], donde las propiedades de
una distribucién dada pueden analizarse al calcular sus momentos sucesivos. Siguiendo tal analogia,

nos concentramos ahora en los segundos momentos de las matrices de reconexién, P?, Q% y R2.

A partir de la ecuacién (8.13), los elementos diagonales de P2 son

N 1 sijePyich
(PQ)Z‘Z‘ = ZPiiji donde Pwpﬂ = s
J=1 0 de otro modo

por lo que de hecho

(P?)i = |, (8.15)
De forma similar podemos encontrar que
(@i = |Fy|. (8.16)
Maés atn, en cuanto a R,
N N
=Y (P+Q)(P+Q)ji =Y [PijPji + QijQyi + PyjQji + Qij Pyl ,
j=1 j=1

donde los términos cruzados cumplen P;;Qj; = Q;FP;; = 0 pues las condiciones j & P, yieE Q]
(j € Q; yiE Pj) son mutuamente exclusivas Vi,j = 1,..., N. Por lo tanto, con las ecuaciones

(8.15) y (8.16) tenemos que
N
= [PyPyi+ QyQyil = |F' |+ |F | = |Fil,
j=1
es decir,

(R*)ii = |Fy.

A partir de la tdltima expresion y las ecuaciones (8.15) y (8.16), podemos ver que las fracciones

de reconexiones positivas y negativas para el agente ¢ en forma matricial estdn dadas por
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Figura 8.4: (a) Los factores f* (#) y f~ (M) al final de la primera generacién de la dindmica
(t = g) como funcién del grado promedio inicial normalizado (ko) /N para N =200y g = 100. (b)
Los factores f ahora como funcién del tiempo normalizado t/g de la dindmica para (ko) = 4 y los
mismos valores de N y g. Los resultados numéricos se promedian sobre 100 realizaciones.

con

donde los valores especiales de las ecuaciones (8.11) y (8.12) aplican de la misma manera.
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En la figura (8.4a) se presentan los calculos numéricos de los factores f al final de la primera
generacién de la dindmica (t = g) como funcién del grado promedio inicial normalizado (k) /N
para N = 200 y g = 100. En esta grafica se observa que los factores f resumen la informacion
del cambio total final (Aky) = (ky — ko) dada por la figura (8.3): en la regién en que (Aks) > 0
tenemos las relaciones f* > 1/2y f~ < 1/2, mientras que cuando (Aks) < 0 se tiene en cambio
[T <1/2y f~ > 1/2. Esto implica que una contribucién importante a (Aks) se realiza durante la

primera generacion.

De hecho, como se observa en la figura (8.4b) (donde se grafican los factores f como funcién
del tiempo normalizado ¢/g de la dindmica para (ko) = 4, N = 200 y g = 100), los factores
f evolucionan en el tiempo de forma cuasiperiddica: en las primeras generaciones oscilan entre
valores altos cercanos a 1, y conforme el tiempo pasa los maximos y minimos de tales oscilaciones
disminuyen, hasta que cerca del final de la dindmica casi no hay oscilaciones y los factores f tienden
al valor fT = f~ = 1/2, que corresponde al punto fijo (Ak) = 0 entre dos generaciones expresado en
las ecuaciones (8.11) y (8.12). En otras palabras, durante las primeras generaciones la interferencia
de reconexiones en el sistema presenta un comportamiento oscilatorio en que produce aumentos y
disminuciones intercaladas del grado promedio de G, y el resultado neto de esto se observa en el
cambio total final (Aks) = (k; — ko).* Con esto en consideracién, nuestro propdsito ahora es utilizar

a los factores f como parametros de campo medio para encontrar una aproximacion analitica a (Ak).

8.2.4. Aproximacién de campo medio para (Ak)

En esta seccién, nuestro objetivo consiste en encontrar una expresion para (Ak) en la aproxi-
macién de campo medio en términos de los factores f. Para lograr esto nos concentramos en la
primera parte de la ecuacién (8.8), donde las dos sumas sobre los nodos de G se pueden considerar
por separado. En otras palabras, para un agente ¢ dado agrupamos los términos de interferencia
de reconexiones A;;E para todo j en un solo término Ak; dependiente de i, y luego promediamos

sobre 1:
N N

N
(AR) = % SN AGE = % Z; Ak, (8.18)

i=1 j=1
Ahora, como ya hemos visto con detalle, todas las interferencias de reconexién para el agente 4

pueden separarse en las que aumentan k; y las que disminuyen k;, por lo que

Ak; = Ak — Ak; . (8.19)

4 ., . e g . e, . .
La evolucién cuasiperiédica de los factores f parece ser importante para el desarrollo de la dindmica del sistema,
y su andlisis se propone también como un punto de investigacion futura.
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En cuanto a Ak:,;Ir , las interferencias de reconexién que aumentan k; se realizan con una fraccién f;r

(1)

de los n; ’ = k; primeros vecinos del agente 4, es decir,

Ak = fiTk;. (8.20)

Por el otro lado, como las interferencias de reconexién que disminuyen k; se realizan con algunos

de los n§2) segundos vecinos del agente i, en primer lugar tenemos que calcular ngz)

(2)

)

para una red
arbitraria. Los valores maximos posibles de n;”’ se encuentran en los arboles de la seccién 2.1, entre
los que se encuentran los arboles de Cayley o redes de Bethe. De manera explicita, cuando no hay

ciclos en la red tenemos

”1(2) = Z(kﬂ -1) (red sin ciclos), (8.21)
J
donde el indice j corre sobre los primeros vecinos del agente 7. Entonces, al considerar una red con

ciclos, podemos primero calcular nZ@) como si la grafica alrededor de ¢ fuera de hecho un arbol, y
luego sustraer los segundos vecinos ficticios que aparecen por la presencia de ciclos. En cuanto a los
tipos de ciclos, tenemos que tomar en cuenta tridngulos y cuadrados, pues tales ciclos son los tinicos
que pueden reducir el nimero de segundos vecinos dado por la ecuacién (8.21). A continuacién

revisamos cada situacién por separado.

Presencia de tridngulos. Considere la estructura de la red alrededor del agente ¢ mostrada
en la figura (8.5b), donde existe un tridngulo entre los nodos i, j; y j2. Si sustituimos tal grafica
por un arbol similar al presentado en la figura (8.5a) y calculamos el nimero de segundos vecinos
con la ecuacién (8.21), estamos tomando a los nodos j; y j2 como segundos vecinos de i cuando
claramente son primeros vecinos, por lo que tenemos que sustraer dos veces el niimero de triangulos
del resultado de la ecuacién (8.21) para obtener el nimero correcto de segundos vecinos de i. En
otras palabras,

n? — Z(kj —1) - QniA (con tridngulos),

7
J

A ) s , A
donde n;” = %(A?’)i,- es el nimero de tridngulos con el agente ¢ como uno de sus vértices.

Presencia de cuadrados. Si ahora tenemos un cuadrado entre los agentes 7, ji, jo v [, como se

muestra en la figura (8.5¢), y usamos la ecuacién (8.21) para calcular n§2)7 estamos considerando a
[ como un segundo vecino del agente i dos veces (pues es un primer vecino tanto de j; como de j2).

Como solo tenemos que contar al nodo [ una vez, el nimero de cuadrados niD debe ser sustraido del
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(a) (b) (©

Figura 8.5: (a) Estructura de arbol en la vecindad del agente ¢. (b) La presencia de un tridngulo
reduce el nimero de segundos vecinos en 2 con respecto al arbol correspondiente. (¢) La presencia
de un cuadrado reduce el nimero de segundos vecinos en 1 con respecto al arbol correspondiente.

(2)

resultado de la ecuacién (8.21) para calcular n,” correctamente, es decir,

”1(2) = Z(kj —1)—nH (con cuadrados).
J

Se observa que si el enlace (i,1) existiera entonces [ seria un primer vecino del agente i y por tanto

(2)

no contribuiria a n;”’. Entonces, sélo los cuadrados formados por dos primeros vecinos y un segundo

vecino de ¢ son tomados en cuenta en nzD

Uniendo los dltimos dos resultados encontramos que el niimero de segundos vecinos en una red

arbitraria esta dado por

n? =3k~ 1) =20 — 0,

J
lo cual generaliza correctamente la ecuacién (8.21).
Entonces, las interferencias de reconexion que disminuyen k; se realizan con una fraccién f;
de los primeros vecinos de cada nodo j de una fraccién f; de los primeros vecinos del agente
i, menos una fraccién f;” del doble del nimero de tridngulos y del nimero de cuadrados para .

Explicitamente,

Ak; = f; Z(f;kj —-1)— ZniA — niD . (8.22)

J
Asi, sustituyendo las ecuaciones (8.20) y (8.22) en la ecuacién (8.19) y tal expresién en la ecuacién

(8.18), obtenemos

N
Z frei— 17 D (k-1 —2mf —nl | | (8.23)

J

el cual, como la ecuacién (8.18), es todavia un resultado exacto, pero no tan tratable analiticamente
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como para poder ser comparado con los resultados numéricos.

Afortunadamente, la aproximacién de campo medio nos permite realizar ciertas simplificaciones

utiles que no disminuyen la capacidad de prediccién de esta ecuacién:

= En primer lugar podemos considerar que, en promedio, los grados k; y las fracciones fjjE
de los primeros vecinos j del agente ¢ son similares a k; y f;~ respectivamente, por lo que
>(fi ki — 1) = ki(f;i ki — 1). Ademds podemos suponer que, como un cuadrado es una
estructura més complicada que un tridngulo (pues exige més correlaciones entre sus nodos),

es menos comun en promedio y por tanto puede ser despreciado.

» En segundo lugar, segin la ecuacién (1.15) el nimero de tridngulos niA y el coeficiente de

agrupamiento C; estan relacionados por la expresion

A

Ci= li(ki — 1)

» Finalmente, cualquier reconexién en la red que contribuye a (Ak) se realiza entre un par de
agentes indecisos que aun no fijan sus opiniones a algtin valor irrevocable, y la densidad de

tales pares es proporcional a <n0>2 segun la ecuacién (8.6).

Aplicando todas estas consideraciones en la ecuacién (8.23) obtenemos
1
(Ak) = NZ_I [Tk — f7ki(f7 ki — 1) + f; Ciki(k; — 1)] .

Ahora bien, con el operador (1/N) Zfi 1 podemos promediar los tres términos en la tltima suma por
separado, pero para promediar los factores en los productos es necesario ignorar todas las posibles

correlaciones entre ellos, es decir, tomar

(fk) = (fF) (k)
(f=Ck) = (f7)(C) (k)

((f7)2K2) = (f)2 (k)

(f~CK?) = (f7)(C) (k)

donde se usa la notacion explicita (e) para los promedios sobre toda la red. Eliminando esta notacién

en los factores f por simplicidad, podemos escribir

(Ak) = (no)* [f 7 (k) = f~ (k) (f~ (k) = 1)+ f~(C) (k) ((k) = 1)] , (8.24)
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Figura 8.6: (a) Estado final ((Cy), (kf)) del sistema para distintos valores del grado inicial promedio
(ko), con N =400 y g = 100 (o). Cada punto se promedia sobre 100 realizaciones. La prediccién
(2.2) para una red al azar se muestra con la linea punteada, y el resultado de campo medio (8.25)
se incluye con una linea continua. Tomado de [42].

que es la aproximacion de campo medio para el cambio total promedio (Ak) en la conectividad de

la red entre dos generaciones.

Considerando el punto fijo (Ak) = 0 que se alcanza en las ultimas generaciones de la dindmica,
la relacién (8.24) se convierte en una ecuacién de segundo grado para la conectividad promedio final
(k¢), por lo que ignorando la solucién trivial (ky) = 0 y utilizando la segunda parte de la ecuacién

(8.9), encontramos que (kf) cumple con

1—f(Cy)

(kf) = 75—~ (8.25)
S VR (o)
donde (C) es el coeficiente de agrupamiento promedio al final de la dindmica.
En la figura (8.6) se grafica el resultado de la ecuacién (8.25) con f~ = 1/2 (la linea continua)5

y se compara con los resultados numéricos para N = 400 y g = 100 (los circulos abiertos) y con la
dependencia lineal en una red aleatoria predicha por la ecuacién (2.2) (la linea punteada). Resulta

interesante notar que para cualquier grado promedio (k) los coeficientes de agrupamiento para el

®Como se aprecia en la ecuacién (8.11) y en los resultados numéricos de la figura (8.4b), el factor f~ converge
répidamente al valor 1/2 y por tanto esta igualdad es valida en las dltimas generaciones de la dindmica.
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campo medio y los resultados numéricos son méas grandes que el correspondiente a la red al azar, y

que para (k) = N/2 todos los coeficientes de agrupamiento se encuentran en el valor 1/2.

También quisiéramos senalar que la aproximacién de campo medio tiene un comportamiento
cualitativo similar al de los calculos numéricos, aunque en su derivacion sélo se hayan considerado
algunos de los efectos de segundo orden presentes en el sistema. De manera particular, la apro-
ximacién de campo medio es considerablemente buena para valores de (C) y (k) bajos, es decir,
cuando la red es muy rala y por tanto las suposiciones de la ecuacién (8.25) son validas, pero deja
de funcionar cuando la grafica estd mas conectada, pues en ese caso hay mas ciclos y correlaciones

entre nodos que inhabilitan las aproximaciones discutidas con anterioridad.

En principio, los factores f deberian poder expresarse en términos de la aproximacién de campo
medio para la fraccién de agentes indecisos (ng) de la ecuacién (8.6), o de alguna otra variable
relevante en la microdindmica de formacién de opinién, lo cual harfa que la relacién (8.24) fuera una
aproximacion analitica que no requiere un pardametro de campo medio ajustado con las simulaciones
numéricas. Sin embargo, las correlaciones fuertes entre los estados individuales de los pares de
agentes conectados cuando hay una coevolucion explicita entre la distribucién de opiniones y la red
de interacciones hace que éste trabajo sea relativamente complicado, y lo situa fuera del alcance de

la presente investigacién.
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Conclusiones

En este trabajo se intenta dar una breve revisién de la manera en que el formalismo de sistemas
complejos ha sido utilizado ultimamente para describir el comportamiento de fenémenos naturales
pertenecientes a diversas disciplinas bajo un mismo conjunto de conceptos: una o varias estructuras
de red y un conjunto de sistemas dindmicos definidos sobre ellas para describir sus funciones. Al
considerar la estructura y funcién de un sistema complejo, resulta fundamental analizar la retroali-
mentacion entre sus dindmicas a fin de poder describir la emergencia de propiedades en el sistema.
El marco tedérico de coevolucion presentado en este trabajo, y respaldado por su aplicacién en un
proceso de formacién de opinién, es el intento de un primer paso en el camino de la formalizacion
del estudio abstracto y general de los sistemas complejos, y abre posibles caminos en el futuro. Por
un lado es interesante preguntar si somos capaces de seguir un estudio analitico del marco tedrico
sin entrar en detalles particulares de un fenémeno dado, y por el otro es igualmente importante
aplicar tal marco a sistemas fuera del régimen social para descubrir la importancia de la coevolu-
cién en diversas areas del conocimiento cientifico. Lo tinico que sabemos con total seguridad hasta
el momento es que el campo de sistemas complejos es un reto fascinante, actual y prometedor, y
que tiene bastantes esperanzas de ampliar la perspectiva del conocimiento humano en un futuro

cercano.

A continuacion se presentan de manera puntual los objetivos alcanzados por nuestro trabajo,

asi como algunas posibles lineas de investigacion en el futuro cercano:

= Se presentaron los conceptos y nociones bdsicas utilizadas con frecuencia en el campo de
Sistemas Complejos, con especial énfasis en la forma en que éstos se utilizan para describir la
estructura y funcién de un fenémeno en la Naturaleza. La estructura de un sistema complejo
se modela por una red donde los nodos representan las partes del sistema y los enlaces las
posibles interacciones entre dichas partes, por lo que el formalismo matematico asociado es la
Teor{a de Graéficas. Por el otro lado, la funcién de un sistema complejo se describe por la forma

en que ciertas variables de estado definidas sobre los nodos de la red cambian en el tiempo de
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acuerdo a un sistema dinamico determinado, los cuales usualmente presentan caracteristicas
no lineales. La estructura se caracteriza estadisticamente a partir de la matriz de conectividad
y ciertas propiedades topoldgicas locales como el grado, el coeficiente de agrupamiento y la
longitud caracteristica, mientras que la funcién se analiza a partir del retrato fase del sistema
dindmico asociado, el cual puede tener propiedades relevantes como el rompimiento espontaneo

de simetrias a través de bifurcaciones.

Se remarcdé que existen dos formas extremas y opuestas de analizar un sistema complejo,
dependiendo de la escala de tiempo utilizada para observar el fenémeno asociado: como una
estructura sin funcién o una funcién sin estructura. Si la evoluciéon temporal de la funcién
del sistema complejo es mucho mas lenta que la de la estructura, podemos describirlo como
una estructura sin funcién donde lo dnico que nos interesa es la dindmica de la topologia
de la red. En este caso se analizaron con detalle estructuras arquetipicas como las redes
ordenadas, aleatorias, de mundo pequeno y libres de escala. En cambio, si la dinamica de la
funcién es més rapida que la de la estructura, el sistema puede ser visto como una funcién
sin estructura y nuestro interés reside en analizar la forma en que un conjunto de variables de
estado definidas sobre una red estatica evoluciona en el tiempo. En este caso se describié el
modelado matematico de ciertos procesos de difusién, propagacién y sincronizacion en sistemas

bioldgicos, ecolégicos y sociales.

En la situacién intermedia en que las escalas de tiempo para las dindmicas de estructura y
funcién son similares, existe una retroalimentacién explicita entre las evoluciones temporales
de la topologia de la red y de sus variables de estado que se denomina coevolucién. Tal inter-
accién entre estructura y funcién se ha reconocido de manera intuitiva en la literatura como
un ingrediente fundamental para analizar el comportamiento de algunos sistemas complejos
y caracterizar la presencia de propiedades emergentes en ellos, pero no se ha considerado de
manera formal y abstracta desde un punto de vista general. Por lo tanto, en este trabajo se
propuso un marco tedrico general para estudiar la dinamica de redes basada en el concepto de
coevolucién. En éste, un pardmetro de coevolucion fija las escalas de tiempo de las dos dindmi-
cas que interactian entre si para definir el estado del sistema complejo: la microdinamica o
dindmica funcional que sélo depende en forma explicita del conjunto de variables de estado y
no de la red, y la macrodindmica o dindmica estructural que cambia explicitamente por la red
y no por el conjunto de variables de estado. Se propusieron ecuaciones generales para tales

dindmicas que incluyen tanto procesos de reconexién en la red como interacciones de corto y
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largo alcance entre las variables de estado. Ademas, se mostré que este marco tedrico permite
describir simultaneamente a las estructuras sin funcién, las funciones sin estructura y a los
sistemas complejos coevolutivos con las mismas ecuaciones a partir de la variacién continua

del pardmetro de coevolucion.

A fin de exponer la utilidad del marco tedrico de coevolucién con un ejemplo particular,
se describié un proceso de formacion de opinién en un sistema social, con el objetivo de
caracterizar dindmicamente la emergencia de tres propiedades comunes en las redes sociales:
el efecto de mundo pequenio, una conectividad promedio baja, y la presencia de comunidades
en la red. El modelo se construyé utilizando hipétesis de las ciencias sociales para definir los
términos de las ecuaciones de coevolucion, y a través de una gran cantidad de simulaciones
numéricas se mostré que para una extensa region del pardametro de coevolucién existe la
emergencia de propiedades esperada, mientras que en las regiones extremas se recuperan
las estructuras sin funcién y las funciones sin estructura asociadas al modelo. Ademds, se
construyeron aproximaciones de campo medio para predecir analiticamente las caracteristicas
de tales casos extremos, en particular, la fraccién promedio de agentes indecisos en la red
y el cambio total promedio en la conectividad de la red entre dos generaciones. La validez
de nuestro modelo se sustenté con un estudio detallado de los antecedentes en modelos de

formacién de opinién y algoritmos de deteccién de comunidades.

Como un posible camino para continuar la investigacién iniciada en este trabajo, se propone
hacer un analisis de las propiedades del marco tedrico de coevolucién sin considerar un mo-
delo particular, es decir, encontrar los tipos de sistemas complejos que pueden ser descritos
bajo tal marco, y las propiedades emergentes que existen en ellos sélo cuando se incluye la
interaccién coevolutiva en la definicién del sistema complejo. Ademds, la aproximacién de
campo medio del modelo coevolutivo de formacion de opinién se puede mejorar al encontrar
relaciones analiticas entre los parametros de campo medio. Finalmente, se planea comprobar
las predicciones tedricas de nuestro modelo (y, en forma indirecta, las del marco tedrico de
coevolucién) a través de un experimento donde se simule la interaccién social estudiada, es
decir, la formacién de opinién en los individuos de un grupo social a través de discusiones y

el cambio de personas con las que se discute.
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Apéndice A

Algoritmo para el modelo coevolutivo

de formacion de opinion

Las simulaciones numéricas del modelo coevolutivo de formacién de opinién desarrollado en el
capitulo 7 se realizaron con un cédigo en C, el cual es demasiado grande como para ser presentado
en este apéndice. Por lo tanto, a continuacién se incluye el algoritmo informal sobre el que se basa
el codigo, a fin de explicar en forma concisa como se implementan numéricamente las ecuaciones de

movimiento y reglas légicas presentadas en la seccién 7.1:
1. Se fijan los valores de los parametros y constantes utilizadas en el programa.
2. Se inicia un ciclo sobre la condicién inicial o el pardmetro a estudiar, ya sea N, (ko) o g.
3. Se inicia un ciclo para promediar los resultados de la dindmica.

4. Se inicializan las componentes del vector de opiniones x(0) de acuerdo a una distribucién de

probabilidad uniforme o gaussiana.
5. Se fijan los pardmetros «; segin una distribucién de probabilidad uniforme.
6. Se construye la matriz de conectividad A asociada a la red aleatoria inicial.

7. Mientras la mayor parte de los agentes estd indecisa se realiza el siguiente ciclo sobre el tiempo

de la dindmica t:

a) Se actualizan las opiniones z;(t) de los agentes indecisos segun las ecuaciones (7.1) y
(7.2).
b) Si para algin agente i se tiene |z;(t)| > 1, se fija su variable de estado a la opinién

irrevocable correspondiente (x; = £1) por el resto de la dindmica.
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10.

11.

12.

¢) En cada tiempo de generacién t = ng con n € Z, se realiza el proceso de reconexion de
la red descrito en la seccién 7.1.2, y se actualiza la matriz de conectividad A de acuerdo

a su resultado.
Se visualiza el estado final de la red con Himmeli.
Se repiten los pasos 4-8 hasta terminar el ciclo de los promedios.
Se repiten los pasos 3-9 hasta finalizar el ciclo de las condiciones iniciales o pardmetros.
Se calculan las propiedades estadisticas del vector final de opiniones x(0), como (ng).

Se calculan las propiedades estadisticas de la matriz de conectividad A, como (k), (C), <n<2)>,

(s7), (s) y (L).
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